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RESUMO

A simulação numérica de escoamento tem se desenvolvido em diferentes aspectos para me-

lhorar sua exatidão e se aproximar cada vez mais da representação de fenômenos reais. O de-

senvolvimento científico sobre escoamentos turbulentos multifásicos dependem da simulação

numérica, onde o custo computacional destas ainda é um fator determinante, principalmente

quando se visa resultados mais precisos. Uma das grandes dificuldades é que códigos numéri-

cos de alta ordem, utilizados para simular escoamentos bifásicos, produzem erros de dispersão

numérica presentes principalmente na interface, já que nesta posição se apresenta uma descon-

tinuidade nas propriedades físicas dos fluidos envolvidos. O presente trabalho tem o objetivo

de propor uma formulação de alta precisão para escoamentos bifásicos. Para isso, realiza-se

modificações em um código já existente, denominado Incompact3d que possui a possibilidade

de paralelização para até 100.000 núcleos computacionais, utilizando uma decomposição 2D.

Entre estas modificações destacam-se a implementação de uma nova formulação do método

Level Set, além de pequenas modificações nas equações de Navier-Stokes, como a adição do

termo de gravidade, a segregação do termo de difusividade e a adição de um termo referente a

força de tensão superficial. Ainda propõem-se uma nova consideração do termo de pressão, que

é separado em pressão não hidrostática e pressão hidrostática. Diversos testes de verificação e

validação foram realizados, apresentando a capacidade de se realizar simulações numéricas de

alta ordem para escoamentos bifásicos. Com esta metodologia, foi identificar características de

fenômenos turbulentos bifásicos.

Palavras-chave: Simulação Numérica Direta, Escoamentos bifásicos, Método Level Set.
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ABSTRACT

Flow numerical simulation has been developed in different ways to improve its results accu-

racy and have a better approximation to real phenomenon. To scientific development turbulent

two-phase flow depends of numerical simulation, where computational cost is an important fac-

tor, mainly when accurate results are required. High order two-phase flow codes issue is that

they produce numerical dispersion errors that are amplified with the presence of interface, since

in its position exist physical proprieties discontinuity. This research main objective is to pro-

pose a high precision formulation to two-phase flow. For that, we modified Incompact3d code

that has a 2D decomposition making parallelized calculation up to 100.000 computational co-

res. Some modifications are the implementation of a new Level Set Method formulation; some

minor Navier-Stokes equation modifications as the addition of gravity term; the segregation of

diffusive term; and the addition of surface tension forces. We also proposed a new pressure term

consideration where we separate it in hydrostatic and non-hydrostatic pressure. Many verifica-

tion and validation tests where developed presenting the ability to perform high order numerical

simulations for two-phase flows. Also it was possible to identify multiphase turbulent structures

in the phenomena simulated.

Keywords: Direct Numerical Simulation, Two-phase flow, Level Set Method.
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1 INTRODUÇÃO

A simulação numérica de escoamentos de fluidos tem se desenvolvido em diferentes aspec-

tos com a intenção de melhorar sua exatidão e se aproximar cada vez mais dos fenômenos reais.

O desenvolvimento científico e a aplicação técnica da modelagem de escoamentos multifásicos

tem se ampliado e estão em evidência. Isto ocorre porque diversos fenômenos de interesse es-

tão intimamente envolvidos com o tema de escoamentos multifásicos. Desde desastres naturais,

onde se tem fluxos de detritos e inundações bruscas, até procedimentos industriais de resfria-

mento for jatos ou aeração de algum líquido, entre outros diversos fenômenos e procedimentos,

são exemplos envolvendo fluidos multifásicos.

Pesquisas importantes para a ciência e para a industria estão sendo desenvolvidas no âmbito

da simulação numérica de fluidos multifásicos, como na representação numérica utilizando a

Simulação Numérica Direta (Direct Numerical Simulation - DNS) do ressalto hidráulico ([58]),

na interação fluido-estrutura ([99], [25], [54]), na simulação de bolhas ([97], [85]), entre outros.

Esta importância se da porque o estudo sobre escoamentos multifásicos são essenciais para o

entendimento da natureza, i.e. desenvolvimento científico. Já, na indústria, a simulação numé-

rica auxilia no aperfeiçoamentos dos processos produtivos, eficiência do produto em questão,

além de contribuir na criação de novos produtos. Uma nova tendência é o desenvolvido na área

do entretenimento, ao criar efeitos especiais para a industria cinematográfica e jogos.

Além disso, a turbulência no escoamento de fluidos fascina a humanidade a séculos, mesmo

sendo um fenômeno rotineiro desde os primórdios da humanidade. Diversos estudiosos e ar-

tistas expressaram o seu modo de ver e compreender a turbulência, muitas vezes apreciada a

partir da superfície livre de um corpo hídrico. O renascentista Leonardo da Vinci (1452-1519)

e o pós-impressionista Van Gogh acrescentaram em diversas de suas obras aspectos da turbu-

lência como turbilhões (figura 1.1). A importância dos escoamentos multifásico, assim como

da turbulência, vai muito além da arte, pois o desenvolvimento de toda a humanidade sempre

1
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dependeu destes fenômenos que são partes indispensáveis da natureza. Não é muita ousadia

afirmar que muitos organismos vivos são complexos sistemas multifásicos.

Figura 1.1: Esquerda: Obra de Leonardo da Vinci, O Dilúvio, Direita: Obra de Vincent van
Gogh, A Noite Estrelada. Fonte: pt.wahooart.com (2018)[10]

O desenvolvimento científico dos conhecimentos sobre escoamentos turbulentos multifá-

sicos dependem amplamente da simulação numérica aliada aos experimentos físicos. Os ex-

perimentos físicos fornecem o comportamento real do fenômeno para condições específicas,

já os experimentos numéricos nos permitem modelar fenômenos difíceis de serem simulados

fisicamente, além de que os dados resultantes são de fácil aquisição. De qualquer forma, os

experimentos numéricos necessitam serem verificados e validados, processos nos quais é im-

portante que se utilize resultados provenientes de experimentos físicos.

Na mecânica dos fluidos computacional, os escoamentos com superfície livre são muitas

vezes considerados como um caso específico de fluidos multifásicos imiscíveis. Nos anos 60,

o primeiro código computacional que representava a superfície livre resolvendo as equações

de Navier-Stokes foi o Modelo Maker-and-Cell (MAC), de Harlow e Welch, apresentado em

1965 [26], com a aplicação em propagação de ondas provenientes de ruptura de barragem. Este

foi o primeiro grande passo para o aperfeiçoamento dos métodos matemáticos relacionados à

escoamentos multifásicos, abrindo caminho para o desenvolvimento desta área de pesquisa.

Nos dias de hoje, depois de cinco décadas, os modelos numéricos passaram a descrever

fenômenos com os mais diversos tipos e escalas espaciais, desde a dinâmica de gotas [81] [84],

pequenas ondas [40], fluxos de maré [21], até tsunamis [19]. Nos últimos anos, escoamentos

turbulentos com superfície livre também estão sendo desenvolvidos numericamente e simulados
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como no caso de escoamento de fluidos com objetos móveis [56], sobre obstáculos e em rios

naturais com sinuosidade [38].

Ainda que estudos com DNS estejam sendo produzidos no âmbito bifásico, não foram en-

contrados, na literatura pesquisada, códigos multifásicos de alta ordem (acima de segunda or-

dem). Isto ocorre porque normalmente códigos de alta ordem produzem erros de dispersão

presentes principalmente na interface, já que nesta posição existe uma descontinuidade nas pro-

priedades físicas dos fluidos envolvidos, como a massa específica e a viscosidade. Códigos de

alta ordem são utilizados na simulação da turbulência para que se tenha uma maior precisão das

menores escalas.

Para representar a complexidade da turbulência em escoamentos com superfície livre, torna-

se necessário o desenvolvimento de novos códigos e métodos numéricos que permitam realizar

uma DNS com menor custo, ainda prezando pela exatidão dos cálculos.

1.1 OBJETIVOS

Esta pesquisa tem como objetivo principal propor uma formulação de alta precisão para

escoamentos bifásicos.

Para atingir este objetivo, será necessário:

• Desenvolver e avaliar o método numérico de alta ordem que modele a interface entre dois

fluidos imiscíveis;

• Adaptar o código de escoamentos com esquemas de alta ordem para que seja possível de

representar uma brusca variação nas propriedades físicas;

• Verificar e validar o código com as modificações que possibilitem a simulação de escoa-

mentos com a condição bifásica.

1.2 ESTRUTURA DO TEXTO

Este trabalho possui seis capítulos. O segundo capítulo se refere à revisão bibliográfica,

que fornece os subsídios para o entendimento da problemática da simulação de escoamentos

bifásicos. Também, são apresentados tópicos sobre erros numéricos e escoamentos turbulentos.
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No terceiro capítulo, denominado Metodologia Matemática, são demonstrados os procedi-

mentos matemáticos adotados e propostos para representar escoamentos bifásicos e é explici-

tado o método de representação da interface entre fluidos imiscíveis.

O capítulo quatro consiste em representar a resolução numérica dos modelos matemáticos

adotados no capítulo anterior. Ainda neste capítulo, são apresentadas as condições iniciais e de

contorno que podem ser utilizadas na formulação.

No quinto capítulo, "Aplicações e Resultados", são apresentados casos de verificações do

método que modela a superfície livre. Ainda, também são expostas verificações e validações do

código desenvolvido por este trabalho, a fim de demonstrar sua confiabilidade.

No sexto e último capítulo é exposta uma breve compilação dos resultados, finalizando o

trabalho com as conclusões, assim como recomendações para trabalhos futuros.



2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Este capítulo apresenta uma revisão conceitual e numérica de escoamentos bifásicos, em que

são apresentados os diferentes métodos utilizados para a representação da interface. Também

são apresentados itens sobre erros de dispersão e dissipação de esquemas numéricos, essenciais

para a compreensão da problemática referente ao truncamento da série de Taylor. Por fim,

conceitos básicos de turbulência são apresentados com enfoque em escoamentos com superfície

livre.

2.1 ESCOAMENTOS BIFÁSICOS

Os escoamentos bifásicos são um caso particular dos escoamentos multifásicos, quando

apenas duas fases estão envolvidas, ou seja, dois diferentes estados físicos da matéria. As

diferentes fases podem ser facilmente identificadas, pois os fluidos são imiscíveis. A mudança

abrupta da massa específica entre diferentes fluidos cria uma descontinuidade, e a posição desta

descontinuidade é referida como interface ou superfície. Sendo assim, cada mudança de fase

requer pelo menos uma interface. De qualquer maneira, um escoamento bifásico também pode

possuir mais de uma interface, como no caso da formação de gotas em um escoamento (figura

2.1). A mesma metodologia utilizada para calcular escoamentos multifásicos, pode ser utilizada

para calcular escoamentos monofásicos com dois ou mais fluidos imiscíveis.

Panton (2013)[67] discute sobre as propriedades da interface: "Nós assumimos que uma

interface é uma superfície com espessura nula, que não possui massa, momentum ou ener-

gia. Através da interface, se assume que a massa específica “salte” proporcionando a descon-

tinuidade. Por outro lado, a temperatura e a velocidade tangencial são assumidas como sendo

contínuas. Isto se justifica porque moléculas dos dois lados da interface estão constantemente

se colidindo e mantendo o equilíbrio com a camada da superfície (figura 2.2). A velocidade

perpendicular à interface é descontínua somente se existir transferência de massa através da

5
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Figura 2.1: Representação de escoamento com: a) duas interfaces e três fases, b) duas
interfaces e duas fases.

superfície. Esta situação é ilustrada pela consideração da evaporação do líquido".

Figura 2.2: Interface líquido-gás. A velocidade tangencial é contínua, porém a velocidade
normal pode ser descontínua.

De acordo com Tryggvason et al. (2011)[93], quando esta interface é denominada superfície

livre, supõe-se que os cálculos referentes a um dos fluidos é simplificado e a condição de salto,

quando no domínio se passa de uma fase para outra, torna-se a própria condição de contorno do

domínio. Sendo assim, escoamentos com superfície livre são casos específicos de escoamentos

bifásicos. A equação da continuidade geral é dada por

∂ρ

∂t
+

∂

∂xi
(ρui) = 0. (2.1)
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Admitindo a hipótese de que o fluido é incompressível, temos que a equação da Continui-

dade (2.1) é simplificada para
∂ui

∂xi
= 0. (2.2)

Esta simplificação da equação da Continuidade pode ser considerada, assumindo-se que não

existe variação de volume no volume de controle. Corroborando com a mesma ideia, Tryggva-

son et al. (2011) [93] mencionam que não existe a necessidade da massa específica ser constante

no espaço para que um fluido seja incompressível. A densidade da partícula material pode va-

riar de uma partícula para a outra, mas a massa específica de cada partícula deve ser constante,

permitindo assim a realização desta simplificação da equação da Continuidade.

2.1.1 NOÇÕES GERAIS DE SIMULAÇÃO DE ESCOAMENTOS COM INTERFACES

A variação temporal da interface (e consequentemente espacial), normalmente é considerada

a partir de uma equação de advecção pura. Em geral, essa equação de advecção não é aplicada

diretamente às propriedades físicas dos fluidos e, sim, indiretamente. Assim é possível de

representar fluidos imiscíveis, mesmo existindo erro de dissipação numérica referente a esta

equação.

Hirt e Nichols (1981)[31] indicam três considerações que deve se atentar no tratamento da

interface entre dois fluidos: (1) sua representação discreta, (2) sua evolução no tempo, e (3) a

maneira com que as condições de contorno são impostas nela.

Ao incorporar a interface em células computacionais é necessário desenvolver uma maneira

de descrever numericamente a localização e o formato do seu contorno. Ainda, o algoritmo

deve calcular a evolução desta interface no tempo. Estas etapas são aplicadas exclusivamente

pelos métodos do cálculo da advecção da função marcadora (ou dos marcadores) que representa

ou define a posição da interface.

Finalmente, na interface se deve impor as condições de salto desejadas nas células compu-

tacionais próximas desta interface. Estas condições de saltos são diferentes para cada tipo de

problema e muitas vezes independem do método de advecção da interface adotado.
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2.1.2 MÉTODOS NUMÉRICOS PARA ESCOAMENTOS COM SUPERFÍCIE LIVRE

Diversos métodos são desenvolvidos e utilizados para calcular a posição e o formato da

interface em função do modo com que a interface é representada no domínio. Ferziger e Peric

(2002)[15] classificam os métodos para superfície livre nos seguintes grandes grupos:

• Métodos de rastreamento de interface (interface-tracking method): Tratam a interface

como superfície livre, sendo uma condição do contorno do próprio domínio. Neste tipo

de método, são utilizadas grades encaixadas no contorno e seus tamanhos recalculados

a cada passo de tempo para seguir (ou rastrear) o movimento da interface. Assim, estes

são métodos lagrangianos para representar a interface. Estes métodos são utilizados para

cálculos de escoamentos monofásicos, como no equacionamento de águas rasas.

• Métodos de captura da interface (interface-capturing method): A interface está defi-

nida dentro do próprio domínio, e não como o limite do domínio. Estes métodos utilizam

uma função marcadora para representar a interface que se move por advecção. Neste

grupo, a interface geralmente é representada por métodos eulerianos. Estes métodos po-

dem representar escoamentos com diversas fases em um mesmo domínio.

• Métodos híbridos ou de rastreamento de frente (hybrid or front-tracking method): Uti-

lizam marcadores, com uma malha própria, para representar a localização da interface

dentro do domínio computacional dos fluidos. Para isso, a transição de informação de

uma malha para outra é feita através de uma função marcadora. Também são denomina-

dos de métodos híbridos por possuírem características dos grupos anteriores. Este grupo

é formado, predominantemente, por métodos lagrangianos e são utilizados para se repre-

sentar mais de uma fase no domínio computacional.

Ainda, pode-se acrescentar a esta classificação dois novos grupos:

• Métodos sem malha (meshless methods) [49]: Consideram volumes de água como par-

tículas (Smoothed-Particle Hydrodynamics). Estes métodos não utilizam as equações

clássicas de mecânica dos fluidos e se baseiam em conceitos de movimento de partícu-

las sólidas levando em consideração choques elásticos e inelásticos. Por serem códigos
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considerados livres de malhas, possuem uma grande versatilidade na representação da

superfície livre. Uma grande desvantagem destes métodos é a dificuldade de calcular

fluidos multifásicos, pois mais partículas que representariam outro fluido teriam de ser

adicionadas, sendo, assim, este método é mais apropriados para o cálculo de escoamen-

tos com superfície livre, calculando-se apenas uma das fases. Outra desvantagem deste

método é o alto custo computacional referente à localização das partículas ao longo do

tempo.

• Métodos de lattice-Boltzmann [55], [24], [29]: Este tipo de método se baseia nos pro-

cessos em escalas microscópicas e mesoscópicas para que as propriedades médias ma-

croscópicas obedeçam às premissas desejadas. Por ser um grupo novo, ainda se necessita

de mais pesquisas para descrever melhor suas propriedades. Tryggvason et al. (2011)[93]

mencionam que já se sabe que estes métodos fornecem resultados com a precisão compa-

rável com os métodos convencionais, mas ainda não se sabe se são mais simples ou mais

rápidos do que os outros.

Os dois últimos grupos não se baseiam nas equações de Navier Stokes ou similares, e, mesmo

sendo atuais e inovadores, não cabe a este trabalho a discussão destes. A seguir, os três primeiros

grupos serão apresentados e seus conceitos desenvolvidos.

2.1.3 MÉTODOS DE RASTREAMENTO DE INTERFACE

Para este grupo, a interface entre os fluidos geralmente é uma superfície livre. Talvez,

a equação de Saint-Venant, proposta em 1871 [77], tenha sido o primeiro conjunto de equa-

ções para o cálculo de escoamentos com superfície livre, tornando-se hoje em dia amplamente

utilizada como um método de rastreamento de interface. Este conjunto de equações são nor-

malmente utilizadas para escoamentos unidimensionais e possuem um termo que representa a

profundidade do escoamento, no caso a superfície livre.

Outra categoria são os códigos bidimensionais horizontais, como no caso dos códigos de

águas rasas (também denominado de Saint-Ventant bidimensional), que representam a superfí-

cie livre por meio de uma variável relativa à profundidade do escoamento e, consequentemente,

a direção vertical não é considerada como uma das dimensões do domínio.
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Para casos bidimensionais verticais ou tridimensionais, a profundidade faz parte da discre-

tização do domínio e o contorno superior do domínio representa a superfície livre. A malha que

define a face superior do domínio varia com o tempo e com as coordenadas horizontais.

A vantagem deste tipo de método é o baixo custo computacional, já que não existe a neces-

sidade de representar dentro do domínio uma segunda fase, ou seja, todos os pontos de cálculo

da simulação representam apenas a fase de interesse e os efeitos de uma outra fase devem ser

modelados. Logo, os escoamentos com superfície livre, simulados com estes métodos, são cal-

culados como escoamentos monofásicos levando a desvantagem da dificuldade em representar

interfaces complexas com mudanças expressivas de topologia.

Estes métodos são amplamente utilizados para simulações geofísicas com malha suficien-

temente refinada para representar os movimentos de larga escala. Diversas são as aplicações

da modelagem numérica de escoamentos com superfícies livres utilizando o método de rastrea-

mento de interface. Como exemplos, tem-se a dinâmica de lagos [6], correntes produzidas por

vento [61], estratificação de corpos hídricos [36], propagação de ondas [40], escoamentos em

canais, tsunamis [19] e inundações [75].

EQUACIONAMENTO

Uma das maneiras de se obter uma equação que expresse a variação da superfície livre no

tempo é utilizar a equação da Continuidade (3.2) e integrá-la da superfície livre até o fundo, da

forma: ∫ η

−h

[
∂u
∂x

+
∂v
∂y

+
∂w
∂z

]
dz =

∫ η

−h

∂u
∂x

dz +

∫ η

−h

∂v
∂y

dz +

∫ η

−h

∂w
∂z

dz = 0, (2.3)

em que η é o desnível da superfície livre e h é a altura de lâmina de água desde o fundo até o

plano z = 0 (figura 2.3). Utilizando a regra de integração de Leibniz, temos, para u e v, que

∂

∂x

∫ η

−h
udz =

∫ η

−h

∂u
∂x

dz + uη
∂η

∂x
+ u−h

∂h
∂x
, (2.4)

e
∂

∂y

∫ η

−h
vdz =

∫ η

−h

∂v
∂y

dz + vη
∂η

∂y
+ v−h

∂h
∂y
. (2.5)
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Figura 2.3: Seção transversal do escoamento com superfície livre para o método de
rastreamento de interface.

Para w, utilizando uma integração simples, temos que

∂

∂z

∫ η

−h
wdz =

∫ η

−h

∂w
∂z

dz = wη − w−h. (2.6)

Logo, substituindo as Equações 2.4, 2.5 e 2.6 na Equação 2.3, encontramos

∂

∂x

∫ η

−h
udz − uη

∂η

∂x
− u−h

∂h
∂x

+
∂

∂y

∫ η

−h
vdz − vη

∂η

∂y
− v−h

∂h
∂y

+ wη − w−h = 0. (2.7)

De acordo com Ferziger e Peric (2002)[15], a condição cinemática deve ser usada quando

a diferença de massa específica entre os dois fluidos é grande, como no caso da superfície livre

entre água e ar, fazendo com que não ocorra fluxo na direção normal da superfície livre (caso

não haja mudança de fase). Assim, a condição cinemática pode ser representada por

wη =
Dη
Dt

=
∂η

∂t
+
∂η

∂x
uη +

∂η

∂y
vη e w−h = −

Dh
Dt

= −
∂h
∂t
−
∂h
∂x

u−h −
∂h
∂y

v−h. (2.8)

Observa-se que para fundos fixos Dh
Dt = 0. Levando em consideração a condição cinemática (eq.

2.8) na equação da Continuidade integrada na profundidade (eq. 2.7), temos finalmente que

∂η

∂t
+
∂

∂x

∫ η

−h
udz +

∂

∂y

∫ η

−h
vdz = 0. (2.9)

A equação 2.9, também denominada de função altura, representa a advecção da superfície livre.
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O desnível η é função da velocidade vertical (w), pois a taxa de variação do desnível representa a

própria velocidade vertical (∂η
∂t = w). Sendo assim, esta equação é do tipo euleriana nas direções

horizontais (x,y) e do tipo lagrangiana para a direção vertical (z).

2.1.4 MÉTODOS DE CAPTURA DE INTERFACE

Neste grupo, o domínio de cálculo do escoamento envolve todas as fases interligadas pela(s)

interface(s). A interface não é explicitamente rastreada, mas sim é reconstruída a partir dos

campos das variáveis. Este procedimento mantem a malha fixa e, assim, a interface sempre

estará confinada dentro do próprio domínio.

A vantagem destes métodos é a versatilidade, pois eles são capazes de representar interfaces

mais complexas do que o método de rastreamento de interface, como bolhas, gotas [81] [84] e

fenômenos como quebra de ondas [9].

A desvantagem destes métodos é o incremento do custo computacional ao se simular uma

fase na qual não se tem o principal interesse. Como exemplo, tem-se a simulação de ondas

superficiais, nas quais, em muitos casos, o líquido é a única fase de interesse. Entretanto,

quando ocorre a quebra da onda, o ar pode se tornar importante na representação do fenômeno.

A posição e o formato da interface são determinados por marcadores ou por funções mar-

cadoras. Os marcadores são como partículas virtuais, sem massa, que indicam uma posição

no domínio em que determinada fase é predominante. As funções marcadoras indicam a po-

sição da interface, e sua evolução no tempo e espaço é determinada aplicando um operador de

advecção.

O primeiro método de captura de interface surgiu nos anos sessenta, denominado de Marker-

and-Cell (MAC), e foi proposto por Harlow e Welch (1965)[26]. Este esquema introduz par-

tículas sem massa em todo o domínio discreto que definem onde está localizada determinada

fase. Os métodos para escoamentos multifásicos foram aperfeiçoados ao longo dos anos e o

esquema MAC deixou de ser utilizado com expressiva frequência, sendo a precisão do cálculo

um dos principais motivos [95]. Assim, o MAC deu lugar a métodos como o Volume of Fluid

(VOF), o Level Set, a método híbrido Front Tracking e a outros diversos métodos.
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FORMULAÇÃO ONE-FLUID

Na implementação de códigos para fluidos bifásicos, existem geralmente duas diferentes

aproximações; uma é chamada de Two-Fluid method e a outra de One-Fluid method ou Whole-

Domain Formulation. De acordo com Saurel e Abgral (2001) [78], a primeira aproximação

assume que cada fase é governada por sua própria combinação de equações diferenciais, do-

brando o número de equações a serem resolvidas, se comparadas aos escoamentos sem inter-

face. Levando em consideração o método One-Fluid, Lui et al. (2004) [50] afirmam que este

tipo de método utiliza apenas um conjunto de equações diferenciais para o movimento do fluido

em todo domínio, similar à abordagem sem interface.

Em outras palavras, pode-se resolver as equações nos subdomínios de cada fase separada-

mente, implementando a condição de salto na interface de forma explícita (Método Two-Fluid),

ou pode-se calcular as duas fases conjuntamente, como se fossem uma só, e a condição de salto

pode ser resolvida implicitamente ou explicitamente (Método One-Fluid). A atração por mé-

todos baseados na formulação One-Fluid é explicada pelo uso da malha estacionária e por sua

simplicidade e eficiência.

Na resolução numérica de escoamento multifásicos, três tipos de problemas ocorrem no

tratamento do contorno da interface (HIRT; NICHOLS, 1981) [31]:

• a representação discreta da interface,

• a evolução com o tempo da interface,

• a maneira com que as condições de salto são impostas na interface.

Para a representação discreta, evolução com o tempo da interface e representação da condi-

ção de salto, podem ser utilizados métodos como o VOF, Level Set e Front tracking. A seguir

é discutido brevemente cada um destes três métodos.

MÉTODO VOF

O método Volume of Fluid foi proposto por Hirt e Nichols (1981) [31] e hoje é amplamente

aperfeiçoado e utilizado, inclusive para DNS. Códigos como o OpenFOAM [3], o ANSYS
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FLUENT ([2]) e o FLOW3D ([32]) utilizam o método VOF para representar a interface entre

fluidos.

Neste método a interface é definida por uma função marcadora com aproximação euleriana,

que realiza a transição de um fluido para outro de forma descontínua. A variável C, denominada

de função cor, representa a parcela de preenchimento por uma fase em determinada célula.

Assim, a variação de C é representada por uma função Heaviside, que está atrelada à condição

de salto, como: 
C = 0 fluido secundário,

0 < C < 1 interface,

C = 1 fluido de referência.

(2.10)

Para calcular o movimento da interface, utiliza-se uma equação de advecção da forma:

∂C
∂t

+ u j
∂C
∂x j

= 0. (2.11)

A vantagem do VOF em relação ao MAC é a utilização de uma função marcadora, ao invés de

marcadores. No uso da função marcadora, adiciona-se somente uma variável que representa o

volume de preenchimento de determinado fluido (C) que varia de acordo com a equação 2.11.

Assim, é possível simular o movimento da interface entre dois fluidos e determinar sua posição

aproximada. Como a interface é considerada de forma não suave, não existe uma faixa de

transição entre as propriedades físicas, como nos métodos que consideram a interface de forma

suave.

Um problema relacionado ao VOF está na dificuldade de encontrar a posição exata da in-

terface e seu formato, necessitando de procedimentos adicionais para se definir estas caracte-

rísticas. Inicialmente, ao se calcular a evolução temporal da variável C utilizando a equação de

advecção 2.11, não é possível definir imediatamente em qual posição o volume fracionado se

encontra dentro da célula (figura 2.4).

Métodos como o Simple Line Interface Calculation (SLIC)[63] [31] e o Piecewise Linear

Interface Calculation (PLIC) [1] [101] são utilizados para identificar qual é a posição mais

adequada das frações de volume (figura 2.5). No método PLIC, criam-se segmentos de linha

orientados pela direção normal à interface, a qual é encontrada considerando o valor de C da
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Figura 2.4: Interface de dois fluidos a) interface verdadeira, b) definição arbitrária da posição
da fração de volume após o cálculo de C pela equação 2.11.

própria célula e da células adjacentes.

Figura 2.5: Reconstrução da interface em duas dimensões para o método VOF: a) Interface
verdadeira, b) Método SLIC c) Método Hirt and Nichols d) Método PLIC (TRYGGVASON et

al., 2011[93]).

Scardovelli e Zaleski [79] apontam quatro motivos pelos quais o uso do VOF é muito difun-

dido:

• conserva a massa de uma maneira natural, como consequência direta do algoritmo da

advecção, baseado na representação discreta da equação de continuidade (eq. 2.1),

• não necessita de preparação especial para realizar reconexões ou quebra da interface e,

desta maneira, a mudança de topologia é implícita ao algoritmo, e
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• o esquema é local e apenas os valores de C na interface e nas células vizinhas são neces-

sários para atualizar o valor de C na interface. Desta maneira, é relativamente simples de

implementar estes algoritmos em paralelo.

MÉTODO LEVEL SET

Proposto por Osher e Sethian (1988) [66], o método Level Set é euleriano e utiliza uma fun-

ção distância com sinal, φ(x,y,z,t), para identificar os diferentes fluidos. É amplamente utilizado

pela comunidade científica merecendo uma publicação de revisão do método com aplicações re-

centes (Gibou et al., 2018)[22]. Uma função distância é aquela cujo valor representa a menor

distância do ponto em que está sendo analisada à interface (conceito definido com mais precisão

em § 3.2.1). Esta função distância é identificada por isolinhas (2D) ou isossuperfícies (3D), em

que os valores negativos se referem a um dos fluidos, valores positivos se referem ao outro e o

valor zero corresponde à posição da interface (figura 2.6).

Figura 2.6: Interface de dois fluidos a) interface original, b) isolinhas de φ do método Level Set.

O movimento da interface também ocorre por advecção, respeitando:

∂φ

∂t
+ u j

∂φ

∂x j
= 0. (2.12)

Uma vez que a massa específica e a viscosidade são descontínuas na interface, tanto problemas

de excesso de difusão (alargamento da interface) como oscilações numéricas são esperados

se não houver um tratamento adequado do fluido próximo à interface. Para minimizar estes
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problemas, o método Level Set utiliza uma função Heaviside suave, diretamente relacionada à

célula, que define explicitamente a posição da interface (φ = 0).

A transição na interface é mantida suave, mas com espessura da ordem de grandeza do

tamanho da célula, para evitar a introdução de distúrbios com escala de comprimento igual

à da malha, pois a interface infere uma propriedade de salto abrupta de uma célula para a

próxima (UNVERDI; TRYGGVASON, 1992 [94]). Para reconstruir as propriedades materiais

do escoamento, como massa específica e viscosidade, uma outra função marcadora, I (φ), do

tipo Heaviside é utilizada

I (φ) =


0 se φ < −δ∆c,

1
2

[
1 +

φ

δ∆c
+

1
π

sin
(
πφ

δ∆c

)]
se |φ| ≤ δ∆c,

1 se φ > δ∆c,

(2.13)

em que δ é um coeficiente empírico, normalmente igual a 1,5 e ∆c é a discretização caracterís-

tica do problema, que varia de acordo com o fenômeno a ser simulado. O valor de δ representa

uma interface com espessura de três células, e, assim, δ∆c representa metade da espessura da

interface. Nota-se que, neste método, a interface possui uma espessura virtual, pois é represen-

tada por uma função suave. As propriedades físicas, como a massa específica e a viscosidade

cinemática, são calculadas como:

ρ = (1 − I)ρ1 + Iρ2 e υ = (1 − I)υ1 + Iυ2, (2.14)

em que ρ1, ρ2, υ1 e υ2 são a massa específica e a viscosidade cinemática dos fluidos 1 e 2. A

equação 2.14 pode ser aplicada analogamente às outras propriedades dos fluidos.

Como φ é uma função distância, sua advecção, teoricamente, poderia ser realizada por um

método padrão de equações hiperbólicas. Entretanto, a advecção de φ pode fazer com que esta

variável não seja mais uma função distância (quando |∇φ| , 1), descaracterizando a interface

(SUSSMAN et al., 1994[88]). Em um campo de escoamento complexo e variável, é possí-

vel que φ desenvolva um gradiente abrupto para a equação de advecção 2.12, especialmente

se a interface possui declividades acentuadas. Como consequência, torna-se difícil de manter
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constante a espessura da zona de transição (eq. 2.13). Assim, o cálculo do versor normal e da

curvatura deixam de ser precisos e pode ocorrer uma variação significativa de massa, provo-

cando problemas de conservação de massa (ZHANG et al., 2010[105]).

Para reduzir os problemas produzidos por esta questão, Sussman et al. (1994) [88] propuse-

ram a reinicialização da variável φ em um determinado passo de tempo, por

∂φ

∂τ
+ sgn (φ0) (|∇φ| − 1) = 0, (2.15)

em que sgn é o sinal da função, φ0 é a função não reinicializada e τ é uma variável relacionada

a discretização espacial (muitas vezes ∆τ = 0,1∆c). A reinicialização faz com que a variável φ

seja novamente uma função distância e é mais efetiva próximo à φ = 0.

Para movimentos lentos da interface, o método não necessita se reinicializar a cada passo de

tempo; porém, se o movimento da interface for rápido, existe a necessidade de reinicializar com

mais frequência, podendo ser realizada mais de uma vez por passo de tempo. A reinicialização

pode resultar em movimento artificial da interface que contribui para uma conservação de massa

defasada (TRYGGVASON et al. (2011) [93]). Entretanto, com o uso de um esquema de alta

ordem, com o refinamento de malha e com um esquema de reinicialização mais adequado, o

problema com a conservação de massa do método Level Set pode ser evitado ou, ao menos,

reduzido (SUSSMAN et al., 1998 [86]).

O método Level Set tem um apelo pela simplicidade, pois não existem passos complexos

adicionais, como no método VOF que demanda a reconstrução da interface ou a consideração

de objetos adicionais como os utilizados pelo método Front Tracking.

2.1.5 MÉTODOS HÍBRIDOS - FRONT TRACKING

Os métodos híbridos possuem características dos métodos de rastreamento e dos de captura

de interface. Este grupo é formado, predominantemente, por métodos lagrangianos que repre-

sentam a interface com marcadores, que indicam a localização da interface dentro do domínio

do escoamento.

O método Front Tracking foi apresentado em 1992 por Unverdi e Tryggvason [94]. Ao

invés de fazer a advecção de uma função marcadora, pontos marcadores conectados entre si são
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movidos pelo próprio movimento do fluido (figura 2.7).

Figura 2.7: Interface de dois fluidos: a) interface original, b) interface representada por meio
de pontos interconectado no método Front Tracking.

Neste método utiliza-se dois gradeamentos: o gradeamento fixo, onde as equações de Navier-

Stokes são usualmente resolvidas, e o gradeamento móvel que, com uma abordagem lagrangi-

ana, representa a interface dos fluidos por marcadores. Em seu trabalho, Unverdi e Tryggvason

(1992) [94] apresentam uma malha euleriana tridimensional para o cálculo das equações de

Navier-Stokes e outra malha, intrínseca à primeira, não estruturada e triangular para representar

a interface (figura 2.8). Assim, uma das vantagens deste método é que a representação da inter-

face tem uma liberdade maior do gradeamento onde as equações de movimento são resolvidas,

podendo se utilizar malhas adaptativas ou até mais refinadas.

Diferente do método MAC, o método Front Tracking adota os marcadores apenas na posição

da interface. O conjunto de marcadores e suas conexões é denominado de frente (front) e exis-

tem diversos métodos diferentes para considerá-la. As conexões são representadas por linhas

(2D) ou superfícies (3D). Marcadores podem ser adicionados ou removidos com o intuito de

manter a representatividade da interface.

Na maioria dos casos, a frente é movida pelo campo de velocidades (calculado pela equação

da quantidade de movimento). Assim que a frente se move, é necessário atualizar as proprieda-

des do fluido no gradeamento fixo. A maneira mais utilizada para transferir a informação entre

a frente e o gradeamento do escoamento é por meio de uma função marcadora suave que pode

ser representada no gradeamento do escoamento (TRYGGVASON et al., 2011 [93]). Esta fun-

ção marcadora suave pode ser semelhante à função apresentada no método Level Set (equação
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Figura 2.8: Domínio computacional é discretizado por uma malha regular, cartesiana e
estacionária. A representação da interface é representada por uma outra malha não estruturada

e triangular (Unverdi e Tryggvason, 1992 [94]).

2.13).

Em geral, as simulações numéricas de escoamentos multifásicos devem levar em conta as

mudanças da topologia, como, por exemplo, quando uma gota ou uma bolha entram em colapso.

Quando a interface é explicitamente rastreada por marcadores conectados, deve-se atentar para

tais mudanças para que se modifique a conectividade dos pontos de maneira apropriada. A

complexidade desta operação é, normalmente, citada como a maior desvantagem do método

Front Tracking (TRYGGVASON et al., 2001 [92]).

2.1.6 RESUMO SOBRE OS MÉTODOS DE REPRESENTAÇÃO DE INTERFACE

A tabela 2.2 apresenta uma copilação dos métodos aqui citados, com suas principais caracte-

rísticas, vantagens e desvantagens. Além destes apresentados, diversos outros métodos existem

como o Constrained Interpolation Profile Method (TAKEWAKI et al., 1985) [89], o Phase-field

Method (JACQMIN, 1999)[34] e o VOF/Level Set Method (SUSSMAN; PUCKET, 2000)[87].

A escolha do método mais adequado para representar a interface depende do problema especí-

fico a ser resolvido e dos métodos utilizados para a resolução da equação da continuidade e da

quantidade de movimento.
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Tabela 2.1: Comparação entre os principais métodos de representação de interface.

Atributo VOF Level-Set Front-Tracking
Autores Pioneiros Hirt e Nichols

(1981) [31]
Osher e Sethian
(1988) [66]

Unverdi e Tryggva-
son (1992) [94]

Tipo de captura Função Marcadora
não Suave

Função Marcadora
Suave

Marcadores e Fun-
ção Marcadora Su-
ave

Custo computacional intermediário baixo alto
Complexidade de im-
plementação

intermediária baixa alta

Mudança de Topologia simulada simulada modelada
Principais vantagens Bibliografia ampla Simplicidade Malha secundária

para representar a
interface

Principais desvantagem Dificuldade em re-
construir a inter-
face e em se esten-
der de 2D para 3D

Problemas com
conservação de
massa

Problemas com
mudança de topo-
logia

Publicações que utili-
zam

[3] [2] [32] [105] [102] [90] [92] [104] [13]

2.1.7 TENSÃO SUPERFICIAL

A tensão superficial é uma propriedade termodinâmica do líquido que é função da tempera-

tura e de outras variáveis de estado como a composição química e pureza da interface.

Ferziger e Peric (2002) [15] mencionam que a condição dinâmica exige que as forças da

interface estejam em equilíbrio. Isto quer dizer que as forças normais em ambos lados da

interface são da mesma magnitude e com direções opostas, enquanto que as forças tangenciais

possuem a mesma magnitude e direção.

De acordo com Scardovelli e Zaleski (1999)[79], o tensor da pressão de capilaridade, que

pode ser representado por um tensor tangencial à interface, é dado por

T = σ (I − nn) δS , (2.16)

em que T é o tensor de pressão tangencial à interface, σ é o coeficiente de tensão superficial, I

é o tensor identidade, n é o vetor nomal à interface e δS é o delta de Dirac, referente à posição

da interface. As forças capilares, fσ, (referente à tensão superficial), podem ser representadas
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como a divergência de T, tomando a forma

fσ = ∇ · T = 2σκδS n, (2.17)

em que κ é a curvatura da interface.

Para considerar a tensão superficial, a equação de Navier-Stokes (eq. 3.1) ganha uma novo

termo referente às forças capilares, tomando a forma

∂ui

∂t
+ u j

∂ui

∂x j
= −

1
ρ

∂p
∂xi

+
1
ρ

∂

∂x j

[
µ

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)]
−
σ

ρ
κδS ni j, (2.18)

em que σ é a tensão superficial, ni j é o vetor normal, δS é o delta de Dirac que indicado a

presença da interface, dado por

δS =


1 referênte à interface,

0 fora da interface.
(2.19)
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2.2 ERROS NUMÉRICOS: DISPERSÃO E DISSIPAÇÃO NUMÉRICA

Todos os esquemas numéricos acrescentam erros ao modelo matemático em que são apli-

cados. Estes erros podem provir do truncamento da série de Taylor, que podem se manifestar

como dispersão e/ou dissipação numérica.

Dispersão é o erro que adiciona aos resultados oscilações que não estão relacionadas ao

fenômeno simulado. Métodos de alta ordem provocam mais erros de dispersão se comparados

com os de baixa ordem e estes erros são causados unicamente por derivadas de ordem ímpar.

Estes erros estão relacionados à fase e provocam wiggles, oscilações espúrias de pequena escala,

normalmente do tamanho da malha.

Por outro lado, o erro de dissipação é aquele que, como o próprio nome sugere, provoca

uma perda ou ganho de energia que não está relacionada ao fenômeno em questão. Os erros de

dissipação estão relacionados à amplitude da incógnita e podem ser separados em sobredissipa-

tivos (over-dissipative) e subdissipativos (sub-dissipative). Métodos de baixa ordem possuem

mais erros de dissipação se comparados com os métodos de alta ordem, e são provocados por

derivadas de ordem tanto par quanto ímpar. Uma característica importante dos erros de dissipa-

ção, é que estes erros, quando sobredissipativos, podem evitar problemas provocados pelo erro

de dispersão, como os wiggles.

Para exemplificar, uma equação unidimensional de advecção pura
∂ f
∂t

= u
∂ f
∂x

é resolvida

utilizando o método de Runge-Kutta de segunda ordem para determinar a derivada temporal,

com ∆x = 0,1m, ∆t = 0,1s e u = 1,05m/s, durante 1s. Utilizando como esquema numérico de

derivação espacial o upwind de primeira ordem (fig. 2.9), notamos que o erro de dissipação nu-

mérica é grande o suficiente para fazer com que a variável f reduza o seu valor inicial máximo

em mais de 50% em 1 segundo. Já, quando utilizamos o esquema centrado de segunda ordem

para calcular a derivada espacial (fig. 2.10), a solução é descaracterizada por separar a onda

propagada em diversas ondas menores, além de ocorrer o efeito de sobreposição entre ondas,

aumentando levemente (≈ 10%) o valor máximo da solução depois de 1 segundo. Para esque-

mas centrados, o erro de dissipação numérica é inexistente, logo, os problemas visualizados são

unicamente de dispersão.
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Figura 2.9: Advecção de uma variável qualquer f com um esquema upwind de primeira
ordem, caracterizando o erro de dissipação.
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Figura 2.10: Advecção de uma variável qualquer f com um esquema centrado de segunda
ordem, caracterizando o erro de dispersão.

2.2.1 ANÁLISE DE FOURIER DOS ESQUEMAS EM DIFERENÇAS FINITAS

De acordo com Lele (1992)[45], considerando o desenvolvimento da série de Taylor

fi+1 = fi + (xi+1 − xi) f ′i +
(xi+1 − xi)2

2!
f ′′i +

(xi+1 − xi)3

3!
f ′′′i + ..., (2.20)

para a derivada primeira com precisão de ordem n, pode se designar o esquema compacto

centrado pela relação do tipo

p∑
j=−p

α j f ′i+ j =

q∑
k=−q

ak fi+k + O (∆xn) , para i = 1,...,nx, (2.21)
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onde α j e ak são coeficientes obtidos pelo desenvolvimento em série de Taylor. Quando p = 2

e q = 3, tem-se que

β f ′i−2 + α f ′i−1 + f ′i + α f ′i+1 + β f ′i+2 =

a
fi+1 − fi−1

2∆x
+ b

fi+2 − fi−2

4∆x
+ c

fi+3 − fi−3

6∆x
+ O (∆xn) .

(2.22)

em que α, β, a, b e c são os coeficientes obtidos pelo desenvolvimento em série de Taylor. A

aproximação para a derivada segunda pode ser obtida de forma semelhante e desenvolvendo-a

se encontra

β f ′′i−2 + α f ′′i−1 + f ′′i + α f ′′i+1 + β f ′′i+2 =

a
fi+1 − 2 fi + fi−1

∆x2 + b
fi+2 − 2 fi + fi−2

4∆x2 + c
fi+3 − 2 fi + fi−3

9∆x2 + O (∆xn) .
(2.23)

Assim, quando esquemas possuem α , 0 e/ou β , 0, o esquema é denominado implícito

centrado (IC) ou compacto; caso contrário, é chamado de esquemas explícitos centrados (EC).

Uma grande vantagem dos esquemas compactos é que estes necessitam de um número menor

de pontos para calcular uma derivada de alta ordem, se comparados aos métodos explícitos

centrados.

A análise baseada na série de Fourier permite quantificar erros para um número de onda a

ser resolvido por um esquema numérico, já que a derivada calculada no campo espectral (após

aplicar a série de Fourier) é exata. Para aplicar a série de Fourier se considera uma função f (x),

periódica em um intervalo [0, Lx]. Esta função pode ser escrita como

f (x) =

∞∑
j=−∞

f̂ jeιkx x, (2.24)

em que kx =

(
j
2π
Lx

)
é o número de onda, ι é a unidade imaginária e f̂ j são os coeficientes de

Fourier. Neste caso, por conveniência, j representa o índice na direção do eixo x. A partir da

equação 2.24 é possível verificar que, derivando a função, obtém-se

f ′ (x) =

∞∑
j=−∞

f̂ jιkxeιkx x. (2.25)
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Pode-se identificar os coeficientes de Fourier de f ′ (x) como

f̂ ′j = ιkx f̂ j. (2.26)

Assim, o método de análise consiste em comparar o valor exato de f̂ ′j dado pela equação 2.26

com o valor
(

f̂ ′j
)

d f
obtido com o esquema de diferenças finitas. Afirma-se que para um esquema

representado pela equação 2.22, tem-se

(
f̂ ′j
)

d f
= ιk′x f̂ j, (2.27)

em que k′x é o número de onda modificado, ou seja, representa a aproximação feita pelo uso do

esquema numérico em diferenças finitas.

Defini-se o erro provocado pela aproximação da derivada de primeira ordem como

ε1der =
|kx − k′x|

kx
, (2.28)

em que, para métodos baseados nos esquemas compactos centrados de até 6a ordem, o número

de onda modificado é determinado como

k′x∆x =
a sin(kx∆x) + (b/2) sin(2kx∆x) + (c/3) sin(3kx∆x)

1 + 2α cos(kx∆x) + 2β cos(2kx∆x)
. (2.29)

Para a derivada segunda, a expressão equivalente é

ε2der =
|k2

x − k′′x |
k2

x
, (2.30)

em que, para métodos baseados na equação 2.23, o número de onda modificado segundo [43] é

definido como

k′′x ∆x2 =
2a(1 − cos(kx∆x)) + (b/2)(1 − cos(2kx∆x)) + (2c/9)(1 − cos(3kx∆x)

1 + 2α cos(kx∆x) + 2β cos(2kx∆x)
. (2.31)

Assim, é possível identificar com mais exatidão o erro relacionando os números de onda aos
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números de ondas modificados e aos modificados segundos, referentes aos métodos numéricos

(figuras 2.11 e 2.12). Nota-se que os esquemas IC possuem erro menor do que os esquemas EC

para uma mesma ordem.

Esquemas upwind possuem mais erros de dissipação do que os centrados, o que lhes fornece

uma redução de problemas com wiggles, os tornando mais robustos. Ainda, Nagarajan et al.

(2003)[60] demonstram que esquemas deslocados possuem menos erros na derivada primeira

reduzindo assim os problemas com erros de dispersão numérica (figura 2.13).
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Figura 2.11: Número de onda modificado em função do número de onda para esquemas
centrados, com coeficientes seguindo: EC2: a = 1; EC4: a = 4/3 e b = −1/3; IC4: α = 1/4 e

a = 3/2; EC6: a = 3/2, b = −3/5 e c = 1/10; IC6: α = 1/3, a = 14/9 e b = 1/9. As
constantes não apresentadas para cada esquema são nulas.

2.2.2 ERROS DE DISPERSÃO E DISSIPAÇÃO

Os erros de dispersão e dissipação numérica estão relacionados aos esquemas numéricos

adotado para a resolução da equação diferencial. Para derivadas ímpares o esquema pode for-

necer erros de dispersão e dissipação; porém, para derivadas pares apenas podem se observar

erros de dissipação numérica. Uma peculiaridade dos esquemas centrados é que estes não in-

troduzem erros de dissipação pelas derivadas ímpares.

Para analisar os erros de um método, considera-se uma equação simplificada unidimensional
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Figura 2.12: Número de onda modificado segundo função do número de onda para esquemas
centrados. Os coeficientes são os mesmos do que para a primeira derivada, sem ser os dos

esquemas implícitos em que: IC4, α = 1/10 e a = 6/5; IC6, α = 2/11, a = 12/11 e b = 3/11.

Figura 2.13: Espectro do número de onda modificado para diversos operadores de derivada
primeira (adaptado de Nagarajan et al., 2013[60]).
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de convecção-difusão
∂ f
∂t

+ c
∂ f
∂x

= ν
∂2 f
∂x2 , (2.32)

em que f é uma variável qualquer e c é uma velocidade de propagação constante, com uma

distribuição uniforme de nx pontos em [0, Lx]. Caso ∆x = Lx
nx−1 , o valor da variável independente,

no espaço, pode ser definido como:

xi = (i − 1) ∆x, para i = 1,..., nx. (2.33)

Para quantificar os erros de dispersão e dissipação, considera-se a equação de convecção-

difusão 2.32, para t ≥ 0,−∞ < x < +∞. Nestas condições, com a série de Fourier esta equação

pode ser reescrita como

f (x,t) = f̂ (t)eιkx, (2.34)

em que a solução exata é dada por

f (x,t) = f̂0 eιk(x−ct)︸ ︷︷ ︸
A

e−νk
2t︸︷︷︸

B

, (2.35)

onde f̂0 é a condição inicial em t = 0, o termo A é a representação do termo convectivo e o termo

B é a representação do termo difusivo, ambos no campo espectral. É importante enfatizar que

como esta é uma solução exata, ela não possui erros de dispersão e dissipação e, sendo assim,

será usada como solução de referência.

Para analisar o método numérico, discretizam-se espacialmente as soluções referentes as

equações 2.34 e 2.35, da forma

f (xi,t) = f̂ (t)eιkxi , (2.36)

e

f (xi,t) = f̂0eιk
(
xi−c k′

k t
)
e−νk

′′t. (2.37)

Cabe ressaltar que a equação 2.37 é válida para qualquer esquema numérico.

Para identificar os efeitos de dispersão e dissipação individualmente, é conveniente separar

a parte real da imaginária do número de onda modificado (k′ = k′R + ιk′I). Nota-se que, na prática
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comum, as derivadas segundas são resolvidas por esquemas centrados, e, assim, o número de

onda modificado segundo possui apenas uma parte real (k′′ = k′′R ), portanto, derivadas pares não

introduzem erros de dispersão. Assim, a equação 2.37 pode ser reescrita como

f (xi,t) = f̂0e
ιk
xi−c

(k′R+ιk′I)
k t


e−νk

′′t, (2.38)

que desenvolvida fornece:

f (xi,t) = f̂0 e
ιk
(
xi−c

k′R
k t

)
︸    ︷︷    ︸

conv.

e−(νk
′′−ck′I)t︸      ︷︷      ︸

di f .

. (2.39)

Por conseguinte, a comparação das solução exata (eq. 2.35) com a sua aproximação (eq. 2.39)

nos leva à quantificação dos erros de dispersão e dissipação.

Os erros de dispersão, que correspondem à modificação artificial da velocidade de fase c,

são encontrados na parte imaginária da equação 2.39, isto é, dados pela parcela c k′R
k . Fazendo

a diferença entre o termo convectivo da equação de referência 2.35 com o da aproximação

numérica 2.39 temos a quantificação deste erro, estimado unicamente pela derivada primeira,

como

Edisp =
k′R
k
− 1, para 0 ≤ k∆x ≤ π. (2.40)

Assim, um valor negativo do erro de dispersão corresponde a uma sub-estimativa da velocidade

de fase.

Como mencionado por Mahmood et al. (2011)[51], esquemas upwind de alta ordem são

utilizados para eliminar erros de dispersão numérica, devido ao seu elevado erro de dissipação

numérica. A mesma propriedade não é encontrada nos esquemas centrados.

O erro de dissipação, que modifica a amplitude da oscilação, pode ser obtido analisando a

parte real da equação 2.39, ou seja, o termo νk′′−ck′I . Fazendo a diferença entre o termo difusivo

da equação de referência 2.35 com o da aproximação numérica 2.39 temos a quantificação deste

erro, estimado pela derivada primeira e segunda, como

Ediss =
k′′ − k2

k2 − Re∆x
k′I

k2∆x
, para 0 ≤ k∆x ≤ π, (2.41)

em que Re∆x = c∆x/ν é denominado número de Reynolds da malha. Esquemas centrados
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não possuem erros de dissipação para a primeira derivada. Assim, k′I = 0, o que levaria a

uma equação semelhante à 2.40. Desta maneira, os erros de dispersão e dissipação de diversos

esquemas centrados (figuras 2.14 e 2.15) tem relação direta aos gráficos apresentados nas figuras

2.11 e 2.12.
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Figura 2.14: Erro de dispersão em função do número de onda para esquemas centrados, com
coeficientes seguindo: EC2: a = 1; EC4: a = 4/3 e b = −1/3; IC4: α = 1/4 e a = 3/2; EC6:

a = 3/2, b = −3/5 e c = 1/10; IC6: α = 1/3, a = 14/9 e b = 1/9.
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Figura 2.15: Erro de dissipação em função do número de onda segundo para esquemas
centrados. Para os esquemas EC2, EC4 e EC6, os coeficientes utilizados são os mesmo do que

os da primeira derivada e para: IC4: α = 1/10 e a = 6/5; IC6: α = 2/11, a = 12/11 e
b = 3/11.
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2.2.3 HIPERVISCOSIDADE

De acordo com Lamballais et al. (2011) [43], na resolução das equações de Navier-Stokes, a

perda de precisão introduzida por um esquema numérico nas pequenas escalas, combinado com

um erro de aliasing e outros problemas numéricos (condição de contorno, erro nas propriedades

conservativas em nível de discretização, etc), frequentemente fornecem oscilações espúrias nas

pequenas escalas (wiggles).

Em geral, métodos de baixa ordem possuem mais erros de dissipação do que os métodos

de alta ordem. A primeira vista, o erro de dissipação pode ser uma característica negativa,

porém, ele pode reduzir, ou até mesmo eliminar, os wiggles gerados pelo erro de dispersão.

Desta maneira, um método de baixa ordem pode ser mais estável que um método de alta ordem,

mesmo possuindo mais erros, adquirindo estabilidade ao perder exatidão.

Lamballais et al. (2011)[43] apresentam uma ideia pertinente para minimizar os erros de

dispersão, principalmente em métodos compactos de alta ordem. Utilizando os esquemas com-

pactos (Lele, 1992)[45], é possível de aplicar com exatidão um erro de dissipação numérica

modificando os coeficientes das derivadas segundas. Os autores sugerem que se pode concen-

trar os erros de dissipação apenas nas menores escalas, minimizando, ou até mesmo eliminando

os wiggles. Está técnica é denominada de hiperviscosidade.

Nesta linha de pesquisa, Dairay et al. (2017)[11] utilizaram a mesma técnica de hipervisco-

sidade para aplicar um LES implícito (ILES) ao método numérico. Ou seja, a hiperviscosidade

fornece um erro de dissipação numérica controlável, podendo ser utilizada até mesmo para re-

presentar os efeitos de dissipação de energia da turbulência somente para as menores escalas,

imitando o efeito de um modelo LES.

É importante enfatizar que a hiperviscosidade não aumenta o custo computacional dos cál-

culos, já que está atrelada unicamente à escolha dos coeficientes das derivadas do método nu-

mérico. Claramente, não se pode controlar os erros de dissipação da derivada primeira ao se

utilizar esquemas centrados compactos, pois estes métodos não possuem erros de dissipação

nestas derivadas.
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2.2.4 ERROS DE MÉTODOS DE ALTA ORDEM EM ESCOAMENTOS BIFÁSICOS

No caso de escoamentos bifásicos, por causa da presença da interface (como já dito anterior-

mente), instabilidades provenientes da dispersão numérica podem ocorrer ao utilizar esquemas

de alta ordem para resolver a equação de movimento.

As principais variáveis a serem afetadas por estes erros são as derivadas relacionadas à

massa específica (ρ) e às viscosidades (µ e ν) . Por estes motivos, não são facilmente encon-

trados na literatura formulações que utilizam métodos de alta ordem para simular os fluidos em

escoamentos bifásicos.

Uma forma eficiente de reduzir os problemas de instabilidade numérica é utilizar a hiper-

viscosidade para controlar os erros na pequena escala. Assim, ao calcular a velocidade não

corrigida (quando se utiliza o método da Projeção [8]), a hiperviscosidade controla os erros nas

pequenas escalas provenientes do termo convectivo.

2.2.5 INSTABILIDADE NUMÉRICA

A análise de dispersão e dissipação numérica não é suficiente para identificar se uma simu-

lação numérica é numericamente estável ou não, ou seja, se sua solução converge ou diverge.

Neste caso é necessário realizar uma análise do esquema de derivação temporal para determinar

seu diagrama de estabilidade.

O diagrama de estabilidade relaciona a velocidade máxima e a viscosidade máxima que

podem ser representadas em determinada malha espacial e temporal. Assim, para a velocidade

e viscosidade do problema em questão é aplicada uma correção destes valores considerando

os erros de dispersão e dissipação para identificar, pelo diagrama de estabilidade do esquema

utilizado, se a solução é estável ou não para a malha espaço-temporal escolhida.

Como exemplo, tem-se que uma simulação é estável utilizando o método de Adams-Bashforth

2a ordem e instável utilizando o método de Euler explícito. Esta simulação pode se tornar es-

tável para ambos os esquemas por causa dos erros de dissipação e dispersão numéricos (figura

2.16).
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Figura 2.16: Diagramas de estabilidade para os esquemas Euler explícito e Adams-Bashforth
segunda ordem; “©” representa o valor máximo de velocidade e viscosidade de um fenômeno
hipotético e “⊗” representa a correção da posição deste mesmo fenômeno no diagrama causada
pelo uso de um esquema numérico que provoca erros de dispersão e dissipação. A simulação

passou a ser estável tanto para o esquema de Euler explícito quanto para o de Adams-Bashforth

2.3 TURBULÊNCIA

Os escoamentos na natureza, em sua grande maioria, são turbulentos. Em 1972, Tennekes e

Lumley [91] comentaram sobre a abrangência do escoamento turbulento na natureza e afirmam

que o escoamento laminar é a exceção e não a regra, pois para se encontrar um escoamento

laminar, é necessário que o sistema fluido possua pequenas dimensões e altas viscosidades

(Stoke flows).

Depois de uma década de seu famoso experimento que analisava a mudança do regime lami-

nar para turbulento, Reynolds (1894)[72] estabeleceu um parâmetro adimensional para identifi-

car a existência e a intensidade da turbulência em um escoamento. Este parâmetro é conhecido

como número de Reynolds:

Re =
VL
ν
, (2.42)

em que V e L são uma velocidade e um comprimento característicos do escoamento, respec-

tivamente, e ν é a viscosidade cinemática do fluido. Outra grande contribuição de Reynolds
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foi a proposição de tratar problemas de escoamentos turbulentos por meio da decomposição de

Reynolds.

Em escoamentos laminares, as partículas do fluido viajam em linhas ordenadas sem per-

der sua identidade pela mistura entre diferentes camadas. As partículas de fluido entre duas

camadas adjacentes não se misturam, exceto por difusão molecular (GARDE, 2010 [20]). A

maior dispersão nos escoamentos turbulentos faz com que a distribuição espacial das velocida-

des médias no tempo seja mais uniforme do que em um escoamento laminar, exceto próximo a

paredes.

Uma forma de visualizar os vórtices é calculando-se a vorticidade do escoamento (ω =

∇ × U). A vorticidade indica a intensidade do vórtice, assim como os seus padrões estrutu-

rais, quando se visualizado em uma isossuperfície. Infelizmente, próximo a paredes utilizar a

vorticidade pode inferir informações incoerentes sobre os vórtices. Para sanar este problema,

utiliza-se o Critério Q que representa um balanço local entre a taxa de deformação e a magni-

tude da vorticidades, definindo vórtices como áreas onde a magnitude da vorticidade é maior

do que a magnitude da taxa de de deformação [33] como

Q =
1
2

(
|Ωi, j|

2 − |S i, j|
2
)
> 0 (2.43)

em que Ω é o rotacional e S é a taxa de deformação.

Os avanços nos estudos da turbulência se deram, inicialmente, por causa da observação do

fenômeno, que resultou futuramente no desenvolvimento de modelos matemáticos para a des-

crição do fenômeno. Apenas no último meio século a computação foi capaz de ser aplicada para

os estudos de turbulência. O cálculo do escoamento turbulento se desenvolveu adequadamente

após o aparecimento do computador, diferentemente do acontecido com o escoamento laminar,

que já possuía grande parte de sua teoria desenvolvida e de seus problemas resolvidos através

de equações analíticas.

Até a década de 60, a única forma de representar a turbulência era utilizando modelos base-

ados na decomposição de Reynolds (RANS - Reynolds Average Navier-Stokes)[82]. Apenas a

partir dos anos 70, com o crescimento da capacidade de cálculo computacional novas tendências

para o tratamento numérico da turbulência foram possíveis, propiciando o desenvolvimento da
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Simulação Numérica Direta (DNS - Direct Numerical Simulation) e de Simulação de Grandes

Escalas (LES - Large-Eddy Simulation).

2.3.1 ESPECTRO E ESCALAS DA TURBULÊNCIA

Pope (2000)[69] menciona que, em escoamentos com altos números de Reynolds, existe

uma diferenciação entre as escalas turbulentas do movimento. O movimento de grande escala

é fortemente influenciado pela geometria do problema. O comportamento do movimento de

pequena escala é determinado quase que inteiramente pela taxa à qual este movimento recebe

energia das escalas maiores e pela viscosidade. Assim, os movimentos de pequenas escalas

possuem uma característica universal, independente da geometria do problema.

De acordo com Garde (2010)[20], o escoamento, quando turbulento, contem vórtices de

vários tamanhos. Os maiores vórtices serão da ordem da dimensão da geometria ou do com-

primento característico (como exemplo, o diâmetro do cilindro para escoamentos em torno de

cilindros). O menor vórtice é da ordem de milímetros (dependendo da viscosidade do fluido);

entretanto, é importante enfatizar que o tamanho do menor vórtice é suficientemente grande se

comparado ao percurso livre médio das moléculas do fluido.

Os vórtices são tridimensionais por natureza, mesmo se o escoamento possui características

bidimensionais. Vórtices de diversos tamanhos estão agregados uns nos outros e não são per-

manentes na natureza. Isto é, os maiores vórtices retiram energia do escoamento, sendo então

continuamente formados, e transferem esta energia para os vórtices menores e estes para os

ainda menores até que os menores vórtices finalmente se dissipam pelo efeito do atrito viscoso.

Este processo é denominado de cascata de Kolmogorov.

É comum falar no espectro tridimensional da turbulência. Ocorre que não se pode "me-

dir"vórtices, e sim apenas as flutuações que eles causam. Assim, é feito o espectro de cada

componente, cada um correspondendo a uma flutuação de velocidade (MÖLLER; SILVES-

TRINI, 2004 [59]). Cada tamanho de vórtice possui uma frequência e uma energia. Os vórtices

maiores (baixo número de onda) possuem menor frequência e maior energia, contrário dos vór-

tices menores (alto número de onda), que possuem maior frequência e menor energia.

A função de densidade autoespectral Θii, também denominada de espectro de potência, ou
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ainda espectro de frequências, é utilizada para associar uma frequência a uma determinada

flutuação da velocidade e é tida como

Θii ( fr) =
1

BeT

∫ T

0
c′2 ( fr, Be, t) dt, (2.44)

em que fr é a frequência de determinado vórtice representado pelo número de onda ki, T é o

tempo de observação, Be é a largura da banda de frequências, ou seja, a resolução da função

densidade autoespectral. Neste caso c′ é a flutuação da velocidade ou da pressão. O espectro

pode ser representado em termos do número de onda

ki =
2π fr

ui
=

2π
λ
, (2.45)

em que ui é a velocidade média na direção principal do escoamento e λ é o comprimento de

onda do vórtice. Ainda, o espectro de frequências (eq. 2.44) pode ser escrito em função do

número de onda (eq. 2.45) como

Θii (ki) =
ui

2π
Θii ( fr) , (2.46)

sendo denominado de espectro do número de onda na direção i.

Möller e Silvestrini (2004 [59]) mencionam que se pode distinguir regiões características

do espectro de turbulência, de forma simplificada, como:

• Região de baixa frequência, onde as escalas são limitadas pelas geometria do problema

considerado. É a região dos maiores e mais energéticos vórtices, onde o espectro assume

um expoente −1 (Θii (ki) ∼ k−1
i ) na direção principal do escoamento,

• Região de equilíbrio universal, dado que ela se encontra em qualquer escoamento turbu-

lento. A dissipação ocorre e existe a isotropia local (local no espectro) e é caracterizada

por duas sub-regiões:

Θ ∼ ε2/3k−5/3 Sub-região inercial (Kolmogorov),

Θ ∼ k−7 Dissipação viscosa (Heisenberg),
(2.47)
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em que ε é o termo de dissipação turbulenta.

De acordo com Schlichting e Gersten (2003)[80], a turbulência isotrópica local é determi-

nada unicamente por duas grandezas, ν e ε, que produzem o comprimento de escala das menores

estruturas da turbulência, chamado de comprimento de Kolmogorov e é fornecido por

`k =
(
ν3/ε

)1/4
, (2.48)

a escala do número de onda

kk =
2π
`k
, (2.49)

e a escala do tempo

tk = (ν/ε)1/2 . (2.50)

Assim, para que uma simulação numérica seja considerada uma DNS é necessário que todas as

escalas de turbulência sejam representadas na própria malha de cálculo.

Ao se plotar o número de onda em forma de espectro é possível visualizar a escala dissipativa

de Kolmogorov, além das escalas de energia referente às diversas frequências dos vórtices de

um escoamento (figuras 2.17 e 2.18 ). Pode-se identificar as subregiões de turbulência quando

se faz a análise do espectro do número de onda de um escoamento. Ao se criar este tipo gráfico

para resultados numéricos, é possível de verificar se a simulação representou todas as escalas

da turbulência.

2.3.2 TURBULÊNCIA EM ESCOAMENTOS COM SUPERFÍCIE LIVRE

Os números de Reynolds característicos de rios (figura 2.19) são muito maiores do que

os usualmente observados em tubulações ou escoamento em torno de objetos. Visto que os

escoamentos em rios e em canais são predominantemente turbulentos, o número de Reynolds

não se propõe apenas a definir se o escoamento é turbulento ou não, mas também proporciona

a escala do tamanho do maior vórtice.

Quando se analisa a turbulência provocada pela propagação de uma onda, tem que se atentar

ao utilizar o número de Reynolds, pois algumas ondas não possuem uma velocidade caracte-

rística que transporta massa. Quando a onda é oscilatória, ou seja, não transporta massa, a
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Figura 2.17: Esquema do número de onda representando as escalas de turbulência.

Figura 2.18: Diagrama do processo de cascada de energia em uma turbulência totalmente
desenvolvida. Adaptado de Puhales et al. (2015)[71].
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Figura 2.19: Estimativa de comportamento da profundidade (Y), velocidade (U), declividade
(S 0), Número de Reynolds (Re) e resistência (Ω) em função da escala espacial (largura) para

canais e rios. Adaptado de Dingman (2009)[14].

celeridade desta não pode ser considerada como a velocidade característica, pois ela não trans-

porta energia com esta velocidade, não criando vórtices. Já para uma onda translatória, que

transporta massa, a celeridade pode ser a velocidade de referência. Assim, as ondas oscilatórias

não possuem força inercial na propagação da onda e devem-se analisar as forças causadas pelo

próprio movimento orbital (i.e. às hodógrafas) que a onda desenvolve. Neste caso, o número de

Reynolds pode ser relacionado às velocidades máximas ou mínimas da onda, envolvendo suas

velocidades extremas.

Dingman (2009)[14] caracterizou qualitativamente as ondas que ocorrem em corpos hídri-

cos naturais, dependendo dos motivos de sua formação (tabela 5.1). As características são

avaliadas em pares.

• Adição: quando a onda provoca um aumento no volume do corpo hídrico, ou;

• Deslocamento: quando o volume de água do corpo é constante.

• Solitária: quando apenas uma única onda é desprendida, ou;

• Periódica: se existem repetidas ondas se formando periodicamente.
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• Translatória ou oscilatória, como já mencionado anteriormente;

• Dinâmica: quando as características da onda podem ser deduzidas pelos princípios de

momento ou energia, em conjunto com a conservação de massa, ou;

• Cinética: quando estas podem ser deduzidas unicamente pelos princípios de conservação

de massa.

Tabela 2.2: Características qualitativas em corpos hídricos naturais produzidas por diversas
causas (adaptado de Dingman,2009 [14]).

Causa
Adição ou

Deslocamento
Solitária ou
Periódica

Translatória ou
Oscilatória

Dinâmica ou
Cinemática

Vento Deslocamento Periódica Oscilatóriaa Dinâmica
Seiche Deslocamento Periódica Oscilatória Dinâmica
Marés Deslocamento Periódica Translatória Dinâmica
Tsunami de
terremoto

Deslocamento Solitária Translatória Dinâmica

Escorregamento de
terra

Deslocamento Solitária Translatória Dinâmica

Falha de barragem Adição Solitária Translatória Cinética e dinâmica
Macaréu∗ Adição Solitária Translatória Dinâmica
Onda de inundação Adição Solitária Translatória Cinética e dinâmica
∗ também conhecido como pororoca.
a ondas provocadas pelo vento se tornam translatórias ao se aproximarem da costa.

A turbulência em canais abertos é um tema há muito pesquisado e continua proporcionando

desenvolvimento científicos importantes [62]. Com o desenvolvimento das simulações de es-

coamentos multifásicos, e com a possibilidade de se considerar a turbulência numericamente,

seja por modelos ou simulando-a diretamente, inúmeras novas pesquisa tornaram-se viáveis de

serem desenvolvidas.

Lee et al. (2011) [44] realizaram uma DNS em canais abertos considerando a interface ar-

água examinando os efeitos da deformação da interface nas estruturas turbulentas da água. Um

dos últimos avanços nesta área é a simulação de ressaltos hidráulicos utilizando DNS (MOR-

TAZAVI et al., 2016) [58] ou mesmo um modelo de turbulência do tipo RANS (BAYON et al.,

2016)[4].

A interação multifásica entre objetos sólidos, líquido e gás também são estudados. Xie et al.

(2014) [99] desenvolveram sua pesquisa sobre estruturas turbulentas em escoamento em canais
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abertos com dunas utilizando LES. Na mesma linha de pesquisa, Hamza et al. (2015)[25] desen-

volveram sua pesquisa em turbulência de escoamento bifásicos sobre um obstáculo utilizando

um modelo de turbulência do tipo RANS.

Uma análise do efeito da turbulência na aplicação de ondas em escoamentos bifásicos foi

apresentado por Maza et al. (2015)[54], que simularam um tsunami que passa por uma bateria

de cilindros, representando árvores. Utilizando um modelo de turbulência do tipo RANS, eles

verificaram a perda de energia da onda causada por estes obstáculos.

Diversas pesquisas tem sido produzidas utilizando as equações de Navier-Stokes, com ou

sem modelos de turbulência, para simular escoamentos com interface água-ar. Nenhuma das

publicações aqui citadas apresentou um código de alta ordem (acima de segunda ordem). A

utilização de esquemas de alta ordem é essencial na simulação de escoamentos turbulentos,

principalmente para números de Reynolds altos, pois estes escoamentos possuem uma grande

escala de vórtices, em que a precisão de cálculo nas menores escalas pode ser crucial.



3 METODOLOGIA MATEMÁTICA

Neste capítulo, é apresentada a metodologia matemática, tanto para o método Level Set, que

foi escolhido para representar a interface entre os fluidos (§ 2.1.4), quanto para a Equação de

Navier-Stokes e da continuidade, que representam a dinâmica dos fluidos como um todo. As

justificativas para a escolha do método Level Set também são expostas.

3.1 EQUAÇÃO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO E DA CONTINUIDADE

Este trabalho tem o objetivo de obter um código de alta ordem de precisão para escoamen-

tos multifásicos. Para isso, realiza-se modificações em um código já existente, denominado

Incompact3d ([41], [42]), que é utilizado para realizar simulações numéricas de escoamentos

monofásicos com, apenas um fluido, com equações adimensionalizadas, utilizando um esquema

centrado de sexta ordem, além de um método espectral para a resolução da equação de Pois-

son. Este é um código livre e aberto, sendo utilizado para a simulação numérica acadêmica

nos últimos anos ([12] [98] [70] [16]). Ainda, o código Incompact3d possui a possibilidade de

paralelização utilizando uma decomposição 2D, o que faz possível paralelizar os cálculos com

até 100.000 núcleos computacionais. Isso faz dele uma ferramenta ideal para atingir o objetivo

deste trabalho.

As equações de Navier-Stokes e da continuidade para escoamentos incompressíveis são

consideradas originalmente no código Incompact3d em forma adimensional, como

∂ui

∂t
+ u j

∂ui

∂x j
= −

∂Π

∂xi
+

1
Re

(
∂2ui

∂x j∂x j

)
, (3.1)

e
∂u j

∂x j
= 0, (3.2)

onde ui é a componente i-éssima da velocidade, t é o tempo, xi é a coordenada espacial, Π é

43
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a pressão e Re é o número de Reynolds. Para as equações 3.1 e 3.2, as variáveis são todas

adimensionais.

O principal interesse em escoamentos multifásicos, para este trabalho, é o estudo de esco-

amentos e propagações de ondas em corpos hídricos, onde a massa específica e a viscosidade

dinâmica, da água e do ar, possuem diferenças significativas. Nestes casos, a relação entre as

massas específicas ρΓ =
ρágua

ρar
≈ 830 e as viscosidades dinâmicas µΓ =

µágua

µar
≈ 55, em que

Γ representa a condição de salto através da interface. Em escoamentos multifásicos, a viscosi-

dade e a massa específica não são constantes no espaço e no tempo, e normalmente a equação

de movimento é considerada, com adição da força da gravidade, como

∂ui

∂t
+ u j

∂ui

∂x j
= gi −

1
ρ

∂p
∂xi

+
1
ρ

∂

∂x j

[
µ

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)]
. (3.3)

em que p é a pressão total e g é a aceleração da gravidade. Para a aplicação de escoamentos

multifásicos água-ar, se criará uma versão dimensional do código Incompact3d.

3.1.1 EQUAÇÃO DE POISSON E TERMO DE PRESSÃO

Para resolver as equações de Navier Stokes, o código Incompact3d aplica o método de

Projeção [8], o qual utiliza uma equação de Poisson para calcular a variação da pressão. Uma

das vantagens no uso do código Incompact3d é a precisão, inclusive nas pequenas escalas, com

um baixo custo computacional e, para isso, o código resolve a equação de Poisson com um

método espectral, mesmo se condições de contorno de Dirichlet forem utilizadas [41].

Na utilização do método da Projeção, no passo da projeção se tem que

~u − ~̃u
∆t

= −
1
ρ
∇p, (3.4)

em que ~̃u representa o campo de velocidades não corrigido. Aplica-se o operador divergência

∇ · ~u − ∇ · ~̃u
∆t

= −∇ ·

(
1
ρ
∇p

)
, (3.5)
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e considerando a equação da continuidade (eq. 3.2), encontra-se a equação de Poisson

∇ ·

(
1
ρ
∇p

)
=
∇ · ~̃u
∆t

. (3.6)

Para aplicar a Transformada Rápida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT) à equação

de Poisson (3.6), esta deve possuir coeficientes de derivada constantes em seu lado esquerdo,

o que não ocorre na equação 3.6. Assim, como utilizado usualmente no código Incompact3d,

para aplicar a técnica da FFT se deve utilizar a equação de Poisson da forma

∇2
(

p
ρ

)
=
∇ · ~̃u
∆t

. (3.7)

mesmo se ρ varia no espaço e no tempo. Para este fim, um algebrismo na equação da quantidade

de movimento é necessário. Caso a massa específica não seja constante no espaço, o termo de

pressão na equação do movimento (eq. 3.3) pode ser escrito como

∂Π

∂xi
=

1
ρ

∂p
∂xi

+ p
∂ (1/ρ)
∂xi

, (3.8)

onde Π =
p
ρ

. Outras formas matematicamente equivalentes à equação 3.8 são

1
ρ

∂p
∂xi

=
∂Π

∂xi
+

Π

ρ

∂ρ

∂xi
, (3.9)

e
1
ρ

∂p
∂xi

=
∂Π

∂xi
+ Π

∂ln (ρ)
∂xi

. (3.10)

Mesmo que estas três formulações (eq. 3.8, 3.9 e 3.10) sejam matematicamente equivalen-

tes, numericamente não o são. A formulação apresentada pela equação 3.9 será utilizada por

motivos de simetria da derivada, que é calculada com o auxílio da função Heaviside (2.13) (pro-

cedimento explanado ainda neste capítulo, em § 3.2.2). Assim, a nova equação do movimento

(eq. 3.3) a ser considerada neste trabalho toma a forma dimensional

∂ui

∂t
+ u j

∂ui

∂x j
= gi −

∂Π

∂xi
−

Π

ρ

∂ρ

∂xi
+

1
ρ

∂

∂x j

[
µ

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)]
. (3.11)
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3.1.2 TERMOS ADVECTIVOS

A forma padrão do código Incompact3d para os termos advectivos é a formulação antissi-

métrica, dada por

u j
∂ui

∂x j
=

1
2

(
∂uiu j

∂x j
+ u j

∂ui

∂x j

)
, (3.12)

que permite modelar mais adequadamente as pequenas escalas e possui menos efeitos de alia-

sing [39].

3.1.3 TERMOS DIFUSIVOS

O código Incompact3d resolve o termo difusivo

ν

(
∂2ui

∂x j∂x j

)
, (3.13)

enquanto que usualmente, códigos multifásicos adotam a forma

1
ρ

∂

∂x j

[
µ

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)]
. (3.14)

A grande vantagem de considerar os termos difusivos como na equação 3.13 é a boa precisão

da derivada segunda que pode se atingir. Os erros são menores quando a derivada é calculada

numericamente como uma derivada segunda e não como duas vezes uma derivada primeira

[60], já que o Incompact3d não utiliza malha deslocada para o cálculo das velocidades. Ainda,

o código conta com uma importante ferramenta que aplica a hiperviscosidade [43], que está

diretamente relacionada com os coeficientes do esquema numérico utilizado para calcular as

derivadas segundas. Assim, será considerada uma nova forma do termo difusivo, representada

por
1
ρ

∂

∂x j

(
µ
∂ui

∂x j

)
= ν

(
∂2ui

∂x j∂x j

)
+

1
ρ

∂µ

∂x j

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)
, (3.15)

em que o termo ∂2u j

∂xi∂x j
é nulo ao considerar-se a equação da continuidade (3.2). Com esta nova

formulação, mantem-se as vantagens da equação (3.13), enquanto se representa a variação de

viscosidade presente em escoamentos multifásicos.
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3.1.4 PRESSÃO HIDROSTÁTICA

Quando a força gravitacional é considerada em um escoamento multifásico, ela provoca

uma drástica variação da pressão normalizada (Π = p/ρ) através da interface (fig. 3.1a), que

pode criar problemas de dispersão numérica.

Figura 3.1: Representação da variação das pressões (p e Π) com a profundidade z; a) interface
com espessura nula, b) interface com espessura significativa.

Uma maneira de resolver este problema é separando a pressão total em duas parcelas: uma

de pressão hidrostática e outra de pressão não hidrostática. Muitos métodos de rastreamento de

interface realizam esta separação, escrevendo-a da forma

p = ph + pnh ÷ρ
−→

p
ρ

= Π =
ph + pnh

ρ
= Πh + Πnh, (3.16)

em que pnh é a parcela da pressão não hidrostática, ph é a parcela hidrostática, Πnh é a parcela

da pressão não hidrostática normalizada e Πh é a parcela hidrostática normalizada. Ainda, outra

vantagem de realizar esta separação é que o novo termo de pressão (eq. 3.9) é calculado semi-

implicitamente (como mostrado em § 4.2.3).

A ph segue a lei de variação com a altitude z da forma

dph

dz
= ρg, (3.17)

e, para dois pontos distintos dentro do domínio (independente do fluido), que

∫ z2

z1

dph

dz
dz =

∫ z2

z1

ρgdz→ ph,z2 − ph,z1 =

∫ z2

z1

ρgdz. (3.18)
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Tomando que ph,z2 está posicionado espacialmente acima de ph,z1 , pode-se considerar a pres-

são atmosférica como ph,z2 = patm.A posição z1 se refere a uma altura z qualquer e a posição z2

se refere ao topo do domínio, ou seja Lz. Assim, definimos

ph,z = g
∫ Lz

z
ρdz + patm ÷ρ

−→
Πh,z =

g
ρ

∫ Lz

z
ρdz + Πatm. (3.19)

E, por fim, a derivada da pressão hidrostática normalizada fica

∂Πh,z

∂xi
= g

∂

∂xi

(
1
ρ

∫ Lz

z
ρdz

)
=

g
ρ2

[
ρ
∂

∂xi

(∫ Lz

z
ρdz

)
−
∂ρ

∂xi

∫ Lz

z
ρdz

]
. (3.20)

A ph e sua derivada podem ser calculadas como demonstrado e a pnh é calculada como

originalmente na equação da quantidade movimento, ou seja, usando uma equação de Poisson,

resolvida com um método espectral.

3.1.5 TENSÃO SUPERFICIAL

O termo da força devida à tensão superficial é subtraído do lado direito da equação de

Navier-Stokes 3.11 e é dado por
1
ρ
σκδsni j (3.21)

a formulação matemática da curvatura κ, do vetor normal ni j e o Delta de Dirac δs são obtidas

pelo método de representação da interface. Para uma curvatura côncava, tem-se que κ possui

sinal negativo, enquanto que para uma curvatura convexa, κ possui sinal positivo.

O desenvolvimento conceitual da tema "tensão superficial"foi apresentada em § 2.1.7 e a

definição matemática da curvatura, do vetor normal e Delta de Dirac serão apresentadas ainda

neste capítulo.

3.2 INTERFACE - MÉTODO LEVEL SET

O método Level Set foi escolhido para representar a interface entre os fluidos, pois considera

esta interface com uma função suave para representar a transição entre os mesmo. Esta carac-

terística é importante, já que o método de representação da interface, neste trabalho, é utilizado
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em conjunto com a equação de dinâmica dos fluidos calculada por esquemas compactos centra-

dos de alta ordem. Caso estes esquemas não sejam utilizados adequadamente, podem introduzir

erros persistentes de dispersão numérica.

3.2.1 FUNÇÃO DA DISTÂNCIA

Proposto por Osher e Sethian (1988)[66], o método Level Set utiliza como variável a função

distância mínima entre um ponto qualquer do domínio e a interface, da forma

d
(
~x
)

= min
(
|~x − ~xΓ|

)
, (3.22)

em que ~x é o vetor posição de um ponto do escoamento a ser analisado e ~xΓ é o vetor posição

de um ponto da interface. Assim, d
(
~x
)

representa a menor distância de um ponto do domínio à

interface.

Para diferenciar os fluidos em questão, utiliza-se a variável φ que é uma função distância à

qual é atribuída um sinal (Signed Distance Function - figura 3.2) dependendo do fluido em que

o vetor posição ~x está localizado, definida como

φ
(
~x
)

=


+d

(
~x
)

: ~x está no fluido 1,

d
(
~x
)

= 0 : ~x está na interface,

−d
(
~x
)

: ~x está no fluido 2.

(3.23)

Uma característica matemática importante da função distância φ
(
~x
)

é que |∇φ| = 1. Garan-

tindo esta condição, a função distância representará verdadeiramente uma distância, e caracte-

rísticas como o vetor normal (~n) à interface e a curvatura (κ) podem ser calculadas por

~n =
∇φ

|∇φ|
, (3.24)

e

κ = −∇ ·

(
∇φ

|∇φ|

)
. (3.25)



50 Capítulo 3. Metodologia Matemática

Figura 3.2: Interface de dois fluidos a) interface original, b) isolinhas de φ do método Level Set.

3.2.2 ADVECÇÃO DA INTERFACE E PROPRIEDADES FÍSICAS

O movimento da interface é calculado por meio de uma equação de advecção

∂φ

∂t
+ ~v · ∇φ = 0, (3.26)

em que~v é o vetor velocidade do escoamento. Considerar que a viscosidade e a massa específica

são fisicamente descontínuas através da interface pode, facilmente, ocasionar problemas de

dispersão e difusão numéricas. Para evitar estes problemas, o método Level Set utiliza uma

função Heaviside suave (I), que auxilia na variação destas propriedades físicas. A expressão de

I é dada por

I (φ) =


0 se φ < −δ∆c,

1
2

[
1 +

φ

δ∆c
+

1
π

sin
(
πφ

δ∆c

)]
se |φ| ≤ δ∆c,

1 se φ > δ∆c.

(3.27)

em que ∆c é a discretização numérica característica do escoamento (conceito definido no Ca-

pítulo 4) e δ é um coeficiente que relaciona o número de células envolvidas na variação desta

função (normalmente, se utiliza δ = 1,5 para manter a interface fina [37] [38] [18] [76], po-

rém, no presente trabalho, valores maiores precisam ser utilizados, como será discutido em §

4.3.3). Logo, o termo δ∆c representa metade da espessura virtual da interface (figura 3.3) que

está relacionada com a suavidade da função Heaviside.
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A variação de uma propriedade física qualquer η através da interface é calculada se assu-

mindo a forma

η = (1 − I)η1 + Iη2, (3.28)

em que η1 e η2 são as propriedades físicas, como a viscosidade e a massa específica, do fluido 1 e

do fluido 2. A função delta de Dirac (δs), utilizada para o cálculo do termo de tensão superficial

(eq. 3.21), pode ser obtida com o apoio das derivadas da função Heaviside (3.27 - figura 3.3),

tendo-se

δs~n = ∇I (φ) . (3.29)

O δs representa um pulso na qual a área entre a curva e o eixo horizontal é um.

Figura 3.3: Exemplo de Função Heaviside e delta de Dirac com δ = 3 e ∆c = 0,01.

3.2.3 REINICIALIZAÇÃO DA FUNÇÃO DISTÂNCIA

A necessidade de reinicializar a função distância foi discutida pela primeira vez por Chopp

(1993)[7]. A advecção de φ (eq. 3.26) pode fazer com que esta variável não represente mais

uma distância (|∇φ| , 1), por causa da complexidade dos campos de velocidades utilizados para

realizar esta advecção. Para resolver este problema, a variável φ tem que ser reinicializada para

manter a característica de função distância.

Bridson (2008)[5] menciona que existem duas manerias principais de reinicializar φ: uti-

lizando um método de equações diferenciais parciais, que aproxima numericamente a função
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advectada a uma função distância novamente (|∇φ| = 1); ou, utilizando um método geométrico,

como o Fast Marching Method [65], que calcula a função distância para cada passo de tempo,

como na condição inicial, a partir da interface (φ = 0). O primeiro método possui menor custo

computacional, além de ser mais simples de se programar para um código paralelizado.

Neste trabalho, é utilizada a reinicialização proposta por Sussman et al. (1994)[88] como

uma equação Eikonal dependente do tempo, representada por

∂φ

∂τ
+ sgn (φ0) (|∇φ| − 1) = 0, (3.30)

em que sgn é o sinal da função, φ0 é a função não reinicializada e τ é um tempo fictício (ou

pseudo-tempo), relacionado com a discretização espacial (é comum utilizar ∆τ = 0,1∆x [88]

[90] [76]), pois a reinicialização não atua ao longo do tempo, e sim ao longo do espaço. A

reinicialização induz que a variável φ seja novamente uma função distância e será mais efetiva

nas proximidades de φ = 0. Quando o termo |∇φ| = 1, a reinicialização não é efetivada porque

φ já é uma função distância por definição.

Considerar que |∇φ| = 1 é pré-requisito de uma função distância, exceto para as regiões da

função φ que possuem mais de um ponto equidistante à interface. Isto causa uma singulari-

dade, pois a função nestes lugares é descontínua; estas estruturas singulares são denominadas

esqueletos [17]. Na figura 3.4 é mostrada uma interface fictícia (φ = 0) e seu esqueleto.

Figura 3.4: Representação dos esqueletos pertencentes a uma interface.
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Com o uso de esquemas essencialmente não oscilatórios* e com poucos pontos para re-

presentar a variação suave da interface, a existência destes esqueletos não causa problemas

numéricos graves, pois os erros não são propagados e são suavizados com o tempo. Logo, o

gradiente calculado próximo aos esqueletos não deve afetar a solução da função que representa

a interface (φ = ±δ∆c). Em esquemas oscilatórios, a propagação destes erros é maior, o que os

torna difíceis de serem utilizados para resolver este tipo de problema.

Erros na advecção e o uso do procedimento de reinicialização fazem com que o método

Level Set apresente erros na conservação da massa. Para garantir a conservação de volume, Son

(2001)[83] propôs um passo de correção de volume, calculado por

∂φ

∂τ
= (V − V0) |∇φ|, (3.31)

onde V é o volume de um dos fluidos calculado com o auxílio de φ e V0 é o volume deste mesmo

fluido que respeita a conservação de volume. No presente trabalho, uma pequena modificação

foi feita nesta equação para manter a homogeneidade dimensional, encontrando-se

∂φ

∂τ
=

(V − V0)
V0

|∇φ|. (3.32)

3.2.4 CONDIÇÕES DE CONTORNO PARA φ

Alguns autores (SON, 2001 [83]; OLSSON & KREISS, 2005 [64]) consideram a condição

de contorno para φ como ~n · ∇φ = 0 (onde ~n é a normal ao plano que define a condição de

contorno, e não à interface), mesmo que isto crie resultados imprecisos próximos à condição

de contorno. Isto pode ser feito, pois com o uso de esquemas não oscilatórios, os resultados

insatisfatórios da condição de contorno não se propagam, não afetando os resultados próximos

de φ = 0. Procedimentos como a reinicialização de φ ajudam a minimizar, ou mesmo evitar,

problemas com estas condições de contorno. Caso uma condição de deslizamento livre ou

condição periódica for usada para o contorno de φ, estruturas de esqueletos podem ser criadas

no contorno do domínio.

*Um esquema essencialmente não oscilatório não propicia fenômenos do tipo Gibbs, que gera oscilações espú-
rias de primeira ordem nos pontos de descontinuidade [28]. Certamente, quando utilizado de forma inadequada,
estes esquemas podem cancelar oscilações reais do escoamento.
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3.2.5 ESQUEMAS COMPACTOS PARA O MÉTODO LEVEL SET (COMPACTLSM)

Uma nova forma de resolver as equações propostas pelo método Level Set é apresentada

no presente trabalho, denominada CompactLSM. Mesmo sendo fortemente indicado o uso de

esquemas não oscilatórios para os cálculos do método Level Set, os esquemas compactos são

avaliados para a resolução deste método, pois o desempenho numérico (com relação ao tempo

de cálculo e à precisão) é muito superior ao do esquema WENO. Para que seja possível utilizar

os esquemas compactos para esta tarefa, adiciona-se às equações de advecção 3.26 e reiniciali-

zação 3.30 um termo com derivada segunda, que numericamente possui valor desprezível para

curvaturas suaves, como
∂φ

∂t
+ ~v · ∇φ = γ∇2φ, (3.33)

e
∂φ

∂τ
+ sgn (φ0) (|∇φ| − 1) = γ∇2φ, (3.34)

onde γ pode ser interpretado como um parâmetro de viscosidade virtual que fará com que o

termo da derivada segunda seja numericamente desprezível nas escalas de interesse.

O termo de derivada segunda é utilizado para aplicar a hiperviscosidade (§ 2.2.3) que redu-

zirá os erros de dispersão numérica, presentes neste tipo de problema, viabilizando os cálculos

ao atribuir estabilidade numérica sem reduzir a precisão do método. O valor adotado para γ

deve ser cuidadosamente obtido no procedimento de verificação do método apresentado, e está

intimamente ligado com o valor da hiperviscosidade (atribuído pela viscosidade espectal defina

em § 4.2.1) e dos limites de estabilidade do esquema numérico temporal utilizado.

3.3 RESUMO DA METODOLOGIA MATEMÁTICA

Diversas modificações foram realizadas para que a metologia matemática da equação de

movimento levasse em consideração a variação das características físicas, isto é, da massa es-

pecífica e do coeficiente de viscosidade. Para isso, a equação da quantidade de movimento

utilizada, levando em conta as modificações anteriormente apresentadas, é

∂ui

∂t
+

1
2

(
∂uiu j

∂x j
+ u j

∂ui

∂x j

)
= gi−

∂Π

∂xi
−

Π

ρ

∂ρ

∂xi
+ν

(
∂2ui

∂x j∂x j

)
+

1
ρ

∂µ

∂x j

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)
−
σ

ρ
κδsni j, (3.35)



3.3. Resumo da Metodologia Matemática 55

onde a pressão foi decomposta em duas parcelas Π = Πn + Πnh. Cabe ressaltar que no código

Incompact3d não modificado por este trabalho, esta equação normalmente toma a forma

∂ui

∂t
+

1
2

(
∂uiu j

∂x j
+ u j

∂ui

∂x j

)
= −

∂Π

∂xi
+ ν

(
∂2ui

∂x j∂x j

)
. (3.36)

A equação da continuidade não foi modificada e é considerada como a equação 3.2, já que

não existe variação no volume das fases a serem simuladas.

Diversas condições iniciais e de contorno podem ser utilizadas para esta metodologia, e

serão apresentadas no capítulo: Resolução Numérica (Capítulo 4).

Para o cálculo da interface e das variações da viscosidade e da massa específica, são utiliza-

das a nova metodologia CompactLSM, composta pelas equações

∂φ

∂t
+ v · ∇φ = γ∇2φ, (3.37)

e a função Heaviside

I (φ) =


0 se φ < −δ∆c,

1
2

[
1 +

φ

δ∆c
+

1
π

sin
(
πφ

δ∆c

)]
se |φ| ≤ δ∆c,

1 se φ > δ∆c,

(3.38)

em conjunto com

ρ = (1 − I)ρ1 + Iρ2 e µ = (1 − I)µ1 + Iµ2. (3.39)

Para manter a característica de função distância na regiões do domínio próximas à interface, é

utilizada a reinicialização
∂φ

∂τ
+ sgn (φ0) (|∇φ| − 1) = γ∇2φ, (3.40)

e, por fim, para aperfeiçoar a conservação de volume, é aplicada a equação

∂φ

∂τ
=

(V − V0)
V0

|∇φ|. (3.41)
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A resolução numérica utilizada para o modelo matemático da interface e para as equações

de quantidade de movimento e da continuidade é desenvolvida neste capítulo. Assim, o código

proposto por este trabalho, denominado de Incompact3d - Level Set (ou Incompact3d-LS), é

apresentado numericamente.

4.1 INCOMPACT3D-LS

O Incompact3d ([41], [42]) é um código para o cálculo adimensional de escoamentos com

precisão das derivadas e interpolações de sexta ordem. Utiliza um método espectral para re-

solver a equação de Poisson proveniente do método da Projeção. O código utiliza a estratégia

de decomposição 2D para adquirir um alto nível de paralelização, podendo ser utilizado em até

cem mil núcleos computacionais. Este código é programado em diferenças finitas para malha

cartesiana, o que oferece a oportunidade de implementar esquemas compactos de alta ordem

para a discretização espacial, sem maiores complicações. Também é utilizado o Método de

Fronteiras Imersas (Immerse Boundary Method - IBM) que permite a implementação de sóli-

dos com geometrias diversas.

A principal originalidade do código é a resolução da equação de Poisson completamente no

espaço espectral, independente das condições de contorno utilizadas (periódica, deslizamento

livre, não deslizamento, entrada/saída, entre outras). A malha da pressão é deslocada para o

centro do elemento da malha de velocidades, reduzindo oscilações espúrias da pressão [15].

Entretanto, a malha de velocidade é colocalizada para todas as direções nos nós.

Para atender o objetivo proposto no presente trabalho de possibilitar simulações de escoa-

mentos multifásicos, diversas modificações foram implementadas no código Incompact3d.

• Considerou-se uma mudança de variáveis adimensionais para dimensionais;

56
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• uma nova etapa de cálculo foi adicionada ao código: a atualização das propriedades físi-

cas pelo método Level Set (figura 4.1);

• modificou-se o termo de pressão;

• considerou-se que a viscosidade e a massa específica são variáveis ao longo do tempo e

espaço, colocalizadas com as velocidades (figura 4.2);

• adicionou-se o termo referente à tensão superficial;

• adicionou-se o termo referente à gravidade.

O código Incompact3d, com estas modificações é denominado Incompact3d-LS.

Figura 4.1: Fluxograma do código Incompact3d-LS.

4.2 EQUAÇÕES DE MOMENTUM

A equação de momentum (eq. 3.35) e da continuidade (eq. 3.2) são utilizadas em con-

junto para resolver problemas de escoamentos incompressíveis multifásicos, com o auxílio da
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Figura 4.2: Localização em que as variáveis são calculadas na malha.

metodologia CompactLSM. O método da Projeção[8] é utilizado para realizar este cálculo, ne-

cessitando resolver a equação de Poisson (eq. 3.7) para calcular a variação da pressão.

4.2.1 DISCRETIZAÇÃO ESPACIAL

Dois métodos numéricos são utilizados para o cálculo da equação 3.35: o primeiro é baseado

em diferenças finitas, utilizando esquemas compactos centrados de 6a ordem para as derivadas

primeiras, segundas e interpolações [45]; o segundo é baseado na Transformada Rápida de

Fourier (Fast Fourier Transform - FFT), que auxilia na resolução da equação de Poisson no

campo espectral.

a) Esquemas compactos centrados

Lele (1992) [45] apresentou os esquemas compactos centrados para diversas ordens de precisão,

incluindo derivadas e interpolações. Se f é uma variável diferenciável no espaço, a expressão

considerada para a aproximação da primeira derivada é da forma:

α f ′i−1 + f ′i + α f ′i+1 = a
fi+1 − fi−1

2∆x
+ b

fi+2 − fi−2

4∆x
+ c

fi+3 − fi−3

6∆x
, (4.1)

cujos coeficientes estão relacionados entre si em função da ordem de precisão desejada, pelas

expressões
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a + b + c = 1 + 2α para ordem de precisão O ≥ 2,

a + 22b + 32c = 2
3!
2!
α para O ≥ 4, e

a + 24b + 34c = 2
5!
4!
α para O ≥ 6.


... (4.2)

Assim, pode-se equacionar

a =
4 + 2α

3
, b =

−1 + 4α
3

e c =
1 − 3α

30
. (4.3)

Para se reduzir o stencil considerando c = 0, adota-se α = 1/3, obtendo a = 14/9 e b = 1/9.

Esta aproximação é de sexta ordem que possui uma característica "quasi-espectral"por utilizar

das próprias derivadas nos pontos adjacentes (α , 0).

Analogamente, a expressão para a segunda derivada é

α f ′′i−1 + f ′′i + α f ′′i+1 = a
fi+1 − 2 fi + fi−1

∆x2 + b
fi+2 − 2 fi + fi−2

4∆x2 + c
fi+3 − 2 fi + fi−3

9∆x2 , (4.4)

em que os coeficientes devem possuir as relações

a + b + c = 1 + 2α para O ≥ 2,

a + 22b + 32c =
4!
2!
α para O ≥ 4, e

a + 24b + 34c =
6!
4!
α para O ≥ 6.


... (4.5)

Da expressão formada pelas equações 4.5, pode-se obter

a =
6 − 9α

4
, b =

−3 + 24α
5

, c =
2 − 11α

20
. (4.6)

Para se reduzir o stencil considerando c = 0, adota-se α = 2/11, obtendo a = 12/11 e b = 3/11,

com aproximação também de sexta ordem.

Os esquemas compactos também são utilizados para calcular as derivadas primeiras para as
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variáveis deslocadas, da forma

αp f ′i−1/2 + f ′i+1/2 + αp f ′i+3/2 = ap
fi+1 − fi

∆x
+ bp

fi+2 − fi−1

∆x
, (4.7)

e com αp = 9/62, tem-se ap = 63/62 e bp = 17/62 (Lele, 1992 [45]). Por fim, utiliza-se a

interpolação para deslocar variáveis por

αl fi−1/2 + fi+1/2 + αl fi+3/2 = al
fi+1 − fi

2
+ bl

fi+2 − fi−1

2
, (4.8)

com αl = 3/10, al = 3/4 e bl = 1/20 (Lele, 1992 [45]).

Assim, para deslocar uma variável definida no nó i, j,k para o nó deslocado i+ 1
2 , j+

1
2 ,k+ 1

2 são

necessárias três operações de interpolação, uma em cada direção. Para calcular uma derivada

deslocada, são necessários dois procedimentos de interpolação e um de derivação deslocada. A

derivação deslocada (eq. 4.7) realiza a interpolação em conjunto com a derivação. Por exemplo:

para se calcular
(
∂ f
∂x

)
i+ 1

2 , j+
1
2 ,k+ 1

2

a variável fi, j,k deve ser interpolada nas direções j e k (utilizando

a equação 4.8 uma vez para a direção j e outra vez para a direção k), obtendo-se fi, j+ 1
2 ,k+ 1

2
. Após,

deriva-se esta nova variável na direção x utilizando a equação 4.7.

Hiperviscosidade e ILES

Para controlar os erros de dissipação numérica e, consequentemente, reduzir os erros de

dispersão, a hiperviscosidade (§ 2.2.3) é aplicada modificando os coeficientes das derivadas

segundas (equação 4.4). Para calcular o número de onda modificado segundo k′′, utiliza-se a

equação proveniente do desenvolvimento da série de Taylor

k′′∆x2 =
2a(1 − cos(k∆x)) + b

2 (1 − cos(2k∆x)) + 2c
9 (1 − cos(3k∆x))

1 + 2α cos(k∆x)
. (4.9)

Pode-se fornecer um valor de k′′ referente ao corte da malha (no núcleo kc∆x = π) pela expres-

são

k′′∆x2|π =
36a + 4c
9 (1 − 2α)

, logo k′′|π = k′′c . (4.10)

Nota-se que utilizando esta estratégia c , 0. Em conjunto com as relações de coeficientes para

as derivadas segundas (equação 4.6), é possível de se obter o novo conjunto de coeficientes para
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esta derivada

α =
272 − 45k′′c ∆x2

416 − 90k′′c ∆x2 , a =
48 − 135k′′c ∆x2

1664 − 360k′′c ∆x2 ,

b =
528 − 81k′′c ∆x2

208 − 45k′′c ∆x2 , c =
−432 + 63k′′c ∆x2

1664 − 360k′′c ∆x2 .

(4.11)

Como exemplo, utilizando o conjunto de equações 4.11, pode-se fixar o valor de k′′∆x2 para

que seja igual a nπ2 no núcleo k∆x = π em que n possui valor maior que 0,695. Valores de

n menores do que 0,695 a metodologia provocariam uma "hipoviscosidade"ao invés de uma

hiperviscosidade. Na figura 4.3[43], apresenta-se a curva do número de onda modificado sem

a utilização da hiperviscosidade k′′∆x2 = 48
7 (6CCSD2) e a curva utilizando a hiperviscosidade

com n = 1 (6CCVD2). Para reduzir as oscilações nas pequenas escalas, pode-se ainda aumentar

expressivamente o valor de k′′∆x2 até um ponto qualquer desejado. A escolha de k′′∆x2 deve ser

feita com cuidado, pois um valor muito alto pode causar instabilidades numéricas relacionadas

a dissipação, além de descaracterizar a difusão natural do escoamento que se quer representar.

Figura 4.3: Exemplo de aplicação da hiperviscosidade para o Incompact3d. 6CCSD2 significa:
esquema compacto centrado subdissipativo de sexta ordem, 6CCVD2 significa: esquema

compacto centrado com dissipação variada de sexta ordem (representando o uso da
hiperviscosidade) e Exact é a solução exata da equação de convecção difusão 2.32 [43].

Para ter mais liberdade no controle da dissipação numérica para aplicar o ILES (Implicit

Large Eddy Simulation) [43][11], além do no núcleo k∆x = π, fixa-se também o valor de k′′

para um novo núcleo em um número de onda intermediário (adotado na literatura k∆x = 2π/3).

Ao se fixar um segundo ponto se reduz a ordem da derivada segunda, o que levaria o esquema

numérico, que era de sexta ordem, se tornar de quarta ordem de precisão. A fim de evitar a perda
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na ordem da derivada, o presente trabalho utiliza a metodologia de Dairay et al. (2017) [11]

que adiciona à equação 4.4 mais um termo na expressão que representa a derivada compacta

centrada, como:

α f ′′i−1 + f ′′i +α f ′′i+1 = a
fi+1 − 2 fi + fi−1

∆x2 +b
fi+2 − 2 fi + fi−2

4∆x2 +c
fi+3 − 2 fi + fi−3

9∆x2 +d
fi+4 − 2 fi + fi−4

16∆x2 .

(4.12)

Ao fixar uma precisão de sexta ordem, dois coeficientes podem ser livremente escolhidos em

(4.12), obtendo-se o seguinte conjunto de coeficientes

a + b + c + d = 1 + 2α para O ≥ 2,

a + 22b + 32c + 42d =
4!
2!
α para O ≥ 4, e

a + 24b + 34c + 44d =
6!
4!
α para O ≥ 6.

(4.13)

Novamente, para calcular o número de onda modificado segundo, agora com o termo adicional,

utiliza-se a equação proveniente do desenvolvimento da série de Taylor, chegando-se em

k′′∆x2 =
2a(1 − cos(k∆x)) + b

2 (1 − cos(2k∆x)) + 2c
9 (1 − cos(3k∆x)) + d

8 (1 − cos(4k∆x))
1 + 2αcos(k∆x)

.

(4.14)

Com a relação 4.14, considerando k∆x = 2π
3 , obtem-se um novo k′′ modificado (k′′m), da forma

k′′∆x2|2π/3 =
48a + 12b + 3d

16 (1 − α)
, em que k′′|2π/3 = k′′m (4.15)

Utilizando as relações dos coeficientes apresentados em (4.13), e considerando k′′m (eq.

4.15), um novo conjunto de coeficientes para a derivada segunda fica definido por

α =
405k′′c ∆x2 − 1280k′′m∆x2 + 2736
810k′′c ∆x2 − 1280k′′m∆x2 + 288

, a =
256k′′m∆x2 − 4329k′′c ∆x2 + 1120k′′c k′′m∆x4 − 2288

3240k′′c ∆x2 − 5120k′′m∆x2 + 1152
,

b =
2115k′′c ∆x2 − 1792k′′m∆x2 − 280k′′c k′′m∆x4 + 1328

405k′′c ∆x2 − 640k′′m∆x2 + 144
, c =

−9
(
855k′′c ∆x2 + 256k′′m∆x2 − 160k′′c k′′m∆x4 − 2288

)
8
(
405k′′c ∆x2 − 640k′′m∆x2 + 144

) ,

d =
198k′′c ∆x2 + 128k′′m∆x2 − 40k′′c k′′m∆x4 − 736

405k′′c ∆x2 − 640k′′m∆x2 + 144
.
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Utilizando está técnica, podem-se concentrar os erros de dissipação apenas nas menores escalas,

minimizando, ou até mesmo eliminando, as oscilações espúrias (wiggles).

Para se aplicar o ILES é aconselhável imitar os efeitos dissipativos de algum modelo LES

já popularizado, tendo-se assim alguma expectativa de dissipação numérica a ser aplicada.

Dairay et al. (2017) [11] utilizaram a hiperviscosidade para imitar o Método Spectral Va-

nishing Viscosity (SVV). Primeiramente, identificou-se a dissipação provocada pelo SVV e

depois modificaram-se os coeficientes dado pela equação 4.16 para tornar o seu erro de dissi-

pação numérica semelhante ao da dissipação esperada pelo SVV. Esta metodologia é aplicada,

considerando-se uma viscosidade espectral (ν′′s ) definida como

ν′′s = ν
k′′ − k2

k2 . (4.16)

O método SVV comporta-se como

νs (k) =


0 se k < 0,3kc,

ν0 exp
− (

kc − k
0,3kc − k

)2 se 0,3kc ≤ k ≤ kc,
(4.17)

em que ν0 é um parâmetro de controle do valor da viscosidade espectral no corte da malha

em que νs/ν0 fornece o formato da curva de dissipação. Assim, para imitar o efeito do SVV,

utilizam-se as aproximações do número de onda modificado segundo, como

k′′c = (1 + ν0/ν) k2
c , (4.18)

e

k′′m = (1 + νs/ν)
4k2

c

9
. (4.19)

Condições de contorno

Quatro diferentes condições de contorno podem ser consideradas em cada direção espa-

cial: condição periódica, condição de von Neumann (deslizamento livre), condição de Dirichlet

(prescrita), e condição de saída livre (convecção livre). As condições de contorno periódicas
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e de deslizamento livre utilizam os esquemas definidos pelas equações 4.1 e 4.4 para todos os

pontos considerados. Assim, nos pontos dos contornos i = 1 e i = nx, deve ser realizada uma

substituição de valores com pontos fantasmas em f−1, f0, fnx+1, fnx+2. Já para a condição de

contorno do tipo Dirichlet, utiliza-se derivadas descentradas.

Expondo em mais detalhes, os quatro tipo de condição de contorno são:

• Condição de contorno periódica: as substituições para f podem ser descritas como f0 →

fnx , f−1 → fnx−1, e para suas derivadas como f ′0 → f ′nx
, f ′′0 → f ′′nx

;

• Condições de deslizamento livre: tem-se que f0 → f2, f−1 → f3, f ′0 → − f ′2 , f ′′0 → f ′′2 ,

para funções simétricas (quando se deseja f ′|contorno = 0) e f0 → − f2, f−1 → − f3, f ′0 →

f ′2 , f ′′0 → − f ′′2 para funções antissimétricas (quando se deseja f |contorno = 0). Estas modi-

ficações para i = nx e para as outras direções podem ser deduzidas analogamente.

• Condições de não deslizamento ou de saída livre: formulações descentradas são aplicadas

para as aproximações das derivadas e interpolações nos contornos, como

f ′1 + 2 f ′2 = 1
2∆x (−5 f1 + 4 f2 + f3),

f ′′1 + 11 f ′′2 = 1
∆x2 (13 f1 − 27 f2 + 15 f3 − f4),

f ′nx
+ 2 f ′nx−1 = 1

2∆x (−5 fnx + 4 fnx−1 + fnx−2),

f ′′nx
+ 11 f ′′nx−1 = 1

∆x2 (13 fnx − 27 fnx−1 + 15 fnx−2 − fnx−3),

(4.20)

que possuem precisão de terceira ordem. Nos pontos adjacentes ao contorno, uma formu-

lação de três pontos é utilizada

1
4 f ′1 + f ′2 + 1

4 f ′3 =
3
2

f3 − f1

2∆x
,

1
10 f ′′1 + f ′′2 + 1

10 f ′′3 =
6
5

f3 − 2 f2 + f1

∆x2 ,

1
4 f ′nx

+ f ′nx−1 + 1
4 f ′nx−2 =

3
2

fnx−2 − fnx

2∆x
,

1
10 f ′′nx

+ f ′′nx−1 + 1
10 f ′′nx−2 =

6
5

fnx−2 − 2 fnx−1 + fnx

∆x2 ,

(4.21)

sendo estes esquemas de quarta ordem de precisão. Ao se utilizar as condições de con-
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torno de Dirichlet (não deslizamento) e saída livre, deve-se atentar à perda do efeito de

hiperviscosidade na região do contorno, já que não se utiliza mais o esquema centrado.

Ao se utilizar a condição de contorno de Dirichlet, deve-se impor qual a velocidade alvo

em fcontorno; no caso de não deslizamento a velocidade alvo é zero.

Já, para a condição de saída livre disponível unicamente para o contorno Lx, em vez de

uma velocidade alvo, utiliza-se uma equação de convecção pura de primeira ordem como

f n+1
nx

= f n
nx
− c

(
f n
nx
− f n

nx−1

)
, (4.22)

em que a velocidade de fase c é

c =
∆t
∆x

(
umax,nx−1 + umin,nx−1

)
2

, (4.23)

para se encontrar a variável de saída que será imposta em fcontorno.

Formulação das Matrizes

Para facilitar a visualização da aplicação dos esquemas compactos, as relações antecedentes

podem ser escritas em forma matricial como

Axf
′

=
1

∆x
Bxf e A

′

xf
′′

=
1

∆x2 B
′

xf (4.24)

onde Ax e Bx são as matrizes dos coeficientes para a derivada primeira, A′

x e B′

x são as matrizes

dos coeficientes para a derivada segunda, todas de tamanho nx × nx; f é o vetor das incógnitas,

e f ′ e f ′′ são os vetores das derivadas de f, todos de tamanho nx.

A seguir serão apresentadas as matrizes dos coeficientes utilizadas para cada condição de

contorno.

1. Condição periódica: Ax e Bx são do tipo:
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Ax =



1 α α

α 1 α

α 1 α

. . .

. . .

. . .

α 1 α

α α 1


, Bx =



0 a b −b −a
−a 0 a b −b
−b −a 0 a b

. . . . .

. . . . .

−b −a 0 a b
b −b −a 0 a
a b −b −a 0


.

2. Condição de deslizamento livre : Pode-se ter duas situações, sendo elas as condições de

contorno simétrica (dita par) e antissimétrica (dita ímpar), exemplificadas na figura 4.4.

Quando f é par temos:

Figura 4.4: Condições de contorno para o caso de deslizamento livre; à esquerda, uma função
par e, à direita, uma função ímpar.

Ax =



1 0
α 1 α

α 1 α

. . .

. . .

. . .

α 1 α

0 1


, Bx =



0
−a −b a b
−b −a 0 a b

. . . . .

. . . . .

−b −a 0 a b
−b −a b a

0


.

Quando f é ímpar tem-se:
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Ax =



1 2α
α 1 α

α 1 α

. . .

. . .

. . .

α 1 α

2α 1


, Bx =



0 2a 2b
−a b a b
−b −a 0 a b

. . . . .

. . . . .

−b −a 0 a b
−b −a b a

2b 2a 0


.

3. Caso de Dirichlet e saída livre: Nestes casos se utiliza o esquema não centrado no con-

torno e tem-se:

Ax =



1 α1

α2 1 α2

α 1 α

. . .

. . .

. . .

αnx−1 1 αnx−1

αnx 1



, Bx =



a1 b1 c1

−a2 0 a2

−b −a 0 a b

. . . . .

. . . . .

−b −a 0 a b

−anx−1 0 anx−1

cnx bnx anx



.

As formulações das condições de contorno apresentadas não levaram em consideração os

coeficientes adicionais provenientes da hiperviscosidade. Para que estes sejam considerados,

ao se calcular uma derivada segunda, devem ser adicionados os coeficientes c e d nas linhas das

matrizes de coeficientes que não representam uma condição de contorno do tipo Dirichlet, ou

de deslizamento livre para uma função par.

b) Equação de Poisson

Para se encontrar os valores da variação de pressão, necessita-se resolver uma equação de

Poisson do tipo

∇2Πn+1
nh = γ

∇ · ~̃un+1

∆t
, (4.25)

em que ũi é a velocidade não corrigida, γ representa um coeficiente (a ser explicado posterior-

mente no § 4.2.2 de integração no tempo) e n é o intervalo de tempo atual. Apenas a parcela não
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hidrostática da pressão é calculada neste passo de tempo, pois a parcela hidrostática é calculada

por integração em uma etapa diferente (§ 4.2.4). Como a pressão é deslocada espacialmente

em relação à velocidade, para o cálculo do termo de divergência, ∇ · ũ, devem-se interpolar as

velocidades e, então, realizar a derivada deslocada, como já explicado em § 4.2.1.

Após o cálculo de ∇ · ~̃u, o lado direito da equação 4.25 é convertido para o campo espectral

utilizando FFT. Tal conversão é calculada com o uso de uma biblioteca [47] * que também

realiza os comandos de decomposição 2D, relacionados à paralelização.

A equação equivalente de 4.25, no campo espectral é

−
(
k2

x + k2
y + k2

z

)
Π̂kx,ky,kz =

γ

∆t

(
ιkxûx + ιkyûy + ιkzûz

)
, (4.26)

em que Π̂ e û são as transformadas da pressão e da velocidade não corrigidas no campo espec-

tral, e os números de onda
(
kx, ky, kz

)
são referentes a cada direção espacial. A resolução desta

equação, que representa a própria equação 4.25, é obtida diretamente por

Π̂kx,ky,kz = −
γ

∆t

(
ιkxûx + ιkyûy + ιkzûz

k2
x + k2

y + k2
z

)
. (4.27)

Esta transformação faz com que estes valores de pressão normalizada dependam de uma cons-

tante
(
Π̂0,0,0

)
que, de forma arbitrária, é definida como nula. Depois da resolução da equação de

Poisson no campo espectral, os resultados de Π̂ são reconvertidos para o campo espaço-tempo

novamente.

É importante notar que, para as modificações do código propostas por este trabalho, a pres-

são é considerada e não apenas seu gradiente, como apresentado na equação 3.35. Assim, o

valor de Π é importante para solução da equação e não somente o valor de sua derivada, como

normalmente.

4.2.2 INTEGRAÇÃO NO TEMPO

O código Incompact3d-LS possui versatilidade na escolha do método de derivação no tempo

(possibilidade disponível no próprio Incompact3d). Os métodos disponíveis são: Runge-Kutta

*Disponível em http://www.2decomp.org
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de 3a ordem (RK3), Runge-Kutta de 4a ordem (RK4), Adams-Bashforth de 2a ordem (AB2) e

Adams-Bashforth de 3a ordem (AB3).

Em relação à eficiência computacional e aos benefícios de estabilidade, o esquema AB3 foi

o escolhido para resolver a equação de Navier Stokes no tempo em que sua aproximação é

ũi
n+1 = un

i +
∆t
12

(
23Fn

i − 16Fn−1
i + 5Fn−2

i

)
, (4.28)

em que o termo Fi será definido em sequencia. Como esta equação não é possível de ser

utilizada nos primeiros dois passos de tempos computacionais, então, no primeiro passo de

tempo é utilizado o Método de Euler Explícito:

ũi
n+1 = un

i + ∆tFn
i , (4.29)

e, no segundo é utilizado o método AB2:

ũi
n+1 = un

i +
∆t
2

(
3Fn

i − Fn−1
i

)
. (4.30)

Observa-se que ũi
n+1 está sendo considerado no lugar de un+1

i , devido à utilização do Método

de Projeção, o qual será explicado a seguir.

4.2.3 MÉTODO DE PROJEÇÃO, PRESSÃO SOBRE-IMPLÍCITA E CORREÇÃO DE

VELOCIDADES

O método da Projeção, proposto por Chorin (1968)[8], é utilizado para o cálculo dos campos

de velocidade e pressão das equações de Navier-Stokes. Este método respeita a equação da

continuidade 3.2 em sua concepção. Para cada ciclo de simulação, no primeiro passo (passo

de predição), calcula-se um campo de velocidade não corrigida (ũi), ignorando o gradiente de

pressão não hidrostática (Πnh) no tempo n + 1, da forma:

ũi
n+1 − un

i

∆t
= anFn

i + bnFn−1
i + cnFn−2

i , (4.31)
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em que

Fn
i = −un

j

∂un
i

∂x j
+ gi −

Πn+1/2

ρn+1

∂ρn+1

∂xi
+

1
ρn+1

∂

∂x j

[
µn+1

(
∂un

i

∂x j
+
∂un

j

∂xi

)]
−
∂Πn+1

h

∂xi
−

σ

ρn+1 κ
n+1

(
δsni j

)n+1
.

(4.32)

Observa-se que o termo de pressão hidrostática Πh já é adicionado nesta equação. Caso
∂Πnh

∂xi

seja numericamente nula para todas as direções, o campo de velocidades, ũi, deve respeitar

a condição de divergência nula (divergence free - ∂ũ j/∂x j = 0). A viscosidade e a massa

específica são consideradas no tempo n + 1, pois já foram atualizadas para o passo de tempo

atual, já que a resolução do Método Level Set precede a resolução das equações de Navier-

Stokes.

No segundo passo (passo de projeção), obtém-se o campo de pressão utilizando uma equa-

ção de Poisson, em que o lado esquerdo é calculado em função de ∇ · ~̃u. Após, o campo de

velocidades corrigidas
(
~u
)

é calculado levando em consideração o gradiente de pressão. Neste

passo se resolve a equação de Poisson

∂2Πn+1
nh

∂x j∂x j
=

1
∆t
∂ũ j

n+1

∂x j
, (4.33)

obtendo-se Πn+1
nh . Deriva-se Πn+1

nh espacialmente utilizando um sistema de equações formado por

(4.7) e, então, a velocidade é corrigida por:

un+1
i = ũi

n+1 − ∆t
∂Πn+1

nh

∂xi
. (4.34)

Agora sim, este novo campo de velocidades respeita a equação da continuidade, independente

de
∂Πnh

∂x
.

O novo termo que envolve a pressão, ρ e seu gradiente
(
Πn+1/2

ρn+1

∂ρn+1

∂xi

)
é assumido como

sendo semi-implícito, como Πn+1/2 = Πn+1
h + Πn

nh, e é calculado junto com o termo convectivo

e difusivo em ~̃u. A consideração deste termo faz com que a pressão possa ser instável ao longo

do tempo para uma variação de ρ muito grande, como é o caso deste trabalho (ρΓ ≈ 830).

Um simples teste foi aplicado para verificar a estabilidade ao se utilizar o termo
(
Πn+1/2

ρn+1

∂ρn+1

∂xi

)
.

Em um domínio bidimensional com 14 metros de altura e 10 metros de largura, um desnível
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inicial na interface é considerado (figura 4.5). As condições iniciais de velocidade e pressão

não-hidrostática são campos nulos. A malha utilizada foi de ∆x = ∆z = 0,5m, ∆t = 10−3s e

δ = 4.

Figura 4.5: Condição inicial do teste de estabilidade da pressão. A linha branca representa a
interface entre os fluidos.

Quando ρΓ = 5, identificam-se instabilidades na pressão que se manifestam pelo desenvolvi-

mento de oscilações de alta frequência (figura 4.6). Desta maneira, é necessário considerar uma

nova condição de estabilidade proporcional a ∆x, ρΓ e δ para evitar instabilidades na pressão.

Para reduzir, e até mesmo eliminar, estas oscilações uma nova consideração na pressão

é proposta neste trabalho, nomeada de Consideração de Pressão Sobre-Implícita. Assim, no

desenvolvimento temporal, uma nova variável é adicionada à equação 4.31, chamada β, de

forma que
ũi

n+1 − un
i

∆t
= anFn

i + bnFn−1
i + cnFn−2

i + βn
i , (4.35)

sendo βn
i dado por:

βn
i =

m∑
nt=n−m

∂Πnh

∂xi

nt

, (4.36)

onde m é o número de termos de pressão em tempos anteriores a serem adicionados. Assim, o

valor mínimo de m é função de ∆x, ρΓ e δ. A equação de Poisson e o passo de correção também
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Figura 4.6: Campo de pressões em a) t = 0.004s; b) t = 0.005s

são modificados como
∂2Πn+1

nh

∂x j∂x j
=

1
(m + 1) ∆t

∂ũ j
n+1

∂x j
, (4.37)

e

un+1
i = ũi

n+1 − (m + 1) ∆t
∂Πn+1

nh

∂xi
. (4.38)

Quanto maior for a variação da densidade maior será o valor de m necessário para garantir a

estabilidade da simulação em relação à pressão.

Este método não cria um termo de pressão menor com a equação 4.37, desde que para

calcular ũ a pressão é considerada "m"vezes. Este método pode ser compreendido como um

compensador de pressão. A Consideração de Pressão Sobre-Implícita retira os termos de pres-

são anteriores e adiciona a mesma quantidade de vezes no termo implícito. Assim, os termos

de pressão antecedentes são retirados da integração temporal, evitando a instabilidade numérica

gerada por estes.

4.2.4 PRESSÃO HIDROSTÁTICA

Como a pressão foi segregada em pressão hidrostática e não hidrostática, o presente traba-

lho apresenta uma forma de calcular a pressão hidrostática utilizando a integração numérica. A
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pressão hidrostática e suas derivadas são calculadas a partir das equações 3.19 e 3.20. São uti-

lizadas tanto integrais quanto derivadas de ρ para realizar este cálculo. O cálculo das derivadas

é mostrado em § 4.3.3, a partir da função Heaviside.

As integrais podem ser calculadas utilizando um esquema compacto de sexta ordem. Isto é

possível realizando o problema inverso do apresentado na equação 4.24. Porém, como ρ possui

grande variação, este método pode provocar erros relacionados a dispersão numérica.

Assim, um outro método é proposto utilizando a regra de integração de Simpson de terceira

ordem. Pode-se considerar a integral 3.19 no eixo z (figura 3.1), numericamente como

ph:i, j,k = g
∫ zi, j,Nz

zi, j,k

ρdz = g
∫ zi, j,k+1

zi, j,k

ρdz + ph:i, j,k+1, (4.39)

em que ph:i, j,Nz = 0, e a pressão hidrostática normalizada como

Πh:i, j,k =
g
ρi, j,k

∫ zi, j,k+1

zi, j,k

ρdz +
ph:i, j,k+1

ρi, j,k
. (4.40)

Considerando a regra de Simpson para resolver a integral, tem-se que

ph:i, j,k = g
∆z
3

(
ρi, j,k + 4ρi, j,k+1 + ρi, j,k+2

)
+ ph:i, j,k+2, (4.41)

e, dividindo por ρi, j,k, obtem-se

Πh:i, j,k =
g
ρi, j,k

∆z
3

(
ρi, j,k + 4ρi, j,k+1 + ρi, j,k+2

)
+

ph:i, j,k+2

ρi, j,k
=

g∆z
3

(
1 +

4ρi, j,k+1 + ρi, j,k+2

ρi, j,k

)
+

ph:i, j,k+2

ρi, j,k
.

(4.42)

Finalmente, para o cálculo da derivada da pressão hidrostática normalizada se tem

∂Πh:i, j,k

∂x
=

g∆z
3

[
4
∂

∂x

(
ρi, j,k+1

ρi, j,k

)
+
∂

∂x

(
ρi, j,k+2

ρi, j,k

)]
+
∂

∂x

(
ph:i, j,k+2

ρi, j,k

)
. (4.43)

Para calcular
∂

∂x

(
ρi, j,k+1

ρi, j,k

)
,
∂

∂x

(
ρi, j,k+2

ρi, j,k

)
e
∂

∂x

(
ph:i, j,k+2

ρi, j,k

)
não se pode utilizar a função Heaviside

(método a ser explicado em § 4.3.3), pois não são derivadas unicamente de ρ. Assim, estas
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derivadas foram desenvolvidas em

∂

∂x

(
ρi, j,k+1

ρi, j,k

)
=

1
ρi, j,k

∂ρi, j,k+1

∂x
−
ρi, j,k+1

ρ2
i, j,k

∂ρi, j,k

∂x
, (4.44)

e, analogamente, para os termos
∂

∂x

(
ρi, j,k+2

ρi, j,k

)
e
∂

∂x

(
ph:i, j,k+2

ρi, j,k

)
.

Assim, a equação 4.43 se torna

∂Πh:i, j,k

∂x
=

g∆z
3

4 1
ρi, j,k

∂ρi, j,k+1

∂x
− 4

ρi, j,k+1

ρ2
i, j,k

∂ρi, j,k

∂x
+

1
ρi, j,k

∂ρi, j,k+2

∂x
−
ρi, j,k+2

ρ2
i, j,k

∂ρi, j,k

∂x


+

1
ρi, j,k

∂ph:i, j,k+2

∂x
−

ph:i, j,k+2

ρ2
i, j,k

∂ρi, j,k

∂x
.

(4.45)

A derivada
∂ph:i, j,k+2

∂x
pode ser obtida da equação 4.41 como

∂ph:i, j,k+2

∂x
= g

∆z
3

(
∂ρi, j,k+2

∂x
+ 4

∂ρi, j,k+3

∂x
+
∂ρi, j,k+4

∂x

)
+
∂ph:i, j,k+4

∂x
, (4.46)

em que
∂ph:i, j,k+4

∂x
é um termo já conhecido. Nota-se que esta integração deve ser feita de cima

para baixo (de forma invertida), assim os termos posteriores da direção k já são conhecidos.

Destaca-se também que a pressão é calculada na equação de Poisson deslocada da velocidade,

e para realizar estes cálculos, esta necessita ser interpolada para os nós da célula.

4.3 INTERFACE - MÉTODO LEVEL SET

Nesta seção serão apresentados os esquemas utilizados para determinar a interface, calcu-

lada a partir do Método Level Set, levando em conta a equação de advecção de φ

∂φ

∂t
+ ~v · ∇φ = 0, (4.47)

a equação de reinicialização de φ

∂φ

∂τ
+ sgn (φ0) (|∇φ| − 1) = 0, (4.48)
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e a equação de correção de volume

∂φ

∂τ
=

(V − V0)
V0

|∇φ|. (4.49)

A resolução numérica espacial destas equações utilizando o esquema WENO, amplamente uti-

lizado para o Método Level Set [18] [100] [46] [103], é apresentada no Apêndice A.

4.3.1 DISCRETIZAÇÃO ESPACIAL - COMPACTLSM

O método CompactLSM, uma nova forma de resolver as equações propostas pelo método

Level Set, é apresentada neste trabalho. Ao utilizar esquemas compactos de sexta ordem,

garante-se o cálculo preciso e rápido das equações propostas. Devido à ausência de erros de

dissipação numérica para as primeiras derivadas, normalmente os esquemas centrados não são

indicados para resolver o método Level Set; porém, com o auxílio da hiperviscosidade, esta

tarefa se torna apropriada.

Ao invés de considerar a adveção de φ dada pela equação 4.47, considera-se o acréscimo de

um termo difusivo, ficando
∂φ

∂t
+ ~v · ∇φ = γ∇2φ, (4.50)

em que γ é um coeficiente de difusividade virtual que está relacionado com a intensidade deste

novo termo difusivo. Matematicamente, se a curvatura da interface for zero, pode-se incluir

o termo ∇2φ, já que φ é uma função distância (i.e. |∇φ| = 1) e pode-se reescrever a equação

da curvatura (3.25) como κ = −∇2φ. O valor de γ pode ser definido para forçar que o termo

difusivo adicionado seja tão pequeno quanto a precisão da máquina, mesmo que κ tenha algum

valor significativo. Assim, ainda que possua curvatura, com γ sendo um valor pequeno, o novo

termo γ∇2φ pode ser aproximadamente zero, não afetando as escalas de interesse da equação

4.50.

A intensidade da hiperviscosidade (ν0), implementada nas derivadas segundas (Lamballais

et al., 2011[43]), pode ser utilizada para reduzir ou, até mesmo, eliminar oscilações espúrias.

Se a relação correta entre γ e hiperviscosidade for imposta, o termo da derivada segunda afetará

apenas as menores escalas que possuem oscilações indesejáveis. O uso desta metodologia para



76 Capítulo 4. Resolução Numérica

o cálculo de uma DNS torna-se muito atrativo, pois as menores malhas, importantes quando se

realiza uma DNS, não são necessárias para a definição adequada da interface pela metodologia

Level Set, podendo serem filtradas sem gerar novos problemas.

Mesmo na reinicialização, a adição da segunda derivada pode ser efetivada com sucesso, da

forma
∂φ

∂τ
+ sgn (φ0) (|∇φ| − 1) = γ∇2φ. (4.51)

4.3.2 AVANÇO NO TEMPO

Métodos numéricos para avanço no tempo podem causar oscilações espúrias. Logo, quando

se tem interesse na solução de equacionamentos irrotacionais, é interessante o uso de métodos

específicos que não provoquem oscilações numéricas.

O método Time Variation Diminishing Runge-Kutta de 3a ordem (TVD RK3)[23] é utilizado

para calcular o avanço no tempo. A propriedade de monotonicidade dos métodos TVD elimi-

nam oscilações espúrias causadas pelo avanço temporal. O procedimento consiste em calcular

o avanço temporal como

φ(1) = φ(0) + ∆tF
[
φ(0)

]
,

φ(2) =
3
4
φ(0) +

1
4
φ(1) +

∆t
4

F
[
φ(1)

]
,

φ(3) =
1
3
φ(0) +

2
3
φ(2) +

2∆t
3

F
[
φ(2)

]
,

(4.52)

em que φ(0) = φn e φ(3) = φn+1.

Mesmo com a adição dos termos difusivos à metodologia do Level Set, a equação de advecção-

difusão 4.50 é irrotacional, já que os termos difusivos são apenas um artifício numérico que

afeta as menores escalas da malha. Assim, a formulação rotacional
(
∂(uiφ)
∂xi

)
ou a antissimétrica(

1
2

(
∂(uiφ)
∂xi

+ ui
∂φ

∂xi

))
criam instabilidades nas condições de contorno. Para evitar este problema,

deve-se utilizar a forma advectiva deste termo
(
ui
∂φ

∂xi

)
.

Para o cálculo das equações 4.47 ou 4.50 pode ser utilizada a metodologia clássica WENO,
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ou a apresentada por este trabalho (CompactLSM), dadas por

F
[
φ
]

= −ui
∂φ

∂xi︸             ︷︷             ︸
WENO

ou F
[
φ
]

= −ui
∂φ

∂xi
+ γ

∂2φ

∂xi∂xi︸                           ︷︷                           ︸
CompactLSM

. (4.53)

Para a equação de reinicialização 4.48 ou 4.51, ∆t representa ∆τ e ambas metodologias podem

ser utilizadas por

F
[
φ
]

= −sgn (φ0)
(∣∣∣∣∣ ∂φ∂xi

∂φ

∂xi

∣∣∣∣∣ − 1
)

︸                                    ︷︷                                    ︸
WENO

, ou F
[
φ
]

= −sgn (φ0)
(∣∣∣∣∣ ∂φ∂xi

∂φ

∂xi

∣∣∣∣∣ − 1
)

+ γ
∂2φ

∂xi∂xi︸                                                   ︷︷                                                   ︸
CompactLSM

.

(4.54)

A correção do volume é calculada utilizando o esquema de Euler Explícito, que também possui

em sua concepção as propriedades de TVD, da forma

φ(n+1) = φ(n) + ∆τ

[
(V − V0)

V0

∣∣∣∣∣ ∂φ∂xi

∂φ

∂xi

∣∣∣∣∣] . (4.55)

Esta equação não possui os termos difusivos (como as duas anteriores para o método Com-

pactLSM) por não ter se observado ganhos em estabilidade numérica nos testes realizados e

apresentados neste trabalho.

4.3.3 PROPRIEDADES FÍSICAS E GEOMÉTRICAS

A variação da massa específica e da viscosidade é demarcada pela espessura virtual da inter-

face, definida pela função Heaviside (3.27), e, assim, a variação destas características físicas de-

pende da suavidade desta função. Ao utilizar esquemas compactos de alta ordem para resolver

a equação de quantidade de movimento, problemas graves de dispersão numérica podem ocor-

rer ao derivar valores de características físicas para uma espessura de interface (considerada,

normalmente, como δ = 1,5), já que a dessas propriedades pode ser grande (ρΓ = ρ2/ρ1 ≈ 830).

Assim, uma espessura de interface maior é utilizada no presente trabalho, a ser avaliada por

simulações de verificação (§ 5.3.1). De qualquer forma, vale ressaltar que os métodos que utili-

zam poucos pontos para representar a interface são de baixa ordem (segunda ordem ou menor),

enquanto que o presente trabalho possui formulação de sexta ordem espacial e terceira ordem
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temporal.

Para evitar a interpolação espacial de ρ e µ na equação de movimento, seus valores são

considerados colocalizados no ponto da malha onde se encontra a velocidade, isto é, no nó da

malha. Todos os cálculos em que ρ foi calculado junto com algum termo de pressão, este termo

de pressão foi deslocado para o nó da malha.

Para evitar dispersão por causa da grande variação destas grandezas na região da interface,

as derivadas são obtidas analiticamente a partir da função Heaviside (2.14), da forma

∂ρ

∂xi
=
∂
[
ρ1 (1 − I)

]
∂xi

+
∂
[
ρ2I

]
∂xi

= −ρ1
∂I
∂xi

+ ρ2
∂I
∂xi

= (ρ2 − ρ1)
∂I
∂xi

, (4.56)

e considerando a função 3.27, obtem-se

∂I
∂xi

=


0 se φ < −ξ/2,
1
ξ

∂φ

∂xi

[
1 + cos

(
2πφ
ξ

)]
se |φ| ≤ ξ/2,

0 se φ > ξ/2.

(4.57)

Ao substituir a equação 4.57 na equação 4.56 se obtém que a variação de ρ através da interface

é função da derivada de φ, sendo suave próxima da interface, da forma

∂ρ

∂xi
=

(ρ2 − ρ1)
ξ

∂φ

∂xi

[
1 + cos

(
2πφ
ξ

)]
, (4.58)

em que ξ = 2δ∆c é a espessura virtual da interface. Esta equação pode ser utilizada analoga-

mente para as derivadas em outras direções e para a viscosidade dinâmica.

Para cada tipo de fenômeno, um tamanho de malha característica (∆c) deve ser identificado.

Escoamentos com interfaces predominantemente horizontais devem considerar ∆c = ∆z, como

no caso de propagação de ondas com pequena amplitude ou no caso em que a relação entre A/λ

seja pequena (por exemplo, ondas de Stokes de segunda ordem). Também se deve utilizar esta

consideração para escoamentos com pequenas variações da superfície livre ou em que as peque-

nas variações, de grande curvatura (κ & 1), não sejam relevantes ao problema em questão. Casos

em que todas as dimensões sejam relevantes para representar a interface entre os fluidos, como

no caso da simulação de gotas e bolhas, é recomendado considerar ∆c = (∆x + ∆y + ∆z) /3.
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Por fim, para discretizações espaciais muito distintas entre si, deve-se considerar o maior incre-

mento espacial, i.e. ∆c = max (∆x,∆y,∆z).

As propriedades geométricas, muitas delas presentes no termo de tensão superficial, isto é: a

curvatura (κ) 3.25 e o delta de Dirac com o vetor normal (δs~n) 3.29, são calculadas diretamente

com as derivadas compactas (eq. 4.1). A tensão superficial é adicionada como último termo da

equação 4.32, sendo tratada explicitamente por meio da função de Heaviside.



5 APLICAÇÕES E RESULTADOS

Neste capítulo, inicialmente, será avaliada a solução da metodologia CompactLSM, por um

viés puramente matemático (vericação). Posteriormente, será avaliado o código Incompact3d-

LS, tanto por um viés matemático quanto físico (verificação e validação).

O método proposto por este trabalho, Compact Level Set, será avaliado, sem considerar a

equação da quantidade de movimento, em que campos de velocidades serão fornecidos, carac-

terizando diferentes casos, sendo comparado ao método padrão WENO.

Após a análise do Compact Level Set, casos de verificação e validação do código Incompact3d-

LS são apresentados, focando-se na resolução das equações de Navier-Stokes e da continuidade,

ou seja, no método proposto por este trabalho, denominado Incompact3d-LS. Todos os casos

são referentes a casos bifásicos de ar (ρ = 1,204 kg m−3 e µ = 1,8253 × 10−5Pa/s) e água

(ρ = 998,0 kg m−3, µ = 1,00798 × 10−3Pa/s) ambos os fluidos à temperatura de 20◦C. Há

uma exceção no estudo de gotas, em que estes valores foram modificados de acordo com o caso

experimental que será usado para comparação. O parâmetro que controla a intensidade da hi-

perviscosidade ν0/ν (utilizado nas equações 4.17, 4.18 e 4.19) é definido particularmente para

cada caso. A tensão superficial, também a ser definida particularmente, é considerada apenas

nos casso da Queda de Gota e Quebra de Barragem.

Os testes com o código Incompact3d-LS se iniciam com uma verificação puramente nu-

mérica, utilizando o Método da Solução Manufaturada. Em continuação, tem-se a verifica-

ção/validação de dos casos de propagação de onda, em que os resultados são comparados com

resultados da teoria de ondas. Em seguida, um caso de queda de gota individual em uma ca-

mada de água é simulado. Por fim, um caso de escoamento proveniente de quebra de barragem é

validado com um caso experimental. A tabela 5.1 apresenta um resumo dos casos apresentados.

80
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Tabela 5.1: Casos aplicados e motivações.

Caso Código Utilizado Motivação
Tensão de Cisalhamento Constante CompactLSM Verificação
Vórtice Único CompactLSM Verificação
Solução Manufaturada Incompact3d-LS Verificação
Efeito de Seiche 3D Incompact3d-LS Verificação/Validação
Ondas de Stokes Incompact3d-LS Verificação/Validação
Queda de Gota Incompact3d-LS Validação
Quebra de Barragem Incompact3d-LS Validação

5.1 VERIFICAÇÃO - COMPACT LEVEL SET METHOD

O Compact Level Set Method (CompactLSM), metodologia proposta por este trabalho, é

comparado com o método Level Set calculado com WENO de 5a ordem (Standard). Todos

os testes são bidimensionais e foram baseados nos casos apresentados por Sabelnikov et al.

(2014)[76]. A verificação é realizada pela avaliação do erro do valor da área formada por φ = 0

(eq. 5.2). O valor da área tem que ser constante ao longo do tempo, pois não apresenta perda

ou ganho de massa, e este erro é calculado como

Aerro = max
(∣∣∣∣∣At − A0

A0

∣∣∣∣∣) , (5.1)

em que At é a área calculada após o término da simulação e A0 é a área fornecida pela condição

inicial. A área é obtida pela integração da função Heaviside, da forma

A =

∫
D

[
1 − I (φ)

]
dA ≈

∑
i, j

[
1 − I

(
φi, j

)]
∆x∆y. (5.2)

Para viabilizar a solução da equação de advecção, o CompactLSM adota um termo difusivo

virtual que conta com a ferramenta de hiperviscosidade (termo γ∇2φ na equação 4.50). A

hiperviscosidade utilizada é formada por dois núcleos (§ 4.2.1) em kc = π e km = 2
3π, assumindo

o comportamento do método Spectral Vanishing Viscosity (SVV) LES, como apresentado em

Lamballais et al., 2011[43]. O valor de ν0/ν utilizado para a hipervisocidade é 4 × 106 e γ, o

coeficiente de difusividade virtual, é 3 × 10−8∆x2/∆t *.

*Por meio de testes numéricos, observou-se uma relação de dependência linear entre ν0/ν e γ. Assim, valores
equivalentes aos adotados são, por exemplo, ν0/ν = 4 e γ = 3 × 10−2∆x2/∆t
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5.1.1 TENSÃO DE CISALHAMENTO CONSTANTE

Este teste consiste em aplicar uma tensão de cisalhamento constante na interface para veri-

ficar como ela se deforma ao possuir curvaturas maiores.

A função distância inicial e a distribuição permanente de velocidade (fig. 5.1) são dadas por

φ0 (x,y) =
√

x2 + y2 − 0,15, u = x − y, v = 2x − y. (5.3)

A solução analítica desta deformação ao longo do tempo para este teste é

d (x,y,t) =
√

x̃2 + ỹ2 − 0,15, (5.4)

sendo x̃ = x (cos t − sin t) + y sin t e ỹ = −2x sin t + y (cos t + sin t).

Figura 5.1: Campo de velocidade iniciais. A interface é representada pela circunferência em
vermelho.

Três tamanhos diferentes de malha foram considerados e são apresentados na tabela 5.2.

Erros relacionados à curvatura da interface foram encontrados ao utilizar o CompactLSM. Desta

forma, a curvatura máxima foi obtida para cada simulação com malha distinta para avaliar este

erro. Utilizando o CompactLSM, as simulações com nx = ny = 64 e nx = ny = 128 não foram
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Tabela 5.2: Características do cálculo do caso Tensão de Cisalhamento Constante.

Lx = Ly 1m ts∗ 1s
∆t 0,25∆x/umax ∆τ 0,1∆x
Malha 1 nx = ny =64 ∆x = ∆y =1,5625 × 10−2m
Malha 2 nx = ny =128 ∆x = ∆y =7,8125 × 10−3m
Malha 3 nx = ny =256 ∆x = ∆y =3,90625 × 10−3m

* tempo simulado

finalizadas com sucesso. A simulação com nx = ny = 256 foi resolvida sem nenhum problema

numérico (tabela 5.3 e figura 5.2). Os erros de distorção da interface provocados pela grande

curvatura nas malhas mais grosseiras foram ocasionados pela presença de esqueletos na função

distância que se encontravam muito próximos de φ = 0. Estes esqueletos podem ser facilmente

identificados visualmente pela variável |∇φ|.

Tabela 5.3: Curvatura máxima sem distorção da interface para diferentes tamanhos de malha.

Malha (nx = ny) κmax∗ Comentário
64 ≈ 40 A distorção ocorre em t ≈ 0,5s
128 ≈ 90 A distorção ocorre em t ≈ 0,8s
256 − Não ocorreu distorção

* kmax representa a curvatura máxima atingida sem erro de distorção.

Um vantagem importante ao se utilizar o CompactLSM foi o tempo computacional (tabela

5.4) que foi 6,7 vezes mais rápido que o Standard. Ainda, o CompactLSM obteve uma precisão

maior do que 13 vezes em comparação ao Standard. Isto mostra a vantagem da eficiência do

método em questões de rapidez e precisão, contra a desvantagem da limitação de estabilidade

referente à curvatura.

Tabela 5.4: Resultados para nx = ny = 256.

Método Aerro (eq. 5.1) Tempo de processa-
mento (s)

Tempo de processa-
mento adimensional

Standard 5,1 × 10−5 153 6,7
CompactLSM 3,9 × 10−6 23 1,0
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Figura 5.2: Campo de |∇φ| para: a) malha de 64 em t ≈ 0,5s; b) malha de 128 em t ≈ 0,8s; e c)
malha de 256 em t = 1,0s. A linha branca representa a solução numérica e a linha preta

representa a solução analítica da interface.
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5.1.2 VÓRTICE ÚNICO

Este caso não possui solução analítica, porém é provocada uma curvatura extremamente

elevada, e pode-se identificar qual a capacidade da metodologia representar este problema.

A velocidade, que é função do tempo, é dada por

u = 2 sin2 (πx) sin (πy) cos (πy) cos (πt/T ) , v = 2 sin (πx) cos (πx) sin2 (πy) cos (πt/T ) ,

(5.5)

em que T = 8s é o meio período. Inicialmente, a função distância com sinal (figura 5.3) é

definida como

φ0 =

√
(x − 0,5)2 + (y − 0,75)2

− 0,15. (5.6)

Seis configurações diferentes de discretização espacial foram utilizadas, e suas características

computacionais são apresentadas na tabela 5.5.

Figura 5.3: Localização da interface (linha vermelha) e campo de velocidade inicial.

Todas as simulações realizadas com o CompactLSM não obtiveram sucesso para um tempo

total de cálculo de 8s, pois ao atingir uma curvatura limite, deformações numéricas da interface

são criadas (figura 5.4). Este é um caso especial, pois a curvatura da interface é inversamente
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Tabela 5.5: Características computacionais do Vórtice Único.

Características
Gerais

Lx = Ly = 1m ts∗ = 8s
∆t = 0,25∆x/umax ∆τ = 0,1∆x

Características
Específicas

Malha 1 nx = ny = 64 ∆x = ∆y = 1,5625 × 10−2m
Malha 2 nx = ny = 128 ∆x = ∆y = 7,8125 × 10−3m
Malha 3 nx = ny = 256 ∆x = ∆y = 3,90625 × 10−3m
Malha 4 nx = ny = 512 ∆x = ∆y = 1,953125 × 10−3m
Malha 5 nx = ny = 1024 ∆x = ∆y = 9,765625 × 10−4m
Malha 6 nx = ny = 2048 ∆x = ∆y = 4,8828125 × 10−4m

* tempo simulado

proporcional ao tamanho da malha e, com uma malha mais refinada uma curvatura maior é pos-

sível de ser representada. Caso uma malha menor for utilizada, uma curvatura maior é encon-

trada, e, para as malhas testadas, o CompactLSM não teve a capacidade de realizar os cálculos

sem distorcer a interface (tabela 5.6). O método Standard, não possui problemas com esque-

letos, pois o método WENO foi desenvolvido para eliminar sua presença (por isso é chamado

"essencialmente não oscilatório"). Claramente, as simulações não foram bem sucedidas ao uti-

lizar o CompactLSM, por causa da formação de esqueletos na função distância. De qualquer

maneira, com estes resultados é obtida uma equação potencial

|κmax| = 1,6512∆x−0,785, (5.7)

que relaciona a curvatura máxima simulada pelo CompactLSM (antes de ocorrer deformação

numérica da interface) e o tamanho da malha (figura 5.5), criando-se um limite de aplicação

para o CompactLSM.

Tabela 5.6: Resultados de curvatura máxima para o caso Vórtice Único.

Número da Malha tempo em que ocor-
reu o erro ≈ (s)

κmax∗ ≈ (m−1)

1 0,28 −38
2 0,40 −86
3 0,50 −131
4 0,59 −210
5 0,73 −412
6 0,83 −608

* κmax representa o valor máximo da curvatura antes de ocorrer erros de distorção.
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Figura 5.4: Caso do Vórtice Único: Campo de |∇φ| da simulação com Malha 3 para a)
Standard com ∆t ≈ 0,45, b) CompactLSM com ∆t ≈ 0,45, c) Standard com ∆t ≈ 0,8 e d)

CompactLSM com ∆t ≈ 0,8. A linha preta representa a φ = 0.
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Figura 5.5: Relação entre a discretização espacial e curvatura máxima da superfície φ = 0.
Regressão potencial com R2 = 0.99

Moghadam et al. (2016)[57] desenvolveram o método Compact Conservative Level Set

(CCLS). Os autores calcularam o transporte da função distância e a etapa de reinicialização

com esquemas compactos de alta ordem, mas a normal da função distância (∇φ) foi calculada

com o método Fast Marching, não relacionado com os esquemas compactos. Olsson and Kreis-

ses (2005)[64] mencionam que esquemas não oscilatórios devem ser utilizados para calcular a

normal; caso contrário oscilações espúrias no campo φ serão desenvolvidas na direção normal

à interface φ = 0.

De qualquer forma, o CompactLSM calculou com sucesso as superfícies com curvaturas

menores do que a curvatura máxima com boa precisão e baixo custo computacional. Neste caso,

para simulações com curvaturas máximas que respeitam a equação 5.7, o método CompactLSM

é uma boa opção a ser utilizada.

5.2 VERIFICAÇÃO - INCOMPACT3D-LS

A partir desta etapa é aplicado o código que utiliza a equação da quantidade de movimento

junto da equação da continuidade e do método de presentação de interface multifásica. A ve-

rificação é realizada para identificar se as formulações matemáticas e numéricas foram imple-

mentadas adequadamente e se o método numérico adotado é condizente com o que ele oferece
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na teoria. O código Inconcompact3d-LS é comparado com resultados analíticos, com a finali-

dade de analisar os erros produzidos pelo código. Na verificação, não é suficiente que a solução

analítica seja exata, ela deve ser complexa o suficiente para que todos os termos da equação

governante sejam testados, sendo indicado realizar a verificação para diversos casos distintos.

Para verificar o código proposto são desenvolvidos diversos casos. O primeiro é aplicando o

Método da Solução Manufaturada (Method of Manufactured Solution - MMS) e os seguintes a

verificação é realizada em conjunto com a validação para casos de ondas lineares que representa

fisicamente o efeito de seiche em corpos hídricos, de ondas progressivas, de queda de gota e,

por fim, de escoamento proveniente de quebra de barragem.

5.2.1 SOLUÇÕES MANUFATURADAS

Soluções manufaturadas são usadas para realizar verificações de códigos por um viés pura-

mente matemático, sem se preocupar com as leis físicas. O MMS é um procedimento generalista

para a criação de soluções analíticas que são utilizadas para definir a precisão de um código

(ROACHE, 2002) [74]. O método consiste em criar soluções analíticas ao adicionar termos

fonte às equações de interesse, os quais são calculados de forma que o conjunto de equações

desejado tenha solução exata para determinada solução manufaturada. Os erros encontrados

por este método devem reduzir quando ∆→ 0.

O caso apresentado no presente trabalho foi desenvolvido por Wang et al. (2009)[96] e

consiste na representação de um corpo hídrico com superfície livre em estado permanente. Este

método foi desenvolvido para a verificação de Métodos de Rastreamento de Interface, que não

consideram o ar como parte do domínio a ser calculado. Desta forma, mesmo que o código

Incompact3d-LS represente escoamentos multifásicos, o MMS será utilizado para avaliar sua

precisão, calculando-se os erros referentes unicamente ao volume de água da simulação.

A equação avaliada é

∂ui

∂t
+ u j

∂ui

∂x j
−

1
ρ

∂

∂x j

[
µ

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)]
= Υ, (5.8)

em que Υ é o termo fonte obtido pela solução manufaturada proposta pelo MMS de Wang

et al. (2009)[96]. Não se adiciona termo fonte na equação da continuidade, mantendo sua
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configuração original (eq. 3.2). As variáveis manufaturadas para resolver as equações 5.8 e 3.2

são

u = sin (x) cos (y) sin
(
π

2
z
h

)
− cos (x) sin (y)

[
cos

(
2π

z
h

)
− 1

]
, (5.9)

v = − cos (x) sin (y) sin
(
π

2
z
h

)
+ sin (x) cos (y)

[
cos

(
2π

z
h

)
− 1

]
, (5.10)

w = −
A
2π

[
sin2 (x) cos2 (y) − cos2 (x) sin2 (y)

] [
sin

(
2π

z
h

)
− 2π

z
h

cos
(
2π

z
h

)
+ 2π

]
, (5.11)

h = A sin (x) sin (y) + h0. (5.12)

em que A representa a amplitude da onda e h representa a altura do escoamento e h0 a altura do

escoamento sem as oscilações. Assim, estas equações devem ser consideradas como condições

iniciais e de contorno da simulação. Para isso, as condições de contorno consideradas foram do

tipo Dirichlet (figura 5.6).

Figura 5.6: Campo de magnitude de velocidade e superfície livre para o caso MMS.

Para respeitar a equação 5.8 não foram considerados o termo de pressão (assim como a

resolução da equação de Poisson) nem o de gravidade. A hiperviscosidade foi utilizada fixando
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apenas k′′c = π (respeitando as equações 4.10 e 4.11) não se utilizando ILES, ou seja, não se

utilizou k′′m para este exemplo. O módulo máximo da curvatura da interface calculada para este

caso foi de 1,0m−1, o que possibilita um ∆xmax = 1,89m.

O erro do código para cada componente de velocidade é calculado por

uerro =

√√√∑(
ua,i, j,k − uc,i, j,k

)2

NxNyNz
(5.13)

em que ua é a velocidade analítica e uc é a velocidade calculada pelo código. Esta equação é

aplicada analogamente para avaliar o erro nas velocidades v e w. Foram testadas 4 discretizações

diferentes (tabela 5.7) com ts = 10∆t de cálculo, já este é um caso permanente.

Tabela 5.7: Características computacionais do MMS.

Características
Gerais

Lx = Ly = Lz 2πm
h0 5m
A 0,5m
∆t 10−7s
ts 10−6s
δ 18

Malha 1 nx = ny = nz 20
Malha 2 nx = ny = nz 50
Malha 3 nx = ny = nz 100
Malha 4 nx = ny = nz 200

Fazendo o teste de convergência da malha, identificou-se que o método proposto é de 5a

ordem (figura 5.7), inferior a 6a ordem do código sem as condições de Dirichlet, mas ainda sim

alta. Os erros se concentram próximo às condições de contorno (figura 5.8), provocados pela

aproximação de 3a ordem aplicada a estes, inerente ao próprio código Incompact3d quando se

utiliza a condição de Dirichlet.

Calculou-se novamente o erro (para o mesmo teste de convergência da malha), agora, des-

considerando os pontos que fazem parte das condições de contorno (figura 5.9). Mesmo com

um aumento significativo na ordem de precisão, ainda sim, não se obteve a sexta ordem, pois os

métodos compactos são semi-espectrais, carregando os erros provocados em qualquer parte do

domínio para o resto.

Os erros relacionados à velocidade vertical foram muito semelhantes aos relacionados às ve-
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Figura 5.7: Teste de convergência de malha utilizando o MMS, considerando as velocidades u,
v e w

Figura 5.8: Corte no domínio representando a magnitude do erro das velocidades.
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Figura 5.9: Teste de convergência de malha utilizando o MMS, desconsiderando-se as células
dos contornos que possuem menor ordem.

locidades horizontais, indicando baixa interferência da interface na precisão do código, mesmo

utilizando uma interface consideravelmente espessa. Como este caso não se considera a força

gravitacional, a parte do código referente à pressão hidrostática não foi avaliada, devendo-se

aprofundar os testes de verificações para este âmbito.

5.3 VALIDAÇÃO - INCOMPACT3D-LS

O código é validado para casos em que fenômenos reais são representados. Nos primeiros

casos, mesmo representando fenômenos reais, equações teóricas de ondas são utilizadas para

realizar a comparação e complementar com a verificação do esquema numérico; logo, as va-

lidações podem ser vistas também como verificações, porém não se pode requerer a mesma

exatidão para as análises.

5.3.1 EFEITO DE SEICHE 3D

Este caso tem o principal objetivo de simular ondas lineares, que representam o efeito de

seiche em corpos hídricos. A espessura da interface e o número de termos de pressão conside-

rados (m) do método de pressão sobre implícita também são avaliados para identificar as suas

influências na solução.

A condição inicial de onda é imposta pela variação espacial da condição inicial da interface,

mantendo-a em desequilíbrio, no formato de uma senoide (figura 5.10). A pressão dinâmica e



94 Capítulo 5. Aplicações e Resultados

o campo de velocidades são nulas no tempo inicial. Logo, avalia-se uma onda superficial tridi-

mensional de baixa amplitude e grande comprimento. Pode-se verificar por equações teóricas a

velocidade da fase e a amplitude calculada, assim como a distribuição do campo de velocidades

na água. Este caso possui curvatura máxima de 0,026m−1 o que permitiria um ∆xmax = 198m

(eq. 5.7), muito acima do utilizado. Não se utilizou o efeito da tensão superficial para este caso

visto que a Teoria de Ondas não leva em conta essa característica. O parâmetro que controla a

intensidade da hiperviscosidade é ν0/ν = 3, para todos os testes deste caso.

Figura 5.10: Domínio de simulação; a) visualização tridimensional do domínio e da condição
inicial da interface, b) visualização bidimensional do domínio no plano y = 10m, enfatizando a

variação da interface no instante inicial de tempo.

Os casos analíticos para este exemplo são calculados utilizando a teoria de ondas, que for-

necem resultados idealizados. A variação da interface é obtida pela expressão

η (x, y, t = 0) = A cos (kxx) cos
(
kyy

)
cos (ωt) + h, (5.14)

em que, para este caso específico, ω =
√

gk tanh (kh) em rad/s, kx = π/λx, ky = π/λy e

k =
√

k2
x + k2

y são os números de onda em m−1, A = 0,1m é a amplitude da onda e h = 10m

é a profundidade de água. Aproximações satisfatórias das velocidades orbitais para ondas de
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Stokes de primeira ordem são:

u =
Agkx

ω

cosh [k (h + z)]
cosh (kh)

sin (kxx) cos
(
kyy

)
sin (ωt) , (5.15)

v =
Agky

ω

cosh [k (h + z)]
cosh (kh)

cos (kxx) sin
(
kyy

)
sin (ωt) , (5.16)

w = −
Agk
ω

sinh [k (h + z)]
cosh (kh)

cos (kxx) cos
(
kyy

)
sin (ωt) , (5.17)

AVALIAÇÃO DA ESPESSURA VIRTUAL DA INTERFACE

Fez-se uma análise da espessura virtual da interface, modificando o número de pontos que

representa a espessura desta (δ). Buscou-se o melhor valor que representa o fenômeno anali-

sando os erros gerados pelo código, aplicando-se uma média temporal dos resultados fornecidos

pela equação 5.13.

Inicialmente, utilizou-se um domínio computacional com Lx = Ly = 10m e Lz = 15, em

que o número de pontos foram nx = ny = 91 e nz = 271. O tempo simulado foi de 5s com um

intervalo de 2 · 10−4s e o número de termos de pressão sobreimplícita m foi de 5.

Foram utilizadas as equações teóricas 5.18, 5.16 e 5.17 e encontrou-se que o δ ideal para

a simulação é de 18, que também será utilizado nas simulações posteriores. Valores maiores

do que 21 agregavam erros no modelo por falta de representatividade física da espessura da

interface (figura 5.11), assim como valores menores do que 18 adicionavam wiggles à simulação

provenientes da brusca variação de massa específica, ao se utilizar os esquemas compactos

centrados de sexta ordem (figura 5.12). Entretanto, percebe-se que os erros gerados por estes

wiggles na água são muito pequenos e não descaracterizam a solução (figura 5.13), melhorando

inclusive a representação da superfície com os resultados teóricos. Desta forma, se o fluido de

interesse for exclusivamente a água, para este caso, é possível utilizar δ = 6. Observou-se que

não é indicado utilizar δ < 6, pois a solução numérica diverge.

AVALIAÇÃO DA PRESSÃO SOBREIMPLÍCITA

Avaliou-se também o número de termos de pressão sobre implícita (m) necessários para se

ter uma simulação estável e qual é a influência numérica desta metodologia. A discretização
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espacial, temporal, as dimensões do domínio e as condições iniciais são semelhantes às carac-

terísticas do teste anterior, porém um δ de 21 foi utilizado para este teste. A análise da média

espaço-temporal dos erros (tabela 5.8) demonstra que o incremento do erro ao utilizar um valor

maior de m é muito pequena, próxima a 0,1%. Quando se utiliza m = 1 o método se torna ins-

tável e diverge na iteração de número 96. Nota-se que para casos de variações mais drásticas, o

código pode se tornar instável para os valores de m menores, mas que se mostraram estável para

o caso Efeito de Seiche 3D. Assim, na continuidade deste trabalho, utiliza-se m = 5, evitando-se

erros de oscilação numérica da pressão a um custo de precisão computacional muito baixo.

Tabela 5.8: Valores médios temporais dos erros para diferentes quantidades de termos de
pressão sobreimplícita.

m uerro verro werro ηerro

1 divergiu divergiu divergiu divergiu
2 3,338 × 10−2 3,338 × 10−2 3,338 × 10−2 3,164 × 10−3

3 3,339 × 10−2 3,339 × 10−2 3,339 × 10−2 3,165 × 10−3

4 3,340 × 10−2 3,340 × 10−2 3,340 × 10−2 3,166 × 10−3

5 3,341 × 10−2 3,341 × 10−2 3,341 × 10−2 3,168 × 10−3

6 3,342 × 10−2 3,343 × 10−2 3,343 × 10−2 3,171 × 10−3
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Figura 5.12: Comparação entre as magnitudes das velocidades para o tempo de 5s, para
valores de a) δ = 6, b) δ = 15 e c) δ = 18 .
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DISCRETIZAÇÃO DA MALHA

Foi analisada a variação dos erros refinando a malha apenas em z, ou refinando em todas as

direções (tabela 5.9), utilizando δ = 18. Com o refinamento apenas em z, os erros referentes à

superfície livre são reduzidos substancialmente, enquanto que os erros referentes às velocidades

são pouco alterados, até incrementando levemente estes erros. Com o refinamento em todas as

direções, a variação dos erros possui comportamento muito semelhante do que quando se refina

unicamente em z. Este comportamento mostra que, quando se tem um erro considerável na

superfície livre, apenas o refinamento da direção normal a esta superfície já possui capacidade

de melhorar os resultados de η.

Tabela 5.9: Valores médios temporais dos erros para diferentes discretizações.

∆x ∆y ∆z uerro verro werro ηerro

91 91 271 3,37 × 10−2 3,37 × 10−2 3,37 × 10−2 2,50 × 10−3

91 91 541 3,42 × 10−2 3,42 × 10−2 3,42 × 10−2 1,06 × 10−3

181 181 541 3,39 × 10−2 3,39 × 10−2 3,39 × 10−2 1,04 × 10−3
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5.3.2 ONDAS DE STOKES

Este caso consiste na propagação de ondas lineares e não lineares em um reservatório longo.

Para isso, utiliza-se a teoria de ondas, e é verificada a capacidade do código de simular propa-

gação de ondas e de aceitar a condição de contorno que cria estas ondas.

Diferente do caso anterior, a variação do desnível inicial é nula e as ondas são induzidas pela

variação da velocidade, imposta na condição de contorno de entrada (condição de Dirichlet), à

esquerda do domínio, efeito semelhante ao produzido por um batedor de ondas (figura 5.14).

No final do reservatório é imposta uma condição de saída livre em conjunto com uma camada

espoja, evitando-se assim a reflexão das ondas.

Figura 5.14: Domínio de simulação para o caso: ondas de Stokes, em que ondas de Stokes de
diferentes ordens são produzidas no lado esquerdo do domínio

O domínio computacional possui Lx = 12m, Ly = 2m e Lz = 2m, com discretização ∆x =

8 × 10−3m, ∆y = 5,6 × 10−2m e ∆z = 6,7 × 10−3m. Foram simulados 10s com ∆t = 10−4.

Para impor as ondas ao domínio, uma condição de contorno do tipo Dirichlet é utilizada

em x = 0, em que as velocidades são variadas de acordo com a onda que se tem interesse em

simular. As equações são baseadas na própria Teoria de Ondas, e utilizou-se uma adaptação

da implantação numérica proposta pelo trabalho de Higuera et al. (2013)[30], para evitar osci-

lações numéricas excessivas na superfície livre (Apêndice B). Os contornos laterais, inferior e

superior são de deslizamento livre. Não se utilizou o efeito da tensão superficial para este caso.

O parâmetro que controla a intensidade da hiperviscosidade ν0/ν é de 30 para todos os testes

deste caso. O alto valor de ν0/ν foi utilizado para reduzir as oscilações numéricas presentes no

ar, na região da condição de contorno x = 0.

Foram simuladas ondas com T = 2,5s e h = 1m de dois tipos: para Stokes I considerou-se
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que a = 0,02 e λ = 6,69m ; já para Stokes II, considerou-se que a = 0,1 e λ = 6,99m.

VERIFICAÇÃO DE HODÓGRADAS

Foram obtidas hodógrafas de sondas posicionadas em três diferentes profundidades da in-

terseção dos planos x = 6m e y = 1m. Os resultados gerados pelo código são comparados com

os resultados teóricos obtidos pela própria Teoria de Ondas (figura 5.15), a mesma utilizada

para criar a onda na condição de contorno.

O erro médio das hodógradas, errom =

√
u2

erro + w2
erro, assim como o erro médio normali-

zado erromn =

√(
uerro/ua,max

)2
+

(
werro/wa,max

)2 foram calculados (tabela 5.10). Os erros mé-

dios normalizados variam de 7% a 9%. Para as ondas de Stokes I, o erro decai para hodográfas

em pontos mais profundos. Já, para ondas de Stokes II, os erros não demostraram relação direta

com a profundidade do escoamento.

Tabela 5.10: Erros das hódografas simuladas em comparação com as analíticas.

Teoria de Onda Profundidade (m) errom(m/s) erromn(−)

Stokes I
z = 0,10 0.002 0.070
z = 0,50 0.003 0.075
z = 0,90 0.005 0.090

Stokes II
z = 0,10 0.009 0.078
z = 0,50 0.016 0.074
z = 0,85 0.023 0.078

Com esta baixa diferença entre o equacionamento teórico de ondas e o numérico baseado

nas equações da Navier Stokes, o Incompact3d-LS é considerado como válido para o caso de

propagação de ondas, seja pelo efeito de seiche, ou pela indução de ondas pela condição de

entrada. O código mostrou-se capaz de representar tanto a superfície livre quanto a distribuição

de velocidades no corpo hídrico.

As diferenças entre os resultados se deram:

• por parte da teoria de ondas:

– É considerado que a água é um fluido invíscido,

– É representado um escoamento irrotacional,
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Figura 5.15: Hodógrafas da simulação e analítica para Stokes I (esquerda) e Stokes II (direita)
a profundidade de a) z = 0,10m, b) z = 0,50m e c) z = 0,90m.
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– Os efeitos do ar não são relevados;

• por parte do Incompact3d-LS:

– Erros provenientes da aproximação das derivadas, integrais e interpolações (muito

baixo, visto que a verificação pelo MMS demonstrou que se trata de um código de

quinta ordem de precisão),

– É considerada uma interface espessa entre água e ar.

Nenhum dos casos de ondas (efeito de seiche e ondas de Stokes), expostos neste trabalho,

apresentou aspectos relevantes de turbulência, mesmo no ar. Pequenos vórtices ocorrem pró-

ximos à condição de entrada do domíno (fig. 5.16 e 5.17), com isosuperfície de critétio-q (Q)

de 100s−1 (§ 2.3), gerados pela imposição da onda na condição de contorno, não são vistos em

nenhuma outra parte do domínio. De qualquer forma, as estruturas geradas não possuem forma

tridimensionais. Não se encontraram vórtices na água para nenhum dos casos, ao se analisar o

Q ≤ 0,1s−1.

5.3.3 QUEDA DE GOTA

Em simulações numéricas diretas as menores escalas são de fundamental importância para

a representatividade adequada da perda de energia no escoamento. Desta maneira, em um rio,

existem muitos casos em que bolhas ou gotas são formadas no próprio leito. Em tratamento

de água e esgoto, a presença de bolhas de gases, seja por formação espontânea ou inserção,

ocorrem com bastante frequência.

Manzello e Yang (2002)[52] apresentam um caso experimental de queda de gotas em recipi-

entes (figura 5.18). Embora os autores apresentem diferentes líquidos, o presente trabalho irá se

ater somente ao caso da gota de água caindo em um recipiente com água. Para este caso em par-

ticular, a massa específica e a viscosidade dinâmica da água são 996,9kg/m3 e 8,9×10−4Ns/m2,

respectivamente, como definidos no trabalho experimental. A tensão superficial será variada

para sua verificação, em que no experimento é considerada como 0,072N/m. As demais carac-

terísticas computacionais são apresentadas na tabela 5.11. As condições de contorno são todas

de deslizamento livre, exceto no fundo da lâmina de água (z = 0) e no topo do domínio (z = Lz)
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Figura 5.16: Isosuperfície de Q = 100s−1 para caso de Stokes II em t = 7s, com detalhes da
interface.

que se utilizou a condição de não deslizamento.

Para este caso, como se trata de um caso de escalas muito pequenas, decidiu-se utilizar o es-

quema de hiperviscosidade de apenas 1 ponto, dado pelas equações 4.10 e 4.11, não simulando

um possível esquema de LES implícito, e sim aplicando a hiperviscosidade apenas para reduzir

as oscilações numéricas inerentes ao código. Neste caso, n = 10, em que k′′∆x2 = nπ2.

Para validar o termo de tensão superficial do código Incompact3d-LS, utilizou-se o caso com

profundidade de líquido (hl) de 7mm. O domínio de cálculo da simulação é de Lx = Ly = 50mm

e Lz = 0,15mm utilizando a discretização referente à Malha 2, descrita na tabela 5.11. Para

analisar o efeito da tensão superficial, escolheu-se um passo de tempo de 55ms em que uma

estrutura de fácil identificação e medição é criada. Assim, mediu-se o diâmetro desta estrutura,

antes que o seu formato apresentasse uma maior declividade (fig. 5.19). Identificou-se que,

utilizando uma tensão superficial σ = 0,052N/m, a estrutura analisada gerada pela simulação
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Figura 5.17: Isosuperfície de Q = 100s−1 para caso de Stokes II em t = 7s, com detalhes de
velocidade.

Figura 5.18: Domínio de simulação e condição inicial para o caso: queda de gota
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Tabela 5.11: Características computacionais do MMS.

Características
Gerais

Lx = Ly 25 ou 50mm
Lz hl + ha

hl 2 ou 7mm
ha 8mm
hg 5mm
ts 25 ou 90ms
δ 18
V0 1,69m/s
No de Weber 123
diâmetro 3,1mm

Malha 1 (2mm) nx = ny = 577 nz = 481, ∆t = 5 × 10−7s
Malha 2 (7mm) nx = ny = 401 nz = 241, ∆t = 1 × 10−6s
Malha 3 (7mm) nx = ny = 601 nz = 361, ∆t = 5 × 10−7s

numérica se aproxima mais do caso experimental, tanto na medição de seu diâmetro, quanto no

seu formato. Assim, este será o valor de σ utilizado para as próximas simulações deste trabalho.

Figura 5.19: Caso da queda de gota com hl = 7mm. Comparação entre a estrutura formada no
tempo t = 55 ms; a) caso experimental [52]; b) σ = 0,032N/m; c) σ = 0,052N/m; d)

σ = 0,072N/m e e) σ = 0,082N/m.

Numa segunda avaliação deste caso, duas profundidades diferentes de água no recipiente,
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com hl = 2mm (Malha 1), e com 7mm (Malha 3) são simuladas. As visualizações numéricas

foram comparadas com as experimentais (figura 5.20). Para o caso de 2mm, a formação da

coroa, criada após a gota impactar na água do recipiente, representou adequadamente a altura

e o diâmetro da formação do caso experimental, porém não representou adequadamente sua

quebra, presente nos dois tempos posteriores a 6ms. Já, para o caso de 7mm, inclusive para os

tempos mais avançados. Para 35ms, a estrutura formada no experimento apresenta uma altura

bastante esbelta, a qual o código não conseguiu representar adequadamente.

Figura 5.20: Resultados experimentais [52] e numéricos para a lâmina de 2mm (esquerda) e
7mm (direita).
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As análises mostraram que o código é adequado para representar a queda de gota em recipi-

entes, e é mais adequado para espessuras da lâminas de água maiores do que o diâmetro da gota.

A falta de representatividade encontrada para 2mm proveio, principalmente, da incapacidade do

código em representar estruturas com alta curvatura. A interface se deformou em curvaturas de

aproximadamente κ ≈ 4.000m−1. Para representar esta curvatura, pela equação 5.7, encontra-

se uma malha de tamanho máximo de 4,9 × 10−2mm, enquanto que na simulação se utilizou

uma malha de tamanho máximo de 4,3 × 10−2mm, um valor muito próximo ao limiar definido.

Assim, pela dificuldade de representar maiores curvaturas, o código deforma a superfície livre

indevidamente criando estruturas não realísticas.

Afim de analisar as estruturas turbulentas do escoamento, foi utilizado o critério Q (§ 2.3).

No caso da queda de gota no recipiente de espessura de lâmina de 7mm, existe diferença das

estruturas turbulentas criadas no ar e na água, em que certamente são mais energéticas no ar

devido a sua maior velocidade (figuras 5.21 e 5.22). Enquanto que no ar a estrutura turbulenta

se assemelha a um cogumelo (como visto em explosões), na água se forma um medusóide in-

vertido, onde aparece claramente o disco e os tentáculos. Ambas as estruturas se desenvolvem

até o encontro da condição de contorno do topo e do fundo, respectivamente. Próximo da su-

perfície livre, no ar, formam-se aros que se espalham ao longo da superfície livre até o encontro

dos contornos laterais do domínio.

Os resultados apresentados para o caso da queda da gota permitem inferir que outras apli-

cações do mesmo tipo, envolvendo gotas e bolhas, também podem ser aplicadas, esperando-se

bons resultados, quando respeitados os limites do código.
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Figura 5.21: Isosuperfície de Q = 1.000s−1 para o caso de queda de gota no recipiente de 7mm
de espessura de lâmina em t = 25ms. Representação: a) unicamente a superfície livre; b) do

corte em x = 25mm da superfície livre e da isosuperfície de Q; c) da superfície livre e
isosuperfície de Q unicamente no ar e d) da superfície livre e isosuperfície de Q unicamente na

água.

Figura 5.22: Isosuperfície de Q = 1.000s−1 para o caso de queda de gota no recipiente de 7mm
de espessura de lâmina em t = 55ms. Representação: a) unicamente a superfície livre; b) do

corte em x = 25mm da superfície livre e da isosuperfície de Q; c) da superfície livre e
isosuperfície de Q unicamente no ar e d) da superfície livre e isosuperfície de Q unicamente na

água.
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5.3.4 QUEBRA DE BARRAGEM

Martin e Moyce (1952)[53] realizaram um experimento de escoamento proveniente de que-

bra de barragem, utilizando um tanque comprido (fig. 5.23). Este experimento é amplamente

utilizado na comunidade científica para validar códigos ([102], [35], [73]).

O domínio computacional proposto no presente trabalho para representar o experimento

possui Lx = 5a, Ly = a e Lz = 2,5a, em que a = 0,05715m. No presente trabalho, a altura do

domínio em z é o dobro dos outros estudos numéricos, pois o choque de água na parede gera

grandes vórtices, que se estiverem confinados, podem facilmente fazer divergir os cálculos. A

comparação com os dados experimentais se limitam ao tempo 0,2s, em que a frente da corrente

não encontra a parede Lx ainda não ocorreu, já que no experimento [53] o domínio é aberto na

fronteira de saída x = Lx e também na fronteira superior z = Lz.

Figura 5.23: Domínio de simulação para o caso: quebra de barragem

A condição de deslizamento livre foi aplicada ao contorno de todo o domínio computacional.

A função distância inicial é representada como uma superfície cilíndrica, da forma

φ0 = (xm + zm)1/m + a, (5.18)

em que m = 30, e se m −→ ∞ tem-se uma superfície prismática. Assim, o escoamento si-

mulado consiste em um volume de água cúbico com lado a que é liberado instantaneamente,
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representando-se o fenômeno de escoamento provocado por uma quebra completa de barragem.

Duas discretizações numéricas foram consideradas, descritas na tabela 5.12.

Tabela 5.12: Características computacionais do caso Quebra de Barragem.

Características
Gerais

hl a
ha Lz − a
ts 0,2 e 1s
ν0/ν 10
σ 0,052N/m
δ 18

Malha 1 ∆t = 1 × 10−5s ∆x = ∆y = ∆z = a/50
Malha 2 ∆t = 5 × 10−6s ∆x = ∆y = ∆z = a/96
Malha 3 ∆t = 2 × 10−6s ∆x = ∆y = ∆z = a/168
Malha 4 ∆t = 1 × 10−6s ∆x = ∆y = ∆z = a/192

São analisadas a posição da frente da corrente e a altura da coluna de água. A posição da

frente do escoamento, ao longo de 0,2s para as duas discretizações é comparada com o resultado

experimental (figura 5.24). É perceptível que o caso com malha mais refinada se adéqua mais ao

caso experimental. Inicialmente, tem-se uma superestimativa da posição da frente, para todas

as malhas, e para os tempos mais avançados se tem uma subestimativa, principalmente para

malhas menos refinadas. A melhora devida ao refinamento da malha proveem principalmente da

espessura da interface considerada, que se torna menor em comprimento quando mais refinada

é a malha, já que o número de pontos para representá-la é fixo (δ = 18).

Também se validou a posição da coluna de água no eixo (x, y) = (0, a/2) (figura 5.25). Os

resultados não se mostraram sensíveis ao refinamento da malha e o código representou bem esta

característica, não ocorrendo o problema encontrado anteriormente causado pela espessura da

interface. A simulação apresentada até o tempo 0,2s não apresenta estruturas tridimensionais,

mesmo ao se utilizar uma DNS tridimensional para representá-lo.

Apenas as características de posição da frente e da coluna de água foram apresentadas no

experimento de Martin e Moyce (1952)[53]. Como estas são características muito gerais, códi-

gos com modelos RANS já fornecem bons resultados, não havendo necessidade de fazer DNS,

caso o interesse seja apenas a análise destas grandezas.

De qualquer forma, a DNS tem a capacidade de fornecer resultados com maior detalhe nas

pequenas escalas, diferente das metodologias que utilizam um modelo de turbulência. Neste
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Figura 5.24: Comparação entre a posição da frente ao longo do tempo do experimento [53]
com os casos numéricos para diferentes discretizações: na = 50, na = 96, na = 168 e na = 192.
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Figura 5.25: Comparação entre a altura da coluna de água no eixo (x, y) = (0, a/2) ao longo
do tempo do experimento [53] com os casos numéricos para diferentes discretizações: na = 50,

na = 96, na = 168 e na = 192.
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âmbito, utilizando a discretização proveniente da Malha 1 (na = 50), analisaram-se as estruturas

turbulentas, principalmente no ar, no momento do impacto do escoamento com o contorno

x = Lx. Observa-se que, antes do momento do impacto em x = Lx, o escoamento possui

comportamento bidimensional. Depois do impacto ocorre a geração de maiores vórtices, e se

inicia o fenômeno de tridimensionalização das estruturas turbulentas (figuras 5.26).

Avaliaram-se diversas magnitudes de critério Q e identificou-se a formação dos menores

vórtices tridimensionais. Este vórtices podem ser observados para um Q ≤ 1.000s−1 (figura

5.27) e inicia-se próximo ao tempo de 0,45s (figura 5.27b), em que pequenas estruturas tridi-

mensionais, aparentemente insignificantes se desenvolvem. Para tempos mais avançados, estas

estruturas menores evoluem para estruturas maiores, já da dimensão dos vórtices bidimensio-

nais presentes (figura 5.27c). Com a ampliação destas estruturas, elas passam a influenciar uma

região cada vez maior do domínio até afetar uma grande parte do domínio, transformando em

3D diversas estruturas antes 2D (figuras 5.27g e 5.27h).
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Figura 5.26: Representação da variação da superfície livre (esquerda) e representação da
superfície livre com isosuperfícies de critério Q = 5.000s−1, para os tempos: a) 0,20s, b) 0,30s,

c) 0,50s, d) 0,75s e e) 1,00s.
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Figura 5.27: Aproximação visual do domínio na região próxima ao contorno x = Lx.
Representação da superfície livre com isosuperfícies de critério Q = 1.000s−1 para os tempos:

a) 0,40s, b) 0,45s, c) 0,50s, d) 0,55s, e) 0,60s, f) 0,65s, g) 0,70s e h) 0,75s.



6 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES

O presente trabalho teve como objetivo propor uma formulação de alta precisão para esco-

amentos bifásicos. Foi apresentado o código de alta ordem Incompact3d-LS, uma modificação

do código Incompact3d, para simulação numérica de escoamentos bifásicos, focando-se nos

fluidos água e ar. Diversas modificações no código Incompact3d foram necessárias para a im-

plementação da condição de interface entre os fluidos.

Além de pequenas modificações nas equações de Navier-Stokes, como a adição do termo

de gravidade, a segregação do termo de difusividade pela necessidade de se representar uma

viscosidade cinemática variável, adicionou-se também um termo referente à força de tensão

superficial.

Destaca-se a nova consideração do termo de pressão. Optou-se em segregar a pressão em

duas parcelas: pressão não hidrostática e pressão hidrostática, em que a segunda foi calculada

por na integração vertical. O termo de pressão não hidrostática sofreu uma decomposição de sua

derivada para poder considerar a massa específica variável. Parte deste termo foi tratada expli-

citamente, e outra parte foi considerada implicitamente, calculando-a, como usualmente, com

uma equação de Poisson, que é necessária pela proposição do Método da Projeção. Agregar este

termo torna o código instável, e para o tornar estável se adotou uma nova técnica denominada

de "consideração de pressão sobreimplícita".

Para se considerar a condição de interface entre dois fluidos, utilizou-se uma modificação

do Método Level Set. A nova proposta de sua resolução foi formulada, utilizando esquemas

compactos de alta ordem em conjunto com a ferramenta de hiperviscosidade, utilizada para

reduzir as oscilações numéricas de alta frequência.

Foram realizados testes de verificação unicamente com o Método Level Set e sua nova for-

mulação que permite a utilização de esquema compactos centrados. Como destaque, observou-

se a rapidez de cálculo e precisão que esta nova formulação permite. Entretanto, notou-se que

115
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existe um limite de utilização desta metodologia, referente à curvatura da interface. A hiper-

viscosidade não foi capaz de proporcionar aos esquemas compactos a possibilidade de simular

completamente o caso chamado "Teste do Vórtice Único". Isto ocorreu porque para grandes

curvaturas, as estruturas de esqueletos formadas na função distância foram muito expressivas

causando instabilidades, que, mesmo com o auxílio da hiperviscosidade, não foi possível con-

trolar.

Posteriormente, verificou-se o código Incompact3d-LS pelo Método da Solução Manufatu-

rada (MMS), em que foi possível identificar a ordem de precisão do código. Originalmente, no

código Incompact3d os esquemas centrados utilizados são de sexta ordem, porém a condição

de contorno do tipo Dirichlet são de terceira ordem de precisão. O MMS demonstrou que o erro

na fase líquida é de quinta ordem de precisão.

Diversos testes foram realizados com base no caso de validação de seiche 3D. A espessura

da interface (δ) foi variada de 6 a 27 pontos. Espessuras menores do que 6 provocaram a diver-

gência da solução. Para valores de δ < 18, observaram-se oscilações numéricas, principalmente

no ar, sendo que para δ = 15 ocorrem oscilações no ar que não afetam diretamente a massa

de água, e para δ = 18 não ocorrem oscilações numéricas. Mesmo com oscilações numéri-

cas, o desnível que mais se assemelha à solução teórica é o que possui menor δ. Também se

analisou o efeito da Consideração Sobreimplícita de Pressão, modificando o parâmetro m, que

representa a quantidade de termos precedentes considerados no método. Identificou-se uma

pequena variação do erro provocado por este método para um valor de m maior. Ainda para

este caso, avaliou-se o erro referente à discretização de malha, onde se identificou que refinar a

malha unicamente em z reduz os erros, enquanto que refinando a malha em x e y não produziu

melhoras.

Para o caso de criação de ondas de Stokes, adicionou-se, por meio de uma condição de

Dirichlet, um gerador de onda na entrada do domínio (x = 0). Para evitar a reflexão das ondas,

uma camada esponja foi considerada em conjunto com uma condição de contorno de saída

livre. Avaliaram-se hodógrafas para ondas de Stokes I e II e a diferença entre os resultados

da simulação e da formulação teórica variaram de 7% a 9%. Para o caso de ondas de Stokes

I, os erros aumentaram com a profundidade, já para o caso de ondas de Stokes II, os erros
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foram insensíveis à profundidade. Observaram-se, ainda, vórtices bidimensionais unicamente

na condição de contorno de entrada, a qual foram geradas pela proximidade da própria condição

de contorno, verificando-se a inexistência de turbulência referente à propagação destas ondas.

O penúltimo caso, referente à queda de uma gota, possui uma dimensão bastante inferior (na

ordem de milímetros), se comparada com os casos anteriores. O seu domínio computacional

tem tamanho na ordem de dezenas de milímetros e a gota simulada conta com 3,1mm. Para

uma escala tão pequena as forças de tensão superficial são relevantes. Neste âmbito, verificou-

se a influência de diversos coeficientes de tensão superficial, para identificar qual resulta numa

melhor comparação entre o caso simulado e o caso experimental. Foi encontrado que um fator

de correção de σ de aproximadamente −30% (σ = 0.052N/m) foi necessário para se obter os

melhores resultados. Diferentes profundidades de água no recipiente, no qual a gota cai, foram

simuladas e comparadas com casos experimentais. Mostrou-se uma boa coerência de forma

geral, mas ainda com uma ressalva com relação a curvatura máxima aceitável, imposta pelo

método Level Set com esquemas compactos utilizado para a simulação.

No caso de escoamento proveniente de quebra de barragem, apresentou-se comparação en-

tre a frente de propagação e a altura da coluna de água com um caso experimental se variando

o refinamento da malha. Ambos os teste foram bem sucedidos em que, para a frente de pro-

pagação o refinamento da malha aproxima consideravelmente o resultado da solução numérica

com o resultado do experimento. Já, para a coluna de água, o resultado não teve grande sensi-

bilidade com o refinamento da malha, se mostrando adequado já para a malha mais grosseira.

Ainda, avaliaram-se as estruturas turbulentas visíveis como isolinhas do critério Q, em que uma

tridimensionalização espontânea ocorre após o choque do escoamento com a parede.

CONSIDERAÇÕES

A utilização da hiperviscosidade para reduzir as oscilações espúrias foi de crucial impor-

tância para a representação de uma variação da massa específica da proporção necessária para

casos água-ar. Com o seu auxílio foi possível utilizar 36 (2δ) pontos para representar a variação

entre as massas específicas, sem a geração de wiggles. Para espessuras menores, o código é

estável e pode fornecer bons resultados, porém existe a geração de wiggles.
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A consideração de pressão sobreimplícita se mostrou eficiente no quesito de estabilização

do código relacionada ao termo de pressão explícito. A utilização de diversos termos (testado

até m = 6), não provocou o acréscimo de erros significativos nos resultados.

O método Level Set com esquemas compactos se mostrou eficiente quando se utiliza cur-

vaturas pequenas. Entretanto, para casos mais complexos, onde pequenas estruturas podem

ser formadas (levando a grandes curvaturas), o método ainda necessita ser aperfeiçoado para

utilização adequada.

O coeficiente de tensão superficial teve o seu valor alterado para representar mais adequa-

damente uma tensão superficial real, provavelmente por causa da espessura virtual da interface

necessária para evitar o surgimento oscilações espúrias.

RECOMENDAÇÕES

O código ainda possui diversas limitações que podem ser eliminadas ou minimizadas, além

de que novos métodos podem ser inseridos para representar novos fenômenos. A seguir, são

apresentadas recomendações pontuais para o prosseguimento dos estudos:

• adaptar o Método de Fronteiras Imersas no código multifásico, adicionando-se assim a

fase sólida ao código;

• adicionar a simulação de sedimentos, ou outros escalares, para representar situações de

corrente de densidade com superfície livre;

• permitir a representação de espessuras virtuais da interface mais finas. Enfatiza-se a ne-

cessidade de desenvolvimento técnico-científico relevante para atingir tal objetivo;

• aperfeiçoar o código CompactLSM para que curvaturas maiores sejam representadas sem

distorções.

• implementar a técnica de stretching da malha, para que seja possível de refinar a malha

unicamente nas proximidades da interface.



A DISCRETIZAÇÃO ESPACIAL - WENO

Métodos ENO (essentially non oscillatory) foram desenvolvidos, a partir de 1983, por Har-

ten [27] e são utilizados para resolver equações puramente hiperbólicas, evitando problemas

de oscilações espúrias, especialmente próximo de descontinuidades. A ideia principal por trás

dos métodos ENO é a escolha de um stencil de pontos em que a solução varia de forma suave,

evitando a introdução de oscilações.

O esquema numérico WENO (weighted essentially non oscillatory) [48] é utilizado para

realizar a advecção (eq. 4.47), a reinicialização (eq. 4.48) e a correção do volume (eq. 4.49) da

função distância φ. O WENO é um esquema amplamente utilizado para resolver as equações

propostas pelo método Level Set, pois é de 5a ordem de precisão, para os cálculos realizados

longe de condições de contorno e descontinuidades, e de 3a ordem de precisão para os cálculos

realizados na vizinhança de condições de contorno e descontinuidades.

A essência deste método, baseado no método ENO, é identificar qual é a suavidade de um

conjunto de derivadas numéricas da função em um ponto; para tal, cria-se um indicador de

suavidade para cada derivada. O método pondera as derivadas analisadas de acordo com o

indicador de suavidade e, então, calcula a derivada efetiva a partir da média ponderada destas

derivadas, fornecendo um peso maior para as derivadas mais suaves.

A aplicação deste esquema se assemelha muito à aplicação de um esquema upwind, e se tem

um esquema de derivação deslocada para a esquerda φ′−x e um esquema de derivação deslocada

para a direita φ′+x . Serão apresentados alguns termos repetidamente por questão de organização.

Calcula-se a derivada φ′−x , com o conjunto de expressões

φ′−1 =
φi−2−φi−3

∆x , φ′−2 =
φi−1−φi−2

∆x , φ′−3 =
φi−φi−1

∆x , φ′−4 =
φi+1−φi

∆x , φ′−5 =
φi+2−φi+1

∆x , (A.1)
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e φ′+x com

φ′+1 =
φi+3−φi+2

∆x , φ′+2 =
φi+2−φi+1

∆x , φ′+3 =
φi+1−φi

∆x , φ′+4 =
φi−φi−1

∆x , φ′+5 =
φi−1−φi−2

∆x . (A.2)

Em seguida, são calculados os indicadores de suavidade (IS ), da forma:

IS ±1 =
13
12

(
φ′±1 − 2φ′±2 + φ′±3

)2
+

1
4

(
φ′±1 − 4φ′±2 + 3φ′±3

)2
,

IS ±2 =
13
12

(
φ′±2 − 2φ′±3 + φ′±4

)2
+

1
4

(
φ′±2 − φ

′±
4

)2
,

IS ±3 =
13
12

(
φ′±3 − 2φ′±4 + φ′±5

)2
+

1
4

(
3φ′±3 − 4φ′±4 + φ′±5

)2
,

(A.3)

e os pesos

α±m =
dm(

ε + IS ±m
)2 , ω±m =

α±m
α±1 + α±2 + α±3

, m = 1, 2, 3. (A.4)

onde α, ω e d são coeficientes de ponderação em que, normalmente, são fixados em d1 = 0,1,

d2 = 0,6 e d3 = 0,3 e o coeficiente de erro ε = 10−6 que tem por finalidade evitar que o

denominador de (A.4) se anule. Por fim, a derivada é calculada como

φ′±x = ω±1

(
φ′±1
3
−

7φ′±2
6

+
11φ′±3

6

)
+ ω±2

(
−
φ′±2
6

+
5φ′±3

6
+
φ′±4
3

)
+ ω±3

(
φ′±3
3

+
5φ′±4

6
−
φ′±5
6

)
. (A.5)

Cada termo multiplicado pelo termo ponderador ω representa uma derivada de 3a ordem, ao

desenvolve-los pela série de Taylor. Este procedimento é aplicado analogamente nas outras

direções.

Os valores encontrados das derivadas de φ são utilizados para calcular a convecção pura, e

os procedimentos de reinicialização e de correção de volume, efetivando o Método Level Set.

1.1 CONVECÇÃO PURA

Os termos que envolvem a derivada espacial (~u · ∇φ) na equação de advecção (eq. 3.26) são

calculados de forma semelhante a esquemas do tipo upwind, da forma

ui
∂φ

∂xi
= max (ui, 0)

∂φ−

∂xi
− min (ui, 0)

∂φ+

∂xi
. (A.6)
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1.2 REINICIALIZAÇÃO E CORREÇÃO DE VOLUME

O módulo do gradiente de φ, |∇φ|, utilizado na reinicialização (eq. 3.30) e na correção de

volume (eq. 3.32) é calculado levando em consideração as derivadas como

∂φ

∂xi
=


max

{
−min

(
∂φ+

∂xi
,0
)
,max

(
∂φ−

∂xi
,0
)}

se φ > 0,

max
{

max
(
∂φ+

∂xi
,0
)
,−min

(
∂φ−

∂xi
,0
)}

se φ < 0,

(A.7)

calculando-se o módulo do gradiente da função distância por

|∇φ|2 =
∂φ

∂xi

∂φ

∂xi
. (A.8)

A função sinal é determinada por

sgn (φ0) ≈ S (φ0) =
φ0√

φ2
0 +

(∣∣∣∣ ∂φ∂xi

∂φ

∂xi

∣∣∣∣)2
∆2

c

. (A.9)

O volume de fluido que respeita a conservação de massa Vv0 é considerado como o volume

de fluido calculado no tempo inicial de simulação t = 0. Caso exista algum volume sendo adi-

cionado ou removido do domínio, este valor deve ser atualizado. O volume Vv será o calculado

no tempo decorrente da simulação, e toma a forma

Vv =
∑

(1 − Ii, j,k)∆x∆y∆z, (A.10)

em que Ii, j,k é a função Heaviside (eq. 3.27) aplicada a cada ponto do domínio.



B ONDAS DE STOKES E CAMADA ESPONJA

Neste apêndice são apresentadas o equacionamento para a imposição na condição de con-

torno dos três tipos de onda, além do equacionamento da camada esponja.

2.1 ONDAS DE STOKES I E STOKES II

Para se inserir ondas de Stokes I e II, na condição de contorno deve ser imposta uma condi-

ção de contorno do tipo Dirichlet com o seguinte equacionamento:

• caso φ ≥ −16∆c e se quer uma onda de Stokes I, então

u =
H
2
ω

cosh (kz)
sinh (kh)

cos (kx − ωt) tanh
( tπ

T

)
tanh

(
π

16∆c + φ

6∆c

)
, (B.1)

w =
H
2
ω

sinh (kz)
sinh (kh)

sin (kx − ωt) tanh
( tπ

T

)
tanh

(
π

16∆c + φ

6∆c

)
, (B.2)

• caso φ ≥ −16∆c e se quer uma onda de Stokes II, então

u =

[
H
2
ω

cosh (kz)
sinh (kh)

cos (kx − ωt) +
3
4

H2ωk cosh(2kz)
4 sinh4(kh)

cos (2kx − 2ωt)
]

tanh
( tπ

T

)
tanh

(
π

16∆c + φ

6∆c

)
,

(B.3)

w =

[
H
2
ω

sinh (kz)
sinh (kh)

sin (kx − ωt) +
3
4

H2ωk sinh(2kz)
4 sinh4(kh)

sin (2kx − 2ωt)
]

tanh
( tπ

T

)
tanh

(
π

16∆c + φ

6∆c

)
,

(B.4)

• para as outras condições, u = w = 0,

em que H é a altura da onda, h é a altura do escoamento, ω é a frequência angular, k é o número

de onda e T é o período da onda. O penúltimo termo, tanh
( tπ

T

)
, é inserido para que haja uma

inserção suave da condição de contorno ao longo do primeiro semiperíodo de tempo. O último
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termo irá criar uma condição suave entre o ar e a água. A velocidade na direção y é nula na

condição de contorno e não é adicionada uma condição de contorno específica para função

distância φ na presente metodologia.

Os parâmetros da onda são: k = 2π/L, ω = 2π/T , c = L/T , L0 = gT 2/ (2π) e L =

gT 2 tanh (2πh/L) / (2π).

2.2 CAMADA ESPONJA

Para considerar saída livre das ondas do domínio se optou em utilizar uma camada esponja.

A camada esponja dissipa a onda, para que a condição de saída livre consiga ser representada

adequadamente e não ocorra a reflexão desta onda.

Park et al. (1993) [68] propuseram um equacionamento para representar a camada esponja,

que foi adaptada para a metodologia aplicada no presente trabalho. Modificou-se o uso da

camada esponja de modelos de rastreamento de interface para modelos de captura de interface,

para que seja considerada a atenuação das velocidades tanto no ar quando na água. A dissipação

é calculada com o auxílio da condição

ξi, j,k =


ζ

(
xi − xesp

lesp

)2 zk

zsup:i, j,k
se φi, j,k > 0,

ζ

(
xi − xesp

lesp

)2 (
zk − Lz

zsup:i, j,k − Lz

)
se φi, j,k < 0,

(B.5)

em que ξ é o coeficiente dissipativo da camada esponja, ζ é a constante de amortecimento, xesp é

a posição inicial da camada esponja no domínio, lesp é o comprimento da camada esponja e zsup

é a profundidade de água. O coeficiente dissipativo é adicionado ao lado esquerdo unicamente

na equação de Navier-Stokes 3.35 da direção z, com o termo ξ(w −wa), em que wa representa a

velocidade alvo que se tem interesse a atingir, que no presente trabalho é 0.



BIBLIOGRAFIA

[1] Fundamentals of the kraken code. Technical Report UCIR-760, LLNL, 1974.

[2] Cfx 5.6 basic solver capability theory. Technical report, Ansys Canada Ltda, 2003.

[3] Openfoam, the open source cfd toolbox. User Guide Version 2.3.1, OpenFOAM Foun-

dation, 2014.

[4] Bayon, A., Valero, D., García-Bartual, R., Vallés-Morán, F. J., and López-Jiménez,
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