
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL 
INSTITUTO DE MATEMATICA 

CADERNOS DE MATEMATICA E ESTATISTICA 
St:RIE 8: TRABALHO DE APOIO DIDATICO 

• 
ANALISE DE REGRESSÃO E CORRELAÇÃO 

JOÃO RIBOLDI 
DINARA WESTPHALEN XAVIER FERNANDEZ 

SÉRIE B, N 9 30 
PORTO ALEGRE. .JUNHO 1995 



P R E F Á C I O 

As presentes notas destinam-se ao apoio 

didático da disciplina AGRP01 - Análise Estatistica dos Cursos de 

Pós-Graduação em Agronomia. Surgiram da experiência acumulada ao 

longo dos anos e t.em por objetivo servir como um guia aos 

conteúdos abordados e não como um limitante dos assunt.os, não 

prescindindo, evident.ement.e, da consulta de bibliogra:fia 

especializada para complement.acão. 

Apesar de sere~ de Óbjet.ivo especi:fico, 

podem também servir como texto de apoio didático a outras 

disciplinas a nivel de graduação e pós-graduação. 

Agradecemos a todos que colaboraram na 

organização destas notas e em especial aos bolsistas St.ela, 

Flávio e Anna Christ.ina pelo trabalho de digitação. 

Porto Alegre, 17 de Junho de 1996. 

Pro~. João Riboldi 



INDICE 

1 - I NTRODUÇ)(O ................................................ 01 

2 - ANAL! SE DE REGRESSÃO ................................... - .. 03 

3- REGRESS)(O LINEAR SIMPLES .................................. 07 

3.1. Ajus~e de uma Regressão Linear Simples ............... 07 

3.2. Mé~odo dos Quadrados Mínimos ........................ . 10 

3.3. Es~imativa de y por intervalo ........................ 11 

3.4. Aplicações da equaç~o de Regressão ................... 12 

4- MODELO MATEMATICO PARA A REGRESS)(O LINEAR SIMPLES ......... 14 

5- ANALISE DE VARIANCIA PARA A REGRESS)(O ... , ................. 15 

6 - REGRESSÃO LINEAR NA ANALISE DE VARIANCIA 

DO EFEITO DE TRATAMENTOS .................................. 18 

7- COEFICIENTE DE DETERMINAÇ)(O ............................... a1 

8 - VERIFICAÇÃO DA ADEQUABILIDADE DO MODELO 

DE REGRESSÃO LINEAR SIMPLES ............................... 23 

9- CASOS ESPECIAIS NA ANALISE DE REGRESSÃO ................... as 

1 O - ANAL! SE DE REGRESSÃO APLICADA A TRANSFORMAÇÃO DE DADOS ... 3a 

10.1. Busca da Transformação ............................. 32 

10.2. Seleção Empirica de a. ............................. . 32 

11 - ANALISE DE REGRESS)(O PARA COMPARAÇÃO 

DE MÉDIAS DE TRATAMENTOS ................................. 37 

1 a - ANAL! SE DE CORRELAÇÃO .................................... 4.8 



13- REGRESSÃO LINEAR MúLTIPLA ................................ 54 

13.1. Introdução ......................................... 54 

13.2. Modelo Matemático e Pressuposições ................. 55 

13.3. Relação Linear entre 3 variáveis ................... 55 

13.3.1. Equação de Regressão .......... , ............ 66 

13.3.2. Ajustamento do plano de regressão .......... 57 

13.3.3. Contribuição Relativa das Variáveis 

Independentes ............................ , . 60 

13.3.4. Análise de Variância para a 

Regressão Múltipla ......................... 61 

13. 4. Exemplo ..•... -~- ..... - .. - .. - . - .. 64 

13.5. Regressão Múltipla ................................ 69 

14- CORRELAÇÃO PARCIAL E MúLTIPLA ............................ 71 

14. 1. Correlação Parcial ................................. 71 

14.2. Cae~icien~e de Co~~elaçãa Múl~ipla ................. 73 

15 - BIBLIOORAFIA ............................................. 75 



ANALISE DE REGRESSÃO E CORRELAÇÃO 

1 - I nt.rcxiução 

Em mui t.as ocasiões se obt.ém, para cada element.o amost.ral. 

duas medidas, correspondent.es às variáveis x e y. 

População Amost.ra 

} X 

1 ' Cx:a..y:~.) 
Y, 

X } 2 
z 

Cx ,y ) z z 
Yz 

' 
X } n Cx ,y ) n 

n n 
yn 

Análise de Regressão --c ganho de peso Cy) 
r-ação -; ~ 

ração consumida (x) 

doses de N -+ 
Cx) 

parcela. 
de ca.mpo 

--+ rendiment.o de milho Cy) 

O objet.i vo da obt.enção desses pares de valores é o est.udo 

do relacionament.o ent.re as variáveis x e y que pode ser :fei t.o 

at.ravés: de uma análise de regressão ou de uma análise de 

correlação. 

Na análise de regressão a variável y é considerada 

dependente e a variável x independent.e e se estabelece um 

relacionament.o :funcional de y para x , ou seja y=fCx). A :função 

mat.emát.ica y=:fCx) é expressa at.ravés de uma equação chamada 

equação de regress~o. 
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Em es~udos de correlaç~o. ve~i~ica-se o grau de associaç~o 

entre duas variáveis x e y (relacionamento linear). sem que haja 

necessa~iamen~e relaç~o de dependência ent~e elas. 

Exs:: (i) Alt.ura de irm~o Al t.ura de irm~ 
(x) Cy) -c pelo mél.odo A (x) 

Cii) Teor de fósforo no solo 
pelo mél.odo B Cy) 
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2 - ANALISE DE REGRESSÃO 

{ NCXi.) 
Parcela de E:feit.o 

r-endiment.o 
C ;.)Causa de uma PCX2) campo cul t.uraCy) 

função 
Ct.rat.ament.os) de 

rendiment.o produção 

C i i) 
KCx) Parcela de Efeito de uma 

campo 
cu! t.uraCy) 

Ci.iO Parcela de rendiment.o Cy) 

campo numero de plant.as (x) 

(i.) y = f'(X:l,X2) • 

1 variáveis independent.es 

variável dependent.e 

Ci.iJ e Ci.iO y ~ fCX) 

· Int.eressa est.abelecer o relacionament.o :funcional ent.re os dois 

tipos de variáveis . 

REGRESSÃO LINEAR SIMPLES 

Relação ent.re y e x é dada por uma ret.a 

b = 

A 

y = a + 

L 
covariância Cx,y) 

variância Cx) 

bx 

~ coeficient.e de 
(inclinação da 

int.ercept.o da ret.a 

= SPxy 
SQx 

regressão 
reta) 

SPxy = soma dos produt.os dos desvios de x e y 
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sPxy = I:Cx-:>ãcy-y) = Lxy - CI:x)C!:y) 
n -- numero de pares 

de valores 

~ = soma dos quadrados dos desvios de x 

SQx = !:C x-:>ã 2 = :rx2 
- c Lx) 

2 

n 

Covariância Cx,y) = 

1 
SPxy 
n 1 
y 

Medida de variação simul~ânea de x e y 
• 

a = y - bx 

a In~ercepto da reta .Pon~o onde a re~a cor~a o eixo dos y. 

~ o valor es~imado para y quando x = O . 

Q. Inclinação da re~a . Coef'icient.e de regressão linear 

Representa quant.o aumenta ou diminui y quando x cresce de 

uma unidade . 

A 

y = a + bx 
y 

' 
! bC+) 

[•. 

1un. 

X< xz X 
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y 

a [ 

~ 

y = a + bx 

lun. 

X< X2 X 

y 

~ 

y = a + bx 

b = o 
1un. 

X2 

REGRESSÃO MúLTIPLA 

X2 

X 

plano de regressão 

Cy = bo + b1X1 + b2X2) 

L Int.ercept.o 

b1 e b2 coe~icient.es 

de regressão parciais 

~ant.idade que afeta y quando x1 varia de uma 

unidade permanecendo const.ant.e xz . 
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REGRESSÃO QUADRáTICA 

y 

~r-------------------x 

2 
y=a+bx+cx 

C curva de resposta ) 

• REGRESSÃO COSI CA OU DE ::!_ 9 GRAU • 

y 
A 

Y ~ a + bx + cx2 + dx3 

~r-------------------x 

REGRESSÃO QUARTI CA OU DE 4 ç ~ 

y 
A 

Y = a + bx + cx2 
+ dx3 

+ ex4 

-1----------x 

SUPERí CI E DE RESPOSTA 
A 

y = bo + b:tx:t + bzxz + b:t:l~z + b22X2z + b:t2X1X2 

6 



3 - REGRESSÃO LINEAR SIMPLES 

~ o caso mais simples de regressão, em que se es~abelece o 

relacionament.o ent.re duas variáveis X e Y al.ravés de uma reta, 

onde variável X (variável ~ixa): 

variável Y (variável aleatória): 

X 
< 

y 
< 

X z 

y 
2 

X 

y 

n 

n 

Procura-se uma equação da regressão Cuma ret.aJ que melhor 

est.ime o relacionament.o entre X e Y. 

3.1. Ajusl.e de uma Regressão Linear Simples 

EXEMPLO 1' 

Em um experiment.o realizado com o objet.ivo de verif'icar o 

ef'eit.o de adubação nitrogenada sobre o 

obt.eve-se esl.es resultados: 

Doses de N, Rendiment.o médio A 

y 
kg/ha CXJ kg/ha CYJ 

o 8.000 1.994,2 
30 2.080 8.186,8 
60 8.300 8.858,8 
90 2.160 2.390,2 

120 2.600 2.622,2 
150 8.880 2.684,2 
180 3.000 2.786,2 
810 2.960 2.918,2 
240 2.800 3.060,2 

Tot.al 1080 22.700 

rendimento • do milho, 

A - YJ2 y - y CY 

5,8 33,64 
-46,2 8.134, 44 
41,8 1.747,84 

-840,8 87.696,04 
77,8 6.062,84 

166,8 27.489,64 
213,8 46.710,44 
31,8 1.011,24 

-260,8 62.600,04 

o,a 204.475,66 

Et.apas para veri~icar o relacionament.a, at.ravés de uma 

análise de regressão, ent.re X e Y. 
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Ca) Diagrama de dispersão ou diagrama de pon~os. 

Rendimenlo 
médio,kg/ha. 

9.000 

2.800 

2. dO O 

2.400 

2.200 

2. 000-
...L 

o 

•o 

o 

o 

PO 

o 
o 

o 

<20 ••o 2<0 

Cb) Es~abelecimen~o da Equação de Regressão • 
Y = a + bX b = SPxy 

SQX a = y 

o 

bX 

SPxy = E xy - ( E X ) ( E y ) I n = Ox2. 000 + 30x2. 080 + ... + 

240x2.800- (1.080)(22.700) / 9 = 2.960,40- 2.724.000 = 236.400 

SQx = E x• 

SQy E 
z = y n = (EY r; 

(22.700) 2 
/ 9 = 1.239.366.6 

Ex 1. 080 
){ = = n g 

b 
236.400 = 4,4 = 64.000 

= 120 

kg/ha ; 

EY 
y = = 

n 
22.700 

g = 2.622.2 

Es~ima-se em 4.4 kg/ha o acréscimo no rendimen~o de milho a 

cada kg/ha de N aplicado ao solo. ou seja. 440 kg/ha a cada 

100 kg/ha de N. 

a = 2.622,2 - 4,4 C120) = 2.622,2 - 628 = 1. 994,2 

a = 1. 994.2 kg/ha 

Para X = o • ou seja. sem aplicar N ao solo. es~i ma -se um 

rendimen~o de 1.994.2 kg/ha de milho. Por~an~o. a equação de 
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regressão é dada por: 
A 

Y = 1.994,2 + 4,4X 
A 

onde Y = rendimenLo esLimado de milho, em kg/ha e 

X = doses de N, em kg/ha. 

(c) Cons~rução da reLa sobre o diagrama de ponLos, usando-se a 
A 

equação de regressão: 'f = 1.994,2 + 4,4X Para conLruirmos a 

reLa sobre o diagrama de ponLos, necessiLamos localizar 2 pontos, 

ou seja, faz-se: 

X= o ; y = 1.994,2 + 4,4 X o= 1.994,2 

X = 240 'f = 1.994,2 + 4,4 X 240 = 1.994,2 + 1.066 = 3.060,2 

Verificação do cálculo da equação e Lraçado da reLa: a reLa 

deverá pasar pelo ponLo CX,Y). 

Cd) Variãncia dos erros de EsLimaLiva 

A 2 
E Cy-y) 

s 2: = --:::---,--,;--
y/x n - 2 = 

204.478,86 
9 a = 29.210,79 

• 

s 2 
= 29.210,79 

y/x 

C e) TesLe de significãncia do coeficient.e de regressão 

C~ = coeficienLe de regressão linear verdadeiro ou populacional) 

Ho' (l = O 
Ha.: r ~ o 

t. b 4,4 6,027 ---- = 0,73 = 
sb 

I 2 I s = sb = 0,64 = 0,73 
b 

2 
s 29.210,79 2 y/x 0,84 sb = = = SQx 84.000 

[t.[ = 6,027 > t. = 2,368 
.0!!i(7) 

O coeficienLe de regressão linear é significaLivo. 

Exist.e uma t.endência linear de acréscimo no rendimenLo de 

milho com a aplicação de N ao solo. 
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Cf) In~ervalo de confiança para o coeficienLe de regressão linear 

verdadeiro. 

IC 95% para {3 = b ± ~ 
. 05 ( 7) 

= 4,4 ± 2,366 . 0,73 

= 4,4 ± 1,7 _r---+ 6,1 
~2.7 

IC 95% para {3 é (2,7 ; 6,1 kg/haJ 

Temos uma con~iança de 96% de que o acréscimo verdadeiro no 

rendimen~o de milho, para cada kg/ha de N aplicado ao solo, 

es~eja en~r-e 2,7 e 6,1 kg/ha. 

3.2. MÉTODO DOS QUADRADOS MíNIMOS 

y 4 valor observado 
' 

y 4 valor es~imado pela equaç~o da 

y = a + bx Deseja-se que os desvios ou er-ros de 

sejam um minimo, ou que a soma dos quadrados dos 
A 2 2 

seja um minimo, ou seja que z=}J:y-y) = ECy-a-bx) 

iJz 
ila -

iJz 

iJz Ter -se-á um rn1 ni mo par a z quando -- = O e ila 

2E Cy-a-bx:>C-1) = o E y - na - bE X = .. 

reta dada por 

estimativa y-y 
A 2 

desvios EC y-y) 

seja minimo. 

iJz -
ilb - o 

o 

2 

ilb = 
2E Cy-a-bx)C -x) = o } E xy - aE x - bE X = o 

.. na + bE X= E y } Sistema de Equações Normais 
a E + bE 

2 
E X X = xy 

Tem-se um sistema com 2 equações e 2 inc6gniLas e 

u~ilizando-se qualquer método algébrico de resolução obLém-se: 

E xy - CE x )CE y ) /n 
b = 

a= y bx 

10 
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Graus de Liberdade para z 
s 
y/x 

GL = n-2 pois exis~em 2 re~rições 

C i) Da 1 ~ equação E Cy-y) = O , pois 

na+bD< = EY ++ ECa+bx) = E y ++ E [y-Ca+bx)l = o .. E Cy-y) = o 

A 

C i i) Da 2~ equação D<C y-y) = O pois 

aD< + bD-::
2

= ExY ++ ECax+bx
2

) = ExY ++ ExCa+bx) = ExY 

++ D<E y-Ca+bx) J = O ++ D<Cy-y) = O 

3. 3. ESTIMATIVA DE y POR INTERVALO 

Ca) Inl.ervalo de confiança para um valor Y (faixa de confiança 

para valores fut..uros) ~ 

IC 100C1-o0% p/ Y = y ± 

Para o exemplo 1 seja x = 160 = x 
o 

A 

1 
n 

+ 

z Cx - xJ 
o 

SQx 

y = a+bx = 1994,2 + 4,4x_= 1994,2 + 4,4 C160) = 2664,2 

IC 95% p/ y y ± t.. 
.0!5(7) 

= 2664,2 ± 2,365 
1 

g + 

= 2654,2 ± 429,3 -c ~~~~:~ 
IC 95% p/ Y = [2224,9 kg/ha ~ 3083,6 kg/haJ 

C160-120)z 
64000 ] 29210,79 

Est..ima-se que o rendimen~o verdadeiro de milho de uma 

parcela com aplicação de 150 kg/ha de N es~eja en~re 2224,9 e 

3083,6 kg/ha , com uma confiança de 96% 

Cb) Intervalo de confiança para a média de todos os possíveis 

valores de y para um dado x (faixa de confiança para a re~a de 

11 



regressão). 

A 

Cx - ;ú 2 

o 
IC 100C1-oU% = y ± Ir~ + t. 

CX<n-2> 
SQx 

A 

Par,a o exemplo 1, seja X = X = 150 ~ y = 2654,2 o 

IC 95% p/ ECy) = 2654,2 ± 2,366/[ ~ (150-120) 2 ] + 64000 29210,79 

= 2654,2 ± 144,5 -c 2798,7 
2509,7 

IC 95% p/ ECy) = [2509,7 kg/ha 2798,7 kg/haJ 

' 
Estima-se que o rendimento médio verdadeiro de milho para 

uma aplicação de 160 kg/ha de N está entre 2509,7 e 2798,7 kg/ha 

com uma confiança de 96% . 

3.4. APLICAÇOES DA EQUAÇÃO DE REGRESSÃO 

(i) Conhecer se y depende de x 

b significativo ~ y depende de x 

b não significativo ~ y não depende de x 

Cii) Conhecer se existe relação de causa e efeito entre x e y 

Uso da análise de regressão para comparar médias 

de tratamentos. 

Ciii) Determinar a forma da curva de regressão. 

Civ) Fazer previs5es de y partindo de x 

Interpolação: prever y para valores x dentro da 

amplit.ude est.udada. 

Ext.rapolação: prever y para valores x fora da 

amplit.ude est.udada. 

CUIDADO! Deveria sempre ser evitada. 

12 



Risco da Extrapolação 

y 

i 

. . . -. . .-; . . .. : ..... . 
. ·: ·::: . . . 

X 

Amp t i. l ude e&~luda.da. 

Cv) Ajust.ar valores y em :função de uma variável relacionada x 

(análise de covariància) 

parcela 
de 

campo 

yi.a.j= yi.- bCxi.- ~ 

.,. 
observa.do 

~ yx __ = ganho de peso 

~ ração consumida 

y = rendiment.o 

n'? de plant.as na parcela 

13 



4 - MODELO MATEMATICO PARA A REGRESSÃO LINEAR SIMPLES 

~valor da vari~vel independente x 

Y. = OI. + ,., + & ----+ \. l~"'"'"i. i. 

l ... ... 
Parâmetros 

valor ob~õ~o&rva.do de y 

ot -----+ I nt.er-cept.o 

Erro ---+ Erro de menaura:.çêi.o de y 

c Cont ri. bui.çã.o de outras 
vari.á.veie não i.netu(.da.g 
no modelo. 

Relação pode nã.o ser 

eelrita.mente li.nea.r. 

(3 -----+ Coef'iciente de Regressão Linear ver-dadeiro 

i. = 1. 2, n 

PRESSUPOSI ÇOES 

A relação entre x e y é linear • C i) 

Cii) 0s valores X são f'ixos, isto éo X não é variável aleatória 

Ciii) e. n N CO,a~ [Normalidade e HomocedasticidadeJ 
' 

Civ) O número de observações y é maior do que o número de 

parâmetros do modelo 

As expressões de ~ e Q. poderiam ser deduzidas a part.ir do 
A 

modelo e considerando que y =a +bx e tendo-se e. (estimativa de 
' 

& ), onde 
' 

e. = 
' 

z = 

y 

E 

A 

- y 

z 
e. = 

' 

= Cy a + bx) 

E Cy 
A z 

E Cy bx)2 y) = - a + 

14 



6 - ANALISE DE VARIANCIA PARA A REGRESSÃO 

CTESTE F PARA A REGRESSÃO) 

CDECOMPOSIÇÃO DA SOMA DE QUADRADOS DE Y) 
y 

y 

1 
- --

I 
y-y 

t y-y 

y 

y 

X 

• 

A A 

y = Yc + Cyi. - y.) 
' ' 

A A 

Yc y = Cy.- y ) + Cyi. yi.) 
' 

)z A A 

Jz E Cyi. y = E [ c Yc y ) + Cy. Yc ) 

' 

A A 2 
y.) 

' 
+ZE Cy. 

' 
E Cy. 

' 
- z 

- y) =E Cy. 
' 

- z 
-y) +I:Cyi. 

SQ.Tola.l 

( SQ l 
y 

SQRegresBã.o 

Reduçã.o da. 
Soma. de 

a.ua.dra.dog 
de y devi.da. 
o. regressã.o 
de y p<:Lra. x 

SO.Oeevi.oa 

da. Ro~;~ogreslõlã.o 

.,. 
Forma. di.rela. 
de cá..lculo 

F o r ma. usua.l: 

X 

sa.Desvi.oB da. 
=SO.Tota.l 

A 

SQRegressão = E Cy 
- 2 - 2 
y ) = E Ca + bx - y ) = E Cy 

- 2 2 - 2 
= E [ bCx - x) J = b E Cx - x ) 

16 

y) Cy. 
' 

o 

- SO.RegrGBBã.o 

bx + bx - y )
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GL 

= (-:-"xyLr 
X 

SQ 
X 

= SQ 
X 

SQ 
X 

GL Tot.al = n 1 

GL Regressão = p - 1 = k 

GL Desvios da regressão = C n - 1 J - C p - 1J 

= GL Total - GL Regressão 

n = numero de pares de valores • 
p = numero de parâmetros do modelo 

k = numero de variáveis independentes 

No caso da Regressão Linear p = 2 e k = 1 e então 

GL Regressão = 1 

GL Desvios da Regressão = n-1-1 = n-2 

TABELA DE ANALISE DE VARIANCIA 

Causas da Variação GL SQ QM 

Regressão 1 SQRegressão QMRegressão 

Desvios da Regressão n a SQDReg QMDReg 

Total n 1 SQTot.al 

16 
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QMReg 
QMDReg 



Para o exemplo 1 

Causas da Variação 

Regressão Linear 
Desvios da Regressão 

Total 

F.o~c~.?) = 12,25 

Ha.: (? ~ O 

GL 

1 
7 

8 

F = 38,43 > F =12,28 .o1C1,7) 
Linear é significativo. 

SQ QM F 

1034906,67 1034906,67 35.4.3**: 
204448,93 29206,_::, 

<>z 
y/x 

12:39355.60 

O coeficiente de Regressão 

A aplicação de doses crescentes de N ao solo incrementam 
linearmente o rendimento de milho. 

z 1 GL ~ F = 38,43 ~ = 6,027 ; F = ~ 

Esse procedimento á válido para.dado~ pareados. isto é, 

nos casos onde para cada valor de x Lem-se um valor de y. 

17 



6 - REGRESSÃO LINEAR NA ANALISE DE VARIANCIA DO EFEITO DE TRATAMENTOS 

sempre que os ~ra~amen~os represen~am niveis de um ou mais 

Ca~ores quan~itativos a técnica recomendada a ser utilizada na 

decomposiç~o da SQ de tratamentos é a Análise de Regressão. O 

esquema básico de análise é o do esquema experimental somente com 

a subdivisão da SQT, onde SQT c SQ Regressão 

SQ Desvios da Regressão 

DCC DBC 
t. tratamento, r repetições t t.ratament.os, r blocos 

C. Variação GL c. Variação GL 

Tratamentos t 1 Blocos r - 1 

Regressão 1 Trat.atnent.os t 1 

Desvio da 
Regressão 1 
Desvios da Regressão t 2 Regressão t 2 

Erro Exp. ter 1) Erro Exp. Ct - 1)Cr 

Total rt - 1 Tot.al rt 

SQ Tratamentos, SQ Total, SQ Erro Exp. eSQ Blocos da 

maneira usual 

SQ Regressão = 
rSQ 

< 

SQ Desvios da Regressão = SQT - SQRegressão 

Coeficiente de Regressão Linear b = 
SP 

<Y 

rSQ 
< 

a = y - bx 

- 1 

1) 

O teste F para Desvios da Regressão nesse caso é o LesLe do 

ajusLe da Regressão Linear para os dados. 
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EXEMPLO a, 
Em um experimen~o de adubaç~o fosfatada em milho, instalado 

em blocos casualizados com 4 repetições, em que foram usadas as 

doses O , 25 , 50 

em kg/parcela: 

e 75 kg/ha de P O , obteve-se estes resultados, 
2 5 

p o (x) 
2 5 

Blocos o 26 60 76 

1 3,30 10,20 12,00 19,28 
2 4,80 9,75 13,32 16,13 
3 5,44 7,18 16,00 18,22 
4 4,18 9,23 17,25 20,76 

Totais de 
17,72 36,36 57,57 74,28 Tratamentos 

Médias de 4,43 9,09 14,39 18,67 
Tratamentos 

Tabela de Análise de Variãncia 

Causas de Variação GL SQ 

Blocos 3 8,53 

Tratamentos 3 466,34 

Regressão Linear 1 466,49 

Desvios da Regressão 2 0,85 

Erro Experimental 9 26,92 

Total 16 490,79 

Totais 

44,68 
44,00 
46,84 
51 ,41 

186,93 

F 

466,49 

0,425 

2,88 

168,21 ** 
0,25 

A Regressão Linear do rendimento de milho para doses de 

P O é significativa. 
2 5 

A aplicação de doses crescentes 

linear-ment.e o r-endimen~o de milho. 

de PO 
2 5 

incr-ement.a 

A não signif'icância dos desvios r-egr-essão indica que a 

r-egr-essão linear- se ajust.a aos dados. 

EQUAÇÃO DE REGRESSÃO 

b = CSP )/rSQ = 2386,126/4(317!5) = 0,19 
xy x 

a= y- bx = 11~62 - C0.19)C37~6) = 4.60 

y = 4,60 + o.19x 

19 



b = 0,19 .. 

a = 4,50 

Estima-se em O, 19 kg/parcela o acréscimo no 

rendimento de milho para cada kg/ha a mais de 

P O aplicado ao solo. 
2 • 

Estima-se em 4,50 kg/parcela o rendimento de milho 

sem aplicação de P O ao solo. 
2 • 

' 

20 



7 - COEFICIENTE DE DETERMINAÇÃO 

C1J Pala dados paleados 

[Pala cada valor de x um valor de yJ 

r 
SQRegressão 

SQTotal 

SQ 
y 

Reprelõlenla a proporção da. va.riaçã.o lola.l 
(SQ. ) explicada. pela rc;.grelõllõiÕ.O de y pa.rax 

y 

r 2 indica a utilidade de usar a regressão para se fazer 

ajustamentos ou previs5es. 
2 SQRegr essão = r SQ 

y 

SQDesvios da leglessão = Cl -

EXEMPLO 1 

Adubação Nitrogenada em Milho 

2 
r = SQRegressão 

SQTot.al = 1034906,67 
1239366,60 

• 

= 0.84 

84% da variação no rendiment-o de milho é explicada pela 

variação do rendimenl.o para doses crescentes de N aplicadas ao 

solo. 

C2J Para dados com repetição 

[Para cada valor de x vários valores de yJ 

2 
r = 

r 
SQRegressão 

SQTral.amentos 

SQT 

Reprelõlenla a proporção da variação devida a 
lra.la.menloa explicada pela regreaaã.o de y pa.ra x 

SQRegressão = r 2 SQT 

SQDesvios da Regressão = C1 - r 2 JSQT 

EXEMPLO 2: Adubação fosfatada em milho 

2 
r = SQRegressão 

SQT = 455.49 
456.34 = 0.999 

99.8% da variação no rendimento do mi 1 ho devi da a 

tratamentos é explicada pela influência linear das doses de P O 
2 • 

apl-icadas ao solo. 
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X y 

o 4,43 
25 9,09 
50 14,39 
75 19,57 

20 

Rendi.mQonlo médio :15 

de mi.tho, 

kg/po.rcela. 

o 

A 

y 

4,50 
9,26 

14,00 
18,76 

50 

22 

A 

y y 

-0,07 
-0,26 
0,39 

-0,18 

-o.oa 

y = 4,50 + 0,:10x 

2 

?5 

<r = o.~B) 

' 

Doaeo de P o 
2 5 

kg/ha. 



8- VERIFICAÇÃO DA ADEQUABILIDADE DO MODELO 

DE REGRESSÃO LINEAR SIMPLES 

1. Análise de Residuos: 

Exemplo 3' " = Laxa de mist-ura 

y = % impureza de um produt-o produzido 

X 20 

y 8,4 

processo qui mico. 

22 24 26 28 30 32 

9,6 11,8 10,4 13,3 14,8 13,2 

y = 13,87 X = 31 n = 12 

b = SPxy 
SQx 

261,20 = = 0,4566 672 

34 36 

14,7 16,4 

' 

a = y - bx = 13,87 - 0,4566(31) = -0,2879 

A 

.. y = -0,2879 + 0,4566x 

A 

Residuos: e.= y.- yj 
J J 

A A 

X yj yj e.= y.- yj 
J J 

20 8,4 8,8441 -0,4441 
22 9,6 9,7573 -0,2573 
24 11 ,8 10,6705 1,1295 
26 10,4 11,6837 -1.1296 
28 13,3 12,4969 O, 8031 
30 14,8 13,4101 1,3899 
32 13,2 14,3233 -1 ,1233 
34 14,7 16,2366 -0,6365 
36 16,4 16,1497 0,2603 
38 16,6 17,0629 -0,6629 
40 18, g 17,9761 0,9239 
42 18,5 18,8893 -0,3893 

23 

38 

16,5 

num 

40 42 

18,9 18, 



Análise de Residuos: 

' 
' 
• 
" 

" 
" ··-...... .. 5 ' 
' 
' 
• 
' 

" • • 
• • .. 

.. ... •• •• 

' 

... .. 

-2.0 

o Grá~ico de probabilidade normal. 

o e. ve 
J 

o e. v,;;:o 

J 
variáveis independen~es (x) 

o e. va variáveis não incluídas no modelo. 
J 

' • ' 

' ' 

• 
• . • 

• 
• 

• 

• 

• 

Mullo pr6xlmo 

-1.0 '·' '·' . '·' 

~rá~ico de Probabilidade Normal dos Residuos 
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.... 

• 
·I 

• • • . :; 

-·.~~~--~--~---+..--.~--~ " 10 .12 -14 18 11 201 

;J . : ,._ ,,;...>' .,.;;~:-i~ .. -••. ·.·:· :_, __ _i(i 

' 
A 

som estrutura. 
d.g. funil. 

Residuos ej versus valores ajustados yj 

-:--<. 
• 

" 
• 

• • 
'I 

• . . • • • Nonhuma. rola.çõ.o • • 
o-vi.donl.g.. _, 

• • 

_, 
• " " " " " .. 

'I 

Residuos e. versus x. 
J J 
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• • • • • 
' •• • • 

• • 
• ;· ........ 

• • 

Mod~ L o Ct.ua.drá.t.i.eo 

a.ju~la.r-ge-i.a. bom 
molho r . • • • • • • • • 

• 

• 

Modelo de Regressão Linear com ~al~a de ajuste 

2. Testê de F'alt.a dê Ajuste (Lack o f Fit Teste) 

Necessita-se para cada X vários valores y, ou seja 

repetições. 

X y:L"1" y12° y<c < 
X yz:L' yzz" yz. z 

X yl1.. yt.z' .... Y,, l 

Ho: O modelo se ajusta adequadamente aos dados. 

Ha.: O modelo não se ajusta adequadamente aos dados. 

SQ Residuo = SQ Erro Puro + SQ Falta de Ajuste 

i 
SQ Erro Expari.ment.a.l 
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DCC 

C. Variação 

Regressão 
Residuo 

Erro Exper. 
Desvios da Reg. 

Tot.al 

GL 

1 
rt.-2 
t.Cr-l)=rt..-t. 
t-2 

rt.-1 

3. Coe~icient.e de Det.erminação: 
z r ou 

F' = 

R z 

Tes:t.e de Ho 

QM Desvio s de Reg 
QM Erro Exp. 

o Usar com caut.ela, especialmente em regressão polinomial Cpor 3 

pont.os ajust.a-se per f' e i t.amente uma curva. de 2 '? grau) . 

.. R2 cresce adicionando variáveis ao modelo. 

o O crescimento no R
2 não deve ser compensado pela perda de GL 

para o residuo provocando QM do residuo maior. 
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9 - CASOS ESPECIAIS NA ANALISE DE REGRESSÃO 

1. Regressão a~ravés da origem 

Em mui~as si~uações dada a na~ureza dos fa~ores nos 

in~eressa ob~er uma raLa que passa pela origem. como por exemplo 

na calibração de insLrumenLos. 

y 

~ Exy 
y = bloC onde b = 

E x2 

• 

Para se LesLar a hip6Lese Ho: ~=O va HCL: ~O calcula-se 

t. = onde " = b 

""-erro pa.drao 

~ 2 E Cy-y) 
onde n 1 

2 

" y/x 

E x2 

~ va.rtancLQ doa erroa 

de e&Lima.Li.va. 

do coefi.ci.enle de regreliil&ao 

Mesmo que a ret.a deva passar pela origem. pode-se calcular 

a=y-bx que represent..a o "erro zero" do instrumento em calibração 

e para o qual deverá ser feito um ajust..ament.o. O valor de ~pode 

ser testado. ou seja. a hipótese Ha:a=O é l.estada calculando-se 

t. = 

onde n SQx 

Quando t. NS .. acei l.a-se a pressuposição de que a ret.a 

passa pela origem. 
,,•· 

as 



2. Regressão quando x e y são aleatórios 

Exemplos: 

Ci) Peso Cx) e altura Cy) de individues tomados ao acaso. 

Cii) Produção de uma cultura Cy) e infestação de nemat6ides Cx). 

Nestes casos tanto x como y podem ser variável dependente ou 

independe:tnte. 

{ y .. dependente 
b 

SPxy = 
X .. independente y.x SQx 

{ X .. dependente b 
SPxy .. = 

y .. independente x.y SQy 

• 
Duas retas de regressão distintas podem ser 

sendo que geralmente uma s6 tem interesse prático. 

3. Regressão entre x e y não-lineares 

Ca) Regress6es Polinomiais. 

(i) Regressão ~adrática 

y 

2 y=a+bx+cx 

M 

29 

construi das. 



Cii) Regressão Cúbica 

y 

b 
2 dx• y=a+ x+cx+ 

Ciii) Regressão ~âr~ica 

y 

A 

y = a -t bx + ex~+ dx9 + ex4 

X 

Ajuste das equações, procedimento similar ao utilizado na 

regressão linear simples. 
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Cb) Regressões Exponenciais 

Ci) Curva de crescimen~o exponencial 

y 

Cii) Curva da decadência exponencial 

y 

Ciii) Regressão Assintótica 

y 

31 

Obtenção da equação: 

A 

tog y = log a. + tog bx 
L_] l___j l___j 

A 

y o b 

A 

y = o + bx 

• 

A 

y = a - bCe-cx) 

X 

i 
Equação de Wtlscherti.ch 

Ul i. li. z o.do. no e~ludo de 
fenômenos do .adubaçêio. 



10 - ANALISE DE REGRESSÃO APLICADA A TRANSFORMAÇÃO DE DADOS 

10.1. BUSCA DA TRANSFORMAÇÃO 

Seja E = J..1 a média de y e supõe-se que o desvio padrão de_·­
<y> 

y é proporcional a uma po~ência da média de y ~al que· 

oc 

Desejamos encont.rar uma t.ransf'ormação de y que produz uma 

variãncia const.ant.e. Supõe-se que 

dos dados originais, por exemplo 

Ent.ão pode-se mostrar que 

Logo se 

t.ransf'ormados 

.. 
"' y 

t.omarmos Ã=1-o:, .. 
y é const.ant.e. 

a t.rans:formação 
.. À 

é uma pot.ênci a 

y = y 

À+OC-:l 
11 

ent.ão a 
• 
variãncia dos dados 

As t.rans:formações mais comuns são sint.et.isadas a seguir: 

Relação ent.re 
Ã.=1-oc Transf'ormaçf3es oc 

"' e 11 y 

"' oc const.ant.e o 1 Nenhuma 
y 

</Z 1/2 1/2 Raiz Quadrada +- dados r"' Poisson "' oc 11 
y 

"' oc 11 1 o Logarit..mo 
y 

S/Z 3/2 -1/2 Raiz quadrada reciproca "' oc 11 y 
z a -1 Reciproca "' oc 11 y 

10.2. SELEÇÃO EMPíRICA DE oc 

Em muitas situações experimentais, onde existem repetições, 

podemos empi r i cament..e est.i mar o:: dos dados. Desde que no !:.. -ési mo 

t.rat.ament.o 

oc 

onde e é uma const.ant.e de proporcionalidade c~ .= a ~.0). 
yc ' 
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Usando logari~mo obtemos 
,--------~ 

llog "y, = log e + ex log 1', I 
Assim um grá~ico de log qyL e log ~i 

com inclinação <X • 

produziria uma re~a 

Desde que não conhecemos a . e 1 og ~- , 
yc c 

utiliza-se a média 

Y. e 
'· 

o dSsvio padrão .o. do tratamento L como estimadores de j.J. e .. 
' ' 

"· yc 
e a inclinação da linha reta ajustada como estimativa de ex, 

ou seja 

Exemplo 4: 

log .o.= 
' 
~ 

y 

A 

log e + O( log y. 
'· 
~ 

• 
Um engenheiro está interessado em determinar se quatro 

di ~erentes métodos de estimação da ~reqtiência de ocorrência de 

enchentes produzem equivalentes estimativas do pico de vazão 

quando aplicados à mesma bacia de um rio. Cada procedimento é 

usado 6 vezes na bacia do rio e os resul~ados de vazão ~oram os 

seguintes: 

Método de 
estimação Observações Y. <>. 

1 0,34 0,12 
a 0,91 2,94 
3 6,31 8,37 
4 17,15 11,62 

t>JJ.OVA para 

C. Variação 

Métodos 
Erro 

Total 

GL 

3 
ao 

a3 

1 ,23 0,70 
2,14 2,36 
9,76 6,09 

10,96 17.20 

dados originais 

SQ 

708,3471 
6a, 0811 

770,4282 

33 

1, 76 0,12 
2,86 4,66 
9,82 7,24 

14,36 16,82 

a36,1157 
3,1041 

'. ' 
o. 71 0,66 
2,63 1,09 
7,93 1,66 

14,72 2,77 

F 

76,07 * * 



ANOVA para dados t.ranst"ormados " Fc; yi.j = 

c. Variação GL SQ QM F 

Métodos 3 32,6842 10,8947 81,05 

Erro ao 2,6984 0,1344 

Total a3 36,37a6 

. Residuos 

Método Observações 

1 
a 
3 
4 

Gráf'ico 

-0,37 -0,69 0,62 -0,01 1,04 -0,69 
-1,72 0,31 -0,49 -0,27 0,23 1,92 
-1,62 0,44 1,82 -1,84 1,89 • -0,69 
2,43 -2,90 -3,77 2,48 -0,37 2,10 

~ 

residuos e .. versus 
'J 

valores ajustados yi.j 

··,, 
"";. .. -- .. 

:! · .• 
lq ' 

. '· .· ., ,. 
• • .. ·. ~ .. 

. _, ' • . ,. __ , 

-· .. 6 . 

...... 

• 
• 

• 
• • 

10 
9q. 
·-·-

• . . 
.. 

. ' . 

" 

... · 
··' ·' ... · .- _ _., 

·;: . 

-, .... 

" . .. --.--

-

yi.j= y. 
'· 

o. 71 
2,63 
7,93 

14,72 

Estrutura da f'unil, os rasid~os crescem com a medida que 

crescem 

Indicador de Variãncia não constante, ou seja, 
de Heterocedasticidade 

. . , 
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. log y, 
'· 

e log <> 
' 

X y 
A A r-- ----, r----, 

y. <>. log y. log <>. 
'- ' L ' 

o. 71 0,66 -0,1487 -0,180!5 
2,63 1 ,09 0,4200 0,0374 
7,93 1,66 0,8993 0,2201 

14,72 2,77 1,1679 0,442!5 

Gráf'ico 

'·' 
1.0 

0.6 -

,;; 
·1 

o 

-O,~j-

_, -
-1. 

Equaç~o de Regressão: 

y = log e + 01. x 

1' 
log 6. 

' 
1' 

log Y. 
L 

log 

• 

o 

<>. ver-sus log Y. 
' 

• 

. ' 
. log_,Y/, 

'· 

• 

. • 

,2 3 

A 

y = -0,1342 + 0,4817x 

a= 0,4517 ~ 1/2 ... 
Transf'ormação raiz 
quadr-ada 

. Transf'orma-se os dados para 

Mét.odo Observaçeses Y. 
L " 

1 0,!5831 0,3464 1 ,1091 0,8367 1,3229 0,3464 0,7574 
2 0,9539 1. 7146 1,4629 1,6362 1,6912 2,1331 1,6820 
3 2,6120 2,8931 3,1226 2,4678 3,1337 2,6907 2,8033 
4 4,1413 3,4380 3,3091 4,1473 3,7881 4,1012 3,8208 

3!5 



. 'Resíduos e.·* 
' J 

= yi. /~ Y. ·* 
' J 

Y. " <. 

~ 

Mét.odo Observações y\.j " = Y. 

1 -0,1743 -0,4110 0,3517 0,0793 0,5655 -0,4110 
2 -0.6281 0,1326 -0,1191 -0.0458 0,1092 0,6511 
3 -0,2913 0,0898 0,3192 -0,3366 0,3304 -0,1126 
4 0,3205 -0,3828 -0.5117 0,3265 -0,0327 0,2804 

~ 

. Gráfico resíduos e .. * versus valores ajust.ados Y .. * 
~ J ~ J 

. ·." : 1.00 

0.7~ 

• 0.50 ,, 
0.25 -: •. 

o 
.-0.26 

-0.50, 

-0.75 

-1.00 ·' 

• 

• . . 
.• 

• 

. '' •' '.~: ' . ... 

I'' 
I . .. ··~ .... 

t 

.. · . . . 
.. 

·-~-

' . 3 ' " Y<j ....... 

0,7574 
1,5820 
2,8033 
3,8208 

Não se verifica est.rut.ura de funil, não se evidenciando relação 

ent.re e " i. j 
e 

Análise de variãncia com os valores t.ransf'ormados y.~ = ~ 
'J 

ANOVA. t.écnicas de complemen-tação com dados t.ransformados. 

Apresent.ação de result.ados com dados originais. 

A t.ransformação u-tilizada simplesment.e para at.ender as 

suposições do modelo. 
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11- ANÁLISE DE REGRESSÃO PARA COMPARAÇÃO DE MÉDIAS DE 1RATAMENTOS 
(Ajuste de regressões cwvilinearcs pela técnica de polinômios ortogonais) 

Sempre que os tratamentos representam níveis de um ou mais fatores quantitativos, a 
técnica mais recomendável ( por ser mais informativa e mais eficiente para identificar 
diferenças entre médias de tratamentos ) na decomposição da SQtratamentos é a análise de 
regressão. 

O esquema básico de análise de variância é o do delineamento experimental adotado, 
somente com subdivisão da SQtratamcntos, em regressão linear, regressão quadrática; isto é 
em tantos componentes quantos forem os GL de tratamentos. 

A equação de regressão a ser ajustada incluirá todos os componentes até o de mais 
alto grau significativo, mesmo que no intervalo exista algum componente não significativo. 

O procedimento se simplifica quando os níveis de x forem equidistantes, através da 
utilização de polinônúos ortogonais, cujos coeficientes (Cj) são tabelados, por exemplo em 
Pimentel Gomes, 1985. 

Exemplo 5: 
Num experimento de adubação potássica de cana-de-açucar utilizou-se 4 níveis de 

K20 (O; 60; 120 o !80 K!ifha) om DCC com 8 ropoliyõos pôr lralamonlu. 
A análise de variância é a seguinte: 

Causas de Variação GL SQ QM F 
~-~----------------------------------------------

Tratamentos 
Resíduo 

CV=21,2% 
F.05(3,28) = 2,96 

3 ó38,50 212,83 
28 18ó0,60 

3,20* 
66,45 
·--------

r componente linear (K') ou reg. linear -> 1 GL 
GLtratamentos ~ componente quadrático (K") ou reg. quadrática -> I GL 

=3 L componente cúbico (K"') ou reg. cúbica~ 1 GL 
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Para três níveis a situação seria: 

y 

.-------efeito quadrático positivo 

X 
efeito quadrático negativo 

r efeito linear : linearidade > I GL 
2GL i 

L efeito quadrático : cwvatura-> I GL 

rúvtris de x 

2 
3 

coeficientes dos componentes 
linear quadrálicu 

-1 
o 
1 

I 
-2 
1 

Para o exemplo tem~se: 

(x) totais(y,.) coeficientes (c .li) 

trat de tratamentos 1 °grau 2°grau 3°grau l 0 graU 
o 302 -3 I -1 -906 

60 370 -1 -1 +3 -370 
120 400 1 -1 -1 400 
180 348 3 1 +1 1044 

total 1420 o o o 168 
K 20 4 20 
M 2 1 1013 

K: soma dos quadrados dos coeficientes 
M: constante para tomar os coeficientes inteiros 

38 
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2°grau 3°grau 
302 ·302 
-370 1110 
-400 :1200 
348 348 
-120 -44 



SQK' = SQ Regressão!" grau = 

SQK"= SQRegressão2'grau = 

SQK"'=SQRegressão3'grau = 

C.VARIAÇAO GL 
K' (reglinear) I 
K" (reg.quadrática) 1 
K"' (reg.cúbica) 1 
Tratamentos (3) 
Resíduo (erro) 28 

(168)' = 176 40 
8x20 ' 

( -lZO)' = 450 00 
8x4 ' 

(-44)' = 12 10 
8x20 ' 

SQ 
176,40 
450,00 

12,10 
(638,50) 

QM 
176,40 
450,00 
12,10 

1860,60 66,45 
F.05(1,28)- 4,20 

F 
2,65 
6,77* 
0,18 

A resposta da cana-de-açúcar à adubação potássica é quadrática, indicando que para 
doses baixas de K20 aplicadas ao solo, o rendimento da cana apresenta wn acréscimo linear; 
à medida que doses de K 20 crescem, o acréscimo vai se tornando menor tendendo a 
estabilizar nas doses mais altas. 

COEFICJENIE DE DETERMINAÇÃO 

R 2 = SQRlinear + SQRquadrática 

SQtratamentos 

SQK'+SQK" = 176,40+450 =O 
98 

SQK 638,50 ' 

98% da variação no rendimento de cana-de-açúcar devido a aplicação de K20 é explicada 
pela reg. quadrática do rendimento de cana para doses de K 20 aplicadas ao solo. 
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AJUSTE DA EQUAÇÃO DE REGRESSÃO 

y :::= Y+ BlMli>I + B1M2P2+ ... 
I média geral 

"'cy. 
"'- Jl 1. 

B - ~''----
1 rK 

B 1 coeficiente de regressão de grau j 
P1 polinômio ortogonal de grau j 

No exemplo 

Y- = 1420 = 44 375 
32 , 

B - 168 -1 05 
1 8(20) , 

B = -
120 

=-3 75 2 8(4) , 

x-x 
.fi=x=-­

q 
+-- médias dos IÚveis 

+-- diferença entre os níveis 

P1 = x2
- n:; 1 

::: xz-% ; n = n° de níveis, no exemplo n=4 

Y = 44,375+ 1,05(2)x-3, 75(1)(x2
- %J 

substituindo X= X- 90 = ~- ~ obteremos 
60 60 2 

Y = 37,475+ 0,2225X -0,001042X2 

X ~ 

y y 
o 37,75 37,~750 
60 46,25 47,0738 
120 50,00 49,1702 
180 43,50 43,7642 
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Y-Y 
0,2750 

-0,8238 
0,8298 
-0,2642 
0,0168 



DOSE ÓTIMA 

Y:::a+bX+cX2 

o 

Ponto de máximo : (i) dy =0 
dX 

=> x· (ponto crítico) 

o 

,2 

(ü) ~' <O =>ponto de máximo 

> O => ponto de núnimo 

dy =b+2aX=0 
dX 

• -b 
=>X=-

2c 

dy" 
--=2c 
dX' 

:. c <O => ponto de máximo 

c>O => ponto de mínimo 

y 
c<O v 

X 
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No exemplo 

c ~ -0,001042 
b = 0,2225 

x' ~ -0
•
2225 ~ 106 76" 101 

2( -0, 001042) • 

É ponto de máximo pois c < O 

:. dose ótima 106, 76(107) kglha de K,O que nos leva a wn rendimento máximo. 
(mellior tratamento ) 

- O ponto detenninado é o ponto de máxima eficiência técnica 

- Poder-se-ia detenninar o ponto de máxima eficiência econômi~a. 

r c 
e • 
n n y 
d • 
I 50 
m d 

• P. 

n 45 
I • • ç 

ú 40 y= 31A15 • n.2225X- 0,001042~ 
d c 

(R
2
= 0.98) • • 

r 35 

o 60 120 180 X 
Doses de Kfl . kg/ha 

pano X= 101 y = ~9.3526 
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PONTO DE MÁXIMA EFICIÊNCIA ECONÔMICA 

Deseja-se tomar máxima a receita líquida 

A 

L=wy-uX-m 
I I I I L custos fixos 
I I I L dose do nutriente 
I I L preço Wlitário do nutriente 
I L estimativa de produção dada pela ctuVa de resposta 
L preço do produto 

Para detenninação de máximo, deriva-se e iguala-se a zero: 

dL A 

-=wy'-u=O; como 
dX 

A > 
y=a+bX+cX 

A 

y'=b+2cX 

então temos 

u u 
w(b+2aX)-u=o=>b+2cX- =0=>2aX= -b 

!!__b 

Logo x* - .li!__ 
2c 

w w 

x· depende da relação de preços 

L dose de máxima eficiência econômica 
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EXEMPLO 6, 

Um experimento usando 3 variedades de 

cana-de-açúcar C v , v , v ) e 3 ni veis de nitrogênio Cn , n , n ) , 
:1.29 1.23 

f" oi conduzido no Delineamento Blocos Casualizados com 4 

repetições. Os niveis de nitrogênio foram, respectivamente, 170, 

240 e 310 kg/ha . Os rendimentos de cana foram: 

Blocos 

1 

2 

3 

4 

Tratamentos 
v n v n v n v n v n v n v n v n v n 

:1. :1. :1. 2 :1. a z :1. z z 2 a a :1. a z a a 

70,5 67,3 79,9 58,6 64,3 64,4 65,8 64,1 56,3 

67,6 76,9 72,8 65,2 48,3 67,3 68,3 64,8 54,7 

63,9 72,2 64,8 70,2 74,0 78,0 72,7 70,9 66,2 

64,2 60,6 96,3 61,9 63,6 72,0 67,6 69,3 64,4 

Utilizando o pacote est.at.istico SANEST CSist.ema de 

Análise Est.at.ist.ica) obteve-se os seguintes resultados: 
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tttHftUHUtttttUUUUtttttiUtttttUttttttttttHttttttt 

' Smsr- SISTEIIA DE AlMLm ESTA1'ISTICA t 

* Autores: Blio Paulo Zonta - Amn_ti Al•eid& llachado t 

* Demtamto de Bstatiatici - UFRGS t 
' ANALISE DA VARIAVBL RBKDIIIBH - ARQUIVO: fATGi!AL t 
ttUUtttUUttttUUUUUtlttUHtJtUUHtttttltUUtltlt 

CAUSAS DA VAR!ACAO G.L, 

CODIGO DO PROJETO: fATORIAL 

RBSPOHSAVEL: RIBOLDI 

DELIHBAIIBHTO EXPBRJIIEHTAL: DBC 

GBSERVACOES NAO TRAKSFORIIADAS 

IIOIIB DOS fATORES 

rATOR NOIIB 

A VARIBDAD 
B NITROGBH 

QUADRO DA A.HALISB DB VARUNCIA 

S.Q, Q,N, VALOR P PROB.>P 
--------------------------------------------------------------------------------------------

BLOCOS 3 300.6898139 66.8966043 l.S236 
VARIBDAD 2 319.l7560SI 119.6878027 3.6310 
IIITROGBII 2 l6.SIJJJJJ 28.2111116 0.6439 
VARtNIT 4 ll9 .1863193 IJ9.946l798 3.1813 
RESIDUO 24 1013.7684641 (3.9070193 

TOTAL 3l 2190.1624249 

IIEDIA GERAL : 66.JJJJJO 

COBPICTBNTB DE VARIACAO = 9.991 S 

NOII.ORDBII IIUII.TRAT. 

rESTE DE TU.i:BY PARA IIEDIAS DB YARIEDAD 
DBKUO DE Nl DO FATOR NITROGEN 

IIOIIB MUII.REPBf, IIBDIAS IIBDIAS ORIGIIIAIS 

o' 23306 
0.04067 
0.13816 
0.03067 

li li 
-----------------------------------------------------------------------------------

I 3 
l I 
3 l 

V3 4 68.199998 68.199998 
VI 4 66.124994 66.124994 
Vl 4 6t.moo1 6t.moo1 

TESTE DE TUKEY PARA IIBDIAS DE VARIEDAD 
DENTRO DE N2 DO FATOR NITROGBN 

a • • A 

• • 

NUII.ORDBII IIUII.'i'RAT. NOIIB NOII.RBPB'i'. kEDIAS IIBDIAS ORIGINAIS 5J IS 

I 
l 
3 

I 
3 
2 

VI 
V3 
V2 

4 
4 
4 

68.975006 
64.524994 
6l.SSOOOJ 
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68.915006 
64.124994 
62.ll0003 

• • a A 
a A 



JIUII.ORDBII JIUII.'fRAT. 

TESTE DE TUKEY PARA MEDIAS DE VARIEDAD 
DEIITRD DE 113 DO FATOR llltlOGEII 

NOIIB NUII.REPET. IIEDIAS IIEDIAS ORIGINAIS li li 
-----------------------------------------------------------------------------------

I I VI 4 71.910001 71.910001 ' A 
2 2 V2 4 70.421003 70.421003 • AB 
3 3 13 4 S7.90000l 57.90000l b 8 

-----------------------------------------------------------------------------------
IIBDIAS SEGUIDAS POR LETRAS DISTINTAS DIPBREII ENTRE SI AO HIVEL DE SIGIIIPICANCU INDICADO 
0.11.5. SI: 11.69SJI - D.II.S. IS: 15.01469 

REGRESSAIJ POLINOIIIAL PARA IJS IIIVEIS DE IIITROOEN 
DEIITRIJ DE VI DO FATOR VARIEDAD 

QUADRil DA ANALISE DE VARIAIICIA 

CAUSAS DA VARIACAIJ G.L. S.Q. Q.N. VALOR F PROE,>F 

----------------------------------~---------------------------------------------------------
REGKESSAD LIIIEAR 
REGRESSAO QUADR. 
RESIDUO 

• y : 
t y : 

I 
I 

24 

171.6616127 
17.6103338 

1ns3.7684641 

171.6616Sl1 
ll.6l03338 
4UnBI93 

4.04632 0.01290 
0.31089 O.l88l6 

EQUACIJES POLIIIDIIIAIS 

54.326114 t 

79.mm • 

X 

o.omm' 
-0.1543105 I 

• 
• 

0.0004611l I 

IIEDIAS AJUSTADAS PELAS BQUACDES DE REGRESSAO 

JIIVBIS IIBDIAS OBS. IIEOIAS O~IG. LJKEAR QUADR. 

170.000 
240.000 
310.000 

66.mo 
68.9150 
15.9590 

66.lll0 
68.9150 
7S.9500 

61.1108 
70.4833 
75.1958 

66.lll0 
68.9750 
15.9500 

COBP. DBTBRIIINACAO 0.9286 1.0000 

REGRBSSAO POLIMOIIIAL PARA OS IIIVEIS DE lllfROGEN 
DENTRO DE VZ DO FArOR VARIEDAD 

QUADRO DA AIIALISE DE VARIAIICIA 

--------------------------------------------------------------------------------------------
CAUSAS DA YARIACAO G.L. S.Q. Q.N. VALOR F PROH.>F 

--------------------------------------------------------------------------------------------
REGRESSAO LINEAR 
REGRESSAO QUADR. 
RBS !DUO 

I 
I 

'21 

161.1013322 
30.6003960 

1053.1684641 

16J.IUI3Jll 3.66915 0.06439 
30.6003960 0.69694 0.58308 
43.9070191 

---------·--------------------·---------------------------------··--------··-----------·----

EQUACOES POLIIIOKIAIS 

-----------·---------------------------··-----------------• • X 

-------·---------·---------'-----------M·-----·-----------· 
* y : 
* y : 

49.412617 I 
86.984680 * 

o.n6uon * 
-0.2611295 * 
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MEDIAS AJUSTADAS PELAS BQUACOBS DE RBGRESSAO 

NIVEJS IIBDIAS OBS, MEDIAS ORJG, LINEAR QUADR. 

--------------·-------------------···--------------------------
110.000 
240.000 
310.000 

61.4500 
62.SSOO 
70.42SO 

COBP, DBTBRIIINACAO 

61.1500 
62.5500 
1o.mo 

60.3208 
6!.8083 
69.2m 

o .8404 

REGRESSAO POLINOIIIAL PARA OS NJVEts DE NITROGBN 
DENTRO DE VJ DO PATtlR VAUBDAD 

QUADRO DA AIIALISE DE VARIANCIA 

CAUSAS DA VARIACAO O .L, s.q. q.M. 

61.!300 
n.ssoo 
70.4250 

I .0000 

VALOR F PROB.>F 

RBGRBSSAO LINEAR 
REGRESSAO QUADR. 
RESIDUO 

I 
I 

21 

228.9798691 
!.33Ul8l 

1033.7681611 

22s.msm $.21511 11.omo 

' y : 
' y = 

BQUACOBS 

82.0J18SO t 
67.880162 t 

!.ll!9l8l 0.09813 0.7ll98 
43.9070193 

POLIHOIIIAIS 

X 

·0.016428S * 
0.0484688 t 

,., 
' -0.00026020 ' 

IIEDIAS AJUSTADAS PELAS BQUACOES DE REGRESSAO 

---------------------------------------------------------------
NIVEIS IIEDIAS OBS. IIBDIAS ORlO. LINEAR QUADR. 

110 .000 
240.000 
310.000 

68.6000 
6U2l0 
31.9000 

68.6000 
6!.mo 
57.9000 

69.0250 
63.6150 
l8.l2SO 

68.6000 
6U2l0 
57.9000 

---------------------------------------------------------------
COEF. DETERIIIIIACAO 0.9814 1.0000 

---------------------------------------------------------------
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12 - ANALISE DE CORRELAÇÃO 

Correlação é a medida do grau em que duas variáveis 

variam jun~as C= intensidade de associação). 

Na correlação : 

Relação de dependência ~relação de causa e efeito 

y = :f(x) 

L Lvariável independente 

variável dependente 

Na correlação 

Não existe relação de dependência .Busca-se verificar somente 

o grau de associação entre as variáveis .Por exemplo: altura de 

irmãs e irmãos . As variáveis não apres:ent.am relação de 

dependência mas certamente estão associadas pelo mecanismo da 

hereditariedade 

Coeficiente de Correlação 

A medida de associação entre as variáveis x e y é dada pelo 

coeficiente de correlação r onde : 

covariância cx.y) 
r = 

~variãnciaCx)·variãnciaCy) 

SPxy 

=r===­-ísQx ·SQy 

SPxy = Exy -

SQx 

SQy 

= 

= 

S?xy / n-1 

JsQx. = = SQy 
n-1 n-1 

LXZ 
CLx) 2 

-
n 

Z.yz - CLy) 2 

n 

r- é um val ar adi menci anal pais i ndepende da unidade de 

medida das variáveis 

-1:Sr:S1 

Para veri~icar a associação en~re as variáveis x e y • o 
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diagrama de dispersão dá uma idéia 

~ipo de correlação exis~en~e 

permi~e observar o grau e o 

y 

r = 1 

y 

r = -1 

X 

r = O 

Em geral -1 < r < 1 onde os pon~os no diagrama de 

dispersão es~ão den~ro da elipse 

y 

--4---~~----------x 

A correlação enLre x e y 

será maior quan~o menor o eixo 

menor da elipse . 

Tes~e de si9ni~icãncia do coe~icien~e da correlação 

Hip6~eses H o 

H a 

p = o 

p " o 

Cnão exisLe correlação ou a 

correlação en~re x e y é 

nula) 

se rejei~armos Ho ~ p ~ O ~ as variáveis es~ão 
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associadas e r é uma estimativa do grau de associação entre elas_ 

Para se testar Ho pode-se utilizar dois procedimentos : 

C i) 

(j_i) 

(iiiJ 

(i.) Teste t t = ...!::.._ 
ó 
r~ erro padrão do coe~iciente 

de correlação _ 

n = numero de pares de valores 

g.l = n-2 

Rej e i t.a -se Ho qua-ndo I t I> l 
c.:~.lc:ul.:~.do Ol(n-2> 

Ci.i.J Pela t.abela de r : 

Rejeita-se Ho se Ir I > r 
co.lc:ulo.do Ol<n-2> 

Exemplos 

Ir - 1 

X y 

2 6 
3 6 
4 7 

X y 

2 6 
3 7 
4 9 

y 

7 

6 
-----7--- --- I 

----------- I 
6---- ! I 

' ' 
3 4 

Ir 1 
y 

9 -----r---------. 
7 ----------- I 

' I 
5 ····-- I 

X 

X 

O < r < 1 

X y 

2 6 
3 7 
4 8 

50 

y 
9 

7 
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Exemplo 7: 

Num estudo sobre seleção de matéria prima destinada a 

formação de populações básicas para o melhoramento de galinhas 

obteve-se os seguintes resultados : 

Plant..el peso do corpo , KgC xJ peso 

1 1 ,616 
2: 1,809 
3 1,677 
4 1,684 
5 1 ,651 
6 •1, 784 
7 1,569 
8 1,457 

total 13,246 

CaJ Diagrama de dispersão 

peso de ovos:, gC.y::.)-------......_ 
54 -
59 

52 

5< 
50 

do ovo,gCyJ 

62,13 
68~90 

52,85 
63,68 
52:,40 
52:,46 
49,60 
52:,27 

419,19 

n = 8 

--+--,-~;:;:;:;s;::=;:!:;::~;;Ç~~:;- peso do cor-po 
1. 400 1 ~00 1600 17 00 UI OO KgC xJ 

CbJ Cálculo do coeficiente de correlação r 

~ = 1,6162 + 1,8092 + 

~ = 62,132 + 52,90
2 

+ 

SPxy = 

+ 1,4672 (13,246) 2
/8 = 

+ 62,272 
- (419,19) 2

/8 = 

0,0898936 

10,2:382875 

C1,616JC62,13J+C1,809JC62,90J+ ... +C1,467JC62,27J-C13,246JC419,19J 
8 

SPxy 
r =-r====­

/ SQx•SQy 

= 

= 0,3662075 

0,3662075 = 0,382 

,lco.os9893B x 10,238287BJ 
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(c) Ho 

H~ 

p =o 

p "' o r- = 0.707 
O,O!S(dl 

GL n-2 = 6 

1 r- l = O. 382 < r- La.b
9

la.do = o. 707 -t não se r-ejei t..a Ho -t r- é não 

signi:ficat..ivo 

As evidências amost.rais não são su:fiicüenl.es para compr-ovar 

que exisl.a associação ent.re o peso do corpo e o peso do ovo em 

galinhas . 

Dest..a :for-ma não podemos selecionar par-a peso do corpo 

quando o objet..ivo é o peso do ovo. 

ConsideracêSes 

correlação !:.. 

sobre ~ int..erpret..ação do coe:ficient..e 

- causa e e:fei t.o 

r = o.ao 

salário de pro:f. universil.ários 

consumo de bebidas alc6olicas 
ou 

consumo de aul.om6veis 

~ = aumento geral do padrão de vida no pais 

{ 

x = alt.ura de alunos 

y = notas de provas de est.at.ist.ica 

Não há causa e e:feit..o e não há t..erceira variável 

Ut..ilidade P-rát.ica de correlação ~ regressão 

!:... esl.ima a intensidade da relação linear entre y e x • 

sendo que para muit.as sit.uações para uma et..apa inicial de 

investigação pode sat.is:fazer . 

Mas quem responde pergunt.as do t.ipo : 

- Quant.o varia y devido a uma modi:ficação em x ? 

- Qual a :função (curva) que relaciona y com x ? 

-Com que precisão pode-se prever- y part..indo de x ? 
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É a análise de reg~essão 

Em experiment.os 

- Explicação de e~eit.o de ~at.ores : análise de regressão 

Relação ent.~e ~a~iáveis dependent.es : análise de correlação 

Relação ent.re ~ coe~icient.es de correlação ~ de reg~essão 

No caso 

~ : coe~icient.e de correlação 
2 

~ : coe~icient.e Oe det.erminação 
A 

y = a +bx 

~ = -17' ou ~ 

~ = SPxy 

-ícSQx)(SQy) 

= SPxy ~ 

.. r = 

SQy 

b 
-í SQy 

~ 
b.;~ 

y 

2 = 

= 

= 

ou 

(~)2 

SPxy 

-íso.x -ísQy 

r;;;:::' 
b.; ~ 

~ 
-íSQy 

b=~~ 

r = O 

- - ------

X 

Relação quádrica entre x e y 
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13 - REGRESSÃO LINEAR MúLTIPLA 

13.1 - InLrodução: 

A regressão múlLipla se aplica ao caso em que se 

considera mais do que uma variável independenLe na es~imaLiva da 

variável dependenLe Y, ou seja: 

va.ri.á.vel 

Exemplos: 

Y = :fCX 
< 

X 
2 

T va.r i. <ivGi. g i. ndGpGndGnlee 
dGpGndGnlG 

Ci) Produção agricola 

Y = :fCX 
< 

X 
2 

} Função de Pcodução 

N p " 

Cii) Nutrição Animal 

Y=:fCX X) 
< 2 

r i ~ 
Ração c:oru;:umi.da 

PGSO i.ni.c:i.a.l 

Ga.nho de peso 

Ciii) Social e Econômico 

Y = :fCX 
< 

X , X ) 
2 9 

r l j R:nda. rela.li.va. 
NÍvel educ:ac:i. anal 

Ur ba.ni. :o:a.çã.o r.g.lal i.va. 

Ul i.l i.za.çã.o dG um produ lo Gm dGlGrmi.n<:1da. 

á.rea. g.g.ogró.fi.c:<:1 
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13.2- Modelo Ma~emà~ico e Pressuposições: 

O modelo ma~emá~ico da regressão linear múl~ipla é 

dado por y = 
' 

(l + o (3 X . + 
< <c 

+ e. 
' 

onde 

i= 1, z. • n . X • < X 
2 

. . . xk são variáveis independen~es~ 

Y = variável dependen~e; ~o 

modelo. 

~~ 0 r
2 

I • • • 0 ~k são parãme~ros do 

Pressuposic5es: 

Ca) A variável dependen~e Y é ~unção lineár das variáveis 

independen~es X~ , X
2 

, •.. , Xk 

Cb) Os valores das variáveis independen~es são fixos Cse não 

forem não há maiores problemas). 

C c) &. r'"'l NCO, a 2
) 

' 
(d) &. são independent.es. 

' 

13.3 -Relação linear ent.re 3 variáveis: 

13.3.1. Equação de Regressão 

Considerando as variáveis Y, X e X sob a hip6t.ese 
< 2 

de relacionament.o linear ent.re as 3 variáveis pode-se escrever 

Y. = (3 + (3 X . + (3 X . + &. 
1,. o ~ ,tl,. 2 21. 1,. 

onde i= 1, Z, ... , n e Y é função linear dos X. 

Baseados nesse modelo linear est..ima-se a relação 

denominada de regressão de Y sobre X,._ e X
2 

dada por 
A 

Y.= b + b X.+ b
2
,X

2
, 

1,. o " "'" ... ... 

Nesse caso a equação de regressão represen~a um 

plano no espaço t..ridimensional, ist.o é 
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Na Equação de Regressão 

b
0 

= int.ercept.o do plano de regressão com eixo dos Y, e é uma 

est.imat.iva do parâmet.ro ~ ; ou seja, est.imat.iva para Y quando X 
o < 

e x2 são iguais a zero ex = O 
< 

coe~icient.es de regressão parciais, onde 

b são 
2 

chamados 

b~= quant.idade que a~et.a Y dada uma variação de uma unidade em 

X~ • permanecendo const.ant.e X
2 

b
2 
= quant.idade que a~et.a Y dada uma variação uni t.âria em X

2 

permanecendo const.ant.e X 
< 

b e b consi st.em 
< 2 

na declividade das ret.as produzidas pela 

projeção do plano de regressão sobre os planos 

respect.ivament.e. ou seja 

v 

o.. c t' é~ c i. mo 

... { b +b X 

O 2 2 -+--------_j~:::'::":":':.d::a:d:Q::!J ______________ __, 
Projeção no plo..no 

" qua:ndo X = X 
2 2 

vx 
< 
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• b +b X 
o ' ' 

y 

t. un\da.de 

.. " 2 
Projeção no plo.no YX qu.a.ndo X = X 

2 ' ' 

13.3.2. Ajustamento do Elano de regressão: 

C= Obtenção dos coe~icientes da equação de regressão) 

x2 é dada por: 

A estimativa da relação entre as variáveis Y, X e 
' 

A 

Y = b + b X + b Xzi. 
o 1.ti. 2 

Os desvios otJ er-r-os de estimativa são expressos 

por ei= Yi.- Yi. e tem-se que a soma dos quadrados dos desvios é: 

n 

Ee.z 
i.=:l. t. 

n 

=ECY.-
t=:t !,. 

n 

=E CY.-
i.=:l 1,. 

b -b X -
o :1 :1i. 

Deseja-se obter o melhor plano de regressão, ou 

seja, o plano de regressão que melhor represente o relacionamento 

entre as variáveis Y, X:1 e X
2 

• isto é, o plano de regressão que 

minimize a soma de q.uadrados dos desvios ou erros de estimativa. 

A equação de regressão é dada em função dos 

portanto deseja-se estabelecer as 

expressões de cálculo desses coeficienLes de forma que os desvios 

sejam minimos. 
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O cálculo de b 
o 

b 
1 

e b 
2 

requer um conj unt..o de 

t..rés equações normais, obt..idas pelo mét..odo dos quadrados minimos 

Cde forma análoga a regressão linear simples) e pela resolução. 

das quais obt..ém-se as seguint..es expressões de cálculo dos 

coeficient..es: 

CSP )CSQ ) -CSP )CSP ) 
b = y 

o 
b X 

< < 
b X z z 

Y2 1 Y:l :12 
b2 = -----'-~---'----:..:...-~::____ 

CSQ )(SQ ) -CSP ) 2 

:1 2 :12 

CSP )CSQ )-CSP )CSP ) 
b = --~Y:..:_< __ _:2c_ ___ Y:,::Z __ --;<~2-

< CSQ )CSQ )-CSP ) 2 

:1 2 :12 

1 = Variável 

a = Variável 

Obt..enção e Solução das equações normais: 
A 

y = b + b X + b X o < < 2 2 
A 

y-y = y - b - bx- bx 
o < < 2 z 

A 2 
z = E Cy-y) = E z ( y-b -b X -b X ) 

o :1:1 22 

âz a E Cy-b -b X -b X )(-1) ""ãb = = o :1:1 22 
o 

âz a E Cy-b -b X -b X )C-x ) ""ãb = o :1 :1 2 2 :1 
< 

âz = a E Cy-b -b x -b x )C-x ) ""ãb 0:1:122 2 
2 

o 

= o ~ 

= o 

X 
< 

X 
2 

C-2) 

(i) EY nb - b E x, b E xz = o .. nb + b Ex + b 
o < z o < < 

-;. n b + b Ex, + b Ex =EY .. b + b X + b 
o < z z o < < z 

n n n 

.. b = y b X bx 
o < < z 2 
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C2) E X y - b E X - b E X 
2

- b E X X = o 
~ o ~ ~ ~ 2 ~ 2 

z 
b E X + b E X + b E X X = E X y o ~ ~ ~ 2 ~ 2 ~ 

z 
Cy - b X - b X )E X +b E X~ +b E X X = E X y 

~ ~ 2 2 ~ ~ ~ 2 ~ 2 ~ 

E x,E Y 
n 

CE X ) 
2 

b 
- b < --;;:-'''---- - • 2 

n 

X X -
< z ]= E n 

EXY < 

'----~-----' 

SPyx~ SQx SPx x 
< < 2 

SPx x = SP 
< z <2 

SPx = SPy 
< < 

b SClx, + b SPx X = SPyx 
< 2 < 2 < SPyx = SPy 

2 z 

b SQ, + bSP = SPy 
< z <2 < 

SQx = SQ 
2 2 

(3) E X y - b E b E b E 
2 o X - XX X = 

2 o 

.. b E o 

Por analogia 

2 

X 
2 

< 

+ b E 
< 

b SP +b SQ =SPy 
~ ~2 2 2 2 

< 2 

XX 
< z 

2 

+ b E 
2 

< 

2 
X = E X y 

2 z 

Portanto tem-se o sistema de a equações e duas incógnitas 

b~ SQ~ + b
2 

SP~ 2 = SPy~ 

b~ SP + b SQ = SPy
2 ~ ~2 2 2 

Utilizando-se qualquer método para a solução obtém-se: 

b = 
< 

CSPy )CSQ ) -CSP )CSPy ) 
~ 2 ~2 2 

CSQ )CSQ ) -CSP ) 2 

~ 2 ~2 

CSQ )CSPy ) -CSPy )CSP ) 
~ 2 ~ ~2 

CSQ )CSQ )-CSP ) 2 

~ 2 ~2 
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13.3.3. Con~ribiuicão Rela~iva das Variáveis Indpendentes 

Como geralmen~e se trabalha com valores de 

magniLude e de unidades de medida disLinLa para se esLabelecer a 

contribuição de cada uma das variáveis não se pode usar 

direLamenLe os coe!'icienLes de regressão parciais, e por isso 

lança-se mão dos coe~icienLes de regressão padronizados Cb.') que 
' 

são coeficientes de regr-essão independen~es da escala de medida 

utilizada para as variáveis independentes. 

No caso de variáveis: independenLes 

coeí'icienLes de regressão padronizados são dados por: 

s ~ ~ b'= b ' b' .. b = b' ou = bi SQi SQ, ' ' s ' ' ' v 

s SQZ so.. 
z .. b' = b --- ou b' = b I SQY b = b' I SQZ z z 

e b' = 
' 

onde: b 
' 

s = y 

s = 
' 

s = z 

r = Yi 

r = 
YZ 

r = iZ 

s z z z z v 

r - r r r - r r 
Vi YZ iZ 

b' 
vz Yi iZ 

= 
1 

z z 
1 

z - r - r 
iZ iZ 

b
2 

são os coe!'icienLes de regressão parciais: 

desvio padrão da variável dependenLe y 

desvio padrão da variâvel independente X 
' 

desvio padrão da variável independente X z 

coe!' i ciente de correlação simples en~re y e X 
' 

coeí'icienLe de correlação simples entre y e X z 

coeí'icienLe de correlação simples enLre X e X 
' z 
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13.3.4. Análise de Variância Qara ~ Regress~o Múl~ipla 

V ar i ação To~al 
CSQTotal ou SQ,_.) 

Yariação de Y explicada 
Pela influência linear 
de X e X 

• 2 

CSQRegressão) 

V~riação de Y não 
explicada pela 
influência linear 
de X e X 

• 2 

(Variação Residual) 
C SQDesvi os da 

Regressão) 

SQ Tot-al = S~= E Y2 
- (E Y f/n 

SQRegressã~ = b SP + b SP 
i Yf. 2 Y2 

SQPesvios da Regressão = SQ To~al - SQRegressão 

Tabela de Análise de Variância 

Causas de GL SQ QM F 
Variação 

Regressão k ou p-1 (2) SQRegressão QMRegressão QMRegr. 
QMDes. Reg. 

Desvios da n-k-1 Cn-3) SQ QM 

Regressão ou n-p 
Des. Reg. Des.Reg. 

To~al n-1 SQ Total 

onde k = número de variáveis independen~es 
p é o número de coeficien~es da equação; en~re parên~eses os GL 
para o caso de duas variáveis independen~es C~rês coeficien~es 
na equação) 

Coeficien~e de De~erminação Múl~iplo CR2 ou 

SQRegressão 
SQ To~al 

R2 ) 
Y. :1.2 

R2 represen~a a proporção da variação de Y explicada pela 

in~luência linear das variáveis independen~es xf. e x2 

As hipó~eses que se formulam no ~este F da regressão 

múl ~i pl a são: 
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Ho: ~~= ~2= ... = ~k= O CHo:~i= ~2 = O no caso 3 variáveis) 

Ha.: {1.fll! O para pelo menos um i.. 

' 
Rejei~a-se Ho quando Fcalculado > F CGL Regressão, GL Desvios da 

"' 
Regressão) e nesse caso a regressão linear sobre X e X é 

' z 
s:ignif'ica~i va. 

Para se ~est-ar hipót-eses do t.ipo ~ = O 
' 

usa-se o 

desdobramen~o dos GL da regressão na análise de variância 

ut-ilizando o ~es~e F e para o caso de 2 variáveis independent.es 

t.er -se-i a: 

Causas de Variação GL 

Regressão 2 

Influência de X 1 
' Influência de X 1 
2 

Desvios da Regressão n-3 

Tot.al n 1 

O t.es:~e F para a influ4ncia 

de X • consist.e no t.es~e de 
' Ho: ~ = O; e o ~est.e F para 
' influência de X • cons:ist.e z 

no t.est.e de Ho: ~ = O . z 

Na ~abela de análise de variãncia. se X e X forem 
' 2 

independen~es en~re si (não correlacionados ou coeficient-e de 

correlação nulo ent.re elas). ent.ão: SQinfluência linear de 

X+ SQinfluência linear de X = SQRegress:ão; caso cont.r-ário essa 
' 2 

igualdade não se verifica. 

se X e X for-em independent-es ent.r-e si: 
' z 

CSP )
2 

Vi 
SQI nf" 1 uênc i a 1 i near- de X = ---,,"-"----

' SQ, 

CSP ) 2 

YZ SQI nf 1 "uênc i a 1 i near de X = ---,.,.'-"--
2 SQ 

2 

se X~ e X
2 

não for-em independent.es ent.re si C são 

cor-r-elacionados), calcula-se a SQinf"luência linear 
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SQlnf'luência linear de X at.ravés do cálculo das SQ devida a 
2 

adição das variáveis. ou seja. SQ de X consi st.e na adição da 
' 

soma de quadrados devida a inclusão de X depois de X já est.ar 
' 2 

inclusa na equação; em relação a SQ de X
2 

o procediment.o é 

inverso. 

Pode-se ut.ilizar para t.est.ar hipót.eses do t.ipo 

Ho: ~.= O ao invés do t.es~e F o t.est.e t. onde 
" 

b 
t. = 

<) 

e t. = 

' 
b< 

b 
<C- erro pa.drão do coefi.ci.onlo do 

rogros;:s;:ão pa.rcia.l 

Para o caso de 2 variáveis independent.es t.em-se: 

/-:?Y/12 ( SQ 

] ' <) = 
b< 

SQ, SQ2 - CSP )2 
<2 

r 
va.ri.ânci.a. do• erros do esti.ma.liva. 

C1-R 2
) SQ Tot.al 
n 3 = 

SQ Desvios da Regressão 
n 3 

= QM Desvios da Regressão 

b 
2 

<) 
b2 

Rejeit.a-se Ho quando !t. calculado! > t. 
Ol.(n-9) 

2 
Nesse caso F = t. ; pois se t.em 1 GL no numerador. 

Na análise de variância ut.ilizando a regressão linear múlt.ipla 

quando exis~em valores repet.idos de Y para a combinação de 

valores X e X 
' 2 

como é comum em caso de exper i ment.os com 

f'at.ores quan~it.at.ivos. pode-se mant.er Co que é comument.e mant.ido) 

o esquema de análise do delineament.o empregado e desdobra-se a 
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SQTrat.ament.os em SQRegressão e SQDesvios da Regrêssão t.est..ando 

com QME, possibilitando com isso um t..est..e da ~alt.a de ajust..e da 

regressão, at..ravés do t..est.e de Desvios da Regressão. 

13.4. EXEMPLO 

Exemplo 8: Y: Rendiment..os médios de soja. q/ha 

X: Doses de calcário CC), t../ha 
1 

X : Doses de P O CP). kg/ha 
2 2 • 

Calcário CC) p o CP) Rendiment..o médio de 
2 • 

t../ha kg/ha 

X X y 
1 2 

o o 12 
o 100 14 
o 200 18 
o 300 20 
o 400 18 
4 o 17 
4 100 17 
4 200 22 
4 300 17 
4 400 20 
8 o 20 
8 100 22 
8 200 24 
8 300 26 
8 400 30 
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EY = 297 

y = 19,8 

X = 4 
< 

X = 200 
2 

SQy = 294,4 

SQx = SQ = 160 
< < 

SQx = SQ = 300000 
2 2 

SPxx=SP =O 
i. 2 :1. 2 

SPyx = SP = 160 
< y< 

SPyx = SP = 4800 
2 y2 

SQuacão de Regressão: 

CSP )CSQ )-CSP )CSPu) 
yi 2 y2 

b = 
< 

b = 
2 

CSQ )CSQ ) -CSP ) 
2 

:t 2 :1. 2 

CSP )CSQ )-CSP )CSP ) 
yz :1. y:1. :1.2 

CSQ )CSQ )-CSP ) 2 

:1. 2 :1.2 

ou também: 

SP 
r = y< = 

(160)(300000)-(4800)(0) 

c 160) c 300000) -c m 
2 

= 1 q/ha 

c 4800) c 160) -c 160) c O) 

C160)C300000)-C0) 2 
= 0,016 q/ha 

160 = 0,737210 
y< 

/eSQ )CSQ) /czg4,4)(160) 
y < 

SP 160 
r = y2 = = 0,620764 

y2 
/esQ )CSQ) /c294,4)C3ooooo) 

y 2 

r - r r 
y< y2 12 0,737810 - c o. 61 0764) c 0) 

b' = = = 0,737210 
< 

1 
2 

1 o - r -
<2 

r - r r 
b' 

y2 y1 <2 
0,620764 = = 2 

1 
2 - r 

u 
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Como " = o .. b' = " e b' = " iZ 1 y1 2 y2 

b = b:/ SQ = 0,737810 I 294,4 
1 q/ha y = 1 SQ 160 

1 

b = b;j SQ 
2 y 

= (0,610764) 294,4 
300000 

= 0,016 q/ha 

SQ2 b = y - b X b X 
o 1 1 1 2 

= 1a,s C1)(4) - (0,016)(200) = 12,6 q/ha 

.·.y=12,6+ x + 0,016x 
1 2 

4 Equação de Reg~essão Múl~ipla 

In~e~p~e~ação dos Coe~icien~es da Equação de Reg~essão 

b = 12,6 q/ha ~ Em condiçees de Fer~ilidade Na~ural, 
o is~o é, 

sem aplicação de calcá~io e ~ósf'o~o, es~ima-se em 12,6 q/ha o 

rendimen~o de soja. 

b = 1 q/ha 
1 

Es~ima-se em 1 q/ha o acréscimo no rendimen~o de 

soja a cada ~anelada por ha de calcário aplicada ao solo, 

man~endo-se cons~an~e o ~6sf'oro. 

b
2

= 0,016 q/ha Es~ima-se em 0,016 q/ha Cou 1,6 kg./ha) o 

acréscimo no Rendimen~o de soja a cada kg/ha de f'ósf'oro aplicado 

ao solo, man~endo-se cons~an~e o calcário. 

Análise de Variância 

SQ To~al = SQ = 2Q4,4 
y 

SQ Regressão = b SP + b SP = C1)C160)+C0,016)C4800) 
~ y~ 2 y2 

= 160 + 76,8 = 236,8 

SQ Desvios da. Regressão = SQ To~al SQ Regressão 

= 894,4 - 836,8 = 67,6 

To~al = n 1 = 16 - 1 = 14 

Regressão = k = 2 ou Regressão = p - 1 = 3 - 1 =2 
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Desvios da Regressão = 14 - 2 = 12 

Causas de Variação 

Regressão 

X 
< 

X 
2 

Desvios de Regressão 

To'lal 

Teste F ~ Regressão 

Ho' (l = (l = O < 2 

Ha.: (3. ;I! O 
' 

GL SQ 

a 236,8 

1 160,0 

1 76,8 

12 57,6 

14 294,4 

para pelo menos um L 

QM F 

118,4 26,67*M 

160,0 33,33** 

76,8 16,00 

4,8 

F= 24,67 > F.o~C2,12) = 6,Q3 * RejeiLa-se Ho 

ARe··gressão Linear MúlLipla do rendimenLo de soja 

para doses de calcário e f'6sf'oro aplicados ao solo, explica 

~ração signi~icaLiva da variação do rendimenLo de soja. 

Coe~icienLe de DeLerminação 

SQRegressão 
SQToLal = 236,8 

294,4 
= 0,80 

80% da variação no rendiment.o de soja é explicada 

pela Regressão Linear Múlt.ipla do Rendiment.o para doses de 

calcário e ~6s~oro aplicados ao solo. 

20% ---1> OuLros ~at.ores, denLre os quais i nLeração 

de calcário e ~6sf'oro, termos quadráLicos, ... 
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t 
In~luéncia de cada variável independen~e 

SQ Inf'luência de 

SQ Inf'luéncia de 

VS 

CSP )z 
yi x= SQ ' 

X= 
z 

' 
CSP )z 

yz 

SQZ 

Ha.: {3 ;I! O 

' 

(160) 2 

160 = = 
160 

(4800) 2 

76,8 = = 300000 

F= 33,33 > F. o~C1,12) = ,9,33 9 Rejeit.a-se Hcn> 9 

x~ importante na estimação de y 

~ 
ca.tcá.rio 

Ho<i.i.>: {3 =O 
z vs Ha.: {3 ;I! O 

z 

F= 16,00 > F.o~C1,12) = 9,33 

~ 
Rendi. mor. L o do goja. 

. ( i. i.> 
_,. ReJ e i t..a -se Hc '* 

x import.ant.e na estimação de y z 

~ 
Fósforo 

~ 
Rondi.monl o do eoja. 

(l " o ' 

(l " o z 

Inf'luência de cada variável independent.e pelo t.est.e ~ 

Ho<i.>: {3:t= O vs Ho.: {3 ;I! O 
' 

b 
' t. = -:-=----"'b, 

1 
= -,-,-;:.,v;- = 5. 7735 * * 0,1733 

"' = bi 

r 
QMDR 

[t.[ = 6,7736 > t..o:t<:tz> = 3.055 

z t. = 33,33 = F 

.. 

= 4 8 [ 3ooooo ] 
' c 160) c 3ooooo) -c Q) z 

= 0,1732 

Rej e i t.a -se Ho <i.> 
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H 
(i\.} 

o ' (l = o z 

b z 
t. = ----::=---

6 
bz 

= 

VS H a.: 

o. 016 
0,004 

(l "' o z 

6 = 
bz 

SQ 
ozy/12 2 

csíl )CS~ )-csr. )z 

= 160 
4,8~------~~----~ 

C160)C300000)-CQ) 2 

= 0,004 

I t I = 4 > t.. otc:tzl = 3. oss 

t. 2 = 16 = F 

-+ Rej ei t.a -se Ho cii.l 

Contribuicão Relativa de x:t ~ x
2 

Coe~icientes de Regressão Parciais Padronizadas 

(l "' o z 

b' = 0,73721 
' 

~ Calcário mais importante para fins de previsão 
de rendimento de soja 

b' = 0,51076 z Calcário 44% mais eficiente que o fósforo. 

13.6. REGRESSÃO MúLTIPLA 

~alquer caso de Regressão Múltipla, como qualquer 

tipo de regressão linear nos parâmet-ros, pode ser considerado 

como um caso particular da regressão linear múltipla, no que se 

refere a estimação dos parâmetros do modelo. 

Comuns são modelos não lineares no estudo do 

relacionamento de variáveise um desses modelos é o modelo 

quadráLico muiLo uLilizado para ~unç8es de produção. 

Esses modelos quadráLicos são Lambém chamados de 

modelos de super~icie de resposLa. onde os mesmos são expressos 

da seguinLe maneira. em relação a equação esLimada 
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Ci) Para 2 variáveis 
~ 

Y = b + b X + b X + b X2 + b X2 + 
o :1. :1. 2 2 2.:1. :1. 22 2 

b X X 
:1.2 :1. 2 

Como tem-se componentes quadráticos a equação de 

regressão f'ornece não mais um plano e sim uma superf'icie de 

resposta, que é representada a seguir. 

~ 

Y=b+bX+ 
o ' ' 

,, 
\ 

• 

Cii) Para 3 variáveis 

b X + b X + b X2 

:1. 2 s a :1.:1. :1. 
+b X2 + b X2 + b X X + b X X 

22 2 sa a :1.2 :1. 2 :ta :1. a 

+ b X X 
23 2 3 

Não só a regressão múltipla cons~itui um caso 

particular da regressão linear múltipla como também a regressão 

linear simples ou as regressões curvilineares poilinomiais, bem 

como qualquer modelo que possa ser transf'ormado em linear, 

constituem casos particulares de regressão linear múltipla. 
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14 - CORRELAÇÃO PARCIAL ~ MúLTIPLA 

14.1. Correlação Parcial: Se quisermos explicar a variação de y 

a~ravés da in~!uência rela~iva de X 
' que y 

X 

' 

X 
2 

~/ 
X 

3 

São 

X 

' 

os 

e X
2 

, um estudo de Regressão é 

se adequa, aLravés da relação 

dependência Y = fCX
1 

• X
2

) . 

de 

São basicamente os casos onde Y é 

variável aleatória, isto é, sujeita a 

erro, e X
1 

e X
2 

são variáveis fixas. 

Se quisermos verificar simplesmente a 

associação entre as variáveis, onde 

não existe uma relaç.ão funcional de 

dependência entre as variáveis, um 

estudo de correlação é apropriado e 

nesse caso a correlação é parcial. 

casos em que X • 
' 

X e 
2 

X são variáveis 
3 

aleatórias, isto é, sujeitas a erro de determinação. 

Para uma distribuição a três variáveis o es~udo de 

associação entre elas, deve ser feito através da correlação 

parcial. uma vez que procura-se uma associação liquida ent.re as 

variáveis, eliminando aquilo que se ent.ende por correlação 

espúrea (associação devida a 3~ variável). 

Assim sendo pode-se indagar se uma correlação ent.re 

X e X é devida merament.e a uma associação dest.as variáveis com 
• 2 

X 
3 

ou se exist.e na realidade uma associação liquida ent.re X 
' 

e X que é medida at.ravés do coe~icient.e de correlação parcial. 
2 

Ao se calcular o coeficien~e de correlação parcial 

ent.re X e X removemos a influência linear de X de cada uma das 
' 2 3 

variáveis e verifica-se quao corraolação aoxist..ao aont..re os daosvios 
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não explicados que ~es~am. 

Os coeficien~es de co~~elação pa~cial são expressos 

da seguin~e manei~a onde : 1 = va~iável X . 
< • 2 = variável X e 

2 

3 = va~iável X • 
~12.3 = Correlação parcial ent~e X e 

< 
X quando X é cons~an~e 

2 9 

~13.2 = Co~ relação parcial en~re X e X quando X é cons~ant.e 
< 9 2 

r23.1 = Correlação parcial entre X e X quando X é cons~ante 
2 9 < 

As expres~5es de cálculo dos coeficien~es de 

correlação parciais são dadas por: 

r12.3 
r12-r13 r83 = 

/c1-r13 
. 

2 )C1-r232
) 

r13.2 
r13-r12 r83 = 

Jc1-r122 )C1-r232
), 

r23.1 
r23-r12 r13 = 

/c1-r122 )C1-r-132
)' 

Para se ve~ificar a significància dos coeficientes 

de correlação parciais usa-se os valores tabelados de r ao nivel 

a de significãncia com Cn-3) GL. 

Exemplo 9: 

1 = X 
< 

a = X 
2 

3 = X 
9 

X = ocorrência de inse~os em armadilhas luminosas 
< 

X = tempera~ura média 
2 

X = precipi~ação • 
r12 = 0.41 

r13 = 0.42 

r23 = 0.48 

n = 120 
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r12.3 = 9.41 - C0 0 42)C0,49) = 0.25* 

r-.o!!:i<:U.'n = 0.195 

Existe uma associação positiva entre a ocorrência 

de insetos e a 

preci pi t.açã:o. 

r13.2 = 

t.emperat.ura média 

0,42 - C0,4DC0,48) 

independent.ement.e 

" = o.aa 

da 

Exist.e uma associação positiva entre a ocorrência 

de insetos e a precipit.ação independent.ement.e da temperatura 

média. 

r12.3 = 0,25 < r12 = 0,41 A associação entre a ocorrência de 

insetos e a t.emperat.ura média é em parte devida a aç~;O da 

precipitação. 

r13.a = o.aa < r13 = o.4a A associação entre a ocorrência de 

inset.os e a precipitação é em parte devida a inf'luéncia da 

t.emperat.ura. 

i4.2. Coef'icient.e de Correlação Múltipla: 

Considerando as variáveis X • X e X • o coef'icient.e de 
• 2 " 

correlação múltipla CR ou R ) é dado por 
~.23 

R = ou R = 2 2 - C1-r12 )C1-r13 ) 

onde r12 = coef'icient.e de correlação simples ent.re x1. 

r13.2 = coe~icient.e de correlação parcial ent.re X1. e X
9 

e X 
2 

O ~ R ~ 1 enquant.o que coef'icient.es de correlação simples 
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parciais variam de -1 a +1. 

R ~ornece in~ormação sobre a in~luência das variâveis sobre 

alguma de interesse primeiro. Para se veri~icar a signi~icância 

do coe~ i ciente de correlação múltipla utiliza-se tabela 

especi~ica, similar a utilização para o teste do coet'iciente de 

correlação simples C r), considerando o maior n9. de variâveis 

envolvidas. 
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