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O cbietiva deste trabalho & investigar s clissics quest3o ds medida
da velocidade com gue a fatorial tende ao infinito.

Pratendemos dar uma visBo panorémics desse problema e apresentar

vArigs provas elementares ds principal de taiz medidas: s formula de
oStiriing.

Ao longo ds investigapBo desse guestdo, nos defromtaremos com
algumas  guestBes mals téonices gue nos derdo & cportunidade de
referenciar o lsitor a textos de Cilculo Infinitesimal de carfter mais
30lido e substancioso do que os qus hoje tendem a predominar em nossas
universidades. Haverd, tsmbém, cportunidade pars atingirmos alguns

problemas em abarto.
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1 A Questdeo Maior Due Investigaremoes

Comeo medir a velocidade com gue a fatorial tende ao infinito 7

2y As Duas Versdes Da Questao

Frn Matematios trabalhamoes com duas versdes ds nocdo de fatorial:

—~

- & fatorial dizcreta n !, gque & a fungo de varidvel discrets n

definidapor:0f=1,enl=1"2"3 ... nsenéinteiro = 1.

- a fatorial comtinua 2 1, que & 5 Funpdc da varibvel continus { real ou
complexa | z 2 que é definide de maodo a ser ums extansto NATURAL da
fatorial discrets, 2 que em particular preserva o cardter recursiva

(z+1)l=({z+1zl
Muitos attores preferem  expressar a fatorial continua em termos

da funpdc gama, viaz =1 {z + 1 J.

Apesar da fatarial continue ser extensdo da discrela, € mals fécil

estudar o comportamanta de n i ac n -k w, do que estudar o de z |

a0 z -k ¢, @ entdo par razbes de brevidade nos limitaremaos a estudar o

1'.1

comportamento no infinito da faterial discreta n L Contudo, em ardem a

despertar = curiozidade do leitor e dar maior riquezs a essa exposigdo,



em zlguns exemplos mencionsremas resultados envolvende a fatorial

contInus.

3} Estratéeia Que Adotaremos

Desenvolveremos nos 2a mu;»:\:tlgar‘ao em tres direples:
- buzca de DELI \"]iTA"ﬁGEH INTERVALARER tipa 8 2l = bn’ com

ﬂ

- buseca de TUBSTITUTOS, tipe comportamento de Vol ao n ->e.
- tuseca de IGUALDADES ASSINTOTICAS n f ~ v { n ], ie

v 2

ue serd provada s aperfeigoada no que sepue.

[T - OCORRKENCIA DO PROBLEMA,

1} Na Medida De Complexidade Computacional. ‘

Tipicamenie, o nimero de operagfes elementares para reselver

PI‘“DﬂlemaS combinatirios & ex




Exemplo 1 {simples).
O niimero de operagles aritméticas necessarias para avaliar o

-

determinante de uma meairiz n x n, via definigdo, &:

[ (n i - 1) adigdes + n | {n-1}) multiplicartes ] = n | n-1. Ora,
64
usando & Fformuls de Stirling, temos que 200 = 3.0 % 10 e entdo
6
precisamos realizar 1.5 % 10 opersqdes aritméticss pars calcular,

via definigdo, o determinante de uma matriz 30 » 30 i,tamanhc: bastante
pequeno frerfe ao de malrizea  de muites problemas tecnolégicos e
oientificos).

Quanto tempa levaria o computador mais ripido em existéncia, o
ETA 10-E, pars realizar todas essas opersgdes ¥ O ETA 10-E faz

6800 milhdes de operagdes artimélicas por segundo, e entdc precisaria

&=
aS]

de 7.0 * {0 anos para calcular nosso determinante. Ums Bbvia
impossibilidade, em escala humana.
Exempio 2 {mais =ofisticado).

Dado um problema, cujo "tamanhe® pode ser medido por um
parémetre discreto n { ex.: problema de caleular o determinante de uma
matriz n x n), dizemos que:

- esse mroblemsa & um P-PROBLEMA e existir sigoritmo capaz de
resolvE-lo com um nimerao de operapdes, ou tempo, polinomial em no Ou,
seja: o szlgoritma resclve o problema em tempo D{nk';rj para algum k

natiral.

1)

- esse problema & um NP-FROELEMA se tods candidata s solugdo

. . - . g -
puder ser werificada ser ou ndo solugdo em tempo Qin'l, para algum k

natinal.
Obviamente, tode P-problema &€ um NF-problems. E, contudo, um

problema em aberto:



TONJECTURA DE COOK {1971) P =NF

Se ela for verdadeirs terfamos que todo problems para o

verificar selugpCes, automaticamente tamb&m serd fécil de
Se ela for falsa, como s maloria dos problemas

combinatirics de interesse industrizl {scheduling,

- _— o -

packing, ete.) =30 sabldos estarem em NF, entgo

1 = .
~ovavelmente mulbos decooe opd e hlama

orovavelmente muitos desses importantes probiemas

I3

3]
ndo eatardo em F. C-:rns.equentemerlte zles =4 poderiam

ser resolvides em tempo maior do que o polinomial, e

rruito provavelments em tempo Dfn.f. Ol se jar ndo po

deriam ser resclvivels em tempo humanamente vigvel.

qual € facil

asolver.

21 Ne Caleulo Numérico De Expressdes Ervolvendo Fatoriais.
-’

Essas expresszies podem envolver:

Y

- fatoriais discretos, come & o que ccarre em

combinagtes, creficientes binomiais, probsbilidades dis

i - e - - bl
- fatariats continuas (ou funpdo gama, ja qua zl = [ (=
& o que coorre em coeflelentes da funpfes espacisls, com
Pessel:
- \ 1/ 15t R e
PE - =1} o
bz = 15 2, ‘ | e |
i |2 | ~ : L)
~T S on=U nl (wknil TS

on ¢
- T i1 11 een «w ,
{ o~ e i e =T
| EEn = Ox = i p TR
d s Y.

il

permutagdes,



Tal determinaspdo numéring & feila:
- nas exoresstes com fatorizls discretas o o;
g n opegquenc: diretamente da qsiinigao.

BN ECENGE USANGT aprovimanies sssinidticss
T NEP EXIrESSceR 0om TEiorisas COnliss Zi, 00 F pEgUen
OU grands. ArrivEile-se A Palaesn:
T
iz +ojl
e
(z-+10 {7430 ... (24D

—r -t

onde se toma p suficientemente grande para que possamos

r

avaliar {z + pjl via expansdo assintética {vide detalhes no item IX].

3y No Calewle De Limites.

Frequentemente encontramos fatorials indo ao infintto. Exemplos

E.imrrles pcorrendo na aplicapdo de testes de convergéncia pars séries, no

[ — I - B A iy = -
L e._x.smpiu mals sariztiicaco seris o 2lessico esiudp
gtr'\.!"r.:{-""\r\. 3 -P’-\'\,-IT»‘- "‘])::"". N r-i'-i 1 3 i { 'ty :21 J—I_H -~ ]
EELILISLICS Jd8 :ﬂ..l == aa al=sLr 11_11..1.1 = Oifomisi =D norttrial

conforme veremos  adiantz, no item V, ol esse o problems que

provooou a descoberta da formula de Stirling).

41 Na indicagdc Da Velecidade De Convergénels.

Freguentemente & [til nZo apenss mostrar que uma dada quantidade

converge para Zera ou infinita, mas precizar - wis fungdes elementares -



a velocidade com que tal convergéneis acorre, Isso & particularmente im

-

portante quande tal quantidade € expressa em termos fatoriais.

Exemplo - (simples)

o P S T : P i
Sendo \rn (K o volune ds Bola de raio R e no R, prova-se ques
e N
S = 1 L AT N
[n/‘.‘;l n = n_"‘ Lon J'J[—“"_\""
YV oR=
n'
n r - o .| -
2 n-§ — Csen=1.3.0,
I j - et
na &)
Usando informacgo sobre o comportamento de ki ao k - o podemos

mostrar gue '\ {R ->» 0, & inclusive dar indlceggc da velocidade com

{n

que coorre tal convergenhia.

_E::::i@@ (mai= sofisticado)

<0
. . . - | X :
Quando o pardmetro A - w, temos gus & integral [ A7 dxoval
=1
%

so infinito sendo que podemos precissr s veloecidade com gue isso

Qoorites

Uperagdes
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Frecizamos, frequentemente, obter  desigualdades  envolvendo
fatoriais e que sejsm vlidas o menas para valares grandes do argumen

-



to de tais fatoriais.

Exemplo - {simples)

£ o que ocoorre na justificativa da primeirs operacdc no ciloulo:

By .
TS T
.
. ) o0 - I ~ -
[ et S G ¥ R S5 VC S
o DO EENT P dx= 2 s g 86N A=
=0 T

1_1: O T, A= .r]_: L]
{Jﬂ_ |
3 F]

Exemplc - { rals sofisticadel.

A aplicagde da fGrmula de Stirling mostra que s série que

representa a fungde de Bessel {vide () }, fixado z7 0, & uniformemente

convergente em V' sobre cada compscto do plano complexa.

H

Consequentemente, J, -~ (@ tem & propriedade de ser fungdo intelrs do

Foderiamos evidenciar a necessidade cu vantapem de corhecer o
comportamento da fatorisl no infinito, Par rezdes de brevidade, & porgue
muitas dessas ccorréncias sdo diffcels ds sepsrar do contexte que as

ervolve, lermingremos aqul essa exemplificagdo.



111 - BOLLCAD VIA DELIMITACOES INTERVALARES FARA NI,

1y Teorema.

- fn
Fara tode inteiron 2 0 1 —| =ni = |—
=

Frova:

A série de Taylor-Maclaurin pars a exponencial da:
n n i r_oan
n_..n . n . . fi ! - T3 i
g = lygrdsr+ .+t + .0 S, eentZrnt Fo— = T
i 2l n! S no Lej
e -~

<

For autre lado, usando que s mBdia geamdtrics € sempre = que

média aritmétics correspondente, temoes:

n n i . .
— c - = n intl) {

vl =vyi.2..on = {+4+...+n & N , @ entdo:

=+

) ) n - n -
(el

A B

L

(;'1
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—_ 5 i —— 6 . -,
4. 54 * 10 3.63 % 10 203
i7 18
2 240 * 10 2.43 * 10 2.
31 3%
30 1.93 ~ 10 2.5 %40 o,
15 ) 47
40 .14 * 10 .16 * 10 2.
a0 1.7 * 10 3.04 * 10 2.
156 157
100 3.7 * 10 9.33*% 10 2
2565 E567

1000 5.1 * 10 4.0Z2 * 10 2.

mais precizaments:

Teorema.

Dado 6 real positive, entdo ¢ = nl, para todo n & 34.

pProvas

44}
il
=

para todotal i d = n =

Lk
31 ] |

10



. ce - . .. - n
4} Aplicaggor A Fatorial Cresce Mencs Rapidamente Qua n .

Teorems.
Para todo n inteiro 2 4 nl S R

Frova:

. - L m PN ! IB
Parataiznvale: nt+l =neanfonl 2 [ 0+l 21
2 L2
E”*ﬁ NP I~
el eltsigy tal

_ N
Fara n grande: & = ni
Prova:

Use os dois tepremas anteriores. (JED.

i ] L s
inar, eanrevamos nesk+1. Teremos entdo:
L B

ik+1 iR J




I
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o~
I.-..
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i“U
-
—]
]
]
:

o
.
7

=

s

v 7 oy ] . _ - - 1 -
{3 COonyal g cla e sSEries numerioss iz o teste da reiz & comum

precisarmoes saber a veloeldade com gue val val ao infinito. Assim:

21 Teorema,

ac n -k @z ko~

da teoria das sequéncias numérico

A

LI.J

temos gue (2endo A 0%



n n
L] . a 1 ) |_ - 1 f_-_-q
Hm inf "ntl S limoinf ¥ a, = lirn sup Va_
IS
&
n
i
Consequentemente, se existe
. o 3
oS dols tem o mesme valor. n

Aplinando e==sa observacio no caso em aue a  =ni
M

1

a ; . n n
ntl o (nklld noo n_ i
a ., ..+t ot T
n in+1 (n+1) F,o N
[4+1
n
Al . 1 , O sedias
i r‘}‘ — o
A N &
N
n
vl o~ (R0,
=]
Prova n® 2,
Usando apenas o teorema da média, aplicado a funga

< lim sup “ntl

s
fout §

n

Y a i + iE el 3
fim "+l tambem existird lim Va_ e

n
/N , Leremos:
. L, & entdo:

¢ a ’

Conseguentemente:

£ k1) In kel



=
o

e ent

k

o, finalmente: k Ink+! 1 { k+1) In k+l

-+ |4

-

—
A

'."""‘ﬂ""'

i

ll.—
S k=

i

—
T

agora fizerm

~

P ——

o] fet
| N I

LT —

]
IR IR
nl
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Vo- wULU AD VIA RESULTADOS A“%SlNTDTIFOb. HEURI‘DTIFA E
HISTURIA.

1) Observapio.

, . : I ,
cxaminando a tabels feita no I, vemos que (n/e]  parece seguir
muite de perto os valores de nl. Is=o nos leva a seguinte:

2) Coniecturs Inicial.

-

son-t@ onl~c . n° com o= constante & O<adl.

L) 1 G{:
Ela equivale 5 afirmar que, psra o e «s achar, vy ~on torma-se
tanto mais verdadeira guanto malor for n, e onde y=nl / [n/e)
~ n , - ~
Ora a relagdo y= o n da log y= log o + o log n, que & uma relagdo
2]

linear entre log v e log . Uu sejs: & ralagso v ~ cn” serd verdade se e
somente se desenhando os pontos (n,y) em escala logaritmica sles
tenderem, ao n -r @, a uma reta.

{2 grafico na proxims folha confirma essa hipStese e nos permite

determinar aproximadamente o valor de ce oo .



r——— .




Caleulandp os parémetros da reta:

I."-\..i

log 79.472 15180 - log 25.087 1798
jog 1000 - lop 100

3
s
e
L0
(]
~J
LS
)
)
i‘—h

g

b

4} Melhorando A Condectura Infelal.

n

~ .
L T i S — 5
Visto, conforme ealculamos acima, gue e = 172, e O = V2 .
conieclirarmoeos guss
r Agh! -
. 'n I Vamn
nt~ = - .
= J
T 1 - Oy Py P g ' =] & =
Nes ltens segulntes provaremos a veraoldsds desse resultado, o qual € a

Famosz formula de STIRLING.

5 Breve Historico.

Em werdade & impripric chamar a Brmula de (4] de farmula de
Stirling, pois:
- & primeirs pessca 5 se

& Dy
o infinito fol OF MOIVKE i’_‘i'?f“jD}, smbors  esse  jamals tenha

evolinitadn wnes [Grmuis zesintotins para nl.

16



- STIRLING, motivado por De Molvre, publicou uma f8rmula assintd-
tica para nl, mas essa & c@mpletamente diferente da dada acima.

- atE 100 anos atris usava-se apenas sfries assintOticas para nl e,
embora seja trivial delas obter a Forrmuls acima, foi acerca de 100 anos
gue swrgiram as primelras demonstragfes da formula de (4],

De qualquer modo, & interessante dermos alpuns maiores detzlhes
acerca do envolviments de De Molwre e Stirling quanto a nl

Partindo de problemas scbre jogos de szar, Us Moivre ©.1730 fol
levado a estudar o wvalor {soc n - @) da rezsc entre o termo central da

binomisl [l+1}n &

11

soma de todos ssus termos, iec

ni

n
i"l

)
L2 ]

Nesse processc acebou, essencialmeante, obtends wna das mais
bisicas relagles da Estatistica, qusl sejs: a relagdo entre a distribuicdo
binomial e a distribuigdo normal. Mas o que mais nos interessas aqui &

qua, para tal, De Molvre provou que:

sendo que i==0 e divala o afi

Contudo, De Moivre jamals escreveu expiicitamente essa Gltima relagdo.

Quanto ao valor de B, De Maivre conseguiu BPENAS provar gue:

SEVIN SIS SR S
1HB~ 1“1~. D 17E e Ta BT

17



Fediu ent3o a ajuda de STIRLING, gue na época era um dos maiores
especialistas em teonicas de soms de sériss. Esse, usando a f&rmuls de

WALLIS, provou que B = Vix

Além diaso, otirling obteve uma expressgo assintdtica mais completa,
iz urna serie assintdtice, para ni, conforme veremos em VII, onde

t

aprofundaremos os aspectes histbricos desse problema.

VI - FORMULA DE STIRLING: FROVAS
{7 Tipe De Provas.
Az provas desza férmula podem ser divididas em duas categorias:

¥
~ as que NALJ determinam o valor da constante cem nl ~ ¢ [“n_} VN

i 2
I "1 n
H 4 II n i |'“":]-__"
- a3 que acham o valor de o, provands que nl - i Varn
L= .
21 Provas Intuitivas,
AT Provas ds segunds categoris, iz as proves mn“w tas, em como
principal dificuldads a determinagio da constante © = Viw 0 que as faz

o tanto téonicas e ndo naturals, Seris um interesssnte proieto did8tico
& descoberta de provas intuitivas desse resultado, pols o tornaria
acessivel s mesmao zalunos de cursos iniciei= de CSleule Infinitesimal.

V na categoria de

1

Ohviamente, enquadramos o argumente heuristico d

'car'gurmarlt.{:srz 'r.‘.'frr'ipi'z“ir:.t:nta & entdn nan matermatioes.

- — lan ] i =y ~ . — N .~ ."—-‘ .
j Frovas 2em A \__.an?.-tante: TECT}IQE DB QErie Telescfpica.
= Al 3 v b z _[ _._ e - n .l'“——_' )
i detln‘{“l—nﬂc 3 EE'JL{I_IEAT"DEE‘._ . Am ol = ! n } \" n. oy
in'n o Yr
=t
t = ae = , ‘_J'
Nos PHELErﬂa :1_"11 o Jue -\ ~ ol ]

18



W v - P viamente telesrAnd e
L oo nampl ey - n v, € obwviaments telescbpica, pois:
n v
n
-a':""} "]""“ = Y - Y 1'.‘\-"-_ | e, - A - ' =
sytagt ke = dnye - Inyy + Inyp - Inyg + Ly h}n
— ] Ay -] R
= mgnﬂ Inyy
e entdo sus oonvergéncis implicars a da seguencia ln‘g_ﬁ_ﬂ - by, , e is=o
i

ol

n
(rs, oomo: £ N
; n
i NPT e B e ST
s TR S LR (n 1773 !
4 B nl - B l | i = 1+—F1
}}_1 i ”n.i“ﬂ'i‘i - - =
+ —
[ V1
e -
- o
FepLE que:
a R fa L 'a o
s +1 i b 10 | tv it 1
3 }n _ }"H——::;l fil+=10 _, Ind=it=-3=
an = In =i-0 2 In ni=t- 0 2L def
¥n
oy = I P ‘ - 5
} 1 1 ! ! P ]I 1
+ o Aoli=1- I~ + 5 - + o = - ,
- n? ] ‘x 2n o JInd Zn 4nd [ ne 12n?
e entao = an & convergente. JED.

19



4) Provas Sem A Constanter TEcnica Da Integracdo Por Trapgzics.

- [ i —~ 1
A formula classics ds integracdo vis trapézic:
b A
r (et L £ Frem e A oa = E
_ fis) + £ib o fbeaj f {E) [ ooma = E 2h,
fix} dw = 5 tra] -2
Fa A

nas farmece, o easo de flx] = 1o

.*‘[("f* j

™,

In k + In {k+ 1] { , com k

R T | )

ired ax = =5 + =
H [ J‘i ~
.—K [ :T_.

nonsaguentements:

I”:‘I"
f'-

+-
5,
L
+

A

>

——11-.— ot [ =Inl+In2+..+

_'J 12 ~— - f__‘: f
: i L F !
- T4
y 0 !
r . L 4 H i . .
_.!-_ in l._n*ijj - ';; i n + ,‘l":] E _'E— + wax 7 H o QDM
L L. i - }
t 1 f.: 4 -
) i3

[
+,
[—y

=20



nlnpn-n+ 1 =

a8 DOmo

B e

n

gents, & entdc que tam

In nl *-1:,—-

(n ) ¥n
& convergente, Segue guE In ii——;J T & conver
fwd H

i‘ ."__..- n LS fl
/=l VR

nl

bEm & conver \:":‘ﬂtr"_'-’ & r‘EZEC-:

Que Determinam A Constante.

“OvEE
Provas

detlerminam o valor da

usando 0 caminho

Q3]

constants

& na quei, obviament

rar.

sem nada alie

21



Wallis obteve essa [Brmula {16562 Arithm. Infinitorum! ao

caleular a rea do guadrante do efrculo unitirio, via:

Modernamente chega-se a férmulas “de” Wallis vis outras integrais,
como:

E |
A (49!
r 4 r d}f
n -
zen X dx -
0 DAY elc.

™ i inle
LM an 17

da guasl podemos facilmente obter a formula original de Wallis & vice-

VEIME4.

I3

Dito isso, voltemos a determinacio da constante ¢ em:

rn*\ n
niwcl-gj Vo n

L ]



Prova n® i:.

Fartindo de {*):

T i 2.9 0.0 2n - i »;,L'.’m 4
L T Y I Y B = e

PR I e
e usando que nt ~ {0/l V n . o temos:

4 4 a2
C n

1 i
~f 2n V" VIR _ o 2entr
4n = J B
E S
¢ 2 7 _4pyg pnte
(zri! (Znd+13] = (&)l J{dn+l) ~ 2na{dnil ~ o 2 =
4n
e
2 =ntdo:
: - Yoodnt? a4
x _lim <2 c© n ) & _
27 n $antd 4ntd
& oo n
limeo .. o _ % ..o _N 2
— '_"'":;' TR ke T
y

o TOR n -
Frova n” 2

Cam

Comeo exercicio {alge dificil) padimes ao leitor mostrar que:

I S UG S TR 4 » i) B sex £ 0
- iy |
o N /4 - R 4N
G P A P N TR 1, S B DY
{12 a4
f‘ L] "~
. - . E e
daf, provando que ! e dw=lim |
4 -k 18 7o REH
[1+ x=i
| -
L n |

i
Lo
s



coneluir que:

- = 1im 2.9.6., ... Zn
- 1.3.8. .. Ent) ] n

B3
i—_l-

- ol prove que desses resuitados sal a f&omula "de' Wallis (%

- ou partindo desse limite, prove que o = Vi

V@I*‘ﬁE IE= DE STIRLING FARA Innl.

£} A Série Histérica De Stirling Para in ni.

Em 1730, Stirling {ns proposicda 28 de

=eu livire Methodus

Differentialis) =e propd= a achar a some de logaritmos cujos

argumentos variam em FA.

- Trabalhando com a série binomial obteve (em notap3o moderna e

usando in onde ele originalmente usou Iogy )=

( 1.
Inl+nd+...+lnn= |n+§J1n | ntd 1— {n+é J~ —-l~——-+
LN AN 4 . _- w.
g%jn+§
{-v
7 & k)
P 1oInd i 1 7 |
r A -n Az [
- cen = - - - =— - e = +
! - " | 2 2 71z TEED J
2890 “”iﬂ
' -irri
A seguir, & partir da formula de Wallis, ele moatrou que:
— ! i i i / |
Zr=- |5 In = - = -5+ =z .
in V.27 W iy 5 s -5t 5E0 T |



e disso concluiu que:

SR
Innt = In \f‘_+ Jln - [”“ﬂ I S
. A r J‘_ 4
24!“‘*} J
+- i +
R YA
2880 ”*’EJ
1
gLe nodemos resscraver adimos
F s i -
| =\ 21 ) R S SRS
=Y AT 2 &4k 244 EEERIGT L +
L

21 A Sgrie De Maclsurin.

-

Esee, am ssu Treatise on Fluxions, de 1742, fol o primeira a obter
a versdc da moderna série assinttica "de” Stirling:

In (1)1 = 4] lnn -0+ Ine + | 7= 52 + g + )

que podemos reescrevar

311 i
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] ]
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recordamoes no bloto ahaixo:

]

- =30 definidos via a identidade

[y 2 o =

,'\_

1=

TrT

:3!

X
L

- disso tirs-se & seguinte recursdo (na qual

identificagio Bl‘ +—* B ) I Be= |
i

deve-gse [azer s

, b eto
H. = B.., = —= B..= - — 1 -
5 47 iz 273 20 550
EntZo, em notacdo moderna, Euler concludu gue:

1

. . e [N !B:E }b‘l'

innl=Inver +lntdl Inn-n+——=— - 55—+
- “ 1.2n 3.4

53

(LA

)]

3
e

tJ
i




Fodemos resscrever o resultado de Euler como:

| ['-ﬂ"n Vamn exp lI_B2 { By i B 1
‘““ITEJ TZh T 3E T Ee wo et
|
B T
P é + o |

 E—

4} O Alerta De Cauchy.

Nas expressfes acima, para nl ou ln ni, os termos escoritos parecem
indicar a convergéncia dass séries. Contudo se tivermos um pouco mais
de paciBnela que Maelaurin, e caleularmos mais alguns termos, veremos

que a partir do termo n'? os ceeficientes ficam malores que um:

Innl =1n VZr + (n+{3) Inn-n+ 112}_1 - ?éuag- Toaen ”

174 611 1
- _ —T_;]—g_ T
125 400

Maiz do que isso, Cauchy (1843] mastrou gue em verdade eseas

series sdo divergentes.



Com efeita, isso flea facil de provar usando a varsgo de Euler (3) e

sabendo ¢ compertamento no infinito dos ndmeras de Bernoulli {vide

Henrici II, pg. bz4):

— 1 ‘ .
Ib:}’r\! 1 1 [ i y HI\' ]
~ [ —= ) v o4y “ .
(2le-1% {2k 2 q - f {Y— V TR 0
Ul - = n i -j}f\':: =

Fess  observapsc ds

conceitusl: como & que tals séries cjiver‘gezitea prestavam-se ao caloulo

nuMmerico’?

A resposts 6 surgiu com Poincsfe

1,
-
X
I
DA
1
(1]
-
—
by QJ
3
it
D
=
<
.
o
il
1))
)]
Z
e
)

oomo sEries convencinnals mas como sériss ASSINTOTICAS.

Uma soma ay + — +

> .

£ dita ser:
I I T [ i rm
i'l.‘_?i.,.'r S, Tixando €

—~



Fix) - Jao +

r
r = =l By E ~
| Lo e . K b . B ]
Flx) - 1aq + 4 — + g [ ERp s 0 comoa 1|
[ = v T f\ i ‘; K !
1 oy E -
d

{1
f : . S . T P ;L

ap = S0 12, S8 40 X I« GO LW b il I.,__T_.
' ¥

ESCI"E\’EINQS I’"EEPEEti'\,"aﬂ—E ente:
51 52

- T = 8p + =+ e

+ ...

aj a
“ f\{:‘)) i 5[}‘{“ . + ] + ..

ou tambEm: flx} =ay + ~— + ~——= + ... t—tao
&

Podemnos ilustrar gréficamente a diferenpa entre essas duas noptes:
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N\
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o} Versic Moderna Ua Série Assintdtica De Inn

Innl~InvVdr +{n+4 inn-n

Innl ~Invir +in+4iinn-n+

innl ~InVidr +n+4% Inn-n+

eto.

ou mals precizsamente:

!

el
T Ko
[
:2 1

ok { (1]

+ T =
(2k-1) (2 ekl koL,

As vezes pode ser mails {atil v&-ln como:

R S L

onde Jin} & chamada fungZo de BINET e

=

-

+ ...+

Ly
=
l
[
{
- |1-4~
+
-
y|
l-ri

De modo mencs informativo, tambe

E‘;—- i
2k i o 1
iy =11 T =7
(Zk-11 {Zk] Ak-1 L k-1
L - n
tarnben podemos esorever:
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(n 511 :
nl ~ ik—”_J Vimn exp

=

N
3
L)
o =
L
!

£
nt ~ t

o - = 5 ]
ni - f~—[ 27 exp 14— S S S ST KL — ——
e ~ Tl on 3.4 n° (Zk-11 (2k] ,{-k-l

provA:
precisamos apenas ser mals precisos do que o fol Maclawrin no {2), e

iz=o envolve usar wma forms mais rigorpss da frmuls de Euler-

\

.

Maclaurin, como & o caso da Seguinte:

Teorema (formula Buler-Maclaurin, versdo de POISS0ON].

1

Loy R o d—:kﬁiﬁi o T T i
Sendo e O ({ L, n); entdc: o
[ I s LI R Al SR !";_‘I. R .}_ roe % .y _IZ r ey
FlLy +F2) + 77+ Finj = 7 Fledde + = [ UL+ Fl0l ] +=7 [ F i) -
: ) s
; £ 21
.

L2k41)

-
[ Bl f (< dwy onde i) = (-1 = T
i =1 [(Znyxi~
I n=1 («n¥w

Aplicando essa farmula a fix) = In %, cbtemos semelhantemeante a0 feito

£y
B {4



Nos resta:
- provar gue a Gltima parcela € ofi/n
- provar que o valor da s8rie numérica entre parentesis & In Vir
Vamos a tals provas:
FARA A ULTIMA FPARCELA -

usando que $ & periodica & continus

s (I " R
oY - r - o
n 2kt 2K+ Y
% n (2k) n

o'k F 10
- e =0 |
SN | ok J
n n A

QUANTD A SOMA:

Focrevamos o, =1 - S S S
K 2 3.4 [Zk-17 (25



e entdo € constante em k. Conseguentementer oy = o

1) A Expressdo Oue Buscameos.

e ums representagsc em série assinttics npar

ral

ter & Forma:

-

fLLIp— b co ..
| VAmn la + — + — +
N no o one ]

=4

m



Parece sar colsa facil achar os coeficientes a, b, o, ... na série acima,

: HP= o T .
pDIS J' Vimes QL['.::- I a1 -+
1 by T J i
NI LIS N

P 35 ootivermios  sé&cie  assintdtica pars a fungdo de Binet Jin).
J (]

Consequentemente, um carninho & obter s série assintflics de s
partis da de Jinl. Os detslhes, contedo, ndo sic 6?::\!1& e apelam para

métndes de varidvel complern snilicados 5 "\»"’EF"\."'%‘J iLONT I A da

A - . =~
exDresssn aclms, is &
i

N N
=1 — = :
Sa - =
. . I e e R . g . '
i - L M I T a— 2 — o~ - = — L — —
Henriol i oy 577 JoOagZenyiive @sss Ideld, Culeool
o ] 3
a s r . ] Ly 4
L} .
- i LI - .L

i
[n.
=
-
Tr
Pa—.
rJ
i
U
!
q.'l':!
._i 4
W
=
)
I
(.
por

nl, tem todas as poténeias no).

:"'1
2
=
i
L0
b
m
Ry
[
£
13
11
183
.
i
m
i
!,_,.
"1
]
Ry
_p‘j
i
k
fhr
1,
o
o

[]"1
l

N'"“D == canhesce nenhums  expressic em  termos  finitos para oS

4
e . U . o o - . et e
cogficiantes dessa 381 le, Mas Dooamas expl agss-los via recursde , COIMD
R 1 . + 1 T -. -—;-—;1_.-
(vide Hemrict 11, og 377; . ]




tendo-se: % n2l:nh =—n-1{+ —— n-3+ n-a+...
n 4 4 by

'
1
1

'a soma do membro direito termine quando o Indice de h chegar a

0 ou i}

A literstura também traz cutros métodos para obter a série assintttica
de nl, sendo que tedos eles trabalham com a fztorisl continus z! e
tipicamente partem ou de representacdo integral para zl (como faz
Henrici I pp 402 ac a—plicar o lema de Watson-Doetechi ou de

g
representagac integral da fungde de Binst Jiz].

3y Um Método Zimples Para Achar A Série Assintética De nl.

Trabalharemos estritamente com & Fatorial disorets szsociada a0 método

nl = |— - n
8
e entdo nos bastari achsr os coeficientes da igualdade assintftica:

Ora, na notagdo do (3) do VI: }‘n = v/ Vdw e entao, of 13 visto:

n’o-
Y 4 i oy
. : . ! I+ i [ 1 .
In A -inA =inhy ,-lny =lp ——=- 4% +ol—=1| %
0t n Yty n Y, {2n* 7 YRt

Mas por outro iado:



o,
'
] - |
— = 1 e
}
n.lJJ_aI.J. . ~
' — = *
1) —i - %
e | Iﬂl [ -
L lq—l. Q
" i n.. R |
' " — | o I_l  — .
* : St “
1 -+ ——— 1 ey =it (7
L | e
1 e |y [ )
T - H.'.a 8 ' J— .+
_“.r‘m._\_ ™ N |ﬁ__ﬂ. i : [ i}
= £ i m,

t e =y g
& - S m ~ - ¥
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i \ H
....... b ) o
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&
=
v,
jug
3
b
o
[
[
i
*
s
|20}
|
[,

E_-I-
[=_]

se am %) & {* ¥ swxplicitarmos os termos de ardem superior

pbteremos, de modo semelhante ao feltc acima, os demals coeficientes:

LG
et
0l

:‘1
r‘j
|--1

IX. IMPLEMENTAC Au COMP CNAL DAS FQRMUL AS E :aERIES

DE STIRLING.

P ] f : -1
$) Problema Computacional Gersl.

Dado o nlmara 7, descobrir coma oslouizr facilmente o valar numérico

|3 1 ~

de z!, sendo que a_gf.:zra tsl z ndo &€ mais necessariamente nlimero natural,

..} ou mesmae complexo.

2
2
-
1.

2
11
[1
-~
i
a1
o1,
[h
f{
=
;
|._'|_
;:-r
i
i
t
|
=

Conzequenteme f'lt::._, usremos ter condiebes de poder cslcular colsss tals

21 Versdes Continuas Das Formulas Assintfticas J& Achadas.
[z"
- b f ' £ =
. Férmula moderna de Stirling: zl ~ = N2z
\.E A
s 1 - H fn I ' f-':}_'_'—" i“ "..‘;.‘ i = - j.
. Férmula histBrira de Stirling: 2! ~ Ver | — J L COm Z =zt —
= - L= 2

4



. série histrica de Stirling para In zl (nctagdo: z = z + 3
Inzl =InVer +zlnz- z- + ]
e 24 T~ T Imey Tnv e

. série modernas de Stirling para In zl:

Bn j_ B4 1 B';h—
i__ " = - uk.
onde Jiz) = Er T o N

i

4 : n —~
z N i1 39 4
- 1 ; e ; -+ — - TR .
— — LS ) =13 = K %
zl ~ T}J R s 12z 88 =z 51 540 Z°

LT

L -

!

571 i |

© mHTATS Soom TR T ,:

‘-J:‘ hr"":'—' -'x.'ii\..ﬂl P ;



ap - Stirling histérico: z! = Vir

aqp Stirling moderno: zi = t—;—

o P ' - . ™™ ] =
Stirling histérico de ordem {: zl = VZ» =

“mr - e

, COTM

- Stirting moderno de ordem § via Inzl @zl =
l: ]

¥ A} s

TRy : : PEod : |

AV otirling mederno de ordem 1: 2zl == | [2mz L 2
J 1 = g £

(- Stirling histdrico de ordem 3:

Pl T [ —_ -
E!:\_f',:_’fﬁ'“ i'";-]i gxp ii— ih\ + 4 - =z T i,:-_—?‘l“é
Le) | 24%  2880% 403207 |
.

- Stirling moderno de crdam 3:

VIl

T
—

|
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Fara Referéncia: Alpuns Valores Exatos De Z1.

18

2067
5735
9130

Nag tshelzs =

aproximacdo pars zl

obtidas pelss f&rmuias de

=t TRl ) % e — e ",_r{::-—" —
SEEUT 8 dado, para VYHrlos

valor obtldo & dads & quantidede de digitos

aproximagao:
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by Computacio em Baika-Exatidie para a Fatoria

al.

trata-ee da seguinte versio do problema geral de (1]

[

queremos o valor de zl com poucas dipitos significstivos exatos,

digamos em torno de deois digitos significatives exatos. Por ocutro lado,

gqueremos chegar a tal velar usande uma aproximagdo a masls simples

‘-_'_i-'_", .i
possival.

-

7t Fatorial Baixa-Exatidior Solupdes Obvias,

As mais 51mp1~9:—t aproximagtes na lista de (3} =ao oy e Uy

(0= valores caleulades e {(3) nos dizem duss ool

1=

irling histérice € mals exata (cerce de 0.3 digitos

Signiﬂcatiu-'os sxatas = mals] do gue & Stirling madarna.
- segundo: & exatidso desses aproximagCes plora em vizinhange do zero,

onde & de cercs de 1.5 digitos significativos exates, e

aumenta {come ndo podarls delxsr de ser, vista a naturezs

assintftica dessas fdrmulas) a medida que z se afasta da
origemn. Esse sumento & monbtone mas lento.
Se quizermos uma exstiddo malor, em torno de 3 dizitos significativos,

vemoes que das sproximagdes de (3] as mais Simples seri

iam: aIII, D:Iv,

xs - Ou sejs, precissriamaes ir a sproximagdes de ordem um. Dessas
7 e &
sproximactes, a mais simples & a o, .

45



e o Lo e . .
8) Vers3p Baixa-Exptiddo: Aproximactes Paraméatricas.

~ —_—

L T n /
. [ n ™ e
Se 8shrevVErMDS Ph (A} = [""é'"] NS 2w n *—*%—3\— , Onde n =
- n’
=ntA , vemos que
P {0) = Stirling moderno
p {3} = Stirling historico
. ao+d n N
p (1} = ! 1 Vigmtil = -2 ! : Vemrintiy ~
n-’ e - ’ n | n e - !
. - e -
" '\n
n
~ !-—~— 2T n
S A
Is=p ros sugere que, 20 A variar de 0 a 1, 2 exstidda de 20 {A} aument;

1

até um méxima e entdo decresce. Ual 5 idéia {de Wavne Bowers] di
descobrir o valor de A gue da exatid&o méxima para p_ {A).
Fara tal, iniciamos observando que:

e

/
;o n - n—i—,* ———
_!1} S oom A o INTTE NI (%)
& - ~ A A
' n &
e consequentemente:
I'H'% i 4 1\ bl I'H-:{r i
(A = ¥ dmn | T — =
N - n n A
& : 2
[ n [T ! A _¥l31+% A (¥ M
— = 1
=N Zm lmf P = !
- - E’ j k "_i __r|

& ¢y



Mas sendo definido T f/\) = l + ) e

{0y = 1 .

F( ’}...\ SN R L RS
LAl = i } i 1 T 2]‘1 | i\ —E—_}'}_J

e (1 1 i

B0 = 1+L +Enjl_?.n

) =P -] L (e
3 Zn L n

3

"1 _1_]e“"r1 N A T

Al U T S
[ -

o0y == 00y - | ek [Pl
L Al L Zn |

Diszo conelul-se que:

=1, A A {1 1} o
B R R (TRt R

¥ n = L
- = | - A
p_{Al = Vdmn o | A St S
n - e | A Zn
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Mas daf, comparando tom:

| = 7 [ ]1“1 |_1 L4 N 1 . i
ni = A - } i Y vy
- L e | 1dn 288ne
vernos gue hi erre minime guando L AN » OU sejar
£ Vo a B . C andc - : N
1 1 Zn = on
3 yT

A - A= - pentao: A = =

(':.‘ It

Resumindo, visto { * ), temos a nova aproximagio:

n+4 _
- . A = - - 3
- N 10 VZr  ,comn = n+ Y2
gyt M= - L ‘ z

Y97 Confronto Das Baixa-Exatidio: Classicas » Paramétricas.

Em ordem de exatiddo crescente, masz complexidade tsmbém crescente,
tinharmnos selecionado as seguintes aproximandes clissicas: drps Opn Oy

gue agora VaIMOos comparar cormn a aproximagpdo paramétrica A7y

1t= 1.00£4479%263

21 = Z2.00Z086R08H
2.7
21 = B.O03386865%5
3.0
4l = 24.00844873
4.2
St = 120.0288764
3.3
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I
i

-J
B
(.
0
PR
0
I
3
|

3.5
71 = 5040665324
3.6
8l = 40324.20534
3.7
9 = 364910.5009
3.8
100 = 3629051.0189
3.9
200 = 2.432947260 E 18
4.4
200 = 2.8584851070 E 34
4.8
401 = 8159102210 £ 47
.0

o0l = 3.041418786 FE 64
0.2

Conclu=3o:

pela simplicidade, preferimos oy & .

10} Fatorial Alta-Exatid3o.

Dado z real cu complexo {(distinto de -1, -2, ...] sus z! =2r8 obtids via o

=1

seguinte algoritmo:



| ) -
- tome o menor ninteiro 2 0tgn+ Rez 2 5

- caloule {z + njl  via oy
(z-+n} |
z+11 (z4+2)...(z+n)

- calcula, finslmente, =t vier zl =

Vimos que para vy £ 5 a sproximagso a,p da vyl com erra ABSOLUTO
de no méximo 10 wunidsdes da décima casa significativs.
Consequentemente, descontande algum erro de arrendamento a mais
quando da divisdo pelo produto {z+1) (z+2) ... (z+n]}, devemos esperar
obter z! com erro sbscluto menor que 20 unidades da décims casa
significativa, ie % 20 * 16 10‘

O fluxograma a seguir mostra como proceder para programar o

algoritmo em uma maguina digital:
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+1) Exemplos Finals. .

7! via
Z (84 5 .
I IV
-0.5 4 132 731 355 4.498 281 566
0.5 0.760 173 450 U.598 038 821
\1’7— 1,183 103 224 1.254 913 194
T 7.000 329 738 7.188 709 333
; 0.509 123 880 0.4898 120 602 -
0.110 987 695 0.152 960 523 1
1+21 0.099 794 167 0. ii2 255 172 +
0.321 589 373
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