
Universidade Federal do Rio Grande do Sul 
Instituto de Nfaten1ática 

"lhna. Nova l\1edida. de )...ssocia.çã.o 
P''t'a 'f\., l)e1as C11e (1 '~t1 ·t!":'::'e"rl··-! .... a - .1. a..1 ·l ... 'v 1110 l..·lcL 

R:tC e Aplicações 



1JM.L\ N.)Và MEDID..Z\ DE ASSOCIAÇÃO PARA 'IWELAS 

CE CCNTI~KCIA RxC E APLICAQSES. 

Jandyra !vi . G. Fad1.el 
IJ:\STITUI'O tE lV'J..Z\'IEMÁ'riCA 

UFRGS 
Av. Bento Gonçalves f 9 500 

91.500 - PORTO ALEGRE - RS 

l. IN'l"roiXJÇP.O 

Una conhecida rredida c1e associaçao para tabelas de con tin 

gência 2x2 e a razão àe produtos crJ.zaàos ( crcss product ratio f odds 

ratio) , a qual é dada r,:or 

tfJ = p11P22/p21p 22 onde pij são as freqüências observa

Ck1s nas quatro caselas da tabela. 

Supcroc>s que exista una distribuição bi variada contínua ~ 

sociada aos daébs da tabela 2x2 e que as dicotomias tenham sido forma 

das por p:mtos de corte arbitrários nas distribuições marginais . Seria 

ronveniente que tivéssemos urna distribuição bivariada rom a propriedade 

de que a associação entre as variáveis fosse rons·tante inàep2nde.nte..m2n

te dos r:ontos de clirotan:ia escolhidos. 

Pearson e Heron [1] w.ostraram que é sempre possível CChS

trill.r 'l.mE. superfície p:tra a qual o parârretro de associação 1p é a::ms

tante para toda a divisão for:I'l'.ada pelos pontos de dicotomia . Esta dis

tribuição foi dernminada "sur:erfície de associação cxmstante" . Plackett 

[ 2 J reintroouziu a rresna distribuição, no contexto, urna famí.lia de éli.s

tribuiçoo bi variada oo.rn um parârretro de associação f cujos merrbros da 

família variam con.fome a escoJ.ha das dist..ribuições rnargin.ctis. 

l"k~rdia [ 3 J rrostrou as propriedades desta distribuição e a 

deoomi.nou "'li.r,:o-c" ou distribuição Tip:r-Contingência. Esta c1P....n011\inação , 
tem a vantagem de clararrente designar t.odos os rrerrbros da fa1uilia corro 

por e...xenplo: dist.ribuiçoo Tipo-C-'J:Ibrmal; distribuiç2o Tirx:r-C-I.ogística, 

e tc. 

O parârretro àe associação (\J;) desta clistribtri.ção é esti..11~ 

Cb pela raüc de produtos cruzados para dados apresentados em tabelas 

de oontingência 2x2 • E nais, para qualquer , rerrbro da farr~Llia t:Lro-C, 

o roeficiente de rorrelação é uma função a:pena.s de lJ! • 



-COnsidere agora o caso geral, quando os dz.C.Os sao aprese_!! 

tados em uma t abela de con:tinJência RxC , a qual tem variáveis margi

nais o::m R e C categorias ordenadas, respecti val'll.2nte. Co!ID podería

mos estimar o parârretro de associação ( IV) da distribuição tip:::> C a qual 

nSs sur;onns associ ada aos dados da tabela RxC • !\Este trêbalho nós a

presentarrDs o rretodo de máxima verossitiúlhança para estimação do parârP~ 

tro 1/J , e a solução da equação ee verossimilliança é obtida através ào 

processo i terati:v'O derominado M2toéb de escores de Fi sher. 

2. A DISTRIBUIÇÃO TIPO-c 

SuJ?Onha duas variáv-eis aleatórias X e Y com í"Ul1ção 

distribuição F(x) e G(y) res_p2ctivamente e função distribuição con

junta H(x,y) . Qualquer distribuição bivariada cnm f.d. H e f.d. rnar 

ginais F e G pJàe se:r dicotomizada et'U tnn ponto arbitrári o (x,y) for 

manéb-se urna tabela de contiJBência 2x2 . 

Se ja pij , i,j= 1,2 a probabilidade que t.nna observação 

esteja na casela (i, j) , a qual é dete:oninaàa pelas dicotomias ro !_X)n

to (xly) . Seja p11 = H, p12 = F-H 1 p
21 

= G-H e p
22

=1-F -G +H 

ros terros 
y 

__ H_j F~li F' 
X 

~tl __ L l-F- G·I·!1 l-F 

G l-G 

A razão de produtos cruzac.os 1 !V , para esta tabela é dada !_X)r 

H( l - F- G+H) 
,t, -
" - (F'-H)(G - H) 

então 

{
r[s- {S2- 111J! (t!J-l)FG} 1/ 2]; { 2( ~J-- l)! 

H == 

FG ( \11=1 ) 

S=l+( F'+G ) (~j~ -1 } . 

Esta expressão define a função distribuição tip:> C Se 

X e Y s ão nor:mai.s a distribuição dadas p:>r esta expres sã::> é a clis-



tribui.ção tipo C-ro!:w.al, se F(x) = x e G(y) = y nos te.:T.os a distribui 

çao tip:rC unifo:r:rne. 

3. PR!XESSO ITERATIVO PA..~ ESTIMAÇÃO lX> COEFICIENIE DE 11-:i 
SOCIA(j.D IV 

Sur;onha que as variáv-eis U e V sao classificc.das em 

R e C categorias respecÜvarrente, formanoo-se a tabela de oontingên

cia RxC • Assurninos que associadas às variáveis U e V estão as va

riáveis oontínuas X e Y cx::m clistrjbu.ição bivariada contínua tipo-c. 

Sup:>nha que as formas de F e G são conhecidas . Utilizando-se o méto 

ào de estimação de máxima verossimilhança terros 

r c n .. 
L=C rr rr p .. lJ 

i=l j=l lJ 

então 
R c 

lnL = ln C+ L L n .. lnP .. 
i=l j=l lJ -lJ 

a~ 
R c n .. . ap .. 

d~) = E í.: .-?.:1 _.2:1 (l) 
j_=l j=l pij aw 

Na Tabela l apresentarros as fórmulas necessárias para es

timar ljJ a partir de dacbs apresentados em tabelas RxC • 

"iJ l'iJ 

11 11 p 11 • 1111 

"12 PJ2 • 1112-1111 

"21 P 21 • H 21-H I l 

4 . z ..... r-1 
hu.b b • 2, • •• • c-l r,c > 2 fub 

n 
a c 

P"l " 11.,1-Ha- 1,1 

P1b . H1b-xt,b_t 

l' • s -11 1 +H rb _b r- ,b r-l,c_1 

Pie " 1'1-lll,c-1 

I' 1 ' I) 1-!\ I I 
r ar- ' b 

Prc • 1- r r - r g •H . 1 1 1• 1 •lJ •- ,c-

~ 
Õ(l 

. . 
H 12-11 11 

. . 
H,.1- 11.,_ I, 1 

' I 

li lb -lllb- 1 

I I • f t 

x .. b - n,._1,b -H,.,b_l•H,._l,b-1 

I 

-H •·H 
a,c-l . a-l~c-1 

I ' ' 

-Hr_l ,b ... i\·-1 ,c-1 

I 

- 11 1,c-l 

-hr -1, I . 
H,. _l ,c-1 



A solução da e::.rua<~ão (l) é obtida p:lo rrétocb iterativo 

ror:hecido oorro métoCb de escores para tarâ'l"etros (Fisher: s Sro::::ing 

rrethod; in Kendall and Stua.J...-t [4]) . O procediJrento ii:erativo ;§ dado 

fOr: 
;nnL a'tnL a.tnL 

1(1 -- t-( )tI (E( - --- ) ]t - t. ·!· ( ).l. ( var 1!1) .• 
1.. 

âlji ôtv 2 êlj! 

-onde var ~~ é 2. vari ância assintótica . O processo .inicia com al.grm \la 

lor inicial t e é repetido até a converg-ência da est.iroativa para um 

desejado grau de precisão. Fbi observado empiriec"l11ente que o valor ini 

cial não é crítico e que o pr ocesso converge rapidamente para dife ren

tes valores iniciais. 

4. A EXPANSÃO EM S.8RIE D.1\ FON:;ÃO DISTlUBUIÇÃO TIFO-C 

N=!sta seção nós apresentanns una e.xrxessão alternativa p~ 

r a a f-u..l1Ção distribuição ti.p::>-c Ca.da fOr H (x I y) r obtida pela expai1-

são bi.mmial da fórmula original. A razão principal pela proa.:rra de 

uma exp._ressao aproximada . para H foi evitar p:roi::>lemas nu

rr!~icos que apareceram no prccesso i terativo para valores de ~~ na vi 

zinhança de 1 . (tjJ = 1 quando as variáveis são independentes) 

Após expandir a fun;ão H (x 1 y) e ap::>s silnplificações al

gébricas taros : 

2 S I 1'1' -~;;: ) ='$ 
(l \ • "' -· .,_, 

H - FG + ------·r-----·-·---·-- -+ 
l+a(FG·t l;;G } (1·1-n(fG+fC) j3 -·l·o. · v +J• v :.J f 1 ( l .,:; ;;,, ) l " 

c 
111 a ~ ( FG F•5') J !, " l 1 ( J .,, ~' G' ) G ·n~(( • .~J : 

+ - · + 
[;+ , t n-G+ ~C') 19 ("' c. \ r - ' 

+ - - -·-- + 
(l-r o { FG+~C) ] ll (l+o.(FC+FG))7 

l - ,.) , ·3 ( 1·,cl'fl1) ·r jL.o..... . J1 '.1 l 
+ + ' . ' ial < -·--

( FC·t·Fu) ( l+o( FG +FC) )13 

Por causa das vantagens nUI'C'é~"iec\5 da expressão aproximada 

acima ela é usada no processo iterativo pctra 0 . 98_:: 1JJ_:: 1.02 . Na fi~ 

ra l OOS apresentanos um e.xaTif_)lO onde a ap.r:ox.i.rna.ção foi utilizada cx::m1 

sensível rrelhoria ros resultacbs. O gráfico nostra a derivada àa fun

ção de ve~ussiJPilhança na v:Lzinhanç·a. ele lJJ = 1 antes e def_X>is de usar 

a aproximação para H . 



r r __ _ 
! 
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Fig .l-Derivada da função de verossj.rnilhar:ça na vizinhança de 41= l 

5 • APLIC.J\ÇÕES 

são diversas as aplicações deste coeficiente de associa

ção . ( 1/J) para tabelas de cx:>ntinçjêncl.a RxC , obtido :p:lo rrétodo c.e máxi

ma verosslinilhançar o qual podex-í arros àenaninar "razão de produtos cru

zados global", s:i.gn:i.ficanclo 1.-:ma generalização do 1resrro coeficiente para 

tabelas 2x2 • A interpretação de 1/J para tabelas RxC c a mesma ào 

que para ·tabelas ?.x2 (O ~ V' .~ oo) e o cceficien:te p:::xie ser usado para n~ 

dir associaç-.âo ent:re duas variáveis caregorizac1as ordinais. Una das a

plicaçi.)es desta medida é a utilização de coeficientes de ro.r..r.elação ba-· 

seaàos em 4, para técr..:i.cas estc"'ltlstie:.\5 rnul t.ivar.i.aàas , cx:ti:ro r:or exe.ru

pl o Análise Fatorial para dados categorizados. 

BILBIOGRAFIA 

ll] Pearson, K. and Hez:on, D. -· On tb.eories of association . Bio~trika1 

1913, 9, 159-315. 
I 

[.2] P1ackett, R.L. -- A class of bivariante distr.ibutions . Jom-nal of 

the lurerican Statistical l\ss(X:iation, 1965, 60 , 516- 522 . 

I3J }'!ardia, K . V . - FamiUes of bivariate distributions. I.ondon :Char1es 

Griffin. 

[4_"1 Kerdall, 1-1. and Sturart A. -- ~e advano=:d theory of statistics 

(Yol.2, 4th edi·tion). LonCbn: Charles Griffin & Co. 



Publicações do InBtituto de Matemática da UFRGS 
Cadernos de Matemática e Estatfstica 

Série G: Textos para Discussão 

l. Carlos A. Cmsius - Econometria c Verificabilida.de de Teorias F;conôm i c as - J AN /90. 

2. Dinara W. Xavier Feruandez - Esperanças dos Quadrados Médios na Análise ~e 
Variância em Modelos com População Finita - JAN/90. 

3. Jandyra M. Guimarães Fache! - Uma Nova Medida de Associação para Tabelas de 
Contingência RxC e Aplicações - JUL/90. 



Universidade Federa! do Rio Grande Su} 
Rei t.or: Professor 'I'Wskon Dick 

JnBt.ituto d-e Matemática 

l\ úcleo de Atívídades Extra Curriculares 
,... d ~ T"'lt "', n,..., ,t \.-o o r enÇ~.aor : rTOiessora .; ana.yra \.i. t: acne1 
Sccret~ri~ : Ros~urt:t ~{ontciro Pinheiro 

d d 
~~ , , - I . '-" . , . Os Ca enlúg ê Jvll'ttematica e .e,~tan&tJca puuiJcam as 8egumtes ~<~neB : 

<::~I'!' o ~ • T',.ob aJl, ,. .·lo Pr.cnn;o n 
'-" ~ 'V ,{\. • _.t.. I. \.\' .1' \'\:'..l,U , V '-I. V L ~-.•\.1 "-'-""' \.t 

Série D: Trabalho de Apoio Didático 
Série C: Colóquio de \1atemá~ica SB? ... l/UFRGS 
<~!,.;,, n. 'T\.,.lv.H". -~.:. ~ •.•• ,l""' "';:,, 
Ut.o&. l\.o .JJ• .L J. n.uo....&J...l\.1 U \.. '-1.1U\.,.U . .l 0".&Q.'V 

Série E: 
Série F: 
Série G: 

Dis2ertações de Mestrado 
Trabalho de Divulgaçâo 
Te:-:to5 para Discussão 

Toda corresponàência com solicitação de números publicados e àemais informações 
deverá g;:r ~uviadã. para: 
NAEC · Núdeo de At.ividade'! Extr?. Curricul1l.I'e8 
Irutituto de ~1a.temát.ica - UFRGS 
Av. Bento Gonçalve5, 9.500 
91 .500 - Agronomia - POA/RS 
Telefone: 36.11.59 ou 36.17.85 Ramal: 252 


