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1. INTRODUGED

Uma conhecida medida de associagao para tzbelas de contin
géncia 2x2 & a razao de produtos cruzados (cross product ratio, odds
ratio), a qual é dada por

=Py 1Pyo/Pyy Py, Onde Ps 3 sao as freglléncias observa—

das nas quatro caselas da tabela.

Supcmos que exista uma distribuicao bivariada continua as
sociada acs dados da tabela 2x2 e que as diocotomias tenham sido forma
das por pontos de corte arbitrarios nas distribuigtes marginais. Seria
conveniente que tivéssemos uma distribuic¢ao bivariada com a propriedade
de que a associagao entre as varidveis fosse oconstante independentemen—
te dos pontos de dicotamia escolhidos.

Pearson e Heron [1] mostraram que é sempre possivel cons—
truir uma superficie para a qual o parametro de associagcao § & cons—
tante para toda a divisao formada pelos pontos de dicotomia. Esta dis-
tribuigao foi derominada "superficie de associagdo constante". Plackett
(2] reintroduziu a mesma distribuicio, no contexto, uma familia de dis-
tribuicao bivariada com un parametro de associagao, cujos membros da
familia variam conforme a escolha das distribuicoes marginais.

Mardia [3] mostrou as propriedades desta distribuicao e a
denominou "Tipo-C" ou distribuigao Tipo-Contingéncia. Esta denominagao
tem a vahtagem de claramente designar todos os menbros da familia como
por exemplo: distribuicao Tipo-C-Normal; distribuigao Tipo-C-Logistica,
etc.

O pardmetro de associagao ()) desta distribuigao & estima
& pela razac de produtos cruzados para dados apresentados em  tabelas
de contingéncia 2x2 . E mais, para qualquer, membro da familia tiro-C,
o meficiente de correlagao &€ wma fungao apenas de ¥ .



Considere agora o caso geral, quando os dados sao apresen
tados em uma tabela de contirgéncia RxC , a qual tem varidveis margi-
nais com R e C categorias orxdenadas, respectivamente. Como poderia-—
mos estimar o par@metro de associagao (P) da distribuicio tipo C a qual
nSs supomos associada aos dados da tabela RxC . Neste trebalho nds a-
presentams o método de maxima verossimilhanga para estimagao do parame
tro ¢ , e a solugao da equagao de verossimilhanga € cbtida através o
processo iterativo dernominado Matodo de escores de Fisher.

2. A DISTRIBUICAQ TIFO-C

Suponha duas varidveis aleatfrias X e Y com  funcao
distribuicao F(x) e G(y) respectivamente e funcao distribuicdo con-
junta H(x,y) . Qualquer distribuigac bivariada com f.d. H e £f.d. mar
ginais F e G pode sexr dicotomizada em um ponto arbitrario (x,y) for
mando-se uma tabela de contirngéneia 2x2 .

seja Pyy s i,j=1,2 a probabilidade que uma obsexvacao
esteja na casela (i,j) , a qual & determinada pelas dicotamias o pon-
to (x,y) . Seja py;=H , pj,=F-H, pyy=G-H e p,,=1-F-G+H
nos temos
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A razao de produtos cruzados, | , para esta tabela & dada por

H(1-F-G+H)

V' = TFnY(G-H)

entao |

Fos

[[s - {52 = wytp-1are} 2l f2(-1)] (ued)
H =
S=1+{F+C)(y-1).

Esta expressao define a fungao distribuicao tipo C . Se
X e Y sao nommais a distribuigio dadas por esta expressio & a dis-



tribuicao tipo C-rormal, se F(x) =x e G(y) =y nls tewos a distribui

gao tipo~C uniforme.

3. PROCESSC ITERATIVO PARA ESTIMACKO O COEFICIENIE DE AS

SOCIAGEO
Suponha que as varidveis U e V sao classificadas em
R e C categorias respectivamente, formando-se a tabela de contingén—
cia R¢C . Assumimos que associadas ds varidveis U e V estao as va-
ridveis continuas X e Y oom distribuigao bivariada continua tipo-C.
Suporha que as formas de F e G sao conhecidas. Utilizando-se o méto

do de estimacao de maxima verossimilhanga temos
r o Bt
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Na Tabela 1 apresentamos as formmlas necessarias para es—
timar Y a partir de dados apresentados em tabelas RxC .
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A solucdo da equagio (1) @ cbtida pelo método iterativo
oorhecido como método de escores para parametros (Fisher’s Scoring
method; in Kerdall and Stvart [4]). O procedimento iterativo & dado
s agnL 32anL dankL
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onde var ¥ & a varidncia assintdtica. O processo inicia com algum va
lor inicial t e & repetido até a convergéncia da estimativa para um
desejado grau de precisan. Foi cbservado empiricamente que o valor ini
cial nap é critico e que o processo converge rapidamente parva diferen—
tes valores iniciais.

4. A EXPANSAO EM SERIE DA FUNCAO DISTRIBUICAO TIPO-C

Nesta segao nOs apresentanns uma expressao alternativa pa
ra a funcao distribuicac tipo-C dada por H(x,y) , cbtida pela expan-
sao binomial da formula original. A razao principal pela procura de
uma expressao aproximada . ' ' para H foi evitar problemas nu-
MEricos que apareceram no processo iterativo para valores de Y na vi
zinhanga de 1 . (=1 qguando as varidveis sao independentes)

Apcs expandir a fungao H(x,y) e apds simplificacdes al-
gébricas temos:
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Por causa das vantagens nunéricas da expressao aproximada
acima ela @ usada no processo iterativo para 0.98 <y < 1.02 . Na figu
ra 1 nbs apresentamos um exemplo onde a aproximacao foi utilizada com
sensivel melhoria nos resultados. O grafico mostra a derivada da fun-—
gao de verossimilhanca na vizinhanga de Y=1 antes e depois de usar
a aproximacao para H .
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Fig.l-Derivada da funcao de verossimilhanga na vizinhanca de =1
5. APLICACQOES

Sac diversas as aplicacoes deste coeficiente de associa-
can () para tabelas de contingéncia RxC , obtido pelo métods de maxi-
ma verossimilhanga, o qual poderiamos denciinar “razao de produtos cru-
zados global", significando uma generalizacao do mesmo coeficients para
tabelas 2x2 . A interpretagao de Y para tabelas R & a mesma do
que para tabelas 2x2 (0<y <=} e o cceficiente pode ser usado para me
dir associagac entre duas varidveis categorizadas ordinais. Uma das a-
plicagoes desta medida & a utilizacao de coeficientes de correlagzo ba~
seados em Y para téenicas estatisticas multivariadas, como por exem-
plo Anadlise Fatorial para dados categorizados.
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