NS
TRANSFORMATION DES

| SINGULARITES

Marcos Sebastiani

- Trabalho de Pesquisa -
Série A1/MAR /89



Série A: Trabalho de Pesquisa.

{. Marcos Sebastiani - Transformation des Singularités - MAR /85




TRANSFORMATION DES SINGULARITES

Mareos Sebaztiant

Considerons la catéporie domt les cbjets sont les pgermes de
]

fonctionz analytiques £ ( C 7,00 — (€, O)in » O fix8) ayant un

pointoritique isclé en 0. 21 g en est un autre objet, un morphisme
nti oA o LD A L

Tif —> gest un germe T: {C 0 — (C U1 dPspplication analy-

tique finie tel que £ = g’T.

Dans cette catézorie on peut définir deux fancteurs contravariants

r

: ’un, la cohomologia complexe (en

dimension n} de ls fibre ds Milnor; Psitre, le quotient da 1*anneau local

\_ O+l par PPidEsi engendrE par les derivBes partielles du germe.
W b W . B i L
Les deux sont & valeurs dans la cateporie des © - espsces vectoriels. On

T ' n
I IR T oo - !
Ho =K E_0OF [-pL0
€40 &
p ; T. H i i . i i ""“n+j- H !
ol E est la baule de centre U et ravan € dens L . Les mrarridétEs de
- b E

la flb“"tlul de Milnor rmous cisent gus =i €' > O st p* > 0 sant auss]

convenablement  patits, slors on 2 un  isomaorphisme  canonioue
n n . ooy ol ,

H . i, . .ons, ona unt obist blen dEFind quion note B Of) at qui est
E. p (:: p A —_——— 4 T [l

un - espaco vectorisl.

; 4
Le morphisme T: £ — g applique B_, 11 f " ( -p) dans B_N g " (-pl,

rn

sl € est assez petit respect de €, at, dane indull une application lineaire




Frt n I"'\[. g s , . - .
T :H {g) — H'{f}. Ceci definit le premier fonctaur.

k' .
b} Coit £l ple faiscesu germes de formes holomorphes dans

Soit Em =0 g A Q0
n+1 nti

Le morphisme T: —# ¢ induit I’application evidente (27" ~—>

Cn—i~ 1

qui passe au quotient et d&finit une application lingaire
T°: E{g) — E{f).

On a ainzi le deuxiéme foncteur.
La correspondance h —* hdz,A ... A dzn+ (h e 0) induit n

isomorphisme:

(¥

O/(8/8zy,... , 86/82_ ) —— Ef)

Modulo cet isomorphisms, T° est induits par:

h —+ Jac(T). (h

On salt que
dim-H(6) = dim-Eifl = uif),
nombre de Milnor de f. .
CONJECTURE. Les foncteurs H' st E sont isomorphes.
L

({Comparer avec {1] chep. [, § 3

'—h
1)
I35
| B

L'objet de= cet article est d’8tudier les relations entre ces deux
foncteurs.

emercie Jean-Faul Brasselefl 2t Mobhert Moussu par lewrs
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H L e i Y A= T 1.1, -t T i - SOOI SN B Y-S NG I i A S T S, i -
Univérsités de Dijon et Lills, Je remsrcie Uunivdrsits de Dijon st le

[E AR Ty 1 N NV, : ~
CNRS par lewr support Zconomigue.

11



PREMIERE FARTIE: CAS DES ISOMORPHISMES
I. - Fixons un germe analytique Fr- {Cn+i, O~ {C, ) ayant un point
critique isclé en O et considérons un groupe & de germaes

O 1 A r * 4 :
d’isomorphismes analyvtigues (T +"1C}; —b kCn-H,D} qui laissent f

L3

: : . 0 o : . Mep
invariante {f.e., ¥ T=F pour touk T ¢ &), Alors H (F) et E{f) =ont des

G- modules 3 droite.

{f,T) = Trace (T ., T e G

ntraine que pif,T) est un nombre

B
m
T
_
y|
.
1
—
it
ol
[ —
-
i
o
-
iy
]
=i
%;
X
|
..
i
o]
=
i

—

r n - -~ . . r
entier, pulsque T préserve la cohomologie entigre [voir [B]).

THEOREME 1. {[9], {&6]}. Four tout e G,
Trace {T )= p (£, T).

COROLLAIRE 1. Pour tout T ¢ G, T &t T ont le méme polyndme
caractéristigue.

COROLLAIRE 2. 3i G est fini slors H'() et E{f) sont des G- modules
isomorphes.

THEOREME 2. Si T ¢ G et T est Iidentits, alors T est aussi
IPidentité.

COROLLAIRE 3. 51 GCOGL (n+1,0)  est le sous-groupe des tous les
isormorphismes lindaires gui laisssnt [ invariante, slors les G- modules

Hn{f) et E{f} =ont iscmorphes.

g : T : ! H
! - ;-] L e etk ! 4: = f—.: ] e g Pl £
DEmopnstration. L'en=emble des transformations linésires oyl laiszent f

invariante est un sous-ensamble algébrigue de [Mespsce des matrices

ou
(n+1) = (n+1), dont GLint+1,0) est un auvert affine. Done, G n ‘a quun

nombre fini de composantes connexes. Soit

L]
=3
T
.
5
.s.
s
i
nl
|
—t
™
o
&
3
5
]
>
©
£1,
i



Alor=
Gy

alors d*appliquer le corollaire 2 3

=

1*identité. Gy opére
th&oréme 2,

/Gy

EXEMPLE. Soient

|

LDDE

Elf) e=t de dimensicn 2, engendré
dzy A dzs A dzg

pour tout T

\"1

CDR(‘ LLAIRE 4
de T

LN germe quazi—hameﬁéne.

l\"\f‘\"‘— Y ]
L S L ;:‘J qLI

e

sont tautes différentes. Alors F

Demonstration. Dfapr

trivialemeant sur

apére slars tri ivialernent s

o~
A e L

. e :
axizte | £ (5

B .

ssl sur E(f

le

[ aprée
. 1T suffit

AZED Ete3 1}

par les classes de

zodzy Adzy Adzy



lingaire nilpotente qui commute avec T°. Elle est, donc, nulle. Cola veut
dire que f appartient a 1%idesl de () engendré par ses derivées
partislles et on peut, alors, appliquer le théoréme de K. Saito [ 5 ).

z .:..TH“—} L.ﬂ'%"i}

EXENMPLE. f = {zy25 ... zn—%i) + 23 Tt

Ce germe n’est pas equivalent 3 un garme quasi-homagsne. Alars =i, par
exemple, T  est une permutstion des coordonnes, T a des valeurs
propres multiples. Cela résulte aussi du fait que is monodromie de f
n'est pas diagonalizable et commute avec T lwoir[2].

Z, - Supposons toujours donné le germe 0 comme au &1, On va
maintenant généralizer le corollaire 4. Four ce faire, rappelons que tout
w e 7 definit un germe de section sf{wj du fibré de cohomologie
complexe en dimenslon o ‘associf au fibre de Milnor: sfw] (1) =st la
classe de cohomologie de rham de {to/df} %, o©u |

i‘Tt:f !,t; ne. OClti<p (1] chap. HIg12.3).

lls existent wyy -nu, 1o 28

P 1
sle] 1) = uy {tislw] + ... u, (s fw ”]
ol1 les ui{t} sont des germes de fonctions nolomarphe: en 0 ¢
univoquement determines.

Soit, d’autre part, &y, ..., lwune base de H (f). Chague Ej définit une
L

section {multiforme} Ei{t] du fibre de cohomolopie associé a la fibration

de Milnor, de derivée covariante nulle respect de la connexian de Gauss-

Manin.
On a:
. "Li
sl =2, _, 2. {t] £.44 { =i%
I l] 'Ll J:l Jl. “.1_]'- “Lza
ou les a,.{t) =ont des fonctions halomarphes (multiformes) dans



P Fl , . — f{ E
O0<t] < p . La matrice 5 = k‘\.a,l; ) R

I

A
"

sera appelée matrice fondamentale. Son determinant est non-nul.

PROPOSITION. Le germe  est analytiquement équivalent 3 un germe
quaﬁi—homogéne si et saulement =i il existe unse matrice fondamentale

diagonale.

Demonstration. 51 [ est quasi-hamaogéne il résult du calcul explicite de

sa connexion de Gauss-Manin guil existe wune metrice fondamentale
diagonale.
Reclproguernent, =1 il existe une mairice fondamentale diaponale,

b

alors le systéme differentisl de Gsuss-Manin associ f posséde une

PR
iy

gst

m

matrice fopdamentale diagonale (1] chep. ). Comme o syst@m

régulier singulier, cels impligue qu’il a un pole d’ardre un au plus. Cela
|

signifigue que f ¢ [8f/dzy, ..., ‘"if-'"f"%:rn-;‘.’ dans (} . On conclut par [2].
- - —_ o {_.‘*ﬁn";—i \ T i - ' ]
Théoréme 3. Soit T: {0 7,0) — o .0} un germe d’izomorphis
; =)

3]

me snalvtigue d"ordre fini tel que © . oolent @y, ..., o les valeur
*
propres différentes de T avec multiplicités ry, ..., ry respec ctivemnent.

Alors, il existe uns matrice fondamentale de la

1
;t;‘
i

|

ol A1 est une matrice r.xr, [ =1, ..., ki.

~ v, w

3. - Dans ce qui précéde on a consideré des isomorphismes To F— F
On wva &tudier maintenant le css des isomorphismes Ti g —+ [ ool

g:M: ? Ael 3 A# 0. Commea F = |

»—1-3

} on peut considerer




T B — Eif).
T 1 _, - b _ L) — " En-j-
. el ' = Jal b b B — |
Choisissons, d’autre part, o ¢ R tel que A=|Ale
“eomme plus haut, € » U assez petit et p>0 trés petil respec
oolent: Dp le dizgue de centre O et rayon p dans T =t:
' 1 i
et = F Dpi B ,X=F{MNX
40 £ t
K= X =X , 0'=D - {0}.
P gp ° 0 pF

Alors f: X! —
€,

Sl prda , e'4e

de fibrés:

Dﬂ \ _Lu_p Di
P I'LJ
, .. 1ar L o - .
gui  est wnNg  Souivalance  dhomowgpls fiorss, 8t un
comrmutatif:
T
LY, LS ]
Ay TR AT
f i b
J
i
s D
£ ¥ A o

Pamime



Le choix de o determine un relevément de ce disgramme aux
revétements universsls de I, |, D° . Comme H'F) s’idertifie a
l’espace' des sections (multiformes) de derivée covariante nulle (pour la
comnexicn de Gauss-Manin) du fibré de n-cohomologie complexe associg
au fibré de Milnor, on voit guton pewt considérer

T HYE — B,

une fois gue Pon a fixg .

o la fibration de Milnor cels reviant 2 appliquer T et puis revenir

=t
=

m

3 la méme fibre en suivant un chemin dont classe d’homotopie
determinge par le choix de o. Changer le choix de o Eguivewt 3

rmultiplier par une puissance de la meoncdromic.

- — -‘k T .

Far exemple, scient: T=[d. , A =1 531 eo=0,T est’identite

T . : — t * PR i : I T
tandis que si o= -1 alors T ast la monodromis. Dans les deux cas, T

et 1*identiis,

Le probléme =e poss d'8tudier les relations entre TP &t T . On va

traiter ce probléme dans le cas ol ' est quasi-homopehe. On supposera,

jusgua la fin de ce paragraphe, quiils exd

H,
-
fn
=
i
o |
=
=
b
}_._‘

7
i
-t
Fredm
.
o
o
in
—
)]

positifs tels ques
I m

0o nt1
; - - B - LAY A \
[t Tyyenngt Eoapt TH En ez )
i ',
ooy jr nt+1 1
~oit 1z =7y oLl h
‘L - n+1 i,
A1
i 1 - - 1 LT Fan oy — )
wune famille de mondmes qui induit une C-basze dans
M 8E/ 874,00z i. On e alors aussi une base [ w ) r
‘_)fl,‘ 17 fyenn g 0 A1 i & | L =1 LS }I"



Soit Ug: Elf) — Ef)  Dapplication lingaire definie par:

i Lt ) Tt
. —, ey Arigain) —
U {w = A Ve e
g " r A r

= 3 2 3
EXEMPLE. f = 2yt Zo- Zym Fa T{Z” oy oy :d} = {Zgj L4q Z1a Zg) -
Az -1 ,o=1/7 . m.=1/3 12354 |
j
Onap=1io et O=r ; Zlpour 124 Z 4,
ale) = (173 (Ee, + 4 LU (5 =" g
3] g r
T {w )= ;r . OU T (g, Dy Uy Do .

En =ppliquant le thiordme 4 on obtient gue les waleurs propres de T

i = g2 2 e Lol eatiE A . - -

sont 1, -Li, e, -£, €% -g* aver multiplicitées 4, 2’ 2, 3, 3,
: L ~ — Trj-,-"IB
respectivemnent, ol € = & )

4. - DEBmonstration des théorémes 1, 2, 3, 4.

-7

Soit L2 1'espace des germes de p-

Cn+1_

— T B B -7 1
Vo= D0A T AdE A 4 Ui



K_:{ZEK:RB(FIL:H D} .

F

Soit H =H_,, 05, X' 5 ). Les propriétés de la fibration de Milnor

montrent que Hn'[f) ""denuﬁe au dual de H.

Soit <, > la forme bilingaire d&finie par Malgrange { [3] , 88)

{,}:HKQ*—PA (:r“gg:}-:
r

{ ~ veut dire comportement asympotigue pour T — + <« ).

Iei A est "anneau commutaif intégre des séries formelles

- S k

log™t {a, e C)
~ l‘-. o 1:f
- dirier "
ot =0ete ezt valeur propre de la monodromie.

-

r A
i .

it ]] -modules et

ey

——

et A sont des C s farme ¢ . » respecte ces

structures. &2 est libre de rang v, nombre de Milnor de f.

T - | e o :—:g N s a_ T .
germe d°lzomorphisme ansivticue te: qus ¥ 1= . [sction de T swe les
ol Sl N
formes donne un morghizme 85 " — UL 7 gqul passe au quotient et défi
0 t

* ! T

£ — L2 h{}l“;‘{Dn‘{-_j?_'“[:!hiz,}'ﬂe G [ 1r'?.' ] | -modules, T DasSsE
4 - = H

au quotient module © 2 et d&finit T': E ) — E {f} . Far définition:

{13 DT wor=dT, ey el | well
ou T, est Phomomorphisme indult par T dans Phomolegle.
+
Supposons que [ eat Pidemtite. Adors T, est aussl 1Pidentité.

3
=3
=)

=

m

3

£

|

&

B

—

: e
Alors, (T, T w-w» =0 pour towt T . Cals

10



e
{[3] 66). Dona, T est ’identité. Alors, il en va da meme pour T, ce

qui prouve le théordme 2.
1

Soit I'y,..., I une C- base de H et wy,..., @, une C Iz ]] - base de

£. 501t S 1a maﬂrice:

2 s=1{(¢ L s ik

K

Cnadet 3#0 ([7] §6). En explicitant (1} on a: AS ..;B , ou A,B zont

[T

les matrices de T,, T dans les bases choisies. On en déduit

trace {A) = trace (B} . Soit

1 _2
B:BD+B T +B~,r + e

(B, matrice 3 coeficients ':c:mple,rte:). Alars By est la matrice de T
dans la base de £ () indulte par wy,..., @, - Dautre part, comme A est
une matrice constante, trace (A ¢ C Dona, trace (B) « C . Alors,

trace {B):t.race{BD} . En definitive:
L
Trace (T°1= tracs i_BU}: trace B)= trace [(A)= trace (T,)= trace (T )
ce qui prouve le théoréme 1.
Suppozong maintenant, powr rouver le théoréme 3, que T est de
ordre fini, Par un changement anabyigue de coordonnBes au Vaiainage de

0 on paut supposer qus T ezt linfaire et ous cha
n+ i

o
rf
=
1]
(3
m
[
i
[
th
or
[E!
in
1K

canonique de C est un vector propre de T.

— AR SO V-l 2 W S SN SO EOR
Comme ()7 (Bt 0z, 9T/Jz_ ) noszéde une base forméEe par des

E - . .
Donc, T {w.} = ,8{;(;. s B, e Ui =1, 4 . Alars ‘8““"6# sont les



1

valeurs propres de T . Done, Hieee, 5{{ sont les valeurs propres de Ty
(corollaire 1). |
Soit Ty .. r une base de H formes par des vectaurs propres de Ty

,! correspondant & ﬁ iy ieeg spectivement. Alors, par (1):

ru

S
BT L v = B0 e p=d T, D, >2=<l,,T w >»=
.hl\j . J'.l k . ] :J ja kv A :lﬁ I( Ve . jg I‘C. ;
= ‘Hk{‘ Fj, Spe
En particulier, 8, # SK entraing iﬁi,{.ﬁ-k » = 0. Compte tenu de {3] §

cela implique le thEoréme 3.

In

Pour démontrer le théaréme 4 il faut d’sbord considerer comment

se modifie la formule (1) quand T: aCrH"l, gy — (CmLi,D) est un
germe d*isomorphisme analytiqus tel que f° T = Af &t A = ]}\]ezmg.

Four cela on introduit un attomorphisme ® 1 A —+ A defini par:

e ) = [n|"Y LATITI U 5 g (logt) = logr + log|A| + 2rig
t.e., T—"rA7 .

On a vu que le choix de o definit T 5" (f} —» H' (f). Par duslite,
ona Tyt H-—+H. Alors (1) prend la forme:

Tk
(3] (Te Uyw > =0 (AT, T wil .
LEMME. Si f est quazi-homogsne, il existe un homomorphizme
d: 2 — 02 (en tant que Clir 1] -module) tal que:

I . Y 4 C e _ T R -
g l—.j B ) » =B { LU0, wr), 1 eH, we il

T

Iz matrice U




Reprenant les notations du 83, soit { r.g;r} la base de (1 induite par la

famille de (n+1) -formes: |

r r
Voot
21 LN L

et dzlf\ VAN dzm_l.

On =ait {voir [3] &6) qu’il exist & une base [y, ..., I‘fu de H telle que:

ou d"r est l= symbole de Kronscker.
=

Alors, la matrice U d&finie par (4) est constante, diagonals t:
colr) Awigeair)

— 3
(8) e ) = Ia1" e A
r-‘ 1 r J..
3ot gem b 3 I SR, R 4 -
Ceci prouva le lemme at, en plus, nous domne la matrice de @ dans

la base { wr} .

Revenant d la démonstration du théorémsa 4, solent A,B les matrices

_ = i
de T, et lI> T . Alors, par (3) et le lemme, AD=38" . Done,
k ‘]--- L.r—\"j. —
AT =3 [BYS k=1,2, 3,... .
L k — [ k\ _— =y »
Dong, trace (A7)=trace (B) k=1, 2, 3, ... .Mais

B,] est la matrice de UCTQ T, d’apras (5).

i

7
P
1

{
3
m
%1-
ek
Il
[y
¥
T
)
]
m
—t
™
b
3
Nk
e
-‘l_l.—
T
3
N}
)
m
ut
O
.
J
i

trace (A} = trace (B4 k=1,2,3.,....
5 OJ 7 E p z
}
Alors, A, By ont ls méme polyndme caractéristique. Comms A" est la

matrice de T , on obtient le th&oréme 4.



bl

DEUXIEME PARTIE: CAS DES MORPHISMES

1. - Splert FE’. {Z

point critigue isolg

) : ,
L0 —= {0} des germes anslytiques ayant un

s Porigi

ne. ooit T: f — g un mor,phiame au sens

defini au début de cet article.

THEOREME £, T

r..l..]_n L. 1
LN isomoerphisme.
1 *
THECREME 2. T
un isomerphisme.

COROLLAIRE.

Faim |-t : 4.5
=3 LIl
,_.

est inject et il est bijectif st et =

.

ulement si T est

D

a) La monodromis de g s’injecte dans celle de L.

bl Le nombre de Milnar de

g oest inférieur ou egal 8 celul de f et

Pepalitg 5 liew =i et saulement =1 T est un isomorphisme.

c) Le palyndéme caractéristique d= le monodromie de g divise celul de la

5

monodromis de .

Demonstration. Immédiste, pu

FAEMPLE. Une condition

ou les g sant ansbyticu
possede la valewr propre

~d. - Suivant une idée

LEMME. Cette raiat

g
[arjae

FTi
Ll
n\
]

lon est

-

15q ue T ecommute aver les monodromies.

nécessaire pour gue

nulies on U est gue ls monadromic de f

Mo, on introduit une relation d° ordre
o
£ o

] n - '
— {1, 0} avant un point

i

eorit  f v oz =i il aexists un morphizme

une relation dordre pertielle entre les

14




classes d’isomorphismes de germes.

Démonstration. 31 an a des morphi smes T: £ —+ getsig—rfaona

Egalite des nombres de Milnor et, alors, T, 5 sont des isomorphismes
{corollaire (b)). N |

Le meme corollaire {(by montre que pour tout f il existe g minimal tel
gue f > g.

Volel un exemple de germe minimal:
=¥ ds 3

n+1
f=zy 4+ 25 4.+ 2z

nti

ol les 3, sont des nombres premiers tous differents. Dans ces conditions
la polynfme cersctéristique de= la monodromie sest un polyndme
cyclotomigue, dono irr&ductibla, Dfapres le corollairs {B), icl, 7 ast

minimal.

3.- Démonstration des théorémes 1 et 2. Dapréds Pintarpretation de T7

donnée dens le début de cet articls, un 8lEment du noveu de T° peut Etre
; o . ‘,-qn-i-i

représentg par un germe h de fonction analvtique en 0 e U tel que
& U - - - &
Jac{T).th T) = &, 5,84z ) ae) -
A g J

Larelationf = g T entraine:

T T o1 LU | HE e D 0 .
(1) Jao{Th. (T = 2.0, [ {3e/87 17T b, .
L L , p -l S T il 238 ] 1 1__)
Jd J g
P - v 3 oy - 1o = i P A et
i Tr est homomorphisme traca associe s Papplication T (wair {71
on a que

ey = Tr (by/J20 M) e .
Alors, en divisant {1) par Jac{T) =t en apliguant Tr on obtient:

mh = 2, o, idg/dz,]

_'J

oum = degT. Donc, ia classe de h dens Elg) est nulle, ce

o]

T? est injectif.

e
C:
—-
o
-
.
e
o
L3
[
m



]

'S

17 est surjectif, alors ls classe de Jac(T) dans E{f) n’est pas

contenue dans ’eideal maximal. Cec implique gue Jac(T) est un

-

inversible dans () » ce qui compléte la preuve du théoréme 1.

Pour démontrer le théoréme 2 on procede analoguement au 24 de la
premidre partie. On a les formes bilindaires pour f,g et les
correspondantes matrices S[_., o, dont les determinants sont non-nuls.
Solent py v les nnm’ore:—? cla MLLI ar de f, g respectivemant. On a la

relation ASF = 5 B' ot le théordms | entraine que B est une matrice de

k]

E
rang v. Alors, A aussi est de rang v, ce qui veut dire que T, est

;(‘

surjective. Alor= T est injective.
%
ST est bijective, o = v . Alars, T' est bijactive. Qornc, le

theEoréme | implique le theoreme 2.
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