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RESUMO

A demanda por estruturas mais leves implica num ganho em economia, porém o aumento de
esbeltez da estrutura pode tornar ela susceptivel a instabilidade frente a tensdes compressivas
estaticas ou dindmicas. A instabilidade acontece em varias escalas da estrutura analisada e pode
interagir com outras formas de colapso como a propagacédo instavel de fissuras, problema
governado pela mecanica da fratura, pela plastificacdo do material, ou por uma combinacao dos
efeitos citados. Neste contexto, no presente trabalho, se explora a capacidade do método dos
elementos discretizados por barras (LDEM) na simulacgdo de problemas de instabilidade estatica
e dinamica devido as tensdes de compressdo. Este método permite simular o s6lido como um
arranjo de barras com rigidez equivalente ao continuo que se quer representar. Leis constitutivas
n&o lineares permitem modelar ruptura de forma simples. A equagdo de movimento resultante
da discretizacdo permite formular uma equacdo de movimento desacoplada que pode ser
integrada no dominio do tempo com um método explicito (Método das Diferencias Finitas
Centrais). O fato das barras serem rotuladas nos seus extremos e a solucdo do problema ser
obtida de forma incremental permite capturar problemas com néo linearidade geométrica, entre
eles a instabilidade estrutural frente a tensdes compressivas. Como ultimo exemplo se realiza a
analise de um painel sanduiche por flexdo em trés pontos, que € composto por um nicleo de
poliuretano, com duas laminas externas de material compdsito, neste caso a instabilidade
estrutural estd associada a flambagem da camada da lamina comprimida. Finalmente a

potencialidade da metodologia de analise utilizada é discutida.

Palavras-chaves: Estabilidade Estrutural; esbeltez; método dos elementos discretos; painel de

sanduiche.



ABSTRACT

The demand for lighter structures implies a gain in economy, but the increase in slenderness of
the structure may make it susceptible to instability against static or dynamic compressive
stresses. Instability occurs at various scales of the analyzed structure and may interact with
other forms of collapse such as unstable crack propagation, problem governed by fracture
mechanics, plastification of the material, or a combination of the cited effects. In this context,
in the present work, we explore the ability of the discrete elements methods by bars (LDEM)
in the simulation of problems of static and dynamic instability due to the compression stresses.
This method allows to simulate the solid as an arrangement of bars with rigidity equivalent to
the continuum that one wants to represent. Constitutive non-linear laws allow simple modeling
of rupture. The equation of motion resulting from the discretization allows us to formulate a
decoupled motion equation that can be integrated in the time domain with an explicit method
(Central Finite Differences Method). The fact that the bars are labeled at their ends and the
solution of the problem is obtained in an incremental way allows to capture problems with
geometric non-linearity, among them the structural instability against compressive tensions.
The last example, the analysis of a sandwich panel by three-point bending, which is composed
of a polyurethane core, with two external blades of composite material, in this case the structural
instability is associated with buckling of the layer of the compressed blade . Finally, the

potential of the analysis methodology is discussed.

Keywords: Structural Stability; slenderness; discrete element method; sandwich panels.
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1 INTRODUCAO

Como explica Camotin, 2001, a nogdo de ‘Estabilidade Estrutural’ aparece sempre
associada ao conceito de equilibrio, na medida em que é utilizada para classificar
“configuragdes de equilibrio”. A estabilidade dessa configuragdo pode ser avaliada através do
comportamento da estrutura apos sofrer uma “perturbacdo” causada por uma pequena agao
exterior arbitréria, desta forma a configuracdo de equilibrio se diz “estavel” ou “instavel”
dependendo se a estrutura regresse ou ndo ao estado inicial. Na engenharia moderna a exigéncia
de criar estruturas econémicas tem levado a diminuicdo do material empregado na sua
construcdo, em contrapartida estas apresentam um aumento de “esbeltez”.

A esbeltez € um pardmetro adimensional que relaciona propriedades geométricas da
estrutura analisada e é uma medida de sua susceptibilidade a apresentar instabilidade estrutural.
Seguindo o conceito apresentado em [Camotin, 2001] no projeto de estruturas a palavra
flambagem (“buckling”) tem sido adotada como um termo geral para designar os fenémenos
de instabilidade estrutural, independentemente da natureza especifica e do tipo de estrutura em
que ocorrem (barras, placas, cascas, etc.).

Cabe salientar, referindo-se aos problemas de instabilidade estrutural, que eles podem
acontecer em diferentes escalas. Exemplifica-se na continuacdo os perfis de chapa dobrada,

placas e cascas, outros exemplos se encontram no Apéndice B:

Estruturas formadas por perfis de chapa dobrada: Cabe salientar que esta classificacdo
dos tipos de flambagem € no contexto de estruturas unidimensionais metalica, [Yu e Roger,
2010].

Neste tipo de estrutura, para determinar a resisténcia a flambagem do sistema estrutural,
considera-se a flambagem do mesmo de forma global, no qual acontece a translagdo do centro
de gravidade, como ilustra a Figura 1.1 (a), chamada flambagem global do perfil.

Também pode acontecer a flambagem em dois ou mais elementos do perfil, o centro de
gravidade de cada elemento translada, produzindo uma interacéo na flambagem dos elementos
gue compdem o perfil (mesa, alma, enrigecedores), este segundo tipo de flambagem é chamado
flambagem distorcional, ilustrado na Figura 1.1 (b).

Por altimo na Figura 1.1 (c) se ilustra a flambagem dos elementos que formam o perfil
de forma isolada (os nos que vinculam os diferentes elementos permanecem fixos) é o caso da

chamada flambagem local.
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(a) (b) (c)

S —

Figura 1.1 - Flambagem global (b) Flambagem distorcional (c) Flambagem local.
Seccdo transversal de um perfil de chapa dobrada tipico.

Em amarelo secgdo indeformada, em vermelho seccéo deformada.

Flambagem de placas: Tipo de instabilidade estrutural relacionada com a flambagem
local e distorcional no contexto dos perfis metalicos de chapa dobrada. O que caracteriza a
flambagem de placas € a reserva de resisténcia ap6s a flambagem acontecer.

Flambagem de cascas: Neste caso 0 que caracteriza este fenbmeno estrutural é a
sensibilidade da carga critica as imperfeicdes.

A flambagem que acontece na estrutura e em diversas escalas pode interagir entre 0s
diferentes componentes, por exemplo: a flambagem local da alma de um perfil metélico
submetida a compressdo faz com que o mesmo perca a rigidez e flambe globalmente a uma
carga critica menor que o dado pela carga critica de Euller. Outro fator que modifica
sensivelmente a flambagem é a distribuicdo de imperfeicdes no dominio.

O fendmeno de flambagem pode interagir com outros problemas de Estabilidade
Estrutural como a plasticidade, dano ou fratura fragil. Existe grande quantidade de textos
classicos que tratam dos diferentes tipos de flambagem e sua interacdo com outras formas de
colapso, entre eles podemos citar Allen e Bulson, 1980, Bleich, 1952, Galambos, 1968,
Timoshenko e Gere, 1985.

A instabilidade estrutural, quando na equacdo de equilibrio adiciona-se o termo de
forcas de inércia e dissipativas, tornam o problema mais complexo em se avaliar. Muitos
problemas relacionados a esta interacdo sdo encontrados quando o problema envolve fluido e
estrutura. Na fundamentacao tedrica serad apresentado um dos tipos de instabilidade estrutural
dindmica, chamada de instabilidade paramétrica, neste caso a excitacdo € uma forca harménica
com frequéncia conhecida, e a carga critica (aquela que leva a estrutura a configuracdo de

instabilidade) depende da carga média aplicada e da magnitude da flutuacdo, assim como da



relacdo entre a frequéncia da excitacdo e da frequéncia natural de vibragdo da estrutura. Uma
explicacdo mais completa sobre instabilidade estrutural dindmica se pode encontrar nas
seguintes referéncias classicas Bazant e Cedolin, 2003, Bolotin, 1964.

A Estabilidade Estrutural & também estudada numericamente ao se discretizar o dominio
espacial em um problema de valor de contorno, que caracterize o problema estudado, utilizando
métodos numericos como 0 método dos elementos finitos, método dos elementos de contorno,
método dos elementos discretos, entre outros. Com esta forma é possivel transformar um
sistema de equacOes diferenciais de poucos graus de liberdade num sistema de equacGes
algébricas de grande quantidade de graus de liberdade.

Este problema quando associado com a flambagem do sistema estudado, consiste em
determinar a carga ou fator de escala pela qual teria que se multiplicar as cargas aplicadas para
que o sistema perca sua estabilidade estrutural. Para determinar esta carga ou fator critico,
devemos resolver o problema de autovalores, e a carga critica sera a multiplicacdo da forca
aplicada pelo menor dos autovalores do sistema. O autovetor associado fornece a configuragao
espacial na qual a estrutura se desloca.

Outra forma de resolver o problema € considerar o problema como nao linear
geométrico onde as relagdes entre deslocamentos e deformacbes sdo ndo lineares, o que
equivale a considerar que o equilibrio é calculado sobre a configuracdo deformada. Isto torna o
problema a ser resolvido ndo linear e diversos esquemas de solucéo existem, nos quais, a carga
é aplicada de forma incremental e a solucdo ndo linear permite chegar ao equilibrio energético
dentro de cada incremento de carga.

Outra alternativa para resolver este problema é resolver ele no dominio do tempo, ou
seja, realizar a integracdo da equacdo de movimento. Para analisar como a flambagem interage
com outros fenbmenos ndo lineares ou com as forcas de inércia este € o caminho mais adequado
de analise. Grande quantidade de referéncias bibliograficas existem sobre a forma de resolver
0 problema de estabilidade estrutural, entre eles cita-se o Bathe, 1976, McGuire, Gallagher e
Ziemian, 2000, estes ultimos autores apresentam o problema para o caso de elementos
unifilares.

Na década dos anos 90 uma série de métodos numéricos foi desenvolvida, estes tinham
a premissa de permitir simular ruptura e fragmentacdo com facilidade, um destes, os métodos
discretos, consiste em arranjos de nos vinculados por leis de interacdo, que fisicamente déo a
propriedade do meio continuo, podendo ser consideradas como barras, que se conectam aos

nos, que fisicamente constituem a massa da estrutura. Diferentes conectividades dardo ao



método diferentes caracteristicas. Leis ndo lineares das barras permitem representar de
diferentes formas o processo de fratura.

Diversas versoes do método podem ser citadas Rinaldi e Krajcinovic, 2008, apresentam
um método para estudar o processo de ruptura em materiais quase frageis, e Silling, 2000, que
apresenta uma versdo deste método chamado de Peridindmica, sendo que em Madenci e
Oterkus, 2014, apresenta-se a sua aplicagdo no estudo da interacdo entre flambagem e fratura,
estudadas com o uso de tal algoritmo.

Estes métodos permitem introduzir, de forma natural, uma formulacéo nao linear para o
colapso num local da estrutura, que depende do que acontece no ponto estudado e em sua
vizinhanga, cuja distdncia relativa a vizinhanca € uma propriedade do material (seu
comprimento caracteristico). Em Taylor, 2007, se discute este assunto com profundidade.

Se a lei de interacdo que vincula os pontos materiais, onde se concentram as massas da
estrutura, ndo leva em conta as rotagdes, ou seja, se representamos estas interagdes por barras
rotuladas aos pontos materiais é possivel demonstrar que a ndo linearidade geométrica esta
sendo considerada nas simulacdes, ou seja, fendbmenos de flambagem serdo capturados sem
nenhuma modificacdo na formulacdo Bathe, 1976.

No trabalho aqui apresentado se utiliza uma versdo deste método proposta por Riera,
1984, onde se utiliza um arranjo periédico de barras rotuladas que vinculam pontos materiais
que concentra a massa do sélido simulado. A rigidez das barras € equivalente a rigidez do sélido
que se quer representar. A discretizacdo espacial realizada permite chegar a uma equacéo de
movimento que pode ser integrada empregando um esquema explicito de integracdo (Método
das diferencas finitas centrais).

No capitulo 3, sera realizada uma explicacdo detalhada da formulacdo utilizada. Deste
modo, e ap0s realizar a contextualizacdo apresentada, é possivel apresentar os objetivos da

dissertagéo:

Objetivo Geral: Explorar as possibilidades do método dos elementos discretos formado
por barras, que chamaremos de LDEM, na simulagdo de problemas nos quais se apresente

flambagem, assim como problemas onde coexistem flambagem e fratura.

Objetivos Especificos:
-Utilizar o LDEM para demonstrar a flambagem de uma coluna (flambagem global),

discutindo diversos aspectos da forma em que a instabilidade estrutural acontece.



-Utilizar o LDEM na determinacdo das regides de flambagem de uma coluna submetida
a cargas harmonicas, explorando assim as possibilidades do método numérico na captura de
problemas onde a instabilidade dinamica esta presente.

-Utilizar o LDEM demonstrar a flambagem de uma placa, explorando o comportamento
pos flambagem, assim como o resultado obtido é influenciado por imperfeicGes geométricas
que modificam a estrutura estudada.

-Explorar as possibilidades do LDEM num problema de engenharia, isto na analise
preliminar de um painel sanduiche formado por um ndcleo de poliuretano expandido e duas
laminas de resina com fibra de vidro solicitado a flexdo. Neste problema o colapso esta
associado a flambagem da lamina comprimida do painel.

Organizacao do trabalho: Apos a presente introducdo, no capitulo 2 desta dissertacéo,
se apresentam os fundamentos tedricos do trabalho realizado. Posteriormente no capitulo 3, se
apresenta a metodologia, onde se descreve o método numérico utilizado. No capitulo 4, se
apresentam as aplicacdes realizadas e em todos os casos se descreve, primeiramente o problema
estudado, as caracteristicas do modelo numérico implementado e os resultados obtidos na
simulacdo. No capitulo 5, se apresentam as conclusdes obtidas na realizacdo do trabalho e se
discutem as possibilidades de continuagdo do mesmo.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Na continuacao se apresentam os topicos tedricos que serviram de fundamento para o

desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Estabilidade Estrutural

A revisdo dos conceitos de Estabilidade Estrutural sera feita seguindo as premissas de
Reis e Camotim, 2001, tendo a consciéncia de ndo entrar em deducdes as quais podem ser
encontradas na bibliografia citada. Sobre este tema existe grande variedade de excelentes livros,
entre eles citamos, Allen e Bulson, 1980, Bazant e Cedolin, 2003, Bleich, 1952, Timoshenko e
Gere, 1985 e Thompson e Hunt, 1984, entre 0s outros ja citados na introducao.

Atualmente no projeto de estruturas a seguranca da estrutura, definida pela Estabilidade
Estrutural, se determina utilizando o método dos estados limites, entre as referéncias pode-se
citar [Pfeil W e Pfeil M.,2009] sobre este tema no contexto das estruturas metalicas.

Estes estados limites estdo associados as seguintes situacdes:

(@ SituacOes de colapso global, local ou distorcional, chamados estados
limites Ultimos.
(b)  SituacBes que deixam a estrutura fora de servico, chamados estados

limites de utilizacéo.

A implementacdo de critérios de estabilidade estrutural na equacdo de equilibrio do
sistema estrutural, a fim de proporcionar limites de rigidez e material para o meio eldstico,
podem ser nomeados através de critérios dinamicos ou critérios estaticos.

Veremos primeiramente os critérios estaticos (associados ao limite ultimo de rigidez),
porém é possivel demonstrar que quando ocorre equilibrio energético, os critérios estaticos e
dindmicos sdo equivalentes [Timoshenko e Gere, 1985], [Thompson e Hunt, 1984]. Um sistema
equilibrado energeticamente é dito conservativo, quando a resposta estrutural ndo faz variar a
taxa de energia que se aplica a estrutura.

O fendmeno de instabilidade estrutural, flambagem, corresponde a situacdo de estado
limite Gltimo, e pode ocorrer em diversos tipos de estruturas (barras, placas, cascas) ou na

combinacéo delas, estruturas complexas, quando submetidas a diversos tipos de solicitagdes.



A flambagem de uma estrutura evolui ao longo da sua trajetoria de equilibrio (relacéo
carga-deslocamento) e corresponde a transicdo entre equacdes de equilibrio estaveis e instaveis,
configuracdo deformada e indeformada. A flambagem estatica pode surgir de duas formas:

a) Instabilidade bifurcacional: A estrutura inicialmente apresenta uma trajetoria
de equilibrio fundamental, linear (Figura 2.1 (a)) ou n&o linear (Figura. 2.1 (b)), linha verde
continua, dependente da relacdo cinética utilizada, porém apos certo nivel de carga, essa
trajetéria deixa de ser estdvel e passa a ocorrer outra trajetoria estavel ou instavel, que
caracteriza o comportamento poés flambagem, trajetdria de equilibrio de pos flambagem estavel,
linha azul continua, ou trajetoria de equilibrio fundamental instavel, linha verde tracejada. A
interseccdo entre as duas trajetdrias se produz num ponto chamado ponto de bifurcacdo, ponto
vermelho, e ocorre a transicdo das equacOes de equilibrio da configuracdo indeformada para
deformada.

Na Figura 2.1 se apresenta de forma esquema@tica os conceitos vistos.

Carga

Carga 4

D

Deslocamento Deslocan_’l_entc:

(a) (b)
Figura 2.1- Instabilidade Bifurcacional.
(a) com trajetéria fundamental linear, linha continua em verde
(b) com trajetéria fundamental ndo linear, linha continua em verde.
Ponto de bifurcacdo em vermelho.

Trajetoria pos-flambagem estavel (linha continua azul), instavel (linha tracejada em verde).

Com a trajetoria de equilibrio de p6s flambagem estavel é possivel determinar a reserva
de resisténcia da estrutura apés a ocorréncia da flambagem.

b) Instabilidade por ponto limite ou instabilidade por Snap Through: neste
caso a trajetoria de equilibrio fundamental, que obrigatoriamente é n&o linear, apresenta um
deslocamento do centro de gravidade ndo nulo ja no inicio do carregamento, chega a um ponto

onde tem derivada nula, e se a carga continua aumentando o centro de gravidade da estrutura



se translada dinamicamente, apresentando uma singularidade na trajetoria de equilibrio

fundamental. Na Figura 2.2 se ilustra este fendbmeno.

Carga A
Ponto limite

conapr

\
\
N Deslocamento
; -

Trajetoria de equilibrio

Figura 2.2 - Instabilidade por ponto limite (Snap Through).

Na continuacdo, se analisa os dois tipos de instabilidade estrutural de forma intuitiva,

um tratamento mais rigoroso destes topicos se encontra nas referéncias ja citadas.

2.2 Instabilidade Bifurcacional.

Um problema de instabilidade bifurcacional € caracterizado pela existéncia de:

(i) Uma trajetoria de equilibrio fundamental (linear ou nédo linear), que inicia
na origem do diagrama carga deslocamento.

(i)  Uma trajetdria de equilibrio de pés-flambagem que ndo passa pela
origem do diagrama carga-deslocamento.

(iii)  Um ponto de bifurcacdo que corresponde a intersecdo das duas trajetorias
e no qual as equacbes de equilibrio da estrutura passam de estaveis a instaveis,

indeformada para deformada.

Analisamos algumas estruturas onde esse tipo de instabilidade aparece.

e Instabilidade de uma coluna bi-rotulada: Coluna de Euler
Denomina-se assim o caso da coluna elastica de comprimento L simplesmente apoiada
e submetida a uma carga axial P, a trajetéria do equilibrio e a descricdo da coluna séo
apresentadas na Figura 2.3, onde g é o valor do deslocamento transversal do centro de gravidade

(g=w(L/2)). Nesta figura se apresenta a trajetoria de equilibrio fundamental estavel para P<PE



indicada em verde continuo na figura, o ponto de bifurcacdo P=PE, ponto vermelho, a trajetéria
de equilibrio fundamental se torna instavel (linha verde tracejada), e a partir do ponto de
bifurcacdo pode surgir a trajetoria de equilibrio de pos-flambagem (linha azul continua).

Resolvendo a equacao diferencial

o A (2.1)

onde E [N/m?] é o modulo de elasticidade, 0 momento de inércia se representa pelo, | [m?],
e o comprimento da coluna pelo L [m], e w(X) representa o deslocamento transversal da viga é
possivel achar a carga na qual se encontra o ponto de bifurcacdo da coluna de Euler, a qual é
dada pela seguinte expresséo.

Pp = (2.2)

Sendo o deslocamento axial critico, e [m], aquele que produz uma reacdo nesse apoio
igual & Pe [N], este deslocamento se pode expressar utilizando a relagdo da rigidez axial:
— PeL
6 = - (2.3)
Onde A [m?] é a area da secdo transversal. O modo de instabilidade, obtido pelas
equacdes de equilibrio na configuracdo deformada para as condigdes de contorno definida na

Figura 2.3 é dada pela expressao.
w (x) = g sen (%) (2.4)

Utilizando desde modo de instabilidade, introduzindo as condi¢fes de contorno na
equacao de equilibrio, chega-se a Equacéo (2.2), ponto onde as duas trajetdrias se intersectam
define o ponto de bifurcacdo e corresponde ao estado de equilibrio neutro da coluna.

A trajetoria de p6s—flambagem, neste caso, na vizinhanga do ponto de bifurcacdo é dada

por uma relacdo que pode ser aproximada pela parabola, na forma de
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(2.5)

que em termos de P = f (q) ficaria.
1(m 2
P=PE(1 + ng(z)) (2.6)

Esta trajetoria € ilustrada na Figura 2.3.

Carga

eeeaap

L [m]

o Deslocamento

Figura 2.3- Coluna de Euler e trajetoria de equilibrio.

O deslocamento transversal do centro de gravidade dado pela Equacdo (2.5) deve ser
posto no modo de instabilidade, Equacédo (2.4), para entdo verificar a configuracdo deformada

da estrutura p6s flambagem, quando submetida a forca axial de compressao.

e Instabilidade de uma placa
A continuagdo se analisa como exemplo ilustrativo, a relagdo cinematica da trajetoria
de equilibrio fundamental e de pds flambagem para uma placa quadrada com suas quatro bordas
rotuladas, submetidas a tensGes de compressao em uma direcao, proporcionada por forca axial,
assim como, tensdes de cisalhamento dadas por forcas de corte.
Esta situacdo pode reproduzir a analise de estruturas, onde localmente alguns de seus
elementos se comportem como placas. E o caso, por exemplo, de colunas formadas por tubos

quadrados, como ilustrado pela Figura 2.4, quando a instabilidade ndo acontece no nivel global
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(movimento rigido da secéo transversal da coluna), e sim de um de seus elementos estruturais,
a este fendmeno se chama de instabilidade local.

Também neste caso, quando a tensdo aplicada na placa atingir um valor critico a
trajetdria de equilibrio fundamental deixara de ser estavel, e uma nova trajetdria de equilibrio
de pés-flambagem estével serd possivel. Esta situagdo se produz num ponto de bifurcacéo

indicado pela condicdo o = o,.

Figura 2.4 - Coluna Tubular
Fonte: Reis e Camotim, 2001.

Na Figura 2.5 se apresenta de forma esquematica os elementos que representam a

flambagem na placa analisada.
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]
P 1 Trajetdria fundamental (instavel)
v

—— e

Trajetdria pis encurvatura (estavel)

. Trajetdria fondarnental (estawel)

(b}
Figura 2.5 - Instabilidade em placa quadrada submetida a carga distribuida p[N/m] compressiva em
uma direcdo

Fonte: Reis e Camotim, 2001.

Neste caso a carga distribuida critica, pcg [N], é fornecida por:

m

2 2
n“Et
= K—EL
Dcr 12 (1-v2)b

(2.7)

Onde t[m] € a espessura da placa, b[m] sua largura, e v o coeficiente de Poisson e K é
um coeficiente adimensional que leva em conta as condigdes de contorno, de cargas e apoios.
Para o caso de placas quadradas com suas 4 bordas apoiadas, se aplicarmos uma pressao
compressiva em um dos lados da placa, K=4, e se sobre a mesma placa aplicamos corte puro,

K=9.34 [Yu e Roger, 2010]. O modo de flambagem ¢ dado pela Equacéo:

w(x,y) = q sen (%x) sen (%y) (2.8)

A trajetoria de equilibrio de pds flambagem no caso de forga axial compressiva é dada

pela Equacdo:

(Z) =1+ a-w (g)z) (2.9)



13

Comparando as Figuras 2.3 e 2.5 constata-se que tanto a coluna de Euler como a placa
comprimida tem uma trajetoria inicial de pds-flambagem parabdlica e estavel. Todavia apesar
da semelhanca qualitativa entre as duas relacbes elas tém uma diferenca quantitativa
consideravel, (a curvatura da trajetoria pos-flambagem da placa é muito mais acentuada), de tal
forma que para deslocamentos g= 0.1 L para a coluna sobre a trajetoria pés-flambagem se chega
a uma carga P=1.012 PE, sendo que para g=t sendo t a espessura da placa, o incremento da

tensdo ao se utilizar a trajetoria de pos-flambagem seréa de P=1.34 PE.

e Instabilidade em cascas
A diferenca do que acontece com as colunas e placas a trajetdria inicial de pos-
flambagem de uma casca é em geral retilinea e numa das dire¢Ges instavel, isso se ilustra na
Figura 2.6.
Onde se apresenta as trajetdrias de equilibrio de um painel cilindrico, (espessura t, raio
de curvatura R, comprimento e largura b, de grande curvatura (valor de 1/R elevado)),

simplesmente apoiada em todo o contorno e submetido a compressdo axial uniforme.

X P
2 F !
L4 i i/f-' 1 Trajetina fundarnental
X {instawel)
1
I
1
Trajetoria de pos enourvatity e 4 Frr
{estdvel) % = lrajetonade pos encurvatura
L0 (instive)
*
b
Trajetdria fundatnental by

{eatavel)

(a) e

Figura 2.6 - Flambagem de uma casca cilindrica, (o deslocamento q é medido na direcéo de z).
Sendo que a tensdo critica é expressa:

o _ T2E t2
Cr ™ 3(1-v2)h2

(1+6%) (2.10)

Onde o termo 0 representa um parametro referente a curvatura da casca, definido através

de.
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_ b#[31-v?)
0= n \’ 4 R2¢2 (2.11)

Neste caso 0 modo de flambagem se pode expressar como:

w(x,y) = q sen %xsen%y (2.12)

E a trajetéria de pos flambagem, no inicio do desequilibrio estrutural é retilinea

conforme.

izl_Lq (2.13)

Ocr 3 2R o¢r

Essa Ultima equacdo representa na relacdo carga deslocamento uma reta inclinada, as
Equacdes (2.10), e (2.13) tendem as Equacdes da placa (2.7), (2.8) quando o raio de curvatura
tende a infinito, sendo que a inclinacdo da trajetoria de pds flambagem tende para zero, assim
como valor obtido a partir da Equacéo (2.9). No presente trabalho ndo sao analisados exemplos
de cascas mas se decidiu manter esta breve introducdo sobre a flambagem nas mesmas para
ilustrar a analogia e diferencia entre estes trés elementos fundamentais (vigas, placas e cascas).

Nos trés exemplos vistos de instabilidade bifurcacional ao se modificar as condigdes de
contorno outras expressdes, para a carga critica, modo de flambar e trajet6ria pés-flambagem
surgiram, em muitos casos ndo € possivel chegar a estas equacGes em forma analitica, nestes
casos a utilizacdo de métodos numéricos é a Unica saida.

No presente trabalho apresenta-se no Apéndice A um estudo relacionado a trajetdria de
pos flambagem para o caso da coluna de Euler onde se imp&e deslocamentos prescritos acima

do ponto de bifurcacao.
2.2.1 Interacdo da Instabilidade Bifurcacional com imperfeicdes geométricas

Nas estruturas reais (sistemas reais) imperfeicbes geométricas estdo naturalmente
presentes, e a ocorréncia da bifurcacdo de equilibrio, instabilidade bifurcacional, deixa de
existir. Nestes casos sO existe uma trajetoria de equilibrio fundamental, mas se constata que ¢

possivel estabelecer uma relacdo entre a forma dessa trajetéria, e as trajetorias de equilibrio
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fundamental e de pds-flambagem dos sistemas nos quais ndo se considera as imperfeicGes
(sistemas ideais). Na Figura 2.7 se apresentam as trajetdrias ideais e reais dos trés tipos de
estruturas ja vistos (coluna, placa e casca).

Podemos ver que o comportamento real dos trés sistemas estruturais é claramente
diferenciado do comportamento do sistema ideal, em particular observa-se que a carga critica
de bifurcacdo fornece uma estimativa da capacidade de carga que € razodvel no caso da coluna,
claramente conservativa no caso da placa (neste caso a carga critica ndo contabiliza a reserva
de resisténcia pos-flambagem), e claramente ndo conservativa no caso do painel cilindrico (a
determinacdo da carga critica ndo contabiliza a perda de resisténcia provocada pelas
imperfei¢cbes geomeétricas iniciais). A importancia da analise pos-flambagem reside em permitir
detectar estas diferencas de comportamento. O comportamento destes sistemas estruturais é em
regime elastico, mas é conveniente ndo esquecer que os fendmenos de instabilidade também

influenciam o comportamento em regime elastoplastico.

. Ponto de Bifurcacédo

——— Coluna ideal
- === Coluna real
- Placa ideal
- === Placareal
e Casca ideal

- === (Cascareal

Figura 2.7 - Comparagéo existente entre 0s sistemas ideais e reais.

2.3 Instabilidade por Ponto Limite

Na Figura 2.2 é apresentado um diagrama carga deslocamento, que mostra 0s aspectos

essenciais de um problema de instabilidade de ponto limite, que descriminamos a seguir:
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(1) Uma trajetdria de equilibrio ndo linear que inicia na origem do diagrama
carga-deslocamento.

(i)  Um ponto limite que corresponde a condicdo de declive nulo da trajetdria
de equilibrio e no qual as configuracdes de equilibrio passam de estaveis a instaveis.

(il))  Um deslocamento abrupto que ocorre quando a estrutura se encontra no
ponto limite e € submetida a um leve aumento de carga. Este fenbmeno descreve a

passagem dinamica da estrutura para uma configuracdo de equilibrio afastada e estavel.

Diferentemente do que acontece com a instabilidade bifurcacional, os deslocamentos
que definem o snap, estdo presentes desde o inicio do carregamento. O aumento do
carregamento provoca uma diminuicdo progressiva da rigidez da estrutura. Para estudar este
problema e necessario levar em conta a ndo linearidade geométrica do modelo estudado.

Este tipo de instabilidade se da em arcos ou calotas abatidas como os ilustrados na
Figura 2.8.

| ' }
Mjh ‘
& ¢ #

a) Arco abatido (h/ € << 1) b) Calote esférica

Figura 2.8 - Estruturas susceptiveis de sofrer flambagem por ponto limite.

Fonte: Reis e Camotim, 2001.

A analise de problemas especificos desta forma de instabilidade pode ser encontrada em
Reis e Camotim, 2001 , bibliografia utilizada para organizar esta revisao além de outros textos

classicos de flambagem ja citados no comeco desta seccao.
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2.4 Instabilidade Dinamica

No caso de incorporar na analise de estabilidade estrutural a dimensdo temporal, a
equacdo de movimento tera adicionadas forcas de inércia, que dependem da massa e das
aceleracOes da estrutura, e as forgas dissipativas, que na sua versdo mais simples dependem da
velocidade atingida pela estrutura analisada, o problema deixa de ser estatico e passa a ser
dindmico, isto € introduzido pelas equacdes de compatibilidade. Neste caso definir as condi¢des
nas quais a estrutura é estavel ou nao depende da magnitude da forca externa aplicada e da sua
variagdo no tempo. Isso faz que o processo seja muito mais complexo. Tratado em numerosa
bibliografia, entre elas é possivel Bazant e Cedolin, 2003, Bolotin, 1964, Oliveira, 1998, Soares
e Mazzili, 1992.

Este tema tem consideraveis implicacGes praticas, pois muitas estruturas submetidas a
interacdo com fluidos, pontes e cabos suspensos, pilares de estruturas fora da costa, veiculos
em geral, entre outras, apresentam problemas de instabilidade dindmica. Também é possivel
encontrar problemas de instabilidade no caso de estruturas submetidas a forcas flutuantes
produzidas por maquinas rotatdrias por exemplo.

No trabalho desenvolvido, a maneira de exemplificar o fenémeno é analisando o caso
de uma coluna birotulada, sobre a qual se aplica uma carga axial de compressdo com
componente flutuante com variagdo harmonica de frequéncia. Neste caso veremos que a
instabilidade da coluna dependera ndo sé da magnitude da carga, mas também da frequéncia de
excitacdo da mesma.

Quando imposta na estrutura um deslocamento ou carregamento paramétrico o
equilibrio neutro seré associado a frequéncia de excitacdo e seu carregamento compressivo,
tornando-se este o limite Gltimo, antes de atingir a ressonancia. Tal limite € encontrado pela
instabilidade paramétrica associada a teoria da estabilidade estrutural. A literatura classica do
problema ¢ associada a linearizacdo do equilibrio de movimento da estrutura vinculada as
equacOes de Mathieu, designando que a faixa de ressonancia é aproximadamente o dobro da
frequéncia natural.

Para uma coluna bi rotulada sofrendo excitacdo paramétrica de forma axial, conforme
Figura 2.9. A equagdo de movimento, considerando o sistema amortecido, é expressa como

segue:

2% w(x) Lp Zw(x)

92 w(x) o w(x)
ox* dx2 t2c

El at2 it

—p A (2.14)
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onde w, representa o modo de flambagem ou solucdo fundamental, p [kg/m?] representa a
densidade, As [m?], a area da secdo transversal, E [Pa] o modulo de elasticidade longitudinal, |
[m*] 0 momento de inércia, ¢ [kg/s] é o coeficiente de amortecimento.

No caso da excitacdo paramétrica a carga aplicada se escrever,
P =Py + P, cos(2t) (2.15)
onde Q [rad/s] é a frequéncia de excitagdo, Po [N] é dado pelo carregamento constante e Pt [N]

é dado pelo carregamento harmonico. Considerando o sistema nao amortecido e substituindo o

valor da excitacdo externa na equacdo de movimento resulta

a* 02 a2
EI ax‘f+(Po+Ptcos.Q t) axf—— Sa: (2.16)
gue tem como solucdo fundamental, modo de flambagem.
w(x,t) = fo(t) sen == (2.17)

Trabalhando a expressdo anterior e descrevendo a frequéncia de ressonéncia, wr, a

frequéncia natural de vibrag&o, wn, e 0 parametro de carga p.

P
Wrz = an(l - P_COT)
2 _nmt Bl
wa? = 8 (2L (2.18)
Pt

p= 2(Pcr—Po)

Chega-se a uma equacdo diferencial do problema linearizado (analise de estabilidade de
primeira ordem), ndo incluindo as n&o linearidades geométricas da estrutura chamada de

equacédo de Mathieu apresentada em Bolotin, 1964.

d? fn
dt?

+ w,2(1—2pcost)f,, =0 (2.19)
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A solucdo desta equacéao se pode escrever.

fo® = qnsen(3t) (2.20)

Onde a amplitude gn» como apresentada em Oliveira, 1998.

1
1 (6 WyT 2-12 WTZ‘L'i32\/T[452)2
an = 3

(2.21)

7-[3
onde

= pAg L*

- (2.22)

P L2
EI

5 =

Na Figura 2.9 se apresenta em forma esquematica o problema analisado no dominio p
vs Q/w;. Onde p é definido na Equacdo (2.18) e Q/wy representa a relacdo entre a frequéncia
aplicada e a frequéncia ressonancia de vibracao.

Na Figura 2.9 (b) se apresentam 0s pontos no dominio p vs Q/wr que representam
situacdes na que a estrutura estard em equilibrio estavel o instavel. Linhas vermelhas indicam
0 contorno da regido de instabilidade no caso do sistema ndo ser amortecido, a linha azul
demonstra a regido de instabilidade no caso do sistema ter um amortecimento de a/w;=0.05.

Ou seja que para uma combinacdo de parametros, p, Q2, € W, Se representa na regiao
estavel do diagrama, se o sistema é perturbado, ele retornara a vibrar dentro da sua configuracéo
de equilibrio estavel. Por outro lado se p, Q, wr Se representa na regido instavel, o sistema

perturbado passara a vibrar numa configuracéo instavel, flambando.
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cos (Q 1)

L

Esen (2 wrgt}

q A sen (w, t}

Sem amortecimento
—— Amortecimento

Figura 2.9 - Coluna bi rotulada submetida a uma carga axial com flutua¢do harménica (a) esquema
gue mostra a estrutura com a carga aplicada. (b) diagrama p=Pt/2(Pcr-Po) vs Q/w; que permite
determinar as regides de equilibrio estaveis e instaveis. Linhas vermelhas indicam regido de
instabilidade no caso do sistema ndo ser amortecido, a linha azul a regido de instabilidade no caso

do sistema ter um amortecimento de a/w,=0.05.

2.5 Analises Nao lineares e lineares

Para analisar uma estrutura é necessario resolver os seguintes conjuntos de equagdes

acopladas:

(i) Equacdes de equilibrio.
(i) RelagGes constitutivas.
(iii) Relagdes cinematicas.

(iv) Equages de compatibilidade.
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Na analise estrutural linear, mais simples possivel, se considera que 0s conjuntos de
equacdes citados sdo lineares, isto implica em considerar que a relagdo constitutiva é eléstica
linear e que os deslocamentos e deformac6es sdo pequenos, o que equivale a considerar que e
possivel realizar os calculos dos esforcos diretamente sobre a configuracédo indeformada.

Mas a analise linear de estruturas ndo permite identificar ou estudar fenémenos de
flambagem, o que resulta do fato da natureza destes fendmenos ser intrinsecamente néo
lineares. Por isto, a definicdo de qualquer analise de estabilidade de uma estrutura envolve
obrigatoriamente estabelecer as equacdes de equilibrio na sua configuracdo deformada ou
considerar as relagbes cinematicas ndo lineares.

No exemplo da Figura 2.10 vemos a andlise de uma coluna sobre a qual se aplica uma
carga axial excéntrica. Na Figura 2.10 se ilustra a diferenca de considerar uma analise linear ou

ndo linear geométrica para determinar as trajetorias de equilibrio.

ondlise linear

ondlise geom. ngdo linear

3 — — e
* [T " 7 s

M(x)=Pe M(x)=P{e+8-w(x)]

a) Configuracéo indeformada b) Configuracao deformada ¢) Trajectérias de equilibrio

Figura 2.10 - Diferenca entre o modelo linear e ndo linear

Fonte: McGuire, Gallagher, e Ziemian, 2000.

Existem varios tipos de analises de estabilidade em funcéo do nivel de n&o linearidade
geomeétrica nela incorporado.

No caso de instabilidade bifurcacional, é necessario definir (i) uma trajetoria
fundamental que pode ser linear ou n&o, (ii) cargas de bifurcagéo, (iii) modos de flambagem e
(iv) trajetorias pds-flambagem.

Cabe salientar que conhecer a trajetéria pos flambagem € de importancia para conhecer

a reserva de resisténcia que tem o sistema ap0s a estrutura atingir a carga critica.
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No caso de ter sistemas com relacdo cinematica linear € possivel estabelecer as equacbes
de equilibrio sobre a configuracdo deformada e linearizar estas equacdes respeitando 0s
deslocamentos envolvidos. Desta forma € possivel calcular a carga de bifurcacdo (a menor) e
0s modos de instabilidade abrindo méo de conhecer as trajetorias de pds-flambagem. Quando
se modela desta forma o problema estudado, 0 mesmo se traduz num problema de autovalores,
onde o menor autovalor sera a carga critica e seu autovetor associado ao modo de instabilidade
no qual a estrutura sai da trajetéria fundamental, mas nada se informa sobre a trajetdria de pds-
flambagem.

Do ponto de vista fisico ao realizar esta simplificagdo assume-se a hipdtese que o
sistema sai da trajetoria fundamental no ponto de bifurcacdo e na configuracdo indeformada.
Este tipo de simplificacdo é impossivel de ser feita no caso de instabilidade por ponto limite
(Snap-through) onde pra resolver o problema é necessario considerar a ndo linearidade
geométrica do problema estudado. Mais informacdo sobre a implementacdo de métodos
numericos que permitam resolver problemas de instabilidade com diversos graus de precisdo
podem ser encontrados em McGuire, Gallagher e Ziemian, 2000.

No método que sera utilizado neste estudo, o continuo é representado por um arranjo de
barras regulares e a rigidez das barras permite realizar uma equivaléncia com o continuo que se
pretende representar. Como 0 arranjo é regular as expressdes que permitem determinar estas
equivaléncias sdo explicitas. Outro detalhe a ser levado em conta é que como as barras que
compdem o arranjo sdo birotuladas, naturalmente o sistema captura a ndo linearidade
geométrica [Bathe, 1976]. O método permite representar dano estrutural e certos niveis de
plasticidade introduzindo ndo linearidade nas leis constitutivas das barras, desta forma a néo
linearidade do material podera interagir com a nao linearidade geométrica nas simulagdes
realizadas. O sistema permite também com relativa facilidade incorporar aleatoriedade ao
sistema estrutural considerando as propriedades do material como campos aleatérios, e
introduzindo também uma perturbacdo geometrica nos arranjos regulares das barras.

Desta forma se descreve a discretizagdo espacial do modelo, que resulta numa equagéo
de movimento que deverd ser integrada no tempo utilizando algum esquema de integracéo,
entre as opgOes possiveis se prefere utilizar um esquema de integracdo explicita por ser mais
robusto na integracdo das fortes ndo linearidades que podem surgir resultantes das fraturas e
instabilidades locais que o modelo pode simular. No proximo capitulo se realiza uma

apresentacdo mais exaustiva do método citado.
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3 METODOLOGIA

Este capitulo trata do método dos elementos discretos formado por barras (LDEM)
utilizado neste trabalho. Inicialmente, a discretizacdo e o modelo constitutivo empregado em
cada barra e seus parametros, além da condicao de estabilidade da integracéo s&o apresentados.
A seguir, um comprimento caracteristico do material (deg) para o Ldem é definido. A
aleatoriedade do material e a perturbacdo geométrica no arranjo do modelo séo sucintamente
contextualizadas para o LDEM. Por fim citam-se estudos numéricos realizados com esta

metodologia de trabalho.

3.1 Método dos elementos discretos por barras LDEM.

O método de discretizacdo empregado no presente trabalho representa 0 meio continuo
através de um arranjo espacial periodico de barras com massa concentrada nos nos e € chamado
de Método dos Elementos Discretos formado por Barras (LDEM — Lattice Discrete Element
Method). A estratégia de discretizacdo, apresentada na Figura 3.1, segue [Nayfeh e Hefzy,
1978], na qual utiliza um maddulo cubico basico formado por 20 barras e 9 nds. Cada n6 possuli
trés graus de liberdade, que séo as trés componente do vetor deslocamento global. Na Figura
3.1, Lc corresponde ao comprimento da aresta do mddulo cubico.

N

(a)

Figura 3.1 - Estratégia de discretizacdo empregada pelo Ldem.

(@) modulo cubico bésico (b) prisma formado usando varios mdédulos cubicos basicos.
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A massa concentrada nos nés é especificada de tal maneira que a soma das massas
nodais represente a massa total do médulo, m,,,4u10 = pL3. Desse modo, a metade da massa
do mddulo é atribuida ao né do centro do médulo, M epner = 0.5pL3, enquanto a outra metade
da massa ¢ distribuida igualmente entre os oito nds dos vértices. E importante notar que, uma
vez que 0s modulos vizinhos compartilnam os seus nos dos veértices, esses nos levam em conta
a contribuicao de varios médulos depois da montagem completa do modelo.

No caso de um material elastico isotropico, a rigidez axial equivalente por unidade de
comprimento dos elementos longitudinais (localizado ao longo das arestas do modulo e aqueles
conectando os nés no centro dos moédulos) é dado por:

E, = AJE= ®EL? (3.1)

A area da secdo transversal, A, é definida como, A; =®L2 onde

__ (9+8n) _9v
T (18+24n) n= (4-8v)

(3.2)

De forma analoga a rigidez equivalente das trelicas diagonais, é definida pela seguinte
equacao:
2

Eq = AqE =70 ®E L. (3.3)

Com estas expressdes modela-se um sélido isétropo, equivalente no caso do modulo de
Poisson ser igual a 0.25, para outros valores deste coeficiente erros nos termos de corte devem
ser assumidos. Trocando o arranjo basico outros coeficientes de Poisson podem ser simulados.

A segunda lei de Newton é aplicada para cada né a fim de se obter o sistema de equacoes.

Mi®+Cx®+F@®)-P@®)=0 (3.4)

Onde os vetores X (t) e x (t) representam respectivamente as aceleragdes e velocidade
nodais, M e C sdo as matrizes de massa e amortecimento, F, P representam os vetores de forcas

internas e externas do sistema. Se M e C s&o diagonais, as equacdo ndo s&o acopladas e podem
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ser facilmente integradas no dominio do tempo utilizando o método das diferencas finitas
Centrais.

Verificando-se que

C = M Df (3.5)

Onde Df e um parametro vinculado ao coeficiente de amortecimento estrutural &, como

segue:

Df = &uwy (3.6)

onde wy, representa a frequéncia natural de vibragdo do sistema.

Deve-se notar que as coordenadas nodais s@o atualizadas a cada incremento de tempo,
e como 0s nos séo rotulados em seus extremos é possivel modelar com este método problemas
com ndo linearidade geométrica, sem adicionar nenhuma complexidade adicional na
implementacao [Bathe, 1976]. A estabilidade do método de integracdo é assegurada limitando

0 incremento de tempo a:

0.6 L¢

At < 3.7)

Up

Onde v é a velocidade de propagacdo da onda volumétrica, vp=(E/p)®>, e 0.6 Lc 0
comprimento caracteristico da barra diagonal, sendo que a estabilidade da metodologia de
integracdo deve respeitar o minimo intervalo para que a onda volumétrica atravesse 0 menor

elemento do modelo num intervalo de integracao.
3.2 Modelo néo linear para dano anisotrépico
Rocha, Riera e Krutzik, 1991, e mais recentemente Kosteski L. E., lturrioz, Batista e

Cislino, 2011, introduziram modelos de dano néo lineares para a energia de fratura do elemento

cubico. O mesmo se ilustra na Figura 3.2.
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Energia de Dano,
Uliano

P Energia de deformacdo
elastica, Uk

Figura 3.2 - Modelo de dano constitutivo bi linear do material

A érea do tridngulo OAB na Figura 3.2 representa a densidade de energia necessaria
para fraturar a &rea de influéncia do elemento. Assim, para um dado ponto P na curva forca
versus deformacdo, a area do triangulo OPC representa a densidade de energia eléstica que pode
ser devolvida no meio, enquanto a area do triangulo OAP representa a densidade de energia
dissipada pelo dano. Uma vez que a densidade de energia dissipada atinja a densidade de
energia acumulada no elemento (triangulo OAB), o0 elemento falha e perde a sua capacidade de
suportar carga. A compressdo, o material se comporta de forma elastica linear. Assim, a falha
por compressao € induzida pela tracdo indireta. Essa suposicao é razodvel para materiais quase-
frageis para os quais a resisténcia maxima a compressdo é maior em 5 ou 6 vezes do que a
tracdo [Kupfer e Gerstle, 1973].

Os parametros do modelo constitutivo bi linear da Figura 3.2. séo:

Forca, F: forga axial na barra em funcdo da sua deformagao axial «.

Rigidez do elemento, E”: depende das caracteristicas do meio eléstico e da
discretizagdo utilizada, observe que E” relaciona uma forca com uma deformacao.

Comprimento, Lc : comprimento critico da aresta de um modulo cubico basico
do Ldem.

Energia especifica de fratura, Gr. energia especifica de fratura ela e proporcional
a area sob a curva bi linear da Figura 3.2.

Area de fratura equivalente, A" depende do comprimento do médulo cubico.
Esse parametro reforca a condicdo de que a energia dissipada pela fratura no meio el&stico é

equivalente a da sua representacao discreta.
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A energia dissipada pela fratura de uma amostra eléstica de um elemento ctbico que

ocorre em uma de suas faces é dada por,
I =G L* (3.8)

A energia dissipada por um médulo cibico no LDEM quando fraturado em duas partes,
é constituido pelas contribui¢cdes de cinco elementos longitudinais (quatro de aresta e um
interno) e quatro elementos diagonais. Se introduz, na expressdo um coeficiente ca que
permitird ajustar a dissipacdo de energia do modelo discreto com a que acontece no sélido

equivalente.

Iipem = Grea [(4)(0.25) +14+4 (%n)] L2 (3.9)

O primeiro termo entre parénteses considera os quatro elementos das arestas, o segundo

termo considera o elemento longitudinal interno e o terceiro termo representa a contribuigéo
- - 2 . ~ .. .
dos quatro elementos diagonais. O fator (ﬁ TI) é arelacdo entre a rigidez da barra diagonal e

longitudinal. O coeficiente ca e um fator de escala utilizado para estabelecer a equivaléncia

entre I" e '”dem , no caso de v=0.25

Gy L2 = G (% ca) L (3.10)
onde o coeficiente que permite fazer a equivaléncia sera cy = 23—2

Desta forma a area de fratura, equivalente das barras longitudinais e diagonais, pode

ser apresentada.

4 2

A ==L, (3.11)

Alf = —ch (312)

Deformacéo de falha critica, €p: € definida como a maxima deformacéo

antes do inicio do dano, dado pelo limite Gltimo de utilizagdo do material.
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O limite Gltimo de utilizacdo do material é imposto pela deformac&o de falha critica. O
maodulo de elasticidade E, o fator de intensidade de tensdes critico Kc e a deformagao critica €p
estdo relacionados com a expressédo classica da mecanica da fratura [Kanninen e Popelar, 1985]

que se apresenta a seguir:
K.=Ee, Y Vnd (3.13)
As condicGes de contorno da falha geometrica assim como a orientacao da fissura critica
de tamanho, d, séo considerados pelo pardmetro adimensional, Y. Caso o comportamento do

inicio de ruptura seja assumido como linear, entdo E g, é a energia de deformacéo eldstica,

recordando a equivaléncia entre Kc e a energia especifica da fratura G se pode escrever:
JGE=Ee, Y Vnd (3.14)

A fim de simplificar tal equagéo, o comprimento critico caracteristico da fissura, deg, €

definido como:
deg =dmY 2 (3.15)

Substituindo-se equacdes tem-se

dog = —L (3.16)

2
Eep

A equacdo final indica que deq € considerado uma propriedade do meio elastico uma vez
que ndo depende do nivel de discretizacdo, representando de fato um comprimento
caracteristico do material (semelhante a da largura critica da regido plastificada na ponta da
fissura no modelo de Dugdale). Sobre esse tdpico, podem-se consultar livros classicos de
mecénica da fratura como Kanninen e Popelar, 1985. A relagdo entre deq € 0 conceito de
tamanho critico introduzido por [Taylor, 2007] apresentado na propagacao de trincas € evidente,

isolando a deformacao de falha critica na expresséo, obtém-se.

_ Gr
S = don (3.17)
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O numero de fragilidade, proposto por Carpinteri, 1981, como uma medida do grau de
ductilidade da estrutura pode ser reescrito utilizando as equacdes apresentadas no contexto da

formulacdo LDEM, como apresentado na equacgéo abaixo.

s = \/d% (3.18)

O indice de fragilidade s ndo considera apenas as propriedades do material, mas também
o tamanho do meio elastico, representado pelo comprimento caracteristico R. Como mostra o
namero de fragilidade pode ser definido como a raiz quadrada da razdo entre 0 comprimento
caracteristico do defeito intrinseco do material que chamamos de deq € 0 comprimento
caracteristico do meio eléstico.

Para compreender o significado do comprimento caracteristico deq, pode-se considerar
que, se durante o processo de fratura de um elemento cubico, o processo de dano provocar um
defeito maior que o comprimento caracteristico deq, a trinca se propagaria de maneira instavel.
E para que aconteca a propagacdo de trinca em forma instavel o comprimento caracteristico da
estrutura deve ser maior que o comprimento caracteristico deq. Para aplicar este raciocinio
estamos assumindo que o defeito € uma fissura que estad abrindo por modo | para outras
condigdes de contorno e modos a tendéncia de comportamento serd a mesma, mas ndo tao
direta.

Deformagéo limite, & € 0 valor de deformacdo para o qual o elemento
cubico ndo apresenta mais resisténcia, ponto B da Figura 3.2.
A relacdo entre a deformacdo limite e a deformacdo critica e dada pelo coeficiente Kr.

& = K& (3.19)

Onde
K= (52) D) (3:20)

E importante notar que, para garantir a estabilidade do método de dano, a condicéo K

> 1, deve ser satisfeita Rocha e Riera, 1991 (a), Miguel, Iturrioz, e Riera, 2014. Essa condic¢ao
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é imposta usando a restricdo Lq < L¢r de o comprimento cubico minimo estar associado ao

fendmeno limite de utilizagdo do material na forma.
Adf
Loy = 2deqg (E) (3.21)

Note também que, em contraste com a pratica habitual em elementos finitos, a relagéo
constitutiva no LDEM néo é somente funcdo das propriedades do meio elastico. A relacao
constitutiva do elemento cubico apresentado na Figura 3.2 € definida em termos de parametros
que dependem das propriedades do material e da discretizacdo do modelo. Por essa razéo,
quando o nivel de discretizagdo do elemento cubico é alterado, a lei uniaxial utilizada em cada
trelica devera ser modificada.

Uma segunda caracteristica interessante do método € que, embora utilize uma lei de
dano escalar para descrever o comportamento uniaxial dos elementos, o0 modelo global leva em
consideracdo o dano anisotropico, devido ao fato de que os elementos sdo orientados em
diferentes direcGes espaciais, que pode atribuir diferentes modulos de elasticidade para o meio

elastico [Itturioz, Riera e Miguel, 2011].
3.3 Distribuicao aleatdria dos parametros do material

Iturrioz 1., Riera, Miguel e Kosteski, 2011, Miguel, Iturrioz e Riera, 2010, modelaram a
aleatoriedade do material considerando Gf como um campo aleatério com uma funcao
densidade de Weibull do tipo III caracterizado por uma média de u(Gs) € um coeficiente de

variacdo CV(Gs). A funcgdo de probabilidade acumulada é dada por,

F(Gf) =1—exp [— (%f)y] (3.22)

onde B e y sdo parametros de escala e forma, respectivamente. O valor médio p(Gf) e o
coeficiente de variagdo CV(Gf)

Também é necessario considerar a funcdo de correlagdo espacial (Lcor) da funcédo
aleatdria de Gs [Miguel, Riera e Iturrioz, 2014 (a)]. Na presente versédo do LDEM, a funcgéo de
correlagdo é considerada constante, o que significa que o intervalo de comprimento da

correlagdo Leor = 2 Le.
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3.4 Perturbacdes geométricas no arranjo do modelo

Outra forma de introduzir aleatoriedade no modelo consiste em perturbar a malha. A
introducdo de perturbagdes geométricas no arranjo cubico, gerado por pequenos deslocamentos
iniciais de pontos nodais, também deve resultar em pequenas mudancas na rigidez dos
elementos. Porém, assume-se que os coeficientes de rigidez do modelo LDEM permanecem
inalterados devido a pequenas perturbac6es da malha. Além disso, a resposta linear do modelo
deve permanecer inalterada dentro da gama de interesse [Miguel, Iturrioz e Riera, 2014] [Riera,
Miguel e lturrioz, 2014 (a)]. Basicamente, é assumido que os nés do modelo perturbado sdo
deslocados da sua posicdo em um arranjo cubico perfeito, definido pelas coordenadas nodais

(Xn, Yn, Zn), como indicado na equacao abaixo:

(xn + & (Le) yn + & (Le) 2n + E2(Le)) (3.26)

onde &, &y e & sdo numeros aleatorios com distribuicdo normal, com media zero e coeficiente
de variacdo CVp. L. indica o comprimento dos elementos longitudinais no modulo cubico
basico.

O valor CVp que melhor se adapta aos resultados experimentais foi determinado por
analise numérica sendo igual a 2,5%. A introducdo desse tipo de perturbacdo na malha é
fundamental para melhorar o desempenho do modelo em amostras modeladas submetidas a

compresséao.
3.5 Utilizagéo do algoritmo

A metodologia descrita na se¢do anterior foi apresentada por Riera J. D., 1984, aplicado
originalmente na instabilidade de cascas. A expressdo explicita para determinar as rigidezes
equivalentes foi desenvolvida para um modelo periodico de trelicas espacial foi proposto por
Nayfeh e Hefzy, 1978. Em Rocha 1991 foi incorporada ao modelo a possibilidade de simular a
fratura e fragmentacdo adicionando uma lei constitutiva bilinear para as barras. A continuagéo
se comenta brevemente alguns dos trabalhos desenvolvidos nos ultimos anos com esta

metodologia:
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Riera e Itturioz, 1995, e Iturrioz e Riera, 1998, modelaram placas e cascas sujeitas

a carregamento impulsivo.

Riera, Dalguer, Irikura e Chiu, 2001, Dalguer, Irikura e Riera, 2003, Realizaram

analises de sismos.

Rios e Riera., 2004, Iturioz, Riera e Miguel, 2008, Iturrioz e Riera, 2007, Iturrioz
I., Riera, Miguel e Kosteski, 2011, Kosteski, lturrioz, e Riera, 2010,. Em Rios e

Riera, 2004, estudaram o efeito de escala em estruturas de material quase fragil.

Kosteski, Barrios D’ambra e Iturrioz, 2008, Kosteski, Iturrioz e Riera, 2010,
Kosteski L. E., Iturrioz, Batista e Cislino, 2011, Kosteski, D'Ambra e lturrioz,
2012, abordaram o célculo de parametros fracto mecanicos estéticos e dinamicos

no Ldem e simulac¢des do crescimento de trincas.

Riera, Miguel e Itturioz, 2011, estuda-se a aplicacdo de altas taxas de deformacéo

em espéecimes de concreto.

Miguel, Iturrioz e Riera, 2010, foram analisadas problemas de independéncia de
malha, no Ldem, em simulacfes de fratura dindmica em materiais frageis, além

do efeito de escala.

Iturrioz, Riera e Miguel, 2014, pequenas perturba¢Ges foram introduzidas na
malha do Ldem, permitindo melhorar significativamente a capacidade de previsao

do dano no modelo cubico.

Rodrigues, Birck e lturrioz, 2016, analisou trés classicos indices de dano em

materiais quase frageis utilizando o método dos elementos discretos.

Iturrioz, Lacidogna e Carpinteri, 2014, e Iturrioz, Lacidogna e Carpinteri, 2013,

aplicaram o LDEM na simulagdo de eventos de emisséo acustica.
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4 APLICACOES

Neste capitulo, exemplos em que a estabilidade estrutural esta presente sdo
apresentados, estudados e discutidos utilizando o método numérico formado por barras
(LDEM). Primeiramente apresenta-se o estudo comparado das respostas de uma coluna sobre
a qual se aplica uma excitagéo axial de compressdo, como carga e como deslocamento prescrito,
no extremo superior da mesma. Posteriormente se estuda a instabilidade dinamica da mesma
coluna submetida a um carregamento harménico. Nestes casos serdo apresentados 0s pontos de
bifurcacdo, carga e frequéncia critica, a trajetoria de equilibrio de p6s flambagem, para
diferentes combinacgdes dos parametros que definem a excitacdo. Posteriormente se analisa o
caso de uma placa, submetida a compressao e corte aplicados com deslocamento prescrito,
apresenta-se a trajetoria de equilibrio de pds flambagem obtida. A influéncia das imperfeicGes
na resposta estrutural também é investigada. Finalmente é apresentado um estudo preliminar
realizado sobre um painel sanduiche composto por duas laminas de material composto por
resina e fibra de vidro com um nucleo de poliuretano expandido, submetido a um ensaio de
flexdo em trés pontos. O tipo de colapso apresentado experimentalmente foi o descolamento da
lamina comprimida. Esta Gltima aplicacdo é estudada utilizando diversos modelos, ilustrando
uma aplicacdo de engenharia onde o colapso é governado pela interacdo entre flambagem e
ruptura, onde o LDEM pode ser utilizado como ferramenta de analise.

4.1 Instabilidade Bifurcacional em Colunas

Como primeira aplicacdo, serd analisada uma coluna bi rotulada, submetida a trés

condicdes de excitacao.

a) Deslocamento prescrito axial no extremo superior que produza
compressdo e forcga transversal no meio do vao para perturbar a coluna;
b) Deslocamento prescrito axial no extremo superior maior que o critico;

C) Forca axial compressiva aplicada no extremo superior.

Na Tabela 4.1 se apresentam os parametros necessarios para realizar o estudo analitico
desta aplicacdo. Os parametros obtidos a partir das propriedades geométricas e mecanicas

primarias definidas sdo também apresentados.
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Tabela 4.1 - Coluna: Propriedades geométricas fisicas da estrutura, (Pe calculado com expresséo (2.2),
Se com expressdo (2.3).)

E [GPa] [b [mm] |h [mm] |L [cm] |I [mm?*] | Pe [kN] | 8 [mm]

200 8 5.1 10 88.4 17.4 0.21

Descricdo do modelo numérico construido para realizar este estudo

Na Tabela 4.2, se apresentam os parametros adotados no teste realizado com o modelo
dos elementos discretos, o tamanho do elemento cubico Lc utilizado na discretizacdo, a
quantidade de modulos considerados em cada diregdo do modelo, o intervalo de integracéo, At,
menor que 0 At definido na Equacgdo (3.7), o coeficiente de amortecimento viscoso, Df,
aplicado proporcional a massa, também especificado e definido de acordo com a Equacéo (3.6).
Cabe salientar que as caracteristicas elasticas consideradas para o material adotado estdo
definidas por um modulo de elasticidade longitudinal E indicado na Tabela 4.1, e um coeficiente
de Poisson de 0.25. Desta forma, como foi explicado na se¢do 3 o modelo de elementos
discretos permite representar a situacdo de modelar um material elastico e isotropico.

Tabela 4.2 - Coluna: Variaveis inseridas no algoritmo numérico.
Lc [mm] Nx, Ny, Nz At [S] Df [1/3]
1.7 6,4,61 1.8x10°" | 3x10*

Os parametros relacionados ao comportamento ndo linear fisico do modelo ndo sdo
especificadas, pois eles ndo serdo ativados nestas aplicagdes. Na Figura 4.1 se apresenta um
esquema do modelo utilizado, onde s&o indicadas as condigdes de contorno empregadas em
cada caso, desta forma estdo sendo simuladas as condigdes de contorno da coluna de Euler bi-
rotulada apresentadas na Figura 2.3, apoio fixo, reac0es em y e z, na extremidade inferior, e

apoio mavel, reacdo em y na extremidade superior.
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(a) (b) (c)

Figura 4.1 - Descri¢do da coluna bi rotulada a ser analisada, (a) se aplica um deslocamento
prescrito 5 e se perturba a coluna com uma pequena forca transversal Fi, (b) se aplica

deslocamento prescrito vertical,(c) se aplica uma forca na direcdo vertical.

No primeiro teste adiciona-se a estrutura um deslocamento prescrito axial no extremo
superior, assim como uma forca transversal impulsiva no meio do vao. No segundo teste, é
adicionado somente deslocamento prescrito superior, assim como no ultimo caso é adicionada

a estrutura forca compressiva no extremo superior.

(a)Deslocamentos Prescritos e perturbacdo produzido por uma Forga

Transversal no meio do vao.

Consiste em aplicar na coluna, além das condig¢des de contorno indicadas na Figura 4.1,
um deslocamento axial no apoio superior até diferentes patamares, para explorar o

comportamento do modelo na sua transi¢éo do equilibrio estavel ao instavel. Uma perturbacao
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produzida por uma forga transversal aplicada no meio da coluna permite verificar se a estrutura
retorna a posicgdo de equilibrio (condicdo de equilibrio estavel), ou perde o equilibrio (condi¢do
de equilibrio instavel).

Sé&o aplicados trés niveis de deslocamentos, maior, menor e aproximadamente igual ao
critico (ver Tabela 4.1), posteriormente se perturba o sistema com uma forca transversal como

se indica na Figura 4.1, e verifica-se a estrutura retorna ou ndo a situacéo de equilibrio estavel.

Resultados

Os resultados mostram que a coluna modelada no LDEM verifica o comportamento
esperado:

- Condicdo de equilibrio estavel: Na Figura 4.2(a), o deslocamento transversal no meio
do vao retorna a sua posicao original apos aplicar uma forga transversal no meio do véo
como perturbagdo na coluna. Neste caso se aplica sobre a coluna um deslocamento
prescrito axial que solicita a coluna com uma tensao de compressdo subcritica.

- Condicdo de equilibrio neutro: Na Figura 4.2(b) o deslocamento transversal no meio
do vao permanece na magnitude produzida pela perturbacéo da forca lateral. Neste caso
se aplica sobre a coluna um deslocamento axial que solicita a coluna com uma tenséo
de compressdo igual a critica.

- Condicao de equilibrio instavel: Na Figura 4.2(c) o deslocamento transversal no meio
do véo continua aumentando apos aplicar e retirar a perturbacdo da forca lateral. Neste
caso se aplica sobre a coluna um deslocamento axial que solicita a coluna com uma
tensdo de compressdo maior que a critica. Se pode observar que no caso de equilibrio
instavel a reacdo atinge um valor superior ao carga critica de Euler, para entender isto
se deve ter em conta que a simulacdo realizada e dindmica e que a situacdo de
instabilidade estatica serd prevista em valores de tempo posteriores da simulacdo, na
Figura 4.3 para condi¢es de contorno similares foi se ilustra como para valores

posteriores da simulagéo a situacdo Reacdo= PE atingida.

Na Figura 4.2 se apresenta o valor dos deslocamentos axiais aplicado no extremo
superior da coluna bi rotulado, os deslocamentos transversais obtidos no meio da coluna,

quando excitados por forca transversal de perturbagédo, assim como o valor da reagéo.
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Figura 4.2 - Coluna: (a) Condigéo de Equilibrio Estavel (b) Condic&o de Equilibrio Neutro (c)
Condicéo de Equilibrio Instavel. Note que as unidades do eixo vertical para cada caso estdo
indicadas nas legendas de cada figura. Em linha tracejada se indica a carga critica tedrica
PE=1.7x104N (Tabela 4.1)

Como era esperado, percebe-se que quando aplicado deslocamento axial prescrito
menor que o critico, a estrutura retorna a posicao de equilibrio, quando aplicado o deslocamento
prescrito aproximadamente igual ao critico, a estrutura se mantem na posicdo deformada
imposta pela perturbacgdo, e quando aplicamos um deslocamento prescrito maior que o critico,

a estrutura sai da configuracdo na qual se encontrava.

(b)Deslocamento prescrito axial no extremo superior maior que o critico;

Neste caso se aplica um deslocamento prescrito levemente superior ao necessario para
a condicéo de flambagem, esta condicéo foi aplicada com uma velocidade baixa suficiente para
ndo produzir efeitos de inercia na coluna (0.05 m/s) até atingir o deslocamento de u = 0.275
mm, calculado pela Equacdo (2.2), posteriormente este deslocamento é mantido constante,

utilizou-se deste valor por ser acima do critico.
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Neste caso néo foi introduzido nenhuma forga transversal de perturbagéo, assim como
nenhuma perturbacdo geomeétrica no arranjo do modelo. Os parametros que definem o modelo

sdo apresentados na Tabela 4.2.
Resultados

Na Figura 4.3 se apresenta o valor da reacdo axial a variacdo do deslocamento axial

aplicado e a variacdo do deslocamento transversal durante o processo simulado.

x100 . . . .
35 —Reagao [N]
— Deslocamento Prescrito [ X 10°® mij]
3 = Deslocamento Transversal [X 107 m) |

25

1.5}

—

0 002 004 006 ?.[D]a 0.1 012 014 016
s

Figura 4.3 - Coluna: Deslocamento Prescrito Axial: Reacéo e Deslocamento Transversal. Em linha

tracejada se indica a carga critica teérica PE=1.7x10 * N (Tabela 4.1)

O deslocamento prescrito axial critico, dado pela equacao 2.3, é de 0.21mm. O aplicado
é de 0.27 mm o qual gera uma forca de reacdo no modelo numeérico, inicialmente de 21.5 kN.
Quando o deslocamento transversal devido a flambagem da coluna se desenvolve totalmente
ele tem um valor de 1.28 mm e esta nova configuracdo diminui o valor da reagdo de 21.5KN
para 18.2KN préximo do valor da carga critica determinado pela Equacdo (2.2) que é de
17.4KN.
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Na Figura 4.4 se apresenta o balanco de energia calculado com o modelo de elementos
discretos que se produz durante a flambagem da coluna, se pode perceber que quando a coluna
flamba a energia elastica diminui e temos um aumento da energia cinética que deixa em
evidencia a caracteristica dinamica do fenémeno de instabilidade acontecido. E importante
salientar que como deslocamentos prescritos estdo sendo aplicados a flambagem fica restrita ao
deslocamento aplicado. Os valores de energia el&stica, cinética e as energias dissipadas se

houver sdo calculadas no modelo em cada tempo de integracéo.

35 . .
—Cinética [ X107
[— Elastica

Cnergias [N
I""”"_.".l m| .
tn " tn

—

o
th

00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 014 0.16
t[s]

Figura 4.4 - Coluna: Deslocamento Prescrito Axial: Energia Elastica e Cinética

Na Figura 4.4 se pode perceber como a configuracéo de flambagem muda para uma que
consuma menos energia elastica e que esta mudanga e produzida dinamicamente pois no
modelo numérico utilizado a equacdo que governa o problema em estudo é a equacdo de
movimento apresentada na Equacdo (3.4).

A resposta estrutural dada pela forca de reacdo e pelo deslocamento transversal durante
a flambagem é apresentada na Figura 4.5, neste caso, o valor da reacdo diminui & medida que o
deslocamento horizontal no meio do vdo aumenta, caracterizando a condi¢cdo de poés-
flambagem. A resposta e comparada com a expressao da trajetoria pos flambagem obtida em

forma analitica apresentada no Apéndice A.
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Figura 4.5 - Coluna: Deslocamento Prescrito Axial: Resposta Estrutural, onde g representa o

deslocamento transversal no meio do véo e A a reacdo medida no apoio dividida Pe.

Ao aplicar um deslocamento prescrito no extremo superior da coluna, a qual gerou uma
forca de compressdo no valor de 22 kN (A=1.22 na Figura 4.5) leva em conta a analise da
instabilidade considerando o problema como nédo linear geométrico). A Equacdo (A.18) é

definida no Apéndice A.
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Figura 4.6 - Configuracdo da Coluna sobre a qual se aplico um deslocamento axial maior que

o critico.

Na Figura 4.6 se apresenta a deformada obtida com o DEM para o caso da coluna axial

sobre a qual se aplica um deslocamento axial superior ao critico.
(c)Forcga axial compressiva aplicada no extremo superior.

Neste caso, se aplica sobre o modelo apresentado na Figura 4.1, uma carga prescrita
axial de compressdo na méaxima velocidade de carga para que ndo produza forgas de inercias
significativas na analise (1.1x10” N/s), como se verifica na Figura 4.8 a energia cinética se
mantem em patamares muito baixos até se produzir a flambagem. Chegando a uma carga de 21

KN carga que permanece constante (superior a carga critica analitica (17.4 kN) definida na
Tabela 4.1).
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Resultados

Na Figura 4.7 apresenta-se a forca de reacdo, o deslocamento axial e o deslocamento

transversal, no caso analisado.
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Figura 4.7 - Coluna: Reagdo Axial: Deslocamento Axial, Deslocamento Transversal

Neste caso, o deslocamento transversal inicia-se quando o carregamento maximo é
atingido. O retardo no inicio do deslocamento transversal se da pelo amortecimento viscoso que
foi introduzido no modelo (ver Df na Tabela 4.2). O deslocamento transversal dado pela

equacéo 2.4, é no valor de 0.042 m, e 0 obtido com a simulacéo ¢é de 0.033 m.
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Na Figura 4.8, apresenta-se 0 balango energético obtido na simulacéo. Se pode perceber
como apos a flambagem a coluna acumula muita mais energia de deformagéo. Também se pode
ver como a passagem de uma configuracdo a outra € dindmica, por isso o sensivel aumento da
energia cinética. Por outro lado se consideramos que a rigidez da viga a flex&o, considerando
como entrada uma carga pontual e como saida o deslocamento no meio do vao sera
K=(48EI/L3), substituindo com parametros fornecidos na tabela 1, e considerando a massa da
coluna e possivel calcular a frequéncia fundamental de vibracdo da viga em 821Hz. Se
consideramos que a mudanga de configuracdo acontece num tempo de 0.01 s, que
corresponderia a  excitar frequéncias de 100Hz-200Hz vemos que a excitagdo ndo estaria
ativando a frequéncia fundamental da viga analisada. Também na Figura 4.9 é possivel observar

gue o amortecimento fornecido ao sistema cancela oscila¢Ges locais na energia elastica.

800 T T T T T T T
i : i |—Cinética [107]
700} | | —Elastica

Energia [Nm]

3 Nm

; ‘ . i ;
G\GTGQ/ 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
t[s]

Figura 4.8 - Coluna: Forca Prescrita Axial: Energia Eléstica e Cinética.

Na Figura 4.9 se observa a relacdo entre a forca de reacdo normalizada e a forca de
flambagem Pe (A) vs. o deslocamento transversal obtido no meio do vdo g. Note que o
deslocamento transversal pos-flambagem, mostra um comportamento similar ao apresentado

pela expresséo tedrica, apresentada na Equacéo (2.4).
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Figura 4.9 - Coluna: Forca Prescrita Axial: Resposta Estrutural em termos do lambda e do

deslocamento transversal no meio do vao.

Onde lambda, A, € igual ao P/Pg, a forca aplicada é de 21 kN, onde lambda é
aproximadamente 1.2. Com a aplicacdo de uma forca axial maior que a critica acontece a
instabilidade estrutural. Na mesma Figura 4.9 se apresenta os resultados tedricos para a
configuracdo pos-flambagem apresentado na Equacdo (2.4) e o desenvolvido na Equacdo
(A.22).

Note na mesma figura que no eixo horizontal o valor maximo de q[m] foi de 3,4 cm
sendo que o comprimento da viga e de 10 cm, sendo que para estes grandes deslocamentos a
influéncia da ndo linearidade geométrica nos resultados sera consideravel. A diferenca entre o
valor numérico e experimental se deve a carga aplicada maior que a de flambagem, mas é
possivel verificar que as trés curvas tem a mesma forma. Um estudo de sensibilidade dos fatores

que influenciam nestes graficos serd um dos temas a desenvolver como continuacdo deste
trabalho.



46

Figura 4.10 - Forca Prescrita Axial: Coluna ap6s flambagem

Na Figura 4.10, apresenta-se a estrutura apds a ocorréncia de flambagem, causada pela

forca prescrita.

4.2 Instabilidade Dindmica em Colunas

Como segunda aplicacdo sera analisada uma viga bi rotulada submetida a duas

condicdes de excitacdo.

@ Forca harmonica compressiva na extremidade superior com frequéncia
de excitagdo dentro da regido de instabilidade. (Ponto A na Figura 2.9b e na Figura
4.11).

(b) Forga harmonica compressiva na extremidade superior com frequéncia

de excitagdo fora da regido de instabilidade. (Ponto B na Figura 2.9b e na Figura 4.11).

Na Figura 2.9.a se apresentam as condic¢des de contorno da viga estudada. A regido na

qual o sistema entra em ressonancia e indicada no dominio P vs (/@ na Figura 2.9 (b).
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Na Figura 4.11 se apresenta também as duas condicOes estudadas (pontos A e B
indicados).

Os pontos A e B séo obtidos quando se aplica na coluna uma relacao de cargas, definida
na Equacdo (2.13) de 0.17, assim como uma relacdo entre a frequéncia de excitacdo e a
frequéncia natural de vibragéo da coluna sob carga axial, de 1.93 para o ponto A, e 1.43 para o
ponto B.

Tabela 4.3 - Parametros e propriedades fisicas e mecanicas da viga sob instabilidade dindmica
E [GPa] | p [kg/m®] | b [mm] |h [mm] | L [cm] | Pe [N] | wr [rad/s]
200 7830 0.4 0.24 0.49 37.9 1.23x10°

Na Tabela 4.3 Pe é calculado com a Equagéo (2.2) e wr e a frequéncia de ressonancia,
definida pela Equagdo (2.18).

Um esquema da estrutura aqui estudada esta representada na Figura 2.9.a, A forca de
excitacdo € aplicada no extremo superior da viga. O deslocamento transversal € medido no meio
do véo (Ver Figura 4.1).

O modelo implementado no algoritmo LDEM tem suas propriedades e parametros
apresentados na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 - Pardmetros do modelo numérico utilizados no problema de instabilidade dindmica

analisado;

Lc [mm] Nx, Ny, Nz At [S]
0.085 6,4,61 1.6x10°10

A excitagdo harménica e as forcas aplicadas na estrutura séo apresentadas.

P(t) = Py+ P;cost [N]
P, = 10 [N] (4.1)
P, =10 [N]

Para a verificacdo da ocorréncia do ponto de bifurcacdo causado pela instabilidade
aplicam-se trés carregamentos divididos em trés intervalos de tempo.

Primeiramente aplica-se Po.
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PO (t): afAt se tStA (42)
Po(t):afAtAse t>tA

Onde ta =1.0 E-6 [s], e aa=1.0 E+7 [N/s]. A parcela harmonica da excitacéo P foi

aplicada como se indica a seguir:
P.(t) =0set <ty
P.(t) = ag(t — ty) cos(Qt) set <ty (4.3)

Pi(t) = ag(tg — t4) cos(Qt) set > tg

Onde te = 2.0 E-6 [s], e as=1.0 E+7 [N/s].Ap0s t>=tg a carga axial aplicada de
compresséo se pode expressar.

P(t) = 10 + 10cos (Qt) [N] (4.4)

Sendo aplicada parcialmente nos nds, a fim de contabilizar um carregamento axial com

este valor. Foram testados dois casos

Q(A) = 2.5x 10° rad/s Q(B)=1.7x10%rad/s (4.5)

O deslocamento transversal para os dois casos sao apresentados.
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Figura 4.11 - Instabilidade dinAmica: Deslocamento Transversal, para os pontos A e B.

Para o caso instavel, (A), na Figura 4.12 se apresenta o deslocamento axial junto com o

deslocamento transversal no meio do vao.
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Figura 4.12 - Instabilidade dindmica. Deslocamento Axial e Transversal para o caso instavel (A).

Também na regido instavel (caso A) a energia de deformacéo elastica e a energia

cinética sdo apresentadas na Figura 4.13.
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Figura 4.13 - Instabilidade Dinamica: Energia Elastica e Cinética para o caso instavel (A)

Para a condicdo de excitacdo A, onde a frequéncia de excitacdo imposta é
aproximadamente o dobro da frequéncia de ressonancia da coluna, o deslocamento transversal
é de 1.1 mm, sendo que no caso da condicdo B, onde se impbs uma frequéncia de excitacdo de
1.43 vezes a frequéncia de ressonancia da coluna sob carga compressiva, 0 deslocamento

transversal ocorrido é nulo.

4.3 Instabilidade bifurcacional em Placas

Se a analisa a seguir uma placa apoiada nas quatro bordas, submetida a dois tipos de
carregamentos a seguir especificados:

Os tipos de solicitagdes analisadas foram

a) Deslocamento prescrito axial na borda superior, induzindo tensdes axiais
compressivas sob a placa.

b) Deslocamento de corte aplicada nas quatro bordas induzindo tensées de
cisalnamento sob a placa. Neste caso foi também investigado a influéncia de
imperfeicdo na malha do modelo (foi introduzida como imperfeigéo a perturbacéo da

trelica regular nas coordenadas aleatéria com media zero e coeficiente de variacdo
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CVp=2.5% (ver Tabela 4.6)). Detalhes de como estas imperfei¢des sdo introduzidas sdo
explicadas no Capitulo 3 desta dissertagéo.

Na Tabela 4.5 se apresentam o0s parametros necessarios para realizar o estudo analitico

dos dois carregamentos aplicados.

Tabela 4.5 - Placa: Propriedades geométricas e fisicas.
E[Pa] b[m] t[m] P1cr[N/m] P2cr[N/m]
2.0x10%! 8.0x10°7? 6x10°3 23.68x10° 55.37x10°

A pucr € a carga distribuida que produz a flambagem da placa para o caso de forga axial
de compressao, utilizando a Equacéao (2.7) com o coeficiente de flambagem adequado para o
caso analisado (K=4) o valor te6rico obtido para o pcr1=23.68MN/m, No caso de corte puro
foi também calculado com a Equacdo (2.7) com um coeficiente K=9.35 e o valor tedrico é
P2cr,=55.37MN/m neste caso. Se observa que estes valores (Picrit,P2crit) S80 muito elevados
devido ao pequeno indice de esbeltez da placa (b/t). Como o modelo ndo considera a
possibilidade da estrutura plastificar ainda € possivel avaliar valores de tensdes elevados. A
instabilidade do sistema no caso de estudar uma placa metélica destas dimensfes seria a
plastificacdo. Um esquema da estrutura aqui estudada foi apresentado na Figura 2.6 onde as
condicdes de contorno para os dois casos estudados sdo apresentados. Foi também neste caso

considerado um amortecimento no sistema para manter o controle dos efeitos dindmicos.

Tabela 4.6 - Placa simulada com 0 modelo LDEM: Propriedades do modelo numérico.
Lc [mm] Nx, Ny, Nz At [S] CVp [%]
2 4,41,41 2.3x10°%|0.025

Os parametros relacionados a ruptura do material ndo foram introduzidos neste caso,
pois se esta verificando sé o comportamento da instabilidade do sistema, sem ter como interesse
verificar seu colapso. Ja as imperfeigdes foram introduzidas a fim de verificar a mudanca da
resposta estrutural.

Na Figura 4.14 se apresenta um esquema do modelo utilizado, onde séo indicadas as

condigdes de contorno empregadas em cada caso, desta forma estdo sendo simuladas as
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condigdes de contorno da placa apoiada nos quatro bordas, conforme apresentadas na Figura
2.6.

5z=0

dX=A(t) & 5220

dy=A(1)

6z=0
6z=0
dy=A(t)

dz=0 / LSZ:O §z=0

Sy=—A(t) Sx=-A(1)

6z=0
dy=—A(t)

(a) (b)

Figura 4.14 - Placa apoiada em seus 4 bordas (a) no caso de flambagem produzida por tensdes de
compressdo numa direcdo. (b) no caso de flambagem produzida por tensées de corte.

(@) Deslocamento Prescrito Axial

Foi aplicado um deslocamento prescrito levemente superior ao necessario para a
condicdo de flambagem, esta condi¢éo foi aplicada com uma velocidade de 0.05 m/s até atingir
o0 deslocamento de u=2.1 mm, calculado pela Equacdo (2.2), posteriormente este deslocamento
é mantido constante.

Neste caso ndo foi introduzido nenhuma forca transversal de perturbacéo

Resultados

Na Figura 4.15 se apresenta o valor da reacdo axial a variagdo do deslocamento axial

aplicado e a variagcdo do deslocamento transversal no centro da placa durante o processo
simulado.



53

%10 _ _ i i i

6/ Forga de Reagao [N]
— Deslocamento Prescrito [ 2 10'9m]
5| "~ Deslocamento Transversal [% 10°m] |
41
(plcrit:24.38X106N/m)

3.
2 T
-1.
0

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

t[s]
Figura 4.15 - Placa, Deslocamento Prescrito Axial: Reag&o, Deslocamento Transversal. As
unidades do eixo horizontal estdo indicadas na legenda.

A reacdo indicada corresponde a soma de todas as forcas produzidas numa borda da
placa. Para facilitar a comparacdo na Figura 4.15 se indicou o valor da reacdo em termos da
carga distribuida critica plcr [N/m] comparavel com o valor tedrico apresentado na tabela 5.
Se pode observar que os valores obtidos na simulacdo apresentaram coeréncia com os definidos
analiticamente com a Equacao (2.7) apresentados na Tabela 4.5.

Ao modelo numérico € aplicado um deslocamento prescrito de 2.1 mm, sendo que com
este a forca de reacdo é de 2.4 MN. Apo6s a ocorréncia da instabilidade estrutural, e quando a
deflexdo transversal no meio da placa, ponto verde na Figura 4.11, atinge o seu valor méaximo,
a forca de reacdo apresentada pelo modelo numérico € de 1.9 MN. O deslocamento transversal
maximo obtido com o modelo foi de 4.49 mm.

Na Figura 4.16 se apresenta as energias contabilizadas pelo algoritmo durante a
simulacdo do processo, note como quando a estrutura flamba e muda de configuracdo de
equilibrio a quantidade de energia elastica acumulada na placa passa a um valor menor. Neste
caso a influéncia da passagem da configuracdo original a outra configuracdo de equilibrio se
produzir num curto espaco de tempo e ndo tem produz efeitos de inercia consideraveis, pois a
energia cinética avaliada durante a simulacdo se manteve em patamares muito baixos se

comprada a energia eldastica.
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Figura 4.16 - Placa: Deslocamento axial prescrito: Energia Elastica e Cinética

A resposta estrutural dada pela forca de reacédo e pelo deslocamento transversal durante

a flambagem ¢é apresentada na Figura 4.17.

25x‘IO

| \—Resposfa Estrutural\

Reacao [N]
|

~ i i I i i
0":-_)1 0 1 2 3 4 5

Deslocamento transversal [m] x10°

Figura 4.17 - Placa. Deslocamento axial prescrito: Resposta numérica.
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Neste caso, o valor da reagdo diminui @ medida que o deslocamento horizontal no meio

do vdo aumenta, caracterizando a condig&o de pds- flambagem.

Na Figura 4.18, apresenta-se a configuracdo deformada da estrutura ap6s a flambagem

obtida com o modelo do LDEM e se compara a mesma com uma fotografia de uma estrutura

metalica que flamba com condic¢des de contorno similares.

(b)

(a)
Figura 4.18 - Flambagem placa simplesmente apoiada submetida a compress

direcéo (a)

a0 huma

~

configuracédo de flambagem obtida na simula¢do com o LDEM. (b) ensaio que ilustra flambagem de

placas em condi¢des de contorno similares.

(b) Deslocamento cisalhante em placa sob apoio com e sem imperfei¢des

Aplica-se um deslocamento prescrito levemente superior ao necessario para a condicao

de flambagem por corte, esta condicdo foi aplicada com uma velocidade de 3.3 m/s até atingir

€ mantido constante.

3.15 mm posteriormente este deslocamento

o deslocamento de u

Neste caso ndo foi introduzido nenhuma forca transversal de perturbacdo, porém foi

testada a influéncia de considerar a malha perturbada.

Resultados
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Na Figura 4.19 se apresenta a variacao da reacdo o deslocamento prescrito aplicado e o
deslocamento transversal da placa durante o processo simulado, (ponto verde da Figura 4.1). O
deslocamento prescrito aplicado foi de 3.15 mm e gerou uma forca de reacéo no valor de 5.21
MN. Apo6s a ocorréncia da instabilidade estrutural a reagdo por corte foi de 4.98 MN, obtendo
um deslocamento transversal no valor de 8.28 mm, quando ndo foi aplicada nenhuma
perturbacdo no arranjo geométrico do modelo. Sobre a figura se indico a reacdo em termos da
carga distribuida aplicada sobre as bordas da placa para produzir a flambagem da mesma, para
facilitar sua comparacdo com o valor teorico calculado com a Equacdo (2.7) apresentado na
Tabela 4.5, também neste caso os valores obtidos com o modelo numérico e os experimentais
foram coerentes.

Na simulacdo deste problema se pode observar que a mudanca de configuracdo na
flambagem produz vibragbes que sdo amortecidas ap6s um certo tempo devido ao
amortecimento aplicado. Estas oscilacGes ndo chegam a mudar o resultado da carga final dos
deslocamentos axiais transversal e da carga de reacdo, assim como da energia acumulada no

sistema apds a flambagem acontecer.

1% 10°
Reacdo [M]
i — Deslocamento Prescrito [ X 107 m] _

10 — Deslocamento Transversal [X 107 m] '

8

(pZCrit:62.5X106N/m)

6 /

4

2

0

2 1 2 3 4 5 6

t[s) x10°

Figura 4.19 - Placa: Deslocamento Prescrito Corte: Reacéo, Deslocamento Transversal

A energia de deformacao elastica e cinética € apresentada na Figura 4.20.
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Figura 4.20 - Placa: Deslocamento Prescrito corte: Energia Elastica e Cinética
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A resposta estrutural dada pela forca de reacdo e deslocamento transversal no meio da

placa é dada pela Figura 4.21.

—Sem irﬁperfeigéo
—Com imperfeicdo

Reagéo [N]
L =

N
T

0 | | I I

-2 0 2 4 6 8
Deflexao Transversal q(L/2,L/2) [m]

Figura 4.21 - Placa: Deslocamento Prescrito de corte: Resposta estrutural com e sem imperfeicdes

geométricas.
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Na Figura 4.21 apresenta-se a resposta estrutural numérica quando sdo aplicadas

imperfeicbes geométricas aleatorias no modelo estrutural no valor de 2.5 % do comprimento

do modulo cubico, os resultados sdo comparados com a solucdo sem imperfei¢cbes na malha.

Percebe-se que o deslocamento transversal obtido com imperfeicdes € menor que o

obtido sem imperfeicbes, e que a imperfeicdo geométrica inicial acentua a instabilidade

estrutural, ndo deixando que a estrutura suporte uma carga acima da critica.

Neste caso os resultados sdo apresentados em termos de forca reativa (as reacgdes

somadas num lado da placa)

casos as oscilagoes

também as trajetorias apresentadas na Figura 4.21.

Na Figura 4.22 se apresenta a configuracdo pos flambagem obtida com o modelo do

LDEM comparados com configuragcdes de flambagem de estruturas reais com condicdes de

contorno similares.

Figura 4.22 - Flambagem placa simplesmente apoiada submetida a esfor¢o de corte na suas quatro

bordas: (a) configuragdo de flambagem obtida na simulagcdo com o LDEM. (b) configuracGes de

flambagem de estruturas reais que ilustram a flambagem de placas em condi¢6es de contorno
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4.4 Determinacgdo da carga ultima de um painel formado por nucleo de poliuretano

expandido e duas laminas externas de fibra de vidro e resina.

(a) Introducao
Como quarta aplicacdo se estuda um painel formado por um ndcleo de Poliuretano
expandido e duas laminas de material composto (fibra de vidro e resina), colada na parte

superior e inferior. Estes painéis sdo fabricados pela empresa T-Pan http://www.t-pan.it/. Na

Figura 4.23, se ilustram algumas aplicacGes deste tipo de estrutura na industria.

Figura 4.23 - Aplicacdo dos paneis sanduiche analisados. http://www.t-pan.it/



http://www.t-pan.it/
http://www.t-pan.it/
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Estes paineéis foram ensaiados a flexdo em trés pontos no Departamento de Engenharia
civil da Universidade de Parma, Italia, Coordenado pela Prof.2 Sabrina Ventadori, Ventadori,
2017.

Na Figura 4.24 se apresenta uma vista do painel ensaiado e a especificagdo das

principais dimensdes do mesmo.

Figura 4.234 - Painel de Sanduiche: Propriedades geométricas, condi¢Oes de contorno (Ventadori
2017).
Na Tabela 4.7 se especificam as dimens@es da estrutura a ser analisada.

Tabela 4.7 - Propriedades do painel a ser analisado (Ventadori, 2017).

L {comprimento total) 2000|[mm]
S({comprimento entre apoios) 1900{[rmm]
B (largura) 500{[mm]
t (alturatotal) 103 |[mm]
tn (espessura do ndcleo) 100{[mm]
tolespessura das camadas) 1.5|[rmrm]
Densidade da lamina 1000[kg/m?]
Densidade do nicleo 35|[kg/m?]
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Como resultado dos ensaios realizados se apresenta a curva carga deslocamento no meio
do véo para dois ensaios, na Figura 4.25. Nota-se que em um comego a curva apresenta um
assentamento inicial tipico da acomodacdo dos apoios e do sistema de carga. Depois deste
periodo inicial o comportamento do sistema é linear até a falha final que se presenta abrupta
quando a deflexo no meio do véao é de 66 mm. Na mesma figura, se apresenta a curva carga

deslocamento, obtida retificando a mesma e deixando seu comportamento linear.

12

10 }
8 /
Aplicagdo Numérica
=@0=1|- Teste de Flexao
4 >
/ ==je=|| - Teste de Flexdo
2

0 20 40 60 80

Deflexao [mm]

Forga [kN]
D

Figura 4.24 - Painel de Sanduiche: Ensaio de Flexao

Na Figura 4.25 se pode verificar a configuragao final obtida em um dos testes.

Figura 4.25 - Painel de Sanduiche: forma de colapso da lamina superior (Ventadori 2017).
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Na figura, se evidencia que o colapso da estrutura é devido ao descolamento da lamina
perante o nucleo, na parte superior do painel, e sua posterior flambagem. Esta forma particular

de colapso é o motivo de realizar este estudo como Ultima aplicagdo nesta dissertacéo.

(b) Calibracdo do modelo numérico

Com o intuito de calibrar o modelo dos elementos discretos para o ensaio a flexdo em
trés pontos do painel, foi estimada a rigidez do nucleo da viga, utilizando a relagdo entre
densidade e modulo de elasticidade proposta em Mourdo e Netto, 2002, neste trabalho se
apresentam as correlac6es proposta na Figura 4.26. Utilizando esta curva, com uma densidade
de 35 kg/m? é possivel calcular um valor de E = 8 Mpa, para 0 médulo de elasticidade do

poliuretano (material do nicleo do painel).

E (MPa)

aprox. polinomial
®  ensalos

T — T T — r r * 1 7 — 1
0 100 200 300 400
p (kg/m’)

Figura 4.26 - Correlagdo entre a densidade e Modulo de elasticidade longitudinal (Fonte: Mouréo e
Netto 2002)

Para calcular o modulo de elasticidade da lamina (Eiam) Se procedeu a determinar o
modulo de elasticidade da se¢do da viga composta homogeneizada, considerando toda a secéo

do mesmo material que o nucleo.
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Da Figura 4.24 se pode estimar a carga de colapso do painel, medida sobre a curva
retificada (dmax=66mm, Pmax=7.14kN). Aplicando a expressdo da elastica fornecida, pela

resisténcia dos materiais classica Young e Budynas, 2002.

Sméx =" (4-6)

48 El,,
Onde P = 7.14 kN é a carga de ruptura estimada pela curva 4.24, S=1.90 m é o

comprimento entre apoios da viga composta (ver Tabela 4.7) , E = 8 Mpa o modulo de

elasticidade do ndcleo e dmax=66mm o deslocamento maximo da viga composta.

Na Equacéo (4.6) fica como incognita 0 momento de inércia da sec¢cdo homogeneizada
que sera de l,; = 1.93x10°m*. Na Figura 4.27 se esquematiza o procedimento utilizado para

aB

A
v

homogeneizar a sec¢do da estrutura em analise.
«—>
B

Figura 4.27 - Esquema que ilustra o processo de homogeneizagao realizado sobre a estrutura composta

estudada.
Desta forma a expressdo do momento de inércia da secdo homogeneizada sera.

__ Bty?

IZZ 12 +

Bat.?

——+2 Ba(*=5)? (4.7)

2

Substituindo valores do 1;; homogeneizado calculado com a Equacdo (4.6), e as
dimensGes do painel apresentados na Tabela 4.7 na Equagédo (4.7), se chega a que a=521.
Conhecendo o valor de o é possivel calcular o valor do moédulo de elasticidade longitudinal da

lamina de vitro resina.

Eiam = 8 Mpa « = 4.17 GPa (4.8)
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Desta forma € possivel encontrar as tensdes axiais impostas no painel de sanduiche na
condicdo limite. Aplicando a expressao de resisténcia dos materiais, calcula-se esta tenséo, para

seu valor maximo, ymax =t/2=0.05 m, sendo t a altura total do painel, se obtém assim:

Opom = mix3¥mix _ gg | pg (4.9)

4 ZZ
Desta forma a tensdo a qual esta sujeita a ldmina quando a carga aplicada no meio do

véo do painel for, Pmax= 7.14 kN sera
Olam — & Ohom — 46 Mpa (410)

Para verificar os calculos realizados, se construiu um modelo de elementos finitos no
ANSYS 13.0, considerando os dois materiais com os médulos elasticos especificados Enacleo =
8 MPa e Ejam=4.17 GPa. A carga aplicada foi de P=7.14 kPa obtendo o perfil de tensdes axiais
no meio do vado apresentado na Figura 4.28. Observa-se na figura que as tensdes na lamina

(extremo superior e inferior, sdo iguais as calculadas em forma analitica).
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Figura 4.28 - Painel de sanduiche: Tensdes axial (Ansys 13.0)

Com o objetivo de determinar a tensdo critica que produz a flambagem da lamina
superior ao submeter a viga a flexdo, foi confeccionado um programa em software de analise
matricial Mastan, McGhire et al, 2000. Este software permite realizar diversos tipos de analises
em estruturas espaciais unidimensionais.

Para aproximar-se das condi¢des de contorno as quais o painel estd sujeito quando
colapsa, realizou-se um modelo como o indicado na Figura 4.29 onde a lamina foi representada

como uma viga com secc¢do retangular de largura B e altura tiam. Considerando como modulo
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de elasticidade o Ejam j& determinado. Introduz-se uma configuracéo inicial coincidente com a

que a ldamina tem quando o painel esta flexionado, com uma deflexdo maxima Smax=66mm.
Esta configuracdo foi definida como a curva elastica do painel considerando a secgo

homogeneizada com uma carga de P=7.14kN. Desta forma segunda a resisténcia dos materiais

a configuracdo inicial é.

y(x)=[Pmax S/(6EI;)] x® =0.0769x3 (4.11)

Onde para 0 meio do vao do painel teriamos, y(S/2)=y(950mm)=66mm , valor coerente
coma dmax apresentadana Figura4.25. Na Figura 4.29 se apresentam as condic¢des de contorno
aplicadas no modelo para simular a situacdo apresentada na Figura 4.25. Dentro do programa
Mastan se realizaram duas analises para determinar a carga distribuida qx [N/m] que levara a
lamina a instabilidade. Com um comprimento de flambagem de 0.30m.

Realizando uma analise de flambagem elastica, se chegou a um Qeritico = 313N/m,
realizando uma analise ndo linear geométrico a carga critica que produz a instabilidade do
modelo estudado € gng = 343N/m. Como esta carga distribuida é aplicada sobre um
comprimento de S/2=0.95m, vamos ter em cada caso uma reacgao horizontal total de Qcritico=313
N/m x 0.95 m = 297 N, Qnig=326N. Mais detalhes sobre as caracteristicas do programa e 0s
tipos de analises mencionados se podem encontrar em McGuire et al, 2000.

Como a area transversal da lamina considerada foi de A = B X tiam= 0.5 x 0.0015m?, a
tensdo na lamina na qual se produz a instabilidade serd, ocit=[0.396,0.43MPa], tensédo
aproximadamente 100 vezes menor que a esperada (46 Mpa obtida com a Equagéo (4.10)),
esta sensivel diferenca se pode explicar pois no modelo ndo foi considerada a influéncia do

adesivo na restricdo a flambagem da lamina.
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0.066m
NG -/
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dy=0

dx=0
dz=0

dz=0
rz=0

rz=0

Figura 4.29 - Configuracdo analisada no programa de analise matricial Mastan. (McGuire 2000)

Figura 4.30 - Detalhes da configuracdo de ruptura do painel

Também as condicBes de contorno adotadas para realizar a analise numérica se
considerou restrita a rotacdo em torno do eixo z nos dois extremos, pois se considera a lamina
descolada do nucleo. Observando as configuracfes da lamina flambada apresentada na Figura

4.30 se pode ver que a lamina rota parcialmente em seus extremos.

(c) Descricdo do modelo realizado com o método dos elementos discretos

Utilizando as informagGes obtidas na se¢do anterior, um modelo dos elementos discretos
foi implementado, tambem neste caso serd avaliado em forma localizada a regido superior do
modelo, onde acontece o descolamento da lamina do nicleo. Na Figura 4.32 se apresenta em
(@) um esquema do painel estudado, indicando em vermelho a parte que esta sendo modelada
em detalhe, em (b) se ilustra o0 modelo realizado utilizando o0 método dos elementos discretos,

e em (c) ampliacdes das regides de interesse do modelo.
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Sobre 0 modelo séo aplicados deslocamentos prescritos na direcéo vertical para deixar,
lamina + interface, com a mesma configuracdo que tem quando aconteceu a instabilidade no
ensaio. Posteriormente se aplica uma forca distribuida em todos os nds da lamina na direcdo
horizontal. O modelo estudado simula um problema de estado plano de deformacdes, isto
implica que s6 é necessario considerar um modulo na diregdo da espessura, todos 0s
deslocamentos na diregdo em z devem ser restringidos.

Tanto o processo de aplicacdo dos deslocamentos prescritos como da carga horizontal
aplicada devem simular um processo quase-estatico, para conseguir isto se controlou as forcas
de inércia introduzidas a patamares aceitaveis, isto se pode regular diminuindo a velocidade de
aplicacdo das excitacbes e aumentando o amortecimento viscoso com o objetivo de filtrar
oscilagdes do sistema.

Na regido indicada com (*) na Figura 4.32 a resisténcia dos elementos que simulam a
interface foi totalmente debilitada para induzir a forma de flambagem visualizada nas Figuras
4.26 e 4.31.

A

P U s

Rx

R
4
-t

P i e

(c)
Figura 4.31- (a) Modelo global, (b) Modelo local, (¢c) Modelo local: Condic¢Ges de contorno

0.066m
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Na Figura 4.31 (c) se indica em cor verde os elementos da interface, o nicleo que ndo é
modelado, e em preto a regido que representa a lamina de vitro-resina.

Os parametros utilizados para construir o modelo sdo os seguintes: 0os maddulos
utilizados tem um Lc=5x10"“*m de lado, foram utilizados 1800 modulos na direcdo de X, 5
maodulos na direcéo y, sendo 3 para modelar a Idmina e dois para modelar a regido de aderéncia,
e 1 mddulo na direcdo da espessura z, lembrando que aplicando a condi¢do de que todos 0s
deslocamentos sdo fixos na direcdo de z 0 modelo representa a condicdo de estado plano de
deformagdes. Considerou-se para a regifo da lamina Ejam= 4.3 GPa, e p.= 1000kg/m?, e para
a regido da interface Einterface = 8 MPa , e pn= 35kg/m3. Nao foi investigada, neste modelo
preliminar, a possibilidade que 0 mesmo se descole e rompa durante o processo de flambagem,
nem na interface nem na lamina. Mas se salienta a potencialidade do modelo dos elementos
discretos para avaliar a evolugdo de dano no modelo como foi apresentado no capitulo 3.

(d) Resultados preliminares

Uma primeira avaliacdo do problema estudado se apresenta na continuacdo de tentar
aproximar a simulacdo do teste do painel. Apos aplicar os deslocamentos prescritos para dar ao
modelo a configuracéo indicada na Figura 4.31, se aplica uma carga distribuida horizontal sobre
toda a lamina que atinge um patamar de Rx =1.8 N que equivale a submeter a lamina a uma
tensdo axial de compressdo maxima de s = Rx/Aiam=1.8N/(7.5x10-7) = 2.4Mpa, a area
considerada e a area transversal da parte do modelo que representa a lamina que sera
Aiam=3(Lc)? como se pode verificar na Figura 4.31c.

Na Figura 4.32 se apresenta o balanco de energia onde se mostra a energia cinética e a
energia eléastica em funcdo do tempo durante todo o processo. Observa-se que a energia cinética
se mantem em patamares muito mais baixos que a energia elastica.

Na Figura 4.33 se apresenta a variacdo do deslocamento vertical no ponto (A) indicado
na Figura 4.32 (b), e é possivel verificar que com a carga que produz uma reacao horizontal na
lamina de Rx = 1.8 N 0 modelo se instabiliza, e a reacdo no apoio baixa chegando a Rx = 0.89N

N que equivale a produzir uma tenséo axial maxima de compresséao de 1.19 MPa.
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Figura 4.32 - Balanco de Energia obtido na simulagdo. Observe que as unidades do eixo vertical
estdo indicados na legenda da figura.
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Figura 4.33 - Resultados obtidos com a simulagio do DEM, onde se mostram as reacfes na

direcéo vertical e horizontal do modelo e a variagdo dos deslocamentos verticais. Note que as

unidades do eixo vertical estdo indicadas nas legenda.
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Na Figura 4.33 também e possivel verificar a variacdo da reacéo vertical no modelo. Os
resultados obtidos mostram valores da ordem aos obtidos na simulacéo realizada no Mastan, (o
modelo do LDEM ocit= 1.19 MPa , no Mastan o¢it=[0.396,0.43MPa]).

Finalmente na Figura 4.34 se apresenta a comparagdo entre modelo experimental e

numérico em termos das configuracdes finais obtidas.



72

(b)

TS TSNS

(c)

Figura 4.34 - Modelo: (a) configuracdo experimental e numérica (b) y (c) dois detalhes da

configurac&o final obtida com o modelo numérico.

Cabe salientar que os resultados apresentados nesta sec¢do permitiram realizar uma
analise preliminar do problema aqui apresentado. Os valores de tensdes obtidos sem considerar
a influéncia da cola levaram a tensbes de flambagem 50 vezes menores que as determinadas
experimentalmente (ccr dem=1.19Mpa, o exp)=46Mpa). Modelos mais sofisticados onde se

considere o adesivo serdo realizados na continuacdo deste trabalho.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho foi aplicado uma versao do método dos elementos discretos formado por
barras (LDEM) para simular problemas de estabilidade estrutural. Problemas basicos de
flambagem eléstica, estatica e dindmica, em vigas e em placas foram analisados, também foi
realizada uma analise preliminar de um painel composto por um nucleo de poliuretano
expandido e lamina de material compdsito de fibra de vidro e resina coladas nas faces superior
e inferior.

- Respeito a analise de problemas de flambagem eléstica estatico simples foi possivel
obter resultados da simulacdo coerentes, tanto para estruturas unifilares como bidimensionais.
O resultado em termos de carga critica e comportamento pos-flambagem foram os esperados.

- O modelo numérico utilizado resolve o problema integrando uma equacdo de
movimento no dominio do tempo, isto permite incorporar o tempo na anélise e visualizar como
se aproximam os resultados classicos de instabilidade quase estaticos com os obtidos
incorporando a dimenséo temporal. Foi de interesse esta forma de proceder para perceber que
a flambagem nao é instantanea e que pode localmente produzir efeitos de inércia importantes
de serem avaliados em estruturas susceptiveis de romper ou sofrer deterioracdo por fadiga.

-Na avaliacdo de uma coluna solicitada com cargas paramétricas os resultados também
simularam corretamente os esperados pela teoria.

-Na analise do painel composto submetido a flexdo em trés pontos, com os resultados
preliminares obtidos foi possivel perceber a possibilidade do método dos elementos discretos
em capturar efeitos que envolvam a interacdo de instabilidade e ruptura. Cabe salientar que
neste trabalho as possibilidades do método dos elementos discretos para modelar diversos tipos
de dano néo foi aplicado, esta capacidade do método foi explicada no capitulo 3 onde diversos
trabalhos séo referenciados.

- Do ponto de vista geral, foi elucidativo ver como resultados vinculados com
instabilidade se apresentam quando se incorporam na analise a dimensao temporal, ainda que
ndo fosse ela crucial na sua analise, mas sim para interpretar como o processo de flambagem
acontece.

- A continuidade do trabalho aqui desenvolvido esta relacionada com a simulacdo do
painel composto. Se pretende melhorar 0 modelo preliminar apresentado, para poder explicar
como acontece o colapso relacionado com a flambagem da lamina que se descola do ndcleo.

No estudo experimental realizado na Universidade de Parma a correta aplicacdo da cola que
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adere as laminas ao nucleo foi definido como o fator critico na resisténcia do painel ao colapso.
Se acredita que é possivel verificar e aprofundar este estudo empregando o método numerico

apresentado.
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APENDICE A

A tensdo de compressao em uma estrutura com esbeltez atribuida na zona de criticidade
estrutural serd apresentada neste apéndice. As diferentes respostas estruturais de pos flambagem
serdo apresentas para o caso de uma coluna bi rotulado, chamado de viga de Euller, devido a
incompressibilidade, submetida a deslocamentos axiais causadores de tensdo critica. Para o
caso de forca axial é estipulado um coeficiente adimensional capaz de descrever a trajetoria de
pos flambagem para o exemplo testado.

A zona de criticidade, atribuida para a confec¢do da coluna ensaiada, € verificada através
de critérios encontrados em [Neut, 1968]. Esse demonstra que a zona de criticidade, para uma
coluna perfeitamente longitudinal, encontrasse quando a tensdo de compressao for maior ou
aproximadamente 1.75 vezes maior que a tensdo de compressao obtida pela forca de Euller.

A relagdo entre a deformacéo axial critica e a tensdo critica é dada pela lei de Hooke,
assim como o calculo das energias desenvolvidas durante a resposta estrutural, por [Koiter,
1970]. Apds a verificacdo dos coeficientes adimensionais utilizados para elaborar a variacéo
energética, encontra-se a resposta estrutural para os dois casos descritos acima, verificando a
diferencga encontrada, entre os dois modelos, através dos estudos efetuados por [Lang, 1969].

Para a descricdo do problema analitico serd utilizado [Koiter, 1969], que para elaborar
a descricdo espacial dos pontos da linha neutra, utiliza-se da configuracdo deformada da

estrutura.

X1=X+u X,=0 Xs=w (A.1)

Atribuindo a incompressibilidade da estrutura, o encurtamento da coluna na

configuracdo deformada é nulo, e a encurvatura da coluna é dada por.
— dx?
p=r— (A2)

A energia potencial é dada por.

V= —afOLpZ dx (A.3)
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O trabalho aplicado é dado por

W= —k[ &

S dx (A.4)

Atribuindo a incompressibilidade da coluna, pode-se escrever a deformacéo axial que

esta dentro do trabalho na forma de.

du _ 21_(d_w)2_1 (A.5)

Onde k e a séo coeficientes de rigidez que devem ser estipulados para deixar o problema
de variacdo adimensional, porém conforme visto dados em [N], respeitando a energia e trabalho
calculados nas Equacdes (A.3) e (A.4). Realizando a soma das Equacdes (A.3) e (A.4), o

balanco de energia é verificado.

2y ;
vaw=tafl ) dx —k )21 (L) dx (A.6)

() v

[Koiter, 1969] realizou um estudo adimensional nesta equac&o 6, e neste trabalho seré

trocado o termo de flexdo, a [N], que foram observados através [Lang, 1968], [Koiter, 1969].
a=— k =EA (A7)

Para dimensionar o problema temos que a = c k, encontra-se o raio de inercia, sendo 0s

outros termos dados por.
e=xL w=ylL k= Ana c=— (A.8)
Sendo que o balan¢o de energia é escrito na forma de,

V+W =2al PAy] (A.9)
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Sendo que a variacdo adimensional do potencial Px[y] é dada por.

- 2
Py = | 72— | de —famcf, J1- (%) de  (AL0)

Utilizando-se da solugdo completa da coluna, encontra-se os auto valores A, na forma
de.

A=1 (A.11)

Encontrando o carregamento critico para o caso quando o menor auto valor encontrado,
percebe que ao dividir a forca encontrada pelo carregamento critico pelo modulo de rigidez a
compressdo o deslocamento critico torna-se 0 mesmo que dado por Euller.

Utilizando-se de [Koiter, 1969], encontra-se o deslocamento transversal pds flambagem.

a = 2/% c (A =) (A.12)

Sendo que a configuracao de pds flambagem é dada pelo modo de instabilidade na forma
de.

w(x) = al sen (=) (A.13)

Para o caso da Equacédo (A.12) o deslocamento transversal é dado para uma estrutura
em regime de pos flambagem instdvel. Na definicdo da resposta estrutural dada por
deslocamento compressivo, estipulada pela Equacdo (A.13), montam-se 0s termos A e A;-,

adimensionais na forma de carga compressiva.

r=1

& A =2 (A.14)
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Sabe-se que o parametro adimensional 2, é valido para a Equacdo (A.12) para que a

diferencas maxima entre os dois seja 1. Com isso monta-se o seguinte sistema.

=8 L A N =0->P= e}
a = — A(/ll /1)—0 P—aPE aPg P,
8 I . P, P A
a =" 7L —-A)=mix>P =P, P Tp, = 1 (A.15)

Para o caso de deslocamento prescrito, com e sem imperfei¢cbes, na forma que os
coeficientes apresentados anteriormente ficam, onde P, [N], é a carga aplicada pelo

deslocamento prescrito.

a PEPy Py

~ P(Pa-aPp) A= P4—aPg (A.16)
Construindo a resposta estrutural na forma de
a PEPy
q= \/1'[2 A Py aPE B P(PA—aPE)) (A17)
_ PA _ 2 A 2 PA aPE
? [PA aPp 8 Iq] aPp (A.lS)

Introduzindo um termo unitario para ¢ e para o0 carregamento critico de Euler, assim
como um carregamento de 0 a 2, e imperfei¢cdes de a 0.9 e 0.8, assim como sem imperfeicoes,
a=1 monta-se a trajetoria fundamental de pos flambagem para o caso de deslocamento prescrito

axial compressivo em coluna bi rotulada.
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Figura A.1 - Coluna: Deslocamento Prescrito: Resposta estrutural

Percebe-se que ao final da trajetoria de pds flambagem a estrutura tem um carregamento
axial no valor de seu carregamento critico, além da pequena influéncia das imperfeicdes no
valor do deslocamento transversal, porém percebe-se a necessidade de mais carregamento
quando sdo introduzidas imperfei¢des iniciais na estrutura, além da diminuicdo da encurvatura
quando aplicada imperfeicdes.

O problema de pds encurvatura para colunas sobre forca axial, quando empregado sob
a mesma metodologia que a anterior, somente modificando o fator adimensional, também nos
apresenta uma resposta estrutural com boa caracteristica. O fator adimensional c, neste caso é
atribuido de forma a se obter um deslocamento transversal a favor do experimento numeérico.

Para isso, utiliza-se da Equacdo (A.12), em sua forma de instabilidade estavel para

descrever a trajetoria de pds flambagem, na forma de.

af=ﬁ%c(z—za (A.19)

Onde c, deve ter a forma de.

c=r2h (A.20)
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Seguindo-se como nas Equacbes (A.14) e (A.15) encontra-se 0s coeficientes
adimensional, na forma que P, [N], é a carga prescrita.

P aPg

A

A_

"~ (Pa—aPg)

(A.21)

o Pp—aPE

Assim como um deslocamento transversal e uma relacdo de carga, determinantes da

trajetdria de pds encurvatura na forma de.

_ 2 P _ a Pg
q= \/ZhL(PA_aPE ) (A.22)
P _ [ aPg q? 1 Psa—aPg

Na Figura A.2 apresenta-se a resposta estrutural para uma coluna sofrendo compressédo

axial, dada pela Equacéo (A.22), tendo como dimensao unitéria.

sl
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e8]
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Figura A. 2 - Coluna: Forca Axial: Resposta Estrutural Analitica
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APENDICE B

A continuacdo se citam outros exemplos nos quais aparece o fendmeno de flambagem.

Estruturas celulares: Como exemplos deste tipo de estruturas que se encontram na
natureza se podem citar esponjas e estruturas osseas, e como estruturas artificiais aos estruturas
tipo honney comb e espumas metélicas. Neste tipo de estrutura o fenbmeno de flambagem é
crucial na determinacao da resisténcia global das mesmas. Em Lorna, 2005, referéncia classica
no estudo deste tipo de estruturas, encontram-se exemplos de estruturas em que a instabilidade
determina o colapso das mesmas. Na Figura B.1, ilustram-se, numa estrutura celular tipo
Honney Comb duas configuracdes instaveis da estrutura submetida a cargas na dire¢do vertical

e horizontal.

(a) (b) (c)

Figura B.1 - (a) Estrutura celular intacta, (b) Configuracdo deformada quando aplicamos carga de

compressdo na direcdo vertical, (¢) Configuracdo final quando aplicamos carga de compressao na

direcdo horizontal. Fonte: (Lorna 2005)

Microestrutura do tecido Osseo: No trabalho de Gao, 2006, se analisa a microestrutura
do tecido 6sseo simplificado, formado pelo arranjo quase regular de placas de silicatos minerais
rigidas e frageis embebidas numa matriz proteica de baixa rigidez. A microestrutura descrita
permite construir um sistema composto sem que aconteca instabilidade estrutural.

A microestrutura citada € ilustrada na Figura B.2. As placas minerais tem uma esbeltez
(medida neste caso como a relagdo entre a largura e espessura) muito elevada, o que torna a

placa isolada susceptivel a flambar, mas as restricdes de deformacdo, que a matriz proteica



87

confinada dentro da estrutura composta imp&e sobre as placas, condiciona a instabilidade do
composto, aumentando consideravelmente a carga critica deste tipo de estrutura.

BONE

COLLAGEN Placas de

FIBRIL mineral

(a)

Protein
layer

—— — —

Matriz proteica de

I —————————————— baixa rigidez

Placa mineral
(d)

Figura B.2 - (a) Microestrutura no caso de um 0sso (placas minerais embebidas numa matriz
proteica branda), (b) Microestrutura no caso do Nacar onde muda a relacdo de massa das placas e
da matriz proteica. (c) Flambagem de placa isolada submetida a compressédo uniaxial. (d)
Configuracdo de flambagem das placas minerais dentro da estrutura composta analisada.

Fonte : (Gao 2006).
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Outras estruturas em escala micro e nano métrica onde a flambagem cumpre um papel
importante  no comportamento mecéanico, sdo discutidas em numerosa bibliografia
especializada, como exemplo pode-se citar Wang et.al, 2010, e Shima, 2012.

No caso ilustrado na Figura B.3, uma variacdo de temperatura no substrato, impde
deslocamentos prescritos no filme, que resulta tensdes de compressdo acima da critica,

apresentando uma configuragdo de flambagem caracteristica (enrugamento do filme).

Figura B.3 - Configuragdes de ruptura em filmes finos onde o substrato sofre uma varia¢do da
temperatura impondo deslocamentos prescritos sobre o filme e induzindo sua flambagem.
(filme de 11x9mm?2, com uma espessura de 500nm).
Fonte: Wang et.al (2010).

Na Figura B.4, se apresenta a flambagem de nano tubos, neste caso dependendo da
relacdo entre comprimento espessura da parede e diametro do nano tubo, a flambagem pode ser

global ou local como se ilustra na Figura B.4.c.
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(c)

Figura B.4 - (a) e (b) Fotografias obtidas com Microscopio Eletronico onde se observa a aplicacéo
da carga sobre o nanotubo (c) Configuragdes de flambagem num nano tubo.
Fonte: (Kuzumaki e Mitsuda, 2006).



