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RESUMO

Neste trabalho detalhamos os procedimentos empregados na predicdo tedrica do espectro de
energia do dtomo de hidrogénio. Iniciamos com a problematizacdo da estabilidade do dtomo de
Rutherford e do espectro de linhas do d&tomo de hidrogénio, dando atencdo especial a chamada
estrutura fina do espectro. Seguimos com o desenvolvimento e discussdo da fisica envolvida nas
equagdes de onda de Schrodinger (ndo relativistica) e de Klein-Gordon (relativistica). Os
espectros de energia decorrentes destas equagdes sdo comparados com dados experimentais e
também comparados entre si. Por fim, introduzimos a equacdo de Dirac — a qual descreve
particulas de spin Y2 — e encontramos o espectro de energia de uma particula de Dirac num
potencial de Coulomb empregando teoria de perturbagdo. O espectro assim obtido é finalmente
comparado aos resultados obtidos pelas equacdes de Schrodinger e de Klein-Gordon.

Palavras-chave: Atomo de hidrogénio. Espectro de linhas. Estrutura fina. Equacdo de Dirac.
Correcgdes relativisticas.




ABSTRACT

In this work we detail the procedures employed in the theoretical prediction of the energy
spectrum of the hydrogen atom. We begin with the problematization of the stability of the
Rutherford atom and the line spectrum of the hydrogen atom, paying special attention to the so-
called fine structure of the spectrum. We continue with the development and discussion of the
physics involved in the Schrédinger (non-relativistic) and Klein-Gordon (relativistic) wave
equations. The energy spectra resulting from these equations are compared with experimental
data and also compared to each other. Finally, we introduce the Dirac equation — which describes
spin %2 particles — and find the energy spectrum of a Dirac particle in a Coulomb potential
employing perturbation theory. The spectrum thus obtained is finally compared to the results
obtained by the Schrodinger and Klein-Gordon equations.

Keywords: Hydrogen atom. Line spectrum. Fine structure. Dirac equation. Relativistic
corrections.
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1 INTRODUCAO E OBJETIVOS

Neste primeiro capitulo, revisaremos as problemadticas fisicas bdsicas a serem tratadas nos
capitulos seguintes, quais sejam: a estrutura eletrOnica e o espectro de energia dos atomos
hidrogendides, a estrutura de linhas do espectro de absorc¢do do hidrogénio e a estrutura fina deste
espectro de linhas. Nos capitulos posteriores serdo discutidos, em ordem crescente de
complexidade matemadtica, tr€s modelos fisicos para a compreensdo do d4tomo: o modelo quantico
ndo relativistico (equacdo de Schrodinger), o modelo quéntico relativistico sem spin (equacdo de
Klein-Gordon) e o modelo quantico relativistico com spin (equagdo de Dirac). O propdsito deste
trabalho € realizar uma comparacdo detalhada entre as equacdes envolvidas nos modelos,
verificando seus pontos de concordancia, os limites de cada um e a sua acurécia na predi¢do de
resultados experimentais. Quando pertinente, os resultados obtidos com as equacdes de onda
serdo interpretados em termos de parametros e resultados obtidos pelo modelo atdmico semi-
classico de Bohr, tratado em detalhes no apéndice A. A base para os desenvolvimentos e
discussdes apresentados foi uma revisdo relativamente extensa em livros e em alguns artigos

versando sobre o tema.

1.1 O Atomo de Rutherford

Em 1911, Rutherford publicou a sua descoberta da existéncia do nucleo atdbmico, uma
regido de dimensdes diminutas dotada de carga elétrica positiva e localizada no centro do dtomo
[1]. De acordo com o modelo de Rutherford, os elétrons estariam ““girando” ao redor do nucleo —
de uma forma ainda incompreendida a época — em uma regido de grande volume, quando
comparada ao nucleo, chamada de eletrosfera. Esse modelo atdmico, apesar de coerente com 0s
resultados experimentais obtidos por Rutherford e seu grupo, era completamente dissonante com
os conhecimentos empiricos e as melhores teorias existentes a época sobre o comportamento de
particulas eletricamente carregadas.

Pelo que se sabia em 1911, o elétron deveria espiralar colidindo com o ntcleo atdmico.
Sendo uma particula eletricamente carregada, o elétron sofre acdo de uma for¢a quando
submetido ao potencial atrativo do nucleo e, consequentemente, desenvolve uma aceleragdo.

Assumindo uma trajetdria eletronica circular a acelerag@o seria, nesse caso, centripeta, o que por




si s6 ndo implica na “queda” do elétron no nicleo. No entanto, € um fato bem estabelecido e
justificado pelo eletromagnetismo cldssico que qualquer particula eletricamente carregada e
acelerada emite energia na forma de radiacdo. Assim, devido a radiagdo emitida, o elétron
perderia mais e mais energia até finalmente cair no nucleo: o d&tomo de Rutherford seria, desta
forma, instavel.

Esse descompasso entre a previsdo tedrica cldssica da instabilidade do dtomo e a
verificagdo experimental da sua estabilidade deixou confusos os cientistas da época e,

obviamente, carecia de explicacdes.
1.2 As Linhas Espectrais

Quando luz policromética (luz branca) emitida por uma fonte (lIampada L) € transmitida
através de um meio M constituido de matéria atomizada, sendo subsequentemente decomposta
por um prisma P e finalmente projetada contra um anteparo branco A, observa-se que alguns
comprimentos de onda s@o subtraidos ou absorvidos pelos d&tomos do meio M e, em seu lugar,
aparecem no anteparo branco A linhas escuras chamadas de raias espectrais ou linhas

espectrais (veja o esquema da figura 1).

Figura 1 — Esquema de um experimento para a obtencio do espectro atdmico de absor¢do de
radiagdo.

Raio luminoso

!
)

Meio contendo
matéria
atomizada, M Prisma, P

Luz decomposta pelo prisma

v

Limpada, L

——— Linhas espectrais

# (escuras)

Anteparo, A

Fonte: autoria prépria, 2017.

Por exemplo, se 0 meio M contiver dtomos de hidrogénio, aparecerdo linhas escuras nos

seguintes comprimentos de onda: 410 nm (violeta), 434 nm (azul), 486 nm (azul) e 656 nm
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(vermelho), entre outros. O espectro de absorcdo do dtomo de hidrogénio na regido visivel do
espectro € apresentado na figura 2. Além de absor¢des no visivel, absor¢des em outras regides

espectrais — como UV e infravermelho — sdo também observadas [2].

Figura 2 - O espectro de absor¢do do hidrogénio mostrando as linhas espectrais (em preto).

Hé H H Ho
410nm 434nm 486nm 656nm

Fonte: Com Ciéncia — Revista Eletronica de Jornalismo Cientifico'

As linhas espectrais sdo caracteristicas de cada elemento quimico e a explicacdo de sua
ocorréncia é da maior importancia para o entendimento dos métodos espectroscopicos utilizados,
por exemplo, em andlises fisicas de materiais e em astrofisica. Porém, ndo havia em 1911 — época
da pulicacdo dos trabalhos de Rutherford — qualquer teoria que justificasse a sua existéncia e a

sua posi¢ao (comprimento de onda).
1.3 A Estrutura Fina

Um aspecto interessante e curioso a respeito das linhas do espectro de hidrogénio — e, de
fato, um dos assuntos centrais deste trabalho — € que, se observadas com alta resolucio espectral,
verifica-se que cada uma delas é, na verdade, um conjunto de linhas escuras muito proximas, ou
multipleto [2]. Por exemplo, a linha na regido do ultravioleta denominada Lyman-a (K-a), que
ocorre em torno de 121,57 nm, de fato corresponde a duas linhas — um dupleto — K-a; e K-a,, nos
comprimentos de onda A; = 121,56682 nm e A, = 121,56736 nm, respectivamente [3]. Como
veremos nos capitulos seguintes, uma teoria consistente descrevendo corretamente essa estrutura
fina do espectro s6 pode ser obtida com a inclusao de efeitos relativisticos e do momento angular

intrinseco do elétron (spin).

! Disponivel em: <http://www.comciencia.br/dossies-172/reportagens/cosmicos/cos02.shtml>.
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1.4  Uma Visao Geral dos Capitulos Seguintes

No capitulo 2 serdo desenvolvidas as equacdes de onda de Schrédinger e de Klein-Gordon
pelo procedimento de primeira quantizagdo. Serdo discutidas as leis de conservagdo decorrentes
destas equacdes, o acoplamento eletromagnético e serd realizado um comparativo entre as
equagdes. Especialmente, serdo desenvolvidas e comparadas as expressdoes da densidade de
probabilidade de acordo com cada formulacdo. Ao final deste capitulo, encontraremos os
espectros de energia decorrentes das equacgdes de Schrodinger e de Klein-Gordon e veremos que
a estrutura fina prevista pela equacdo de Klein-Gordon estd em desacordo com os resultados
experimentais apresentados no capitulo 1 e que a equacdo de Schrodinger sequer é capaz de
prever uma estrutura fina espectral — assim como o modelo de Bohr. No capitulo 3
desenvolveremos e interpretaremos a equacdo de Dirac que, diferente da equacdo de Klein-
Gordon, descreve naturalmente particulas de spin %2. Encontraremos o espectro de energia de
uma particula de Dirac num potencial de Coulomb empregando teoria de perturbacdo. Como
veremos, os autovalores de energia obtidos se assemelham muito aqueles obtidos por meio da
equacdo de Klein-Gordon, porém, descrevem quase que exatamente a estrutura fina do
hidrogénio. Por fim, no capitulo 4, realizaremos uma retrospectiva e uma critica aos resultados
obtidos, assinalando em que sentido as teorias abordadas podem ser melhoradas. Supde-se que o
leitor esteja familiarizado com o tratamento de Bohr para o problema do dtomo de hidrogénio,
com os principios, formalismo e métodos da mecénica quintica — especialmente com o método
da primeira quantizagdo, com o acoplamento ao campo eletromagnético, com o formalismo de
Pauli e com a teoria da perturbacdo — com os fundamentos e com a notacdo tensorial da
relatividade restrita — incluindo nogdes de métrica, quadrivetores e componentes covariantes e
contravariantes — com a equagdo da continuidade e com as relacdes cldssicas entre momentum e
energia.

Ao final do trabalho, sdo deixados como apéndices uma revisdo detalhada do modelo
atdmico semi-cldssico de Bohr (apéndice A) e a resolucdo detalhada das equagdes de onda de
Schrodinger e de Klein-Gordon para o problema do dtomo de hidrogénio (apéndice B). O
principal objetivo do apéndice A € estabelecer alguns resultados de fécil interpretacdo fisica
(como a dependéncia da energia eletronica com o niimero atdmico), algumas ordens de grandeza

(como o raio de Bohr), alguns parametros importantes (como, por exemplo, a constante de
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estrutura fina) e abordar os processos de absorcao e emissio de radiacdo da forma mais elementar
possivel. A leitura desse apéndice requer apenas um conhecimento de mecénica bdsica —
especialmente movimento circular — e algumas ideias rudimentares a respeito dos quanta do
campo eletromagnético, os fotons, e de teoria da relatividade restrita. Ja o apéndice B € destinado
ao leitor interessado nos detalhes matematicos e fisicos envolvidos na resolu¢do das equacdes

diferenciais tratadas no texto principal.
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2 AS EQUACOES DE SCHRODINGER E DE KLEIN-GORDON
2.1 Equacoes de Onda, Acoplamento Eletromagnético e Conservacao da Probabilidade

Muitos dos resultados encontrados na teoria de Bohr [4] concordam bem com as
observagdes experimentais (veja apéndice A). No entanto, este modelo ndo € perfeito, pois
consiste de um remendo de equacdes da mecanica cldssica com novas hipéteses de quantizagio
que ndo se enquadravam em nenhuma teoria existente até o momento de sua proposicao.
Estabeleceremos no presente capitulo as equacdes de onda utilizadas na descri¢do do elétron no
ambito da teoria quantica. Essas equagdes sdo desenvolvidas partindo das relagdes cldssicas entre
momentum € energia para uma particula livre, tanto no contexto ndo relativistico quanto

o e .2
relativistico, fazendo as substitui¢des formais

., 0
H —ih—
ot 2.1
p — —ihV
Esse procedimento é conhecido como primeira quantizacdo e leva as equagdes de onda de
Schrodinger (ndo relativistica) e de Klein-Gordon (relativistica) [S]. Discutiremos como essas
equagdes sdo (ou ndo) coerentes com a interpretacdo probabilistica da mecénica quantica.
Analisaremos também o limite ndo relativistico da equacdo de Klein-Gordon e mostraremos que
esta descreve uma particula sem spin (bdson escalar), ndo sendo exatamente apropriada para a
descricdo de elétrons. A dinamica quéntica da particula na presenca de um campo
eletromagnético serd incorporada a teoria via substitui¢ao
L, 0 .0
ih— —>ih——q@
ot ot (2.2)
—ihV — —ihV —gA
onde g ¢ a carga elétrica da particula, ¢ € o potencial escalar eletromagnético e A é o potencial

vetorial eletromagnético. Quando conveniente, as substituicdes formais (2.1) e (2.2) serdo

* Essas substituicdes equivalem a assumir a relacdo de Planck-Einstein entre energia e frequéncia, E = fiw, € a
relacdo de de Broglie entre momentum e vetor de onda, p = ik, substitui-las nas relagdes cldssicas entre momentum e
energia encontrando as relacdes de dispersdo e, a partir destas dltimas, determinar as equacdes de onda decorrentes.
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realizadas em termos do quadrivetor momentum e do quadrivetor potencial eletromagnético,

conforme as prescri¢des [6,7]

L 0 . ,
P”%lha)c_ﬂ:lha/‘ (21)

€
i, — ihd, —qA, . 2.2)

Aqui, o indice u pode assumir os valores 0, 1, 2 e 3, sendo +° = ¢t a coordenada temporal e Xl = X,
x> =y e x =z as coordenadas espaciais retangulares. As componentes contravariantes dos
quadrivetores momentum e potencial eletromagnético s@o, por sua vez, dados respectivamente
por

P*=(p°,P",P*,P*)=(E/c,p..p,.p.) 2.3)

A =(A%,A",4%,4%)=(p/c,A,A,,A) 2.4)

Pode-se obter facilmente as componentes covariantes destes vetores pela contragdo com o tensor
métrico #,,, cujas componentes podem ser dispostas numa matriz quadrada de quarta ordem. No

caso da relatividade restrita, a representacdo matricial do tensor métrico fica, em coordenadas

retan gulares3 ,
1 0 0 O
w010 0 2.5)
Tw =T =g 0 -1 0] '
0 0 0 -1
Assim, encontra-se para as componentes covariantes dos quadrivetores momentum e potencial:
P/l:(PO’})I’PZ’P}):(E/C’_px’_py’_pz) (2'3’)
e
A, = (44,4, A, A) = (E/ A, ~A,~A,) (2.4)

Define-se ainda o operador d em quatro dimensdes, como sendo o andlogo ao operador V no

espaco tridimensional ordindrio. Em termos das componentes covariantes,

3 A escolha de uma métrica com componentes diagonais (-1,1,1,1) é também possivel, sendo a representacdo dada
em (2.5), de certa forma, convencional.
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10 0 0 9
0 =(,,0,,0,,0,)=| —,—,—,—|. 2.6
”(0123) (cataxayazj (2:0)
Ou ainda, em termos das componentes contravariantes,
1o 0 0 0
0¥ =p*9, =10°,0",0%,0° )=| ——,—,——,—— |. 2.6’
T ( ) (cat ox dy azj (207

Com estes ingredientes, partimos agora para a formulagdo das equacdes de onda de Schrodinger e
de Klein-Gordon para uma particula livre e, em seguida, para a descri¢do da interacdo com o
campo eletromagnético, para a interpretacdo das fung¢des de onda e para a comparag@o entre as
duas equacdes de onda. Resta-nos antes apenas recordar as expressoes das fungdes hamiltonianas
classicas de particulas livres de massa m ndo relativisticas e relativisticas. Estas funcdes sdo

respectivamente dadas por

=1 Q2.7)

H=.c’p*+m’c* (2.8)

2.1.1 Equac@o de Onda Nao Relativistica

O procedimento de primeira quantizacdo — equacdes (2.1) — aplicado a equagdo (2.7) leva
diretamente a equacao de onda ndo relativistica, ou equacio de Schrodinger:

2
ihaa—lp = —Z—VZ‘P 2.9)
¢ m

Y ¢ a funcdo de onda da particula, cujo significado serd discutido em breve. A inclusdao da
interacdo com um campo eletromagnético através das substitui¢des (2.2) resulta na seguinte
equacgdo de onda

v 1

ih—=—(—ihV —gA)' ¥ + q@¥ . (2.10)
ot 2m
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ou, realizando as operagdes indicadas a direita da igualdade em (2.10) e empregando o calibre de
Coulomb (V- A =0)*,

2 . 2 A2
A S LRI BN B
ot 2m m 2m

W, 2.10°)

A equagdo (2.10°) ndo incorpora naturalmente graus de liberdade internos das particulas (spin)
necessarios para a correta descricao do elétron, por exemplo.

No o caso eletrostitico e na auséncia de campos magnéticos externos, fazendo @ =g(r) e

A = 0, a equagdo 2.10 pode ser resolvida por separacdo de varidveis, admitindo solugdes da

forma [9]
Y(r,r)=y(r)exp(—iE't/h), (2.11)
sendo E’ a energia ndo relativistica da particula e w(r) uma solucdo da equacio de Schrodinger

independente do tempo,

2
Ey=-2"vy+ g0y (2.12)
2m

A resolucdo de (2.12) fornece as funcdes de onda e os autovalores de energia E’ dos estados
estaciondrios nao relativisticos.

Vamos agora verificar a compatibilidade da equacdo de Schrédinger com a interpretagio
probabilistica da mecéanica quantica, segundo a qual a funcdo de onda representa uma amplitude

de probabilidade. Multiplicando a equagdo (2.10°) pelo complexo conjugado da funcdo de

onda, ", obtém-se

2 . 242
ih‘P*a—lP:—h—‘I’*Vz‘I’+q(p‘P*‘P+m—q‘P*A-V‘P+q A Py, (2.13)
ot 2m m 2m
Tomando o complexo conjugado da (2.13), temos
* 2 . 242
—ih‘Pai:—h—‘I’Vz‘P*+q(p‘P*‘P—lh—q‘PA~V‘P*+q A Py, (2.14)
ot 2m m m

Agora, fazendo a diferenca entre a equacdo (2.13) e a (2.14), encontramos

* Na forma apresentada, supondo que o campo eletromagnético seja fraco de tal sorte que possamos desprezar o
termo quadritico em A, essa equagdo é fundamental para a descricdo da interagdo da radiacdo com a matéria.
Especialmente, pelo emprego da teoria de perturbag¢do dependente do tempo, permite o cédlculo das taxas de transicao
e das intensidades espectroscopicas [5,6,7,8,9,10,11].
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0P _
t

V{lthVW—wvwﬂ—iAwwﬂ+ 0. (2.15)

2mi m

Identificamos nessa equacdo a densidade p e a densidade de corrente j como

p=vY
) ) ) (2.16)
j= (o ve—wyw)-Lagw
2mi m

0 que nos permite escrever a equagdo (2.15) na forma usual de uma equacao de continuidade:

VJ+§£=0 (2.15)
ot

Integrando a (2.15°) em todo o volume, empregando o teorema da divergéncia de Gauss e
assumindo a condi¢do de contorno universal

lim j=0 (2.17)

£

obtém-se
d
— v=0 2.18
o (2.18)

onde fica entendido que a integral se estende sobre todo o espaco. A equacdo (2.18), por sua vez,

implica que a integral de volume da densidade p seja uma constante. Assumindo arbitrariamente

que essa constante seja igual a unidade, encontramos que
Iahzl (2.19)

Este resultado, unido ao fato de que p =¥ ¥ & uma funcdo positiva definida das coordenadas e
do tempo, mostra que p pode ser interpretada como um a densidade de probabilidade e que j

definido na equacdes (2.16) faz o papel de uma densidade de corrente de probabilidade.
2.1.2 Equacdo de Onda Relativistica

Vamos agora proceder de forma andloga ao caso nao relativistico para obter a equacdo de
onda relativistica. Para chegarmos a uma equacdo que seja manifestamente covariante, ou seja,
uma equacao na qual a coordenada temporal desempenhe um papel matematicamente idéntico as
coordenadas espaciais € que mantenha a forma sob uma transformacido de Lorentz, é preciso

elevarmos inicialmente a fung@o hamiltoniana cldssica — equagdo (2.8) — ao quadrado [7,12]
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H>=c*p*+m’c! 2.8%)
O procedimento de primeira quantizagdo — equagdes (2.1) — aplicado agora a equacdo (2.8’) leva

a equacdo de onda relativistica, ou equacio de Klein-Gordon’:

9’®

=—’h*V*®+m’c'd (2.20)

Aqui, simbolizamos a fun¢do de onda de Klein-Gordon pela letra & para diferenciar da funcdo
de onda de Schrodinger (ou, mais tarde, de um spinor de Dirac) W . Para a inclusdo da interagio
com um campo eletromagnético, empregamos novamente as substitui¢des (2.2). O resultado € a
equacdo de onda

2
[ih%—q(p) & =c*-ihV-gA) D +m’c'®. (2.21)

Tomando ¢=¢(r) e A = 0, a equacio (2.21) admite, assim como a equacio de
Schrodinger, solucdo por separacdo de varidveis. Com essas condi¢des, fazendo
®(r,7) = ¢(r)exp(—iEr / h) (2.22)
encontramos a equagdo de Klein-Gordon independente do tempo
(E-q@)¢=—C""Vo+m’c'y (2.23)
onde E é a energia relativistica da particula no campo eletrostitico e @(r) representa um estado
estaciondrio relativistico. Observa-se que soluc¢des do tipo
®(r,7) = @(r)exp(iEt/ )
também sdo admitidas pela equacdo de Klein-Gordon (observe o sinal positivo no argumento da
exponencial). No entanto, essas solucdes sdo associadas a antiparticulas® e, portanto, ndo sero
consideradas aqui [7,12]. A equacdo de Klein-Gordon para os estados estaciondrios — equacao
(2.23) — ¢é, juntamente com a equagdo de Schrodinger para os estados estaciondrios — equagado
(2.12) —, uma das equacdes cujas solucdes para o problema do dtomo de hidrogénio serdo

discutidas ao final deste capitulo.

> E verdade que a equacdo (2.20) pode ser escrita muito mais elegantemente nas formas
1 0°®

S5 Ve
c” ot n

interessante para nossos propositos.

% Aqui, o termo “particula” se refere 2 matéria enquanto que “antiparticula” se refere 2 antimatéria.

m’c? m’c?

®=0 ou 9“9 &+ .

®=0. No entanto, a forma apresentada no texto é mais
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Para verificar se a equacdo de Klein-Gordon leva a uma lei de conservacgao e se podemos
interpretar a func@o de onda relativistica como uma amplitude probabilistica, é conveniente
expressarmos a equacdo (2.21) em notagdo relativistica empregando as defini¢des (2.17), (2.2°),
(2.3), (2.3°),(2.4), 2.4°), (2.5), (2.6) e (2.6°). Resulta que a equagdo de Klein-Gordon fica, nessa
notagdo,

(70" — qa* Yind , —qA, )} = m*c*®. (2.24)

Multiplicando a equacdo (2.24) pelo complexo conjugado da fun¢do de onda relativistica, ®",
obtém-se

®" (73" - gA* )ind , — qA, o = m*c*®'D . (2.25)
Tomando o complexo conjugado da (2.24), temos entdo que

®(-ind" — gA* f=ind , —qA, )" = m*c'D'D . (2.26)
Fazendo a diferenca entre a equacdo (2.25) e a (2.26), realizando as operagdes indicadas a
esquerda das igualdades e os devidos cancelamentos e multiplicando a equacgdo resultante por
i/2m, ficamos com

Bﬂ[ﬂ(cb*a“(b—QDB”QD*)—EA”@*QD} =0. 2.27)

m m

Identificamos nessa equacdo a quadri-corrente J como o quadrivetor de componentes
7= (5900 — b )- 9 At D (2.28)
2m m
Em termos das coordenadas espaciais do espacgo tridimensional ordindrio e do tempo, a equacao

(2.27) toma também a forma usual de uma equagdo de continuidade (veja a equacgdo (2.15)), onde

identificamos a densidade p e a densidade de corrente j como

0 . *
I 2lh : (q>*%3—q>—a§’ J— o'
c mc t t mc (2.29)
j=" (@' Vo -ove')-Lad'D
2mi m

Observa-se que a densidade de corrente obtida a partir da equacdo de Klein-Gordon € idéntica em
forma aquela obtida a partir da equacdo de Schrodinger. No entanto, a densidade relativistica ndo
pode mais a rigor ser interpretada no caso geral como uma distribuicdo de probabilidades, pois

ndo € uma funcgdo positiva definida das coordenadas e do tempo, como mostra a primeira das
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equagdes (2.29). Por esse motivo, a equacdo de Klein-Gordon foi abandonada durante os
primeiros anos da mecanica quantica como uma versao relativistica da equacio de Schrodinger,
sendo inclusive um dos motivos que levou Dirac a formular a sua equacdo relativistica (veja o
capitulo 3 deste trabalho). Porém, em 1934 Pauli e Weisskhopf reinterpretaram a equacdo de

Klein-Gordon como uma equacio clédssica de campo e a funcdo p dada pela equacgdo (2.29) como

sendo uma densidade de carga [13]. Hoje, sabemos que desta equagdo resulta, apds quantizagao
do campo P, particulas de spin zero (ou boésons escalares) [7,12,13,14].

Dadas as ressalvas do pardgrafo anterior sobre a interpretacdo da densidade p de Klein-

Gordon como uma densidade de probabilidade, podemos obter a sua expressdo para um estado
estaciondrio dado por (2.22). Substituindo (2.22) na primeira equagdo (2.29), verifica-se que para

um estado estaciondrio de energia E [15],

p=ple)=gpE=49) (2.30)

mc
De acordo com a equacdo de continuidade (veja desenvolvimentos na se¢do 2.1.1), a integracao

da densidade p sobre todo o espaco deve resultar numa constante, a qual pode novamente ser

tomada arbitrariamente como sendo a unidade:

j¢*¢(E_—‘§¢)dv =1 (2.31)
mc

Assim, encontramos que, para solucdes estaciondrias de particulas (matéria, e ndo antimatéria),
ou seja, solugdes da forma (2.22), € possivel resgatar uma intepretacdo probabilistica para a
funcdo de onda de Klein-Gordon, desde que a diferenca E —g¢@ ndo assuma valores negativos —
0 que, como mostramos no apéndice B, € o caso para um elétron submetido a um potencial de
Coulomb.

Ainda, é prazeroso verificar que no limite ndo relativistico (baixas energias), a densidade
relativistica se expressa de forma idéntica a ndo relativistica. De fato, tomando a energia
relativistica como E = mc® + ¢, onde ¢ representa a energia ndo relativistica E* adida das

correcdes relativisticas e mc” é a energia de repouso da particula, obtemos de (2.30)

mc

o= ¢*¢(1 & "fj (2.32)
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Formalmente, o limite nao relativistico é obtido tomando ¢ — o, 0 que no caso da equagdo (2.32)

fornece o resultado esperado:

limp=¢'¢ (2.33)

2.2 O Limite Nao Relativistico da Equacao de Klein-Gordon

Vamos agora verificar o limite ndo relativistico da equacdo de Klein-Gordon, ou seja,
verificar o seu comportamento para ¢ — [12,15].7 Para isso, convém expressar a funcio de
onda relativistica como o produto de um fator de fase envolvendo a energia de repouso da
particula e uma funcdo W, a qual presumivelmente se comporta como a fun¢do de onda de
Schrodinger no limite mencionado. Esse procedimento se justifica, pois a energia relativistica €,

como sabemos, dada por
E=mc* +E+O1/c?). (2.34)
Ou seja, no limite de baixas energias, a diferenca entre a energia relativistica e a energia nao
relativistica € essencialmente a energia de repouso. Com isso, tomamos
®(r,t) = P(r,t)expl—imc*t /1). (2.35)
Inserindo a defini¢do (2.35) no lado direito da equagdo de Klein-Gordon (equagdo 2.21) obtemos,

retendo apenas 0s termos proporcionais a ead

2

(ihai— q¢] D~ {mzc“‘l‘ + 2mc2(ihaa—\f— q(p‘{’ﬂexp(— imc’t/h) (2.36)
t

Substituindo agora o resultado (2.36) na equagdo de Klein-Gordon, verificamos que o fator de

fase envolvendo a energia de repouso se cancela e ficamos com

m*c*W + 2mc2(m%—q’ - qgo\P] =c?(—ihV —gA)' ¥ + m*c*'¥ (2.37)
t

Cancelando também os termos proporcionais a ¢* e dividindo a equacdo (2.37) por 2mc’,

encontramos de pronto a equagdo de Schrodinger. Vale salientar que esse resultado mostra que,

7 No limite mencionado, as transformagdes de Lorentz recaem nas transformacdes de Galileu, o que implica que uma
equacdo de onda que mantenha a sua forma sob transformagdo de Lorentz deve equivaler a uma equacdo de onda que
mantenha a sua forma sob transformacdo de Galileu, nesse mesmo limite. No caso especifico que estamos tratando,
isso significa que a equacdo de Klein-Gordon deve se tornar equivalente a equagdo de Schrodinger quando
formalmente tomarmos a constante ¢ como sendo infinita.
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assim como a equagdo de Schrodinger, a equacdo de Klein-Gordon ndo descreve nenhum grau de
liberdade interno da particula, como o seu spin. Ou seja, verificamos que, a rigor, a equagdo de
Klein-Gordon descreve apenas particulas de spin zero, ndo sendo apropriada para elétrons, por
exemplo. Como veremos no capitulo 3, a equacdo que descreve elétrons apropriadamente € a

equagdo de Dirac [16,17], de fundamental importancia inclusive em sistemas moleculares [18].

2.3  Comparacao Entre as Equacoes de Onda Num Potencial de Coulomb

Consideraremos no nosso tratamento a dindmica de um elétron submetido ao potencial
eletrostatico gerado por um nucleo pontual em repouso na origem do sistema de coordenadas, o
que logicamente se trata de uma aproximagio — como podemos supor, uma aproximacao bastante
razodvel, ja que a massa de um nucleon é aproximadamente 1836 vezes maior que a massa do
elétron e o didmetro nuclear é da ordem de 10™"° m, muito pequeno quando comparado aos
didmetros atdmicos, que sdo usualmente de 107" — 10 m. Nessas condicdes, as equacdes de

onda independentes do tempo ficam sendo:

2 2
(Caso ndo relativistico) — ;’—mvzw - 4ii r w=—I|E |y (2.38)
0
P 2
(Caso relativistico) — Vi +micty =| E+ Ze (2.39)
4re,r

Algumas observagdes se fazem necessarias. Em primeiro lugar, por uma questdo de uniformidade
e simplicidade na notagdo, decidimos aqui simbolizar tanto a funcdo de onda ndo relativistica

o R . ~ 8 A& A
quanto a relativistica pela mesma letra i, o que facilitard as discussdes seguintes”. Além disso,

estamos supondo solucdes correspondendo a estados ligados, o que implica que os autovalores
de energia ndo relativisticos sejam negativos; por isso, na equagdo (2.38) tomamos E’ = —| E’|.
No caso relativistico esperamos 0 < E < mc?, ja que a energia de ligacio de um elétron num
atomo de hidrogénio é de aproximadamente 13,6 eV (consulte o apéncice A para detalhes), um

valor muito pequeno quando comparado a sua energia de repouso, 511 keV.

¥ Na secdo 2.1 representamos as funcdes de onda nio relativistica e relativistica por letras diferentes, pois naquele
contexto era mais interessante primar pela clara distin¢@o entre as duas fungdes.
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E instrutivo expressar a equagdo (2.39) da forma mais semelhante possivel 2 equacio
(2.38). Para isso, abrimos o quadrado a direita da igualdade na (2.39) e dividimos o resultado por

2mc2, obtendo

., Ze* E  Zo’h’ E’-m’c’

- V- = 239
2m i 4re,r me® v 2mr’ v 2mc’ i ( )
\_ﬁ/—J\—ﬁ/__/
A % c D

A chamada constante de estrutura finag, a, é definida e tem seu significado fisico discutido no
apéndice A. A semelhanga entre a equacdo (2.39°) e a (2.38) € notdvel. O termo designado por
(A) na equacdo (2.39’) é formalmente idéntico ao primeiro termo (termo cinético) da (2.38). O
termo (B) se assemelha ao segundo termo (termo coulombiano) da equacdo (2.38), porém
“corrigido” pelo fator E/mc* que, por sua vez, se aproxima da unidade no limite ndo relativistico
(E= mcz).

O termo (C) em (2.39°) merece uma atencdo especial, pois representa efetivamente um

novo termo de potencial que, no limite néo relativistico (¢ — o), anula-se (observe que & < 1/c).

Trata-se de uma efetiva interacdo atrativa, qualquer que seja o sinal da carga da particula
interagindo com o nucleo. E interessante, portanto, analisar a partir de que distancia em relagdo
ao nucleo atdmico essa atragcdo passa a ser o termo dominante na energia potencial total efetiva,

dada a energia E da particula. Fazendo

Za*h? . Ze? E

2

2mr dre,r me*
obtemos

Ze’
dre,r

>2F. (2.40)

. 2 . . . .
Assumindo E = mc”, vemos que o termo de potencial em (C) serd dominante — ou seja, o
potencial efetivo total serd atrativo independente de qual seja a carga da particula — em regides do

. . . . 2 3 . 2
espago para os quais a energia coulombiana se torna superior a 2mc”. Para dtomos hidrogendides,

a equacao (2.40) mostra que isso ocorre para10

2
1 e

4re, he

' Isso aparentemente se relaciona ao fato de que para energias superiores a 2mc” podera ocorrer produgio de pares

particula-antiparticula (elétron-pdsitron, no caso).

® A constante de estrutura fina é definida como & =
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r<z e 2.41)
47

onde 4, é o comprimento de onda de Compton do elétron, também definido no apéndice A. Em
termos numéricos, a equacdo (2.41) fica sendo dada por

r<Z-1,4(fm). (241°)
Considerando um &atomo de hidrogénio (Z = 1) e tomando o raio do préton como
aproximadamente 0,85 fm, verificamos que o potencial efetivo atrativo representado pelo termo
(C) sera dominante num raio apenas ligeiramente superior as dimensdes nucleares. Em todos os
outros pontos do espaco — especialmente para raios da ordem das dimensdes atdmicas, a interacao
coulombiana serd dominante.

O significado do termo (D) em (2,39”) € verificado fazendo E = mc® + E’. Com efeito,

E*-m*c’ . E*?
— 5 ~E+ 2
2mc 2mc

9

que se torna igual ao autovalor de energia ndo relativistico no limite ¢ — oo. Vemos assim que,
excetuando-se o termo (C) na equacdo (2.39°), todos os demais termos t€ém uma clara
contrapartida ndo relativistica.

Devidamente comparadas as equagdes de onda, vamos agora reescrevé-las numa forma
que seja a mais simples possivel para a sua resolucdo. Mais do que isso, vamos expressa-las de
forma a podermos tratd-las como sendo a mesma equagdo diferencial, pelo menos durante os

passos iniciais da resolucdo (consulte o apéndice B para mais detalhes). Multiplicando as

equagoes (2.38) e (2.39) por —2m/ k?, ficamos com:

s .
(Caso nio relativistico) Vi + Zfrl:ehz % = 2mh|2E I;y (2.42)
0
. Zme> E 1 Z*a’ m*c* —E?
(Caso relativistico) VZI/H_W -~ = W= Pepe v (2.43)
0

Como estamos interessados em estados ligados, temos que no caso relativistico me > E, o
que torna o termo a direita da igualdade em (2.43) positivo, assim como o termo a direita na
equacgdo (2.42). Inspecionando as equagdes (2.42) e (2.43), vemos que ambas equagdes de onda

podem ser escritas como

YAl

Vzl//+7w+ w— 1y =0. (2.44)

2
r
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Esta é a equacgdo diferencial cujas solu¢des nos interessam. A tabela 1 apresenta as definicdes dos

pardmetros a, 4 e u para os casos ndo relativistico e relativistico.

Tabela 1 — Parametros da equacgdo (2.44) para os casos ndo relativistico e relativistico.

Parametro Nao relativistico Relativistico
1 €° 1
o 0 —=
4re, he 137,04
Zme* Zme* E
z Py P R
27meh 2meh” me
) 2mlE' | m’ct —E?
a h? hic?

Fonte: autoria prépria, 2017.

No apéndice B mostramos que as solugdes fisicamente aceitdveis para a equagdo (2.44)

sdo aquelas para as quais

A s, (2.45)
2u
onde n’ =0, 1, 2, 3 ... é o grau do polindmio generalizado de Laguerre que resolve a parte
radial da equagdo de onda e
1 1 .
s=—+,|l+=| - Za" . (2.46)
2 2

[=0,1, 2,3 .. é o nimero quintico secundario (ou azimutal) associado a quantizac¢do do
momento angular orbital [9]. Como veremos na se¢do seguinte, as expressdes para as energias

hidrogendides ndo relativisticas e relativisticas sao obtidas diretamente de (2.45) e (2.46).

24 O Espectro de Energia e a Estrutura Fina

A chave para a compreensdo dos espectros de energia hidrogendides nio relativistico e
relativistico estd na equacdo (2.45), decorrente da interpretacdo probabilistica da mecanica
quantica (consulte o apéndice B para detalhes). Entram como parametros a, 4, i, € s, sendo os trés

primeiros dados na tabela 1 e s dado na equacdo (2.46). Vamos agora obter e discutir com o
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maximo detalhamento possivel os espectros de energia decorrentes dessas relagdes

[4,5,6,9,11,12,19,20].
24.1 O Espectro Nao Relativistico de Schrodinger

Conforme a tabela 1 e a equacao (2.46), no caso ndo relativistico temos que:
a=0

_ Zme*
27e,h’

_ [2mIE'|
ltl_ hz

s=1+1

(2.47)

Substituindo os parametros (2.47) em (2.45), encontra-se

Zme*
27e, i’
Zm‘E‘
hZ

=n'+l+1 (2.48)
2

Lembrando que para estados ligados E’ < 0, um pouco de trabalho algébrico a partir de (2.48) nos

leva aos seguintes valores de energia:

me’* A
E'=— . 2.49
327x’egh’ (n'+l+1) (249

Por conveniéncia, definimos o niimero quantico principal (ou total) n como sendo
n=n+l+1. (2.50)
Podemos tecer algumas observacgdes respeitantes a defini¢ao (2.50). Em primeiro lugar,
como n’ e [ podem ambos assumir apenas valores inteiros no intervalo [O,oo), de (2.50) vemos
que o numero quantico principal pode assumir apenas valores inteiros no intervalo [l,oo), ou seja,
n=1,2,3,...Emsegundo lugar, isolando n’ em (2.50), temos n’ =n — [ — 1, ou seja, o grau do
polindmio que resolve a equagdo diferencial para o fator radial da fun¢@o de onda € determinado
pelos valores dos nimeros quénticos n e [. Ainda, como n'>0, decorre que n—[—12>0, ou seja,

que [ <n—1. Assim, para dado valor de n, os valores possiveis de / sdo os nimeros inteiros no
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intervalo [O,n - 1] ,ouseja, [ =0,---,n—1. As consideracOes neste pardgrafo sdo vdlidas também

para o caso relativistico, pois todas decorrem apenas da defini¢do do nimero quantico principal
— equacao (2.50).
Com a defini¢do (2.50) para o nimero quantico principal, a expressdo para as energias

ndo relativisticas fica sendo dada por
4 2
p=__Me__Z (2.51)

32xlegh’ n’
que corresponde precisamente a expressao para as energias obtidas de acordo com o modelo de
Bohr (consulte o apéndice A para detalhes). Apesar da introdu¢do de uma série de nimeros
quanticos na resolugdo da equacdo de Schrodinger, a equacdo (2.51) mostra que as energias nao
relativisticas dependem apenas de um destes nimeros — o numero quantico principal — e, assim
como o modelo de Bohr, a equacdo de Schrodinger € incapaz de prever uma estrutura fina no
espectro de linhas.

Como mostramos no apéndice A, as energias nao relativisticas podem ser expressas como
,Z'a’?
2n’

E'=—mc 2.51°)

A expressdo (2.51°) é conveniente, pois facilita a comparagdo entre os espectros de energia nao
relativistico e relativistico.

Define-se um nivel de energia como sendo um conjunto de estados quanticos com
mesma energia. A degenerescéncia de um nivel (ou subnivel), simbolizada pela letra g,
corresponde ao nimero de estados pertencentes ao nivel (ou subnivel). Conforme equagdes (2.51)
e (2.51°), todos os estados quanticos correspondentes ao mesmo valor do numero quantico
principal pertencem ao mesmo nivel de energia ndo relativistico. A partir das relacOes entre os
numeros quanticos n, I, n’em (n =1, 2, 3,---; [ =0,---,n—1; n'=n—-I[-1 ...e —[<m<l),
podemos encontrar os estados pertencentes a cada nivel, bem como as suas degenerescéncias. Os
estados e degenerescéncias associados aos valores de n iguais a 1, 2 e 3 se encontram na tabela 2.

Convenciona-se identificar os niveis de energia pelas letras K, L, M, N, ... conforme o
nimero quantico principal seja igual a 1, 2, 3, 4, ... . Os subiveis, por sua vez, sdo identificados
pelas letras s, p, d, f, ... conforme o nimero quantico secunddrio seja igual a 0, 1, 2, 3, ...,

precedidas pelo nimero quantico principal do nivel a que pertencem. Alguns aspectos da tabela 2
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sdo resumidos no diagrama de energia da figura 2. As discussdes do impacto de n e Z sobre os
niveis de energia ndo relativisticos e do espectro de linhas obtido a partir de (2.51) sdo realizadas

em detalhes no apéndice A.

Tabela 2 — Estados quanticos e degenerescéncias dos primeiros trés niveis de energia do 4tomo

de hidrogénio.

Degenerescéncia  Degenerescéncia

n Nivel l n’ Subnivel m
do subnivel, g, do nivel, g,

1 K 0 0 s 0 1 1
2 L 0 1 2s 0 1 4

1 0 2p -1,0,1 3
3 M 0 2 3s 0 1 9

1 1 3p -1,0,1 3

2 0 3d -2,-1,0,1,2 5

Fonte: autoria prépria, 2017.

Como a degenerescéncia de um subnivel é dada por g; = 2/ + 1, a degenerescéncia de um

nivel ndo relativistico serd dada por

—_

n—1 n—

g, =28 = (21+1)=n> (2.52)

=0 I

Il
(=]

A prova da ultima igualdade em (2.52) se da por inducdo. Basta assumir que (2.52) seja vélida
para dado n (o que € fécil de verificar diretamente para os casos com n igual a 1, 2 ou 3 (veja a
tabela 2) e provar que ela também € vélida para n + 1. Com efeito, assumindo a validade de

(2.52) para n, fazemos nesta mesma expressao a substituicdo n — n + 1, obtendo

—_

n+l-1 n n—
gn=28=20+)=g +2n+1=n>+2n+1=(n+1)
1=0

1=0

T
o

0 que prova a validade de (2.52) para qualquer valor de n.
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Figura 3 — Niveis e subniveis de energia do &tomo de hidrogénio, de acordo com a equacio de

Schrodinger.

Nivel de Energia / eV

A
o . Limite de lonizagdo
09 — 4 - S —_—
4s ip 4d 47
-15 |— 3 — B — S —
iz ip 3d
-345 — 2
23 2p
-136 | |

1z

Fonte: adaptado de DEMTRODER [20], 2006, p- 111.

242 O Espectro Relativistico de Klein-Gordon

a) Energias relativisticas

Novamente, conforme a tabela 1 e a equagdo (2.46), no caso relativistico temos que a, 4, u

e s sdo dados por:
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e 1
4dre, he 137,04
_ Zme® E
27e,h’ mc’
— . (2.53)
_ /m c'—E
#= hic?
2
s :l+ l+l -Z'a’
2 2
Substituindo os parametros (2.53) em (2.45), encontra-se
Zme* E
2 hZ 2 2
M=n'+l+\/(l+l] -Z'a’ . (2.54)
m’c* —E? 2 2
2 hc?
ou, em termos do nimero quantico principal,
Zme* E
27’ mc’ ?
el UL (z%)—\/(z%] ~7%* |. (2.54)

) m?c* —E?
U hic?

O parametro entre colchetes a direita da igualdade em (2.54’) é um valor pequeno se Z for

suficientemente pequeno (exatamente igual a zero se a constante de estrutura fina fosse nula).

Assim, convém definir o parAmetro &, como

(i) -2
0, = l+§— l+§ -Z'a . (2.55)

Com a definicao (2.55), isolando a energia E em (2.54’), obtém-se as energias relativisticas para

um 4tomo hidrogendide:

(2.56)

que também pode ser escrita como
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2
E= me . (2.56")

Za?

(n—l—1/2+\/(l+1/2)2 -72'a’ )2

1+

De (2.56) ou (2.56’) vemos que os niveis de energia relativisticos dependem fortemente do
numero quantico principal, mas também apresentam uma dependéncia fraca do nimero quantico
secunddrio. Decorre que a equacdo (2.56) € capaz de prever uma estrutura fina para o espectro de
linhas, o que serd discutido logo adiante. Antes precisamos analisar como as energias
relativisticas se comportam com relagdo a n, / € Z no limite de numero atdmico baixo, verificando
ao mesmo tempo o seu limite ndo relativistico — que deve estar de acordo com a equacgao (2.51) —
e as corregdes relativisticas de ordem mais baixa. Como discutido no apéndice A, se Z for
suficientemente pequeno, (ou seja, se Za << 1), a velocidade orbital do elétron € baixa o
suficiente, de forma que esperamos que as energias ndo relativisticas possam ser obtidas das

relativisticas como uma primeira aproximacao. Expandindo (2.56) em série de Taylor em torno

de Z2a*/(n—6,)* =0 até a segunda ordem, obtém-se

(2.57)

| Za’ 1 37" 1
E=mc"|1-—— AP — Tt
2n* (1-8,/n)" 8 n* (1-6,/n)

Expandindo agora os fatores com poténcias —2 ¢ —4 em 1-6,/n em torno de d,/n=0 até a

primeira ordem, encontramos a partir de (2.57):

2,2 4 4
E=mc2[1—z a (1+2i+--)+§z a (1+4ﬂ+~-j+--}. (2.57)

2 4
2n n n n

A aproximagdo de segunda ordem em Za de J, fornece, por sua vez,

2 2.2
5,:(1+1j— (z+lj e =LY (2.58)
2 2 20 +1

Substituindo a aproximagao (2.58) em (2.57), retendo apenas as poténcias menores ou iguais a 4

em Za e agrupando os termos de mesma poténcia em Zo, obtém-se

o zzw( n 3)

E =mc* —mc +
2[+1 8

mc
2n? n*

(2.59)
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A interpretac@o dos termos a direita da igualdade em (2.59) € simples: o primeiro (ordem zero em
Z'a%) é a energia de repouso do elétron, 0,511 keV; o segundo termo (primeira ordem em Z*a’)
corresponde exatamente a energia nao relativistica dada pela equacdo (2.51); o terceiro termo
(segunda ordem em Z*a%) corresponde a correcdo relativistica mais relevante para a energia no

limite considerado. O resultado (2.59) pode entdo ser expresso como

E=mc*+E4+SEY +SE® +-.-, (2.60)

z

onde, E’ é a energia ndo relativistica, S E"” é a primeira correcdo relativistica, SE® ¢ a
segunda correcdo relativistica (proporcional a Z°¢°, ndo considerada em (2.59)), e assim por
diante. No limite ndo relativistico (¢ — o, ou a — 0), temos que todas as corre¢des relativisticas
se anulam e ficamos com E =mc” + E', que é o resultado esperado (observe que o a energia niio
relativistica E’ de fato ndo depende de c, pois & o< 1/c).

E conveniente, também no caso relativistico, manter a terminologia nio relativistica para
os niveis e subniveis de energia. Assim, continuaremos tratando, por exemplo, o nivel L. como
sendo aquele constituido dos subniveis 2s € 2p, mesmo que as suas energias nao sejam mais
exatamente as mesmas num contexto relativistico. Ou seja, redefinimos um nivel de energia
como sendo um conjunto de estados quanticos caracterizados pelo mesmo nimero quantico
principal. As primeiras corre¢des relativisticas para os subniveis 1s, 2s e 2p para um dtomo de

hidrogénio, dadas pela equacdo (2.59) com Z = 1, sdo apresentadas na tabela 3.

Tabela 3 — Primeiras corregdes relativisticas para os subniveis ls, 2s € 2p do dtomo de
hidrogénio, de acordo com a equagdo de Klein-Gordon.

n Nivel [  Subnivel JEV/107%eV

1 K 0 s -9,056
2 L 0 2s -1,472
1 2p -0,264

Fonte: autoria prépria, 2017.
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b) A Estrutura fina segundo a equacio de Klein-Gordon

Na secdo 1.3, vimos que cada uma das linhas no espectro de absorcao do hidrogénio é, de
fato, um conjunto de linhas escuras muito proximas, ou seja, um multipleto. Mencionamos que a
linha na regido do ultravioleta K-a, que ocorre em torno de 121,57 nm, de fato corresponde a
duas linhas, K-a; e K-ap, nos comprimentos de onda A; = 121,56682 nm e A, = 121,56736 nm,
respectivamente. Essas transi¢des correspondem a n, = 1 (nivel inicial K, parao qual /=0) e n;, =
2 (nivel final L, para o qual / = 0 ou / = 1), na notacdo estabelecida no apéndice A.

Assim, podemos tentar uma explicacdo para a estrutura fina espectral supondo que as
linhas K-a; e K-0, correspondam as duas transi¢des possiveis da camada K para a camada L:
uma transi¢do ls — 2s e uma transicdo ls — 2p. Utilizando os comprimentos de onda A; e A,
fornecidos, calculamos que as energias dos fétons'! envolvidos nas transi¢des K-a; e K-a, sdo,
respectivamente, iguais E; = 1,6340362-10_18 Je £, = 1,6340289-10_18 J. Pala condi¢do de
frequéncia de Bohr, a diferenca entre essas duas energias € igual a diferenca entre as energias dos
estados finais correspondentes as transicoes K-o; e K-op, que € portanto igual a,
aproximadamente, 7,26-10_24 J = 4,53-10_5 eV. Tomando a diferenca entre as correcdes
relativisticas para a energia dos subniveis 2p e 2s dadas na tabela 3, obtidas pela equagdo de
Klein-Gordon, obtém-se E,, — E»; = 1,208: 1074 eV, superestimando em aproximadamente 167% o
valor experimental de 4,53- 107 eV.

Além do erro enorme envolvido no célculo da estrutura fina a partir das energias dadas
pela equagdo de Klein-Gordon, ainda hd um segundo ponto importante a ser considerado.
Assumimos anteriormente que a duplicidade da linha K-o do hidrogénio seja deva-se as
transicdes 1s — 2s e 1s — 2p. No entanto, sabemos das regras de selecdo da espectroscopia
atdmica que as Unicas transi¢cdes permitidas sdo aquelas com Al ==1 [2], o que significa que
apenas a segunda das transi¢cOes consideradas é permitida. Isso implica que a linha espectral
correspondente a transicdo ls — 2p seja bem mais intensa que a aquela correspondente a
transicdo ls — 2s. No entanto, as linhas K-o; e K-0, tém intensidades semelhantes [3],

mostrando que hd mais uma incoeréncia — nesse caso conceitual — entre a teoria desenvolvida e o

"' Lembre que Ejy, = hc/ap. Utilizamos h =6,62607004-107 J-s e ¢ = 299.792.458 m/s.
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espectro experimental do hidrogénio. Conforme veremos no capitulo 3, as duas inconsisténcias

encontradas (numérica e conceitual) serdo resolvidas no contexto da teoria de Dirac.

c) Nimero atomico critico

A expressdo (2,56°) para as energias relativisticas pode fornecer valores complexos

devido a raiz quadrada no argumento da raiz quadrada no denominador. Para garantir que a

energia seja um valor real, é necessario que

Za* <(1+1/2), (2.61)
Ou, equivalentemente,
z<tV2 2.61°)
o

Convenciona-se chamar o valor dado pela razdo a esquerda da desigualdade em (2.61°) de
numero atomico critico, Z.,.. De fato, nio é um nimero inteiro como o nimero atdmico Z, e sim
um limite superior para Z, acima do qual determinada escolha de / — ou seja, determinado tipo de
subnivel de energia de 4tomos hidrogendides — passa a ndo ter mais significado fisico. Define-se
energia critica, E.; como sendo a energia correspondente a Z = Z. Substituindo a defini¢do de

Z. na equacao (2.61°), encontramos:

2
E = me , (2.62)

cr 2
N [+1/2
n—1-1/2

mostrando que a energia critica depende dos numeros quanticos n e [ (ou seja do nivel e do

subnivel de energia considerado), apesar de Z. depender apenas de [. Os valores de Z. e E.
calculados com as equagdes (2.61°) e (2.62) para alguns subniveis de energia sdo apresentados na
tabela 4.

Observa-se que, exceto para subniveis s, os valores de Z.; sdo muito superiores aos valores
de numeros atdmicos de dtomos reais, para os quais Z ndo ultrapassa Z = 100, aproximadamente,
por questdes de estabilidade nuclear. Além disso, lembrando que estamos considerando apenas

atomos hidrogendides (ou seja) o dtomo de hidrogénio e fons contendo apenas um elétron e
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também desprezando os efeitos da finitude do nicleo atdmico, nada podemos afirmar sobre

atomos multieletronicos.

Tabela 4 — Valores de Z e E., para os subniveis 1s, 2s e 2p segundo a equagdo de Klein-Gordon.

Subnivel Z. E,.
1 2 2
1s 68,52 —mc” =0,71mc
V2
2 68,52 im& =~ 0,95mc?
10
2p 205,56 mez =~ 0,32mc?
V10

Fonte: autoria prépria, 2017.
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3 A EQUACAO DE DIRAC: SPIN E RELATIVIDADE

3.1 Uma Nova Equacao de Onda

Conforme mencionado no capitulo 2, havia ao final d4 década de 1920 dois “problemas
graves” com a equacdo relativistica de Klein-Gordon, os quais a tornavam incompativel com a
sua interpretacdo como uma equacdo de onda descrevendo amplitudes de probabilidade. Em
primeiro lugar, as densidades que decorrem da equacdo de Klein-Gordon em geral ndo sdo
funcdes positivas definidas das coordenadas espaciais e do tempo, o que impossibilita a sua
interpretacdo como distribui¢cdes probabilisticas [12,15]. Para estados estaciondrios, selecionando

as solucdes que evoluem no tempo conforme exp(—iEt/#), vimos que a densidade se torna uma

funcdo definida positiva das coordenadas. No entanto, como observado no apéndice B, a relacdo
de ortonormalidade relativistica implica que, exceto para a particula livre, a proje¢cdo de um
estado de energia E; sobre um estado de energia E; seja nao nula, o que também entra em conflito
com a interpretacdo probabilistica.

Uma segunda critica a equacdo de Klein-Gordon é que ela prevé a existéncia de estados
que evoluem no tempo conforme exp(iEf/#%), que na época de sua proposi¢io foram
interpretados como estados de energia negativa [12,15]. A existéncia de uma infinidade de
estados de energia negativa, especialmente para particulas de spin inteiro como aquelas descritas
pela equagdo de Klein-Gordon, implica na inexisténcia de um estado fundamental, o que ndo €
fisico: uma particula poderia decair indefinidamente, liberando uma quantidade ilimitada de
energia na forma de radiacdo eletromagnéticalz.

Como apontado na secdo 2.1, tanto o problema da densidade quanto o das energias de
Klein-Gordon foram resolvidos em 1934, quando Pauli e Weisskhopf reinterpretaram a equagdo
como uma equagdo cldssica de campo e a densidade correspondente como uma densidade de
carga. Ou seja, em relacdo as duas problemadticas apontadas acima, o que estava mal era, de fato,
a interpretacdo da equagdo de Klein-Gordon, e ndo a equacgdo em si. No entanto, hd um problema

que ndo foi resolvido pela reinterpretacdo da equacdo de Klein-Gordon como uma equagdo de

"2 Para particulas de spin semi-inteiro, Dirac elaborou uma engenhosa solucio para o problema das energias
negativas empregando o principio de exclusdo de Pauli.
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campo: o problema da estrutura fina do espectro de linhas do hidrogénio. Vimos na se¢do 2.4 que
as energias hidrogéndides de Klein-Gordon preveem uma estrutura fina espectral em largo
desacordo com os dados experimentais, o que definitivamente mostra que essa equacido nao pode
ser a equacdo correta para a descricdo dos elétrons, como o proprio Schrodinger ja havia
percebido. Mas o que estaria faltando? A resposta € simples: a equacdo de Klein-Gordon sé é
correta para descri¢ao fisica de particulas de spin zero e, como sabemos, elétrons sdo particulas
de spin ¥2 [9]. Ou seja, a equacdo de Klein-Gordon ndo tem condi¢des de incorporar naturalmente
efeitos decorrentes do spin ndo nulo dos elétrons, e por isso deve falhar na descri¢do detalhada
dos niveis de energia e da estrutura fina [11].

Dirac, ao desenvolver a sua equacdo de onda — em 1928, antes da reinterpretacdo da
equacao de Klein-Gordon — procurou solucionar os problemas da densidade e das energias, sem
se preocupar num primeiro momento com o problema fisico real da estrutura fina, mesmo
estando a par dos resultados experimentais [16,17]. Essa € ainda a forma mais simples de
introduzir a sua equacdo, e € seguindo essa linha de raciocinio que iniciaremos 0S NOssSOS
desenvolvimentos, como fez o préprio Dirac. Neste capitulo, introduziremos a equacao de Dirac,
atendo-nos aos aspectos mais basicos da teoria, essenciais a sua interpretacdo. Nao discutiremos,
por exemplo, as solucdes da equac@o de Dirac para uma particula livre, a teoria do pdsitron e a
covariancia da equacgao de Dirac [5,7,12].

Iniciamos a nossa “deduc@o” percebendo que as inconsisténcias aparentes da equagdo de
Klein-Gordon parecem estar diretamente relacionadas ao fato de ser essa uma equacgdo de
segunda ordem no tempo o que, por sua vez, € consequéncia da relacdo entre a hamiltoniana e o
momentum relativisticos dados pela equacdo (2.8)

H*? :czp2 +m*c? 2.8
Uma equagdo de primeira ordem no tempo deve levar a uma densidade definida positiva e a uma
evolucdo temporal dos estados que presumivelmente seja dada unicamente por um fator da forma

exp(—iEt/h), admitindo apenas solucdes de energia positivas — como é o caso da equacdo de

Schrodinger. Assim, o que procuramos € simplesmente uma equagdo de primeira ordem no
tempo. Porém, para que a equagdo de onda procurada seja de primeira ordem temporal e
covariante, ¢ necessdrio que seja também de primeira ordem nas derivadas espaciais. Para isso,

seria preciso que a relacdo momentum-energia relativistica fosse linear, o que ndo € o caso.
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Para solucionar esse impasse, Dirac postulou que a equacdo de onda para uma particula
livre fosse de primeira ordem nas derivadas temporal e espaciais — o que em principio resolveria
as inconsisténcias da equacdo de Klein-Gordon com relacdo a densidade e as energias — com a
condicdo que as suas solucdes fossem também solugdes da equacdo de Klein-Gordon para
particula livre — o que em principio garantiria a obediéncia da equagdo (2.8’). Assim, Dirac

propds uma equacdo de onda da forma

ihaa—lp = [c&'(— ihV)+ ﬁmcz]'{—' (3.1)
t
com a condicao
2
—n? aa—‘f =—’h*V*¥ +m’c*Y. (3.2)
t

Ou seja, as solugdes da equagdo de Dirac para particula livre — equacdo (3.1) — devem também
ser solucdo da equacdo de Klein-Gordon para particula livre — equagado (3.2) — o que ndo implica
que a reciproca seja verdadeira. Os operadores auto-adjuntos (ou hermitianos) @

(=ai+aj+ak)e f,os quais assumimos que sejam independentes das coordenadas espaciais

e do tempo, devem ser tais que a equacdo (3.2) seja satisfeita pela fun¢do de onda de Dirac, V.
Com efeito, tomando a derivada parcial com respeito ao tempo da equagdo (3.1) e multiplicando

por ifi, temos

2
n* aa;f = [ca (=inv)+ /S’mcinhaa—‘fj. (3.3)

O fator entre parénteses a direita da igualdade em (3.3) € identificado como o lado direito da

equacao (3.1). Isso nos leva a

2
_n aa‘f =lea-(-in9)+ pmc* Jea (- inv) + fme? o (3.4)
¢
ou
2
—n? aa Y e n (@ V)@V — it (Bo+ 6B) VO + Bt (3.4
1

O lado direito em (3.4°) deve ser exatamente igual ao lado direito em (3.2), do que concluimos

que os operadores @ e S devem satisfazer
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(@ v)a-v)=v?

fa+af=0 (3.5)
p-i

A

onde 1 representa o operador identidade. A segunda igualdade em (3.5) implica que o operador
B anticomute com todas as componentes do operador @, ou seja, que
Ba,+a p=pa +a p=pa +ap=0, (3.6)
ou, em notacdo compacta,
V.o, }=pBa, +a,p=0, i=12.3 (3.6)
Abrindo a primeira igualdade em (3.5) ficamos com

s az 5 82 s az

a +a +a +
X ax2 y ayz 4 aZ2
2 2 2
vaa, +a,a) > +@a+aa) +@,a +aa)= G
0xdy ' 0x0z : dydz
> 9° 9o’
= 2 2 + 2
ox* dy’ dz
o que lava as seguintes condi¢oes para as componentes do operador @ :
a?=a’=a’=1 38)
{dx’dy}z {&y’&z}z {&Z’&y}z O

Finalmente, resumindo em notagdo compacta todas as condi¢des a serem obedecidas pelos

operadores @ e [, temos que:

A? = A2 :i
{al b . (3.9)

A

comi=1,2,3ei#j. Osoperadores a,, a,, &, e f que satisfazem as condigdes (3.9) podem

ser representados por matrizes quadradas de ordem 4 [5,6,7,11,12]. H4 vdrias representacdes
matriciais possiveis para esses operadores, sendo uma das mais utilizadas — e a que serd

empregada nas nossas discussdes, quando necessario — a seguinte representacdo de Pauli-Dirac:

A 0 o A 0 o, R 0 o, ~ (I 0
a,=a, = a, =0, = a, =ay = b= (3.10)
o, 0 o, 0 o, 0 0 -1
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onde / e O representam, respectivamente, a matriz identidade 2X2 e a matriz nula 2x2, e o,

0, € 0, sdo as matrizes de spin de Pauli:

0 1 0 —i 1 0
o,.=0,= o,=0,= l 0.=0,= (3.11)
1 0 ’ i 0 0 -1

A

Outras propriedades familiares operadores @,, @,, d,, f e das matrizes de Pauli serdo utilizadas

neste capitulo quando necessério [8,12].
Claramente, o operador hamiltoniano de Dirac em (3.1), definido como
H =ca-(-ihV)+ fmc?, (3.12)
€ representado por uma matriz 4x4 cujas componentes sdo operadores diferenciais, o que
implica que a fun¢do de onda de Dirac ¥ seja um objeto a quatro componentes, denominando

. . . 3 . .
spinor (ou bispinor)"’ de Dirac, o qual representamos pela matriz coluna:

lI’l

\PZ
Y= . (3.13)

\PS

\P4

Resumindo, a equacdo de Dirac
ihaa—‘P: [c&-(—ihV)Jr,Bmcz]LP (3.1
t

¢ uma equacdo de onda covariante para um spinor da forma (3.13), na qual os operadores @ e ,B

satisfazem as propriedades (3.9) e admitem, entre outras, a representacdo de Pauli-Dirac (3.10).
Ainda, as solugdes da equacdo de Dirac sdo também solugdes da equacdo de Klein-Gordon, o que
garante a observancia da relagdo relativistica entre momentum e energia (2.8’). E interessante

perceber que a forma da equagdo de onda postulada por Dirac leva naturalmente a objetos (os
operadores @ e ﬁ ) que satisfazem uma dlgebra anticomutativa, muito semelhante aquela das

matrizes de spin de Pauli. Além disso, a func@o de onda de Dirac apresenta varias componentes, 0
que, no contexto da mecanica quantica, significa que essa equacio incorpora novos graus de

liberdade (internos ou intrinsecos) além das coordenadas espago-temporais. Com iss0, somos

3 . . - P L. ~ T
" A origem dessa denominacdo deverd ficar clara na préxima se¢io. Observa-se que os indices 1, 2, 3 e 4 para as
componentes do spinor de Dirac ndo tem relagdo com os indices 0, 1, 2 e 3 das coordenadas espago-temporais.
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levados a supor que a equagdo de Dirac naturalmente descreva particulas de spin ndo nulo, o que

por sua vez nos leva a investigacdo da secao seguinte.

3.2 O Momento Angular de uma Particula de Dirac

Conforme primeira quantizacio, o operador momento angular orbital L é definido por

L =tx(-inV) (3.14)

ou, em termos das componentes cartesianas, € empregando a convencao de soma de Einstein,
L =—ihe,x, -2 (3.14)

i ik j o, :

onde &, € o simbolo de Levi-Civita e todos os indices latinos podem assumir apenas os valores

1, 2 ou 3. Também em termos de componentes, o hamiltoniano de Dirac (3.12) fica

H =—ihcq, ai + fmc?. (3.12)
X

Na representacdo de Heisenberg, a evolucdo temporal de um observavel A ¢ governada pela

equagdo de movimento
A _ LAl (3.15)

onde lA,ﬁ JzAI:I —HA é o comutador do observivel A com o operador hamiltoniano.

Sabemos da mecanica que o momento angular orbital de uma particula livre sem graus de
liberdade internos (spin) € uma constante de movimento, ou seja, € uma grandeza conservada.

Veremos que ndo esse € o caso para uma particula de Dirac livre. Para verificar essa afirmacao,
tomamos o comutador de L, com o hamiltoniano (3.12), agindo sobre um spinor auxiliar

arbitrario f:
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li..alf = 1,67 - AL, f
= —i?’z&‘i.kx.i —ihc&,ai+,[;’mczf - —ihcéz,iJr,Bmc2 —i?’z&‘i.kx.ai
" ox, ox, ox, " ox,
=—hzc€l.jk0?, iai—i( a—fﬂ—ihmczeﬁk[xji(ﬁf)—ﬁ Bf}

X, X, . ——
Tox, dx, ox, | ' dx, ox, ! ox,

2 2 ox; N
=—hce,d,| x; o f - X; o N —ihmc’ Pe g, xl.ai—xja—f
' ox,0x, ' oxox, Ox, ox, ! ox, ox,
L 0 T 0 ‘
. of
hzcé'ijk@jala
—7‘120(5‘[],,((}/.8i
! ox,
Com isso, temos que
PR . 0
IZ.. = ey, o (3.16)

A e o 9 (3.17)

0 que prova que o momento angular orbital de uma particula de Dirac ndo é uma grandeza
conservada [15]. Como o momento angular total J é uma constante de movimento, uma particula
descrita pela equacdo de Dirac deve ter um momento angular intrinseco S (isto ¢, ndo orbital) de
tal forma que J=L+S seja uma constante de movimento. De acordo com a equacio (3.17), para

que a conservacdo do momento angular total seja satisfeita, € preciso que cada componente de S

evolua no tempo de acordo com a equacdo de movimento

ds. .
— =jhce., a J

2. 3.18
dt o ox, (3.18)
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Diferente das componentes do momento angular orbital, as componentes de S nada tem a ver
com as coordenadas espaciais e por isso devem comutar com qualquer operador que as envolva.

Assim, de acordo com a equagdo de movimento de Heisenberg,

dS 1[SZ,H] —ihco?,i+ﬁmc2 - —ihc&li+ﬁmc2 .§i
ih ox o

&« ! K . (3.19)
ZC(AISAZ _gi&l)aixl n:; (SAI A_BAI')
Igualando as derivadas temporais em (3.18) e (3.19), obtém-se
ca,8 -5.a,)2 ai[ ”’:; (5.8 8,)=ince,a, aik (3.20)
de onde se conclui que S deve satisfazer as seguintes condigdes:
S,B-55, = (3.21)
e
(&,Si - Sa,) J = ihe, 0, — J (3.22)

T ox,
Das condigdes (3.21) e (3.22) vamos encontrar realizagdes explicitas para as componentes

de S na representagdo de Pauli-Dirac. Como qualquer observével deve ser representada por uma

matriz auto-adjunta, podemos escrever a representacdo matricial de qualquer um dos operadores

A

S, na forma

. (A C
S, =( . ] (3.23)
c* B

onde A, B e C sdo submatrizes 2X2, sendo A ¢ B auto-adjuntas (ou seja, A=A" e B=B")e

C" a adjunta de C. Da condi¢do (3.21), utilizando a representagdo de Pauli-Dirac para S e a

forma (3.23) para S ;» ficamos com

(A —cj ( A cj
N = . , (3.24)
ct* -B -C" -B

a partir do que se conclui que C =C" =0 e que a forma mais geral de S ; ha representacdo de

Pauli-Dirac é
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. (A 0
Si:( j (3.25)
0 B

Para explorar adequadamente a condicdo (3.22), é conveniente especificar uma das

componentes. Escolhendo, por exemplo, i = 1, temos de (3.22):
(]51 -84, )i + (351 -S,4, )i + (gﬁl - S,4, )i = ihd, 9 ihd, 9 (3.22")
ox, ox, ox, ox, ox,
que implica em
a,8,—8,6,=0
(3.26)

As relagdes de comutagdo (3.26) s@o idénticas as relagdes obtidas da teoria geral do momento

angular. Por exemplo, sabemos que
S,8, =88, =—inS,, (3.27)

0 que permitiria a identificacio §3 o< 4, por comparac¢do com a segunda equacdo em (3.26). No

entanto, conforme o resultado (3.25), as matrizes para S ; devem ser da forma

o 3)

0 o
o 0)

1

enquanto que as matrizes @, sdo da forma

0 que mostra que ndo é matematicamente possivel que uma seja proporcional a outra. No entanto,

podemos definir um novo conjunto de matrizes X, da forma
o, 0
0 o)

as quais apresentam as matrizes de Pauli nas posicdes corretas para que possamos identificar

o ¥, e tais que §i ainda satisfacam as relagdes de comutagdo (3.26). Tomamos

$ =k, (3.28)

1
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onde x € um fator de proporcionalidade a ser determinado. Substituindo S , = kX, na segunda

equacgdo em (3.26), ficamos com

x(a,X, —X,8,)=—ihd,.

0 o,0 0 o0, 0 o
- =—ih , (3.29)
0,0, 0 0,0, 0 o, 0

x(o,0,-0,0,)=-iho,. (3.30)

ou

mostrando que

Das propriedades das matrizes de Pauli , sabemos que 0,0, =-0,0, =i0;, 0 que, quando
inserido em (3.30), leva a
—2Kio, =-iho;,, (3.31)

de onde se obtém para x o valor

K=7. (3.32)

Completamos assim o processo de determinagdo das componentes do operador momento angular

intrinseco (ou spin) de uma particula de Dirac. De acordo com (3.28) e (3.32), s@o elas dadas por

§ = Iy

i > i, (3.33)

com

o, 0 )
E,:( j i=1,2,3 (3.34)
0 o

E simples verificar a consisténcia de (3.33) com as relagdes gerais de comutacdo do
momento angular — equagdo (3.27). Multiplicando a ultima equagdo de (3.26) com @, pela

direita, temos

a,8,6,-8,a,4, = iha,6, = 64,5, -$ 4,6, =hL, = %,8, -8%,=—in%,. (3.35)

Multiplicando agora o resultado obtido em (3.35) por 7#/2, obtém-se a relacao

§.5. 28,8, =—ins,,
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idéntica a (3.27)

Os autovalores das matrizes de spin X, sdo idénticos aos autovalores das matrizes de

Pauli — ou seja, sdo iguais a £1. Por exemplo, a matriz X, € dada por [15]

1 0 0 0
2:(03 OJZO -1 0 0
1o o) |0 0 1 0
0 0 0 -1

Como X, € diagonal, fica evidente que seus autovalores sdo *1, porém, ocorrem em duplicidade.
Consequentemente, os autovalores dos operadores de spin sdo *7/2, ocorrendo também em
duplicidade. Isso significa que ha dois estados quanticos (e ndo apenas um, conforme a teoria
fenomenoldgica de Pauli) associada a cada autovalor de spin (+#/2 e —h/2), o que estd
intimamente relacionado ao fato de que a equacdo de Dirac descreve ndo apenas particulas, mas
também antiparticulas.

De qualquer maneira, conclui-se da discuss@o apresentada no pardgrafo precedente que os
autovalores dos operadores de spin sdo dados por

S.=mnh, (3.36)

com m_=*1/2. Além disso, como as componentes do momento angular satisfazem uma algebra
nao-comutativa — equagdo (3.27) — o principio da incerteza generalizado proibe a determinacio
simultanea dos valores de S,, S, e S;. Ou seja, se determinarmos precisamente o valor de S, é
impossivel conhecermos precisamente os valores de S, e §,. Define-se ainda o operador
magnitude de spin S por §> =S+ 82+ 82, ou seja,

2 2 2

SA2 :7212 +TZ§ +TZ§

3.2
=—h"1 3.37
1 (3.37)

_1 (1 + ljhzl
2\2
onde / representa a matriz identidade 4x4 . De (3.37) fica evidente que $? comuta com todas as

componentes do spin. Com isso, podemos sempre encontrar uma base que seja simultaneamente

formada por autoestados de $? e de uma das componentes de S, geralmente escolhida como
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sendo 3‘3. Denotando os vetores desse conjunto de base por |s,ms> e definindo o nimero
quantico de spin como s =1/2, temos que
§2|s,ms>:s(s+1)h2|s,ms>

A (3.38)
Sils.m ) =mh

s.m,)
onde —s<m_<s, em completa analogia a teoria do momento angular orbital. Verificamos

assim que a equacdo de Dirac descreve naturalmente particulas de spin Y2, diferentemente da
equacdo de Klein-Gordon que, como comentamos no capitulo 2, é apropriada para a descricao de

particulas de spin zero. Com isso, fica evidente a razdo da denominagdo spinor para a funcio de

onda de Dirac, ¥ . Vale ainda lembrar que 0 momento angular total J=L+S ¢ uma constante
de movimento na teoria desenvolvida. Sz

Para finalizar essa se¢do, demonstraremos uma importante relagdo envolvendo as matrizes
de Dirac. Sejam dois operadores vetoriais A e B (ou vetores ordindrios) tais que
lf&,ﬁJ= lA,&Jz lﬁ,&J= 0, entdo:

(6-Afa B)=A -B+iz (AxB). (3.39)

A prova de (3.39) € direta, e segue conforme desenvolvimentos abaixo.

Lembrando que &’ =1 e agrupando os termos semelhantes, ficamos com

A

@-Afa-B)=AB +A,B,+A,B,+
+iz,(A,B, - A,B,)+ix, (3,8, -A,B, )+ix,(A,B, - A B,)
que é a prépria equacdo (3.39), porém escrita em termos das componentes. Através de
desenvolvimentos semelhantes, pode-se mostrar também que (& . AX& . ﬁ): ()2 . A)(E . ﬁ) e que
(6-Afo-B)=A B+ic-(AxB). (3.39")
As formulas (3.39) e (3.39°) sdo conhecidas como identidades de Dirac e serdo muito dteis nos

desenvolvimentos da secdo 3.4.
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3.3  Acoplamento Eletromagnético e Conservacao da Probabilidade

A dinamica quantica de uma particula de Dirac na presenca de campos eletromagnéticos é
incorporada ao formalismo através das substituicdes dadas nas equagdes (2.2), quais sejam:
ii’l2 —ih 3 —qQ
ot ot (2.2)
—ihV — —ihV —gA
Introduzindo essas substituicdes na equagdo de Dirac (3.1) e rearranjando um pouco, temos que
ih%—lf = —ihc@ - V¥ — g - AY + fmc* ¥ + qp¥ . (3.40)
Na secdo 3.4 investigaremos a equacao (3.40) no limite ndo relativistico em detalhes. Mais tarde,
na se¢do 3.5, as correcdes relativisticas de primeira ordem ao hamiltoniano de Schrodinger serdo
obtidos especificamente para o caso eletrostitico a partir de (3.40). Por fim, na se¢do 5.6, as
energias decorrentes das correcdes relativisticas serdo obtidas para o dtomo de hidrogénio via
teoria de perturbacdo independente do tempo, e o espetro de energias obtido serd colocado a
prova pela comparagdo com o espectro de linhas experimental. Por ora, interessa-nos verificar a
consisténcia de (3.40) com a interpretacdo probabilistica da mecénica quantica. Para isso,

tomamos a conjugada hermitiana de (3.40):
—ih GAd
ot

= inc(6- V) —qcla- A®) +(Bnc>®) +qpv*. (3.41)

onde
vy v W)
€ o spinor conjugado hermitiano de ¥ [7,12]. Lembrando que os operadores a e ,B sdo auto-

adjuntos e comutam com os potenciais eletromagnéticos, e utilizando a conhecida identidade

A A

(A )+ =B*A*, decorre de (3.41) que

o
ot

—ih

= ihcVP* -6 —qgcPra- A+ fmc +qoP . (3.42)

Multiplicando (3.40) por W™ pela esquerda e (3.42) por ¥ pela direita, encontramos as equagdes
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ih* Gid = —incP 6 V¥ — gcP a - AY + P fmc’ W + qp¥ * ¥
ot
- (3.43)
—ih W =incVP" @ — gcPra - AY + P fmc’ Y + g "

ot

Subtraindo agora a segunda equacdo da primeira em (3.43), obtém-se, apds cancelamentos e

rearranjos,
N
¥ (ca) V¥ +VP* '(c&)‘I’+‘P+a—lP+alP ¥ =0, (3.44)
or ot
ou, pela regra do produto da diferenciagao,
v.(wcaw)+ 22 o (3.45)

ot

que € a equacdo de continuidade, com a identificagdo da densidade p e da densidade de corrente j

como sendo

{pzlpﬂp =l{!l*lPl +‘P§‘I’2 +‘P;‘P2 +lP;q]2 (3.46)

j=¥ co¥
Das consideragdes acima, concluimos que, conforme esperado, uma equagdo de onda de
primeira ordem no tempo leva a uma densidade definida positiva, o que possibilita a sua
interpretacdo como uma distribuicdo probabilistica. Entretanto, diferente da equacdo de

Schrodinger, a equagdo de Dirac prevé que essa densidade envolva quatro fungoes, ¥,, ¥,, ¥, e

Y,, e ndo apenas uma. Esse fato tem consequéncias interessantes sobre as distribui¢des de
probabilidade eletronicas em atomos, pois os nodos das quatro fungdes que compdem o spinor de
Dirac ocorrem em diferentes regides do espaco [18].
Em problemas eletrostaticos, a equag¢do de Dirac (3.40) admite, assim como as equagdes
de Schrodinger e de Klein-Gordon, solucdo por separagdo de varidveis [7,11,15]. Fazendo
¥(r,1)=w(r)exp(-iEt/ 1) (3.47)
e tomando A =0 e @=¢(r), encontramos a equagio de Dirac independente do tempo
Ey =—ihch-Vy + fmc’y + qov, (3.48)
onde E é novamente a energia relativistica da particula no campo eletrosttico e w(r) é um

estado estaciondrio relativistico. Ao contrario do que esperdvamos para uma equagao de primeira
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ordem no tempo, a equacdo de Dirac — da mesma maneira que a equacdo de Klein-Gordon —

admite também solucdes da forma
W(r,1)=yl(r)expliEt/ 7).
(observe o sinal positivo no argumento da exponencial). No entanto, essas solu¢des sdo também

associadas a antiparticulas e ndo serdo consideradas aqui14 [7,12].
3.4 O Limite Nao Relativistico da Equacao de Dirac

Interessa-nos agora o estudo da equagdo de Dirac no limite ndo relativistico.
Apresentaremos uma metodologia que permite, a0 mesmo tempo, a obtencdo da equacdo de
Dirac nesse limite (que corresponde a equacdo de Pauli), bem como das correcdes relativisticas
corretas até qualquer ordem em 1/¢[7,11).

Iniciamos expressando o bispinor de Dirac em termos de dois spinores de duas

componentes (ou spinores de Pauli), ¥, ¢ ¥,, como

o
¥ = , (3.49)

onde

(3.50)

Escrevendo ¥ em termos de W, e W, e expressando as matrizes de Dirac em termos das

matrizes de Pauli e da matriz identidade 2% 2, a equagdo de Dirac fica sendo dada por

50 et P o0 e o) A g )
ih— = —ific -V —qc -A + mc +q9¢ . (3.5
o\ ¥, ¢ 0 ¥, ¢ 0 ¥, 0 -1 ¥, ¥,

E fécil verificar que a equacio (3.51) corresponde de fato ao seguinte sistema de equagdes para

Y, e ¥,:

' Como descrito na secdio 3.1, essas solu¢des eram interpretadas originalmente como estados de energia negativa, o
que foi uma das razdes que levaram Dirac a postular uma equagdo de onda de primeira ordem temporal. Assim, a
ocorréncia desses estados como solugdes de sua equagdo — algo frustrante a primeira vista — levou Dirac a formular o
seu conceito para o vacuo quantico e a predicdo tedrica da antiparticula do elétron, o pésitron, em 1928.
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(ihai —mc’ —qqoj‘PA =co -,
t
3 , (3.52)
(iha— +mc® — qgoj‘I’B =co-a¥,
t

onde &t =-ihV —gA € o operador momentum cinético. Como no limite de baixas energias a
diferenca entre a energia relativistica e a energia ndo relativistica é praticamente igual a energia
de repouso, facilita a andlise expressar o spinor de Dirac da seguinte maneira — semelhante ao que
foi feito no estudo da equagdo de Klein-Gordon no limite nao relativistico:

W(r.1)= (i: gg} - (j}‘((:))j expl-mc?t/1). (3.53)

Inserindo as expressoes para W, e ¥, decorrentes de (3.53) em (3.52), obtém-se o seguinte
sistema de equacdes para os spinores y € 7:

(' a j "
ih——q@ |y =cc-an
ot

~ hd/dt— ¥
roemp-5

mc 2mc

(3.54)

X

O sistema de equacdes (3.54) mostra que, para particulas de Dirac (férmions de spin Y2, para os
quais a evolugdo temporal é da forma exp(—iEt/%)), o spinor 17 é da ordem de L X . Assim,
nesse caso, as componentes superiores do spinor de Dirac (you ¥,) sdo conhecidas como
componentes grandes e as componentes inferiores (77 ou ¥,) sdo conhecidas como

componentes pequenas' .
E desejavel converter o sistema de equacdes (3.54) em uma dnica equacio para o spinor

% > que presumivelmente se relaciona de forma simples com a fun¢do de onda ndo relativistica.

Para isso, define-se o operador A tal que

f\(i + M}; =7. (3.55)

2mc

' Claramente, o quadro se inverte para o caso dos antiférmions de spin Y2, para os quais a evolugdo temporal é da
forma exp(iEt / h): as componentes inferiores sdo grandes sdo nesse caso, enquanto que as componentes superiores
sao pequenas.
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Iremos nos preocupar em encontrar o operador A em breve. Por hora, percebemos que agindo

com A pela esquerda na segunda equagdo do sistema (3.54) e levando em consideracido a

equacao (3.55), ficamos com a seguinte expressao para o spinor 7:

p=le®, (3.56)

2mc

Assim, se conhecermos y podemos em principio determinar 77 pela simples aplicacdo de (3.56).
Para encontrar a equacio para y , substituimos (3.56) a direita na primeira equagdo em (3.54), o

que fornece

ot 2m

O operador A correto até qualquer ordem em 1/c* pode ser determinado conforme segue.

De (3.55), temos que

A+ =1, 3.58
2mc? ( )

ou
A=i_Alo/or—qp (3.59)

Com isso, fica claro que o operador A correto em ordem zero € simplesmente o operador

identidade:
A’ =1. (3.60)

Para determinar A correto até a primeira ordem em 1/c%, substituimos (3.60) no lado direito da

igualdade em (3.59) obtendo

ihd/ot —qe

A=1- - (3.61)

2mc

Para obter A correto até a segunda ordem em 1/¢%, poderiamos substituir (3.61) no lado direito

de (3.59), e o processo poderia ser continuado dessa forma até uma ordem arbitraria em 1/02,
dando a seguinte série:

A=A+ A +A> +.... (3.62)

Para nossos propdsitos, € suficiente conhecermos A atéa primeira ordem (equagdo (3.61)).




52

Precisamos levar também em consideragdo a normaliza¢do do spinor de Dirac, que deve
ser correta até a mesma ordem que o hamiltoniano. Como W representa uma amplitude de

probabilidade, temos que
[wrwar=[(wrw, + 2,9, )av =[xz +nnhv=1. (3.63)

Substituindo a expressdo (3.56) para 77 a esquerda da tltima igualdade em (5.63), resulta que

J

Agora, levando em consideracdo a relacdo (Aﬁ)+ =B*A* e a hermiticidade dos operadores ¢ €

. Ac-# +/A\0'7At
XX+t 2ch

2mc

Z]dv =1. (3.64)

7, a equagdo (3.64) fica rescrita como

e o

Denotamos o spinor que representa o estado quantico do sistema, normalizado até uma ordem
arbitraria em 1/c?, por ®(r,7). O seja,

jq>+c1>dv =1. (3.66)
As equagdes (3.65) para y e (3.60) para a amplitude probabilistica @ sdo muito semelhantes e

representam a mesma realidade fisica. Assim, define-se € como o operador que, quando agindo

sobre y, fornece @ . Ou seja:
D=Qy. (3.67)
Substituindo a defini¢do (3.67) em (3.66), temos que
j 7O Qpav=1. (3.68)

A

A comparacgdo de (3.68) com (3.65) fornece para Q

A INE A
ara-is O RN Ao 7) (3.69)
dm*c?

A

Sem perda de generalidade, assumimos que Q seja auto-adjunto, o que permite identificar o lado

esquerdo de (3.69) como Q? e, finalmente,
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5" : ’A‘)} . (3.70)

A z 2 A . .
Podemos estabelecer Q até qualquer ordem em 1/c”, o que faremos até a primeira apenas.

Para isso, expandimos a equacdo (3.70) em série de Taylor, o que fornece

A

(G-n)A A(c-n)+

Q=1+ — (3.71)
8m ¢
De (3.71), fica claro que o operador Q correto em ordem zero é o operador identidade:
Q° =1, (3.72)

A

Para encontrar Q correto até a primeira ordem, basta substituir A correto em ordem zero

(A” =1) em (3.71), dando'®

(o

8m

=N

A

Q=1+

) . (3.73)

2
C

0o

Por fim, vamos estabelecer a equagdo para a amplitude & . De (3.67), temos que

7=07"'®. (3.74)
Inserindo a expressao (3.74) na equacao (3.57), obtém-se
ih%(ﬁ@);%(ﬁl@ﬁ g0l o). (3.75)
t m

Essa € a equacdo para a amplitude & . Analisaremos a seguir essa equagdo em ordem zero para o

caso geral e, na secdo seguinte, em primeira ordem para o caso eletrostitico. Na tabela 5

A

apresentamos as expressdes dos operadores A, Q e Q' corretos em ordem zero e em primeira

ordem.

'® A insergdo de A correto em primeira ordem gera também termos de segunda ordem em 1/c’, os quais estamos
desprezando.
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Tabela 5 — Operadores A, Q e Q™' corretos em ordem zero e em primeira ordem.

Operador Ordem zero Primeira ordem
. N ~ ihd/ot—q@
[ & &
A ! 2mc
& i iy R)
8m’c?
A 2
A A ~ (G * TC)
Q' 1 I-
8m’c’

Fonte: autoria prépria, 2017.

Para verificar o limite ndo relativistico da equacio de Dirac, inserimos os operadores Ae
Q™' em ordem zero na equagdo (3.75) e retornamos com a defini¢do do momentum cinético em
termos de V e A . Descobrimos, desta maneira, que a equagdo de Dirac se reduz a equagdo de
Pauli para o spinor a duas componentes &, nesse nivel de aproximacao:

. 2
5702 _ l6-(=inV —gA)| ® .
ot 2m

qod. (3.76)

Com efeito, empregando a identidade de Dirac (c . AXG . ﬁ): A-B+io- (A X ﬁ) no termo cinético
em (3.76) e lembrando que VxV® =0 e que AXA =0, obtém-se

5 0P _(CilV—qA)® ng

ot 2m 2m

Utilizando agora a propriedade do rotacional V x(A®)=®Vx A — A xV®, obtém-se de (3.77)

6-[VX(AD)+AxVD]|+qepd. (3.77)

. 2
102 _ iV —qA) @ T (v x A YD+ gD (3.78)
ot 2m 2m

Identificamos em (3.78) o vetor campo magnético, B=V XA, e o operador de spin no espaco

. & N . ~ . .
dos spinores de duas componentes, S = 56. Com isso, a equacgdo (3.78) fica sendo escrita como

. 2
0P _ £V —qA) ® gop—g 4§ B (3.79)
ot 2m 2m




55

Os dois primeiros termos a direita em (3.79) sdo idénticos aos termos cinético e potencial

da equagdo de Schrodinger. O terceiro termo a direita corresponde ao hamiltoniano da intera¢ao

de um dipolo magnético p, = g

s

2i§ com o campo magnético B:
m

A

Hg =—npg B, (3.80)
onde g =2 € o fator g de Landé de spin para da particula de Dirac'” [15]. Ou seja, o limite ndo

relativistico da equacdo de Dirac ndo € a equacdo de Schrodinger, mas sim a equacdo de Pauli,

incorporando naturalmente efeitos magnéticos decorrentes do spin [7,11,15].
3.5  Correcoes Relativisticas de Primeira Ordem em Problemas Eletrostaticos

As correcOes relativisticas em primeira ordem ao hamiltoniano ndo relativistico sdo

obtidas substituindo os operadores A e Q7' corretos até a primeira ordem em 1/¢* (veja tabela 5)
na equacdo (3.75) [7,11]. O resultado obtido, ainda sem praticamente nenhuma manipulag¢io

algébrica, é

., 0 (6-7)® A1 1 .9 qQ N (6-7)
Al eo-C 2 (e - in T+ ) 1- @+
: Bt( 8m’c? (o7 2m 4m2c2l ot 4m*c? (o7 8m’c?

+qo 1- (o-#) <I>.
1 8m*c?

Claramente, a equacdo (3.81) é consideravelmente mais complicada que a aproximagdo de ordem

(3.81)

zero, equagdo (3.76). Como estamos interessados, em ultima andlise, no problema eletrostdtico do
atomo de hidrogénio, vamos considerar a equagdo (3.81) apenas para esse caso. Fazendo A = 0,
p=¢(r) e #=p=-iV, a equagio (3.81), esta pode ser resolvida por separacio de varidveis,
admitindo soluc¢des da forma

®(r,1)= d(r)exp(—ier/h), (3.82)

70 valor experimental para o fator g de Landé de spin para o elétron é g, =2,002319, o que pode ser calculado

com grande exatiddo pelos métodos da eletrodindmica quantica. Ainda assim, a previsdo da equagdo de Dirac para
este fator como g =2 € considerado um dos grandes sucessos da mecénica quantica relativistica.
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onde ¢ representa a energia ndo relativistica mais corre¢des relativisticas de primeira ordem.
Como P comuta com d/dt, podemos encontrar uma equagio independente do tempo realizando

as seguintes substitui¢cdes formais em (3.81)

®(r.1) - ¢(r)
0 (3.83)
ih——¢
ot
Levando as substitui¢des (3.83) em (3.81), ficamos com
(c-p)¢ N1 e a9 V. .s\7_(o-B)
&l Q- =lo-p) —-— + o-p)l-—-5 0+
(¢ 8m’c? ( p) 2m  4m’c’  4m’c? ( P 8m’c’ ¢
(6-5) , (3.84)
~ c.p
+ 1-
q(ﬂ( P J¢
ou, ap6s algumas operagdes simples,
_(opVep _((op) (o-p)Ve (o-plaplop)|  (o-p)]¢
i sm’c> | 2m 4m’c® " 4m*c? ¢ 8m’c’ "
(3.84%)
q9(c-p)’ ¢
+ —_
999 8m’c?
Lembrando que p =—ihV e empregando a identidade de Dirac, temos que
(6-p)'¢=p"¢+ic (BxDe)=p0,
jaque VxVg¢=0.Comisso, aequacdo (5.84") se torna
~2 N ~2 ~ A ~ 2 ~2
p'ep _(p°_ P’c  (o-Dlaglo-p) p’¢ L X .
£9— =|—- + - + - 3.84
’ 8m’c’ (Zm 4m*c? 4m*c? ¢ 8m’c’ 99 8m’c’ ( )

O proximo passo € realizar a agdo dos operadores no primeiro paréntese a direita da igualdade em
~ . 2
(3.84°’) sobre os termos no paréntese seguinte. Desprezando termos de segunda ordem em 1/¢”, o

resultado encontrado, ainda sem alterar a ordem dos termos ou agrupar os semelhantes, é

8m’c? C 2m dm*c? dm*c? 16m’c? 8m-c

pp D0 _D0_ 90 (o-Dlaglo-p0_ b0, ., a0 (3.85)

1

m?c?

Agora, somando p’ep dos dois lados da igualdade em (3.85), agrupando termos
semelhantes e rearranjando um pouco, encontramos

:ﬁ_2¢+q¢¢_ p’ep _ p'o +(G'f))q(0(6-f))¢_q(/f)2¢ (3.86)

2m 8m’c?  16m’c? 4m*c? 8m2c?’

£p
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O problema da equacdo (3.86) é que ela ainda ndo apresenta a forma de uma equagdo de
autovalores para certo hamiltoniano, em virtude do fator &) no terceiro termo a direita da
igualdade. Isso pode ser facilmente resolvido, substituindo ai a aproximacao de ordem zero para

&¢ , ou seja, fazendo

_¢

&p= +qp

neste terceiro termo. Com isso, a equagao (3.86) fica rescrita como

g¢=ﬂ+q¢¢—ﬁ—zz(ﬂ+q¢¢} P9 leplaglo bl a0 )

2m 8m’c*\ 2m 16m’c? 4m’c’ 8m’c?
Realizando as operagdes no terceiro termo a direita da igualdade e agrupando termos

semelhantes, ficamos com

ep = 2¢+q¢,¢ p'9__ o-blaplo ply “[ 2045 (9)]. (3.88)
m m’c? dm-c

Os trés primeiros termos no operador hamiltoniano efetivo até primeira ordem que estid se
formando a direita em (3.88) ja estdo na sua forma final. Por isso, vamos nesse momento
concentrar a nossa aten¢do nos dois ultimos, cuja soma € simbolizada por X em (3.88).

Colocando em evidéncia os fatores comuns, X pode ser expresso como:

X=-

— 0p26+ 5 (99) - 200 - p)plo - po)]- (3.89)

Como p =—ihV €é um operador associado a deriva¢do em primeira ordem, aplicando a regra do

produto da diferenciac@o a todos os termos cabiveis entre colchetes em (3.89), temos

o0+ b 0+ 2p0) (po)+ o o-2(c-po)o-po)-2¢p°¢|.  (3.90)

P’ (00) -2(o-p)o(o-pg)

X =
8m

Os dois primeiros termos entre colchetes em (3.90) cancelam com o tltimo, dando

x =~ [16°0k + (b0)-(60)- (- po)o-po)]. (3.91)
Utilizando novamente a identidade de Dirac se encontra para o terceiro termo entre colchetes

(6-p)o-pp)=(pp) (ps)+ic-Pexpe). (3.92)

Inserindo (3.92) em (3.91) e realizando os devidos cancelamentos, ficamos com
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X=- (>0 —ic- (poxpe)), (3.93)

Que € o nosso resultado final para X. Retornando com (3.93) em (3.88), encontramos a nossa
forma final para a equacdo de Dirac, correta até a primeira ordem em /¢, para problemas

eletrostaticos:

P
L1409 mi’ v io (poxplo-— 1 (b ok, (3.94)

P’y

€¢—
A equagdo (3.94) pode ser colocada explicitamente na forma usual de uma equacdo de

autovalores, bé @ = &¢ , para o operador hamiltoniano efetivo

A A4

45 p |Y q >

H = - + zc X . 3.95
- +q¢ PN 4 (Poxp)- 3 2Czpf/) (3.95)

E instrutivo neste ponto interpretar fisicamente cada uma das trés corregdes relativisticas
de primeira ordem que aparecem no operador hamiltoniano (3.95). Faremos isso, ao mesmo
tempo em que encontraremos suas expressoes finais considerando o movimento de um elétron no
potencial de Coulomb gerado por um nicleo atomico. Observe que os dois primeiros termos do
hamiltoniano (3.95) sdo completamente equivalentes aos operadores de energia cinética e de

energia potencial do hamiltoniano de Schrédinger e ndo exigem maiores discussoes.
a) O termo de massa-velocidade, H,,,

O terceiro termo no hamiltoniano (3.95) possui um andlogo cléssico preciso,
representando a primeira correcao relativistica na energia cinética. Como sabemos [9], a energia
cinética relativistica cldssica de uma particula é dada em funcdo do momentum p por

2

T =+p’c’+m’c* —mc*> =mc’ IZ s+1-1]. (3.96)

m c

Expandindo (3.96) em série de Taylor em torno de p=0 até a primeira ordem em 1/c’,

encontramos

p p
:%_ 8mic?’ (3:97)
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que possui uma correspondéncia precisa com o primeiro € com o terceiro termos do operador
hamiltoniano (3.95). Em ultima anélise, o terceiro termo em (3.95) decorre da defini¢do do
momentum linear relativistico ou, colocando de outra forma, da definicdo de massa relativistica,
a qual depende da velocidade — dai o seu nome. Assim, essa primeira correcao fica sendo dada

por

A, =- . (3.98)

A

b) O termo de interacio spin-6rbita, H g,

O quarto termo em (3.95) representa, no caso atdmico, uma interacdo entre 0 momento
magnético de spin do elétron — definido na se¢do 3.4 — e o campo magnético “sentido” pelo

elétron em decorréncia do seu movimento em torno do ndcleo atdmico. Fazendo p =—ihV e

A~ h
lembrando que S = 56 , €sse termo se torna

Ay, =—21_8.(Voxp). (3.99)
2m c

Para um potencial central — como aquele gerado por um nucleo atdmico pontual em repouso na

dpr

origem — sabemos que V¢ = o o que inserido em (3.99) fornece
rr

g -4 QS'(I‘XIA))

so 2.2
2m-c” dr r

, (3.100)

Identificando o operador entre parénteses em (3.100) como o operador momento angular orbital,

L, obtém-se a forma final para o hamiltoniano de interacdo spin-Orbita para um potencial central

qualquer:
A q do S-L
H,, = — . 3.101
0 omPer dr r ( )
Para o caso especifico do dtomo de hidrogénio — um elétron de carga ¢ = —e submetido ao

potencial gerado por um nicleo de carga Ze — temos que @ = Ze/4me,r. Assim, tomando a
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derivada do potencial com respeito a r e reorganizando os fatores, encontramos o hamiltoniano
spin-Orbita para o sistema fisico em questio:

~ Ze? S L
-

SO

(3.102)

- 8eym’c’ 1
A equacgdo (3.102) pode ainda ser expressa de uma forma que a deixa mais apropriada

para o tratamento perturbativo. Lembrando que o momento angular total é dado por J=L+S8,

temos que

JP=12+8*+2S-L (3.103)
ou

S-ﬁ:%(jz—ff—ﬁz) (3.104)

Apesar de L e S ndo serem constantes de movimento (assim como todas as suas componentes),

J? e S? o sdo, conforme foi visto na secdo 3.2. Pode-se mostrar que o operador L’ comuta com

0 hamiltoniano (3.95) e é, portanto, também uma constante de movimento [9]. Ainda, pode-se
mostrar que os operadores J 2 I? e S* comutam entre si. Assim, € possivel encontrar uma base
comum de autoestados de H , j 2 I?e§? (e J . ), € a agdo do operador S-I sobre um desses
autoestados fornece, de acordo com a teoria geral do momento angular,

2
S-L e,j,l,s,mj>:%[j(j+1)—l(l+1)—s(s+1)]€,j,l,s,mj>. (3.105)

Os estados eletronicos em dtomos hidrogendides sdo, nesse caso, representados pelo nome do

orbital atdmico com o valor de j como indice inferior, como em 1s,,, 2s,, 2p,, € 2py, [4].

Como s = ¥2 e 0 numero quantico de momento angular total j pode assumir apenas os valores

j=l-% (# 0fe j=I+ 1, é facil mostrar que (3.105) pode ser escrita como [4,6]

A A #?

S.L\E,j,l,s,mj>=7K,\E,j,l,s,mj>, (3.106)
onde

(3.107)

'8 Se 1 =0, a tinica possibilidade é j = V4.
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Com isso, pode-se rescrever o operador H so — equagdo (3.102) — como

. 702h? PR
Hso e—h_,l.

(3.108)

- 16me,m*c® r’
Agora, utilizando a relacdo (A15), #ic = mcza'ao, e a definicdo da constante de estrutura fina

(consulte o apéndice A para detalhes), obtém-se a forma final do operador de interacdo spin-
orbita, a qual utilizaremos no célculo perturbativo na secao (3.6):

Hw:mﬁg?ﬁgi. (3.109)

Para fins de interpretagdo fisica, vamos supor que haja uma hamiltoniana cldssica que seja

equivalente a H so- Com base em (3.102), fazendo L =rxmv, multiplicando por 1=g,/2 ¢

realizando os devidos cancelamentos e rearranjos, podemos escrever essa hamiltoniana classica

como

Hsoz_l(—gsimSj'i( Ze 3I‘XV]. (3110)

c’\ dne,r
onde os sinais negativos foram introduzidos por conveniéncia. Identificamos em (3.110) o campo

elétrico E gerado pelo niicleo na posi¢do do elétron e o momento de dipolo de spin do elétronp :

E= Ze T
4re,r

e A

=-g,—S

B, =-8, m

Com essas identificacdes, temos para a hamiltoniana cldssica da interag@o spin-orbita

1 Ex
Hw=—§m-(2ﬂ, (3.111)
C

que se torna idéntica a equacdo (3.80) — exceto pelo fator %2 — se for legitimo identificar
(Ex v)/ ¢’ como sendo o campo magnético efetivamente “sentido” pelo elétron devido ao seu

movimento em torno do nucleo. A teoria eletromagnética cldssica mostra que € esse realmente o
caso [4,9]. O fator ¥2 em (3.111) decorre de um efeito cinematico relativistico conhecido com
precessdao de Thomas, e estd relacionado a mudanca do referencial onde o nicleo estd em repouso
para um referencial onde o elétron estd em repouso e € o nucleo que executa um movimento em

torno dele [4].
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A

©) O termo de Darwin, H ,

O 1ltimo termo no hamiltoniano (3.95) tem uma interpretagdo fisica mais sutil. Pode-se
mostrar que o elétron na posicdo r é afetado pelos valores do campo eletrostatico em todos os
pontos numa regido do espago de dimensdes da ordem do seu comprimento de onda de Compton,
em torno de r [10]. Essa interagdo ndo local do elétron com o potencial eletrostitico se manifesta

no hamiltoniano (3.95) no termo de Darwin:

2 S q A2
HD——8m2C2p Q. (3.112)

Utilizando p = —ihV , a equagdo (3.112) leva a

A, = V. (3.113)

Agora, fazendo g = —e e lembrando que a equacdo de Poisson para um niicleo pontual de carga

Ze estabelece que

gO 80 ,
temos de (3.113) que
232
H, =2 5). (3.115)
8e,m c

Utilizando novamente a relagdo (A15), fic = mcza'ao, e a defini¢do da constante de estrutura fina,
obtém-se a forma final do operador de Darwin:

4 3
A > A4 aoﬂ- 5([’)

Ay =me* == (3.116)

3.6  Soluciio Perturbativa da Equaciio de Dirac para o Atomo de Hidrogénio

Partimos para o tratamento perturbativo [8,9,10] do dtomo de hidrogénio com o

hamiltoniano (3.95), o qual rescrevemos como:

A

H=H,+H,, +H,+H,, (3.117)
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onde identificamos o hamiltoniano ndo perturbado H , como sendo o hamiltoniano da equagdo de

Schrodinger
~ 2 ~ 2
A= _cp=P vy, (3.118)
2m 2m
H MY H so © H » sdo dados respectivamente por (3.98), (3.109) e (3.116). As solugdes exatas

para da equacdo de Schrodinger para o dtomo de hidrogénio sdo obtidas no apéndice B e

apresentadas na tabela 6.

Tabela 6 — Orbitais hidrogendides nao relativisticos dos dois primeiros niveis de energia.

n 1 m  Orbital Wi (r.6.0)
23 1/2
1 0 0 Is 3 ] exp(—Zr/a,)
mo
23 1/2 Z
2 0 0 28 5 (2 ——rj exp(— Zr/2a0)
32, a,
ZS 1/2
1 0 2p, | T exp(— Zr/2a,)cos @
327,
ZS 172
+1 2p, - rexp(~ Zr/2ay )sin O cos ¢
327,
ZS 1/2
+1 2p, —| rexp(-Zr/2a,)sinOsin ¢
327,

Fonte: autoria prépria, 2017.

Simbolizamos os estados nao perturbados conhecidos de forma sucinta como ‘d>(°)>, de forma
que

FIO\@“)}:E(“)\@(O)} (3.119)
onde E'® sdo os autovalores de energia ndo relativisticos. Iremos agora realizar os cdlculos das

corregdes relativisticas para a energia utilizando teoria de perturbacio de primeira ordem para os

subniveis 1s, 2s, e 2p do dtomo de hidrogénio.
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3.6.1 Correcdes de Massa-Velocidade

A corre¢do de primeira ordem a energia decorrente do termo H wv S€ calcula conforme
segue. A integral de perturbacdo a ser resolvida € dada por
Y, =(@|A,, |o). (3.120)

Substituindo (3.98) em (3.120), ficamos com

1 (0)a2
8m’c? <cI> P

4

<q)(0) p

m__ 1
éEMV __8m3c2

q)(0)>:_

p’e"). (3.121)

Como estamos interessados em correcdes proporcionais a 1/¢%, podemos tomar o operador p° de
(3.118) como sendo
p? =2m(A, -v), (3.122)

que, quando inserido em (3.121), nos leva a

e -1 (@&, -v)(@, -vo). (3.123)
2m

2
C

Como os estados ‘CIJ(O)> sdo autoestados de H o» podemos fazer a substituicio H, = E ©) em

(3.123). Com isso, a correcao de massa-velocidade fica sendo dada por

éEiyv__ L oO(E© v} |00 =

5 {< P _2E! V+V2)c1>(°>>}
(3.124)
> >—2E'(°)<<I>(°) ‘V‘¢(0)>+<¢(0) ‘Vz‘¢(0)>
v) (v?)
2mc ( _2E > <V2>)

As energias nao relativisticas e a energia potencial de intera¢do elétron-nicleo nas formas
2.2
,Z o

E” =—mc
2n®

2.51°)
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Za’
V=-me? Z2 % (A16)
r
podem ser agora introduzidas em (3.124), o que nos deixa com
Z'a* Z'da'a, |1\ Z’a’a, |1
SEY = _me? — U (it e B Gl 3.125
v 8n* 2n® \r 2 r’ ( )
Os valores médios para r~' e > podem ser tomados da literatura [9], sendo dados por:
(=
T2
r/ n-a,
(3.126)

)=
2 +%)n3a§

Substituindo os valores médios (3.126) na equacdo (3.125) se obtém, apds cancelamentos e
rearranjos, o resultado final para a corre¢do de massa-velocidade:

4 4
SEW = > £ ( " —Ej. (3.127)

n* \2[1+1 8

O resultado (3.127) coincide exatamente com a primeira corre¢do relativistica obtida pela
expansdo em série do resultado exato da energia de Klein-Gordon — equacio (2.56). Os valores
numéricos para as corre¢des de massa-velocidade para os subniveis dos niveis de energia K e L
sdo, portanto, aqueles dados na tabela 3 (veja a discussdo do espectro de energia de Klein-Gordon

no capitulo 2).
3.6.2 Correcdes Decorrentes da Interacio Spin-Orbita

As correcdes relativisticas de interacdo spin Orbita s@o inexistentes para os estados s, pois
o momento angular orbital é nulo nesses casos (I = 0). Precisamos, desta forma, calcular essas

correcdes apenas para os estados 2p,, ¢ 2p,,. Utilizando o hamiltoniano da interagdo spin-

orbita na forma conveniente (3.109), a integral de perturbagdo a ser resolvida € dada por

4 3
, 2o a,

L) = (@0, |0 = me

K'l<q)(0) ‘LS‘CI)(O)> _ I’I’ZC2 Za4ag l< 1
r

K —3> (3.128)
r

O valor médio para r~> pode também ser tomados da literatura [9], sendo
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1 A
R , 3.129
<r3> I+ +1)na; ( )

Inserindo (3.129) em (3.128) e realizando os devidos cancelamentos, obtém-se o resultado final
para a corre¢do de interacao spin-6rbita:

Z'at Iy
éE(l) — 2 ! .
o = e S 1)1 +1)

(3.130)

Conforme exposto na se¢do 3.5, com atenc¢do especial a definicdo do parametro x; — equacdo

(3.107) — temos que, conforme seja j=1[—4 ou j=1[+1, 0 valorde éEg‘g serd

A S .
M S ey T
SEY) = : (3.131)
Z'a* l
’ =1+,

n® 2020+1)1+1)
As energias de intera¢do spin-6rbita para os estados 2p,, € 2p,, do dtomo de hidrogénio (Z= 1)
podem agora ser facilmente obtidas pelas equacdes (3.131). A primeira equagdo fornece éEég
para o estado 2p, (n=2,1=1e j=1-5=1), enquanto que a segunda fornece éEélo) para o

estado 2p,, (n=2,I=1e j=1+3=3). Os resultados sdo

1
2

éE(l)

$0.2py;,

=-mc’a* 1 -3,02-107 eV
48 (3.132)
éE(l)

$0.2p;3;,

= mc’a’ L. 1,51-107 eV
96

3.6.3 Correcdes de Darwin

Enquanto a correcio de interacdo spin-Orbita é nula para os estados s, € apenas para esses
estados que a correcdo de Darwin € ndo nula, ja que € somente para os estados s que a funcio de
onda nao relativistica ndo se anula na origem (consulte a tabela 6 e o apéndice B para detalhes).

Devemos, assim, calcular a corre¢do de Darwin apenas para os estados ls,, e 2s,,. Utilizando o

hamiltoniano de Darwin na forma (3.116) e os orbitais ndo relativisticos dados na tabela 6,

calculamos as energias de Darwin para esses estados:
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R Za4 3 3
éE(Dl?lsl/z = <CI>§S) HSO‘CIJES)> =mc’ Taoﬂ-.[ﬂr)(fas ]exp(— 27r 1 ay)dv =
0 (3.133)
_ mcz Z4a4
2
. za'aln z? zrY
éE(Dl,)Zs]/z = <CI>(22) HSO‘CI)(ZOs)> =mc’ . J.é‘(r)( 3 j(Z ——] exp(~ Zrla, v =
2 327 %o (3.134)
_ mcz Z4C¥4
16
Para o dtomo de hidrogénio (Z = 1), as equagdes (3.133) e (3.134) fornecem:
SEY),  =7.245-107 eV .
éEl()l,)ZSHz = 9’06 : 10_5 eV . '

3.6.4 Corregdo Relativistica Total e a Estrutura Fina de Dirac

Na tabela 7 s@ao apresentados os resultados obtidos nas secdes anteriores para as corregdes
relativisticas de massa-velocidade, interacdo spin-6rbita e de Darwin para os dois primeiros

niveis do atomo de hidrogénio.

Tabela 7 — Correcdes relativisticas de massa-velocidade, de interagc@o spin-Orbita, de Darwin e

totais para os estados s ,, 2s,,, 2p,, € 2p,, do dtomo de hidrogénio, de acordo com a

equacao de Dirac.

n Nivel Subnivel Estado OJE}, /107eV  JEY 710V SEV/10%eV  SEV /10™eV

1 K Is s, -9,056 0 7,245 -1,811
2 L 2s 25, ~1,472 0 0,906 -0,566
2p 2py, -0,264 ~0,302 0 -0,566

2py, -0,264 0,151 0 -0,113

Fonte: autoria prépria, 2017.
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Observa-se que foi removida a degenerescéncia do subnivel 2p, mas os estados 2s,, ¢ 2p,,

permanecem degenerados no nivel de teoria que estamos utilizando .

Vimos na subsecdo 2.4.2 que, assumindo que a estrutura fina da linha K-a do espectro de
absorcdo do atomo de hidrogénio se deva a diferenca de energia entre os subniveis 2s e 2p,
chagamos a um resultado que estd em total desacordo com os dados experimentais. No entanto

notamos agora que, como os estados 2p,, e 2p,, tém energias diferentes, € razodvel supor que

as transi¢oes correspondendo as as linhas K-a; e K-a,, envolvam como estado final da transi¢dao

justamente estes estados, € ndo os subniveis 2s e 2p. Vimos também que a diferenca de energia
. .. .~ , _5 . .

experimental entre os estados finais das transi¢des € de 4,53-10 eV. Assim, tomando a diferenca

das correcdes relativisticas de energia para os estados 2p,, e 2p,, dadas na tabela 7, obtém-se

E E = 4,53-10_5 eV, em excelente concordancia com o resultado experimental, no nivel

2p3/2 - 2pis2
de exatiddo numérica considerado € no nivel de teoria utilizado. Analisando ainda os valores
apresentados na tabela 7, observa-se que, de fato, a estrutura fina decorre apenas da interagdao

spin-Orbita, ja que as demais corre¢des sdo idénticas para os estados 2p,, e 2p,,. Ou seja,

detalhes nos espectros atomicos de absor¢do e de emissdo estdo intimamente relacionados a
efeitos magnéticos decorrentes do spin do elétron [2]. Outro ponto importante é que ambas as
transicoes consideradas estdo de acordo com a regra de selecdo que permite apenas transicdes
com Al==1, o que garante que as linhas espectrais correspondentes tenham intensidades
semelhantes — como € observado experimentalmente. Concluimos, assim, que a equacdo de Dirac
descreve corretamente o espectro de energia do dtomo de hidrogénio, o que a equagdo de Klein-
Gordon ndo € capaz de fazer porque incorpora apenas correcdes energéticas do tipo massa-
velocidade, negligenciando completamente a interagdo spin-Orbita (especialmente) e o termo de
Darwin.

Por fim, resta realizar uma comparacdo entre as correcoes relativisticas obtidas pelo
método perturbativo com os autovalores de energia exatos da equacdo de Dirac para o dtomo de

hidrogénio, quais sejam [6,18,19]:

' Mostraremos logo a seguir que esse resultado estd de acordo com as energias exatas obtidas na solucdo analitica da
equacgdo de Dirac. No entanto, hd de fato uma pequena diferenca de energia entre os estados 251/2 e 2 Pya cuja

explicagdo exige uma teoria mais refinada.




69

2
E= mC2 2 . (3.136)
Z°a

(n—j—1/2+\/(j+1/2)2 —zzaﬁ)z

1+

A semelhanga entre as energias de Dirac — equacdo (3.135) — e as energias de Klein-Gordon —
equacgdo (2.56’) — é notavel. Embora as equacdes de onda sejam bastante diferentes em forma,
seus autovalores de energia sdo idénticos, exceto pela substituicdo / — j na transposi¢ao Klein-
Gordon — Dirac. Nota-se que estados com mesmo n € mesmo j sao degenerados, conforme ja
haviamos visto ser o caso para os estados 2s,,, 2p,,. Com isso, utilizando os resultados obtidos

nos desenvolvimentos da secdo 2.4, temos que se Z for suficientemente pequeno (Zo << 1), as

energias em (3.135) podem ser aproximadas até a primeira ordem em 1/¢* por

2,2 4 4
E:mcz—mczz Oj —mczz ? n —E +-ee, (3.137)
n n 2j+1 8
de onde se conclui que as corregdes relativisticas de ordem mais baixa s@o dadas por
74
EY =2 L 3 (3.138)
n 2j+1 8

Para fins de comparacio com a correcdes obtidas para o dtomo de hidrogénio pelo método
perturbativo e apresentadas na tabela 7, € interessante calcular essas mesmas correc¢des utilizando

a equacao (3.138):

EY = —mc’a 1181110 ev
S1/2 8
SEY = —meta - =-566-107 eV
1258 : (3.139)

SEY) = mctat - =-566-107 eV

128
575;1,3 =-mc’a’ 1 -1,13-107 eV

3/2 128

Como se pode verificar, os resultados sao idénticos.

As vantagens do tratamento perturbativo que acabamos de detalhar sdo a sua simplicidade
— se comparado com as resolucdes analiticas das equacdes de Schrodinger e de Klein-Gordon
detalhadas no apéndice B, os procedimentos utilizados neste capitulo sdo extremamente

econdOmicos — e a fécil visualizacdo da fisica envolvida nas corre¢des relativisticas. A
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desvantagem € ndo termos obtido os spinores de Dirac, o que pode ser muito interessante na

discussdo de propriedades atomicas relacionadas com a fungdo de onda [18].
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram discutidos com o maximo detalhamento que nos foi possivel trés
modelos para o dtomo de hidrogénio: o modelo ndo relativistico (equacdo de Schrodinger,
subsecdo 2.1.1), o modelo relativistico sem spin (equacao de Klein-Gordon, subsecdo 2.1.2) e o
modelo relativistico considerando o spin (equag¢do de Dirac, se¢do 3.1). As correntes e densidades
correspondentes a cada equacao de onda foram obtidas e analisadas, bem como o acoplamento
eletromagnético (se¢des 2.1 e 3.3). Um comparativo entre os termos que compdem o operador
hamiltoniano em cada caso foi realizado através da redug@o ndo relativistica das equacdes de
Klein-Gordon e de Dirac (se¢des 2.2, 2.3, 3.4 e 3.5) e vimos que todos os modelos sdo adequados
para descrever a parte “grossa” do espectro de energia do hidrogénio (se¢des 2.4 e 3.6), mas que
somente a equacdo de Dirac é capaz de descrever apropriadamente a estrutura fina desse espectro,
pois incorpora interacdes magnéticas internas ao dtomo (interacdo spin-orbita) e a ndo localidade
da interacdo do elétron com o potencial eletrostitico gerado pelo niicleo atomico (energia de
Darwin). A equacgdo de Dirac também € vantajosa se comparada ao modelo fenomenolédgico de
Pauli (modelo ndo relativistico com spin), ja que no contexto da teoria relativistica o spin surge
naturalmente, como consequéncia das condi¢cdes impostas a equagdo de onda. Além disso, a
equacdo de Pauli — sendo ndo relativistica — ndo € capaz de levar as correcdes de massa-
velocidade e de Darwin, tipicamente relativisticas. As energias obtidas pela teoria de Dirac
concordam com os resultados experimentais até a faixa de 10*evalo®ev (secao 3.6).

Um aprofundamento no estudo tedrico do espectro de energia do dtomo de hidrogénio
pode ser realizado pela resolugdo analitica da equacdo de Dirac [6,18,19] e também pela inclusdo,
através de tratamento perturbativo, de outros efeitos menores, quais sejam: efeitos relacionados
ao tamanho e ao movimento do niucleo atomico [18], efeitos relacionados as interagdes

magnéticas envolvendo o spin nuclear (estrutura hiperfina) [10,20], e efeitos da eletrodindmica

quantica, que levam a remogdo da degenerescéncia entre os estados 2s,, e 2p,, e a correta

predi¢do do fator g de spin do elétron como sendo g, =2,002319 [7,14,20].
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APENDICES

APENDICE A - O MODELO SEMI-CLASSICO DE BOHR

A-1 Os Postulados de Bohr

Com o surgimento do modelo do d4tomo nucleado de Rutherford, veio também a busca
pela explicacdo da estabilidade do dtomo e da existéncia das linhas espectrais. Em 1913 Niels
Bohr, um dos estudantes de Rutherford, propds uma forma de atingir ambos objetivos [4]. Ele
desenvolveu uma teoria que era uma mistura de mecénica cldssica com a nova hipdtese de
quantizacdo de Planck e Einstein, e com isso, foi o primeiro a desvendar — ao menos parcialmente
— a estrutura da eletrosfera. Foi um momento de grande importancia na historia da ciéncia, pois se
iniciava ai uma ruptura fundamental com a antiga forma de pensar a natureza da matéria e uma
transicdo lenta entre a fisica cldssica e a nova fisica que veio a se estabelecer definitivamente no
final dos anos 1920: a fisica quantica.

Para o desenvolvimento de seu modelo, Bohr se baseou nas seguintes premissas (0s

chamados postulados de Bohr):

Primeira premissa (postulado das drbitas): o elétron pode se mover em Orbitas

circulares em torno do nucleo atdmico, sendo as tUnicas Orbitas possiveis (ou estdveis)
aquelas para as quais o momento angular L é quantizado segundo a férmula:

L=mvr=nh (A1)
Onde m é a massa do elétron, v é a sua velocidade orbital, » é o raio da orbita, # € a
constante de Planck reduzida, definida como 7 = h/2n = 1,055-10 * J.s,en=1,2, 3, ...

¢ um ndimero inteiro positivo chamado de nimero quéntico.

Que razio Bohr teria para propor algo tdo esquisito e revoluciondrio quanto a quantiza¢ao
do momento angular? Teoricamente, nenhuma. O fato é que, procedendo dessa maneira, Bohr foi
capaz de dar conta de uma sé vez tanto da estabilidade das drbitas eletronicas quanto das linhas
espectrais. Pode-se dizer que o procedimento de quantizacdo de Bohr foi tdo guiado por fatos

experimentais quanto o procedimento de Planck no seu tratamento do problema da radiacdo de
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corpo negro e o de Einstein no seu trabalho sobre o efeito fotoelétrico. A quantizagdo da energia
e do momento angular — ambas envolvendo a mesma constante fundamental, # — como forma de
“ajustar a teoria” aos dados experimentais disponiveis, dava pistas de que deveria haver algo mais

profundo ainda por ser descoberto no que diz respeito a descri¢do precisa da natureza.

Segunda premissa (postulado do salto quantico ou condicao de frequéncia de Bohr):

o elétron inicialmente em uma das 6rbitas permitidas pode saltar para uma 6rbita de maior
energia absorvendo da radiacdo eletromagnética um féton com energia exatamente igual a
diferenca de energética das duas orbitas; o elétron também pode saltar para uma Orbita de
menor energia emitindo um féton com energia exatamente igual a diferenca de energia
entre as duas Orbitas. Esses dois processos recebem os nomes bastante apropriados de

absorcao de radiaciao e emissao de radiacio, respectivamente.

Para manter a simplicidade, vamos discutir apenas os processos de absor¢do, os quais dao
origem as linhas espectrais descritas no capitulo 1. Nesses casos, a energia da orbita final E}, sera
maior que a energia da 6rbita inicial E, (fica aqui implicito que estamos considerando transi¢des
de uma Orbita inicial a para uma O6rbita final b). A segunda premissa de Bohr, em linguagem

matematica, fica £ =E, —E, . Ou, lembrando que Egon = hVyaq:

foton
hv ,=E —FE, (A2)
Essa expressdo matemdtica é chamada de condicio de freqiiéncia de Bohr e pode ser encarada

como uma espécie de principio de conservacdo da energia aplicado ao problema especifico da

absor¢do de féton por um elétron em um dtomo.

A-2  Cilculo das Orbitas Eletronicas e das Suas Energias de Acordo com Bohr

Iremos agora mostrar como € possivel calcular o raio das 6rbitas permitidas e a energia do
elétron nessas 6rbitas em um dtomo contendo apenas um elétron de massa m = 9,11-10™" kge
carga —e = —1,602-10" C, submetido ao campo de potencial eletrostético gerado por um niicleo
de nimero atdomico Z (carga Ze) em repouso na origem do sistema de coordenadas. O cdlculo em

si ndo € dificil, exigindo apenas um conhecimento médio de mecanica bdsica.
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A-2-1 Os Raios das Orbitas Permitidas

Vimos na se¢do A-1 que, segundo Bohr, L = mvr = nh. Isolando a velocidade v nessa
expressao, obtém-se

V= nn (A3)

mr
Por outro lado, numa Orbita circular a for¢ca centripeta deve ser identificada com a forga

eletrostética atrativa que o nucleo exerce sobre o elétron, dada pela lei de Coulomb:

2
1%

m—= 5
r dre,r

qmicleo qelétmn

onde v/r é a aceleracdo centripeta e g = 8,85: 102 C%Jméa permissividade elétrica do vacuo.
Colocando @uiicieo = Ze € Gelerron = —€ na férmula anterior e rearranjando-a para isolar a velocidade
v obtém-se

5 Ze®

y =——
4re,mr

(A4)

Para encontrar uma expressao para o raio da Orbita, procedemos substituindo a equacio (A3) na

equacgdo (A4), obtendo, ap6s os devidos cancelamentos e rearranjos para isolar o raio r,

Ane,h* n*
r= —02— (AS)
me- Z
onde estdo evidenciadas as dependéncias de r com os parametros Z e n. Para simplificar um

pouco o resultado (A5) e deixar mais clara a sua discussdo, definimos agora o raio de Bohr ay

como
47 h’
ay = 0 (A6)
me
O resultado final para r se escreve entao
n2
r=a, ? (AS’)

O raio de Bohr é um pardmetro que estd relacionado ao raio de uma Orbita eletronica,
sendo seu valor no SI igual a 0,529- 10 m = 0,529 A. Esse valor (= 101 m) concorda muito

bem com o raio atdmico estimado por Rutherfod; em especial, ay corresponde ao raio da 6rbita
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mais proéxima ao nucleo atdmico (n = 1) para um atomo de hidrogénio (Z = 1). Além disso, o
resultado obtido indica que r cresce rapidamente com n, de tal forma que a segunda Orbita (n = 2)
€ quatro vezes mais afastada do nucleo que a primeira (n = 1), que a terceira (n = 3) é nove vezes
mais afastada que a primeira, e assim por diante. Ainda, r € inversamente proporcional ao nimero
atomico Z; esse fato € decorréncia do aumento da atracdo do elétron pelo nicleo com o aumento
da carga elétrica nuclear, o que presumivelmente tende a trazer o elétron para mais perto do

ntcleo.
A-2-2 As Energias das Orbitas Permitidas
A energia mecanica total E do elétron em uma Orbita € também facilmente calculada. Da

mecanica, sabemos que E é a soma da energia cinética 7 com a energia potencial V. A energia

cinética é dada por

my
T =
2
e a energia potencial de interagdo do elétron com o nucleo € dada pelo potencial de Coulomb
2
V — qnu’cleo ) qele’zron —_ Ze
4re,r 4re,r

Desta forma, a energia total do movimento do elétron serd dada pela soma E=T+ V:

2 2
_my Ze

2 4rmeyr

(AT)

Agora, substitui-se a expressdo (A4) para v* em (A7), deixando a energia total em termos de r, Z

e de constantes fundamentais:

2
po_ Ze (A8)
8re,r

O ultimo passo para a obtencdo do resultado para a energia do elétron se realiza substituindo o
raio r dado pela equacdo (A5) em (A8). Com isso, evidenciando a dependéncia da energia com Z

e n, obtém-se finalmente

me” Z?
b= e (49)
0
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Novamente, para simplificar o resultado (A9) e deixar mais clara a discussdo do seu significado,

convém definir o parametro de energia Ey como

4

me
= (A10)
° 3rleln’
0 que permite escrever o resultado (A9) para a energia de forma sucinta:
Z 2
E=-E,— (A9)
n

Da defini¢do (A10) resulta que o valor de Ey no SI é 2,18- 10718 7. Alternativamente, podemos
estar interessados em expressar as energias eletrOnicas com uma unidade mais apropriada, ja que
o Joule parece ser grande demais para a escala atdmica; assim é comum expressar as energias de
atomos em elétron-Volts (1 eV = 1,602- 10" J), sendo Ey = 13,6 eV.

Algumas observacOes sobre as energias possiveis se fazem necessdrias. Para qualquer
valor de Z, a energia de um elétron s6 pode assumir valores negativos, sendo o menor valor (mais
negativo) aquele com n = 1. Ou seja, a energia da orbita mais proxima do nucleo € a menor,
seguida pela energia da segunda 6rbita (n = 2), e assim por diante. Além disso, para qualquer Z o
maior valor que a energia pode assumir € 0, no limite de n — oo. Observa-se também que o
resultado encontrado mostra que a energia do elétron sé pode assumir determinados valores; diz-
se assim que a energia de um elétron orbitando um nicleo € quantizada. Ou seja, cada 6rbita de
Bohr corresponde a um nivel de energia. Esses valores de energia podem ser dispostos em
ordem crescente em um diagrama de energia, como o diagrama do atomo de hidrogénio
apresentado na figura 3 (veja o capitulo 2) e na figura 4.

Qual seria o efeito do aumento do nimero atdmico Z sobre a energia de cada nivel? O
resultado do nosso cdlculo mostra que quanto maior o valor de Z, mais negativo serd o valor da
energia, o que claramente reflete o aumento da intensidade da atracio do elétron pelo nicleo com
o aumento de Z: quanto maior for Z, mais intensa serd a atracdo elétron-nicleo e mais negativa
serd a energia. Na prdtica, isso estd relacionado com o fato de que, como regra geral, € muito
mais dificil arrancar elétrons de um dtomo com Z grande do que de um d&tomo com Z pequeno, ao
menos quando sdo comparados dtomos de um mesmo periodo (mesma linha horizontal) da tabela

periddica.
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A-3 A Explicacao das Linhas Espectrais Segundo Bohr

Passamos agora a explicacdo de Bohr para a ocorréncia e posi¢des das linhas espectrais
para o dtomo de hidrogénio (Z = 1). Considerando apenas o processo de absorcdo de energia da
radiacdo, vimos na secdo A-1 que um féton sé podera ser absorvido pelo elétron se a sua energia
for exatamente igual a diferenca de energia entre as Orbitas eletronicas final (b) e inicial (a), ou
seja, se for satisfeita a condicao de frequéncia de Bohr — veja equacdo (A2). Levando em conta

que as energias E, e E, sdo dadas, respectivamente, por

1 1
— € E, =—E0—2

a nb
onde n, e n, sdo os numeros quanticos das Orbitas a e b, e que a frequéncia v,,; do féton
absorvido relaciona-se com a velocidade da luz ¢ e com o comprimento de onda 4, subtraido da

radiacdo eletromagnética por v,qs = ¢/Aas, a condicdo de freqiiéncia fornece

1 I 1
LI LI All
A nl n; (AD

abs a
onde R = Ey/hc = 1,097-10' m' é a constante de Rydberg. Assim, um elétron s6 podera
absorver um f6ton e saltar para uma 6rbita mais externa se o comprimento de onda da radiagdo
eletromagnética incidente for precisamente aquele dado pala equagdo (All), que € conhecida
como férmula de Rydberg. O comprimento de onda absorvido em si serd subtraido da radiacio
e, conforme descrito na se¢do 1.2, em seu lugar aparecem linhas escuras no espectro — as linhas
espectrais.

Os comprimentos de onda calculados pela féormula de Rydberg apresentam excelente
concordancia com os valores experimentais para o hidrogénio. Na figura 4 sdo apresentados os
comprimentos de onda absorvidos — ou seja, as posicdes das linhas espectrais — para diversas
transi¢des do atomo de hidrogénio. Cada conjunto de linhas correspondendo as transi¢des cuja
orbita eletronica inicial é caracterizada por um dado ndmero quantico n, recebe um nome
especial; sdo as chamadas séries espectrais. As séries espectrais iniciando emn, = 1,2,3,4 ¢ 5
sdo chamadas, respectivamente de série de Lyman, série de Balmer, série de Ritz-Paschen, série
de Brackett e série de Pfund. Nem todas as linhas espectrais aparecem na regido visivel do

espectro. Por exemplo, as linhas da série de Lyman envolvem absor¢do de féton de altissima
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energia, correspondendo a linhas na regido do ultravioleta. Da mesma maneira, algumas
transicdes envolvem foton de baixa energia e aparecem na regido do infravermelho do espectro.

Essas linhas, obviamente, s6 podem ser detectadas por instrumentos especiais.

Figura 4 — Diagrama de energia do d4tomo de hidrogénio, mostrando as linhas espectrais das

séries de Lyman, de Balmer, de Ritz-Paschen, de Brackett e de Pfund.
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Fonte: adaptado de HERZBERG [2], 1944, p. 24.
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A-4 A Velocidade Orbital do Elétron e a Constante de Estrutura Fina

Qual € a velocidade do elétron em seu movimento ao redor do nucleo, segundo o modelo
de Bohr? A resposta € encontrada substituindo a expressdo encontrada para r — equacio (AS) — na
expressdo obtida diretamente da quantizacdo de Bohr do momento angular — equagdo (A3) —

repetidas abaixo para facilitar o raciocinio:

y=1h (A3)
mr
dre,h’ n’
r=————— (A5)
me* Z
Substituindo (A5) em (A3), encontra-se:
2
= Z (A12)
4re,h n

E conveniente expressar o resultado (A12) em termos da razdo v/c, onde ¢ € a velocidade da luz
no vacuo — 299.792.458 m/s, exatamente. Essa razdo nos fornece um indicativo sobre a

possibilidade de efeitos relativisticos serem relevantes na dinamica orbital do elétron. Assim,

1 e Z
r._— ¢2 (A12)
¢ 4rne, hc n
Definimos agora a chamada constante de estrutura fina”, @, como
2
o=t < (A13)
4re, he
A férmula (A12’) fica, dessa forma, bem simples:
Z
V_g? (A12")
c n

O valor numérico da constante de estrutura fina depende da carga do elétron, mas ndo da sua
massa. E um adimensional — independente do sistema de unidades utilizado, portanto — e pode
ser calculado utilizando os valores das constantes fundamentais e, gy, & € ¢, fornecidos nesse

texto. Resulta que o valor de a € 7,2974- 10°%=1/ 137,04.

Observe que, como em unidades CGS 4xe, = 1, nesse sistema de unidades temos que a = e”/Ac.
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Da equacdo (A12’’), podemos facilmente estabelecer o significado de a: € a razdo v/c do
elétron na 6rbita mais proxima do nucleo (n = 1) de um dtomo de hidrogénio (Z = 1). Como o
valor de a € muito pequeno, infere-se que para dtomos leves (com Z pequenos), v/c << 1 para
todas as Orbitas, o que significa que, nesses casos, efeitos relativisticos devem ser pouco
importantes. Porém, com o aumento de Z aumenta a intensidade da forca de atragcdo do elétron
pelo nucleo, o que faz crescer a aceleragdo centripeta e, desta forma, aumenta a velocidade orbital
do elétron. Assim, a medida que consideramos nucleos com numeros atdmicos maiores e
maiores, efeitos relativisticos presumivelmente terdo importancia crescente. Nao € nosso objetivo
discutir tais efeitos neste pardgrafo; no entanto vale chamar atencdo para o fato de que, segundo a
equagdo (A12’’), se Z > 137 a 6rbita mais préxima do nicleo (n = 1) simplesmente nao pode
mais existir, pois nela teriamos v/c > 1, contrariando uma exigéncia bdsica da teoria da
relatividade restrita, qual seja, que nenhum corpo ou particula pode se deslocar com velocidade
superior a da luz. Assim, para Z > 137, deixa de ser possivel a primeira 6rbita, assim como deixa
de ser possivel a segunda 6rbita para Z > 548, e assim por diante.

Claro que a andlise acima € bastante rudimentar, pois o modelo de Bohr ndo ¢é
relativistico. Ainda assim, a constante de estrutura fina desempenha um papel tdo importante nos
tratamentos relativisticos dos sistemas atdmicos — em especial aqueles derivados da equacdo de
Dirac — que vale guardar esses breves comentdrios como forma de interpretar, por exemplo,
resultados de teorias mais avangadas para o espectro de energia do dtomo de hidrogénio, como
vimos nos capitulos 2 e 3 deste trabalho. Vale mencionar também que a energia nio relativistica
do elétron, dada pela férmula (A9), pode ser escrita em termos de a e da energia de repouso do

< 2
elétron, mc”, como:

(A9™)

Além disso, pode-se mostrar também que o raio de Bohr ay — equagdo (A6) — e a constante de
Rydberg R, ambos parametros definidos na secdo A-2, podem ser expressos em termos da
constante de estrutura fina e do comprimento de onda de Compton do elétron, 4., definido

como

A, = L 2,426 m (A13)
mc
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Os resultados sdo os seguintes:

1 A
a, =—
2T o
o (A14)
R=—
22,

Substituindo a defini¢do (A13) na primeira equacdo em (A14), encontra-se facilmente que
hic = mc’oa,, (A15)
que € muito util no tratamento perturbativo apresentado no capitulo 3. Por exemplo, utilizando

(A15) mostramos rapidamente que o potencial da interagdo elétron-nicleo pode ser expresso

como
Ze* P Z zo’
yo_ 2t ¢ Zhe 2294 (A16)
drey,r  4meyhe v r
%,_/

o

A-5 As Deficiéncias do Modelo de Bohr

A teoria desenvolvida por Bohr foi bastante satisfatéria na explicacdo do espectro de
linhas do dtomo de hidrogénio e de fons contendo apenas um elétron. No entanto, embora esse
modelo possa ser estendido com relativa facilidade a predi¢ao dos espectros dos metais alcalinos,
ele falha para os demais elementos da tabela periddica. Listamos abaixo algumas outras das
principais falhas e deficiéncias do modelo de Bohr.

e No que diz respeito ao problema da estabilidade do 4tomo, observa-se que a
existéncia de orbitas estdveis € um pressuposto da teoria e ndo uma consequéncia
dela. Seria desejavel que essa estabilidade, bem como a regra de quantizacdo de
momento angular adotada por Bohr, pudessem ser explicadas de alguma forma, e
ndo simplesmente tomadas como garantidas por principio. Além disso, a prépria
existéncia de orbitas eletronicas circulares deve ser questionada, uma vez que estas
jamais puderam ser observadas — e, até onde se sabe, jamais poderdo, pois essa ideia
conflita com o principio da incerteza de Heisenberg. Assim, as proprias premissas
da teoria de Bohr s6 se justificam pelo sucesso das predicdes do modelo, e ndo por

principios mais fundamentais.
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e A estrutura fina do espectro de linhas, conforme descrito na se¢do 1.3, ndo pode ser
explicada pelo modelo de Bohr, sequer no caso do hidrogénio.
® O modelo de Bohr ndo fornece nenhum meio de determinar teoricamente a
intensidade das linhas espectrais e o tempo de vida de estados excitados.
® O modelo ndo explica os nimeros maximos de elétrons que podem ocupar os niveis
ou camadas de energia dos dtomos (2 na camada K, 8 na camada L, 18 na camada
M, e assim por diante), bem como as configuragdes eletronicas de diversos dtomos,
como por exemplo o potdssio e o célcio. Essa deficiéncia decorre do fato de o
modelo ndo incorporar nem a estrutura de subniveis de energia na descricdo da
eletrosfera, nem o principio de exclusao de Pauli.
Todos esses problemas foram parcialmente ou completamente solucionados pela mecénica
quantica, teoria que surgiu nos anos 1925-1926 com os trabalhos pioneiros de Heisenberg, de
Broglie e Schrodinger, e logo depois aperfeigcoada e explorada por eles e por demais grandes

nomes, como Pauli, Born e Dirac, entre muitos outros.
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APENDICE B - SOLUCOES DAS EQUACOES DE SCHRODINGER E DE KLEIN-
GORDON PARA O ATOMO DE HIDROGENIO

Neste apéndice resolveremos as equacOes de Schrodinger e de Klein-Gordon
independentes do tempo para o dtomo de hidrogénio. Iniciaremos comparando as duas equagdes
de onda, escrevendo a equacdo de Klein-Gordon da forma mais semelhante possivel a equacao de
Schrodinger. As equagdes serdo entdo resolvidas em detalhes pelo método de separagdo de
varidveis. Em especial, serdo obtidas aqui as relacdes matemdticas utilizadas no capitulo 2 para a
determinacdo dos espectros de energia de Schrodinger e de Klein-Gordon, e fundamentais para
predi¢do da estrutura fina decorrente da equagdo de Klein-Gordon.

Retomando os desenvolvimentos da se¢do 2.3, a equacdo diferencial cujas solu¢des nos

interessam é

2,2
sz//+&y/+z a
r

w—-uy=0. (2.44)

2
r

Os parametros a, A € y para os casos nao relativistico e relativistico foram dados na tabela 1.

B-1 Separacao de Variaveis

Dada a simetria esférica do problema do dtomo de hidrogénio, torna-se conveniente (ou
até mesmo necessdrio) expressar o operador laplaciano em (2.44) em coordenadas polares
esféricas r, 8 e ¢, as quais sdo definidas de acordo com a figura 5. r € a distancia a origem, 8 €
o angulo entre o vetor posicdo r e o eixo z € ¢ € o angulo entre a projecao do vetor r no plano xy
e o eixo x. As relacdes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas esféricas sdo dadas por
[21]

x=rsinf@cos¢
y=rsin@sin¢

z=rcosé
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Figura 5 — Esquema mostrando a localizacdo de um ponto no espago em um sistema de

coordenadas polares esféricas.
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Fonte: LEVINE, 1999 [21], p. 106.

O operador laplaciano nesse sistema de coordenadas é dado por

10°(ry) 1 9 ( . ay/j 1 %y
Vip=— + 2 lsngl¥ |y 2¥V Bl
v roor’ r*sin@ 00 o 00 ) r*sin’ @ ¢’ ®BD

Substituindo (B1) em (2.44) e multiplicando por 1%, obtém-se

2y) n a—‘”j+ ! a‘”}o. (B2)

+Ary+ 2’y - 1ty + —| si
o Y oAy Lineae(m 96 ) sin® 6 09

A equacdo (B2) admite solugd@o por separacdo de varidveis. Assim, tomamos

w(r.0.9)=R(r)r(6.9). (B3)
onde a fungdo R(r) é chamada de fator radial e Y(6,9) é o fator angular da funcio de onda.
Substituindo (B3) na (B2) e dividindo o resultado por R(r)Y(6,¢), encontramos que

2 2
rd (I;R)+/?,r+Z2a2—,u2r2+l 1 i(smea—y}r ,12 af =0 (B4)
R dr Y|sin@ 06 060 ) sin” 6 d¢

A equacdo (B4) s6 faz sentido, ou seja, sO € satisfeita para qualquer conjunto de coordenadas
arbitrariamente escolhidas, se a parte dependente da coordenada radial r e a parte dependente de
angulos forem ambas constantes, por exemplo a primeira igual a f e a segunda igual a —f. Com

essa escolha, a equacdo (B4) se separa em duas, quais sejam:
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(B5)

1l 1 0 ( : an 1 9%
—|——|sinf— |+———— |=-p
Y|sinf@ 060 d6 ) sin’ @ d¢’

Multiplicando a primeira equag@o em (B5) por R e a segunda por Y e reorganizando um pouco os

termos, elas se rescrevem como

d’(rR A B-Z'a’
d(rrz)+{—,u2+7—'8 = }rR—O
: (B6)
2
‘1 i(siné’a—yj+—l a—Y—kﬂY=O
sin@ 96 06 ) sin’ @ 0¢’

B-2 Resolucao da Equacao para o Fator Angular

A equacdo diferencial para o fator angular da funcio de onda — segunda equagdo em (B6)
— pode ser rescrita como
0’Y

sin Ha—ag(sin 6’3—2)+ Bsin’ QY =—

que, por sua vez, também admite solu¢do por separacdo de varidveis. Por conveniéncia nos
desenvolvimentos seguintes, tomamos a constante de separagdo de varidveis como sendo m’.
Observamos que aqui o parimetro m nio € a massa da particula. O contexto deverd deixar claro

quando m representa a massa e quando € a constante de separacdo mencionada. Tomamos

¥(6.9)=0(0)2(9) (BS)
Substituindo (B8) em (B7), dividindo o resultado por ®(0)®(#) e empregando separagio de
varidveis, encontramos que

2

sin&i[

sin0@J+[)’sin2 6=—
® do

deo

que equivale ao seguinte par de equagdes ordindrias:
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sin Gﬁ(sin 0%)+ LBsin2 0—m2]® =0

d’®
do’

(B10)

+m*d=0

B-2-1 As Solugdes para d

A equacdo diferencial para & em (B10) deve ser resolvida considerando duas
possibilidades para m: m = 0 e m # 0. Para m = 0, ficamos com
d’®
d¢’

0,

cujas solucdes sdo funcgdes lineares em @ :
b=A+Bg. (B11)
As constantes de integracdo A e B sdo determinadas pela condicdo de normaliza¢do — equagdes
(2.19) e (2.31) — e pela condicao de periodicidade de @, respectivamente. A periodicidade de ®
se traduz na relagio ®(¢+27)=®d(¢), que quando introduzida em (B11) leva a B = 0. O seja,
para o caso m = 0, a solu¢do para ® ¢é
®,=A. (B12)

A normalizacdo para ® nos casos ndo relativistico e relativistico pode ser indiscriminadamente

tomada como sendo?'
2
[o'®dp=1, (B13)
0

pois o potencial — que interfere na densidade probabilistica no caso relativistico — s6 depende da
coordenada radial. Assumindo sem perda de generalidade que A seja uma constante real positiva,

a normalizacdo de P fica

2z
[Ardp=a2z=1,
0

o Aqui utilizamos que o elemento de volume em coordenadas esféricas é v = r*sin 8 dr d6 d¢ e que 0<¢<2rx
[21].
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que resultaem A =1/+/2x . Somos assim levados ao resultado final
P, (p)=——. (B14)

Para o caso m # 0, a equagdo para ¢ em (B10) permanece sendo
d’*®
d¢’

+m’®=0. (B15)

Sendo essa uma equacdo diferencial ordindria homogénea a coeficientes constantes, admite
solucdes da forma & =exp(x9) . Substituindo essa proposta de solucdo geral na equacio (B15),
encontramos que
o = Aexp(timg). (B16)
Conforme esperado para uma equacio de segunda ordem, para cada valor de m, ha duas solugdes
linearmente independentes. Impondo que a condicdo de periodicidade ®(¢+27)=P(p) nas
solucdes (B16), temos
exp(Eim@ £im2x) = exp(Xim¢)
que implica que
exp(im2x) = cos(2zam) tisin(27om) =1. B17)
Conforme se pode verificar, a expressao (B17) s6 serd verdadeira para a seguinte sequéncia de
valores para m:
m=11+243 ... (B18)
Com estes valores (positivos e negativos) para m, podemos rescrever as solugdes ®, sem a
duplicidade de sinais no expoente:
®, = Aexp(img); m=111+243.... (B19)
Assumindo que A seja aqui também uma constante real positiva, a condi¢do de normaliza¢io

(B13) leva novamente a A =1/+/27x e ao seguinte conjunto de solu¢des normalizadas:

1
b =
m \/g

Comparando a soluc¢do para m = 0 (equacdo (B14)) com as solugdes para m # 0 (equacao (B20)),

exp(im@);  m=t1 4243, (B20)

constatamos prontamente que € possivel agrupé-las em uma tnica férmula, ou seja,
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P, = \/;—”exp(imqﬁ);

m=0,£1,£2,%3,.--. (B21)

Na terminologia da fisica atdmica, a constante de separacdo de varidveis m € chamada de
nimero quantico terciario ou, por questdes espectroscopicas na presenga de campos
magnéticos externos, de nimero quintico magnético [22].

Cabe agora uma discussdo do significado das solug¢des obtidas para &, — equacdo (B21).

Dos tratamentos elementares das rotagcdes em mecanica quantica [5,8,9], sabemos que @ sdo as

autofungdes da componente z do momento angular, i =ihd/d¢, com autovalores L =mh.

Com efeito,
L& =ih _8 —1 exp(im@) = mh® (B22)
4 m a¢ /2 m*

Como para dado Iml # 0 as probabilidades de L, > 0 e L, < 0 sd@o ambas iguais a %2, as solugdes

fisicas sdo [23]:

1 1 1
B} = =P, + =, = ——cos(m|§)

N G Y T N (B23)
o chp ! d Lsin(lml(/ﬁ)

| m| i\/E +Iml_m —Iml_\/;
Os fatores i na segunda funcdo em (B23) foram incluidos apenas por uma questdo de

conveniéncia. Foram utilizadas na passagem das primeiras igualdades para as segundas

igualdades em (B23), as solugdes P, obtidas e as relacdes de Euler. As probabilidades dos

estados com momento angular “para cima”, ®_ , e “para baixo”, ambas iguais a ¥2, ®_ , sdo os

+ml ° —lml ®

moédulos quadrados dos coeficientes nas combinacdes lineares em (B23).

Ainda, € importante verificar que as fungdes &, formam um conjunto ortogonal.

Tomando o produto interno entre ®,. ¢ @, ,comm’ #m,

(@, 19,) = [ —exp(imd) o —explimg)dg = [explion—m o}io=

0

=m{exp[i(m—m')zyz]—l}=m{cos[(m—m')zyz]Jr sin[(m—m')zn]—l} =0

=1 =0
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B-2-2 As Solugdes para ©

Nesta subsecdo discutiremos as solucdes da equacdo diferencial para a funcdo @O

(primeira das equagdes em (B10)):
d de
sin@—/| sin@— |+|Bsin*0-m* P =0
d&( d&j s nfo

E conveniente (mesmo que nao seja intuitivo) definir uma nova varidvel, x, como x = cosd. Como
0<@<xz, temos que —1<x<1. Devemos considerar as seguintes identificacdes a serem

introduzidas na equagdo diferencial:

0(6) = P(x)

sin@ = v1—cos? 6 =1— x> (B24)
i:ﬂi=—sin6’i=— l—x2i

d@ do dx dx dx

Substituindo as relacdes em (B24) na equacio para © , obtém-se ap6s divisio por 1 — x7,

d ,\dP m? B
E[(1_)6 )E}[ﬁ—l_xz}o_o. (B25)

A equacgdo (B25) é conhecida como equacio de Legendre associada. Essa equacdo diferencial é
tdo comum e tdo importante, aparecendo em contextos tdo diversos — como gravitacao,
eletrostitica e mecanica quantica — que ndo € exagero nem preciosismo procurar uma
compreensdo a mais profunda possivel das propriedades das suas solucdes. Entretanto, é uma
equagdo bem mais complicada que a equagdo para P, exigindo desenvolvimentos matematicos
proporcionalmente mais laboriosos do que aqueles empregados na resolu¢do e discussido das
solugdes daquela equacdo. Dessa forma, nos limitaremos aqui apenas aos desenvolvimentos mais

fundamentais para a compreensao da natureza das solugdes.

a) Solucdes com m = 0: os polinomios de Legendre

Assim como a equacdo para &, a equacdo para @ deve ser resolvida separadamente para

as duas possibilidades de m (m =0 e m # 0). Para m = 0, a (B25) se torna a equacao de Legendre
[23,24,25,26]:
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i{(1 _x? )‘;—P} +BP=0. (B26)

dx x

Realizando as derivagdes em (B26) e reorganizando os termos, obtém-se

2 2
d P—(ﬁ d P+2x£—ﬁPj:O (B26")

dx’ dx’ dx
Para o leitor familiarizado com os métodos de resolu¢do de equagdes diferenciais, fica mais ou

menos claro pela forma da equagcdo de Legendre dada em (B26’), que essa admite solucdo por

série de poténcias. Propondo solucdes do tipo
P(x)=>a,x", (B27)
k=0

temos que as derivadas de primeira e de segunda ordem de P devem ser dadas por

dI:ZECX) - iakkxk_l
2P0 = . (B28)
X _
. ;akk(k —1)x*2

Substituindo (B27) e (B28) na equacdo (B26’) e realizando as multiplicacdes indicadas,

encontramos a seguinte expressﬁo:

S a k(k—1)x*2 - (i ak(k-1)x* +3 20 k" =S fia, 2" J 0. (B29)
k=2 k=2 k=1 k=0

Agora, realizamos algumas modificacdes na forma de expressar os somatdrios em (B29). No
primeiro somatério a esquerda (envolvendo as poténcias x*%) fazemos a transposicdo k — k + 2.
Poderemos com isso colocar x em evidéncia nos quatro somatoérios em (B29). Além disso, iremos

trocar o limite inferior da soma dos dois primeiros termos entre parénteses por kK = 0, o que

claramente nio afeta somatério. Com essas modificag¢des, ficamos com
D a, (k+2)k+1)x" - (Zakk(k —x* +> 2akx* =) ﬂakxkj =0, (B29)
k=0 k=0 k=0 k=0

que pode ser rescrita como

S g e+ 2)k +1)-a, (k2 + k- B)l* =0. (B30)

A homogeneidade da equacdo (B30) implica que cada termo entre colchetes no somatorio se

anule, o que nos fornece a seguinte férmula de recorréncia para os coeficientes ay
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_ kk+1)-p
I Py P (B3

A solucdo geral da equagdo de Legendre pode entdo ser escrita como a soma de uma série de
poténcias pares de x e uma série de poténcias impares de x, ambas satisfazendo a férmula de
recorréncia (B31). Todos os coeficientes a; das séries de poténcias pares e impares dependem,
respectivamente, das escolhas dos valores de ag € a;, tendo esses valores como fatores comuns.
Para representarem fun¢des de amplitude de probabilidade, as solucdes encontradas para
P(x) devem convergir para todo x no intervalo —1<x<1 (que corresponde a 0< @< 7). Para

testar a convergéncia das solugdes, aplicamos o teste da razao:

k+2 _
PRSBSOS (B32)
k= g x k== (k +2)(k +1)

Coe k42

O teste mostra que as séries convergem para lx| < 1, mas isso nao pode ser afirmado para os casos
Ixl = 1. Para garantir a convergéncia para todo x no intervalo —1< x <1, as solu¢des encontradas
ndo podem ser séries infinitas, mas sim, polindmios (séries finitas) de grau /, o que implica que os
coeficientes a; devem ser todos nulos para k£ > [. Com efeito, se o ultimo coeficiente ndo nulo for
a; (para o polindmio de grau /), o coeficiente ay, serd an = 0 (e igualmente serdo nulos a4, aie,

...). Impondo essa condi¢@o na férmula de recorréncia (B31),

_ W)= _
G =) (B33)

mostramos que as solugdes fisicas para a equacdo de Legendre sdo aquelas para as quais a
constante de separagdo de varidveis f € dada por
B=1(+1), com/=0,1,2, .. (B34)
A férmula (B34) garante a convergéncia para a série par ou para a série impar, mas ndo para
ambas simultaneamente. Assim, se [/ for par devemos fazer a; = 0, e se se [/ for impar, entdo ay =
0.
As fungdes polinomiais de grau / encontradas, quando normalizadas de tal forma que P(1)
= 1, sdo chamadas de polindomios de Legendre, P/(x). E um exercicio algébrico relativamente
simples encontrar estes polindmios aplicando a foérmula de recorréncia (B31) e impondo a

condicdo de normalizac@o P;(1) = 1, a0 menos se o grau do polindmio for baixo. Para polindmios
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de grau alto, outros procedimentos sdo mais interessantes. Pode-se mostrar, por exemplo, que

qualquer polindmio de Legendre pode ser obtido empregando a seguinte férmula de Rodrigues:
1 d [, .y

Plx)=———Wx"—1). B35

) 2’l!dx’( ) (B33

Alguns polindmios de Legendre sdo apresentados a seguir:

Po(x):l

P(x)=x (B36)
3, 1

Pz(x)_ax >

Retornando as coordenadas polares, as solucdes da equagdo para ® serdo de agora em
diante denotadas por O, 0)=N P (cos@), onde N; é um fator de normalizagdo apropriado, a ser
discutido mais adiante. Algumas destas func¢des sao apresentadas abaixo:

0, (6) o< P, (cos@)=1
®1(9)o< Pl(cose): cos @ (B36’)

0,(8) < P,(cos8) = %cosz g_%

As fungdes em (B36’) — que no contexto da fisica atdmica sdo os fatores angulares dos chamados
orbitais atémicos™ s, p. e d . — assim como outras solugdes das equagdes de Legendre e de
Legendre associada, podem ser representadas em gréaficos empregando coordenadas polares, nos
quais a distancia em relagdo a origem corresponde ao valor absoluto da funcdo no ponto. Esses
gréficos sdo apresentados na figura 6.

A ortogonalidade e a normaliza¢do das fungdes ®,(6’) serdo discutidas um pouco mais

adiante, logo apds resolvermos a equacdo associada de Legendre (equagdo (B25) com m # 0).

** Quando multiplicadas pelo fator 1/ J27 decorrente da normalizagio da fungdo P, .
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Figura 6 — Orbitais atdmicos s, p_, e d ., respectivamente proporcionais as fungdes angulares

0,,0,¢0,.

TR

.
& R
iy M

Fonte: adaptado de WAI-KEE LI [22], 2008, p. 38.

b) Solucoes com m # 0: as funcoes associadas de Legendre

Devemos agora resolver a equacdo (B25) (escrita novamente abaixo para facilitar a leitura

dos desenvolvimentos) para o caso em que m # 0:

d dpP m?
— | l=x*)=|+| 8- P=0. B25
dx[( )dx} ['B 1—x2} (B23)
ou
(1—x2)d2P—2xd—P+ B- " _|p_o (B25")
dx? dx 1-x2 ’

Essa equacdo pode ser reorganizada de forma a torna-la semelhante a (B26’), conforme segue:

P=0. (B37)

2

2 2 2
C;f—(xzd f+2xd—P—ﬁPj— m
X

dx dx 1-x

Devido ao termo singular em IxI = 1 (dltimo termo a esquerda da igualdade), uma série de
poténcias como a (B37) ndo resolve essa equacdo. Ainda, precisamos analisar com cuidado o

comportamento da equacdo — e, portanto, das suas solu¢des — nas vizinhangas de x =1 e x = —1.

Multiplicando a (B37) por (1— x )2 =(1-x)*(1+x)’ e reorganizando os termos, deixamo-la na

forma a seguir, que facilita essa andlise particularmente:
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(1= x) (14 2) ‘;ZP 2= )L s [N -mlr=0. @39)

-
X

Agora, definindo os coeficientes que multiplicam as derivadas de segunda ordem, primeira ordem
e ordem zero na equac¢do (B38) como

A, (x) = (1 - x)2 (1 + x)2

A (x) = —2x(l - x)(l + x)

Ay ()= 1= x)1+x) = m?
essa equacao fica
d’P
dx®

Para analisar o limite x — 1, podemos fazer x = 1 — ¢, onde ¢ € uma quantidade infinitesimal. Em

A, (x) = +A(x)=—+4,(x)P=0. (B39)

termos dessa quantidade, fazendo P(x) = f(¢), temos:

dP _dedf  df
dx dxdx dx
dzP_ddP_ded(_df _d’f
dx® _EE_EE Ej_dxz

(B40)

e, retendo apenas os termos dominantes nos coeficientes Ay, A e Ao,

A, =4¢’
A =—de (B41)

_ 2
Ay =—-m

Substituindo (B40) e (B41) na equacao (B39), obtém-se

d*f df m’
2 v _m o_ g, B42
de’ de 4 ! (B42)

A equacido (B42) € conhecida como equacao de Cauchy. Suas solugdes sdo fungdes poténcia do

£

tipo fle) = &, onde o expoente s é determinado pela substitui¢do dessa solugdo geral na equagio

diferencial. Levando essa proposta de solucio a equagdo (B42), encontramos

2 2
[s(s—1)+s—m—}€“‘ :(sz —m—jg“' =0.
4 4

Essa equacdo deve ser verdadeira para qualquer valor de € escolhido (desde que muito pequeno),

0 que implica que
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s=4— (B43)

Com isso, a solugdo geral de (B42) é

fle)=Ae""? + Be™?, (B44)
onde A e B sdo constantes a serem determinadas. A solucdo geral (B44) diverge para ¢ — 0 (que
equivale a x — 1), o que implica que B = 0 e que a solugdo fisica do problema seja apenas o
primeiro termo na soma em (B44). A constante A é determinada por normalizacdo e serd omitida

por ora. Assim, obtemos que, no limite x — 1, f(g)=&""* e

P(x)=(1-x)"". (B45)
A andlise da equacdo (B39) para x — —1 pode ser realizada fazendo x = -1 + ¢, com P(x)
= g(¢). A equacdo diferencial obtida nesse limite ¢ também a equacdo de Cauchy, e a solucdo

fisicamente aceitdvel para o problema (B39) nesse limite é
P(x)=(1+x)"". (B46)
A proxima etapa na resolucdo da equagdo de Legendre associada € encontrar a sua

solucdo para qualquer valor de x, e ndo apenas para os extremos do intervalo (onde ha uma

singularidade na equacdo). Vamos procurar uma solucdo geral da forma
P(x)=(1-x)""(1+x)""G(x). (B47)

onde G(x) é uma série de poténcias em x
G(x)= iakxk . (B48)
k=0

Podemos testar a consisténcia dessa proposta de solugdo da seguinte maneira. Por exemplo, para

x — 1, fazemos novamente x = 1 — g, obtendo

P(x)= e"”“(z—g)"””iak(1—5)" = e"”“(z—g)"”"ziaki—k! )‘1"(— e)™.  (B49)
—n)

k=0 v Si— n!(k

Na passagem da primeira para a segunda igualdade em (B49), utilizamos a expansdo binomial

para (1—¢)". No limite ¢ — 0, retendo apenas os termos dominantes em (B49), encontramos que

P(x)z gm’2 zlmvziaklk o« g2 — (l—x)lmllz,

k=0
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um resultado que combina perfeitamente com o comportamento esperado de P(x) para x — 1.
Uma andlise semelhante pode ser realizada para testar a consisténcia da proposta (B47) no limite
x——1.

Precisamos agora encontrar e resolver a equacgdo diferencial para G(x). Para tal,

rescrevemos a proposta de solucio para P(x) como

P(x)=(1-x*)"6(x), (B50)
que claramente equivale a (B47), e substituimos essa proposta na equagdo de Legendre associada

na forma (B25’). As derivadas de primeira e de segunda ordem de P(x) dadas por (B50) sdao

ar_ (1—x2)""'/2[d—G— Im| x(l—xz)_lG}

dx dx

2 2
d f:(l—xz)lmm d f—2|m|x(1—x2)"d—G+ (B51)
dx X dx

+ﬁm|(|m|—2)x2(1—x2)‘2—|m|(1—x2)‘1]G}

Substituindo a funcdo (B50) e as derivadas (B51) na equacdo diferencial (B25’), encontra-se —

apo6s um trabalho fécil, porém tedioso — a equagdo procurada:

(1—x2)4 G—(2|m|+2)x‘2—G+[ﬁ—|m|(|m|+1)]G:o. (B52)
X

x2
Podemos rescrever essa equagdo — numa forma que deixa mais evidente que ela admite solugao

por série de poténcias e que também facilita a aplicagdo desse método — como

2 2
d?— xzd(2;+(2|mI+2)x£—[,b’—|ml(lm|+1)]G =0. (B52)
dx dx dx

Substituimos agora as seguintes relacdes em (B52):

4Gl) _ S a ket . (BS3)

Isso nos leva a
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i {Zakk 1)x Z(Zlml+2akxk Z[ﬂ ImI(ImI+1)]ax}:O,(B54)

=1 k=0

que equivale, seguindo a mesma l6gica que nos levou de (B29) a (B30), a

o

S e (k +2)k +1)=a [(k+ 1m 1Y + (et 1 D)= Bl = 0. (BS5)

k=0
Chama atencdo a semelhanca entre as equagdes (B55) e (B30): a primeira pode ser obtida da
segunda fazendo a modificacdo formal k — k + Iml. Ainda seguindo o mesmo raciocinio, a
equacgdo (B55) implica na seguinte férmula de recorréncia para os coeficientes ay:

(ke tm )+ 1 ml+1)- B
Aryp =04y (k +2)(k +1)

(B56)

Toda a andlise decorrente desta férmula de recorréncia € idéntica aquela obtida da férmula de
recorréncia para as solugdes da equacdo de Legendre e, por isso, ndo iremos repeti-la aqui. Basta
mencionar que a série de poténcias para G(x) deve convergir em todo o intervalo —1<x<1, e
assim, a série deve terminar em certa poténcia maxima k’. Ou seja, sendo a o ultimo coeficiente
nao nulo (para o polindmio de grau k’), o coeficiente a4, deverd se anular (e igualmente serdo
nulos ayy4, ai'se, ...). Dessa forma, de (B51), obtém-se

(K tm) K+ Iml+1)- B
Ay, =4 (k'+2)(k'+l) = O, (B57)

ou seja, da necessidade de convergéncia da func¢do de onda para todo x no intervalo —1< x <1,
infere-se que a constante de separagdo de varidveis f deve ser aqui
B=k+1m)k+1ml+1). (B58)
Por conveniéncia e uniformidade na notagdo, definimos agora
l=k'+1ml, (B59)
de tal forma que, identicamente ao que verificamos para os polindmios de Legendre,
p=1+1). (B60)
Algumas observacdes sobre a definicao (B59) s@o relevantes neste ponto. Em primeiro
lugar, isolando k’, temos k'=[—|m]l, significando que os polindmios G(x) t€ém grau [—Im]l.
Como o grau do polindmio nunca € negativo (k'>0), temos que [/ 2 m|, ou seja o valor minimo

de [ € zero:

[=0,1,2,3 ...
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Ainda, para dada escolha de [, os valores possiveis de m devem satisfazer [ >l m1, ou seja,
—1<m<l. (B61)
O ndmero / é chamado de ndmero quantico secundario ou de nimero quintico
azimutal, pois se relaciona a quantizacio do momento angular orbital, conforme discutiremos
mais adiante. Cada valor de [/ especifica o que chamamos de subnivel de energia. Por exemplo,
se [ = 0, temos um subnivel s e a equacdo (B61) implica em m = 0, nesse caso. Assim um
subnivel s corresponde a um unico estado quantico (ou orbital atdmico, no caso de dtomos de um
elétron), caracterizado pelo conjunto de nimeros quanticos [ = 0 e m = 0, sendo o grau do
polindmio G(x) claramente igual a zero. Um subnivel p corresponde a escolha / = 1, sendo m =
-1, 0, 1, mostrando que este subnivel corresponde a trés estados quanticos distintos. Para um
subnivel d, [ =2 e m=-2,-1, 0, 1, 2, correspondendo a cinco estados quanticos distintos. Uma
discussdo mais detalhada dos estados quanticos angulares do dtomo de hidrogénio, incluindo a
principio da sobreposicdo, serd realizada apds discutirmos a forma final das fun¢des angulares.

Conforme observado, as funcdes G(x) que resolvem a equacdo diferencial (B52) sao
polindmios de grau [—Iml, os quais simbolizamos a partir de agora por G," (x) As solucdes
P(x) da equagdo de Legendre associada, que passaremos a simbolizar por P"" (x), sdo chamadas
de funcoes associadas de Legendre, sendo dadas, conforme equagdo (B50), por

P (x)=(1-x)""G!"(x) (B62)
Observa-se que se m = 0, P°(x)=G/(x), onde — conforme equacio (B56) — G’(x) é definida
pela mesma férmula de recorréncia que os polindmios de Legendre, P, (x). Assim, temos que para
todo [,
B’ (x)= P (x),
ou seja, as fungdes associadas de Legendre com m = 0 sdo os proprios polindmios de Legendre.

De fato, é possivel mostrar que qualquer polindmio G"(x) pode ser obtido a partir de um

polindmio de Legendre por derivacio segundo a férmula

_ dmI})l(x) ‘

G"(x)= i (B63)

Para provar a afirmativa (B63), escrevemos a equacao de Legendre na forma
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(1-x*)P® —2xP® +1(1+1)P® =0, (B64)
onde ji fizemos B=I(I+1) e simbolizamos as ordens de derivacio por sobrescritos entre

parénteses. A regra de Leibnitz para a derivada de ordem m de um produto de fungdes f(x) e g(x)
se escreve
m _x~_m *) , (m=k) (B65)
(fg) ;k!(m_k)!f g" ™.
Utilizando a regra de Leibnitz com m = |ml, € um exercicio relativamente simples tomar a
derivada de ordem Iml da equagdo de Legendre — equagdo (B64) — e mostrar que dai resulta a

seguinte equac¢do diferencial para a derivada de ordem Iml do polindmio de Legendre de grau /,
P (2):

2 p(Iml) (Iml)
)4 i _@imi1+2) L

(1 e dx dx

+Il+1)~1mI(m1+1)]P" =0. (B66)

A comparagdo da equagdo (B66) com a equacdo diferencial para G(x) — equag@o (B52) — mostra
que elas sdo idénticas, o que implica que as suas solucdes também o sejam. Isso prova a

afirmativa (B63).

Temos agora uma forma bastante prética de encontrar as fungdes P que satisfazem a
equacdo de Legendre associada. Basta obter o polindmio de Legendre de grau [/ através da
férmula de Rodrigues,

1 d [, v
P,(x)—ﬂﬁ(x -1) (B67)

e depois utilizar a expressio (B62) para P""(x), com G)"(x) dada por (B63). Ou seja,

Iml
p (x)= (1 ) )Iml/Z d dj,ml(x) (B63)

Utilizaremos essas ultimas expressoes para a discussdo das fun¢des de onda angulares do d&tomo
de hidrogénio. Antes disso, vamos discutir a ortogonalidade e proceder com a normalizagcdo das

funcdes de Legendre associadas.
c) Ortogonalidade das solucoes

Tomemos novamente a equacdo de Legendre associada, rescrita como
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—i[(l—xz)d—P}lm _P=I(+1)P. (B69)
— X

A equagdo (B69) tem a forma de um problema de Sturm-Liouville [24],

Lf (x) = Bwlx)f (x). (B70)
onde £ éo operador de Sturm-Liouville, dado por
A d d

L=—H — . B71

ot 71

2
1m = w(x)=1 e os autovalores do operador L
— X

Identificamos na (B69) p(x)=1-x*, ¢(x)=
como S =1I(I+1). Com essas identificacdes, rescrevemos a equacio (B69) como
d| dpP
— | pZ—|4+gP=LP. B72
0 [p dx} qP = B (B72)
Seja B, =1, (l1 +1) o autovalor correspondendo a uma fungdo associada de Legendre arbitraria P,

e B, =1, (12 +1) o autovalor correspondendo a outra fungdo P,. A equagdo (B72) para P, e P; fica

d dP,

——\|p—|+9gP, =0 P
dx[pdx} qry 1311
(B73)

d[ dp, '
~ | p=2|+qP, = p,P
dx{p dx} qP, = B, P,

Multiplicando a primeira equacdo em (B73) por P, e a segunda por P, e subtraindo a segunda da

primeira, somos levados a

d| dP. d| dP
P—|p—=|-P—| p—|=(B8,-5,)PP, B74
ldX[p dx} de[p dx} (ﬂl :32)2 1 ( )

que, apdés manipulacdo algébrica aplicando a regra do produto, f a8 = M -8 ﬂ, fica
dx dx dx

d dP. d dP

—| pP—%|——| pP,— |=(B, - 5,)P,P,.

dx{p 1 dx} dx{p 2 dx} (ﬂl 132) 24

A equacdo acima, reinserindo a identificacdo p(x)=1-x?, claramente equivale a
p

Al pd_p dB )| (5
dx[(l X(Pl P, dxﬂ_(,b’1 B,)P,P. (B75)
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Integrando agora a equagdo (B75) em todo o intervalo da varidvel x, ou seja, de x = -1l ax =1,

(l—x2 R&_ zﬁ
dx dx

A funcdo a esquerda da igualdade em (B76) é evidentemente nula nos limites de integracdo, pois

resulta em

1

= (:31 - P, )J. P,Pdx. (B76)

-1

x)=1-x* é nula nesses limites. Isso implica que
p p q

(B, = B,)| P,Pdx = 0. (B77)

Como no problema em questao sabemos que f, # f3,, fica provado que as fungdes associadas de

Legendre satisfazem a seguinte relagdo de ortogonalidade no intervalo [— 1,1]:

1
IPzPldx =0 (B78)

-1

Vale chamar atencdo para o fato de que provamos a ortogonalidade entre fungdes
associadas de Legendre correspondendo ao mesmo valor de Iml. Entretanto, como a
ortogonalidade entre func¢des de onda correspondendo a diferentes valores de m ja estd garantida
pela ortogonalidade entre as funcdes <I>m(¢), ¢ irrelevante o questionamento sobre a
ortogonalidade entre fungdes associadas de Legendre com diferentes valores de Iml.

Voltando a notagdo estabelecida anteriormente, podemos utilizar agora a equagdo (B78)
para demonstrar a ortogonalidade entre as solu¢des da equacdo diferencial para ©.

Simbolizamos essas solugdes a partir de agora por ®)" @)=N P (cos @), onde N . Sdo fatores

de normalizagdo a serem determinados posteriormente. Lembrando que o elemento de volume em

coordenadas esféricas é dado por dv=r’sin@drd@d¢, podemos facilmente verificar a

ortogonalidade entre fun¢des angulares com diferentes valores de / (digamos, /; e /) no intervalo
[0, 71']:

Vi z 0
forer snain=-[oreracoo =[O0 dcos0 =N

0 0

Lm

1
N, [R"PMdx=0.
-1
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d) Normalizacao das solu¢oes
Iremos agora proceder com a normalizacdo das fun¢des de Legendre (polindmios de

Legendre e fungdes associadas de Legendre). Iniciamos com a equacdo de Legendre associada na

forma (B66):

(Iml) (Iml)
(1—x2)d o @imi+2 d;

+1l+1)~1mI(mI+1)]P" =0. (B66)
dx dx

Considerando apenas valores de Iml estritamente positivo (excluimos a possibilidade m = 0),

podemos fazer a modificacdo Iml — Iml — 1 na equacdo (B66) obtendo, apds cancelamentos e

reorganizacio dos termos,

dZP(ImI—l) (Iml-1)
(1-x° )T -2Imlx ’d = ~((+1mI)I=1m1+1)P""" (B79)

A importancia da equacdo (B79) ficara evidente logo em seguida.
Partindo para a normalizacdo propriamente, precisamos resolver a integral de

normalizacao Iy
1
1, =[P T dx. (B80)

Lembrando que as fungdes P"™ sdo dadas pela férmula de Rodrigues

miz d™ P (x
P"(x)=(1-x*) dx'l’”(' ), (B68)
obtemos para Iy
1 ImI Iml
Iml d™P d™P
L, :_[ xlml A" (B8I)
] ] S \m dlmlf)l dlml
A integral (B81) pode ser resolvida por partes, com u = (1 —-Xx ) 2o e dv= e dx dando
X X
m d™P, d"™'P b d"™'P d m d™P,
L, = (l B 2) Imll Iml—ll N Iml—ll s (1 N xz) Imll dx. (B82)
dx™ dx L4 dx dx dx

=0

Realizando a derivada primeira no integrando em (B82) encontramos que
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d 5 \ml dlMPl 5 \imi-1 5 dzl)[(lml—l) dl)l(lml—l)
1-x =\-x l-x" ) ——-2Imlx . BS3
dx |:( ) dxlml ( ) ( ) dx2 dx ( )

O termo entre colchetes a direita da igualdade em (B83) é dado pela relagao (B79). Assim,

Iml

4 [(1 —x)" d"P } =—(1=x)"" 1+ 1 m )= 1 m1+1)PD. (B84)

Substituindo o resultado na integral (B82), temos que

ImI . dlml lP dlml lPl

ImI 1 dxlml 1

1 Mdlml IP Iml—1 dlml—l
=(l+|m|)(l—|m|+1)j(1—x2) N Li-x)2 o

-1
Iml-1 Iml-1
Ll Ll

d_

1
1, =(+1ml) —|m|+1j
-1

= (I+1m)i—1m| +1)j [P T a

Retornando com o resultado em (B85) a integral de normaliza¢do (B80), chegamos a interessante

relacdo
1 1
[IE T ax =+ 1 m 1)Y=t m1+1) [T e (BS6)
-1 -1
Ou, equivalentemente,
1, =+ 1m)=1mI+1)I,, . (B86”)

A equacdo (B86’) mostra que, em ultima andlise, todas as integrais de normalizag¢do I, estdo
relacionadas a integral Iy, ou seja, a integral de normalizacdo de um polindmio de Legendre. Para
encontrar a relacdo explicita entre I, e Iy, realizamos sequencialmente as substitui¢des m — m —
I,m—>m-2,...m=2em=1em (B86):
L =+ 1ml=1)1=1m1+2)I,,.,
1, =0+Iml=2)1-1mI+3)I,,.,
: (B87)
L, =(+2)1-1)1,
=(1+1),

Substituindo agora todas as relacdes (B87) em (B86’), obtém-se
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=+ 1m )= ml+1)x [+ 1m=1)I—=1 m|+2)x
X (1+ 1 m 1 =2)I=1m 1 +3)x---x (1 + 2)1 = 1)x (I + 1)1,

ImI (B88)
Colocando a frente todos os fatores sublinhados em (B88) e escrevendo os demais na ordem
inversa, esta equacdo fica

1, =+ 1 m )+ ml=1)+ 1 m1=2)--- (1 +2)( +1)x

B89
XI(I=1)-- (=1 m1+3)1= 1 m1+2)I-1m1+1)I, (B89)
Identificando agora
!
I+ 1 m )+ 1 m ) =1)1+ 1 m 1 =2)-- (1 +2) +1)=M
P (B90)
1(=1)---(=1m13)I=1m2) =1 m|+1) = ———
(I=1m1)
e substituindo essas identificagcdes em (B89), obtemos o resultado
(I+1m1)
=—->= 1, BI1
Il (l— I m |)! 0 ( )
ou seja,
I[P""‘] dx = ”'m' I[ P dx (BO1")

Assim, a normaliza¢do de qualquer fun¢do de Legendre depende apenas da normaliza¢do de um
polindmio de Legendre. Retornaremos a essa relacdo em breve.

Para determinar a integral de normalizacdo dos polindmios de Legendre, utilizaremos o
fato de que polindmios de Legendre sdo os coeficiente da expansdo em série para a fun¢io

geradora F(x,r) [23,26]:

1 o
Flor)=(-2v+2)2 =3 B(x)'; 0<r<l. (B92)

-0
Tomando o quadrado de (B92) e integrando entre x = —1 e x = 1, obtemos

oo 1

'[1 2xt +t> 020 '[ (B93)

-1
Entretanto, como as fun¢des de Legendre formam um conjunto ortogonal no intervalo [— 1,1], as

integrais a direita da igualdade em (B93) serdo ndo nulas somente se [’ = [. Assim,
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j = i 2 j[P Fax. (B94)

1= 2t 417 o

Reconhecemos do lado direito em (B94) a integral de normalizagdo dos polindmios de Legendre.

A integral a esquerda em (B94) é facilmente soluvel, o que leva a
oo 1
%[ln(l+t)—ln(l—t)]:Zt21 j [P ] dx. (B95)
1=0 -1

Para a comparacdo entre os dois lados da igualdade em (B95), expandimos os logaritmos a

esquerda em série de Taylor, obtendo

%[m(lﬂ)_ln(l_t)]:{g(kH i
5[t (ki)i‘ gk

(B96)

k=0

Se k for impar, (—1) +1=0 e se k for par, (1) +1=2. Ou seja, serdo ndo nulos no somatério

final em (B96) apenas os termos para os quais k =2/ com [ =0, 1, 2, 3, ... . Assim, substituindo o

resultado (B96), com k = 2/, em (B95), encontramos

o 2 1
2 Pld B97
kzz(; 21+1 = J ] e ( )

Comparando as poténcias de ¢ em (B97), encontramos a integral de normalizagdo para o

polindmio de Legendre de grau [:

1
j[P, Fax= ﬁ (B98)
-1

Substituindo (B98) em (B91°), encontramos finalmente a integral de normalizacdo para as

funcdes de Legendre:

|m| z+ lmI)l 2
AL L. B
”P I-1mI)20+1 (B5)

Estamos agora em posi¢do de normalizar as fungdes ©}"(6)= N, P"'(cos8). De acordo

com a interpretacdo probabilistica associada a funcdo de onda, € necessario que

T[@';"' [sinaio=1.
0
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Assim:
T[@';”' [ sinaio = T[N
0

0

Im Im

P"(cos6 )]2 sin o = —T [N P (cos 6’)]2d cosf =
0

. (B100)
, ((+1mI) 2

"= Tm2A+1

w2 [[pFae=n
-1

— |
N2 = 20+1(1 Iml).'
2 (I+1ml)

Como resultado final de todos os desenvolvimentos realizados até agora nesta subsecao,

oquelevaa

podemos escrever as fungdes )" normalizadas:

20+1(I1-1ml)

0" (9)= — —Zpm a), B101
"(6) > G (cos 6) (B101)
onde, conforme discutido anteriormente,
” dImIP
P ()= (- )" —dxli,,.(x) (B68)
e
1 d' /
P (x)= ﬁg(xz -1) (B67)

B-2-3 Forma Final e Significado Fisico das Solucdes

Obtivemos as solugdes da equacdo diferencial para o fator angular da fungdo de onda,
Y(6,¢). Como a forma dessas fungdes angulares depende dos nimeros quénticos [ e m, elas sdo

convenientemente indexadas por esses dois nimeros. Assim, escrevemos as solucdes obtidas

como sendo:
Y,,(0.9)=0"(0),(9). (B102)
Substituindo as expressdes para ®, — equagio (equagdo (B21) — e para ®" — equagdo (B101) —

em (B102), obtém-se
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— I
Y,,(6,9)= 1/22;1%1’,"”' (cos B)exp(img) , (B103)

com/=0,1,2,3..e —I<m<I[. As funcdes de Legendre P,'”’I sdo obtidas com auxilio das

formulas (B67) e (B68). As fungdes Y, (6,¢) sio conhecidas como harménicas esféricas. As
harmonicas esféricas com /=0, [ =1 e [ =2, obtidas de (B103), sdo apresentadas na tabela 8.
Conforme discutido na subsecdo B-2-1, equagdes (B22) e (B23), a componente z do
momento angular ¢ bem definida em estados quanticos representados pelas fun¢des (B103),
sendo dada por L, =+Imlh e L =—Imlh (duas possibilidades se m # 0). Assim, pelo
principio da sobreposi¢do, os estados fisicos (angulares), os quais designaremos por Y(6,9),
devem ser dados por combinagdes lineares das fungdes Y,,, . (6.¢) e ¥, (,4). Os quadrados dos
valores absolutos dos coeficientes da combinagdo linear sdo, como sabemos, iguais as
probabilidades de medir L, =+Imlh e L, =—Iml|h. Como essas probabilidades devem ser
ambas iguais a 50% para qualquer estado fisico Y/, decorre que ha duas formas de gerar as

funcdes de onda angulares para esses estados (veja equagdes (B23)). Exceto para m = 0, temos

para Y [23]:
o1 1 241 (-1ml) .
= o e o (e

o 1 1 20+1 (=1 ml)

=—VY —Y = [——+ " ZP"(cos)sin(l m|
Tl i\/z I+ml i\/E I-lm o (l+|m|)! I ( ) (Iml@)

(B104)
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Tabela 8 — Algumas fun¢des harmdnicas esféricas.

l m Harmonica esférica, Y, Funcio angular

0 0 Y, —

1 0 Y, 1/icosﬁ
4z
[3 . .
1 Y, — sin @exp(i@)
87
[3 . .
-1 Y, — sin @exp(—i@)
87
|5 2
2 0 Yy, —(3COS 19—1)
167

1 Y, 1/Ecosﬂsin Bexp(i@)
87
15 . .
-1 Y,, — cos@sin @ exp(—i@)
87

2 Y, \ /1—5 sin” @exp(2ig)
32r
-2 Y, , ) /1—5 sin” @exp(—2ig)
32x

Fonte: autoria prépria, 2017.

Para estados com m = 0 temos, por definicao,

21 +1
Yo=Y, ={—Fh (COS

. B1
- 6) (B105)

As fungdes Y assim definidas sdo os fatores angulares dos orbitais atdmicos, que sdo as fungoes
de onda do elétron no caso de dtomos unieletronicos. Os orbitais atdmicos sdo chamados de
orbitais s, p, d, f ... conforme [ seja respectivamente igual a 0, 1, 2, 3, ... . Cada valor de /
corresponde a um subnivel de energia (subnivel sse [=0,psel=1,dsel=2, ..), perfazendo um
total de 2/ + 1 estados fisicos distintos por subnivel, pois para dado valor de / 0 nimero quantico

m deve estar no intervalo —/ <m </[. Ou seja, o subnivel s é composto de apenas um estado
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(orbital s5), o subnivel p de trés estados (orbitais p_, p, e p ), o subnivel d de cinco estados
(orbitais d ,, d_,, dzy, dﬁ-\-z e dxy ), € assim por diante. Os fatores angulares de alguns orbitais

atdomicos sdo apresentados na tabela 9.

Tabela 9 — Alguns estados quanticos angulares do &tomo de hidrogénio.

Funcio angular

Funcao angular
) m y“(,:j) Orbital ¢ 8 (coordenadas
(coordenada esféricas) 2
cartesianas)”
1 1
0 0 VY Ky —_— —_
o \N4r LY 4
3 3z
1 0 Y \ |[— cos @ _—=
0 P 47 47 r
3 . 3
+1 A D, \|=—sin@cos ¢ =22
4z A r
_ 3 . . 3
+1 1(1 ) P, 1/—smt951n¢ =
Yy A r
5

2 0 Yy d. 1/i(3coszt9—1)
‘ 167
*1 2(1+) d., 1/% cos@sin @ cos @ /l_fz %

—
(@)
S
w
N
< S
MR
~
[\ )
N—

_ 1 1

+1 ) d., 1/£c0s49sin¢9sin¢) i%
15 15 ( x* - y2

+ - d, , /_ .
2 2 x2-y 167 S1n 900S2¢ _167z'( r2

- / 15 . . 15 xy
12 5 d, — sin” @sin 2 -~

: } 167 ¢ Az r?

Fonte: autoria prépria, 2017.

3 J ~ . L .
» Utilizamos as relacdes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas esféricas: z =rcos@,

x=rsin@cos@, y=rsin@sing e r=/x> +y’ +z° . Observe a estreita relacio entre o nome do orbital
atdmico e a sua representacdo em coordenadas cartesianas.
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As fungdes Y representam amplitudes de probabilidade angulares: seus quadrados sdo
densidades probabilisticas. As representacdes polares dos valores absolutos das fun¢des | para

os orbitais atdmicos s, p e d sdo apresentadas na figura 7. Conforme a tabela 9, a fungdo

angular para um orbital s € a constante 1/ Jar . Ou seja, num estado s, para dado valor de r, a
probabilidade de localizar o elétron num elemento de volume dQ € independente da direcdo
considerada. Por isso, a representacao polar de um orbital s € uma esfera (raio constante).

Ja a func@o angular p, varia com cos@. Assim, a amplitude Y é maxima em =0 (ou
seja, ao longo do eixo z), indicando que a direcdo dada pelo eixo z corresponde a méixima
probabilidade de encontrar o elétron. J4 em € =90° (ou seja, no plano xy), a amplitude Y é nula;
o plano xy € nesse caso chamado de plano nodal, pois a probabilidade de encontrar o elétron

nesse plano ¢é estritamente nula num estado p,, segundo as equacgdes de Schrodinger e de Klein-

Gordon.

Figura 7 — Representacdes polares dos orbitais atdmicos dos subniveis s, p e d .

Fonte: WAI-KEE LI [22], 2008, p. 38.




111

Um dltimo ponto fundamental relacionado as solucdes para os fatores angulares das
equagoes de Schrodinger e de Klein-Gordon deve ser considerado. Da teoria quéntica geral do
momento angular [8,9], é possivel mostrar que na representagdo de coordenadas o operador

correspondente ao quadrado do valor absoluto do momento angular orbital ¢ dado por

2
i =—n?| L i(siné’ij+ , 12 J ~1. (B106)
sin@ 06 06 ) sin“ 0 d¢
Conforme equagdo (B6), a agdo desse operador sobre uma das fungdes Y, (6,0) (ou Y) gera
2
L’y =-n? ,1 i(sirleva—yj+ : 12 J { = /Y =1L+ 1Ry, (B107)
sin@ 06 00 ) sin” 0 0d¢

onde foi utilizado que B =1I(+1). Identificamos em (B107) os autovalores do observavel I
como sendo

L =1(l+1)n?, (B108)
ou

L= JI(l+1)h. (B108")
Esse resultado, amplamente discutido nos textos elementares de mecanica quantica, corresponde

a quantizacdo da magnitude do momento angular orbital.

B-3  Resolucao das Equacoes para os Fatores Radiais

B-3-1 Obtencdo das Solucdes

Vamos agora tratar das solugdes da primeira das equagdes diferenciais (B6), a qual

repetimos abaixo:

dz(rR)+[_ﬂz+£_M}R=o, (B6)

dr? r r’

Os parametros fisicos da equacdo (a, 4 e i) para os casos ndo relativistico e relativistico sao
dados na tabela 1 do capitulo 2. E por meio dessa equagdo, em virtude das diferencas nas
dependéncias dos parametros fisicos a, A € u com as constantes fundamentais e com a energia nos

dois casos, que aparecem diferencas entre as solucdes ndo relativisticas e as solugdes
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relativisticas. De fato, como vimos na se¢do B-2, os fatores angulares das solu¢des das equagdes
de Schrodinger e de Klein-Gordon sdo exatamente 0os mesmos.
Na forma apresentada, a equacdo diferencial para o fator radial R mostra que ¢é

conveniente definirmos rR(r)=u(r). Substituindo essa definicio na equacdo diferencial e
fazendo B =1(I+1), temos que:

2 72,2
d u+|:_lu2+&_m:|u:0' (B109)

2 2
dr r r

As solugdes da equagdo (B109) sdo obtidas analisando o seu comportamento nos limites r — 0 e
r — oo, e entdo encontrar uma solugio valida no intervalo [0,00) utilizando uma série de
poténcias, a exemplo do que foi feito na resolucdo da equacdo para ®. Quando necessdrio,

faremos a andlise para os casos ndo relativistico e relativistico separadamente.

a) Comportamento parar — 0

° Caso nao relativistico

No caso ndo relativistico, no qual a = 0, é necessario distinguir as possibilidades / =0 e /
> 0, pois na primeira possibilidade o termo dominante entre parénteses em (B109) parar — 0 é o
segundo, e na segunda possibilidade, é o terceiro®*.

Fazendo / = 0 em (B109), com « = 0 e no limite considerado, ficamos com

2
flri‘ +%u:0. (B110)

Podemos tentar uma solugao por série de poténcias da forma

u(r):iakrk. (B111)
k=0
a qual tem como derivada segunda
2 oo
d ”Er) = a k(k—1)r2. (B112)
dx k=2

** J4 no caso relativistico, no qual & = 1/137,04, essa distingio ndo se faz necessdria, pois o termo dominante entre
parénteses em (B109) para r — 0 serd sempre o terceiro.
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Substituindo (B111) e (B112) em (B110) e multiplicando por r chegamos a

oo

S ak(k-10r +3 dagrt =0. (B113)

k=2 k=0
Fazendo a mudanga k — k +1 no primeiro somatério em (B113), essa equacgdo se rescreve como

sendo:
iak+l(k+1)krk +iﬂakrk =0, (B113)
k=1 k=0

ou, escrevendo em separado o termo com k = 0,

oo

> la., (k+ 1Dk + Aa, Jr* + Aa, =0. (B113”)

k=1
Claramente, a equagdo (B113’’) implica que a, =0 e que

A

G == 4 (B114)

para k > 1. Com isso, a solu¢@o da equagdo para u no limite considerado é uma série de poténcias

u:a1r+a2r2+a3r3+---, (B115)

com coeficientes dados por (B114). Entretanto, como estamos procurando apenas o termo

dominante da solu¢do no limite r — 0, temos que, para [ = 0,

u=r. (B116)

Para a possibilidade / > 0, com a = 0 e no limite r — 0, a equagdo (B109) fornece, apds
multiplica¢do por ”,

,d’u

2
r

—I(l+1)u=0. (B117)

A equacdo (B117) € novamente a equacdo de Cauchy, a qual admite solucdes da forma u =r",
onde s € um expoente a ser determinado. Substituindo essa solugcdo geral na equacdo (B117),
encontramos para s:

s?—s—1(+1)=0. (B118)

Quando resolvida para s a equagdo (B118) fornece:

2
[+1
s:li1/l+lz+l=li l+l = ) (B119)
2 4 2 2 -1
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Qual dos dois valores de s tém sentido fisico? Para encontrar a resposta para essa questdo,
impomos a seguinte condi¢do fisica sobre a funcdo de onda: a probabilidade de encontrar o
elétron num volume dv em torno de um ponto r, seja ndo relativistica ou relativistica, deve ser

finita em todos os pontos do espaco, ou seja [11]:

p(r)dy < oo. (B120)
Considerando apenas o fator radial da funcio de onda, a equacdo (B120) implica que
pr)ridr <oo. (B120%)
ou seja,
p(r)r? < oo, (B120’)
onde”™
p(r)= R(r)P=1ulr)i?/r? (B121)

no caso nao relativistico. Substituindo (B121) em (B120’’), obtemos

2
o(r)r? = '”(’2)' P2 =u(r) P (B122)
r

.. 7\2 _ . . ~
Se s = —/, temos no limite r — 0, p(r)r? = (r ’) =r~*, que claramente diverge na origem, nio

sendo uma solugdo fisicamente aceitdvel. Por outro lado, tomando s = [/ + 1, temos no mesmo

- 2 L N
limite p(r)r? z(r’“) =r***, que ndo diverge. Portanto, o valor de s que fornece solugdes

aceitdveis para R nas proximidades na origem do sistema de coordenadas é s =+ 1.

Resumindo as andlises acima, concluimos que parar — 0:se [ =0,entdo u=r ese [ >1
u=r'""". Ou seja, para qualquer valor de [/ (I = 0, 1, 2, 3, ...) temos que as solugdes nio
relativisticas para a funcio u sdo dadas por

u=~r'*, (B123)
° Caso relativistico

No caso relativistico, qualquer que seja o valor de /, o termo dominante entre parénteses

em (B109) serd o terceiro. Com isso, nesse limite essa equacdo diferencial fica sendo

» A fungdo D(r)= p(r)r? é geralmente chamada de fungdo de distribuigdo radial.
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2
,du
r

- -
r

lt+1)-z2a? k=0, (B124)

que se assemelha muito a equacdo (B117), admitindo também solucdes da forma wu=r".

Substituindo essa solucdo geral na equacdo (B124), encontramos para s:
s> —s—|it+1)-z%a?]=0. (B125)

Quando resolvida para s a equagdo (B125) fornece:

1 1 2 2 2 1 1 ’ 2.2
s=—x.|—+1"+]-Za" =—=x|||+—| - Z " . (B126)
2 4 2 2

Novamente, a decisdo a respeito de qual dos dois valores obtidos para s € fisicamente aceitdvel
recai sobre a imposicdo fisica de que a probabilidade de encontrar o elétron seja finita em
qualquer ponto — equagdo (B120’"). Com isso, e lembrando que a densidade de probabilidade de

Klein-Gordon para um estado estaciondrio é dada por (2.30), temos de (B120°’),

2 2
p(r)r2 . R(r)|2 (E+Ze /247£€0r)r2 _ (E+Ze /247£€0r) <oo. (B127)
mc mc

Substituindo u = r* em (B127), encontramos a seguinte relacio:

. E L Ze?
28 . 4o € S <o, (B128)
mc 47[€Omc

Os dois termos em (B128) devem ser nao divergentes na origem. Assim, do primeiro termo,
r** <o (condi¢do a) e do segundo, r**”' <o (condi¢do b). As condi¢des a e b implicam,
respectivamente, em s>0 (condi¢do a’) e s=1/2 (condi¢do b’), as quais devem ser

simultaneamente satisfeitas. Como b’ é uma condi¢ao mais restritiva que a’, concluimos que b’ é
a unica condi¢do que precisa realmente ser considerada. Substituindo o resultado para s dado em

(B126) na condicdo b’, somos levados a

2
1i (l+lj -Z*a? zl,
2 2 2

2
i\/(l+%j ~Za® >0. (B129)

que equivale a

De (B129), concluimos que apenas a raiz
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2
s=1y (l+lj -Z'a?
2 2

deve ser considerada, sendo a outra descartada. Com isso, a solu¢c@o para a equacao diferencial
(B109) no caso relativistico e no limite r — 0, fica sendo dada por:
L (1) g2
5+ (HE] -Z a
u=r . (B130)
Observa-se que da solucdo relativistica (B130) se recupera facilmente a solucdo ndo
relativistica (B123) tomando a = 0. Ou seja, podemos expressar tanto a solugdo nao relativistica

quanto a relativistica numa forma unificada como sendo

e (B131)

2
s=1y (l+lj -Z'a?
2 2

e a =0 ou a = 1/137,04, conforme estejamos considerando a solucdo ndo relativistica ou

com

relativistica, respectivamente.

b) Comportamento parar — o

No limite de r muito grande (r — o0), seja para o caso ndo relativistico ou para o

relativistico, o termo dominante entre parénteses na equacdo (B109) é o primeiro. Assim,

temos nesse limite

—LPu=0. (B132)

A equagdo (B132) admite solugdes do tipo u =exp(kr). Substituindo essa proposta de
solugdo geral na equacao diferencial (B132), encontramos que

u=Aexp(—ur)+ Bexp(+ur). (B133)
onde A e B s@o constantes a serem determinadas. Devido ao segundo termo, a soluciao (B133)
diverge para r — oo, 0 que implica que B = 0 e que a solucao fisica do problema, exceto por
um fator de normalizagdo, seja dada apenas por

u = exp(—ur). (B134)
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c) Solucao geral no intervalo [0, o0)

Analisadas as solugdes da equacdo (B109) nos limites r — 0 e r — oo, vamos agora
procurar a solucdo geral para (B109) no intervalo [0,00). Seguindo o mesmo procedimento
utilizado na resolucdo da equacdo de Legendre associada, procuraremos solucdes da forma

u(r)=r*exp=ur)f(r), (B135)
onde r° é a solucdo no limite r — 0, exp(— 4r) é a solugdo no limite r — w0 e f(r) é uma série

de poténcias em r

flr)= iakrk . (B136)
k=0

Para encontrar a equagao diferencial para f, precisamos encontrar a derivada de segunda ordem

de (B135) e substitui-la em (B109). Derivando (B135) duas vezes com respeito a r, obtém-se

d’u :r“'exp(—ﬂr){dz—f+(§—2ﬂj£+[s(s—z_l)—2s—ﬂ+ﬂz}f}- (B137)
r r

dr’ dr’ dr r
Substituindo (B137) na equacdo diferencial para u — equagdo (B109) — obtém-se, apds
cancelamentos e alguns rearranjos, a seguinte equacdo para f :

P LT s —2u) Y 4 (A-25u)f =o0. (B138)
dr dr

Propondo solucdes da forma (B136) para f, temos que suas derivadas de primeira e de segunda

ordem devem ser dadas por

)
f;ff) Nkl (B139)

d;{ )_ gakk(k )

Substituindo (B136) e (B139) na equacdo (B138) e realizando as multiplicacdes indicadas,

encontramos a seguinte expressao:

oo

Zakk(k —1)rf 4 i“Zsakkrk_1 - iZluakkrk + i(ﬂ— 2sp)a,r* =0. (B140)
k=1 k=1 k=0

k=2
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Realizamos agora algumas alteracdes na expressao dos somatérios em (B140). No primeiro e no
segundo somatdrios a esquerda (envolvendo as poténcias #~1) fazemos a modificacio k — k + 1,
obtendo
> ap, (k+ Dk + 2sa,,, (k+1)r* = 2pua,kr* + > (A-2su)a,r* =0, (B141)
k=1 k=0 k=1 k=0
Como o primeiro e o terceiro somatorios em (B141) podem ser iniciados em k = 0, pois em
ambos o termo correspondente a k = 0 se anula nesse caso, a equacdo (B141) fica sendo
Dl ap, k+1)k+2s)—a,2u k+s——||r* =0. (B142)
k=0 2u
Novamente, cada termo entre colchetes no somatério deve se anular, o que fornece a formula de

recorréncia:

_ - 2ulk+s—2/2u)
e = ke 2s) (B143)

Assim, temos para f :

f(r): a, +alr+a2r2 +---+akrk JrClkHrk+l tee, (B144)
—— —— — — —
fo h fa i fren

onde os coeficientes a; sdo dados por (B143).
Precisamos verificar agora a consisténcia e a convergéncia da solucao proposta. Para r —
0, retendo apenas os termos dominantes em cada fator em (B135), temos”’:
u(r)=r*exp(—ur)f(r)=r'la, o« r*, (B145)
que € o resultado esperado no limite considerado. A andlise para o limite r — oo é mais sutil.
Sabemos das discussdes anteriores que o comportamento deve ser dominado pelo fator
exponencial em (B135) nesse limite. Sabemos também que funcdes exponenciais — como
exp(—ur)— dominam sobre func¢des poténcia — como r* — para r — . Porém, espera-se também
que a exponencial exp(—ur) seja dominante sobre a fun¢do f dada por (B144) no limite r — oo,
conforme disutido. Para verificar o comportamento da série de poténcias (B144) para r — oo,

tomamos o seguinte limite:

2 Lembre que exp(—x)=1—x+ x> /24+x* /3----.
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k+1
lim 2 = fym %" _ iy 2ulkts=Aj2u) _ 2ur (B146)
koo fi ko q k= (k+1)(k +25) k+1

A verificagdo desse limite € apropriada, pois para r — o, o termo dominante em (B144) deve ser
aquele com k — oo. A equacio (B146) mostra que a série obtida para f diverge como exp(2ur)

quando r for muito grande [9]. Podemos verificar isso facilmente realizando a expansdo em série

de g(r)=exp(2ur):

2 k k+1
g(r):exp(Z,ur):1+2,ur+(2’ur) g ) Q) (B147)
o ! k! (k+1)
o 82 8k

8k+1

Tomando a razdo entre o termo de ordem k + 1 e o termo de ordem k na expansio para g(r),

temos

g Qu) k- k4l

que € idéntica a razao (B146), tomada no limite r — oo. Mostramos assim que

K+l |
8kl _ (2ur) /(k +1) . 2ur (B148)

lim f (r) = exp(2r)
e, portanto, que no limite r — oo,
u(r)=r* exp(— ur)f(r) o< exp(— pr)exp(2ur) = exp(ur), (B149)
que claramente diverge. Com isso, concluimos que a série (B144) ndo pode ser infinita, pois isso
resultaria em uma fun¢@o de onda e numa fung¢do de distribuicdo de probabilidades divergente no
infinito. A funcdo de densidade obtida seria destituida de significado fisico. Sendo assim, as
tinicas fungdes f(r) que tém significado fisico sdo aquela representadas por séries finitas de
poténcias em r, ou seja, sdo polindmios de grau n’ (n” =0, 1, 2, 3 ...) em r. Portanto, a série de
poténcias para f deve terminar em certa poténcia maxima n’. Ao mesmo tempo, os coeficientes
da série devem ainda satisfazer a férmula de recorréncia (B143), o que garante que as solugdes
polinomiais satisfagam a equacao (B138) para f .
Para o polindmio de grau n’, o coeficiente a,,; na série (B144) deverd se anular (e
igualmente serdo nulos a,4+2, @p+3, ...). Dessa forma, pela férmula de recorréncia (B143), obtém-

S€
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a. =a, 2plnis = A20) _ . n=0,1,2.3 ... (B150)
(n'+1)(n'+25)

b

De (B150) decorre diretamente que

%=n'+s. (B151)
Como discutido no capitulo 2, a relacdo (B151) fornece o espectro de energia para o dtomo de
hidrogénio de acordo com as equacdes de Schrodinger e de Klein-Gordon. Além disso, quando
substituimos (B151) na férmula de recorréncia (B143), podemos rescrever esta ultima como

sendo

2,u(k —n') <
=q, ———7 <n'. B152
Fen = % (k + 1)(k + 2s) " ( )

A equacdo (B152) serd utilizada na se¢ao B-3-3.
B-3-2 Ortogonalidade das Solucdes

Interessa-nos determinar se os fatores radiais formam ou nao um conjunto ortogonal de

funcgdes no intervalo [0,00), ou seja, se a integral

oo oo

IRlerzdr = .[(rRz NrR, )dr = quuldr (B153)
0

0 0
se anula ou ndo. R, e R, sdo dois fatores radias quaisquer correspondendo ao mesmo valor de /.
Nao precisamos nos preocupar com a questdo da ortogonalidade entre fatores radias com

diferentes valores de I, pois isso ja é garantido pelas fun¢des angulares @)" (0). Escrevendo as

equagdes diferenciais para u; e u, (veja equacao (B109)), temos que

2 72,2
M+|:_lu2+£ M}ulzo

dr? Loy r’

d? A +1)-2%a? (B
u +1)— o

dr22 +|:—IU22 +—2—r—2i|l/£2 :0

onde (41, 1) e (42, 1p) sdo os parametros A e x para as para as fungdes u; e u,. Multiplicando a
primeira equagdo em (B154) por u, e a segunda por u;, e subtraindo a segunda da primeira,

somos levados a
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2
w2 L;I—uld D (w2 - g, — (2, /11)” Y. (B155)
dr dr’
Aplicando a regra do produto aos dois primeiros termos em (B155), ficamos com
d , du, du2 (/1 s )u /1 A )u2u1 —0. (B156)
dr dr r

Integrando a equacdo (B156) entre r =0 a r — oo, temos que

du, du,
Uy———uy——
dr dr

O primeiro termo a esquerda se anula em (B157), pois o fator ' em R, dominante para r — 0, é o

+(/122 —u’ )]iuzula’r—(/i2 - )T u2ru1 dr=0. (B157)

0 0 0

mesmo em u; € uy. Isso implica que
¢ U, U
(4}~ e = (2, = 2,)[ =2 r = 0. (B158)
0 0
Para o caso ndo relativistico, 1, = A, e u* é proporcional i energia (veja equacdes (B154)),

ou seja,

oo

(E',-E')[u,u,dr =0, (B159)

0

0 que garante a ortogonalidade entre os fatores radiais, se n, #n,. Se n, =n,;, ou seja, se
E',—E' =0, nada se pode afirmar de (B159), mas a ortogonalidade entre os orbitais € garantida

pelas fungdes angulares, conforme mostrado na se¢do B-2. Assim, fica provado que os orbitais

atdomicos ndo relativisticos constituem um conjunto ortonormal de funcdes:
0

No caso das solugdes relativisticas, como poderiamos suspeitar, a situacdo € um pouco

Ll ™ mym,

O'—n\l

j Vi (1 0.0, (r.0.0)r* sin0drd6d¢=6,,5,,6,. . . (B160)
0

mais complicada. Substituindo os valores de 4 e x4 dados pelas equagdes (2.53) em (B158) e
realizando os cancelamentos, encontramos que

(Ej—Ef)juuerrZ (E, E)j%dmo. (B161)

0 27e, o T

Lembrando que (E22 —E; ) =(E, - E,)E, + E, ), podemos rescrever a equagio (B161) como
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IS I 2
(E, + El)quuld,,_quul(_ Ze jdr 0. (B162)
2 0 0 dre,r

O termo entre parénteses na segunda integral em (B162) é o potencial de interagdo elétron-
nucleo, o qual pode ser escrito com g¢@. Com isso, agrupando as duas integrais em (B162) e
dividindo a expressdo resultante por mc?, obtém-se que

bt 1 _
quul[z(Ez +E) q(p}dr=0. (B163)

2
0

mc

Por outro lado, conforme provado na secdo 2.1 e apresentado na equacdo (B127), a densidade de

probabilidade relativistica € dada por

2 2 _
p(r)_u_z(E+Ze /247[6'0 )_u_z(E z(p) (B164)
r mc r mc

o que, de acordo com (B153), implica que
[u [E q’”} dr=1. (1.190)
0

Comparando (B165) com (B163), e lavando em consideracio também as relagdes de
ortogonalidade envolvendo os fatores angulares das fun¢des de onda, obtemos a relagdo de

ortogonalidade relativistica:

g

Claramente, como no limite ndo relativistico qualquer valor de energia é aproximadamente igual

J\E,., +E,  )-
Vi (10,000, (r,0,¢){2( b 2”"') W}ﬁ sin@drd@d¢=3,, 8,6, - (B166)

mc

a energia de repouso mc?, a relacdo (B166) recai em (B160) quando ¢ — . A relacdo de
ortonormalidade relativistica dada por (B166) ndo € a relacdo usual de ortonormalidade da
mecanica quantica, pois implica que, exceto para a particula livre, a projecio de um estado de
energia E; sobre um estado de energia E, ndo seja nula. Esse fato indica uma falha na
interpretacdo probabilistica decorrente da equagdo de Klein-Gordon, mesmo que para estados

estaciondrios a densidade relativistica dada por (B164) seja estritamente positiva.
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B-3-3 Os Polindmios Generalizados de Laguerre

Estabelecidas as relagdes de ortogonalidade entre os orbitais atdmicos, vamos agora

explorar a féormula de recorréncia (B152) para os polindmios f,

2u(k —n)
= —_——, k < ! B 152
Do = 4 (k + 1)(k + 2s) " ( )

Os resultados obtidos a partir de (B152) com k = 0, k = 1, k = 2 e a generalizacdo para todo

k <n',no caso de um polindmio de grau n’, sdo apresentados na tabela 10.

Tabela 10 — Coeficientes do polindmio fde grau n’.

k [

0 a, =— " n2S 2ua,

bo&= (;-112 (2,::5:1 1;1 is (2u) ay

2 &= 3(_;)31 (2sz(;)_(12)(sn+_12)) 25 2H) @

< _(—l)k n'(n'—l)'-'(n'—k+l) X
ksntoa = (2s+k—1)-(2s+k—2)-~2s(2 ) ay

Fonte: autoria prépria, 2017.

Identificamos na expressao geral de a; dada na ultima linha da tabela 10 que o numerador na

segunda razdo a direita da igualdade pode ser expresso como

n'(n'-1)---(n'—k +1) =

o que fornece para a:

(-1 n 1

k' (n—k)(2s+k—1)-(2s+k—2)---2s (2u) a,. (B167)

E conveniente, apesar de ndo intuitivo que assim o seja, definirmos um novo parametro, a,

como

a=2s-1. (B168)
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Inserindo a defini¢dao (B168) em (B167), rescrevemos os coeficientes a; como sendo:

(=)t omn 1 ‘L
¥ P Y s w pr v ey LSS (B169)

Substituindo a expressdo geral para o parametro s encontrado na subse¢do B-3-1 na defini¢dao
(B168) e realizando algumas manipulacdes algébricas simples, obtém-se para a:

a=2l+1-20,. (B170)
O parametro J, foi definido no capitulo 2, equacdo (2.55). Conforme a férmula (B170), o
parametro a ndo corresponde a um nudmero inteiro, o que impede a identificacdo do terceiro fator
a direita da igualdade em (B169) como uma razdo de fatoriais, exceto para as solugdes ndo
relativisticas, as quais correspondem a &, =0. Entretanto, como é mostrado na tabela 11

(propriedade P2), podemos identificar o referido fator, no caso geral, como a seguinte razdo de

funcoes gama [24,26]:

1 [(a+1)
= . B171
@+ k) @ k=T)(a+1) Tla+k+1) (BI7D
Substituindo (B171) em (B169), obtém-se
_1) "
a, = ( 1) n. F(a+1) ( )kao (B172)

k' (n—k)T(a+k+1)

A escolha do coeficiente ay em (B172) € completamente arbitraria. Uma das
possibilidades usualmente utilizada € escolher ay de tal forma a fazer com que o coeficiente do
termo de ordem n’ da expansdo para f (que € o termo de ordem mais alta) seja idéntico ao
coeficiente de ordem n’ da expansio em série da funcio exp(—2r), ou seja, escolher aq tal que

a, = C (2u)". (B173)

" n'

A substituicdo de (B173) em (B172) com k = n’, fornece para ay:

g, =L Dlatn+1) (B174)
n'! T(a+1)
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Tabela 11 — Algumas propriedades da funcdo gama®’.

Propriedade
P1 T(v+1)=(v)
P2 (v+k)(v+k—1)...(v+1)=w;keN
r(v+1)
P3 F(n+1)=n!;neN*
v—k
P4 a X = Mka : v,k inteiros

dx" ™" C(a+k+1)

Fonte: autoria prépria, 2017.

Substituindo o resultado (B174) para ap em (B172), chegamos a expressdao final para os

coeficientes ay:

(-1)f F(a+n‘+1)( ¥

) T+ k+1) ®B173)

Por fim, substituindo os coeficientes (B175) na expansdo em série para a funcio f(r), que

corresponde a um polindmio de grau n’, tem-se que

& (-1) T(a+n+) e
f(r)_;akr _;k!(n‘—k)! F(a+k+1)(2'ur) =L 2ur). (B170)

Os polindmios definidos em (B176) sdo conhecidos como polindmios generalizados de
Laguerre, e denotados por L’ (x). No nosso problema especifico, identificamos x = 2ur e, com
isso, f(r)=L"(2ur). Se a = 0 (o que nio ocorre no problema fisico que estamos tratando), os
polindmios L‘,)l.(x)ELn.(x) sao chamados de polindmios (ordindrios) de Laguerre. Utilizando
propriedades simples da funcdo gama (veja tabela 11), podemos facilmente determinar os

polindmios generalizados de Laguerre diretamente a partir de (B176). Alguns polindmios de

Laguerre de grau baixo sio apresentados na tabela 12.

*7 A fungdo gama é definida como F(V) = J.t - exp(— t )dt .
0
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Tabela 12 — Polindmios generalizados de Laguerre de grausn’=0,n"=1en’ =2.

n L, (x)

0 Lix)=1
1 L'(x)=a+1-x

2 L;(x):é(a+2)(a+1)—(a+2)x+%x2

Fonte: autoria prépria, 2017.

E possivel também obter os polindmios generalizados de Laguerre a partir de uma
formula de Rodrigues, assim como as func¢des de Legendre. Para provar isso, realizamos algumas
manipulacdes algébricas relativamente faceis, porém ndo intuitivas, com o0s polindmios
generalizados de Laguerre definidos como

O (-1 Dla+n+1)
X
=k n'—k) T(a+k+1)

L (x)=

n

(B177)

Multiplicamos primeiro a equacio (B177) por n'!x* exp(— x). Rearranjando um pouco os fatores,

obtém-se
n'

n'lx* exp(—x)L.(x) = z#ik)v(_ 1)" exp(— x)M X (B178)

Identificamos no somatério em (B178):

(1) expl )= exp(-.
, B179
D(a+n+l) ., _art ( )

F(a+k+1)x T dx" g

n'+a

A primeira equacdo em (B179) € elementar. A segunda decorre diretamente da propriedade P4 da
funcdo gama (consulte a tabela 11). Substituindo as equacao (B179) em (B178) e isolando Lj,(x),

obtém-se

n'

. x ™ exp(x) n' d*exp(—x)d"Fxm
L.(x)= , . B180
o)== kZ; KHi—k) d dxt (B150)

De acordo com a regra de Leibnitz — equag@o (B65) — identificamos o somatério em (B180)

n'+a

como a derivada de ordem n’ do produto de fungdes exp(—x)x"**, o que leva diretamente a

férmula de Rodrigues para os polindmios generalizados de Laguerre:
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L (x)= x“explx) d [exp(= x)x"*]. (B181)

n'l dx

A equacdo (B181) fornece um meio muito eficiente para a obtencdo dos polindmios
generalizados de Laguerre, especialmente se o seu grau n’ for elevado. As funcdes obtidas,
obviamente, sdo idénticas aquelas obtidas diretamente de (B177), algumas das quais estdo
apresentadas na tabela 12.

Para completar o assunto e finalizar esta subse¢do, vamos encontrar a equagao diferencial

para as fungdes L’ (x). Iniciamos com a mudanca de varidvel 2ur = x na equacdo diferencial

paraf,
2
r@+(2s—2yr)ﬁ+(/1—2sy)f=o. (B138)
dr dr
Como f(r)=L(2ur)= L(x), temos:
a _,,49L
dr dx
) , - (B182)
T = up Lt

dr? dx?

Substituindo as equacdes (B182) em (B138) e realizando a identificacdo 2ur = x, obtém-se:

d’L
dx* dx

X +(2s—x)£+(i—st:0. (B183)

2u
De acordo respectivamente com (B151) e (B168), temos que A/2u=n'+s e 2s=a+1, 0 que
permite rescrever (B183) como

d’L

dL
+(a+1-x)=—=+n'L=0. B183’
o (a x)dx n ( )

X

A equacgdo (B183’) é a equacao generalizada (ou associada) de Laguerre de grau n’ e ordem a,
e suas solugdes sdo os polindmios generalizados de Laguerre. Se a = 0, a (B183) é chamada de

equacdo (ordindria) de Laguerre e suas solucdes s@o os polindmios de Laguerre, Ln,(x).
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B-3-4 Normaliza¢do dos Fatores Radiais

Partimos agora para a normalizacdo dos fatores radiais. Para isso, precisaremos das

seguintes integrais envolvendo as fun¢des de Laguerre, obtidas de tabelas de integracao:

Tx““ exp(=x)|L2.(x)f dx = 2n+a + 1)F(”'+—":+1) (B184)
0 n.
ifx" exp(— x)[Lfl. (x)]2 dx = F(n'—i_—'cj—i_l) (B185)
0 n.

E 1itil resumir os resultados obtidos até agora para as fungdes radiais para facilitar a obtencdo dos

fatores de normalizacdo. De acordo com a definicdo rR(r)=u(r), a expressio (B135) para u(r) e

a expressdo (B176) para f(r), temos para os fatores radiais:

R(r)=N ulr) =N r*exp(-pr)f(r) = Nr*™" exp(— ur)Le. (2ur) (B186)
r r

onde N é um fator de normalizacdo a ser determinado. Na tabela 13 sdo reunidas as defini¢des
dos parametros y, s, a, 0; € n’, as relagdes entre eles e as expressoes das energias ndo relativistica

e relativistica.

a) Normalizacao nao relativistica

No caso nao relativistico, como vimos na se¢do 2.1, a densidade de probabilidade para um

estado estaciondrio é dada por

p(r)=[R(r)I". (B187)

A integral de normalizagdo a ser obtida, nesse caso € dada por

oo

[[RG)F r2ar=1. (B188)

0
Substituindo a equag@o (B186) na integral (B188) e identificando 2s =a +1, obtém-se apds um
pouco de algebra,

N e expe 2l a1, ®15)

0
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Tabela 13 — Defini¢des dos parametros u, s, a € n’ e energias nos casos nao relativistico e

relativistico.

Parametro Expressao nao relativistica (o = 0) Expressao relativistica (o = 1/137,04)

2mlE | m?c* —E?
'Ll hZ hZCZ
2
s I+1 l+ (1+1J -Za?
2 2

a=2s-1 21+1 21+1-29,
2
S, 0 1= 141 22
2 2
n' n—1I1-1 n—I[-1
) 5 2 9 -1/2
Energia E'=—mczz 0; E=mc*| 1+ zo >
2n (n—2,)

Fonte: autoria prépria, 2017.

Ap6s a identificacdo r = x/2u, a equagao (B189) fornece:

N [ expl- )z () dx=1. (B190)
(24)" 5
A integral em (B190) é dada por (B184) e, assim, temos
N prasEer) (BI91)
(2,U )a n'l

Substituindo agora a=2[+1 e n'=n—I[—1 em (B191), e usando que I'(n+1+1)=(n+1),

obtém-se diretamente de (B191) o fator de normalizac¢do ndo relativistico:
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N= {(22‘;)3 (”(; Jlr ;)ﬂ (2u) . (B192)

Falta agora encontrar a expressdo do parametro x nao relativistico. Da segunda coluna da

tabela 13, temos que

2m|E | m*c’a* Z* V4
= = — =, B193
# \/ n’ \/ n* n’ ayn ( )

onde utilizamos a definicdo do raio de Bohr, ay, dado nas equagdes (A6) e (Al14) (consulte o
apéndice A para detalhes). Assim, fazendo s=[+1, a=2[+1 e n'=n—1[1—1 e substituindo o
fator de normalizacdo encontrado na equagdo (B186), a forma final da do fator radial ndo

relativistico fica sendo dada por

R 0)=| GO o el iz o

(B194)
H=—

a,n
com L**' (x) dado pela férmula de Rodrigues (B181).

b) Normalizacio relativistica

Para a normalizacdo do fator radial relativistico, conforme visto na secdo 2.1, precisamos
considerar que para um estado estaciondrio a densidade de probabilidade é dada por
E+Ze*/dme, r
plr)=[R(r)f —/ (B195)
mc
Nesse caso, a integral de normalizagdo a ser obtida fica sendo

2

o 2
[[RG)F E4ZEARET 0y, (B196)
0 mc

ou, em termos da constante de estrutura fina,

T[R(r)]z( E2 + hazjﬁdr =1. (B196)

0 mc mcr




131

Substituindo a equag@o (B186) na integral (B196°) e identificando novamente 2s=a+1 e r =

x/2u, obtém-se, apos algumas manipulacdes algébricas,

N{ E2 11”2 Tx‘”l exp(— x)[Lj;. (x)]2 dx + haz Z/sz Tx” exp(— x)[L‘;, (x)]2 dx} =1. (B197)
mc (2/1) 0 mc (ZIU) 0

A equacgdo (B197) poderia ser expressa de diversas outras formas. No entanto, consideramos que

a maneira como a escrevemos € a mais conveniente para nossos propdsitos. As integrais em
(B197) sao dadas por (B184) e (B185), o que nos leva a
' 2 I'n'+a+1
N2 E2 1 _ (zn,+a+1)f‘(n+a+l)+haZ ,u” (n'+a+1) 1
mc® (2u)° n'! me (2u)° n'!

(B198)

Substituindo a=2/+1-28,, n'=n—I[—-1 e, apenas no ultimo termo entre colchetes,

g =m*c* — E*[h*c* em (B198), obtém-se:

v | 1 r(n+1+1—25,)2[ E (1-8)+az 1_( E j ]:1. (B199)

uy"™ eu) (a—1-1) : ;

mc mc

X
Podemos simplificar bastante o fator identificado por X em (B199). Para isso, tomamos a
expressdo da a energia relativistica E dada na terceira coluna da tabela 13 e substituimos na

defini¢do de X:

X = (-8)raz I =

(B200)
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Retornando com o resultado (B200) para X em (B199), obtemos
1 1 Cn+I+1-28)) mc?

2(”_51)

Qu)" (u)  (-1-1) E

Finalmente, isolando N em (B201), encontramos para o fator de normalizagao relativistico:

vo | E { Quy  (n-1-1)
me* | 2(n—-6)T(n+1+1-26)

N2

=1. (B201)

1/2

(u)™. (B202)

Pela comparagdo entre o fator de normalizacdo relativistico — equag¢do (B202) — com a sua
contrapartida ndo relativistica — equacdo (B192) — verifica-se que a o primeiro pode ser obtido

facilmente do segundo pelas seguintes “modificacdes relativisticas”:

N — \JE/mc*N
n—n-9, . (B203)
l—>1-9,

Resta-nos encontrar a expressdo do parametro u relativistico. Da terceira coluna da tabela 13,

temos que

H

mict —m?c*i+ z'a*/(n-8,) mc
= 22 —=— |- 2 2 2
hc h 1+2%a*/(n-6,)
Z
ao\/(n—5,)2+Z20(2

(B204)

onde utilizamos novamente a defini¢do do raio de Bohr, ay, dado nas equacdes (A6) e (Al4).
Assim, com os parametros s, a relativisticos dados na tabela 13, fazendo n'=n-1[-1le
substituindo o fator de normalizagdo encontrado em (B186), a forma final do fator radial

relativistico fica sendo dada por
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E { Qu)  (n—-1-1)
ap

1/2
2ur) 0 _ )20 (o
(n—5,)F(n+l+1—251)} (2ur)™ expl=ur)L2t 3 (2ur)

B205
e 7 ( )
ao\/(n—5, ) +7%a’
-1/2
E _|, Al
mc” (” -4, )2
com Lfl(_’,__‘i’ )“(Z,Ur) dado novamente pela féormula de Rodrigues (B181). Comparando a solugdo

final relativistica (2.229) com a solu¢do ndo relativistica (B194), inferimos que a segunda pode

ser obtida formalmente a partir da primeira simplesmente tomando & =0, o que garante que

5, =0¢e E/mc* =1.

B-4  As Funcgbes de Onda Hidrogenoéides

Na tabela 14 sdo apresentados os fatores radiais R, (r) ndo relativisticos dos orbitais
pertencentes aos subniveis ls, 2s e 2p — obtidos das equacdes (B194) — bem como as funcoes de
distribuicio radiais (RDFs, radial distribution functions) D, (r) correspondentes, as quais sdo
definidas como segue [23]. Num estado quantico caracterizado por determinado par de valores
(n,l), a probabilidade (obviamente infinitesimal) P, (r,r+dr) de encontrar o elétron num
intervalo de distancia ao nucleo entre r e r+dr € dada, segundo a definicdo de densidade de
probabilidade, por

B, (r.r+dr)=[R, ()} r*dr, (B206)
onde o fator 7 decorre da expressio do elemento de volume dv em coordenadas esféricas. A

funcdo de distribui¢do radial de probabilidades é definida como

D, (r)=[R,(r)} r*, (B207)
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e corresponde a probabilidade por unidade de distancia radial. A integragdo de D, (r) entre duas

distancias, digamos, r = a e r = b (a < b), fornece a probabilidade de encontrar o elétron entre
essas duas distancias, P, (a,b). Ou seja,

b
P, (a,b)=[[R, () rar. (B208)

a

Tabela 14 — Fatores radiais dos orbitais hidrogendides ndo relativisticos e correspondentes

RDF’s dos dois primeiros niveis de energia.

n 1 Subnivel R, (r) D, (r)

3

3 1/2 4Z
1 0 1s (4Z j exp(—2Zr/a,) —r”exp(-2Zr/a,)

a

Z’; 1/2 Z )
i r 3
2 0 28 (&l_?j (2 _a_oj exp(~2r/2a,) Z—(Z - 2) rrexp(—Zri/a,)

3
8a, a,

5

r*exp(-Zr/a,)

ZS 1/2
1 2p ( J rexp(— Zr/2a0)

244] 24a,

Fonte: autoria prépria, 2017.

Os orbitais atbmicos nao relativisticos completos dos primeiros dois niveis de energia,
incluindo os fatores angulares, sdo apresentados na tabela 15. Essas fun¢des sdo importantes
mesmo no tratamento relativistico do dtomo de hidrogénio, pois permitem a obtencdo das
correcdes relativisticas para a energia empregando teoria de perturbacdo, como mostrado na
secdo 3.6 deste trabalho.

Uma discussdo dos efeitos fisicos relacionados diretamente a forma dos orbitais atdmicos
ndo faz parte dos objetivos deste trabalho e pode ser encontrada na literatura [21,23]. Também
ndo temos aqui o objetivo de realizar uma discussdo detalhada dos orbitais relativisticos [18].
Vale mencionar, no entanto, que para nimeros atomicos suficientemente grandes, as funcgdes
relativisticas de Klein-Gordon (B205) se apresentam contraidas em relagdo as andlogas nao
relativisticas (B194). Esse efeito de ‘“contragdo relativistica” tem maior impacto sobre as

propriedades de dtomos pesados da tabela periddica, como a estabilizacdo de certos estados de
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oxidacdo, por exemplo®®. A racionalizacio semi-cldssica desse efeito de contracdo é
relativamente simples. Lembramos primeiro que, numa trajetdria circular de Bohr (consulte o
apéndice A), a distancia entre o elétron e o nucleo r e a razao entre velocidade orbital do elétron v

e a velocidade da luz ¢ sdo dadas, respectivamente, por:

dre,h’ n’
r=— (B209)
me- Z
e
Y_gl (B210)
C n

Fagcamos a seguinte modificacao relativistica na massa do elétron, m:

m— m(v) = ——— (B211)

1= ()
onde m(v) é a chamada “massa relativistica” do elétron. Substituindo a equacdo (B211) em

(B209), e levando em consideracdo a relagdao (B210), encontramos para r

4re h* n :
= dmh” 1{@) , (B212)
me- Z n
ou, utilizando a defini¢do (A6) para o raio de Bohr (ay),
2 2
r=a, 1—(2J . (B213)
Z n

O raio relativistico dado por (B213) é claramente menor que o raio ndo relativistico dado por
(B209), justificando a contragdo mencionada. Observa-se ainda que quanto maior for o nimero
atdmico, maior deve ser este efeito. Isso se justifica, pois quanto maior for o valor de Z, maior
serd a aceleracdo centripeta do elétron e maior serd a sua velocidade orbital. Ou seja, para valores
de Z grandes o elétron necessariamente entra num regime de velocidades em que os efeitos

relativisticos se tornam importantes.

% 0 mesmo efeito também & observado nas solugdes da equagdo de Dirac [18].
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Tabela 15 — Orbitais hidrogendides nao relativisticos dos dois primeiros niveis de energia.

m I m Orbital i GRR )
3 1/2
1 0 0 Is 3 j exp(~Zr/a,)
0
Z3 172 Z
2 0 0 28 . -2 exp(—2Zr/ 2a, )
327, a,
ZS 1/2
1 0 2p, oy rexp(-Zr/2a,)cos @
m()
ZS 172
+1 2p, oy~ rexp(~ Zr/2ay )sin O cos ¢
MO
ZS 1/2
*1 2p, o rexp(— Zr/2ay)sin @sin ¢
ﬂ-a()

Fonte: autoria prépria, 2017.
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