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RESUMO

Cografos representam uma classe de grafos que pode ser definida e ca-
racterizada de diversas maneiras. A estrutura de relacionamento entre seus vértices,
permite que um cografo possa ser construido de forma recursiva a partir de um
unico vértice. Neste trabalho estudamos algumas caracterizagoes classicas de co-
grafos, dentre as quais abordamos: livre de P, formas recursivas utilizando unido,
complemento e juncao, diametro de todo subgrafo induzido < 2, vértices irmaos,
propriedade C K (clique — Kernel), e formas recusivas utilizando duplicagao e codu-
plicagao de vértices. A principal contribuicao foi relacionar algumas das diferentes
formas de caracterizacoes de um cografo com a definicao de grafo complementar

redutivel.

Apresentamos algumas formas de representar cografos, que podem ser
encontradas em diversos trabalhos, como forma normalizada, coarvore e matriz de
adjacéncia. Estudamos um algoritmo que auxilia na localizacao de autovalores em
cografos, como contribuicao apresentamos os detalhes tebricos sobre seu funciona-
mento através da Lei na Inércia de Sylvester, e da obtencao de matrizes congruentes
a matriz A+ xl, onde A é a matriz de adjacéncia de um cografo, x é um nimero real
e I é a matriz identidade de mesma ordem de A. Com este algoritmo, estudamos
alguns resultados classicos sobre o espectro de um cografo, que sao: a multiplicidade
dos autovalores —1 e 0, e que um cografo ndo possui autovalores no intervalo (—1,0).
Além disso, apresentaremos algumas aplicacoes para obter familias de cografos com

a mesma energia de grafos completos K.



ABSTRACT

Cographs are a class of graphs that can be defined and characterized in
several ways. The structure given in terms of vertices enable a cograph to be built by
recursive form from a single vertice. In this work, we study some classical characteri-
zations of cographs, among which: Pj - free, recursive form with union, complement
and join, diameter of all induced subgraph connected < 2, siblings vertices, property
CK (cliqgue — Kernel), and recursive form by duplication and coduplication of verti-
ces. As main contribution, we establish a relationship between some characterizations

of cographs, which is a complement reducible graph.

We also show some ways to make a mathematical representation that
can be found in various works, as normalized form, cotree and adjacency matrix. We
study an algorithm that can help us to find eigenvalues in cographs, as an additional
contribution we provide the theoretical details about its operation through the Syl-
vester Law of Inertia and how to get congruent matrices from A+ xI, where A is the
adjacency matrix of a cograph, z is a real number and [ is a identity matrix with the
same order of A. Using the algorithm, we study some classical results about spectral
set of a cograph, as the multiplicity of eigenvalues —1 and 0, and the statement of
no cographs have eigenvalues in (—1,0). In addition, we show some applications to

find cograph families with the same energy of complete graphs K.
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1 INTRODUCAO

O trabalho escrito por Leonhard Euler sobre as sete pontes de Konigs-
berg é reconhecido como o primeiro trabalho sobre a Teoria dos Grafos. Em agosto
de 1735, Euler apresentou o trabalho chamado “A solugao de um problema relacio-
nado com geometria de posicao"para a Academia de Ciéncias de Sao Petersburgo,
Rissia, provando que nao existe um caminho continuo que cruza cada uma das sete

pontes exatamente uma vez.

Em 1736, Euler comunicou sua solucao a varios outros matematicos, ex-
pondo sua visao sobre a natureza do problema e sobre geometria de posicao. Neste
mesmo ano, o trabalho foi enviado para o Commentarii Academii Scientiarum Im-
perialis Petropolitanae, que foi o primeiro periédico publicado pela academia de Sao

Petersburgo.

Euler nao desenhou um Grafo para resolver o problema, mas ele refor-
mulou o problema como uma tentativa de encontrar uma sequéncia de letras A,B,C
e D (ilhas), onde cada par AB e AC sao adjacentes duas vezes (0 que corresponde a
duas pontes existentes entre A e B e entre A e C), e AD, BD e CD sdo adjacentes

somente uma vez. Mais detalhes estdo em [18].

A Figura 1.1 abaixo nos mostra a disposicao do problema.



Figura 1.1: Pontes de Konigsberg

Euler, através de um argumento de contagem, mostrou que nao existe
tal sequéncia, e assim o problema das sete pontes de Konigsberg nao possui solugao.
Em discussoes mais gerais a respeito do problema, Euler observou que a soma do
numero de pontes que estava presente em cada ilha era igual a duas vezes o niimero
de pontes, ou seja, que a soma dos graus dos vértices de um grafo é igual a duas
vezes o numero de arestas. Além de observar a relacao entre vértices e arestas, Euler

concluiu que:

a) Se existirem mais do que duas ilhas que contenham um nimero impar

de pontes, entao o problema é impossivel de ser resolvido.

b) Se o numero de pontes for impar em exatamente duas ilhas, entdo o

problema é possivel de ser resolvido se iniciarmos numa destas duas ilhas.

¢) Se nao existirem ilhas que contenham um nimero impar de pontes,

entao o problema é possivel iniciando em qualquer ilha.



A conexao entre o problema das pontes de Koénigsberg e um diagrama
de representacao (diagram tracing puzzles) de grafos foi estabelecida por W.W. Rose
Ball em 1892, no trabalho “Mathematical Recreations and Problems", para mais

informagoes ver [18].

A Figura 1.2 abaixo é a representacao utilizada por Rouse Ball para o

problema das sete pontes.

Figura 1.2: Grafo que representa as pontes de Konigsberg

Ao longo do tempo muitas pessoas auxiliaram no desenvolvimento da
Teoria dos Grafos, com destaque a William Rowan Hamilton que influenciou a teo-
ria com um problema que se assemelha ao de Euler, que é o de encontrar um ciclo
que passa uma unica vez em cada vértice de um grafo, estes grafos que admitem
tais ciclos sao chamados de grafos hamiltonianos. Além de Hamilton, Gustav Kir-
chhoff trabalhou na Teoria dos Grafos aplicada no célculo da corrente elétrica em
malhas, e Arthur Cayley trabalhou em problemas envolvendo moléculas quimicas.

Mais informagoes e detalhes sobre estes trabalhos podem ser encontrados em [18].



Esta dissertacao trata de uma estrutura que compreende uma classe
de grafos, chamados de cografos, que foi descoberta de forma independente por
diversos autores desde os anos de 1960. Entre estes autores estdo Kelmans (1965 e

1966), Lerchs (1971), Seinsche (1974), Summer (1974) e Jung (1978).

Os trabalhos de Kelmans, sob o titulo: “The number of Trees in a Graph
I"e “The number of Trees in a Graph II", abordam métodos de decomposicao de
grafos em grafos elementares. Ja o trabalho de H. Lerchs [17], do inicio dos anos 70,
sob o titulo “On cliques and Kernels", aborda propriedades estruturais e algoritmicas

de cografos e faz uma enumeracao da classe.

Antes do nome cografo se tornar popular, esta classe de grafos era cha-
mada de D*-graphs |6, 15|, Hereditary Dacey graphs [12]|, Parity graphs [20], entre
outros nomes, tendo o nome cografo popularizado em trabalhos do final da década de
70. Um dos primeiros trabalhos onde aparece o nome cografo ¢ a dissertacao de mes-
trado de Lorna Stewart, sob o titulo “Cographs: A class of tree representable graphs",
apresentada na Universidade de Toronto em 1978. Durante o desenvolvimento desta
dissertacao, fizemos um contato com a professora Lorna Stewart para obter infor-
macoes historicas sobre cografos, onde obtivemos resposta ao que foi questionado.
Questionamos sobre quem sugeriu o nome cografo e por qual razao este nome, e a
professora Lorna nos respondeu que acredita que a sugestao do nome foi feita por
Lerchs, e que cografos é uma maneira reduzida de dizer grafo complementar redutivel

(complement reducible graph).

Esta classe de grafos, no caso cografos, possui uma estrutura de decom-
posicao simples, envolvendo operagoes de uniao disjuntas e complementos (que pode

ser substituido pela operagao de juncdo), e sao representadas unicamente através de



uma arvore (coarvore). Além disso, por causa desta estrutura recursiva, um cografo
pode ser reduzido a um tnico vértice, tomando o complemento de todos os seus sub-
grafos induzidos conexos. Em muitos trabalhos, cografos sao conhecidos por serem

livres de Py, isto ¢, nao possuem subgrafo induzido isomorfo a P;.

Além do mais, cografos sao muito pesquisados pois, devido as suas pro-
priedades estruturais e formas de construcao, problemas dificeis da teoria de grafos
podem ser resolvidos mais facilmente a partir do uso desta classe. Alguns destes
problemas incluem nimero cromético, determinacao de cliques, isomorfismos e mui-
tos outros, alguns exemplos podem ser vistos em [8, 23, 24|. Utilizando cografos,
algoritmos mais simples e rapidos podem ser desenvolvidos, especialmente quando
é empregado sua representagao via coarvore [5, 26]. Nesta dissertacdo abordaremos
um destes algoritmos chamado de Diagonalize, que auxilia na localizacao de auto-
valores associados a um cografo. Quando mencionamos localizagao, nos referimos a

determinar intervalos onde possamos encontrar os autovalores associados a matriz

de adjacéncia de um cografo.

Atualmente, diversos trabalhos visam obter informagoes sobre o espec-
tro de cografos, pesquisando equivaléncias de energia entre cografos particularmente
construidos, com a energia de grafos completos K, alguns destes trabalhos sdo [5, 19].
Lembramos também que, casos especiais de cografos incluem, grafos completos, gra-
fos bipartidos completos e grafos threshold, onde alguns exemplos podem ser encon-

trados em [5, 10].

A escolha de cografos deve-se ao fato que ainda h& muito o que pesqui-
sar sobre esta classe, abordando problemas que envolvem maneiras de caracterizar

cografos e problemas sobre localizacao ou determinagao do espectro. Nesta disserta-



¢ao, apresentaremos algumas caracterizagoes classicas de cografos e algumas formas
de representacao, unindo pontos importantes de diversos trabalhos desde a década
de 70 até os dias de hoje. Escolhemos algumas caracteriza¢oes para que possamos
compreender a estrutura de formacao de um cografo e relacionamento de seus vérti-
ces, e com isto auxiliar na obtencao de informacoes sobre o espectro. Mostraremos
as equivaléncias entre as caracterizacoes escolhidas, algo que poucos trabalhos fize-
ram até entdo. Além disso, detalharemos o algoritmo Diagonalize e vamos tratar de

alguns resultados classicos sobre o espectro de cografos.

Ao longo dos tltimos anos, diversos trabalhos de grafos tem se preocu-
pado em obter informacgoes sobre o espectro, pois é de suma importancia o conhe-
cimento dos autovalores para aplicagoes em diferentes areas do conhecimento, onde
podemos citar como exemplo a teoria quantica, que estuda autovalores para estabele-
cer propriedades dos elétrons, atomos e moléculas dentro de um estado estacionéario.
Para mais informagoes, ver [22] paginas 56 e 57. A seguir relataremos o que sera

feito em cada capitulo desta dissertacao.

No Capitulo 2, iniciaremos com algumas defini¢oes da Teoria dos Grafos
[22, 29|, e apOs passaremos a algumas caracterizagoes de cografos. Na sequéncia
deste trabalho, com base na definicdo de cografo dada por V. Lozin [29] de grafo
complementar redutivel, caracterizaremos que um cografo é livre de P,, resultado
que é citado em |2, 7, 21, 24, 28|. A partir disto, caracterizaremos um cografo em
formas recursivas com complementos, unido e juncdo [9, 30|, através do diametro
< 2, onde todo subgrafo induzido conexo possui esta propriedade [2], através do
relacionamento de seus vértices (vértices irmaos) [3, 12|, da propriedade CK |2, 8, 23|

e da forma recursiva dada por duplicacdo e coduplicacido de vértices [1]. Por fim,



serao relacionadas outras formas de caracterizacao que podem ser encontradas em

diversos trabalhos sobre cografos |2, 5, 16, 21].

No Capitulo 3, apresentaremos algumas formas de representacao de co-
grafos, primeiramente pela forma normalizada |2, 5|, que utiliza operages de unido,
juncao e complementaridade de grafos. Posteriormente abordaremos a representagao

através da coarvore |5, 26, 30|, pela matriz de adjacéncia |13, 14] e seu posto.

Na continuacao do trabalho, no Capitulo 4, faremos um estudo sobre
o algoritmo de localizacao de autovalores em cografos chamado Diagonalize, que
utiliza relacoes de equivaléncia entre linhas e colunas da matriz A + zI, onde A é a
matriz de adjacéncia de um cografo, x um ntimero real e / ¢ a matriz identidade de
mesma ordem da matriz de adjacéncia. Este algoritmo garante que a matriz A+x1 é
congruente a uma matriz D diagonal, e o sinal das entradas da diagonal desta matriz
darao informagoes sobre os autovalores do cografo, ou seja, nimero de autovalores

maiores do que —z, menores do que —z e de multiplicidade —z, detalhes em [5, 18].

No Capitulo 5, apresentaremos alguns resultados sobre o espectro de um
cografo, como multiplicidade dos autovalores —1 e 0, a nao existéncia de autovalores
no intervalo (—1,0), utilizando o algoritmo Diagonalize. Estes resultados sao classi-
cos em cografos e ja foram investigados em muitos trabalhos [1, 5, 10, 11, 25, 26, 27].
Ainda no capitulo 5, exploraremos algumas aplicaces do algoritmo Diagonalize para
encontrar familias de cografos equienergéticas a grafos completos K,,, faremos isto

com dois exemplos que estao apresentados em [5, 19).



2 ALGUMAS CARACTERIZACOES DE
COGRAFOS

2.1 Introducao

Neste capitulo vamos tratar de uma classe de grafos denominada com-
plementar redutivel, ou simplesmente cografo. Abordaremos algumas caracterizagoes

que podem ser associadas a esta classe.

Dentre as caracterizagoes que serao apresentadas temos: livre de Py, for-
mas recursivas usando complementaridade e operacoes de uniao e juncao, didmetro
de qualquer subgrafo induzido conexo < 2, relacionamento entre vértices (os quais po-
dem ser chamados irmaos duplicados ou coduplicados), propriedade CK (clique
e kernel) e forma recursiva com duplicagao e coduplicacao de vértices. Aprofundare-
mos o estudo nas caracterizacoes que visam fornecer informacoes sobre propriedades
estruturais e a construgdo de um cografo, bem como o relacionamento entre seus

vértices.

Por fim, sera feita uma breve apresentacao de outras caracterizagoes que
podem ser associadas a cografos, tais como: grafo com largura de clique < 2, grafo de
comparabilidade, grafo bem colorido hereditariamente, e outras mais. A Figura 2.1
nos auxilia a entender de que forma as caracterizagoes se relacionam com a defini¢ao
de cografo apresentada no decorrer deste capitulo. Associado a cada seta, indicamos

o Teorema ou Lema que implica a caracterizacao correspondente.



Cografo

Comple mentar

redutivel Z216e2.19

Didmetro
<2

Recursiva: operacdes

comple mento, unido

& juncao.

Livre de P4

Recursiva:

Propriedade 3.8

CK

duplicacdo e

coduplicacao

W

Coarvore

FPar de irmaos

Figura 2.1: Relacionamento das caracterizacoes

2.2 Preliminares

Antes de iniciarmos as caracterizacoes, que sao o tema deste capitulo,
apresentaremos algumas defini¢oes gerais da teoria de grafos, as quais serao neces-
sarias no decorrer do trabalho. Estas definicdes podem ser consultada em [22, 29|, o
leitor familiarizado pode ir diretamente para a Secao 2.3, onde comecamos as carac-

terizacoes.
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Defini¢ao 2.1 (Grafo). Um grafo ¢ uma estrutura G = G(V, E), constituida por
um conjunto finito e nao vazio V', cujos elementos sao chamados vértices , e um con-
junto E de subconjuntos dois a dois de elementos de V', chamados arestas. O nimero

de vértices e o numero de arestas de G € indicado por |V| e por |E| respectivamente.

Vértices ligados por arestas sao chamados vértices adjacentes, e se

v;,v; €V e e, ={v;,v;} € E, dizemos que a aresta e, incide em v; e v;.

Exemplo 2.2. No exemplo abaizo Figura 2.2, temos um grafo G com |V| = 5
sendo 0s vértices vy, ve,v3,04 € U5 € com |E| = 4, sendo as arestas ey = {vy, v},

es = {vq, 03}, e3 = {vs, 04} e eg = {vg,v1}.

U1

V2 Uy

Figura 2.2: Grafo G

Neste trabalho consideraremos grafos simples, denominados apenas
de grafos, isto é, grafos sem lagos (arestas ligando um vértice a ele mesmo), sem
arestas miultiplas (mais de uma aresta incidindo num mesmo par de vértices) e sem
orientacao, ou seja, nao ha necessidade de definir se a aresta que liga dois vértices

quaisquer v; e v; tem o sentido de v; para v;, ou de v; para v;.

Defini¢ao 2.3 (Subgrafo e Subgrafo Induzido). Sejo G = G(V, E) um grafo.
Quando G' = G'(V', E") € um grafo satisfazendo V' CV e E' C E, dizemos que G’
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¢ um subgrafo de G, consequentemente G' C G. Quando G' = G'(V', E') é um grafo
satisfazendo G' C G, € tal que dois vértices sao adjacentes em G', se e somente se

eles sao adjacentes em G, dizemos que G’ é um subgrafo induzido de G.

Na Figura 2.3, temos o grafo GG, com seu conjunto de vértices vy, vq, U3, V4, Us,
e também o subgrafo G’ e o subgrafo induzido G”, ambos obtidos de (G, a partir dos
vértices vy, v9,v3 € vg. Observe que escolhemos os mesmos vértices para obter um
subgrafo G, porém no caso do subgrafo induzido G” as adjacéncias existentes nestes

vértices em (G, devem ser mantidas.
U1 Uy U1 oy U1 V4
G G/ G//

Figura 2.3: Grafo G, subgrafo G’ e subgrafo induzido G”

Vamos apresentar as definicoes de cadeias e caminhos em um grafo.

Definigao 2.4 (Cadeia). Uma sequencia finita vy, vy, ...., vy de vértices de um grafo
G(V,E) € dita uma cadeia de vy a vy, quando {v;,v;11} € E para 1 < i < k — 1.
Uma cadeia pode ser aberta ou fechada, ela é aberta quando vy # vy, e é fechada

quando vy = V.

Definigao 2.5 (Caminho). Um caminho é uma cadeia em que todos os vértices
(exceto possivelmente o primeiro e o ultimo) sao distintos, e o seu comprimento € o

numero de arestas que estao presentes no mesmo.
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Quando todos os vértices forem distintos, chamaremos apenas de ca-
minho, e quando primeiro e o Gltimo vértice forem iguais chamaremos de ciclo. O
caminho e o ciclo com n vértices sao denotados por P, e C,, respectivamente. Assim,

Py ¢ um caminho com 4 vértices, e C3 é um ciclo com 3 vértices.

(o U2

us
51

P4 C?)

Figura 2.4: P, e Cs.

Defini¢ao 2.6 (Grafo conexo e desconexo). Um grafo é conexo, quando existe

um caminho ligando quaisquer dois vértices. Caso contrdrio, o grafo ¢ denominado

desconexo.

A Figura 2.5 seguinte mostra um grafo GGy conexo e um grafo Gy desco-

nexo.

U3 Uy U2 Uy

U1 V2 U us

Gl GQ

Figura 2.5: Grafo conexo GGy e grafo desconexo G

Definigao 2.7 (Arvore). Uma drvore é um grafo conexo e sem ciclos.
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Observe que na Figura 2.6 abaixo, quaisquer dois vértices escolhidos

estao conectados por um caminho, e este caminho nao é fechado.
UsI :U4
U1 )
Figura 2.6: Arvore

O algoritmo que sera estudado no decorrer deste trabalho é executado

através da arvore que representa um cografo, chamada de coarvore.

Defini¢ido 2.8 (Grafo complementar). Um grafo complementar é o grafo G =

G(V,E) obtido de G = G(V, E) de tal forma que V =V e {v;,v;} € E se, e somente

se, {vi,v;} ¢ E.
U3 V4 U3<U4
0 MW 1@ Vg

Figura 2.7: Um grafo e seu complementar

Sejam G1(Vi, E1) e Go(Va, Ey) grafos, tais que V3 N Va = (), a operagao
de uniao G; UG5 é aquela cujo conjunto de vértices é V3 U V5 e o conjunto de arestas
é F1UE,. Este grafo é também chamado de soma de G e G5, denotado por G + Gbs.
Além da operagao de uniao, podemos ter o produto completo ou juncao G; ® G que
é obtido de G; UG, unindo-se cada vértice de G; a todos os vértices de (Go. Observe
que G ® Gy = G U Gy, os detalhes deste tltimo resultado serdo fornecidos na secao

que tratara das formas recursivas com complementos e operagoes de uniao e juncao.
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Observacgao 2.9. Neste trabalho adotaremos o simbolo ® para expressar a opera¢ao
de juncao, em outros trabalhos, a mesma pode ser vista através do simbolo V. E

também utilizaremos U ou @ para expressar a uniao disjunta de dois grafos.

Exemplo 2.10. Vamos aplicar as operacoes de unido e juncdao nos grafos G e Go

abaixo:

U1
U@
V2 V4
U220 :
3
Gy Go

Figura 2.8: Grafos Gy e Gs.

Seja G = G'1 U Gy, entao o grafo G é a propria representacao da Figura
2.8. E seja G' = G; ® Ga, entao o grafo G’ esta representado na Figura 2.9, onde

podemos verificar que os vértices de (G; foram conectados aos vértices de Gs.

U1

Uy

(o

Uz

G/

Figura 2.9: Grafo G' = G; ® Gs.
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Neste trabalho, utilizaremos a defini¢do dada por V. Lozin [29, pagina
15], de grafo complementar redutivel para definir um cografo, assim sempre que for

mencionado cografo, entenda-se grafo complementar redutivel, e vice versa.

Definigdo 2.11 (Cografo). Um grafo G é complementar redutivel (cografo), se
todo subgrafo induzido de G, com pelo menos dois vértices, ou € desconexo, ou € o

complemento de um grafo desconezo.

Exemplo 2.12. Utilizaremos o grafo da Figura 2.2 para verificar que atende a De-
fini¢io 2.11, ou seja, é um grafo complementar redutivel (cografo). Basta perceber
que quaisquer vértices vi, V9, V3, Uy 0u vs escolhidos, temos que o subgrafo induzido,
ou € desconexo, ou € o complemento de um grafo desconexo. Escolhendo vi,vs € vs,
temos um subgrafo induzido desconexo. FE escolhendo os vértices vy,vy € vy temos

um subgrafo induzido conexo e seu complementar é desconezo.

A Figura 2.10 abaixo mostra o subgrafo induzido desconexo H; formado
por vy, vy e vs, 0 subgrafo induzido conexo H, formado por vy,ve e vy e Hy = Hy

desconexo, que é o grafo complementar de Hs.

U1 U1 U1
/ ./\ .
(% oUs V2 Ve—e
Uy Uy
H, H, Hj

Figura 2.10: Subgrafos induzidos H; e Hs, ¢ H3 = H,.

A partir de agora passaremos a apresentar algumas formas de caracte-

rizar um cografo.



16

2.3 Caracterizacao livre de P,

Nesta segao vamos mostrar que um grafo GG é um cografo se, e somente
se, ¢ livre de P,. Esta é uma das caracterizagoes que aparece em diversos trabalhos,
como [21, 24, 28, 29|, e isto quer dizer que num cografo ndo podemos ter um subgrafo

induzido isomorfo a um caminho P,. Abaixo a definicdo de grafos isomorfos.

Definigao 2.13 (Grafos isomorfos). Dois grafos G e Gy sao isomorfos, quando
existe uma bijecao entre o conjunto de seus vértices, de modo que as adjacéncias sao

preservadas.

Analisando o grafo gerado na Figura 2.9, podemos observar que para
quaisquer conjuntos de vértices escolhidos, o subgrafo induzido gerado nao forma um
caminho isomorfo a P,. O Teorema seguinte é o principal resultado desta caracteri-
zagdo, e sua demonstracao pode ser encontrada em [29], e para isto utilizaremos a

Definicao 2.11.

Teorema 2.14. Um grafo G é um cografo se, e somente se, € livre de Py.

Demonstracao. Para a implicacao de ida, recorremos ao fato que, uma vez que nem
Py e nem seu complemento sao desconexos, pela Definicao 2.11, temos que todo

cografo é livre de Pj.

Para a implicacao da volta, seja G um grafo livre de P;, mostraremos
por inducao em n = |V (G)| > 2, que ou G é desconexo, ou G é o complemento de um
grafo desconexo. Utilizando a base de inducao n = 2, claramente GG ou é desconexo,
ou é o complemento de um grafo desconexo. Vamos supor que o resultado vale para

um grafo G’ de ordem n—1. Sendo assim, seja a € V(G), e G' = G —a um cografo de
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ordem n— 1. Se a é¢ um vértice isolado em G, entao G é desconexo, e se a é adjacente
a todo vértice de G, entdo o complementar de G é desconexo. Assim supomos que
esse nao é o caso, entao por absurdo supomos que G é livre de P, e tanto GG, quanto

GG sao conexos. Pela hipotese de inducao, ou G’ é desconexo, ou GG’ é desconexo,

assim examinaremos os casos abaixo:

(1) G’ desconexo: neste caso G’ possui pelo menos duas componentes
conexas, e como supomos (G conexo, teremos a adjacente a x pertencente a uma
componente conexa X de G’ e a adjacente a y pertencente a outra componente conexa
Y de G'. Como a nao é adjacente a todo vértice de G, deve existir z pertencente a
uma destas componentes conexas de G’ que ndo é adjacente a a, assumimos que z
estd em X. Entao existe um caminho que liga z a z na componente X, e podemos
escolher z adjacente a x. Assim z, z, a, y induz um P, em G, o que contradiz G ser

livre de Py.

(1) G’ desconexo: neste caso G’ possui pelo menos duas componentes
conexas, € como Supomos G conexo, teremos a adjacente a x pertencente a uma
componente conexa X de G'ea adjacente a y pertencente a outra componente conexa
Y de G'. Como a nao é adjacente a todo vértice de G’, deve existir z pertencente a
uma destas componentes conexas de G’ que ndo é adjacente a a, assumimos que z
estd em X. Entao existe um caminho que liga z a z na componente X, e podemos
escolher z adjacente a . Assim z, z, a, y induz um P, em G, o que contradiz G ser
livre de P;. Observe que se G possui um subgrafo induzido Pj, G' também possui,

pois o complementar de um P, também é um Pj.

As contradi¢oes em (7) e (i4) mostram que, G é um cografo. O
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Observacgao 2.15. Note que um caminho Py nao € desconexo e nem € o complemento
de um grafo desconexo. Perceba também, que um cografo pode admitir um subgrafo

Py, mas nao subgrafo induzido Pj.

Uma das consequéncias de cografos serem grafos livres de Py é que o
complemento de um cografo também é um cografo. Para isto, considere GG o comple-
mento de um cografo GG, e perceba que se G tivesse um subgrafo induzido Py, entao

G também teria um subgrafo induzido P, pois o complementar de um P, é um Pj.

2.4 Caracterizagao utilizando formas recursivas:

complementos e operacoes de uniao e juncao

Cografos podem ser caracterizados, ou construidos utilizando formas re-
cursivas, com operacoes de uniao e juncao, e também através da complementaridade
de um grafo, de acordo com a Definigdo 2.8. Nos trabalhos [2, 5, 30| um grafo

complementar redutivel (cografo), é definido recursivamente como:
() grafo que consiste em um unico vértice é um cografo;

(17) Se Gy, Gs, ..., G, sao cografos, entdo G; U Gy U - -+ U Gy também é

um cografo, ou seja, a uniao finita de cografos ¢ um cografo.
(74i) Se G é um cografo, entao o complemento G também é um cografo.

O Teorema 2.16 abaixo é o principal resultado desta caracterizacao en-

volvendo as operagoes uniao e complemento.

Teorema 2.16. Seja k uma classe de grafos, definida:
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(i) wm unico vértice pertence a k.
(ii) se G1,Gy,...,Gy € K, entao GyUGyU--- UGy € Kk
(iii) se G € K, entdo G € K.

Entao k € a classe dos cografos.

Demonstra¢ao. Primeiramente vamos mostrar por indu¢do em n = |V(G)|, que todo
grafo G € kK é um cografo. Utilizando a base de inducao n = 1, um grafo G € k com
um unico vértice ¢ um cografo. Consideremos um grafo G com n > 1 construido com
as operagoes em k, vamos mostrar que, ou GG é desconexo, ou GG ¢ o complemento de
um grafo desconexo. Pela hipotese de inducao temos que todos os grafos de ordem
Jj < n que foram construidos com as operacgoes em x sao cografos. Entao através das

operacgoes em k, ou G = G U Gs... U G, isto é, a uniao de k > 2 cografos de ordem

menor ou igual a j, e neste caso G é desconexo, ou G = G; U G,... U Gy, isto é, o
complementar da uniao de k > 2 cografos de ordem menor ou igual a 7, e neste caso

G & desconexo. Portanto todo grafo G € x é um cografo.

Mostraremos que um cografo arbitrario de ordem n pode ser construido
com as operagoes em k. Vamos proceder por indu¢do em n = |V (G)|. Utilizando a
base de inducao n = 1, um cografo com um tinico vértice é construido com a operacgao
(7). Consideremos um cografo G de ordem n > 1. Vamos assumir pela hipotese de
inducao que todos os cografos de ordem j < n foram construidos com as operagoes
em k. Como G é cografo, ou G é desconexo, ou G é o complemento de um grafo
desconexo. Assim, se GG for desconexo, G = G; U Gs... U Gy, isto é, a unidao de k > 2
grafos de ordem menor ou igual a j. Estes grafos de ordem menor ou igual a j sao

cografos, pois algum deles nao fosse, teriamos uma contradicao em G ser cografo. E
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como os cografos de ordem menor ou igual a j foram construidos com as operacgoes
em k, segue que G também. Se G ¢é desconexo, G = G1UG,...UGYy, isto é, a unido de
k > 2 grafos de ordem menor ou igual a j. E como o complementar de um cografo é
um cografo, segue pelo mesmo fato descrito anteriormente que G foi obtido a partir
das operacoes em k. E como G = 5, segue que G foi construido com as operacoes
em k. Portanto concluimos que todo cografo pode ser construido com as operagoes

em K.
Pelo que foi apresentado, s é a classe de cografos. O

Observacao 2.17. Cografos sao a menor classe de grafos que contém K;, e que é

fechada em relacao a uniao e o complemento.

Nos trabalhos [14, 26], a forma recursiva apresentada aparece substi-
tuindo o conceito de complementaridade apresentado no Teorema 2.16, pelo conceito
de juncdo, ou seja, um grafo complementar redutivel (cografo), pode ser definido

recursivamente como:
(¢) um tnico vértice é um cografo;

(i7) Se Gy, Gs, ..., G, sdo cografos, entdo G; U Gy U - -+ U Gy também é

um cografo. A unido finita de cografos é um cografo.

(1ii) Se G1, Gy, ..., Gy sao cografos, entdo G ® Go ® - - - ® Gy, também é

um cografo. A juncao finita de cografos é um cografo.

O lema abaixo mostra a equivaléncia entre as formas recursivas que
usam complemento de um grafo e a operacao juncao. Assim poderemos reescrever o

Teorema 2.16 de outra forma equivalente.
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Lema 2.18. Sejam G1,Gs, ..., Gy, grafos disjuntos, entio GLUGs...UG), = G ®
Gy @ ... 2 Gy.

Demonstrag¢ao. Mostraremos por indugao em k que o resultado vale para k41 grafos.

Com base de indugao k = 2, mostraremos que o resultado vale para os grafos G; e Gs.

Pela definicao de complementar de um grafo, temos que G = (G, e consequentemente

G UG =G, ®Gs. Logo, G, UGy = Gy ® Ga.

Seguindo a demonstracao, pela hipétese de inducao o resultado vale para

k grafos, entao G1UGs...UG, = G4 ® Gy ® ...Gy. Vamos mostrar que o resultado

vale para k+ 1 grafos. Para isto considere G’ = G| U Gs... U G}, e tomando um grafo

Gry1 qualquer, teremos G’ U Gpyq = G' @ Gyi1, 0 que implica G U Gs... U Gjyq =
(GIUG. . UG UG = G1®G®..Gr UG = (G1® Ga® ...GL) @ Gy1 =
G ® Gy ® .Gy @ Gy 1. Assim, segue o resultado. H

Vamos agora enunciar o Teorema 2.19, que é equivalente ao Teorema
2.16, trocando a operacio complemento por juncdo. E importante o entendimento
desta forma recursiva com unidao e junc¢ao, pois na continuidade deste trabalho, uti-
lizaremos a representacao de coarvore com estas operacoes. Além disso, com as
operagoes uniao e juncao compreenderemos melhor o relacionamento de adjacéncias

entre os vértices de um cografo.
Teorema 2.19. Seja k uma classe de grafos, definida:
(i) wm tnico vértice pertence a k.
(ii) se G1,Ga, ...,Gy € K, entao G1 UGy U - UG € Kk

(iti) se G1,Gs,...,Gy € K, entio G1 Gy @ -+~ R Gy € K
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Entao k € a classe dos cografos.

Demonstragao. O resultado segue do Lema 2.18 e do Teorema 2.16. [

Observacao 2.20. Cografos sao a menor classe de grafos que contém K;, e que é

fechada em relacao ds operagoes uniao e junc¢ao.

Cografos caracterizados recursivamente nos Teoremas 2.16 e 2.19, po-
dem ser representados através dos seus vértices e das operacoes uniao e complemento,
ou uniao e juncao. Esta representacao é chamada de forma normalizada, e aborda-
remos com mais detalhes no Capitulo 3. O exemplo abaixo mostra as representagoes

na forma normalizada do grafo (cografo) da Figura 2.6.

Exemplo 2.21. De acordo com as operacgoes definidas no Teorema 2.16 o cografo
da Figura 2.6 pode ser representado J(vi, (v, vs,v4)), onde € feita a unido dos
vértices que estao dentro do parénteses, e o simbolo U indica que € feito o com-
plemento. E com as operacoes definidas no Teorema 2.19, temos a representacao
®(v1, ®(ve,v3,v4)), onde ® representa a operacdo jun¢io, e O representa a unido
dos vértices dentro do parénteses. Assim, temos a uniao de vg, V3 € V4 € em sequinda

a Juncao com vy.

2.5 Caracterizacao através do diametro

Iniciaremos esta caracterizacao com a definicao de didmetro de um grafo,
e ap6s mostraremos que um cografo conexo tem diametro < 2. E mais, um cografo

é um grafo em que todo subgrafo induzido conexo tem didmetro < 2.
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Defini¢ao 2.22 (Distancia). Seja G um grafo conexo. Se v; e v; sdo vértices
de G, chamamos a distincia de v; a v; e denotamos por d(v;,v;), ao minimo dos

comprimentos dos caminhos que ligam v; a v;.

Definigao 2.23 (Diametro). O didmetro de G, é a maior das distdncias entre dois
vértices quaisquer de G, e denotamos por diam(G). Quando G € um grafo desconezo,

diam(G) = 0.

O resultado que serd apresentado para esta caracterizacao terd equiva-

léncia com a caractetizacao livre de Pj.

Teorema 2.24. Um grafo G € um cografo se, e somente se, qualquer subgrafo indu-

zido conexo tem didmetro < 2.

Demonstracao. Para a implicacao de ida considere H um subgrafo induzido conexo
de G. Sejam u,v € V(H) e P um caminho minimo entre u e v. A minimalidade de
P, implica que P é um caminho induzido em H. Como H ¢é livre de Py, concluimos

que |[E(P)| <2, isto é, d(u,v) < 2.

Para a implicacao de volta, vamos raciocinar por contraposicao, ou seja,
se G nao é um cografo, entao G possui subgrafo induzido conexo com diametro > 2.
Do fato que G nao é um cografo, temos que GG nao é livre de Py, e portanto G possui
subgrafo induzido isomorfo a P;. Desta forma, concluimos que G possui subgrafo

induzido conexo com didmetro > 2.

Assim, segue o resultado.
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Observacao 2.25. O subgrafo induzido conexo é chamado de grafo com distincia

hereditdria (entre os vértices), se ele possui as mesmas distincias que o grafo original.

Na Figura 2.11 podemos observar um cografo G com vértices (a, b, ¢, d, e)
e um subgrafo induzido G’ a partir dos vértices a, b, ¢,d. Podemos verificar que as
distancias entre os vértices do subgrafo induzido conexo G’, sao as mesmas do que

no cografo GG, ou seja, menores ou iguais a 2.

Figura 2.11 - Cografo G e subgrafo induzido conexo G'.

2.6 Caracterizacao através dos vértices

Para caracterizar um cografo através de seus vértices, é necessario en-
tender como eles se relacionam, isto é, suas adjacéncias. Comegaremos esta secao
com uma definicao que trata da vizinhanca dos vértices de um cografo, com o obje-
tivo de estabelecer que um cografo com ordem n > 2 possui pelo menos um par de

vértices com a mesma relagao de adjacéncia.

Definigao 2.26 (Vizinhanga). Seja G = (V, E) um grafo, com V' seu conjunto de
vértices e £ seu congunto de arestas. Parav € V, N(v) denota a vizinhanc¢a aberta de

v, isto é, {w | (v,w) € E}. A vizinhanga fechada € definida por N[v] = N(v)U{v}.
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Dois vértices u,v sao ditos duplicados, se a vizinhanca aberta deles
for a mesma, neste caso N(v) = N(u). E sdo ditos coduplicados, se a vizinhanga
fechada deles for a mesma, neste caso N[v] = N|u]. Os vértices que sdo duplicados ou
coduplicados sao chamados de irm&os. Em alguns artigos, por exemplo em [12, 30],
os vértices duplicados sao chamados de gémeos falsos e os vértices coduplicados sao
chamados de gémeos verdadeiros. Ja em [2] os vértices duplicados sdo chamados de

irmaos fracos e os vértices coduplicados de irmaos fortes.

Exemplo 2.27. Na Figura 2.9, temos o cografo G', e podemos verificar que o0s
vértices uy e us sao duplicados, ou seja, ambos sao adjacentes aos vértices vy, vy, V3 €
vy, € ndo sao adjacentes entre si, N(uy) = N(ug). Note também que N(vy) = N(vy).
Na mesma figura, verificamos que 0s vértices vy e vs sao coduplicados, pois ambos sao

adjacentes aos vértices uy, us, vy € vy, € sdo adjacentes entre si, logo N|vi| = Nvs].

Para mostrar o principal resultado desta caracterizacao, sera necessario
apresentar a coarvore, que é uma forma de representacao de um cografo. Desta
forma, faremos uma breve apresentacao da coarvore sem formalidades. No capitulo

3, mais detalhes serao fornecidos sobre esta representacao.

A arvore com raiz que representa um cografo ¢ chamada de coarvore. As
folhas representam os vértices, e os nodos internos representam as operacoes uniao
e juncao entre os vértices. Na codrvore, os vértices irmaos duplicados sao filhos de
nodos internos @, e os vértices coduplicados sao filhos de nodos internos ®. Assim,
as operacoOes de uniao e complemento (Teorema 2.16), ou uniao e junc¢ao (Teorema

2.19), implicam na forma de construgao da coarvore.

A coarvore é representada em niveis, onde cada nivel possui nodos in-

ternos que representam as operacoes uniao @ e juncao ® de forma alternada. Se o
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cografo for conexo a raiz serd ®, e se for desconexo a raiz serd @. A profundidade da
coarvore é o numero de arestas que estao no maior caminho entre a raiz e as folhas,
e os niveis de profundidade sao definidos a partir da raiz no sentido das folhas, onde
a cada alternancia entre as operacoes ® e & temos um novo nivel constituido. Um
resultado importante, é que a representacao de um cografo através de uma coarvore

é tnica, a menos de permutagoes entre filhos de um nodo interno.

Na Figura 2.12 abaixo, temos um cografo (o mesmo da Figura 2.6) e sua
representacao através da coarvore. Note que esta coarvore possui dois niveis, onde
a raiz é ®, pois o cografo ¢ conexo. Também podemos verificar os vértices irmaos
duplicados N(vg) = N(v3) = N(v4). Esta coarvore é chamada de coarvore minimal,
e para construi-la utilizamos a representagao da forma normalizada de acordo com o

Teorema 2.19, a qual aparece no Exemplo 2.21.

@)
V3 (1 @

U1 (%
V2 U3 Uy

Figura 2.12: Um cografo e sua coarvore.

O Teorema 2.28 abaixo é o principal resultado desta caracterizacao, e
sua demosntragao estd baseada no relacionamento entre os vértices de um cografo e

sua representacao na forma de coarvore. Esta demonstracao pode ser encontrada em

[2].

Teorema 2.28. Um cografo G com ordem n > 2 tem um par de irmaos.
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Demonstracao. Vamos examinar as folhas da codrvore T, de um cografo arbitrario
G. Observamos que nesta representagao, quaisquer duas folhas tendo como pai o
nodo interno ® sao vértices coduplicados e quaisquer duas folhas tendo como pai o
nodo interno ¢ sao vértices duplicados. Como a coarvore deve ter pelo menos duas

folhas associadas a raiz ou a um nodo interno, segue o resultado. O

Observacao 2.29. A existéncia de vértices duplicados e coduplicados trazem con-
sequéncias no formato da matriz de adjacéncia associada ao cografo, € no espectro

do mesmo. Fstas consequéncias serao exploradas nos proximos capitulos.

2.7 Caracterizacao através da propriedade C'K (clique e

kernel)

Comecaremos esta caracterizacao com as definicoes de clique e kernel,
para posteriormente concluir que um cografo possui a propriedade C'K, de acordo

com os trabalhos [2, 3]

Definigao 2.30 (Clique). Um clique € um subconjunto de vértices de um grafo G,
tal que o subgrafo induzido por estes vértices € completo. Isto significa que quaisquer

dois vértices num clique sao adjacentes.

Definigao 2.31 (Clique maximal e cligue maximo). Um clique mazimal é um
clique que nao pode ser estendido pela inclusao de mais um vértice adjacente, isto €,
um clique que nao existe exclusivamente dentro de um conjunto de vértices de um
clique mator. Jd um clique mdzximo de um grafo G, € um clique tal que ndo eziste

outro clique com mais vértices.
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O ntmero de clique w(G) de um grafo G, é o niimero de vértices em um

cligue maximo. Muitos outros aspectos sobre cliqgue podem ser verificados em [23].

Definigao 2.32 (Conjunto independente). Um conjunto independente, ou con-
jgunto estavel, € um conjunto de vértices de um grafo, onde quaisquer dois vértices

nao sao adjacentes, isto €, nao hd arestas os conectando.

Defini¢ao 2.33 (Conjunto independente maximal (kernel) e conjunto in-
dependente méaximo). Um conjunto independente mazimal, ou kernel como é
chamado em [2], é ou um conjunto independente tal que adicionando um outro vér-
tice no conjunto ele passa a ter alguma aresta, ou € o conjunto de todos os vértices
de um grafo vazio (sem arestas). Também temos que um conjunto independente md-
zimo, € um conjunto independente com tamanho maior possivel (maior quantidade

de vértices).

Este tamanho ¢ chamado de nimero de independéncia «(G). Muitos
outros aspectos sobre conjuntos independentes podem ser verificados em [6]. Em [2],
temos que um grafo G é dito ter a propriedade C'K se, e somente se, todo clique
maximal de G tem um vértice em comum com todo conjunto independente maximal
(kernel) de G, isto &, VC, conjunto dos cliques maximais de G e VK, conjunto dos
independentes maximais (kernels) de G, temos que |C' N K| = 1. Vamos verificar

como isto funciona com um exemplo.

Exemplo 2.34. Vamos considerar o cografo da Figura 2.13 abaizo, note que K (in-
dependentes mazimais - kernel) de G sao: K = {{a, f},{a,e},{c, f},{c, e}, {b,d}}
e o numero de independéncia o(G) = 2, e também que C (clique mazimais) de G

sao: C'={{a,b,c} {a,c,d} {b,e, f} {d,e, f}} e o nimero de clique w(G) = 3.
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Agora, note que escolhendo quaisquer dois elementos, sendo um ele-

mento do conjunto C' e outro do conjunto K, temos que |C'N K| = 1.

Figura 2.13: cografo do exemplo 2.34.

Antes de seguir com o resultado que relaciona um cografo com a proprie-
dade C'K, vamos precisar mostrar que todo subgrafo induzido de um cografo também
é um cografo. Para isto usaremos o fato de um cografo ser livre de P, conforme j
foi mostrado anteriormente. O resultado do Lema 2.35 abaixo serd necessario para

a demonstracao do Teorema 2.36.

Lema 2.35. Todo subgrafo induzido de um cografo é um cografo.

Demonstracao. Seja G um cografo e H um subgrafo induzido de G. Se H tivesse
um subgrafo induzido isomorfo a P,, entao G também teria, e logo G nao seria um

cografo. Mas isto contraria a hipotese de G ser cografo. Assim, segue o resultado. [

Outra demonstragao do resultado que acabamos de ver aparece em [2],
a qual usa a representacao de um cografo através de sua coarvore. A demonstracao
do proximo teorema utiliza o resultado do Lema 2.35 e a caracterizacao da secao
anterior, onde todo cografo com dois vértices ou mais possui um par de irmaos. A

demonstra¢ao do teorema abaixo pode ser encontrada em |[2].
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Teorema 2.36. Seja G um cografo, entao qualquer subgrafo induzido de G possui a

propriedade CK.

Demonstrag¢ao. Vamos proceder por indugao em p, a ordem de um subgrafo induzido
de GG. Como base de inducao utilizamos p — 1, um subgrafo com um tnico vértice
trivialmente tem a propriedade C'K. Mostraremos agora que todo subgrafo induzido
de ordem p em G tem a propriedade C'K. Seja H um subgrafo induzido de G de
ordem p+1, e sejam x e ' irmaos em H (pelo Lema 2.35 H é cografo, e pelo Teorema
2.28 H possui um par de irmaos). Consideremos um subgrafo induzido H' = H — 2’
de ordem p. Os cliques e Kernels de H podem ser expressos em termos dos cliques

e kernels de H' como segue:

(i) x e o’ sdo coduplicados. Qualquer cligue de H' nao contendo x
continua sendo um cliqgue em H (denotaremos por Cps,) e qualquer clique em H'
contendo x, se tornard um clique em H quando aumentado com 2’ (denotaremos
por Cyr). Similarmente, qualquer kernel de H' continua sendo um kernel em H
(denotaremos por Kps,) e qualquer kernel de H' contendo z, um novo kernel é

obtido em H substituindo x, por 2’ (denotaremos por Kp).

Vamos examinar as intersecoes do conjunto dos cliques de H, que sao
C € Cyiy U Chry com o conjunto dos kernel de H, que sao K € Ky, U Kgr. Pela
hipotese de inducao, H' possui a propriedade C K. Examinando Cy, N Kp,, temos
que todo clique de H' que nao contém x tem um tnico elemento em comum a todo
kernel de H', observamos que este elemento nao sera x. Examinando Cy/q N Ky,
temos que todo clique de H' que nao contém z tem um tnico elemento em comum
com todo kernel de H' quando trocamos x por ', observamos que este elemento

nao sera z’. Examinando Cgyy N Kpig, temos que todo cliqgue de H' aumentado
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pela inclusao de 2/, tem um tnico elemento em comum com todo kernel de H', se o
kernel de H' contém x, ele serd o elemento da intersec¢ao. E por fim, examinando
Chnw N Ky, temos que que todo clique de H' aumentado pela inclusao de 2/, tem
um unico elemento em comum com todo kernel de H' quando trocamos x por a/,
se 0 kernel de H' contém 2/, ele serd o elemento da interseccdo. Assim, segue que

CNK|=1.

(i1) x e 2’ sdo duplicados. A demonstracao é idéntica ao caso (i) onde

as nocoes de clique e kernel sao trocadas. ]

O exemplo abaixo, com base no cografo representado na Figura 2.13,

auxilia a entender o Teorema 2.36.

Exemplo 2.37. Podemos perceber que os vértices {e, f} sdo irmaos coduplicados,

procedendo conforme o Teorema 2.36 atribuindo de v = e e @' = f, temos Cyq
= {{a,b,c}, {a,c,d}} e Cun, = {{bye, f},{d,e, f}}. E temos também Ky, =
{{a76}7{c76}v{b’d}} e KH’b - {{a7 f},{C, f}} :

Como tltimo resultado desta secdo, mostraremos que se um grafo G

possui a propriedade C'K, entao é livre de Pj.

Teorema 2.38. Se um grafo G possui a propriedade CK , entdo € livre de Py.

Demonstracao. A cadeia Py (a,b,c,d) ndo pode ser um subgrafo em G, porque P,

nao possui a propriedade C' K, ja que o clique (b, ¢) ndo intercepta o kernel (a,d). O

Com os resultados dos Teorema 2.36 e 2.38, temos que um grafo G' é um

cografo se, e somente se G possui a propriedade C'K.
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2.8 Caracterizacao recursiva através da duplicacao e

coduplicacao

No trabalho [1], uma classe de grafos é definida recursivamente utili-
zando a duplicacdo e a coduplicacao de vértices. O Teorema 2.39 abaixo, define as
operacoes desta forma recursiva, e sua demonstracao resulta que esta classe de grafos

é a formada por cografos. A demonstracao deste resultado esta em [1].

Teorema 2.39. Seja k uma classe de grafos definida recursivamente como:
(i) Um grafo com um dnico vértice pertence a k.

(i7) Para qualquer grafo G € kK e qualquer vértice v de G, os grafos

resultantes de G por duplicacao e coduplicacao de v pertencem a k.

Entao k € precisamente a classe de cografos.

Demonstra¢ao. Primeiramente mostraremos que todo cografo estd contido em k.
Pela definicao de x, um tnico vértice pertence a x. Em vista do apresentado no
Teorema 2.13, é suficiente mostrar que x é fechada nas operagoes uniao disjunta e

jungao. Por simplicidade denotaremos o grafo com o conjunto de vértices v por e”.

Sejam G1,Gy € K, entao existem duas sequéncias de operagoes com
duplicacoes ou coduplicacoes Ay, As, ..., A, e By, B, ..., By tal que G; = A,0...0A, 8!
e Gy = B,o...0 B; ¢’ 2. Consequentemente, comecando por e*! e entao duplicando e
coduplicando o vértice v;, obteremos respectivamente os grafos e’! @ e¥2 ¢ ¢! © o¥2,
Seja W = A, 0...0A; 0 Byo...o By, teremos G; ® Gy = U(e'! @ e*?) e G} @ Gy =
U(e¥! © 0v2). Isto mostra que Gy @ Gy e G1 ® Gy € K, e segue do Teorema 2.19 que

k deve conter todos os cografos.
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Agora mostraremos que cada elemento de x é um cografo. Suponha o
contrario. Um tnico vértice é um cografo, e de acordo com a defini¢ao de x, deve
existir um cografo H € k com um vértice v € H, onde um grafo G é o resultado
obtido a partir de H por duplicacoes ou coduplicagoes de v. E vamos supor que G
contém um caminho P = P;. Seja v/ um vértice de G — H, como H é um cografo,
deduzimos que v' pertence a P, mas também v pertence a P, pois v’ foi duplicado,
ou coduplicado a partir de v. Mas isto é uma contradicao, visto que P é um subgrafo

induzido de G e P nao possui vértices duplicados ou coduplicados.

A prova do Teorema esta completa. ]

Exemplo 2.40. Vamos aplicar o Teorema 2.39 para gerar o cografo da Figura 2.1/
abaizo: (1) vértice unico vy, (2) coduplicar vy para obter vy, (3) coduplicar vy para

obter vs, (4) duplicar vy para obter vy, (5) duplicar vy para obter vs.
U1
Cp) U3

V4 Vs

Figura 2.14: cografo do exemplo 2.40.

Neste exemplo partimos de um tinico vértice vy, e apo6s coduplicamos
vy, obtendo vy. Em seguida coduplicamos v, para obter vz, depois duplicamos vy,
obtendo vy, e por fim duplicamos v4 para obter vs. Assim temos os irmaos duplicados

{v1,v4,v5} e coduplicados {vs, v3}.

O trabalho de E. Ghorbani [10], define que vértices duplicados e codu-

plicados encontram-se em classes de equivaléncia, e que qualquer classe de duplicagao
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nao possui elemento em comum com qualquer classe de coduplicacao. Na coarvore
podemos verificar estas classes de equivaléncia no conjunto de folhas ligadas a um
mesmo nodo interno ® ou @. O Lema 2.41 demonstra que nao ha intersecao entres

as classes de duplicacao e as classes de coduplicagao, este resultado esta em [10].

Lema 2.41. Em cografos, qualquer classe de duplicacao nao possui intersec¢ao com

qualquer classe de coduplicacao.

Demonstragao. Seja G um cografo, e D e C classes de duplicacao e coduplicagao de
G respectivamente, onde temos v € C'N D. Entao existe u € C' e existe w € D tal
que Nu] = N[v] e N(w) = N(v). Como u # v e u € N(v) = N(w), significa que u

é adjacente a w e entao v é adjacente a w, o que é uma contradicao. [
Exemplo 2.42. No cografo da Figura 2.14 temos a classe de duplicagao {vy,vy,v5}

e a classe de coduplica¢ao {vq,v3}. Podemos observar que ndo possuem elementos

em comum.

Estas classes de duplicacao e coduplicacao ficam bem representadas na
coarvore e tém papel importante na multiplicidade dos autovalores —1 e 0 de um

cografo.

2.9 Outras caracterizacoes
Ao longo das leituras, outras maneiras de caracterizar cografos foram
surgindo, e nesta secao deixaremos algumas delas registradas.

Apenas enunciaremos as caracterizacoes indicando alguma fonte de con-

sulta, sem adicionar maiores comentarios.
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1. Um cografo é um grafo com largura de clique < 2, ver [30].

2. Um cografo, é um grafo de comparabilidade de uma ordem parcial

(paralelo - série), ver [9, 12, 21]

3. Um cografo ¢ um grafo hereditariamente bem colorido, ou seja, um
grafo tal que cada coloracao adquirida por um subgrafo induzido, usa um nimero

6timo de cores, ver |7].
4. Cografos satisfazem a conjectura de Ulam, ver [2].
5. Cografos sdo equi-estaveis, ver [2].

Além das formas apresentadas para caracterizar um cografo, podemos
encontrar muitas outras descritas em diversos trabalhos da area. No proximo capitulo
verificaremos algumas formas de representar um cografo, em especial a forma de

coarvore.
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3 ALGUMAS REPRESENTACOES DE
COGRAFOS

3.1 Introducao

Neste capitulo vamos tratar de algumas formas de representar cografos,
a qual caracterizamos de diversas maneiras no capitulo anterior. Dentre as repre-
sentacoes de um cografo, abordaremos a forma normalizada, a estrutura de arvore,
denominada coarvore e a matriz de adjacéncia, apresentando um resultado em re-

lacao ao posto da mesma.

As representacoes escolhidas sao aquelas que nos auxiliarao a entender
alguns dos resultados que trataremos no préximo capitulo, quando sera abordado

um algoritmo para localizacao de autovalores em cografos.

3.2 Representacao na forma normalizada

Um cografo possui um tipo de representagao, que ¢ chamado de forma
normalizada, a qual esta ligada as operagoes uniao e complemento, ou uniao e jungao.
Nos trabalhos [2, 5], um cografo encontra-se na forma normalizada quando satisfaz

a definicao abaixo.

Defini¢ao 3.1 (Forma normalizada). A forma normalizada de um cografo é de-

finida como:
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(1) Se G é um cografo conexo, entao sua forma normalizada é expressa
como sendo um unico vértice, ou a uniao complementada de k > 2 cografos conexos

G; na forma normalizada,isto é:

G=GUGU--- UG

(1) Se G é um cografo desconexo, entido sua forma normalizada € o

complemento de um cografo conexo na forma normalizada.

O proximo resultado mostra que todo cografo pode ser representado na

forma normalizada.

Teorema 3.2. Todo cografo G pode ser representado na forma normalizada.

Demonstra¢ao. Vamos considerar primeiramente GG conexo e proceder por inducao
em n, a ordem de (. Utilizando a base de inducao n = 1, temos que um tnico
vértice é um cografo, e estd na forma normalizada. Seja G de ordem n > 1 e vamos
assumir, pela hipotese de inducao, que todos os cografos conexos de ordem ;7 < n
podem ser representados na forma normalizada. De acordo com as caracterizagoes
recursivas, G é obtido através de unides e complementos, e podemos assumir que
todas as unioes envolvem k > 2 cografos. Sendo G conexo, a tltima operagao deve

ser um complemento, digamos:

G=G UG U - UG (1)

Podemos assumir que nenhum G; em (1), é expresso como uma uniao de

grafos, caso contrario, poderfamos incluir os grafos que unidos formam G; de forma
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individual no lado direito de (1), tomando unides com cada um deles. Assim, G;
ou é um tnico vértice, ou G; = H;, onde H; é a unido de dois ou mais cografos.
Logo, temos que G; é conexo. Sendo k > 2, cada G; possui ordem menor do que
n e a hipotese de inducao pode ser aplicada. Pelo que assumimos na inducao, cada
G; pode ser escrito na forma normalizada. Isto significa, pela Definicao 3.1, que G
estd na forma normalizada e isto completa a prova para o caso de G conexo. No
caso de um cografo G desconexo, temos que G é um cografo conexo e pelo que foi
apresentado anterioemente, G possui uma forma normalizada f. Pela Definicio 3.1,

a forma normalizada de G é f. [

Vamos apresentar um exemplo para descrever um cografo na sua forma

normalizada.

Exemplo 3.3. Vamos construir um cografo G que possui a representagcao na forma

normalizada J(U(a,b), J(U(c,d),U(e.f), 9)).

Nesta representacao, | é a operacdo de unido complementada. Desta
forma temos que o simbolo | J na frente de um parénteses indica que os vértices serao
unidos e tomado o seu complemento. Vamos reconstruir este cografo seguindo os

passos abaixo.

T 1, \Y

>

N PR\

U(Cvd) U(e>f) U(U(Cvd)a'U(eaﬂv g))

<0
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Unindo os grafos acima [J(c,d), U(e,f) e g, e logo ap6s tomando a unido

complementada, obtemos parcialmente o cografo e sua forma normalizada |J({J(c,d),

Ule.0), 9).

ce
o df

U(a,b) UU(e.d),Uled). 9))

Agora tomamos a unidao complementada de G; = U(a,b), com Gy =

UU(e,d), U(e), g), ou seja, G = G; U G4, obtemos cografo abaixo.

Observacao 3.4. Se dois cografos possuem a mesma forma normalizada, entdo eles

sao isomorfos, e além disso a forma normalizada de um cografo € unica.

A Aarvore com raiz representando a estrutura de um cografo na forma
normalizada é chamada de coarvore, onde as folhas desta codrvore sao os vértices e
os nodos internos representam as operacoes uniao e complemento, ou uniao e juncao.

Detalharemos a estrutura da coarvore na proxima representacao.
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3.3 Representacao através da coarvore.

Um cografo pode ser representado na forma de uma arvore, denominada
coarvore. A importancia de conhecermos a representacao de um cografo nesta forma,
é porque muitos algoritmos utilizam a coarvore como base de seu processamento,
podemos citar o algoritmo abordado em [5], que auxilia na obtencao de informacoes
a respeito do espectro de um cografo. De acordo com |26], podemos definir dois tipos

de coarvores, que denotaremos por T¢,. e Tg.

Definigao 3.5 (Coarvore enraizada). A codrvore do tipo Te, de um cografo G,
é chamada de drvore enraizada (com r sendo a raiz) e com vértices interiores w
(chamados de nodos internos). Estes vértices interiores podem ser do tipo &, que
correspondem a operacao de uniao, ou do tipo ®, que correspondem a operacao de
Jung¢ao nos vértices do cografo. Os vértices terminais (também chamados de folhas),
representam os vértices de G. Além disso, se o cografo for conexo a raiz serd ®, e

se for desconexo a raiz serd .

Neste tipo de coarvore, qualquer vértice interior w representa um sub-
grafo induzido G, de GG, que ocorre a partir de w e dos seus sucessores até os vértices
terminais. Temos também que todos os vértices terminais estao 4 mesma distancia
da raiz, e todos os vértices interiores que estao a mesma distancia da raiz sao do

mesmo tipo, ou seja, representam a mesma operacao.

Desta forma, ha uma alternancia entre os tipos ® e @ nos vértices

interiores. Os sucessores diretos de w, denotados por wy, ws, ....w,, representam os

q
i=

subgrafos G 1, Gpo, -..... , Guq. Se w é do tipo @, entao G, = 1 Gui- Esew édo

q
i=

tipo ®, entao G, = 1 Gui. E é claro que G = G, lembrando que r ¢ a raiz.
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Definigao 3.6 (Coarvore minimal). A codrvore do tipo Tg, é chamada de codrvore
minimal, ela é obtida excluindo os vértices interiores de Tq,, que possuem exatama-
mente um sucessor direto (filho). Neste caso, esta rela¢ao sucessor e antecessor (ou
pai e filho) de vértices permanecem identificadas e a alternancia entre os tipos ® e

@D nos vértices interiores € mantida a cada nivel da codrvore.

Podemos observar uma representacao mais resumida na codrvore mini-
mal em relacao a coarvore enraizada, e é este tipo de coarvore (minimal) que é obtida
através da representacao de um cografo na forma normalizada. Todas as representa-
coes de cografos feitas neste trabalho que utilizam a coarvore, sao feitas através da

coarvore minimal.

Como ja mencionado no capitulo anterior, a coarvore é representada em
niveis, onde cada nivel possui nodos internos que representam as operacoes uniao &
e juncao ® de forma alternada. A profundidade da coarvore é o nimero de arestas
que estao no maior caminho entre a raiz e as folhas, e os niveis de profundidade
sao definidos a partir da raiz no sentido das folhas, onde a cada alternancia entre as

operagoes ® e @ temos um novo nivel constituido.

A Figura 3.1 mostra um cografo G e as suas representacoes através dos

tipos de coarvores Tg, e Tg.
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G Ve Us
Ug U3
(%1 V2

Figura 3.1: cografo GG, coarvore enraizada T, e codrvore minimal 7.

Outra forma de representar a codrvore de um cografo pode ser vista em
[12, 30], onde a coarvore pode ser construida através de operagoes envolvendo unides
disjuntas (chamada de composi¢do paralela), e através de operagoes de complemento
(chamada de composi¢ao em série). As folhas da coarvore sao os vértices do cografo
e os nodos internos sao rotulados por 0 (composicao paralela), se o subgrafo induzido
deste nodo até as folhas é desconexo, ou rotulado por 1 (composi¢do em série), se
o subgrafo induzido deste nodo até as folhas é conexo. A coarvore neste formato é
apresentada na forma minimal, e os caminhos que vao das folhas para a raiz alternam-

se com os rotulos 0 e 1, anteriormente a alternancia era com @ e ®. A proxima figura
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mostra um cografo e sua representacao de codrvore em composicoes em paralelo e

em série.

Figura 3.2: Um cografo e sua coarvore com os rotulos 0 e 1

Exemplo 3.7. Retomando a forma normalizada representada do Exemplo 3.3, e es-
crevendo a mesma com as operagoes uniao e juncao temos: Q(H(a,b), D(R(c,d), (e, f), g))-

Assim constituimos a codrvore.

Um resultado importante a respeito da coarvore, é a unicidade de sua re-
presentacgao, assim segue o proximo resultado. Utilizaremos apenas o termo coarvore

para o tipo de coarvore minimal.

Teorema 3.8. A representacao de um cografo através de sua codrvore T € unica, a

menos de permutacoes de filhos nos nodos internos de T'.
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Demonstra¢ao. Vamos mostrar por indugdo em n = |V(G)|, nimero de vértices de
um cografo G. Como base de inducao, vamos considerar n = 2, onde um cografo
formado por dois vértices ou é conexo, ou é desconexo. No caso conexo, a Coarvore
possui duas folhas ligadas diretamente a raiz ®, e no caso desconexo, a coarvore
possui duas folhas ligadas diretamente & raiz @. E portanto, a representacao de

coarvore é dada de forma tinica.

Vamos supor que todo cografo de ordem j < n possui uma tnica repre-
sentacao de coarvore. Como G é cografo, ou G é desconexo, ou G é o complemento de
um grafo desconexo. No caso de G desconexo, podemos escrever G = G1UG,U...UGy,
ou seja, a uniao de K > 2 cografos, cada qual com ordem menor ou igual a j. As-
sim, pela hipotese de inducao, cada G; possui representacao de coarvore de forma
tnica. Neste caso, a raiz da codrvore de G é representada por @, e cada GG; na sua
representacao de coarvore fica ligado a raiz @. A unicidade de representagao de cada
G, garante a unicidade da representacao de GG. No caso de G ser o complemento de
um grafo desconexo, observe que G = G; U Gy U ... U G}, ou seja, a unido de K > 2

cografos, cada qual com ordem menor ou igual a 5. Tomando o complementar de G,

temos que G = G, UG, U ... UGy, e consequentemente G = G, ® Gy ® ... ® G, ou
seja, G é a juncao de K > 2 cografos, cada qual com ordem menor ou igual a j. Neste
caso, a raiz da coarvore de GG é representada por ®, e cada GG; na sua representagao
de coarvore fica ligado a raiz ®. A unicidade de representagao de cada G; garante
a unicidade da representacao de G. Note que trocas de posi¢oes de filhos de nodos

internos ou da raiz nao modificam a coarvore e nem a construcao do cografo. ]

Na estrutura de coarvore, varios algoritmos possuem sua base de pro-

cessamento, como exemplo temos o algoritmo que vamos estudar no capitulo 4.
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3.4 Representacao através da matriz de adjacéncia

Um grafo pode ser representado por uma matriz A chamada matriz de
adjacéncia. Esta matriz é formada por zeros e uns, é simétrica, e possui todos os
autovalores reais, para maiores detalhes ver [22]. A diagonal principal é formada por
zeros e consequentemente, o traco de A é zero, e a soma dos autovalores associados a
A vale zero. No caso de cografos, temos algumas particularidades em alguns blocos

desta matriz devido ao relacionamento dos vértices (duplicados ou coduplicados).

Defini¢ao 3.9 (Matriz de adjacéncia). Se |V| = n, a matriz de adjacéncia A =
[a;j] de um grafo G(V,E), € a matriz n X n composta de zeros e uns, onde a;; = 1,

se e somente se v; e v; sa0 adjacentes.

Uma consequéncia no formato da matriz de adjacéncia em cografos é
que vértices irmaos duplicados, digamos v, e v;, implicam que as linhas e colunas
k e | da matriz de adjacéncia A sao iguais. Por outro lado, se v, e v; sao irmaos
coduplicados, entao as linhas e colunas k e [ da matriz de adjacéncia A sao iguais,
exceto em duas posicoes A[k, k| = A[l,l] = 0 e Alk,l] = A[l,k] = 1. Vamos agora
verificar alguns resultados sobre o posto da matriz de adjacéncia de um cografo,

iniciaremos com a definicao de posto de uma matriz.

Definigao 3.10 (Posto). O posto de uma matriz, é a quantidade de linhas ou

colunas linearmente independentes.

Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo GG, o posto de G é definido
como o posto da matriz de adjacéncia que o representa. No caso de cografos, temos
que o posto é o numero linhas distintas nao nulas da matriz de adjacéncia. O Teorema

3.11 e o Corolério 3.12 estabelecem este resultado.
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Teorema 3.11. Seja G um cografo, onde temos que todas linhas da matriz de adja-
céncia de G sao distintas e nao nulas, entao G possui posto mdzximo, isto €, o posto

€ igual ao nimero de vértices de G.

A demonstracdo do Teorema 3.11 pode ser vista em [13], onde Royle
utiliza que, para um cografo ter posto méximo, ou seja, igual ao seu nimero de
vértices, ele nao deve possuir zero como um autovalor. A prova segue baseada no
polinémio caracteristico de GG, e requer uma série de resultados preliminares sobre o
impacto das operagoes de uniao e juncao de vértices no polinémio caracteristico de
um cografo. Desta forma, optamos por nao apresentar estes detalhes neste trabalho e
o leitor interessado podera conferir em [13| como ja mencionado. Como consequéncia
do Teorema 3.11, temos o Corolario 3.12 abaixo, que ¢ um resultado importante desta

representagao. A demonstracdo do mesmo aparece em [13].

Corolario 3.12. O posto de um cografo G ¢ o numero de linhas distintas nao nulas

da matriz de adjacéncia de G.

Demonstracdo. Provaremos por inducio no nimero de vértices de G. E verdadeiro,
se o cografo possuir apenas um vértice. Se a matriz de adjacéncia de G nao possuir
linhas repetidas ou nulas, o resultado segue do Teorema 3.11. Se a matriz de adja-
céncia de G possuir linhas repetidas, entao existem dois vértices, digamos u e v, com
a mesma vizinhanca. Logo o grafo G —u é um cografo, e possui posto igual & matriz
de adjacéncia de G —u. Desta forma, fica claro que o posto de G —u ¢ igual ao posto
de GG, e a matriz de adjacéncia de G possui o mesmo niimero de linhas distintas nao
nulas da matriz de adjacéncia de G — u. Se a matriz de adjacéncia de G possuir
linhas nulas, entao existem vértices isolados em G, digamos que u seja um vértice

isolado em G. Logo o grafo G — u é um cografo, e possui posto igual & matriz de
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adjacéncia de G — u. E o posto de G — u é igual ao posto de G. Portanto, segue o

resultado. ]

Observacgao 3.13. Uma outra desmonstracao do Coroldrio 3.12, pode ser consultada
em [14]. Neste caso, um algoritmo semelhante ao de escalonamento é processado
nas linhas e colunas da matriz de adjacéncia de um cografo com o objetivo de tentar
anular as mesmas, e com isto permanecer apenas com as linhas e colunas linearmente

independentes.

Exemplo 3.14. O cografo da Figura 3.2 possui posto 5, pelo fato de possuir as linhas

2 e 4 iguais e as demais distintas e nao nulas. Abaixo seque a matriz de adjacéncia.

= T

o = O
[
oS = O

—_
= e =

o O

E com estas formas de representacoes finalizamos este capitulo, passando
agora a detalhar o processamento de um algoritmo de localizagao de autovalores em
cografos, o qual tem como base de processamento a representacao de um cografo
através da coarvore, provocando uma diagonalizacdo da matriz A 4+ xI, onde A 4 a

matriz de adjacéncia e x ¢ um nimero real.
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4 ALGORITMO DE LOCALIZACAO DE
AUTOVALORES EM COGRAFOS -
DIAGONALIZE

4.1 Introducao

Ha diversos trabalhos que trazem aplicacoes de algoritmos na classe dos
cografos, por exemplo nos trabalhos [5, 9, 30, 31]. Em [5], o algoritmo estudado
auxilia a localizar os autovalores associados a matriz de adjacéncia de um cografo.
O objetivo deste capitulo é explorar o funcionamento deste algoritmo de localizacao
de autovalores. Desta forma, abordaremos a metodologia de processamento do al-
goritmo, onde a partir de um certo valor x real, obtemos uma matriz diagonal D

congruente a A+ xl, onde A é a matriz de adjacéncia do cografo.

Observamos também que este algoritmo tem inicio no nivel mais pro-
fundo da coarvore associada ao cografo, impactando em operacoes efetuadas nas
linhas e colunas de A + zI, e tem como objetivo anular todas entradas desta matriz
que nao estao na diagonal principal, e isto garantird que a matriz D possui a mesma
inércia que a matriz A 4+ x/. Através da diagonal da matriz D, poderemos determi-
nar a quantidade de autovalores acima do valor —x, abaixo do valor —x, e com a

multiplicidade de —z.
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4.2 Congruéncia de matrizes e Lei da Inércia de Sylvester

Nesta secao abordaremos alguns resultados acerca da congruéncia de
matrizes e do significado de inércia de uma matriz. Estes resultados fornecerao o
suporte tedrico para o funcionamento do algoritmo de localizacdo de autovalores
em cografos. Antes disso, vamos recapitular algumas definicbes sobre polindmio
caracteristico e o conjunto dos autovalores associados a uma matriz. Em particular

estamos interessados nos resultados associados & matriz de adjacéncia de um cografo.

Definigao 4.1 (Polinémio caracteristico e autovalor). Seja a matriz de adja-
céncia A de um grafo G, entdo det(A\l — A) é denominado polindmio caracteristico
de G e € denotado por Pg(X). Assim, \ € dito um autovalor do grafo G, quando é
raiz de Pg(\).

Passaremos agora & definicao de espectro, considerando os autovalores
distintos associados a matriz A: Ay > Ay > --- > A, e as respectivas multiplicidades

m(A1), m(A2), ..., m(Ag).

Definigao 4.2 (Espectro). O espectro do grafo G, spect(G), é definido por uma
matriz 2 X s, onde a primeira linha € formada pelos autovalores de A dispostos
em ordem decrescente e a sequnda linha pelas respectivas multiplicidades algébricas.

FEscrevemos:

Ao A
m(Ap) - m(As)

spect(G) =

Exemplo 4.3. Seja o cografo da Figura 3.2, sua matriz de adjacéncia aparece no

Ezxemplo 3.1/:
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O polinémio caracteristico é: Pg(\) = A8 — 10A* — 8A% + 9\% + 8.

E seu espectro:

1+v33) 1 0 -1 1(1-+33
1 11 2 1

spect(A) =

Note que as somas das entradas de cada linha da matriz de adjacéncia
correspondem ao grau de cada vértice, ou seja, ao nimero de arestas que incide em
cada vértice. Além disso, note também que seja G um grafo com n vértices, entao
o polindmio caracteristico tem a forma geral: Pg(\) = A\ + a; A\" 7+ ap A" 2 + ... +
Gp_1A + a,. A partir de agora vamos apresentar alguns resultados sobre inércia e

congréncia de matrizes.

Definicao 4.4 (Congruéncia de matrizes). Uma matriz quadrada B € dita con-
gruente a uma matriz quadrada A, e denotamos A = B se, e somente se existe uma

matriz nao singular P, tal que B = PTAP.

Observamos que a congruéncia de matrizes é uma relacao de equivalén-

cia, ou seja, valem as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

Definigao 4.5 (Operagoes cogredientes). Uma operagao elementar aplicada na
linha k de uma matriz quadrada, sequida da mesma operacao aplicada na coluna k

correspondente € chamada de operacao cogrediente elementar na matriz.

As operagoes elementares aplicadas nas linhas (colunas) podem ser:
(1) troca de linhas (colunas) j por k.

(2) multiplicagdo de uma linha (coluna) por um escalar ¢ # 0.
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(3) adigao de a vezes uma linha (coluna) j, com outra linha (coluna) k,

com j # k.

Assim se A e B sao matrizes m x n, entao nos dizemos que A é equi-
valente por linhas (colunas) a B, se e somente se, B é obtida de A por sucessivas
aplicagoes finitas das operacoes elementares. A equivaléncia por linhas (colunas) de

matrizes é reflexiva, simétrica e transitiva.

Teorema 4.6. Se A e¢ B sao matrizes n X n, entao A = B, se e somente se, B é

obtida de A por uma sequéncia finita de operacoes cogredientes elementares.

Demonstracio. Para a implicacdo de ida supomos B = A, e entdo B = PT AP, onde

PT ¢ nao singular.
Logo P = E\ B, - -- E}, onde E; sao matrizes elementares.

Assim B = E\FEy--- B AET --- ETET e portanto B é obtida de A a

partir de uma sequéncia de k operagoes cogredientes elementares.

Para a implicagao de volta, basta observar que o produto das matrizes
elementares, ou cogredientes elementares ¢ a matriz P” e que a transposta do produto

das matrizes elementares é P. O

Exemplo 4.7. Vamos mostrar uma aplicacao do Teorema 4.6, obtendo uma matriz

B congruente a uma matriz A.

Seja a matriz:
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121
A=126 6
163

Vamos obter uma matriz diagonal congruente a A, fazendo as seguintes

operacoes nas linhas de A:

1. ZQ - lQ - 2[1
2. 13 - l3 - ll
3. I3 =13 —2ly

Para entender como aparecem as matrizes F;, com ¢ = 1,2, ..., k, toma-
mos a matriz A aumentada de uma matriz identidade de mesma ordem conforme

abaixo:

121 100
A=|26 6| 010
163 001

Fazendo a operacao 1, modificamos a matriz A e modificamos a matriz

identidade associada, obtendo:

121 1 00
024 —210
163 0 01

E com isto obtemos FEs:
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1 00
Es=1 -2 10
0 0 1

Repetimos o processo com a matriz A modificada aumentada com uma

nova matriz identidade, fazendo a operacao 2.

121 100
024 1] 010
1 6 3] 001
O que resulta em:
121 | 1 00
024 1] 0 10
042 =101
E a matriz E5 sera:
1 00
Ey, — 0 1 0
-1 0 1
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Assim a matriz P” sera o produto E;E,Es5, e portanto:

A matriz B ¢ o resultado do produto PT AP, onde P é a transposta da

matriz PT.

E portanto a matriz B seréa:

1 0 0
B=102 0
0 0 -6

Observacao 4.8. Podemos obter a matriz PT fazendo todas as operacoes na matriz
A e simultaneamente na matriz identidade aumentada, ou seja, a cada operacao,
podemos manter o resultado obtido da matriz identidade aumentada e acumular nela
o resultado da prézima operacdo, o resultado no final do processo serd a matriz PT.

Preferimos fazer desta forma, passo a passo, para apresentar as matrizes Fj.

Agora mostraremos alguns resultados que envolvem a definicdo de inér-

cia de matrizes.

Definicao 4.9 (Inércia de uma matriz). O terno de inteiros nao negativos (p, j, s)
€ dito ser a inércia da matriz A, quando A possui p autovalores positivos, j autova-

lores negativos e 0 € autovalor com multiplicidade s.

Ao final desta série de resultados, teremos que é possivel obter, a partir

de uma matriz simétrica A, uma matriz diagonal congruente a A, onde os sinais dos
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valores na diagonal representam a inércia de A. A demonstracao do lema abaixo

pode ser vista em [22].

Lema 4.10. Se A tem inércia (p,j,s), entdo A = E, onde:

OSXS

A matriz E é composta pelo bloco I, que é a matriz identidade de ordem
p, pelo bloco —1;, que € a matriz identidade de ordem j com sinal negativo e a matriz

nula de ordem s.

Demonstragao. Se {1, ..., \p, =Aps1, s —Ap+j,0,...,0} é o multiconjunto dos auto-
valores de A (incluindo as multiplicidades), onde cada A\; > 0, entdo existe uma

matriz ortogonal P tal que:
PTAP = di@g()\l, cery )\p, _)‘p+17 ceny _)\erj? O, ceey 0)

Tomando C = PS, onde S = diag()\l%,...,)\?ﬂ,l,...,1), entdo S é

matriz nao singular e
CTAC = (PS)TA(PS) = ST(PTAP)S

= Ssz'ag()\l, ceey Ap, _/\p—l—la ceey _)‘p-‘y—ja 0, ceey O)S
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O resultado abaixo ¢é a Lei da Inércia de Sylvester, a qual garante que
matrizes congruentes possuem a mesma inércia. Este resultado pode ser visto tam-

bém em [22].

Teorema 4.11. (Lei da Inércia de Sylvester) A = B se, e somente se A e B possuem

a mesma tnércia.

Demonstra¢ao. Suponha B = A e seja (¢, k,t) a inércia de B.

Pelo Lema 4.10 B = F, onde:

Ot><t

Agora, usando o Lema 4.10 para a matriz A, temos A = FE, sendo F
definida como no Lema, entao F' = FE. Logo, F' e E possuem o mesmo posto e
dai, s = t. Para concluir que p = ¢ vamos raciocinar indiretamente, para isto,

suponhamos por absurdo que p > gq.

Seja K uma matriz n X n nao singular tal que:
F=KT'EK

Podemos escrever K = [X,xq|Yyx (n—q))-

Sejam w = Im(Y") o subespaco de R™ gerado pelas colunas de Y, v um
subespaco de R" gerado pelos vetores canonicos ey, e, ..., €p, onde w e v geram o R",

entao:
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dim(wNv) = dimw + dimy — dim(w+v) = (n—q¢)+p—n=p—q > 0.

Logo existe vetor ndo nulo x = [z125 -+ - ,]T € wNv. Ora, como x € w,

entdo existe y = [y1y2- - Yn_g)T € R"7 tal que Yy = x.

Portanto,

0
x=Yy=K
Y
Dai temos que:
0
-vi
0 0 -y3
x' Ex = [0Ty!|KTEK =[ 0Tyt |F = - <o
) ) :
Vi
0

Por outro lado, como x € v, entao x = [x129 -+ 2,0 - 0]7.

Logo,
X1
T T Xp
x' Ex = [r129 - - 2,0...0] > 0.
0
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Assim, nao pode ocorrer p > ¢. Um argumento andlogo mostra que
também nao é possivel que seja p < ¢. Portanto p = ¢. Fica provado que, se A = B,

entao A e B possuem a mesma inércia.

Reciprocamente, supondo que A e B possuem a mesma inércia, temos

pelo Lema 4.10 que A =2 E = B.

[

Exemplo 4.12. No Exemplo 4.6, obtivemos uma matriz congruente B a partir da
matriz A. Calculando os autovalores associados a B temos A\ =1, A\a =2 e A\3 = —06.

Os autovalores da matriz A sao pp = 11,1583 , s = 0,6086 e ug = —1, 7669.

Podemos perceber que existe, tanto em B quanto em A, dois autovalores
positivos e um autovalor negativo, indicando que B e A possuem a mesma inércia.
Com base nos fundamentos tedricos apresentados, vamos verificar o funcionamento

do algoritmo Diagonalize.

4.3 Algoritmo de localizagao de autovalores de cografos

O processamento do algoritmo depende do relacionamento dos vértices
do cografo, e divide-se em caso 1, para vértices coduplicados (w = ®) e em caso 2,
para vértices duplicados (w = @). Sejam {vg, v;} irmaos na coarvore de G e sejam
os valores d e d; os valores da diagonal nas linhas k e [ da matriz A+ xI, onde A é

a matriz de adjacéncia de um cografo, entao teremos:

caso 1 (w = ®) {vg, v} sao coduplicados e a matriz A 4+ I nas linhas

e colunas k e [ tem a forma:
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ar
a; ... dp 1 ... a,
ar ... 1 & ... a,
ap  aAp

Onde as entradas da matriz sao iguais a 0 ou 1, exceto possivelmente

em d; e d;. Entao as operacoes:
Lk — Lk — Ll
Ck — Ck — Cl

Modificam a matriz para:

0 a1
0 ... dg+d;—2 1-4 ... O
al 1—dl dl .. A
0 a,

Com isto, a linha e a coluna k£ encontram-se praticamente nulas, exceto

na diagonal e nas posicoes onde ela vale 1 — d.
Para anular estas posic¢oes, trés casos poderao ocorrer:

Subcaso la: quando di + d; — 2 # 0, entao efetuaremos as operacoes:
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¢ __1=d
Ly Ly dp,+d;—2 Ly

_1-d,
C,+— () dntd,—2 Cy

E obteremos:

dk < dk + dl -2 dl < dc;ilfclll_—12

Com a linha e a coluna k diagonalizadas, o valor dj, fica inalterado e o

vértice vy é removido da coarvore, isto é, Tg + Tq — v

Subcaso 1b: quando dy + d; = 2 e d; = 1, entao ja esta pronto. A

matriz terd o formato abaixo:

0 a1
0 0 O 0
ap ... 0 1 ... a,
0 a,
E obteremos:
dk +~ 0 dl +—1

E o vértice v, é removido da coarvore Tg < Tg — vy,

Subcaso 1c: quando d,+d; = 2 e d; # 1, entao a matriz tem o formato:
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0 al
0 0 1-4d, 0
a1 1—dl dl & .
0 a,

Note que aq, ...., a, € {vg, v} e ja que 1 —d; # 0, para cada i # k, [ onde

a;; = 1 fazemos:
[ [ 1 [
i © T 1—q, 'k
1

As operacoes acima zeram a linha e a coluna [ sem alterar qualquer

outro valor. Assim ficamos com a matriz na forma:

0 0
0 0 1-d; 0
0 1-d; d; 0
0 0

Agora fazendo a sequéncia de operacoes:
Ly +— L;+ % Ly

C’lHCrF%Ck
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E logo apos:
Lk < Lk — (1 — dl)Ll

Ck <—— Ck — (1 — dl)C’l

Obtemos:
_ . . -
0 -(1-4)? 0 0
0 0 1 0
L 0 0 i

Aqui, ambas as linhas e colunas k e [ foram diagonalizadas:
dk(——(l—dl)2 dl<—1
E os vértices vy e v; sdo removidos da coarvore T < T — {vk, v}

caso 2 (w = @) {vg, v} sdo duplicados e a matriz A + xI nas linhas e

colunas k e [ tem a forma:

ar a1
ap ... dp 0 ... a,
ar ... 0 d& ... a,
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Similarmente ao caso 1, fazendo as operacoes:

Lk<—Lk—Ll

C’k<—0k—Cl

Obtemos a matriz:

0 a1
0 dp +d; -d; 0
a - dl dl an
0 a,

Subcaso 2a: quando d + d; # 0, entao fazemos as operagoes:
Ll — Ll + #—:—dlLk
Cl — Cl + LC]C

di+d;

Para tornar a matriz na forma:

0 a1

0 di + d; 0 0
dyd

ay 0 dk’lél a,,
0 a,

E obteremos:
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drd;

dy, < di, + d; dl<_dk+dl

E removemos o vértice v, da coarvore Ty < T — vy.

Subcaso 2b: quando d + d; = 0 e d; = 0. Similarmente ao subcaso

1b, a matriz esta na forma diagonal.

0 a1
0 0 0 0
ag ... 0 0 ... a,
0 a,

Onde:
dk ~ 0 dl +~0
E o vértice v, é removido da coarvore Tg < Tg — vg.

Subcaso 2c: quando di, + d; = 0 e d; # 0. Note que ay, ....,a, € {0,1}

e desde que d; # 0, para cada i # k,[ onde a;; = 1 fazemos:

Assim obtemos a matriz:
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0 0
0 0 -d 0
0 -d;  d 0
0 0

E com isto, prosseguimos fazendo:

Ly+— L+ L;
Cr+— C, +
Obtendo:
0 0
0 -d; 0 0
0 0 d; 0
0 0
Assim:
dk < —dl dl — dl

E removemos os vértices vy, e v; da coarvore Tg < Tg — {vk, v}

O algoritmo entao se divide em casos 1 e 2 e subcasos a, b e ¢. Apre-

sentaremos agora a descri¢ao do algoritimo.
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Algoritmo Diagonalize

INPUT: Coarvore T, escalar x.
OUTPUT: matriz diagonal D = [dy,ds, ..., d,] congruente a A(G) + x1.
Algoritmo Diagonalize (T, )
inicializar d; := x, para 1 <1< n
quando T possuir > 2 folhas
selecionar irmaos {vy, v;} com maior profundidade com pai w
a < dy B+ d
se w =g
se a+ [ #2 // subcaso la
dp — a4+ —2; dle%ﬁg; Te =Tg — vy
senao, se f =1 // subcaso 1b
dp < 0;dy < 1; T =Tg — vy,
senao // subcaso lc¢
dp = —(1=P3)% di < 1, To =T — v To = Ta — vy

senao, se w = @

sea+ [ #0 //subcaso 2a
dk<—a+5; dl%;“—_&;TG:Tg—Uk
senao, se =0 / /subcaso 2b

dp < 0;dy < 0; T =Tg — vy
senao / /subcaso 2c
di <= =05 dy + B; T =Tg — v Te = T — v

retorna T
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Faremos em um exemplo aplicado num cografo GG, verificando as impli-

cagoes que ocorrerao na coarvore e na matriz A + xl associadas.

Exemplo 4.13. Seque abaizo o cografo G, com sua matriz de adjacéncia A, sua
codrvore T e seu espectro spect(A). FEscolheremos x = 0 para esta aplicacao, e
com isto vamos obter a matriz A+ xI = A. Ao final verificaremos quantos auto-
valores sao menores, iguais ou maiores do que zero. A cada passo deste processo

"eliminamosum vértice da codrvore T e uma linha e coluna na matriz A + x1.

01 1100

101011

110100
A=

101011

01 0101

010110

1+v33) 1 0 -1 1(1-+33
1 11 2 1

spect(A) =

Note que a profundidade da coarvore é o ntimero de arestas que estao

no maior caminho entre a raiz e as folhas, e os niveis de profundidade sao definidos
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a partir da raiz no sentido das folhas, onde a cada alternancia entre as operagoes ®
e & temos um novo nivel constituido. Podemos observar que a coarvore T possui
trés niveis, o primeiro é a raiz ®, pois o cografo é conexo, o segundo nivel é @, onde
estao os vértices b e d, e o terceiro nivel alterna novamente para ® com os vértices

a,c,ee f.

Com algumas operagoes efetuadas na matriz A+ xI e baseado na estru-
tura da coarvore T, encontraremos uma matriz diagonal D congruente a A + x1,
onde na diagonal de D é possivel verificar a quantidade de elementos maiores, iguais
ou menores que zero. Esta quantidade de elementos maiores, iguais ou menores do

que zero indica quantos autovalores existem acima, iguais ou abaixo de —x.

Subcaso la - sequéncia de operagoes em A com base nos vérti-

ces (a,c) de Tg
L1:L1—L3 01201—03

Apobs estas operacgoes, a matriz A torna-se:

~2.0 0 00 0
001011
011 100
001011
0 1.0 101
0 10110
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Com isto eliminamos o vértice a da coarvore T, e a primeira linha e

primeira coluna da matriz A, obtendo a = -2 e uma nova matriz A; e coarvore 1,:

01 011
12 100
Ar=10 1 01 1
1 0101
1 0110

Note que o vértice ¢ sobe um nivel na coarvore, ocupando a posicao da

operagao ® que tinha juntamente com o vértice a.

Subcaso la - sequéncia de operacoes em A; com base nos vér-

tices (e, f) de Tg,
L4:L4—L5 04204—05
L5:L5—|—%L4 05:C5+%C4

Apobs estas operacoes, a matriz A; torna-se:

010 0 1
121 0 0
010 0 1
000 -20
1 01 0 3

Com isto eliminamos o vértice e da codrvore T,, e a quarta linha e

quarta coluna da matriz A;, obtendo e = -2 e uma nova matriz A, e coarvore Tg,:
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® _ .
Te, 0 1 01
@ @) A2:1§10
01 01
b d ¢ f 1 0114

Note que, da mesma forma que ocorreu antes com o vértice a, o vértice f
sobe um nivel na coarvore, ocupando a posicao da operacao ® que tinha juntamente

com o vértice e.

Subcaso 2b - sequéncia de operagoes em A; com base nos vér-

tices (b,d) de Tg,
L1:L1—L3 01201—03

Apobs estas operacgoes, a matriz A, torna-se:

0000
01 10
01 01
0 0 1 5 |

Agora eliminamos o vértice b da coarvore Ti,, e a primeira linha e

primeira coluna da matriz Ay, obtendo b = 0 e uma nova matriz As e coarvore Tg,:

@)
Te,

—_
= O

©) As

I
o = NI
o

—_
N
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Agora o vértice d sobe um nivel na coarvore, ocupando a posicao da

operagao & que tinha com o vértice b.

Subcaso 2a - sequéncia de operacoes em A3 com base nos vér-

tices (¢, f) de Tg,
L1:L1—L3 01201—03
Ly=1Ls+ 3 L Cs3=Cs+ 5 Cy

Apobs estas operacgoes, a matriz As torna-se:

1 00
0 01
01 !

Com isto eliminamos o vértice ¢ da coarvore Ti,, e a primeira linha e

primeira coluna da matriz Az, obtendo ¢ = 1 e uma nova matriz A, e coarvore Tg,:

©
Te, A, - |

—_

=

Subcaso la - sequéncia de operacoes em A, com base nos vér-

tices (d, f) de Tgy
Ly =1L, — Ly Cy =01 =Gy
L2:L2+%L1 OQZCQ‘l—%Cl

Apos estas operacoes, a matriz A, torna-se:
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=T
1
0

=

4

E por fim, temos d = _T7 e f = = . Obtendo os valores a,b,¢,d,e, f,

temos os elementos da diagonal da matriz D:

200 0 0 0
000 0 0 0
001 0 0 0

D =
0 00 = 0 0
000 0 —-20

4
000 0 0 7|

Temos ainda que a matriz D é congruente a matriz A e como utilizamos
x = 0, podemos concluir que o cografo G possui dois autovalores maiores do que
0 por causa do sinal positivo de ¢ e f, um autovalor igual a 0 por b = 0 e trés

autovalores menores do que 0, por causa do sinal negativo de a, d e e.

A partir de agora apresentaremos algumas justificativas e resultados do

funcionamento do algoritmo apresentado no Exemplo 4.13.

As entradas do algoritmo sao a coarvore Tz e x, a partir dai um par
de vértices irmaos {vk, v}, no nivel mais profundo de Ty, sao selecionados, e ocorre
uma iteragao nas linhas e colunas k e [ da matriz A + xI (operagoes cogredientes
elementares). Esta iteracdo torna nula uma ou duas linhas (colunas), atualizando
o elemento da diagonal. Note que, sendo G um cografo com matriz de adjacéncia
A, coarvore T e {vg, v} vértices irmaos com pai w. Se w = @ (duplicados), entao

as linhas (colunas) k e [ em A sao iguais. Se w = ® (coduplicados), entdo as
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linhas (colunas) k e [ sdo iguais exceto em duas posicoes Alk, k] = A[l,l]] = 0 e

Alk, 1) = A[L K] = 1.

Uma vez que cada linha (coluna) é diagonalizada, ela nao participa
mais do processo e seu valor permanece inalterado. Quando uma linha (coluna)
correspondente a um vértice v tiver sido diagonalizada a coarvore é reconstruida a
partir dos vértices irmaos que estao na maior profundidade da coarvore da seguinte

forma:

Sejam {u, v} vértices irmaos com pai w, e consideremos que w possui k

filhos, entao:
(1) Se k > 2 obtemos T — v removendo v.

(2) Se k = 2 e w nao for a raiz, obtemos 7" — v movendo u para o lugar

de w, e removendo v e w.
(3) Se k =2 e w for a raiz, a coarvore é u.

O algoritmo termina quando todas as linhas e colunas da matriz A+ x/

forem diagonalizadas.

Teorema 4.14. Dados T e x, onde T € a codrvore de um cografo G tendo matriz
de adjacéncia A, o algoritmo Diagonalize encontra uma matriz diagonal D, que €

congruente a A+ xl.

Demonstracao. Basta observar que um cografo possui uma tnica representacao na
forma de codrvore e matricial, e que o algoritmo Diagonalize, através dos casos 1 e

2 e seus subcasos, produz uma matriz D (diagonal) efetuando operagoes cogredientes



74

elementares finitas na matriz A + z/. Assim pelo Teorema 4.6 A + zI é congruente

aD. ]

O algoritmo permite que facamos o célculo para qualquer x real, en-
tao se quisermos verificar quantos autovalores de um cografo G encontram-se num
determinado intervalo, basta processar o algoritmo nos extremos do intervalo que
queremos e fazer a conta conforme a inércia obtida. O préximo teorema fornece as

garantias deste processo.

Teorema 4.15. Seja D = [dy, dy, ...., d,] uma matriz diagonal resultado do algoritmo
Diagonalize (T¢,x), e D possui k. valores positivos, k_ valores negativos e ko zeros,

entao:
i) o numero de autovalores de G maiores do que —x € exatamente k..
i1) o numero de autovalores de G menores do que —x € exatamente k_.

iii) a multiplicidade de —x como autovalor € ky.

Demonstragao. Seja G um cografo, A a matriz de adjacéncia de G e Tz a coarvore

de G.

A demonstracdo vem do fato que o algoritmo Diagonalize efetua ope-
racoes cogredientes elementares em A + xl, e com estas operagoes a matriz D é

congruente a A + x1.

Logo, pelo Lema 4.10 e pelo Teorema 4.11 (Lei da Inércia de Sylvester),

segue o resultado. [
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Observacao 4.16. A ordem dos elementos da diagonal de D depende dos vértices
mais profundos na codrvore do cografo e de sua selecao. Nao estd claro se os resulta-
dos obtidos, através do algoritmo, na diagonal da matriz D serao sempre 0s mesmos

(invariantes), mas os sinais certamente sdo.

Exemplo 4.17. Vamos processar o algoritmo para x = 1, e asstm poderemos con-

frontar o resultado de acordo com o espectro calculado no Exemplo 4.13.

Além disso, com o resultado do algoritmo calculado para (xr = 0) no
Exemplo 4.13, determinaremos quantos autovalores existem no intervalo (—1,0). As-
sim, ap0Os o processamento do algoritmo para x = 1 obtemos: a = 0,b=2,c=2,d =
—l,e=0,f = % . Produzindo entao uma matriz diagonal D congruente a A + 1.
Note que a matriz D depende do paramtro x, assim a cada x escolhido uma matriz

D, é produzida. Abaixo segue a matriz D obtida a partir de x = 1.

000 0 00
020 0 00
002 0 00

D =
000 -100
000 0 00
000 0 03

Observando o espectro do cografo, notamos que o autovalor —1 tem
multiplicidade 2, o que é confirmado por a = e = 0, tem um autovalor menor do que
—1, o que é confirmado por d = —1 e possui trés autovalores maiores do que —1, o
que é confirmado por b = 2,¢c =2, f = % . Além disso comparando estes resultado

com o resultado do algoritmo em x = 0, notamos que nao existem autovalores no



76

intervalo (—1,0), pois o algoritmo em = = 0 nos diz que existem dois autovalores
maiores do que zero e um autovalor com multiplicidade zero, ji o algoritmo em z = 1,
mostra que existem trés autovalores maiores do que —1, ou seja, os dois que ja eram
maiores do que zero e o proprio zero. Note que este processo permite refinar um
intervalo para continuar na localizacao dos autovalores, e apds algumas iteragoes

podemos obter uma aproximacao com o valor do mesmo.

No préximo capitulo serao apresentadas algumas aplicagoes do algoritmo
Diagonalize na obtencao de resultados espectrais cléssicos em cografos e também para

reconhecer familias de cografos equienergéticas a grafos completos.
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5 APLICACOES DO ALGORITMO
DIAGONALIZE

5.1 Introducao

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados classicos a respeito
do espectro de um cografo, os quais sao: a nao existéncia de autovalores no intervalo
(—1,0) e a forma de obter as multiplicidades dos autovalores —1 e 0. Além disso,
apresentaremos resultados encontrados nos trabalhos [5, 19|, os quais comparam e
energia de algumas familias de cografos com a energia de grafos completos K,,. Estes

resultados sao demonstrados através do algoritmo Diagonalize.

5.2 Aplicagoes do algoritmo Diagonalize em resultados

classicos do espectro de um cografo

Os trabalhos [5, 19, 27] trazem diversos resultados a respeito do espectro
de um cografo, os quais serao explorados nesta se¢ao. Destacamos também o trabalho
[26], que deu os primeiros passos na obtengdo de resultados sobre o espectro de
um cografo, por exemplo as multiplicidades dos autovalores —1 e 0. Aplicaremos
o algoritmo Diagonalize para a verificacao de alguns resultados classicos sobre o
espectro de um cografo, como ja mencionado, é nao possuir autovalores no intervalo
(—1,0) e como determinar as multiplicidades dos autovalores —1 e 0. Iniciaremos com
alguns resultados prévios e consequéncias do algoritmo Diagonalize. Estes resultados

sao apresentados em [5, 19].
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Lema 5.1. Suponha que 0 < o, 3 < 1, entao:

(a) 0 < 254 <1

(b)Ong"—fB <1, coma+ B #0.

Demonstragio. O resultado (a) segue do fato que (o —1) — (o 4+ —2) = (o —
1)(8—1) > 0, e que tanto (a5 — 1), quanto (a+ 5 — 2) sdo menores do que 0. Para
(b) temos que af — (a+ ) = (a—1)(f—1) — 1 <0 com o+ 3 # 0. O

Os Lemas 5.2 e 5.3 relacionam o que ocorre com a diagonal da matriz
de adjacéncia A + xI em funcao do relacionamento dos vértices irmaos e do proces-

samento do algoritmo Diagonalize. Estes resultados estdo em [5, 19].

Lema 5.2. Sejam {vy, v} vértices irmaos coduplicados processados por Diagonalize
com valores 0 < dy,d; < 1, entao di se tornard permanentemente negativo e d; serd

um valor em (0,1).

Demonstracao. Nas condicoes do Lema, estamos no subcaso 1a.
Logo,

dy < &'+'ﬁ -2

af—1
a+5—2

dlé—

Onde «, 8 sao os valores anteriores de dg,d;. Verificamos através do

algoritmo que dy < 0. E pelo Lema 5.1(a), temos que d; € (0, 1). ]
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Lema 5.3. Sejam {vy, v} vértices irmaos duplicados processados por Diagonalize
com valores 0 < di,d; < 1, entao dy se tornard permanentemente positivo e d; serd

um valor em (0,1).

Demonstracao. Nas condicoes do Lema estamos no subcaso 2a.

Logo,

dk<—oz+6

aB
dp a+p

Onde «, 3 sao os valores anteriores de di, d;. Como verificamos através

do algoritmo, d > 0. E pelo Lema 5.1(b), d; € (0,1), quando 0 < «, 8 < 1. Falta

verificar quando o« = B = 1, e neste caso d; = % E quando ou @ = 1, ou § =1
(ndo ambos) temos que: sendo 8 =1, d; = S35, e sendo a =1, d; = %, ou seja,
d, < 1. O

O Lema 5.4 abaixo, mostra que quando processamos o algoritmo esco-
lhendo z € (0,1), todos os valores da diagonal de A+ xI dos vértices remanescentes

na coarvore estao em (0,1). Este resultado pode ser visto em [5, 19|.

Lema 5.4. Durante o processamento do algoritmo Diagonalize (Tg,x), com x €
(0,1), todos os valores diagonais dos vértices remanescentes na codrvore estao em

(0,1). Além disso, se dy corresponde ao valor permanente do vértice removido em

Ta — vy, entao dy # 0.

Demonstracao. Seja G um cografo e T; sua coarvore. Inicialmente todos os vértices

em T estao em (0, 1). Suponha que apos m iteragoes de Diagonalize todos os valores
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da diagonais da coarvore estao em (0,1). Agora consideremos a iteracdo m + 1 com
o par {vg, v;} com pai w. Se w = ®, entdo pelo Lema 5.2 dj, < 0 permanentemente e
d, € (0,1). E por outro lado, se w = @, entdo pelo Lema 5.3 dj, > 0 permanentemente

ed € (0,1).

Assim segue o resultado. O]

O Teorema 5.5 ¢ um dos resultados importantes e classicos a respeito
do espectro de um cografo, e pode ser visto nos trabalhos [1, 5, 19]. No trabalho [19]

a demonstragao apresentada segue diretamente do Lema 5.4.

Teorema 5.5. Nenhum cografo possui autovalores no intervalo (—1,0).

Demonstra¢ao. A demonstragao deste Teorema utilizando o algoritmo Diagonalize
decorre que, escolhendo um valor x para seu processamento, a cada valor diago-
nal igual a 0 encontrado, correspondera a multiplicidade de —x como autovalor do
cografo. Pelo Lema 5.4, para qualquer = € (0,1), o algoritmo produzira valores

diagonais em (0, 1). Portanto segue o resultado. O

Exemplo 5.6. Vamos aplicar os tiltimos resultados no grafo do Exemplo /.13, onde
jd processamos o algoritmo para v = 0 e x = 1. Agora processaremos o algoritmo

para r = % Com base na codrvore do Exemplo 4.13, o algoritmo inicia o processo

3

com 0s vértices a e ¢, onde ocorre o subcaso la, com d, = —1 ed; = 4

conforme Lema
5.2. Assim o vértice a € desconectado da codrvore e seu valor diagonal permanecerd
inalterado, a = —1. O mesmo ocorre com os vértices e e f no proximo estdgio do
processamento do algoritmo, e o vértice e € desconectado da codrvore e seu wvalor

diagonal permanecerd inalterado, e = —1.
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Agora o processo chega aos vértices b e d, onde ocorre o subcaso 2a, com

dp =1¢ed = }1 conforme Lema 5.3. O vértice b é desconectado da codrvore e seu

valor diagonal ficard inalterado b = 1. E o mesmo ocorre com os vértices ¢ e f no

proximo estdagio do processamento do algoritmo, e o vértice ¢ € desconectado e seu

3

valor permanecerd inalterado ¢ = 3.

Por fim o processo chega nos vértices d e f, onde ocorre o subcaso 1a,

com dj, = ’T” ed = % conforme Lema 5.2. Chegamos ao final do processo com o
vértice d = _TH e o vértice f = %. Note que nenhum dos vértices assumiu valor 0,

0 que indica que =* ndo é autovalor do cografo deste exemplo (Lema 5.4 e Teorema

2
5.5).

Outro resultado classico que apresentaremos agora com o algoritmo Di-
agonalize, sao as mutiplicidades de —1 e 0 como autovalores de cografos. O trabalho
[19] apresenta uma expressao para calcular estas multiplicidades, e aqui apresentamos

como o Teorema 5.6.
Teorema 5.7. Seja G um cografo com codrvore T tendo:

(i) ® - nodos {wy,ws, ..., wy,}, onde w; possui t; > 1 filhos terminais

(folhas). Entao:

m(=1G) =305 (6 = 1).

(i) & - nodos {wy,ws, ..., wy}, onde w; possui t; > 1 filhos terminais

(folhas). Entdo se G possui j vértices isolados,

m(0;G) = j+ >, (8 — 1),



82

Demonstracao. Para a parte (i) vamos examinar o processamento do algoritmo Di-
agonalize (T, 1). Seja w; um nodo interno do tipo ® com s; nodos internos como
filhos e t; folhas. Quando w; estiver pronto para que o algoritmo efetue seu proces-
samento, teremos teremos s; € (0,1) e ¢; valores iguais a um. Assim, pelo subcaso
1b, teremos t; — 1 zeros permanentes. Seguindo o processamento, pelo subcaso 1a
nos valores de s;, teremos s; — 1 valores negativos. No ultimo processamento em w;,
teremos o subcaso la novamente, produzindo um valor negativo, e outro valor igual
um, que passara para o proximo nivel da codrvore. E como nenhum zero pode ser
obtido no processamento do algoritmo quando o nodo interno for do tipo &, segue
que os zeros obtidos sao oriundos das t; — 1 folhas ligadas a nodos internos do tipo

.

Para a parte (i7) vamos examinar o processamento do algoritmo Diago-
nalize (Tg,0) e consideraremos inicialmente a quantidade de vértices isolados j = 0.
Seja w; um nodo interno do tipo & com s; nodos internos como filhos e ¢; folhas.
Quando w; estiver pronto para que o algoritmo efetue seu processamento, teremos
s;i € (0,1) e t; valores iguais a zero. Assim, pelo subcaso 2b, teremos t; — 1 zeros
permanentes. Seguindo o processamento, pelo subcaso 2a nos valores de s;, teremos
s; — 1 valores positivos. No ultimo processamento em w;, teremos o subcaso 2b no-
vamente, produzindo um valor positivo, e um valor igual a zero, que passard para o
préximo nivel da coarvore. E como nenhum zero pode ser obtido no processamento
do algoritmo quando o nodo interno for do tipo ®, segue que os zeros obtidos sao

oriundos das t; — 1 folhas ligadas a nodos internos do tipo .

Ao que acabamos de argumentar, no caso (ii), se G possui j > 0 vértices

isolados, entdo a raiz de T € do tipo @ com j filhos, onde (j—1) zeros sao resultantes
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do processamento do subcaso 2b, e a tltima iteracdo, ou subcaso 2a, ou subcaso 2b

resulta no j-ésimo zero. O]

Exemplo 5.8. Observe que o cografo do exemplo 4.13 possui m(—1,G) = 2 por
causa do ® - nodos que possuem os filhos a, c e e, f. E que m(0,G) =1 por causa

do & - nodos que possuem os filhos b, d.

Observacao 5.9. De acordo com os ultimos resultados apresentados, o polinémio

caracteristico de um cografo pode ser escrito:

Pg(z) = ™05 (1 + 1)1 Dy (2)

Onde m(0; G) e m(—1; G) sdo obtidos pelas expressoes do Teorema 5.6 e
D¢ (x) € um polinémio divisor de Pg(x), que pode ser utilizado para obter os demais

autovalores do cografo G, para mais detalhes ver [26].

5.3 Aplicacoes do algoritmo Diagonalize para reconhecer

familias de cografos borderenergéticos

Vamos apresentar algumas aplicagoes do algoritmo Diagonalize, em que
sao encontradas familias de cografos borderenergéticos, isto é, cografos que sao equi-
energéticos (possuem a mesma energia) a grafos completos. Antes de expor os resul-

tados, segue a definicao de energia de um grafo.

Defini¢ao 5.10 (Energia de um grafo). A energia de um grafo G € definida por

Yol Al onde Ay, Ag, . Ny, sdo os autovalores de G.
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Observamos que a a energia de um grafo completo K, é igual a 2(n—1).

Para maiores detalhes ver [22].

5.3.1 Aplicacoes do algoritmo Diagonalize para obter E(G,) = E(K3,14),
com r > 1, onde G, tem ordem 3r + 4

Em [5], os autores estabelecem a classe infinita de cografos dada por 7
={G1,Gy, ...,G,, ...}, onde G, tem ordem 3r + 4, sendo definida da seguinte forma:

para cada r > 1 temos que G, = (f(Q UKyU...UK,) ® K, ., ou seja, a unido de

r+1
r + 1 grafos K, disjuntos, e apos é feita jungdo com K,,o. Em [5], mostra-se que

E(G,) = E(K3,14) sdo equienergéticos, ou seja, possuem a mesma energia.

Através de resultados obtidos pelo algoritmo Diagonalize aplicado em
(Tq,r + 1), vamos concluir que um cografo GG, tem maior autovalor A\; = 2r 4+ 3, e
menor autovalor A, = —(r 4+ 1). E além disso, os demais autovalores de G, sao: 1
com multiplicidade 7, ¢ —1 com multiplicidade 2(r + 1), obtidos através do algoritmo

Diagonalize em (T, —1) e (T, 1) respectivamente.

Para estabelecer o resultado da equivaléncia E(G,) = E(K3,44), pre-
cisaremos de alguns resultados prévios que estabeleceremos a partir de agora, eles

podem ser vistos em [5].

Lema 5.11. Sejam vy, ..., v, vértices de um cografo, onde na representacao de codr-
vore possuem pai w = ®, com valor inicial y > 1 no algoritmo Diagonalize (Tg,y),
entao o algoritmo processa m — 1 iteracoes do subcaso 1a atribuindo, durante j ite-

ragoes:

dy < ]ji(y —1) (1)
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Demonstracdo. E facil verificar quando j = 1, pois sendo a = 3 = y > 1 através do

subcaso la, temos que dy = 2y — 2 = 2(y — 1), o que corresponde a (1) com j = 1.

E temos que d; = Qy_; = yTH, o que corresponde a (2) com j = 1.

Agora vamos supor que j iteragoes produzem os resultados (1) e (2),
entao por indugao durante a iteragao j + 1 teremos a = y+9 >1lef=y>1 Como

a+ 8 # 2 o subcaso la é executado novamente obtendoz

dp < a+ P — 2—y+j—|—y 2—]+2(y—1)

Jj+1 Jj+1
d af—1 _ (y2+jy — 1)L — vt
LY a4p—2 j+1 G+2)(y-1) J+2
E assim, a inducao é satisfeita. ]

Lema 5.12. Sejam vy, ..., v, vértices de um cografo, onde na representacao de codr-
vore possuem pai w = @, com valor inicial y > 0 no algoritmo Diagonalize (Tg,y),
entao o algoritmo processa m — 1 iteragoes do subcaso 2a atribuindo, durante j ite-

ragoes:

dy, Gty (3)

J

< 7 (4)

Demonstracdo. E facil verificar para j = 1, pois sendo o = = y > 0 através do

subcaso 2a, temos que di = 2y, o que corresponde a (3) com j = 1.

Ed = g—g = £, 0 que corresponde a (4) com j = 1.

Y
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Agora vamos supor que j iteragoes produzem os resultados (3) e (4),
entao por indugao durante a iteragao j + 1 teremos a = ]% >0ef=y>0. Como

a+ 8 # 0 o subcaso 2a é executado novamente obtendo:

_ .y _ U+2y
dk%a—l—ﬁ—m#—y— S|
By L Jtl Y
di = 335 = 719Gy = 542
E assim, a inducao é satisfeita. O

Os Lemas 5.11 e 5.12 descrevem o algoritmo Diagonalize quando multi-
plas folhas que possuem o mesmo pai tem o mesmo elemento diagonal d; = y, entao
o algoritmo efetua m — 1 iteracoes do subcaso la ou 2a dependendo do pai ® ou .
Agora vamos verificar a multiplicidade do autovalor —1 de GG, com o Lema 5.13 que

esta em [5].

Lema 5.13. G, possui m(—1,G,) =2(r +1)

Demonstracao. Basta observar que pelo Teorema 5.7, em G, cada Ky produz um
autovalor —1, e como temos r + 1 grafos K», temos a multiplicidade de —1 igual a

r+ 1. Jad em K, o, também pelo Teorema 5.7, temos que a multiplicidade de —1 ¢

igual a r 4 1.

Assim G, possui m(—1,G,) = (r+ 1)+ (r+1)=2(r+1) O

Outro resultado que verificaremos agora é a multiplicidade de 1 como

autovalor de G, conforme pode ser visto em |[5].

Lema 5.14. O autovalor 1 em G, possui multiplicidade r.
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Demonstracio. E suficiente mostrar que o algoritmo Diagonalize em (Tg,, —1) pro-
duz exatamente r zeros. Inicializando o algoritmo com z = —1, ocorre o subcaso
la em cada um dos r + 1 pares de irmaos {vg, v} no nivel trés da coarvore. Cada
operagao produz dy < —4 e d; + 0, e deixa um zero no nivel dois da coarvore (nivel
onde estava ®). Depois que o algoritmo processou em todo o nivel trés, o subcaso
2b é aplicado a todo r par de irméos {v,v;} onde dy = d; = 0. Este processo cria r

zeros permanentes, e temos que m(1,G,) > r.

Vamos agora para o nivel um da coédrvore, onde temos r + 2 vértices
irmaos e um vértice 0 vindo do nivel inferior. Note que, pelo Lema 5.13 G, possui
2(r+1) autovalores —1, assim no nivel um da coarvore r+1 iteragoes devem produzir
dj, negativos correspondentes a multiplicidade de —1. A dltima iteracao devera
produzir um valor positivo, pois caso contrario teriamos uma contradicao no fato de

que o maior autovalor de um grafo é simples, ou seja, possui multiplicidade um.

Portanto segue o resultado G, possui multiplicidade r. O

Apos obtermos os resultados das multiplicidades de —1 e 1 como auova-
lores de G, vamos em busca dos demais resultados do espectro. Segue o Lema 5.15
que fornecera o que buscamos. Note que buscamos apenas dois autovalores, pois até
entao temos 3r + 2, que sao as multiplicidades de —1 e 1. O resultado abaixo esti

em [5].

Lema 5.15. O maior e o menor autovalor de G, sdo:

)\1:2T+3

A =—(r+1)
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Demonstragiao. Demonstraremos que A\, = —(r + 1), e A\; = 2r + 3 seguira do resul-

tado que a soma dos autovalores de um grafo é igual a zero.

Vamos aplicar o algoritmo Diagonalize em (T, + 1) e verificaremos

que serao obtidos elementos d;; nao negativos com um tnico zero.

Consideremos os r + 1 pares de irmaos na profundidade trés da coarvore

e sejam o = [ = r + 1, para cada par o subcaso la é executado, obtendo:
dk — 2r

r+2
dl<— 5

Assim teremos 7 + 1 vértices com valor permanente positivo 2r.

r+2
P

Na profundidade dois, existem r + 1 folhas com valor positivo y =
e r iteracoes sao efetuadas. Pelo Lema 5.12 cada iteragao gera valores diagonais

permanentes e positivos (3) e na itera¢ao r, obtemos (4), assim:

y o r42
di < 75 = 36551

O resultado acima ¢ movido para o nivel superior abaixo da raiz da

coarvore. Na profundidade um, teremos r 4+ 3 folhas, onde r 4+ 2 com valor diagonal

r42
2(r+1)°

r + 1 e uma folha simples com valor diagonal

Assumimos agora que o algoritmo efetue seu processamento nas folhas
de mesmo valor y = r+ 1. Entao pelo Lema 5.11 em cada r + 1 iteracoes o algoritmo

produz valores diagonais permanentemente positivos (1). Deixando j = r+1 em (2),

e ~ ) 2(r+1
vemos que a tltima iteracao da coarvore resulta no valor %
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Assim no tltimo processamento do algoritmo teremos os valores o =

2(T+1) /8 — r+2

13 501 tendo o + 8 > 2, na ultima iteracao o subcaso la produz:

dkFOé—i—ﬁ—Q

af—1 __
dl = a+p—2 0

E assim teremos um valor positivo e um valor zero nas duas tultimas

entradas diagonais. E portanto temos que A, = —(r + 1), possui multiplicidade 1.

Agora, falta apenas obtermos o dltimo autovalor de multiplicidade um,

e como a soma dos autovalores de um grafo é igual a zero, temos que:
A —2(r+1)+7r—(r+1) =0 e consequentente \; = 2r + 3.

E assim a demonstracao fica concluida. ]

O teorema abaixo agrega todos os resultados obtidos dos lemas anteri-

ores, e estabelece a equivaléncia da energia.

Teorema 5.16. Para cadar > 1, G, e Ks,.4 sao equienergéticos.

Demonstragao. Segue dos Lemas 5.13, Lema 5.14 e Lema 5.15. [

E assim temos: E(G,) =2(r+1)+r+2r+3)+(r+1) =23r+4)-2 =
2n —2=2(n—1), com n = 3r + 4.

Observacao 5.17. Note que G, e K314 5G40 nao coespectrais, isto €, nao possuem

0 mesmo espectro. E note também que os autovalores sao todos inteiros.

O exemplo 5.18 aplica o que acabamos de concluir pelo Teorema 5.16.
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Exemplo 5.18. Vamos verificar que para v =1, E(G;) = E(K7).

Temos que G = (K3 U Ks) ® K3 e que o espectro de Gy é:

d 1 -1 -2
1 1 4 1

spect(Gy) =

Por outro lado, o espectro de K é:

spect(K7) =

Assim, com este exemplo segue que F(Gh) = E(K7) = 12.

5.3.2 Aplicagoes do algoritmo Diagonalize para F(G) = E(K,), onde
G=K,®(a—-1)(b—1)Ky,coma>2eb>2

No trabalho [19], sdo apresentadas algumas familias de cografos ndo co-
espectrais e borderenergéticos a grafos completos K,,. Uma das familias que aparece
neste trabalho, é a familia dos cografos gerados por G = K, ® (a — 1)(b — 1)K}, que
tem ordem n = a+b(a — 1)(b—1). Este tipo de cografo possui uma coarvore balan-
ceada T (1, (a—1)(b—1),0la,0,b), onde este tipo de coarvore possui a caracteristica
de que todo nodo interno com a mesma profundidade na coarvore possui o mesmo
ntimero de nodos internos e 0 mesmo nimero de folhas como sucessores diretos. A

Figura 5.1 abaixo mostra um exemplo de coarvore balanceada.
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Figura 5.1: Coavore balanceada.

A notagao utilizada é Tg(ay, ..., ar|b1, ..., b.), onde T é uma coarvore
de profundidade r, a raiz de Ty possui exatamente a; nodos internos e b; folhas.
Um nodo interno sucessor da raiz possui exatamente a, nodos internos e by folhas,
e assim sucessivamente. Consequentemente aq, as, ...., a,_1 assumem valores inteiros
positivos e a, = 0. E temos também que by, b, ...., b,_1 assumem valores inteiros nao

negativos e b, > 2.

O trabalho [19] também mostra que esta familia de cografos, com a > 2
e b > 2, possui espectro conforme o Lema 5.19 apresentado abaixo. Mais detalhes

podem ser encontrados em [19].
Lema 5.19. Sejo G = K,® (a—1)(b— 1)K}, de ordem n = a+b(a—1)(b—1), para
valores firos a > 2 e b > 2. O espectro de G é:

—(a—1)(b—1) ~1 b—1 ab—1

1 (@—D[b-12+1 (a—1Db-1)—1 1

Demonstra¢ao. Vamos iniciar a demonstragao para verificar a existéncia e multi-

plicidade do autovalor —1. Pelo Teorema 5.6 e observando a Figura 5.1, note que
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ligado a raiz ® temos m(—1,G) =a — 1 e a cada ® no nivel (a — 1)b — 1), teremos

m(—1)=(b—1),assim m(—-1)=(a—1)(b—1)*+(a—1)=(a—1)[(b—1) + 1]

Para verificar a existéncia e multiplicidade do autovalor b — 1, vamos
aplicar o algoritmo Diagonalize na coarvore da Figura 5.1 (T, x), com z = —b + 1.

Pelo Lema 5.11, no nivel ® mais profundo da coarvore teremos:

dy J’Ji,l(_lH_ 1—-1)= jji,l(—b) <0,7=1,2,3,...0 — 1 iteragoes.

—bt14j _ —btltb—1 _ . 1 ~
d; + ey e ke e 0, depois de b — 1 iteragoes.

Assim teremos (a—1)(b— 1) zeros no nivel @ da coarvore da Figura 5.1.

Logo o subcaso 2b do algoritmo Diagonalize efetua seu processamento
obtendo (a — 1)(b— 1) — 1 zeros e movendo um zero para o nivel acima da coarvore
(raiz). Neste nivel teremos a vezes o termo —b + 1 e uma vez o elemento zero.
Processando o algoritmo nos elementos —b+ 1, novamente pelo Lema 5.11 na raiz ®

da coarvore, teremos:

dp — (b +1-1)=21(-b) < 0,5 =1,2,3,....a — 1 iteracdes.

j j
d; + _bj:llﬂ = _bbtllibl_l = 0, depois de a — 1 iteracoes.

Ao final termos os tdltimos dois elementos com valor nulo, e com pai ®,

onde pelo subcaso la do algoritmo Diagonalize, teremos:
dk — =2
dl — _71

E portanto b — 1 é autovalor de G com multiplicidade (a —1)(b—1) — 1.
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Para verificar a existéncia e multiplicidade do autovalor ab — 1, vamos
aplicar o algoritmo Diagonalize na coarvore da Figura 5.1 com (T, x), com z =

—ab + 1, e verificaremos que um tnico zero serd gerado.
Pelo Lema 5.11, no nivel ® mais profundo da coarvore, teremos:
dj, jji.l(—ab) <0,j=1,2,3,..b—1;
dy+ —a+1

Assim teremos o elemento —a + 1 em cada (a — 1)(b — 1) nodo & da

coarvore da Figura 5.1. Pelo Lema 5.12, teremos:

dj, jji.l(—a+ 1)<0,j=1,23,...(a—1)(b—1) — 1;

Assim, na raiz da coarvore ®, teremos a vezes o elemento —ab+1 e uma
vez o elemento b__—ll Processando o algoritmo nos elementos —ab+ 1, novamente pelo

Lema 5.11 na raiz ® da coarvore , teremos:
dj, J’Ji.l(—ab) <0,j=1,2,3,...a—1;

dl<——b+1

-1

Ao final termos os ultimos dois elementos o = —b+1e = =,

€ com

pai ®, onde pelo subcaso la do algoritmo Diagonalize, teremos:

—p2

dk%m

dl<—0
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E portanto ab— 1 é autovalor de G com multiplicidade 1. Para finalizar
a demonstragao utilizaremos o fato de que a soma dos autovalores de um grafo deve

ser igual a zero, assim:

A+ (a=D[0b=1)2+1)(-1)+(b-1[(a—1)(b—1)—1]+ab—1=0,
o que implica, \, = (a—1)+(b—-1)—ab+1=—(a—1)(b—1).

O fato de )\, ter multiplicidade 1, é porque temos computados até entao
bla—1)(b — 1) + a — 1 autovalores, e com \,, teremos n = a + b(a — 1)(b — 1)

autovalores. Portanto segue o resultado. ]

Observacao 5.20. Note que os autovalores dos cografos obtidos através do Lema

5.19 possui autovalores inteiros.

O teorema abaixo, encontrado em [19], consolida os resultados desta

familia de cografos em relagao a grafos completos K.

Teorema 5.21. Seja G = K, ® (a —1)(b—1)K,, de ordem n =a+b(a—1)(b—1),
para valores firos a > 2 e b > 2 representado pela codrvore na Figura 5.1. Entdo G

¢ um cografo nao coespectral e borderenergético a K,.

Demonstragio. A energia de grafos completos é dada por F(K,) = 2n — 1, onde n
é o ntimero de vértices. Assim usando o Lema 5.19, podemos computar a energia de

G como:
EG) =(@@—-1)0b-1D+@-D)[b-1)*+1]+0-D[(a—1)(b—1)—1] + (ab—1)

=@-1D0b-D+@-1)0b-12+@-1)+(a—1)(b—-1)2—(b-1)+ (ab—1)

=2b(a—1)(b—1)—(a—1)(b—1)+a—b+ab—1=2b(a—1)(b—1)+2a—2=2(n—1)
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Vamos verificar com um exemplo os resultados do Teorema 5.21.

Exemplo 5.22. Seja G o cografo construido utilizando G = K, ® (a —1)(b — 1)Ky,
coma = 3 eb = 2, entao teremos G = K3 ® 2K5, com a codrvore balanceada

T6(1,2,0|3,0,2) e comn = 7. A Figura abaizo 5.2 apresenta o cografo G, a codrvore

T e o spect(G).

G

U1

Vg V4

(% Vs

V2 U3

5 1 —1 —2
1 1 4 1

spect(G) =

Figura 5.2: Cografo (G, sua coarvore balanceada T e seu espectro.

Ja o espectro de K7 é:

spect(Kr) =

Entao conforme o exemplo, temos que F(G) = E(K7) e também sao

nao coespectrais.
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E com estas aplicacoes do algoritmo Diagonalize encerramos este capi-
tulo, verificando que o algoritmo é de simples aplicacdo, mas constutui uma ferra-
menta 1til para obtermos informacoes sobre os autovalores de um cografo e também

para compararmos a energia de familias de cografos com grafos completos.
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CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Nesta dissertagao foram apresentadas algumas caracterizagoes de cogra-
fos, unindo algumas das diversas formas que podem ser encontradas em trabalhos
anteriores sobre este tema. As caracterizacoes escolhidas tiveram por objetivo auxi-
liar no entendimento desta estrutura no que diz respeito ao relacionamento de seus
vértices e formas recursivas de construcao, utilizando as operacoes uniao e juncao de
grafos e o complemento de um grafo. Algumas formas de representacao de cografos
foram apresentadas, com o intuito de auxiliar no entendimento e na aplicacao do

algoritmo de localizagdo de autovalores em cografos (Diagonalize).

O algoritmo Diagonalize auxilia a encontrar autovalores associados a
cografos através da coarvore, efetuando operagoes na matriz A + xI, onde A é a
matriz adjacéncia. Neste trabalho, justificamos o seu funcionamento com base na

teoria de congruéncia de matrizes e Lei da Inércia.

Por fim, foi reservado um capitulo para explorar aplicacoes do algoritmo
Diagonalize em resultados classicos sobre o espectro de cografos, e aplicagoes para

construir cografos que sao nao coespectrais e equienergéticos a grafos completos.

O estudo dirigido para cografos, deve-se ao fato de ser uma classe de
agrafos ainda com varios problemas em aberto, por exemplo o que pode ser visto em
[10], onde E. Ghorbani faz a conjectura que para qualquer cografo G, a multiplicidade
de qualquer autovalor diferente de 0 e —1, nao excede o nimero minimo de cadeias

com respeito a uma ordem parcial definida em seu trabalho.
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Além disso, cografos sao uma estrutura mais simples sob o ponto de vista
de construcao, a qual permite que algoritmos possam ser desenvolvidos, e executados

de forma mais eficiente. As contribuicoes feitas neste trabalho foram:
1. mostrar a equivaléncia das caracterizagoes apresentadas;

2. explicar os detalhes da relacao de congruéncia entre matrizes, que é

a base teorica para o funcionamento do algoritmo Diagonalize;

3. estudar resultados importantes sobre o espectro de cografos utilizando
o algoritmo Diagonalize, tais como: multiplicidade dos autovalores —1 e 0 e nao

existéncia de autovalores no intervalo (—1,0).

Com o estudo de cografos podemos perceber que hi muito ainda por
explorar no que diz respeito a esta estrutura, tanto para obter uma forma geral para
definir ou caracterizar, quanto na parte espectral. Além do que foi apresentado sobre
o espectro de cografos, temos também pela teoria de grafos, que o maior autovalor
de um grafo é limitado superiormente por A; < 4/2m(1 — %), onde m é o nimero de

arestas e n é o nimero de vértices de um grafo [22|. E para cografos, serd que este

limite pode ser outro? Nao foi encontrado trabalho que trata deste tema.

Outro resultado sobre o espectro de cografos, é que existe uma classe de

cografos, cujo segundo maior autovalor tem limite superior ‘/52_1 , ou seja, A2(G) <
%. Os cografos desta classe sdo chamados o~ grafos. No trabalho [25], séo
apresentados os resultados que levam a esta conclusao, onde os o0~ grafos sao descritos
através de subgrafos contendo grafos completos K, e grafos partidos K,,, . . Serd

que podemos encontrar limites superiores para os outros autovalores de um cografo?
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Além disso, outros trabalhos investigam cografos construidos a partir
de grafos completos, para procurar cografos equienergéticos a grafos completos K,
[5, 19]. Podemos generalizar os casos ja encontrados? E quanto a energia de um
cografo, existe alguma familia com maior energia? E menor energia? Temos como

comparar a energia entre dois ou mais cografos a partir de alguma caracteristica?

E o que falar a respeito dos autovetores associados? Existe algum padrao
sobre os sinais das componentes dos autovetores associados? E também, a respeito
das outras matrizes que associadas a grafos, como por exemplo a matriz laplaciana,

o que se tem até o momento sobre esta matriz obtida através de um cografo?

Além do que ja foi citado, outra oportunidade de pesquisa, é desenvolver
algoritmos mais eficientes para tratar diversas questoes a respeito de cografos, como

por exemplo a obtencao do espectro.

Enfim, ha muitas questdes a serem respondidas e investigadas sobre

cografos, gerando entdao um grande campo para pesquisa e futuros trabalhos.
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