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RESUMO

Este trabalho apresenta estratégias de controle para a sincronizagao de dois sis-
temas nao-lineares do tipo Lur’e sob controle saturante. O objetivo no uso de con-
trolador é para que os estados de um sistema escravo sigam a referéncia dos estados
do sistema mestre. Resultados tedricos para a sintese de controladores sao propostos
considerando diferentes hipoteses sobre a nao-linearidade do sistema Lur’e. Primei-
ramente esta € tratada como uma funcao genérica que satisfaz globalmente uma
condicao de setor, enquanto que posteriormente assume-se que a fungao nao-linear é
uma funcao linear por partes e um modelo equivalente baseado em funcgoes saturagao
é empregado para descrever os efeitos da mesma no comportamento dinamico do sis-
tema. Sao considerados, ainda, duas estratégias de controle: realimentacao estatica
dos estados dos sistemas e realimentacao dinamica da saida dos sistemas, incluindo
neste ultimo caso elementos referentes as nao-linearidades inerentes do sistema Lur’e
e um elemento anti-windup. O projeto dos parametros de cada controlador é feito
através de problemas de otimizacao convexa com restricoes na forma de desigualda-
des matriciais lineares (LMIs) tendo como objetivo maximizar o conjunto de estados
inicias nos quais a sincronizacgao ¢é assegurada. A formulagao dos problemas de oti-
mizacao é obtida através de inequagoes matriciais lineares, utilizando-se a teoria de
estabilidade de Lyapunov juntamente com métodos baseados em condigoes de setor
para assegurar a convergencia assintética do erro de sincronizagao para zero, i.e.
garantir que os estados do sistema mestre sao seguidos pelos do escravo. Os méto-
dos propostos sao ilustrados por meio de exemplos numéricos tendo como objetivo
a sincronizacao de dois circuitos de Chua.

Palavras-chave: Sincronizagao, sistemas Lur’e, saturacao, funcoes lineares
por partes.



ABSTRACT

This work presents control strategies for the synchronization of two nonlinear
Lur’e systems subject to control saturation. The objective of the use of controllers
is so that the states of a slave system follow the reference of the states of the master
system. Theoretical results for the synthesis of controllers are proposed considering
different hypothesis about the nonlinearity of the Lur’e system. Initially it is con-
sidered as being a generic function that satisfies globally a sector condition, while
afterwards it is assumed that the non-linear function is a piecewise-linear function
and an equivalent saturation function model is employed in order to describe its ef-
fect on the system’s dynamic behaviour. Two controller strategies are considered: a
static feedback of the system’s states and a dynamic feedback of the system’s output,
coupled, in the last case, with elements based on the system’s non-linearities and an
anti-windup element is considered. The design of the parameters of each controller
is generated by convex optimization problems with restrictions in the form of linear
matriz inequalities (LMI) having as objective maximizing the set of initial conditions
for which synchronization is guaranteed. The optimization problems are formulated
by the means of linear matrix inequalities based on Lyapunov’s stability theory and
a sector-based approach to ensure null synchronization error, i.e. to ensure the local
asymptotic convergence of the slave state to the master one. The proposed methods
are illustrated by numerical examples with the objective of the synchronization of
two Chua’s circuits.

Keywords: synchronization, Lur’e systems, control saturation, piecewise-
linear functions.
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1 INTRODUCAO

A sincronizagao de sistemas nao-lineares tem sido um problema vastamente es-
tudado, principalmente em relagao a sistemas cadticos, os quais foram o foco dos
primeiros estudos desta area. Em um dos primeiros estudos realizados sobre a sin-
cronizagao de sistemas cadticos (PECORA; CARROL, 1990), foi demonstrado que
a sincronizacao das trajetorias de um sistema escravo com as de um sistema mestre
pode ser atingida, desde que ambos possuam o mesmo modelo dinamico e que ambos
possuam um dos estados em comum. Trabalhos subsequentes ((SUYKENS; CUR-
RAN; CHUA, 1997), por exemplo) demonstraram que, ao considerar a diferenga
entre as trajetérias dos sistemas e aplicar a teoria de estabilidade de Lyapunov
(CHEN, 1998), o problema estudado pode ser visto entdo como um problema de
controle. Deste modo, ao assegurar que a dinamica do erro entre os estados dos
sistemas mestre e escravo seja assintoticamente estavel é possivel obter a sincroniza-
¢ao, necessitando apenas que ambos os sistemas possuam o mesmo modelo dinamico,
dispensando assim um estado em comum.

Dentre as estratégias de controle encontradas na literatura para a sincronizacao
de sistemas nao-lineares, predomina o uso de realimentacao estatica de estados, ne-
cessitando a informagao completa de todos os estados do sistema, o que nem sempre
é factivel ao se lidar com sistemas reais. Portanto, o presente trabalho propoe a apli-
cacao de um controlador de realimentacao dinamica de saida. Além disso, também é
considerado neste trabalho o caso em que a nao-linearidade do sistema Lur’e pode ser
modelada como uma fungao linear por partes (PWL, do inglés piecewise-linear) mo-
notonica, podendo ser subsequentemente modelada por funcoes de saturacao, o que
pode ser vantajoso ao se comparar com a modelagem usando a nao-linearidade como
uma funcao de setor genérica. Ademais, grande parte dos trabalhos encontrados na
literatura nao consideram as limitagoes fisicas dos atuadores, o que é importante ao
lidar com sistemas reais. Portanto, foi ponderado relevante incluir tal consideragao
neste trabalho. A fim de validar a estratégia proposta, sao apresentadas compara-
¢oes entre os resultados considerando a func¢ao nao-linear do sistema Lur’e genérica
e os considerando diretamente uma funcao PWL, ambas considerando a saturagao
do sinal de controle e sendo aplicadas tanto para estratégia de controle por reali-
mentacoes de estados, a mais encontrada na literatura, quanto para a estratégia de
realimentacao dinamica de saida proposta.

1.1 Motivacao

A exploracao de novas estratégias de controle para sincronizacao de sistemas
nao-lineares é de alto interesse académico, pois a sincronizacao de sistemas possui
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multiplas aplicagoes praticas. Considerando a sincronizacao de sistemas caéticos, um
subconjunto de sistemas nao-lineares, podem ser mencionadas, por exemplo, apli-
cagoes em comunicagao segura (JIANG et al., 2016) (TAYEBI; BERBER,; SWAIN,
2016), em encriptacao de dados (LIU et al., 2016) e no uso de lasers semi-condutores
(ARGYRIS; PIKASIS; SYVRIDIS, 2016). Entre os sistemas nao-lineares, a classe
considerada neste trabalho, sistemas do tipo Lur’e, possui como vantagem nao
apenas que a nao-linearidade intrinseca do sistema pertence a um setor, possibi-
litando analises por condicoes de setor, como diversos sistemas cadticos, como o cir-
cuito de Chua (MATSUMOTO; CHUA; KOMURO, 1985) e atratores hiper-caéticos
(ZHANG; LU; ZHENG, 2011) pertencem a esta classe. Assim, os resultados obtidos
nesta dissertacao podem ser considerados nas aplicagoes mencionadas anteriormente.

Entretanto, um dos principais problemas encontrados ao aplicar a sincronizacao
de sistemas nao-lineares ¢ a saturacao do sinal de controle. Este problema ocorre
pelas limitagoes fisicas dos atuadores e, caso o erro inicial entre os estados mestre e
escravo seja grande, pode levar a um comportamento divergente, ou seja, no qual a
sincroniza¢ao nao ocorre ou a uma performance transitéria deteriorada (TARBOU-
RIECH et al., 2011), o que dependendo da aplicacao pode ser inadmissivel. Assim,
neste trabalho busca-se considerar a saturagao na sintese do controlador, garantindo
que a origem do sistema em malha fechada em torno do erro de sincronizacao seja
globalmente estavel ou, quando isto nao for possivel, garantir pelo menos a sua es-
tabilidade local, i. e., garantir que a sincronizacao seja obtida em uma regiao em
torno da origem do erro de sincronizagao.

A comparacao entre as consideracoes sobre a nao-linearidade do sistema Lur’e
tem como objetivo validar a utilizagao, quando possivel, de modelagem da nao-
linearidade por funcgoes lineares por partes como possuindo vantagens relacionadas
a considerar mais informagoes. A escolha de se considerar uma realimentacao dina-
mica de saida estd relacionada a esta estratégia poder ser mais facilmente aplicada
a sistemas reais, os quais em diversas ocasioes nao possuem todos os estados dispo-
niveis para serem medidos.

1.2 Estado da Arte

Existem multiplos exemplos de sincronizagao de sistemas do tipo Lur’e na li-
teratura, muitos destes sendo sistemas cadticos. Dentre os trabalhos pesquisados,
encontram-se exemplos de sincronizacao de sistemas levando em consideracao atraso
de comunicacao ou saturacgao do sinal de controle, entretanto os exemplos sao de sin-
tese de controladores de realimentacao estatica. Os poucos exemplos de sincroniza-
¢ao com realimentagao dinamica de saida nao apresentam a sintese dos controladores.

1.2.1 Trabalhos lidando com Sincronizagao de Sistemas

No trabalho de Aguirre (AGUIRRE; TEIXEIRA; TORRES, 2005), o método
unscented Kalman filter (UKF') é introduzido para a estimacdo de parametros de
sistemas nao-lineares digitais. O artigo demonstra como este método pode ser utili-
zado para sistemas reais sem conhecimento prévio do modelo, tendo acesso apenas
aos dados de entrada e de saida. O artigo conclui com um exemplo utilizando o sis-
tema nao-linear conhecido como atrator de Lorenz, um sistema com comportamento
caotico.

Em (PALHARES et al., 2007) foi realizado a sincronizagdo de um circuito de
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Chua digital. Os parametros dos sistemas foram obtidos pelo método UKF e o
controlador foi obtido pelo método H.. O artigo é concluido com um experimento
pratico de utilizar o circuito de Chua digital para transmissao segura de informagao.
Por outro lado, em (PALHARES et al., 2008) investiga-se o efeito do atraso variante
de sinal na sincronizacao do circuito de Chua. Para garantir a estabilidade assinté-
tica foram consideradas trés variacoes de um sistema com realimentacao do erro e da
diferencga do sinal atrasado do sistema mestre com o sinal atual do sistema escravo.
Os controladores foram sintetizados por trés técnicas, todas utilizando um funcional
de Lyapunov-Krasovskii (FLK). A primeira técnica utilizou somente o funcional, a
segunda utilizou na sintese garantias para que a convergéncia ocorresse de forma
exponencial e a terceira expandiu o primeiro teorema para garantir a sincronizagao
mesmo com parametros incertos.

O trabalho de Zhang (ZHANG; LU; ZHENG, 2011) também inclui o atraso
de sinal na dinamica do sistema nao-linear para um uso de comunicacao segura
discreta. A contribuigao deste trabalho estd no uso de uma discretizagao do FLK
utilizado, discretizando também o atraso de sinal. Deste modo, foi demonstrado
em um exemplo numérico utilizando o circuito de Chua que a utilizacao deste FLK
discretizado gerou um resultado menos conservador do que ao utilizar um FLK
convencional.

Em (LI et al., 2016), por outro lado, o atraso de sinal é tratado de outra forma.
Além de utilizar realimentacao do erro e da diferenga do sinal atrasado do sistema
mestre com o sinal atual do sistema escravo, como o trabalho mencionado anterior-
mente, foi utilizado um FLK aumentado. Um exemplo utilizando circuito de Chua
foi empregado para ilustrar os resultados e foi demonstrado que o FLK aumentado
resultou em uma reducao de conservadorismo em relagao ao maximo atraso de sinal
admitido quando comparado com um FLK tipico.

Em (HUA; GE; GUAN, 2015) também foi realizado uma sincronizagao de circuito
de Chua com atraso de sinal. Diferentemente dos trabalhos anteriores, foi utilizado
apenas realimentagao do erro no instante de amostragem, mas o atraso de sinal foi
incluido na dinamica dos estados de cada sistema, sendo contabilizado nao apenas
o atraso do sistema mestre, como também o do sistema escravo. Além disso foi
proposto um novo FLK, incluindo a parcela nao-linear do sistema, sendo obtido um
resultado menos conservador com relacao maximo valor de tempo de amostragem
a0 se comparar com funcionais convencionais.

No trabalho de Yang (YANG et al., 2016) é empregado um controlador de modos
deslizantes (sliding mode) (KHALIL, 1992) para garantir a sincronizagao de sistemas
Lur’e cadticos com atraso de sinal. Este artigo é um dos poucos encontrados que
considera que o sinal de controle estd presente no sistema mestre ao invés de con-
siderar este no sistema escravo, resultando em trocas de sinais ao se comparar com
outros trabalhos. Nao foram propostos problemas de otimizacao, sendo analisados
apenas a factibilidade das estratégias de controle. Os autores buscaram comparar
resultados numeéricos simulados, obtendo uma sincronizagao mais rapida com sliding
mode do que ao utilizar uma realimentacao estatica, apesar de haver chattering no
valor do sinal de controle.

A sincronizacao de uma rede de sistemas Lur’e, sob perturbacoes distintas para
cada nodo na entrada dos sistemas, é tratado em (KIM; PERSIS, 2015). Foi conside-
rado no controlador uma parcela adaptativa para lidar com a auséncia de passividade
(KHALIL, 1992) causada pelas perturbagoes. Foi utilizado um exemplo com uma
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rede possuindo quatro circuitos de Chua para ilustrar os resultados obtidos.

1.2.2 Trabalhos lidando com Saturacao do Sinal de Controle

O livro de Tarbouriech (TARBOURIECH et al., 2011) trata da estabilidade de
sistemas lineares sob atuadores saturantes de diversas formas. Uma forma particu-
larmente relevante para o presente trabalho é de considerar a fungao saturagao como
a diferenca de uma funcao linear e de uma zona-morta. Este modelo permite anali-
ses de setor locais, as quais podem ser menos conservadoras em relacao a estimacgao
da regiao de atracao do que analises de setor globais. Além do presente trabalho,
diversos artigos descritos nesta subsecao utilizaram esta abordagem.

O uso de termos anti-windup em compensadores dinamicos é apresentado, por
exemplo, em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH, 2005), que lida com siste-
mas sob controle saturante utilizando o modelo de saturacao descrito pela diferenca
de uma funcao linear e de uma zona-morta. Neste trabalho foi demonstrado que
ao adicionar um elemento anti-windup ao controlador resultou em uma regiao de
atracao menos conservadora do que quando o elemento nao foi considerado. Um
exemplo numérico € utilizado para validar os resultados obtidos.

Em (IQBAL et al., 2015), por exemplo, é utilizado a abordagem mencionada
na referéncia anterior. Este artigo se destaca ao considerar a sincronizacao de dois
sistemas nao-lineares com o mesmo modelo, mas parametros distintos. Para obter
a sincronizacao foi considerada uma lei de controle adaptativa que incluia a dina-
mica nao-linear do sistema escravo. Um exemplo considerando o sistema cadtico de
Rossler valida os resultados descritos.

Em (HAO; YANG, 2013) um controlador tolerante a falhas de atuadores e a
saturagao é proposto para garantir a estabilidade local do erro de sincronizagao.
Foi considerado um controle adaptativo por modos deslizantes como solugao deste
problema. A saturacao foi modelada como o primeiro modelo politépico apresentado
em (TARBOURIECH et al., 2011). Um exemplo ilustrado encerra o trabalho.

O trabalho de Ma (MA; JING, 2014) aborda o problema da sincronizagao robusta
de sistemas saturantes com atraso variavel através de uma realimentagao estatica de
estados. Foi utilizados um FLK para lidar com o atraso variavel e a saturagao foi
modelada como uma zona-morta. Foram propostas condicoes de desigualdades ma-
triciais lineares (LMI, do inglés linear matriz inequalities) para garantir um critério
de desempenho H...

1.2.3 Trabalhos lidando com estabilidade de Sistemas Lur’e com nao-
linearidades lineares por partes

Em (HU; HUANG; LIN, 2004) é proposto o uso de um modelo PWL para reduzir
o conservadorismo na analise de sistemas com funcoes nao-lineares limitadas em
setores. Mostra-se que esta funcao PWL pode ser descrita como uma funcao linear
somada a funcoes de saturacao e analisada sob um ponto de vista de inclusoes
diferenciais politépicas. Argumentos de convexidade podem entao ser aplicados
ao se considerar que a funcao nao-linear analisada estd sempre entre duas fungoes
lineares por partes.

O modelo de saturagoes para fungoes PWL descrito em (HU; HUANG; LIN, 2004)
é utilizado em (LI; LIN, 2016) para a andlise de estabilidade interna de sistemas
Lur’e, utilizando uma abordagem por zona-morta para modelar a saturacao. Um
novo método para a determinacao da regiao de atracao considerando o método
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PWL é entao proposto. Um problema de otimizacao é considerado, gerando uma
desigualdade bilinear matricial (BMI, do inglés bilinear matriz inequalities).

1.2.4 Trabalhos lidando com controladores de realimentacao dinamica
de saida

O uso de controladores dinamicos para a sincronizacao de sistemas nao-lineares
cadticos é introduzido em (SUYKENS; CURRAN; CHUA, 1997). Entretanto, é
realizado apenas uma analise de estabilidade dado o controlador de realimentacao
dinamica de saida, nao sendo realizada a sintese do mesmo. O artigo é concluido
com duas simulagoes, uma com o circuito de Chua e a segunda com um sistema
hiper-cadtico. Por outro lado, em (SUYKENS et al., 1997) é realizada a sintese
de um controlador linear de realimentagao dinamica de saida para a sincronizagao.
O problema resultante é nao-convexo, portanto os parametros do controlador sao
gerados aleatoriamente e otimizados posteriormente através de solugoes sub-6timas.
O controlador obtido atende o critério H., através do problema de otimizacao con-
siderado. Um exemplo com circuito de Chua é utilizado para validar o trabalho.

O trabalho de Gomes da Silva Jr. (GOMES DA SILVA JR. et al., 2013) nao
trata de sincronizagao de sistemas, mas trata da sintese de controladores dinamicos
para estabilidade interna e externa de sistemas do tipo Lur’e com controle saturante.
Diferentemente de (SUYKENS et al., 1997), as nao-linearidades intrinsecas ao sis-
tema e um elemento anti-windup sao incluidas na dinamica do controlador. Quatro
problemas de otimizacao convexos, baseados em restricoes LMI, sao propostos; um
para a maximizagao da estimativa da regiao de atracao, um segundo priorizando a
performance e os tltimos dois a tolerancia e a rejeicao de perturbacoes.

1.3 Objetivos

O presente trabalho possui trés objetivos principais. O primeiro objetivo consiste
em avaliar o impacto de se utilizar um modelo PWL para descrever a nao-linearidade
do sistema Lur’e sob o ponto de vista da regiao de atracao quando comparado com
utilizar apenas a informacao de qual setor a nao-linearidade esta contida. O se-
gundo objetivo baseia-se em considerar a saturacao do sinal de controle na sintese
dos controladores, o que ¢ uma importante consideragao para as aplicagoes praticas
mencionadas anteriormente. Por 1ltimo, o terceiro objetivo representa desenvolver
uma base tedrica para a sintese de realimentacao dinamica de saida para sincroni-
zacao de sistemas, o que é pouco considerado na literatura existente.

Para validar os resultados obtidos, garantindo que o erro de sincronizagao se anule
assintoticamente, isto ¢, que os sistemas entrem em sincronizac¢ao, serao propostas
condicoes LMI obtidas a partir de uma funcao de Lyapunov candidata quadratica
e de condigoes de setor para lidar com as nao-linearidades acima. Um exemplo
numérico considerando o caso da sincronizacao do circuito de Chua é empregado
como uma forma de comparar as metodologias exploradas dentro de cada estratégia
de controle. Busca-se validar os resultados ilustrados por simulacoes numéricas
utilizando o programa MATLAB®.

'MATLAB’s solver mincx (MATLAB 2017a, The MathWorks Inc., Natick, MA, 2017)
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1.4 Estrutura

Esta dissertacao esta dividida como segue. No capitulo 2 os sistemas mestre e
escravo que serao estudados sao apresentados, diferenciando as duas metodologias
para lidar com a nao-linearidade intrinseca ao sistema Lur’e e descrevendo a satura-
¢ao considerada para o sinal de controle. Além disso, sao apresentadas as estratégias
de controle utilizadas neste trabalho, enunciando os problemas a serem analisados
nos capitulos seguintes.

O capitulo 3 aborda a sintese do controlador de realimentacao estatica de es-
tados. Inicia-se o capitulo com as relagoes baseadas em setor que serao utilizadas
conjuntamente com a funcao candidata de Lyapunov para garantir a estabilidade
assintotica do sinal de erro de sincronizacao. Em sequéncia, os teoremas com condi-
¢oes para solucao dos problemas de sintese enunciados no capitulo 2 relacionados a
estratégia de controle por realimentacao estatica de estados sao apresentados, segui-
das pelo problema de otimizagao empregado. Finalizando o capitulo estd uma breve
descricao do sistema utilizado neste trabalho para ilustrar os resultados obtidos, o
circuito de Chua, e as simulagbes numéricas empregadas para a comparacao dos
teoremas apresentados neste capitulo.

O capitulo 4 segue uma légica similar a do capitulo 3. Primeiramente sao analisa-
das as relacoes baseadas em setor que diferem em relacao as observadas no capitulo
3. Em seguida os teoremas para a sintese dos controladores de realimentacao di-
namica de saida sao apresentados, sendo seguidos pelos problemas de otimizagao
dos mesmos. Por iltimo, é feita uma simulacao utilizando o circuito de Chua para
validar os teoremas e realizar as comparagoes.

No capitulo 5, tem-se a andlise dos argumentos tedricos feitos no decorrer do
texto, assim como a validacgao de tais hipdteses levando em consideragao os resultados
obtidos nos capitulos 3 e 4. Consideracoes finais e sugestoes de trabalhos futuros
encerram o capitulo.
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2 DESCRICAO DO SISTEMA MESTRE E ESCRAVO

2.1 Introducao

Este capitulo é dedicado a apresentagao dos problemas que serao tratados nos
capitulos 3 e 4, sendo tratados a descricao dos sistemas Lur’e utilizados, a modelagem
da saturagao, as duas abordagens para a nao-linearidade e as descrigoes das duas
estratégias de controle. Cada subsegao deste capitulo finaliza com a descrigao de um
dos problemas estudados neste trabalho.

Um sistema nao-linear da classe Lur’e é caracterizado por ter uma parcela linear
e uma nao-linearidade na sua dinamica. Esta nao linearidade é tratada como uma
realimentacao, podendo depender dos estados ou da saida do sistema, conforme
representado na Fig. 1. Uma das principais caracteristicas de um sistema Lur’e é
de que a nao-linearidade do sistema esta contida global ou localmente em um setor
(KHALIL, 1992). Isto permite que relages baseadas em setor sejam exploradas na
formulagao de condigoes de andlise e sintese de controladores estabilizantes.

. Yy
Tz = Az -+ Bw
s y= Huz
z= Cux
w z
w=o(z)

Figura 1: Diagrama de um Sistema do tipo Lur’e

O objetivo deste trabalho consiste em obter a sincronizacao entre dois sistemas
do tipo Lur’e, com o sistema escolhido como base denominado de mestre enquanto
que o sistema que deve seguir este ultimo é denominado de sistema escravo. A
sincronizacao consiste em modificar a dinamica do sistema escravo através de um
sinal de controle de tal forma que os estados destes se igualem aos estados do sistema
mestre assintoticamente.

Conforme pode ser visto na Fig. 2, a sincronizacao de sistemas ocorre da seguinte
forma. Um sinal v(t) é gerado para cada sistema escravo em um sistema controlador,
que usa como entrada as diferencas dos estados ou das saidas dos sistemas mestre
e escravo, sendo que neste trabalho sao estudados estratégias de controle: por re-
alimentacao de estados e por realimentacao dinamica de saida. Como serd levado
em conta as limitagoes dos atuadores, o sinal v(t), o qual é o sinal determinado pelo
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controlador, é limitado em valor de sua magnitude, sendo obtido entao o sinal u(t),
que ¢ o sinal saturado efetivamente aplicado ao escravo para fim de saturacao.

+ et
Sistema Mestre () » Controlador
xpr (ou ypr) -
Sistema Escravo
- rg (ou yg)

u(?)

Saturagao

Figura 2: Diagrama de blocos da sincronizacao dos sistemas mestre e escravo

2.2 Formulacao do problema de sincronizacao

Considere os seguintes sistemas nao-lineares do tipo Lur’e mestre M e escravo

S
ym = Huyy
S tg = Axg + Bo(zs) +u )

ys = Hzxg

onde x);, x5 € R™ sao respectivamente os estados dos sistemas mestre e escravo,
ym,Ys € R? sdo as saidas dos sistemas mestre e escravo, zp/(t), zs(t) € R™ séo as
fungoes lineares baseadas nos estados ou saidas do sistema Lur’e, u(t) € R" é a
entrada de sinal de controle e o(-) : R™ — R™ é uma fungao vetorial nao-linear
descentralizada. A, B, H sao matrizes reais com dimensoes apropriadas.

As varidveis z/(t) e zg(t) serdo consideradas de diferentes formas dependendo da
estratégia de controle analisada. Como para o controlador de realimentacao estatica
de estados ¢é realizada uma realimentacao baseada nos estados, a nao-linearidade
também sera baseada nos estados do sistema, tendo a forma zp/(t) = Cgxp(t)
para o sistema mestre e zg(t) = Crrg(t) para o sistema escravo. Por outro lado,
como o controlador de realimentacao dinamica de saida utiliza a informacao da saida
do sistema, é conveniente escrever a nao-linearidade como uma funcao da saida do
sistema ao utilizar este controlador, portanto as nao-linearidades dos sistemas mestre
e escravo sao, respectivamente, zp(t) = Cpyn(t) e z5(t) = Cpys(t). As matrizes
Cg, Cp sao matrizes reais de dimensoes apropriadas.

Como o objetivo da sincronizacao é garantir que os estados do sistema escravo
sigam o do sistema mestre, é conveniente definir uma variavel referente a diferenca
destes valores. Definindo e, z, e y. como as diferencas entre as variaveis dos sistemas
mestre e escravo, le. e =xp) — TSy, Ze = ZM — RS € Ye = Y — Ys — HG, pode—se,
entdo, escrever a dinamica do sinal de erro e(t) como sendo:

¢ = Ae+ B(o(zy) —0(z5)) —u
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Y. = He

Entretanto, nao é desejavel que as nao-linearidades encontradas na dinamica do
erro nao tenham nenhuma dependéncia ao valor do erro. Uma estratégia encon-
trada na literatura, como por exemplo em (YANG et al., 2016), consiste em definir
uma segunda nao-linearidade p que depende de duas varidveis, sendo uma delas re-
lacionada ao erro. Assim, considera-se a funcao vetorial nao-linear descentralizada
p(-,+) : R™ x R™ — R™ definida como:

p(f1, fo) = a(f1 + fo) — a(fo).

Como foi definido que z, = z); — zg, entao pode-se dizer que zy, = z. + 2g.
Assim, considerando que f; e fy de p(f1, fo) correspondem, respectivamente, a z, e
a zg, entao a dinamica do erro é dada por:

é=Ae+ Bp(z,25) —u (3)
Como esta sendo observado a saturacao dos atuadores, é assumido que o sinal

de controle é limitado como segue:
|U(k)(t)| Suo(k), /{Z: 1,...,n (4)

Devido as restri¢oes de magnitude do sinal de controle dadas em (4), o sinal de
controle para o proposito de sincronizacao é assim saturante, ou seja:

U(k) = sat(v(k), U/O(k))

onde v é a saida dos controladores apresentados neste capitulo, ug) € a limitacao
em magnitude do sinal de controle e sat(vy)) : R — R é uma funcao classica de
saturacao simétrica, i.e.

sat (v, Yogk)) =S sign(v(ry, Uo(k)) min(|v(k)| L Uoky), kK =1,2,--+,n.

Conforme foi apresentado em (TARBOURIECH et al., 2011), existem diversos
métodos para tratar da saturacao. O método escolhido consiste em definir uma
fungao descentralizada de zona-morta ®(v), de tal forma que:

@(k)(v(k), uo(k)) = U(k) — sat(v(k), uo(k)), k= 1, Lo, n
Substituindo-se o sinal saturante u pela relacdo envolvendo a zona-morta ®(v)
em (3), obtém-se:

¢ = Ae + Bp(ze, z5) + ®(v,up) — v (5)
Neste caso, a dinamica do erro nao depende mais diretamente da saturacao, mas
sim de uma zona-morta. Esta zona-morta permite o uso de uma condicao de setor
generalizada conforme utilizada em, por exemplo, (GOMES DA SILVA JR. et al.,
2013).
O problema de sincronizacao entre os sistemas mestre e escravo pode entao ser
enunciado como segue.

Problema 2.1. Determinar os parametros da estratégia de controle escolhida de tal
forma que a origem do erro de sincronizacao e(t) seja assintoticamente estdvel.

Como o erro de sincronizacgao esta diretamente relacionado a diferenca dos es-
tados dos sistemas mestre e escravo, entao caso garanta-se que lim e — 0, tem-se
t—o0

entao g — x)s, assim obtendo a sincronizacao.
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2.3 Nao-Linearidades Genéricas

Neste caso a ser estudado assume-se que uma das poucas informagoes conhecidas
da nao linearidade o(-) é o setor em que ela se encontra, nao havendo necessidade
de descrever exatamente a fungao nao-linear. Assume-se que as seguintes caracte-
risticas, representadas graficamente em uma nao-linearidade exemplo na Fig. 3, sao
validas para cada componente individual de o(-), i.e. o;»(-) : R =R, i=1,...,m:

(i) 03)(f) é uma fungao nao-linear continua com simetria impar (i.e. o) (—f) =
—0()(f)) e com o(;(0) = 0;

(i) é diferenciavel por partes com

d(ow(f))

0< i SQ%, Vf>0;
(iii) o) (f) pertence globalmente ao setor [0, €], Q5 > 0.
onde ), = dz’ag{Qg(l), . ,Qg(i)}.
0 (4) (f)
Qo
fa)

Figura 3: Exemplo de fungao nao-linear genérica

As suposicoes listadas acima serao utilizadas nas secoes 3.1 e 4.1 para obter as
relagoes baseadas em setor relativas as nao-linearidades o(z.) e p(z., zs). Com base
nas caracteristicas de o(-) descritas acima, duas estratégias de controle para resolver
o Problema 2.1 sao apresentados nas sub-secoes a seguir, uma por realimentagao
estatica de estados e a segunda por realimentacao dinamica de saida.

2.3.1 Realimentacao Estatica de Estados

Esta subsecao trata da estratégia de controle por realimentacao estatica de es-
tados. O controlador é apresentado, sendo subsequentemente incluido na dinamica
do erro obtida anteriormente. A subsecao se encerra com a apresentagao formal do
problema relacionado a este controlador.

Conforme utilizado na literatura diversos artigos apresentados na secao 1.2, é
inicialmente considerado um controlador do tipo realimentacao estatica de estados.
Este controlador ¢ definido como L¢ g e é representado como:

Lop:v=Ke



25

onde v é a saida do controlador e K € R™"™ é uma matriz real.

Como foi definido na sec¢ao 2.2, para a estratégia de controle estético, zp(t) =
CE$M<t> e Zs<t> = CExs(t) .ASSiIIl7 Ze — ZM — RS = CE(I’M - 1’5) = CEG. Substi-
tuindo z, zg ¢ Leop em (5) obtém-se:

¢ =(A— K)e+ Bp(Cge,Crrg) + P(Ke, up) (6)

A equagao (6) depende, entao, apenas do sinal do erro e dos estados do sistema
escravo. Para implementar esta lei de controle assume-se que e(t) deva ser mensu-
ravel, o que geralmente significa que os estados do mestre e do escravo devem estar
disponiveis para serem medidos. O objetivo de interesse deste trabalho em relagao
a esta dinamica de malha fechada do erro esta descrita no Problema 2.2.

Problema 2.2. Determinar matriz K do controlador Lc g de tal forma que todas
as trajetorias do sistema malha fechada (6) que comecem dentro de um conjunto
admissivel Zy € R"™ convirjam assintoticamente para a origem.

2.3.2 Realimentagao Dinamica

Caso os estados dos sistemas nao estejam disponiveis para serem medidos a
estratégia por realimentacao de estados nao pode ser aplicada e deve-se buscar uma
estratégia de controle alternativa. Se apenas os sinais da saida do sistema podem
ser medidos entao a estratégia de controle por realimentagao dinamica de saida é
uma solucao viavel.

Esta subsecao trata da formulagao do problema de sincronizacao utilizando con-
trolador do tipo realimentacao dinamica de saida. E apresentado o modelo do con-
trolador, o qual é aplicado na dinamica do erro obtida na secao 2.2 para obter a
equagao de malha fechada referente a esta estratégia de controle. A introdugao
formal do problema relacionado a este controlador encerra esta subsecao.

A estratégia de realimentacao dinamica de saida considerado neste trabalho foi
inspirado pelo controlador utilizado em (GOMES DA SILVA JR. et al., 2013). Con-
forme proposto neste trabalho, as nao-linearidades presentes nos sistemas, o() e na
dindmica do erro, p(-,-) sdo incluidas tanto na dindmica do controlador quanto na
sua saida. Neste caso, considera-se que z,; e zg dependem apenas das saidas dos
sistemas. E ainda adicionado um termo anti-windup estatico a dinamica do con-
trolador, com o objetivo de mitigar os efeitos da saturagao e de levar a uma maior
estimativa de regiao de atragao conforme (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURI-
ECH, 2005). O controlador de realimentacao dinamica de saida L¢ p é entdo definido
pela seguinte equacao:

(7)

L . Cbc = Acxc + Ecye + OCU(CDye> + Bcp(ODye; ODyS) - FCCI)(U, UO)
“n U= chc + Dcye + LCU<CDye) + ch(CDyey CDyS)

com z. € R" e v sendo o estado e a saida do controlador, respectivamente, en-
quanto que y. = Yy — ys € a diferenca entre as saidas dos sistemas. A., E., O,
B., F., H., D., L., R.sao matrizes reais de dimensoes apropriadas e F.®(v,ug) =
sat(u) — v corresponde ao termo de anti-windup estético.

Substituindo-se v de L¢p em (5) obtém-se:

¢ = Ae+ (B — R.)p(CpYe, Cpys) + (v, uo) — (Hewe + Deye + Lea(Cpye)) — (8)
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Definindo um vetor de estado aumentado ((t) = [e(t) z.(t)']' € R?", entao, de
(8) e de (7), a dinamica de malha fechada do estado aumentado se da por:

¢ = A¢ +Lo(CC) + Bp(C¢, Cpys) +FP(v, uo)
v =K+ L.o(CC) + Rep(CC, Cpys) (9)
Ye = [H qun]C

com as matrizes A, B, C, L, F e K definidas como:

A—D,H —H, [ B—R. [ L
S R e |

I
F:[_}C],K:[DCH H. ], C=[CpH Opxn |-

A partir do exposto, pode-se enunciar o Problema 2.3, que descreve o objetivo
da estratégia de controlador de realimentagao dinamica de saida para o caso geral.

Problema 2.3. Determinar as matrizes A., E., O., B., H., D., L., R., F. do
controlador de realimentagdo dindmica de saida nao-linear (7) de tal forma que todas
as trajetérias do sistema de malha fechada (9) iniciadas em um conjunto Z, € R*"
convirjam assintoticamente para a origem.

2.4 Caso Linear por Partes

Para esta se¢do, assume-se que a nao linearidade o(-) é uma fungao PWL.

Assim, é considerado que as seguintes caracteristicas sao validas para cada com-
ponente individual de o(-), i.e. o;(-) : R = R, ¢ = 1,...,m, deve satisfazer as
seguintes condicoes, representadas graficamente na Fig. 4:

1) oy € uma funcao nao-linear continua com simetria impar (1.e. oy (—f) =
1 ( ) A f ~ ~ . 1 , . . , . ( )
-0 (f)) e 0i(0)=0,Vi=1,...,m.

(ii) ¢ PWL com N — 1 pontos de quebra (ou N segmentos), ou seja, ¢ descrita
como:

Siayfs f €10,b1(p)]

daiyf + cays [ € (bigay, bagy))

o (f) = (10)

naw f +enays f € (by-igy, 00)
onde ¢;) = bj1 (85-16) = 0j0) + o1y, T =25+, N e cipp) £ 0;
(iii) é monotonicamente crescente.

Em (HU; HUANG; LIN, 2004), a funcdo PWL foi reescrita como fungoes de
saturagao. Para uma fungdo com N — 1 pontos de quebra, cada elemento de o(f) €
R™ fica como:

=z

-1

ow(f) = onew Sy + ) (856 — dir1m)sat(fay, biw), i =1,---,m
j=1
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daaiybagiy + c20i)

013)b1¢3)

(N
4

biii) bai) /

Figura 4: Exemplo de fungao PWL com 2 pontos de quebra

Observagao 2.1. Por exemplo, considerando uma fun¢ao o(f) PWL com 2 pontos
de quebra, 1. e., N = 3. Tem-se que cada um dos elementos escalares da funcdo

8a0:

2
ow(f) = d3a)fu) + Zl(5j(i) = 0j1+1(0)5at(f(), bjca))
]:
ow(f) = 3@ fay + (G1a) — O2(i))sat(feiy, biy) + 02y — 3())sat(fay, bagiy)
Assim, para f € [0,b1)], tem-se:
0@ (f) = s fa) + (016) — 02 fo) + (0269 — s ) fo
= i) f)-
Para f € (big), bag)), tem-se:
0@ (f) = s S + (016) = 92 )baci) + (2 — 93 fo
= o(i) fiy + (0103) — dai) ) b1y
Finalmente tem-se para f € (bay, 00):
@y (f) = 036)f + (01 — 0203)) b1y + (O26) — I3() ) b2(a)-
Verifica-se, entdo, que o modelo considerado em (HU; HUANG; LIN, 2004) é
equivalente a descrigao apresentada na suposi¢ao (ii).

Assim como na secao 2.2, sera utilizada uma funcao de zona-morta descentrali-
zada para tratar a saturacdo (TARBOURIECH et al., 2011). A zona-morta para a

funcao PWL é dada por:

Vi) (fa), bjey) = Fay = sat(fay, bjes)): (11)
Considerando entdao A; = diag{d; ), ...,0;m)} , a expressao de o (f) em fun-
¢ao da zona-morta resulta na seguinte expressao de o(f).
N-1

o(f) = Anf+ D (A= A)(f = W5(f,b;)

J=1
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N-1

o(f)=Af — Z(Aj — A1) V(£ b)) (12)

Por o(f) possuir uma nova forma, a dindmica do erro e a nao-linearidade p(f1, fo)
também serao diferentes.

De (5), pode-se substituir (12) na defini¢cao de p(fi, fo). Das nao-linearidades
o(+) encontradas em p(fi, fo), tem-se:

N-1
o(fi+ fo) =Au(fi + fo) = D (A; — Aj40)V;(f1 + fo, b))
j=1
(§]
N-—1
o(fo) = A1(fo) = D (A = A;41)%,(fo, bj)
j=1

Assim, p(f1, fo) pode ser reescrito como:

N-1

p(frs fo) = Aufi = Y (A5 = Ajun) (W (1 + fo, by) = W5(fo, by)

J=1

A expressao acima possui uma parcela linear e uma parcela nao linear similar a
defini¢ao original de p(fi, fo). Definindo entdao uma fungao vetorial descentralizada
Aj(+, ) : R™ x R™ — R™, como

Aj(fl,fo) = qjj(fl + an b]) - \Ilj(fo,bj)
tem-se que

N-1

p(f1, fo) = Arfr =Y (A5 = A1) Ai(f1, fo) (13)

J=1

Deste modo, a dinamica do erro descrita por (5) pode ser escrita agora como:

é= Ae+ Bp(ze, zs) + P(v,up) — v

N—1
: 14
é= Ae+BAjze— B >, ((Aj — Aji1)Aj(ze, 25)) + P(v,u) — v (14)
j=1
Nas sub-secoes a seguir sao apresentados os problemas baseados nas estratégias
de controlador de realimentacao estatica de estados e de realimentacao dinamica de
saida para o caso em que a nao-linearidade do sistema Lur’e é representada conforme
descrito acima.

2.4.1 Realimentacao Estatica

Assim como a subsecao 2.3.1, esta subsecao trata do controlador de realimenta-
cao estatica de estados, mas diferentemente da subsecao anterior, utiliza-se a nao
linearidade descrita por (12) conforme obtida na se¢ao 2.4. Assim, mesmo utilizando
o mesmo modelo de controlador descrito em 2.3.1, como a fungao o(+) possui supo-
si¢oes distintas entre as segoes 2.3 e 2.4, o desenvolvimento e o problema descrito no
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fim desta subsecao sao diferentes dos apresentados em 2.3.1. Isso pode ser facilmente
percebido pelas diferengas entre (5) e (14).

Assim como na subsegao 2.3.1, zy(t) = Crpay(t) e zg(t) = Cpas(t). Substi-
tuindo, entao, z., zs ¢ Lo g em (14) obtém-se:

e = (A4 BACE — K)e — BY (&~ Ayun)Ay(Cre, Cprs)) + @(Ke, ) (15)

J=1

que € a forma particular de (6) considerando que o(f) é uma funcao PWL.

A equacao (15) depende, entao, apenas do sinal do erro e dos estados do sistema
escravo. O objetivo de interesse deste trabalho em relacao a esta dinamica de malha
fechada do erro esta descrita no Problema 2.4.

Problema 2.4. Determinar matriz K do controlador Lc g de tal forma que todas
as trajetorias do sistema malha fechada (15) que comecem dentro de um conjunto
admissivel Zy € R™ convirjam assintoticamente para a origem.

2.4.2 Realimentacao Dinamica

Assim como a subsecao 2.4.1 trata das diferengas causadas por (12) na estratégia
de controlador de realimentacao estatica de estados, a presente subsecao, a subse¢ao
2.3.2 e esta subsecao possuem diferencas que sao anédlogas as diferencas das subsegoes
2.3.1 e 2.4.1. Relembrando o controlador de realimentacao dinamica de saida L¢ p
como definido em 2.3.2:

L . jjc = Acxc + Ecye + OCU(CDye> + BCP(CDy67 CDyS) - FCCI)(U7 UO)
op U= chc + Dcye + LCU(CDye) + ch(che, CDyS)

Substituindo a relacao do somatério das zonas-mortas ¥, nas nao-linearidades o
encontradas em L¢ p tem-se, considerando, por exemplo, O.0(Cpy.):

N-1

00 (f) = OANF + 00 Y (Dj = D) (f = Uy(f. b))

=1

Por outro lado, é de interesse que cada fungao de zona-morta presente no contro-
lador de realimentacao dinamica de saida possua uma matriz de ganho independente
das demais. Deste modo serd possivel obter mudancas de variaveis favoraveis para
a formagao de condigoes convexas de sintese conforme sera visto na subsecao 4.2.2.
Assim, a nao-linearidade O.0(Cpy.) pode ser substituida por:

N—-1
Oco(f) = Ocy_,Anf+ 2_:1 O (A — Aja)(f = V5(f,0))

J

N-1
Oco(f) = Ocf — ; O, (Aj — Aj11)¥;(f, by)

N-1
onde Ogy = O, A1+ Y- Aj(Oc; — O, _,).
=2

J

Observacao 2.2. No caso particular em que hd apenas um ponto de quebra, ou
seja, N =2, Oy = Oy A1, O mesmo caso ocorre para B.,, L., e Re,.
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Assim, Lo p pode ser descrita como:

r N-1
Te= Acxe+ (Ee+ (O + Bey)Cp)He — Y O (Aj — Aj11)V;(CpHe, b))
j=1
N—-1
— > (Be;(Aj — Aj1)A;(CpHe, CpHas)) — Fo®(v, uo)
Lep: =t N-1

V= HC[EC + (DC + (Lco + RCO)CD)HG - Z Lcj (A] - Aj+1)\11j(CDH6, bj)
j=1

N-1
- Z (ch (AJ - Aj+1)Aj(CDH€, CDHIs))

\ Jj=1

(16)
com z. € R" e v sendo o estado e a saida do controlador, respectivamente. A., E., O,
Oc;y Bey, Be,y Fey Hey Dey Ley, Le;, Reys Re; sdo matrizes reais de dimensoes apro-
priadas.

Substituindo-se v de (16) em (14) obtém-se:

= (A+ (BAy — (D.+ (Ley + Ry )Cp)He+

1

NZ: (R, — B)(Aj — Aj11)Aj(CpHe,CpHzxg)) + (v, up) — Hex o+ (17)
;

Le,(Aj — Ajy1)V;(CpHe, b))

Assim como em 2.3.2, utiliza-se um vetor de estados aumentados ((t) = [e(t) z.(t)]
€ R*". Portanto, de (17) e de (16) a dinAmica de malha fechada do estado aumen-
tado se d&a por:

(= ACH S (LA, — Ay (CC.b)

J:

—_

+NZI B](A AJ_H)A]'((CC,CDHIS)) "‘F‘I)(U,Uo)

]:

—_

| v= (K (Lo + Ry)O) JS(LCJ-(AJ- — Aj) W5 (CC,b,) (18)
=3 (R (8 = D) (C6, CHng)

[ Ye = [H qun]C

com as matrizes A, B;, C, IL;, F e K definidas como:

(EC + (Oco + BCO)CD) AC

A:[A—<Dc+<<Lco+RcO> BA)Cp)H H} 5 _[chB—C]B}

L[ty Jee[ S ] ke tow ) e o o).

Com (18) em maos, pode-se descrever o Problema 2.5, que descreve o objetivo
da estretégia de controlador de realimentacao dinamica de saida para o caso geral.

Problema 2.5. Determinar as matrizes A., E., Oc;, Be;, He, D, Le;, Re,, Fe, j =
1,--+-,N —1, do controlador de realimenta¢do dinamica de saida nao-linear (7) de
tal forma que todas as trajetorias do sistema de malha fechada (18) iniciadas em
um conjunto Z, € R®™ convirjam assintoticamente para a origem.



31

2.5 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados os problemas estudados neste trabalho. Am-
bos os métodos de se modelar a nao-linearidade do sistema Lur’e, por um modelo
que simplesmente satisfaz o critério de setor caracteristico de sistemas do tipo Lur’e
e por um modelo baseado em funcao PWL foram apresentadas. Além disso, os con-
troladores Lo g e Lo p sao definidos e incluidos na dinamica do sistema de malha
fechada.

Percebe-se que os problemas relacionados ao caso em que o(-) é considerada
uma funcao PWL apresenta maior complexidade, pois, dependendo da quantidade
de pontos de quebra N utilizados para modelar o(-), aparecerao N — 1 fungoes de
saturacao relacionadas. Devido a estas nao-linearidades, nas subsecoes 3.2.2 e 4.2.2
havera mais restrigoes de setor que devem ser consideradas para obter as LMIs para
a sintese dos controladores.

Por fim, foi visto que os problemas de sincronizacao estao diretamente relacio-
nados ao sinal de erro e(t). Assim, os problemas de sincronizagao sdo, portanto,
equivalentes a problemas de estabilizacao de dinamica do erro de sincronizacao, i.e.

caso lim e — 0 tem-se zg — x,;. Entretanto, devido a natureza nao-linear do
t—o0

sistema, em alguns casos nao é possivel garantir a estabilidade global da origem da
dinamica de erro em malha fechada, ou seja, Vxg(0), z,/(0) € R™. Portanto, nos ca-
pitulos 3 e 4 uma abordagem local é inicialmente aplicada, na qual a sincronizagao é
garantida apenas se o valor inicial do sinal de erro pertence a um conjunto admissivel
Zy contido na regiao de atracao da origem das dinamicas de erro em malha fechada.
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3 REALIMENTACAO ESTATICA DE ESTADOS

Este capitulo aborda a estratégia de controle referente a realimentacao estatica
dos estados dos sistemas mestre e escravo, ou seja, sao abordados os Problemas
2.2 e 2.4. Primeiramente as fungdes nao-lineares p(f1, fo), Aj(f1, fo) e ®(f) sao
analisadas através de condicoes baseadas em setor. As nao-linearidades referentes
ao sistema Lur’e, p(f1, fo) e A;(f1, fo), sdo analisadas através de condi¢oes de setor
tradicionais (KHALIL, 1992), enquanto a nao linearidade relacionada a saturagao
do sinal de controle ®(f) é analisada através de uma condigao de setor generalizada
(TARBOURIECH et al., 2011).

Em seguida na secao 3.2 sao apresentados os teoremas para a sintese de reali-
mentacao de estados estabilizante referente aos Problemas 2.2 e 2.4. Os teoremas
consideram a teoria de estabilidade de Lyapunov (CHEN, 1998) juntamente com as
relacoes baseadas em setor obtidas na sec¢ao anterior para gerar condigoes de estabi-
lidade, de forma a garantir a convergéncia assintética do sinal de erro a zero local ou
globalmente. Na sequéncia, um problema de otimizacao é formulado com o objetivo
de maximizar a estimativa da regiao de atracgao.

Na tultima secao deste capitulo o primeiro exemplo é apresentado. Primeiramente
o sistema considerado é brevemente descrito e seu modelo apresentado. Uma simu-
lacao numérica é entao realizada para os dois casos estudados neste capitulo, com
as respectivas matrizes e estimativas de regiao de atracao sendo apresentadas. A
partir do resultado que apresenta maior regiao de atracao é realizado uma simulagao
computacional da sincronizagao do sistema escravo com o sistema mestre, com o0s
resultados obtidos sendo brevemente analisados.

3.1 Relagoes Baseadas em Setor

Nesta secao as relagoes baseadas em setor referentes as nao-linearidades presentes
nos Problemas 2.2 e 2.4, ou seja, p(-,-), A;(+,-) e ®(-), sdo demonstradas nos seus
respectivos Lemas. Uma prova adequada é estabelecida na sequéncia de cada um
dos Lemas propostos. Inicia-se com a nao-linearidade p(-,-), descrita no Lema 3.1,
cuja prova baseia-se nas relagoes de setor exemplificadas em (KHALIL, 1992).

Lema 3.1. Se o(f1) € tal que as suposicoes (i), (ii) e (iii) apresentadas na segdao
2.3 sdio validas, entdo a funcdo ndao-linear p(f1, fo) = o(fi+ fo) — o(fy) € tal que a
relacao

p(f1, £0)'Sp(p(f1, fo) — Qe fr) <0, Vi, fo (19)

¢ verificada globalmente para qualquer matriz diagonal S, positiva definida.
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U(i)(f)
Qo (hy +foe) |4 ‘
Qo) f100)
opy(fi+tfo)f—— S
Qo foiy -+

0@ T e :
( )(fO) : /)(i)(ﬁla fO)
3 o
Jog) Jia) + fow

Figura 5: Fungao nao-linear o(;(f) delimitada por setor.

Prova. Considera-se a prova com apenas uma componente de o(f) e de p(fi, fo).
Das suposigoes (i) e (ii) tem-se que o) (fo)| < Qo fow| € que o (fi + fo)] <
%,y (i) + fo@)ls Yo, fr, Vi=1,...,m. Considere agora os seguintes casos:

(a) fo@w) > 0e fim > 0: Este caso é precisamente o ilustrado na Fig. 5. Nota-se
que como (ii) € valida, entdo o, (fi1 + fo) > 0w (fo) € ow(fi + fo) — 0@ (fo) <
Qo (f10) + foy) — Qo fow)- Isto implica que peiy(f1, fo) > 0 e que pg)(f1, fo) <
0 (it + foy)— o Toty = Qv Fi Logo, pode-se concluir aue po(fr. fo) -
Qo f15) < 0 e, consequentemente, que a relagao p(; (f1: fo)(pi(f16)s fow)) —
f @) < 0 ¢é verificada;

(b) fou) > 0e fi < 0: Como a suposicao (ii) é valida, entao, o) (fi+fo) < o (fo),
logo p(i)(f1, fo) < 0. Como, de (ii), o) ( 1+f0)—0z(f01)\ < |Qa()(f1 )+f0(z ) —
Qo fowy| = Qo fri|. Como tanto o) (fi+ fo) —oi( foi) quanto fi(;) sdo negati-
VoS, entao 02> pi (fl, fo) = Qo) f103) 0 que implica em pei)(f1, fo) = Qo) 1)) = 0
e, consequentemente que a relagao pg)(f1, fo)(pi(fi0): fowy) — Loy fry) < 0 €
verificada;

(c) fouy < 0e fiu < 0: Nota-se que como (ii) é valida, entao o, (f1 + fo) < o) (fo)
e o (fi + fo) = o@(fo)|l < [, (fig) + fow) — Qo Jow |- Como p (fhfo)
0, foq) < 0 e fiy < 0, entdao 0 > p (fl,fo) > Qo fr) Isto 1mpl1ca que

Py (f1, fo) <0 e que pe(fi, fo) — Q%)fl(Z > 0. Logo, pode-se concluir que a
relagao pei)(f1, fo)(pi(f1a), fowy) — Qo J1)) < 0 € verificada;

(d) fou) < O0e fig > 0: Como a suposicao (ii) é valida, entao, o (fi+fo) > 0@ (fo)
portanto p)(f1, fo) = 0. Como, de (i), |o@)(fi + fo) — Uz(fOz)| < Qo (fl
fot) = Qo foiy| = Q0 frn]- Como tanto pe)(f1, fo) quanto fig) sdo positivos
entao 0 < P (flaf()) < Q fl () 0 que lmphca’ em p(Z (flva) QO’@)fl(Z S

0é

)
¢, consequenternente, qrie a kelacio pe (o fo) (i focy) — Qo i) <
verificada

Como o(f) e p(fi, fo) sdo fungoes descentralizadas, é possivel estender os re-
sultados obtidos acima de cada elemento o(;(f) e pg ( f1, fo) para as fungoes em
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suas formas compostas. Como S, é considerada como uma matriz diagonal positiva
definida, entao segue que (19) é valida ¥ fi, fo. O

Um procedimento similar é considerado para tratar das nao-linearidades A;(-, -)
no Lema 3.2. Diferentemente do Lema 3.1, ha mais casos a serem provados, pois
as duas zona-mortas de W;(-,-) irdo influenciar A;(-,-) de maneira distinta depen-
dendo em qual zona essas nao-linearidades se encontram. A prova do préximo Lema
possui uma logica similar a prova da relacao de setor generalizada encontrada em

(TARBOURIECH et al., 2011).

Lema 3.2. Se A;(f1, fo) € tal que as suposiges (i), (i) e (ii1) descritas na se¢io 2.4
sdo verdadeiras, entdo a funcio ndo-linear N;(f1, fo) = V;(f1 + fo,b;) — ¥;(fo, b))
€ tal que a relacao

Aj(f1s fo)"Sa; (Nj(f1s fo) — f1) <0, Vi, fo (20)

¢ verificada globalmente para qualquer matriz diagonal Sy, positiva definida.

(fio +foe) f -

Ui (fi + fo) | Njioy (f1 fo)

fowy +------

Figura 6: Fungao nao-linear W, (f) delimitada por setor.

Prova. Por simplicidade considere a i-ésima componente de ¥, e de A;. Neste caso,
como W), ), fi4) € foq) sao escalares e como ¥; e A; sao descentralizados, a
prova pode ser dlretamente generalizada para qualquer m # 1 considerando que
S A, € uma matriz diagonal. Considera-se, entao, os seguintes casos:

(a) Jow >0e fig >0

I fowy < bjw) e fig)+ fow) < bj)- Neste caso, Aj(i)(fla fo) =0, pois \Ijj(i)(fl +
fO:bj(i)) =0e ‘I’ (f0> ) = 0. Assim, Aj(i)(flafO(z’)),(Aj(i)(flafO(i)) -
fiwy) =

IT fouy < bj(Z e fiu) + fou)y > bj). Este caso é precisamente o ilustrado na

Fig. 6. Assim, \If i (f1 + fo, b)) = fl(z + fow — bjey e V) (fo, bjy) = 0,
portanto Aj( (fbe) Jigy + fO(%) J(z >0¢ A 1)(f17f0) Ay (fl,fo)
fl(i)) = Aj(i)(fla fO)l(fl(z’) + fO(i fl(l ) J(z (fb ) ( J(z))
Como A (f1, fo) > 0 e fou) — < 0, entdo Aju)(f1, fo) (A, (fl, fo) —

fiay) <0
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111 fO(i) > bji) e fia +f0(1 > b . Tem-se W (fl—i-fo, 5 (4) ) Ji) + foay =i

@ (fo,0j)) = Jfow) portanto A o (1, fo) = fiey + fow) — bjy —

<f0() — bj( ) f16) > 0. Deste modo, A]( )(flva) (Njy (fr, fo) — fl(i)) =
(fhfo) (fi4) — fiwy) = 0.

(b) fO(i) >0e fl(i) <0

I fouy < by € —bjiy < fig) + fow) < bjy- O desenvolvimento deste caso é
idéntico ao desenvolvimento do caso a-I.

II fowy < bjsy e fig)y + fowy < —bjw). Neste caso, Wi (f1 + fo. b)) =
fia) + f0( + by e V) (fo, bjiy) = 0, resultando em A (f1, fo) = fie) +
Joay + by < 0 e, consequentemente Ay (f1s fo) (A ‘(i)(fhfo) — fig) =
Ay (f1, £o) (figy + fowy + by — frwy) = A o (f1, fo) (fow (i))- Como
Ny (fr, fo) < 0 e como fo;) >0 e b](Z > 0, tem—se fou) + b )y > 0 e entao

Ay(i)(flafO)( (fbfo) f1 )

I fouy > bj) e fl(i) + fo@) > bj)- O desenvolvimento deste caso é idéntico
ao desenvolvimento do caso a-II1.

IV foiy > bjey e —bj) < fiw) + fowy < bjg)- Neste caso, W) (f1 + fo, b)) =0
e U0 (fo, bjii ) foa) — bjy, portanto A (fi1, fo) = —f()( +bji < 0e,
Consequentemente Ny (fi, fo) (A (fl’fo) fr) = Aj(i)(flafo)l(_fo(i) v
by — fl(i)) j(’L (fl,fo) ( (i) — (fo @ + fi@) )). Como Aj(i)(fl;fo) <0e
Ty + fow) < bjgy, entdo by — (foey + fia)) > 0e Ny (f1, fo) (Njy (f1, fo) —

fiay) <0

V' fowy > bjuy e fig) + fo(z-) < —bji. Com esta conﬁgura(;ao Ui (fi +
Jo,bi)) = fi)+ fow) +bi) e Vi) (fo, b)) = fow) —bja), logo Ay (fl, fo) =
fiy+foy+bi0) (fo j(z ) = fi( )—|-2b () < 0, pois neste caso como foa) >
bj), entao fo) )y > 2y e fi)+2050) < fie)+ fow) +bj@). Como fie +
fO(i) + bj(i) < O, entéo fl(i) —|— ij(z < 0. ASSIIIl A (fl, f()) ( z)(fh fO) —
fl(z) = Ny (f1, fo) (fre) + 2056 — fiw) = 204 (fljfo)( 1)) €, como

(f1,f0)<0eb >O entaoA (f1,fo)( (fl,fo) f“))<0.
() foy <Oe fim <0

I foay > —bju) e fiw + Jowy > —bju). Neste caso, Aj(i)(flafo) = 0, pois
W) (fitfo, biy) = 0e W6 (fo, bjy) = 0. Assim, Ay (f1, fo) (Ajy (f1. fo)—
figy) = 0.

II fowy > —bj) e fig) + fow < —bju). Para este caso, Wi (f1 + fo,bj) =
fl(z +f0(z +bj(’L e\I/ (an ) 0 portantoA z)(flafO) fl 1)+f01)+
by < 0e Ay (flafO) ( (flafo)_fl(i)) = Ny (fr, fo) (fry+ foy +bj) —
fl(z')) = Aj(i)(fh fo)’(fou) + biy). Como A (f1, fo) < 0 e fouy + iy > 0,
entao A (f1, fo)' (Ajy (f1: fo) — frwy) <0

11 fO(z < —bi(i) e fiy+fow) < —bj). Tem-se Vi (fi+fo, bj)) = fia _'_fOZ

i) (fo, b ) Joii +bj(z pOYtaﬂtOAg( (f1, fo) = fie+ fo z)+b %)

(fg( +b ,)) y < 0. Deste modo, Aju(fi, fo) (A; (fl;f()) fl(z)
(fl,fo)'( f1 @) = 0.

(d) foq) <0e fig >0
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I foay > —bji) e —bjuy < fiw) + fow) < bji)- O desenvolvimento deste caso é
idéntico ao desenvolvimento do caso c-I.

II fO(’L) > = j(’L € fl('L) + fO(z) > bj(’L Neste caso \II (fl + an j(’L) =
fray + fouy — i) (fo, b)) = 0, resultando em A @) (fl, fo) = fiw +
fo() bjuy > O e consequentemente Ay (fr, fo) (A Z)( 1 ) fi z)) =
(z y(f1, fo) (fry + Jow — bigy — i ) = A @ (f1, fo)' (fou bj(iy). Como

Aja) (fl,f0)>Oecomo Jog) <Oeb y > 0, tem-se fo;) —bj) < 0 e, entao,

(z(fl,fo)’( @ (f1, fo) — f1)

I fouy < —bjuy e fl(l + foiy < —bj@). O desenvolvimento deste caso ¢ idéntico
ao desenvolv1mento do caso c- IH

v fo( < =bjuy e —bjw) < figy+fow < bj)- Neste caso, Vi (fi+ fo, bjy) =0
(fo, @) = fow) + bj@y, logo Ay (fi, fo) = —fo()—b @ > 0e, Conse—
quentemente, Aj(i)(fh Jo) (N (f, fO)_fl(z ) = Ny (f1, fo) (= fow) — bjc
fiay) = Ny (f1, fo) (= (i) + foe) + fi))). Como Ajiy(fi, fo) > 0e fl(z') +
Jowy > —bj), entdo —(bj) + fow) + i) <0 e Ay z>(f1,fo) (Ajeiy (i, fo) —
fip) <0
V fowy < =bjey e fiw + fow) > by Com esta configuracao, Wi (fi +
o, b)) = f1 )+f0<>— (i) 6‘1’ (fo, @) = fou +b](), logo Aji (fl,fo)

fiay + fowy — biey — (fow i) = fl(Z — 2b > 0, pois neste caso
Ji@) — 2bj( 1) > f1 + fo(i) — bj( > 0. Assim, A ( (fl,fo) (A i) (fhfo) —
fl(’L)) (flafO) (fl _2b z)_flz) = _2A( (fl?fO)(j(’L) €, como

(f17f0)>oeb >O entaOA (f17f0)< (flaf()) flz))<0

Como ¥; e A; sao fungoes descentralizadas, é possivel estender os resultados
obtidos de cada elemento Ui e Aju) para as formas compostas das funcoes nao-
lineares. Como Sy, ¢ con51derada uma matriz diagonal positiva definida, entao segue
que (20) é valida para quaisquer funcoes W;(-,-), A;(-,-) e Vf1, fo. ]

A fungao nao-linear (-, -) satisfaz a condi¢ao de setor modificada de (TARBOU-
RIECH et al., 2011) enunciada no lema a seguir:

Lema 3.3. Se v e w pertencerem ao conjunto W(v,w) = {v,w € R"; [vg) —wam| <
Ugky, k=1,---,n}, entdio

D (v, up) S (P (v, u0) —w) <0 (21)
¢ verificada para qualquer matriz diagonal Se positiva definida.

Prova. Como a funcao de saturagao utilizada para definir a zona-morta ®(v,ug)
¢ descentralizada, entao ®(v,up) também é uma funcdo descentralizada. Assim,
pode-se considerar os elementos individuais ®)(v, ug), os quais sao escalares, para
configurar a prova, com a prova de (21) sendo generalizada diretamente. Considera-
se, entao os seguintes casos:

(a) U(k)y > Uo(k)- Neste caso, q)(k)(U,UO) = Uk) — Uok) > 0e <I>(;€)(U7u0) — W) =
V(k) — Uo(k) — W(k)- Como vy —wy < o), isto implica que vy —ugr) —wr) < 0
e, portanto, ® (v, uo) (P (v, uo) — wry) < 0.

(b) —uom) < vy <ow)- Neste caso, (v, o)) = 0. Assim, @) (v, uo)'(Pok) (v, uo)—
w(k)) = O
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(c) vy < —uo)- Para este caso, ®x)(v, uo) = vy +uom) < 0 e Dy (v, ug) — wy =
V(i) T Uo(k) — W(ky- COMO vy —w(ry > —Uo(k), iSto implica que v+ —w i) > 0
e, portanto, @) (v, uo) (P (v, uo) —we) < 0, sendo demonstrado todos os trés
casos.

Deste modo, (21) é valida para qualquer matriz S positiva definida. ]

3.2 Condicoes de Estabilidade

Nesta secao os Lemas 3.1, 3.2 e 3.3 sao utilizados para formular os Teoremas
3.1 e 3.2, os quais sao utilizados para a sintese das lei de realimentagao de estados
estabilizantes referentes aos Problemas 2.2 e 2.4, respectivamente. Sao utilizadas
funcoes candidatas de Lyapunov quadraticas e as relacoes de setor obtidas na secao
anterior para garantir a estabilidade assintética do sistema em malha fechada (6).

3.2.1 Caso Geral

Nesta subsegao o Problema 2.2 é considerado. Como visto na segao 2.3.1, a
dinamica de malha fechada do sistema para este problema é descrita por:

¢ =(A— K)e+ Bp(Cge,Crrg) + P(Ke, up) (22)

Utilizando as relacoes de setor obtidas nos Lemas 3.1 e 3.3, pode-se enunciar o
Teorema 3.1 descrito a seguir.

Teorema 3.1. Se existe uma matriz simétrica positiva definida W € R™ "™ matrizes
diagonais positivas definidas T, € R™™ e Ty € R™™ e matrizes K € R™" e
G € R™" satisfazendo as sequintes LMIs

Sim{AW — K} *

0,Cp+(T,B) —2T, * | <0 (23)
G + T<I> Onxm _2TCI>
w *

~ ~ >0,k=1---,n 24

(K — Gay)  ugy (24)

entao seque que todas as trajetorias do sistema em malha fechada (22) com K =
KW~ iniciadas no conjunto

Zy={eeR%ePe<1} (25)
com W = P~ convergem assintoticamente para a origem.

Prova. De acordo com a teoria de estabilidade de Lyapunov (KHALIL, 1992), caso
uma func¢ao candidata de Lyapunov seja positiva e a sua derivada seja negativa em
um determinado dominio, a origem das variaveis da funcao candidata serd assinto-
ticamente estavel. Definindo, entao, uma funcao de Lyapunov candidata quadratica
V = € Pe, onde P é uma matriz simétrica definida positiva, portanto garantindo
que V seja positiva, sendo necessario garantir a negatividade de sua derivada. Cal-
culando a derivada de V' em relagao as trajetdrias do sistema (22) tem-se:

V = Sim{e'P[(A — K)e + Bp(Cge, Cpzs) + ®(Ke, ug)]}. (26)
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As relagoes baseadas em setor obtidas na se¢ao anterior podem ser utilizadas para
garantir a negatividade de (26) através de uma aplicagdo de S-procedure (BOYD
et al., 1994). Baseado no Lema 3.3, e assumindo w = Ge, tal que W(v,w) =
W(e) = {e € R"; |(Kxy — Gw))e| < uowy, k=1,---,n}, entdo segue que

Te = P(Ke,ug) Se(P(Ke,ug) —Ge) <0 (27)
é assegurado Ve € W(e). Por outro lado do Lema 3.1:

T, = p(Cge, Crxs)'S,(p(Cge, Crrs) — Q,Cre) < 0. (28)

Como (27) e (28) possuem valor negativo ou nulo, ao subtrai-las de (26), tem-se
uma equacao mais positiva do que a derivada da funcao candidata de Lyapunov
desde que Ve € W(e). Assim, caso seja garantido que a equagao resultante seja
negativa dentro do dominio W(e), garante-se, por consequéncia, que a derivada da
funcao candidata também seja negativa dentro do mesmo dominio.

V < Sim{e'P[(A — K)e + Bp(Cge, Cpas) + ®(Ke)]} — 27,1 — 2 . (29)

O lado direito de (29) pode ser escrito na forma matricial & (¢)'T'1&(t) com
& =€ p P ecom

Sim{P(A—K)} x *
D= | S,0,Cp+ (PB) —25, =
P+S¢G 0n><m _QSCD

As incégnitas da matriz acima sao as matrizes P, K, S,, Sp. Entretanto, a
matriz acima nao forma uma LMI, pois ha multiplicacoes entre P e K. Assim,
busca-se eliminar esta nao-linearidade da matriz, definindo as seguintes varidveis
W =P T, =58"1eTs =S5 Ao pre- e pés-multiplicar a matriz I'y por
diag{W.T,,Ts} resulta em

) Sim{(A—- K)W}  x *
[ = | QCsW + (BT,) —2T, «
Ty + GW Opscm  —21%

Entretanto, a matriz I'; ainda é ndo-linear. Para resolver isto, pode-se aplicar as
seguintes mudancas de varidveis K = KW e G = GW para linearizar a matriz I';.
Com estas mudancas de varidveis, segue que I'; é equivalente ao lado esquerdo de
(23). Assim, se (23) for verificada, segue que I'y < 0 e, consequentemente, V < 0,
desde que e € W(e).

De (TARBOURIECH et al., 2011) sabe-se que Z, C W(e) se

1
e’ Pe — GI(K(k) — G(k)),ug (K(k) — G(k))e >0, k=1,---,n (30)
o(k)
pois neste caso tem-se
1
|€/(K(k) — G(k))/ 5 (K(k) — G(k))6| < 6/P6 S 1
Yok)

Aplicando agora o complemento de Schur em (30), tem-se:
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P *
(K — Gay)  ugy

Ao pré- e pés-multiplicar a matriz resultante por diag{W, 1} e realizar as trocas
de varidveis consideradas anteriormente obtém-se (24). Como consequéncia, a satis-
facao de (23) e de (24) implica em V < 0 para todas as trajetérias do sistema em
malha fechada (22) iniciadas em Zj, o que conclui a prova. O

>0k=1,--,n

Utilizando as relagoes de setor dos Lemas 3.1 e 3.3 de tal forma que w escolhido
satisfaca globalmente a condicao de setor apresentada, pode-se enunciar o Corolario
3.1 descrito a seguir.

Corolario 3.1. Se existe uma matriz simétrica positiva definida W € R™™", ma-
trizes diagonais positivas definidas T, € R™™ e Ty € R™" e matriz K € R™"
satisfazendo a sequinte LMI

Sim{AW — K} *
0,Cp + (T,B) 2T, * | <0 (31)
K+ Ty Onsm  —21%

_entao segue que todas as trajetdrias do sistema em malha fechada (22) com K =
KW= convergem assintoticamente para a origem.

Prova. Considere que G = K. Assim, segue que a condi¢ao de setor
To = P(Ke,ug) Se(P(Ke,ug) —Ge) <0 (32)

¢ verificada Ve € R™. Pode-se perceber que (31) corresponde & (23) obtida no
Teorema 3.1 e que a estabilidade assintotica global da origem do erro de sincronizagao
¢ obtida. O]

3.2.2 Caso Linear por Partes

Nesta subsecao o Problema 2.4 é considerado. Conforme mostrado na segao 2.4.1,
a dinamica de malha fechada do sistema para este problema é descrita por:

e = (A + BAlcE — K)e — B i((A] — Aj+1>Aj(CE67CEZL‘5>) + CD(K@,U()) (33)

i=1

Utilizando as relagoes de setor obtidas nos Lemas 3.2 e 3.3, pode-se gerar o
Teorema 3.2 descrito a seguir. O Teorema 3.2 possui algumas similaridades com o
Teorema 3.1, devido a consideragao relacionada com a nao-linearidade ®(Ke, ug) ser
idéntica.

Teorema 3.2. Se existe uma matriz simétrica positiva definida W € R™"  matrizes
diagonais positivas definidas Ty, € R™™ e Ty € R™" e matrizes K e R™ ¢
G € R satisfazendo as sequintes LMIs

CeW =Ty, (A — A B =2y,

*

: : " : : <0 (34)
OEW - TAN71 (AN~_1 - AN)IB’ Ome cee _2TAN—1 S
T<I> + G 0n><m e On><m _2T<I> |
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W S s0k=1 (35)
% ~ yRh=1L1,---,N
(K — Gwy)  ug
entao seque que todas as trajetorias do sistema em malha fechada (33) com K =
KWL iniciadas no conjunto Zy definido em (25), com W = P~ convergem assin-

toticamente para a origem.

Prova. Definindo a funcao de Lyapunov candidata V' = ¢/ Pe onde P é uma matriz
simétrica definida positiva, e calculando a derivada de V em relacao as trajetorias
do sistema tem-se

V = Sim{e'P[(A+ BA,Cp — K)e

_B ]il((Aj ~ Aj)A(Cre, Cpas) + ®(Ke, uo)] ). (36)

Sao empregadas nesta secao as relagoes baseadas em setor das nao-linearidades
Aj(Cge,Cprg) e ®(Ke,up), sendo manipuladas através do S-procedure para garan-
tir a negatividade de (36). Para a nao-linearidade ®(Ke,ug) é utilizado a relagao
baseada em setor (27) descrita na subsec@o anterior. Baseado no Lema 3.2 pode-se
escrever a seguinte equagao:

TAj = Aj (Cge, CEQZS>/SA]. (Aj(CEe, CExs) — CEe) < 0. (37)

Assim tem-se que:
V < Sim{e'P[(A+ BA,Cp — K)e
N-1
=B > ((A; = Aj1)A(Cpe, Cpas) + @(v)]}
j=1 (38)
N-1
—2Tg —2 ) Ty,

j=1

O lado direito de (38) pode ser escrito na forma matricial &(t)'T'26(t) com
E=[ NPT ecom A=A - Ay_].

Sim{P(A+ BACg — K)} * * |
Sy Ce — (A1 — Ag)'B'P —25h,
[y = : : . : :
San1Cr — (An—1 — AN)'B'P Opsern -+ —2Say_, *
i P+ SeG Onsern  * - Orscm —25¢ |

Assim como na subsec¢ao anterior, I's possui multiplicacoes entre as variaveis de
decisao, portanto nao pode formar uma LM]I. Assim, definindo W = P!, Ty, = SXJ_I
e Ty = Sz e pre- e pés-multiplicando a matriz T'y por diag{W, Tryooo  Tay s To}
resulta em

Sim{(A+ BA,C — K)W} * *
CpW =Ty, (A — A B =2y,
Ty = : : " : :
OEW — TANfl(AN—l — AN)/B/ Ome cee —QTAA_l *
i T<I> + GW 0n><m e 0n><m _2T<I> i
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Novamente é necessario aplicar uma mudanca de varidvel para linearizar a matriz I's.
Portanto, define-se K = KW e G = GW segue que [y é equivalente ao lado esquerdo
de (34). Assim, se (34) for verificada segue que T'y < 0 e, consequentemente, V < 0
desde que e € W(e).

A relagao (35) assegura que Z; definido em (25) esteja contido em W(e)., i.e.
Zy C W(e). Esta prova é a mesma apresentada na subsegao 3.2.1. Como consequén-
cia, a satisfacio de (34) e de (35) implica em V < 0 para todas as trajetérias do
sistema em malha fechada (33) iniciadas em Zj, o que conclui esta prova. O

Utilizando as relagoes de setor dos Lemas 3.2 e 3.3 de tal forma que w escolhido
satisfaca globalmente a condicao de setor apresentada, pode-se enunciar o Corolario
3.2 descrito a seguir.

Corolario 3.2. Se existe uma matriz simétrica positiva definida W € R™™", ma-
trizes diagonais positivas definidas Ty, € R™™ e Ty € R™™" e matriz K € R™"
satisfazendo a sequinte LMI

Sim{AW — K + BA,CpW} * * ]
CeW —Tp, (A — AQ)B' 2Ty,
: : - : : <0 (39
CoW —Tay (An-1 = ANYB' O -+ —2Tpy, =
I Ty + K Onxm =+ Opxm —2Tp |

_entao segue que todas as trajetdrias do sistema em malha fechada (33) com K =
KW~ convergem assintoticamente para a origem.

Prova. Considere que G = K. Assim, segue que a condi¢ao de setor
To = O(Ke, up) So(P(Ke,up) — Ge) <0 (40)

é verificada Ve € R". Pode-se perceber que (39) corresponde a (34) obtida no
Teorema 3.2 e que a estabilidade assintética global da origem do erro de sincronizagao
é obtida. O

3.3 Problema de Otimizacao

Conforme mencionado anteriormente, um problema de interesse é a maximizacao
do conjunto de condicoes iniciais admissiveis Z; para as quais é possivel garantir a
convergéncia de trajetorias em malha fechada para a origem. Baseado nos Teoremas
3.1 e 3.2, problemas de otimizacao podem ser propostos para a obtencao da matriz
de ganho K, tendo como objetivo a maximizacao do tamanho do conjunto Z.
O tamanho de Z; pode, por exemplo, ser medido em relacao ao conjunto poliedral
= = conv{vy, v, ..., v} onde os vértices vy € R", 1 = 1, ..., n correspondem a diregdes
nas quais o conjunto deverd ser maximizado, conhecidos a priori (TARBOURIECH
et al., 2011). Logo, o objetivo do problema de otimizagao é maximizar um escalar

v > 0 de tal forma que Y= C Z; descrita em (41) seja maximizado. Assumindo

1
v = —, a minimizac¢ao de n implica na maximizac¢ao de .
Ui

v Pury <1 (41)
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A solucao deste problema pode ser obtida através do problema de otimizacao
(42) para o Problema 2.2 e do problema de otimizagao (43) para o Problema 2.4.
O Problema de otimizacao (42) é obtidos ao considerar as relagdes (23) e (24) e ao
aplicar o complemento de Schur & (41) levando em consideragao a relagao de v e de
n, enquanto que o Problema de otimizacao (43) é obtido ao considerar as relagoes
(34) e (35) e ao aplicar o complemento de Schur a (41).

min mn
TE S0, vi=1 42
=1,...,n
sujeito a vy W ’ (42)
Relagoes (23) e (24)
min n
TS0, vi=1 43
, =1,...,n
sujeito a vy W (43)
Relagoes (34) e (35)
Assumindo ¥ = —, a minimizagao de n implica na maximizagao de . Observe
n

que uma vez que as condicoes (23), (24), (34) e (35) sao LMIs, entao os problemas
de otimizacao (42) e (43) sdo convexos e podem ser resolvidos eficientemente por
solucionadores de LMI padrao.

Outros critérios para a maximizacao de Z; podem ser considerados, como por
exemplo a maximizacao do volume do elipsoide Z;, a minimizacao do traco de P e
a maximizagao do menor eixo do elipsoide Z; (TARBOURIECH et al., 2011). En-
tretanto o critério apresentado acima foi o escolhido para ser aplicado as simulagoes
apresentadas a seguir.

3.4 Validacao Numérica dos Resultados

Nesta secao sao apresentados resultados aplicados a um circuito de Chua. Primei-
ramente o sistema a ser simulado é descrito, para entao em sequéncia os resultados
obtidos serem apresentados.

3.4.1 Circuito de Chua

Como visto na secao 1.2, o circuito de Chua é comumente empregado para o
uso de simulagoes e de experimentos numéricos para ilustrar os resultados obtidos
tanto para a sincronizacao de sistemas Lur’e quanto para os resultados sob a ética
de sistemas caoticos. Isso se deve em parte pelo criador deste sistema, Leon O.
Chua, ter publicado diversos trabalhos sobre este tema utilizando o seu circuito
como exemplo, mas também por ser o circuito elétrico mais simples que pode ser
construido que apresenta comportamento cadtico. Por estas razoes este sistema foi
o escolhido para representar o exemplo numérico incluido neste trabalho.

Um sistema cadtico é caracterizado por possuir hiper-sensibilidade em relacao
as condigoes iniciais, com pequenas variagoes nas condigoes iniciais causando vastas
mudancas de trajetéria. De acordo com (ELGAR; KENNEDY, 1993), um sistema
elétrico composto de resistores, capacitores e indutores necessita possuir os seguintes
trés componentes para ser um sistema caotico:
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e pelo menos um componente nao-linear

e pelo menos um resistor localmente ativo, um elemento ativo o qual possui
resisténcia equivalente negativa

e pelo menos trés elementos armazenadores de energia

O circuito de Chua, representado na Fig: 7, satisfaz o terceiro requisito por
possuir em sua composicao dois capacitores e um indutor. O primeiro e o segundo
itens sao satisfeitos por um componente chamado de diodo de Chua (D), o qual
possui diversas formas possiveis. Os valores dos componentes da Fig. 7 utilizados em
(MATSUMOTO; CHUA; KOMURO, 1985) estao localizados na Tabela 1, enquanto
que os valores do diodo de Chua sao considerados de tal forma que a sua nao-
linearidade pode ser descrita por (45).

No presente trabalho foi considerado a forma do diodo de Chua conforme apre-
sentado na Fig. 8, com um amplificador inversor sendo responséavel pela resisténcia
equivalente negativa e o par de diodos formando a nao-linearidade com simetria
impar. Esta configuracao resulta em uma nao-linearidade PWL com um ponto de
quebra devido ao par de diodos, com mais pontos de quebra sendo possivel caso um
amplificador de ganho variavel seja considerado. Entretanto, como os parametros
encontrados na literatura de um circuito de Chua que apresenta comportamento
cadtico contém uma nao-linearidade com apenas um ponto de quebra, foi escolhido
a configuragao com apenas um ponto de quebra.

R
NV

L 02 Cl DC

Figura 7: Circuito de Chua com diodo de Chua

Tabela 1: Parametros fisicos considerados para o circuito de Chua

Parametro Valor
Ch 0.0055uF
Cy 0.0495uF
L 7.0TmH
R 1.428k02

De acordo com a formulagdo apresentada em (MATSUMOTO; CHUA; KO-
MURO, 1985), este sistema pode ser genericamente representado com as seguintes
equacoes diferenciais:

1 = a(—z1 + 22 — ¢(x1))
Tog = T1 — Ty + X3 (44)

T3 = —fx2
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o ANN—

Figura 8: Esquematico do Diodo de Chua

onde x; corresponde a tensao no capacitor C, xs corresponde a tensao no capacitor
Cy, x3 corresponde a corrente no indutor L e ¢(f) é a fungao nado-linear chamada
de diodo de Chua descrita por:

—go(f+1)+ g1, se f < —1
o(f) =4 —of sel|fl|<1 (45)
—g2(f=1)—g1, se f>1

com g; > go > 0. Note que neste caso ¢(f) é escalar, i. e. ¢(f) : R — R.

10 ()

g1

—0

Figura 9: Fungao PWL do circuito de Chua com um ponto de quebra

Escrevendo (44) e (45) na forma dos sistemas mestre e escravo como definidas
em (1) e em (2), tem-se as seguintes relagoes:

/ /

—-a «o 0 o 1 1 10
A=1|1 -1 1{,B=1|0|,Cg=10 ,CD:{O],H: 0 1
0 -6 0 0 0 0 0

e com , = g1, Ay = —g1, Ay = —go e 0(Cgxr) = —p(x1), representado na Fig. 9,
para o controlador estatico de realimentacao de estados. Os parametros utilizados
nas simulagoes numéricas a seguir estao expostos na Tabela 2, com os parametros
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referentes ao modelo do circuito de Chua que mais se aproxima do comportamento
do circuito mostrado na Fig. 7 sendo obtidos de (MATSUMOTO; CHUA; KO-
MURQO, 1985) e os parametros referentes ao limite de magnitude do sinal de controle,

uok), k=1,2,3, sendo arbitrado.

Tabela 2: Parametros considerados para as simulagoes numéricas

Parametro | Valor
« 9
15} 14.28
g1 1.143
go 0.714
b1 1
uo(l) 1
ug(g) 1
uo(g) 1

3.4.2 Resultados Numéricos

Resolvendo o problema convexo (42), ou seja, resolvendo o problema relacionado

com o caso geral, com o conjunto poliedral

1 0 0
==Co O|l,111],]60
0 0 1
obtém-se:
16.8593 0.2668  0.1046
K= 0.2668 16.6904 0.0282
0.1046 0.0282 17.4014
1.3510 1.2668 0.4374
P=1 1.2668 3.9013 0.1368
0.4374 0.1368 0.5252

n = 3.9445

Por outro lado, ao resolver o problema convexo no qual a nao-linearidade do
sistema Lur’e é considerada PWL, o problema de otimizac¢ao (43) com o mesmo
conjunto poliedral considerado no caso anterior, obtém-se:

14.1902 0.3872
0.3872  14.3516
0.2949  0.0634

1.2391 0.9593
0.9593 2.4216
0.5627 0.1998

K —

P =

n = 2.4518

0.2949
0.0634
14.9276

0.5627
0.1998
0.4257
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O critério de otimizacao considerado na secao 3.3 implica que um valor de 7 me-
nor corresponde a uma regiao 2, maior. Assim, espera-se que o segundo caso possua
uma estimativa da regiao de atragao maior. As estimativas tridimensionais de regiao
de atragao obtidas para os problemas de otimizagao (42) e (43) estao mostradas nas
Fig. 10 e 11, respectivamente, geradas por uma rotina de MATLAB!. Entretanto,
comparar visualmente as regioes de atracao em suas representacoes tridimensionais
nao ¢ trivial, portanto uma representacao bidimensional de cada uma das estimati-
vas foi obtida para realizar a comparacao. As representagoes bidimensionais foram
obtidas realizando cortes nas estimativas tridimensionais de forma que a dimensao
nao-representada na respectiva imagem possui valor nulo. Estas representacoes estao
mostradas nas Fig. 12, 13 e 14.

Pode-se perceber pelas trés imagens que quando a nao-linearidade o(Cgx) foi
modelada como uma fungao PWL na formulacao do Problema 2.4 foi possivel obter
uma maior estimativa da regiao de atragao do que quando a nao-linearidade foi con-
siderada apenas satisfazendo a condigao de setor global como feito na formulacao
do Problema 2.2. Deste modo, pode-se dizer que a abordagem de modelar a fungao
nao-linear como uma funcao PWL possibilitou uma abordagem com menos conser-
vadorismo do que se fosse apenas utilizado o setor global na qual a funcao nao-linear
se encontra.

Figura 10: Estimativa tridimensional da regiao de atracao do caso geral

Considerando agora as matrizes obtidas pelo problema de otimizagao (43), busca-
se confirmar que a sincronizacao é obtida para a regiao de atracao estimada. Desta
forma, foram escolhidos valores iniciais de x,; e de g de tal forma que o valor inicial

!University of Pennsylvania, Philadelphia, PA, 2007
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Figura 12: Comparagao dos cortes (e@3) = 0) das estimativas das regides de atracao
obtidas para os controladores de realimentacgao estatica de estados: azul para o caso
geral; vermelho para o caso PWL
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Figura 13: Comparagao dos cortes (e) = 0) das estimativas das regides de atracao
obtidas para os controladores de realimentacgao estatica de estados: azul para o caso
geral; vermelho para o caso PWL

15F ]
1k A

0.5 1

CD@ or T
-0.5f A
RS A
-15¢ j j j j j ]

Figura 14: Comparagao dos cortes (1) = 0) das estimativas das regides de atragao
obtidas para os controladores de realimentacgao estatica de estados: azul para o caso
geral; vermelho para o caso PWL
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do erro de sincronizacao se encontra no limite da regiao Z, encontrada para o caso
PWL. Foram escolhidos os valores ey = [0.45 0.3 0.35]".

Com base neste estado inicial do erro foi realizada uma simulacao numérica,
com os resultados obtidos representados nas Fig. 15, 16 e 17. A Fig. 15 mostra a
evolucao temporal do sinal de erro de sincronizacao. Como o sinal eventualmente se
anula, pode-se concluir que o sistema S entra em sincronia com o sistema M. Na
Fig. 16 pode-se observar o comportamento temporal de cada uma das componentes
do sinal de controle u. Percebe-se que inicialmente os trés sinais de controle sao
limitados pela saturagao considerada, mas mesmo assim os sistemas foram capazes
de entrar em sincronia. Além disso, uma vez que os sistemas entram em sincronia
o sinal de controle também se anula, ou seja, apds a sincronizacao ser obtida nao
¢ mais necessario a presenca de um controlador, a nao ser que perturbagoes sejam
introduzidas em algum dos sistemas. Finalmente, na Fig. 17 sao demonstradas as
trajetdrias dos sistemas mestre e escravo no plano x(1) X x(2), podendo confirmar
a conclusao obtida na andlise da Fig. 15 de que o sistema entra em sincronia.
Pode-se também observar indicios do comportamento cadtico dos sistemas, sendo
o comportamento apresentado limitado em tempo com o propésito de nao poluir a
representacao grafica da sincronizacao.

erro

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 15: Comportamento temporal do sinal de erro
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Figura 16: Comportamento temporal do sinal de controle
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Figura 17: Trajetorias dos sistemas mestre e escravo no plano x(;) X z()
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Além da simulacao onde foi considerado um valor inicial do erro de sincronizacao
dentro da estimativa da regiao de atracao, foi realizada também uma simulagao
numeérica onde o valor inicial do erro esta localizado fora da regiao de atracao,
sendo escolhido ey = [4.4 4.4 4.6]'. Como mostra a Fig. 18, nesta situagao nao foi
possivel obter a sincronizacao entre os dois sistemas. Os valores do erro aumentam
exponencialmente pois, apesar do sistema Mestre ter valores iniciais que levam ao
comportamento cadtico como mostrado na Fig. 19, o sistema escravo ¢ inicializado
de tal forma que os seus estados possuem um comportamento exponencial divergente,
como mostrado na Fig. 20.

100

50

erro

-100

-150 ! :
0

Figura 18: Comportamento temporal do sinal de erro
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Figura 19: Comportamento temporal dos estados do sistema Mestre
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Figura 20: Comportamento temporal dos estados do sistema Escravo

3.5 Conclusao

Neste capitulo foi abordada a estratégia de controle por realimentacgao estatica de
estados, utilizando o circuito de Chua como sistema modelo para validar os teoremas
de sintese dos controladores. Foi verificado ao resolver os Problemas de otimizagao
(42) e (43) que o caso em que a nao-linearidade o foi modelada como uma fungao
PWIL levou a uma reducao de conservadorismo em relacao a estimativa da regiao
de atragao. Finalmente, foi mostrado, utilizando-se o resultado do caso PWL, que
a sincronizacao é obtida para resultados no limite da regiao de atragao, enquanto
que valores iniciais de erro de sincronizacao fora da regiao de atragao nao resultam
em sincronizacao. Os resultados obtidos neste capitulo para o caso em que a funcao
PWL possui um ponto de quebra foram apresentados em (FISCHMANN; FLORES;
GOMES DA SILVA JR., 2017a).

Mesmo caso a nao-linearidade o nao seja uma funcao PWL, ainda assim ¢ possivel
utilizar os resultados obtidos na subsecao 3.2.2. Para isto, a nao-linearidade deve
estar localizada entre duas fungoes PWL, pois foi demonstrado em (HU; HUANG;
LIN, 2004) que os resultados obtidos podem ser aplicados para fungdes de Lur’e
genéricas pertencentes ao envelope convexo de duas funcoes PWL. Este envelope
convexo é definido por o € Co{o,, 04}, com 0 = A\,0, + Aoy, onde A\, + Ay = 1, 0 <
Ao, My < 1, 0, 0p sao funcoes PWL e o é a funcao nao-linear genérica. Assim como
o pertence a um envelope convexo, p também pertencerd a um envelope convexo,
conforme a Observagao 3.1, demonstrando como argumentos convexos possibilitam
o uso deste método para qualquer funcao nao-linear o.

Observacgao 3.1. Definindo o envelope convexo p € Co{pa, pp}, tal que po(f1+fo) =
oa(f1+ fo) — aa(fo) € pu(f1 + fo) = ou(f1 + fo) — ou(fo), entdo:



)‘apa(fl + f0> + )\b/)b(fl + fO)

Aa(oa(fir + fo) = aa(fo)) + Ne(ou(f1 + fo) — ou(fo))
AaOa(f1 + fo) + Xeou(f1 + fo) = (Maoa(fo) + Xeow(fo))
o(fi+ fo) —o(fo)

93
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4 REALIMENTACAO DINAMICA DE SAIDA

Este capitulo aborda a estratégia de controle do tipo realimentacao dinamica
das saidas dos sistemas mestre e escravo, ou seja, sao abordados os Problemas 2.3
e 2.5. Primeiramente as fungdes nao-lineares o(-) e ¥(-,-) sdo analisadas através
de condigoes baseadas em setor de forma similar a feita na se¢ao 3.1. Como as
nao-linearidades p(f1, fo) € Aj(f1, fo) e ®(f) foram analisadas na se¢do mencionada
anteriormente, os Lemas previamente desenvolvidos podem ser utilizados.

Em seguida na secao 4.2 sao apresentados os teoremas para a sintese dos con-
troladores dinamicos referentes aos Problemas 2.3 e 2.5. Assim como na secao 3.2,
os teoremas consideram a teoria de estabilidade de Lyapunov (KHALIL, 1992) jun-
tamente com as relagoes baseadas em setor obtidas tanto na secao 3.1 quanto na
secao 4.1 para gerar condicoes de estabilidade, de forma a garantir a convergéncia
assintdtica do sinal de erro a zero. Diferentemente da secao 3.2, como é conside-
rado uma realimentacao do sinal de saida, uma maneira de linearizacao introduzida
em (SCHERER; GAHINET; CHILALI, 1997) é utilizada, permitindo uma mudanga
de variavel de forma que as desigualdades matriciais propostas sejam lineares. Na
sequéncia, um problema de otimizacao é formulado com o objetivo de maximizar a
estimativa das regioes de atracao da origem dos sistemas em malha fechada.

O capitulo é concluido com uma validacao numérica utilizando o mesmo sistema
apresentado na subsecao 3.4.1. Inicialmente é realizada uma solucao para os pro-
blemas de otimizacao propostos para os dois casos estudados neste capitulo, o que
permite que as respectivas estimativas de regiao de atragao sejam comparadas. Em
seguida, o caso que possui menor conservadorismo em relacao a estimativa da re-
giao de atracao é escolhido para realizar duas simulagoes numéricas de tentativas
de sincronizacao, sendo que a primeira simula¢ao possui um valor inicial de erro de
sincronizacao contido na estimativa da regiao de atracao, enquanto que a segunda
simulagao possui um valor inicial fora da estimativa da regiao de atracao.

4.1 Relagoes Baseadas em Setor

Diferentemente dos casos estudados no capitulo 3, as dinamicas de malha fechada
consideradas neste capitulo dependem explicitamente das nao linearidades o, p,
U, Aj e . Como as nao-linearidades p, A; e ® j4 possuem relacoes de setor
definidas pelos Lemas 3.1, 3.2 e 3.3, resta entao definir relagoes de setor para as
nao-linearidades o, definida na secao 2.3, e U;, descrita por (11). Deste modo,
sao apresentadas condicoes de setor aplicaveis a estas nao-linearidades nos Lemas
seguintes.

A relagao de setor referente a nao-linearidade o(-) esta descrita no Lema 4.1. A
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prova utilizada para validar este Lema pode ser obtida diretamente em (KHALIL,
1992).

Lema 4.1. Se o(f) € tal que as suposicoes (i), (ii) e (iii) apresentadas na se¢ao
2.8 sdo validas, entdo a fungao nao-linear o(f) € tal que a relagao

o(f)Ss(a(f) = Qaf) <0, Vf (46)
¢ verificada globalmente para qualquer matriz diagonal S, positiva definida.

Assim como no Lema 4.1, a prova do Lema referente as nao-linearidades W, (-, -)
descrito a seguir podem ser encontradas em (KHALIL, 1992).

Lema 4.2. Se U;(-,-) € tal que as suposigoes (i), (ii) e (iii) apresentadas na segdo
2.4 sdo validas, entdo a fungdao ndao-linear V;(-,-) € tal que a relagdo

i(f,05) Sw, (W (f,0;) = f) <0, Vf (47)

¢ verificada globalmente para qualquer matriz diagonal Sy, positiva definida.

4.2 Condicgoes de Estabilidade

Nesta segao sao obtidos os teoremas que solucionam os Problemas 2.3 e 2.5. A
estabilidade assintética das estratégias de controle por realimentacao dinamica de
saida é garantida por condigoes LMI obtidas por funcoes candidatas de Lyapunov
e pelas relacoes de setor obtidas nas secoes 3.1 e 4.1. O uso de uma mudanca
de varidvel para realimentacao de saida introduzida em (SCHERER; GAHINET;
CHILALI, 1997) é considerada para a obtengao das LMIs.

4.2.1 Caso Geral

Nesta subsecao o Problema 2.3 considerando o controlador dinamico de reali-
mentagao de saida visto na subsegao 2.3.2:

T = Acxc + Ecye + OCU(ODye> + BCP(CDyea CDyS) - ch)(va UO)
»CCD . (48)

U= chc + Dcye + LCU(CDye) + ch(chea CDyS)

A dinamica de malha fechada do sistema considerando o controlador (48) é dada
por:
¢ = AC +Lo(C¢) +Bp(C¢, CpHzs) + Fd (v, up)
v =K+ Lo(CC) + Rep(C(, CpHag) (49)
Ye = [H 0gxn]C
onde ((t) = [e(t) z(t)']' é um estado aumentado e as matrizes A, B, C, L, F e K
definidas como:

A—D,H —H, [ B-R, [ L,
S i R R e

I
]F:[_Fc],K:[DCH H. ], C=[CpH Opxn |-

Utilizando as relacoes de setor obtidas nos Lemas 4.1, 3.1 e 3.3, pode-se gerar o
Teorema 4.1 descrito a seguir.
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Teorema 4.1. Se existem matrizes positivas definidas simétricas X € R™" eY €
R™ ™ ‘matrizes diagonais positivas definidas T, € R™™ T, € R™™ e Ty € R™",
matrizes A, € R™" B, € R™™ D, e R4 H, € R”X” E e R™4, F, e R,
R, e R™m [, e R™" O, € R™™ G, € R ¢ Gy € R™" de tal maneira que
as sequintes LMIs sdo verificadas:

CH * * * *
O ) Oy ) * * *
Q,CpHY — L. Q,CpH + O, 2T, * * <0 (50)
@3 _ B/ + Q CDH Omxm —2~Tp *
Te + G F/+G2 L. R, —2T%
Y * *
I, X s |s0 k=11 (51)
Heyy =Gy Doy H = Gy, Uik
com .
(—‘)1 = Slm{AY — Hc},
6, = AC+A’~—H’D2,
@3 - TpB/ - R/c + QUCDHY,
O,= Sim{XA+ E.H},
entao o controlador de realimentagdo dinamica de saida (48), com
A= (U‘l)’(A XAY + XH, - U'E, HY )N
B.— (UY(BI;'— X(B - R.)
E.= (U_l)’(E + XD )
F.= (UY(X - FT D)
Rc = ~CT;1 (52)
H.= (H,— D,HY)N~!
L.= LJI:1

0,.= (UY(OT;'+ XL)

onde as matrizes U e N wverificam U'N = I — XY, garante que todas as trajetorias
do sistema (49) iniciadas no conjunto

Zy=E(P,1) = {( e R*;('P( < 1} (53)

X U : . .
com P = 7 e | comwergem assintoticamente para a origem.
. - . , X U
Prova. Definindo a funcao candidata de Lyapunov V = ('P( com P = U e

Yy N’

e Pl = [ N e 1 . Calculando a sua derivada ao longo das trajetorias do sistema

tem-se:

V = Sim{¢'P[AC + Lo(CC) + Bp(C¢, Cpys) + Fd(v)]}. (54)

Suponha agora que o(-) é tal que as suposicoes (i) a (iii) descritas na se¢ao 2.3
sao validas. Entao, dos Lemas 4.1 e 3.1 segue-se:

1o = (C¢)'Se(a(C¢) = 2,CC) <0 (55)
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Tp = p(©<7 CDyS)/SP(p((CC7 CDyS) - QO'(CC) S 0. (56)

sao verificados V(, ys.
Considerando v como definida em (49), definindo um vetor

w = G(+ L.o(CC) + R.p(C¢, Cpys)
com G € R [ e R™™ R, € R™™ e o conjunto
W(C) = {¢ e R*™;[(Kwy — Gy¢l < wory, k=1,---,n}
Com base no conjunto descrito acima, do Lema 3.3 segue que:
Ty = O(v)'Sa(®(v) — G¢ — Lo (CC) — Rep(CE, Cpys)) < 0 (57)
é vélida V¢ € W(() e consequentemente,

V < Sim{('P[AC + Lo(C() + Bp(C(, Cys) + Fo(v)]} (53)
2T, -2Y,—2Tq
desde que ¢ € W(().

O lado direito de desigualdade (58) pode ser escrito em uma forma matricial

§3(1)'T'3&3(t) onde &3 = [(" o’ p' @']" e

Sim{A'P} * * *
S,Q,C+1L'P —2S, * *
BP+S,0%C Opem —25, * |

F'P+ SeG SeL. SeR. —2S¢

I's =

onde pode ser diretamente inferido que I's < 0 implica em V < 0, ¥¢ € W(().

A sequéncia da prova utiliza a transformacao linear apresentada em (SCHERER;
GAHINET; CHILALI, 1997) para demonstrar que (50) implica em I'; < 0. E
Y I,
N 0n><n
XY também for ndo-singular. Como (51) implica que I, — XY é ndo-singular, entao
IT é nao-singular.

utilizado a matriz IT = } , a qual é garantidamente nao-singular se [,, —

Assim, definindo T, = S;1, T, = S;' e Tp = Sg' e pré- e pés-multiplicando a
matriz I's por diag{Il',T,,T,,Ts} e sua transposta, respectivamente, resulta em

Sim{Il'A’ P11} * * *
ro_ | QCO+TLPI —2T,  + %
57| T,B'PI+ Q,CIT Opsyn —2T, %

TeF'PI+GI LT, RJT, —2Ts

Expandindo as matrizes encontradas em I's e realizando as seguintes mudancas de
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varigveis:
A, = XAY — XH.+UE.HY + U AN
B.= (X(B—-R.,)+ (UB)T,
H.= D,HY + H.N
E.= UE.— XD,
f/c - LcTcr
R.= R.T,
Oc = (U/Oc - XLC)TO'
F.= XTy—UF.Ts
G = [Gi G
Gi = GiY +GyN
GQ == Gl

Segue entao que (50) é equivalente & I's < 0, o que implica em I's < 0 e, portanto
V <0, V¢ e W(Q).

A relagao (51) garante que E(P, 1) como definido em (53) se encontra dentro do
conjunto W((), i.e. E(P,1) C W((). Esta prova é andloga a feita na subse¢ao 3.2.1.
De (TARBOURIECH et al., 2011) sabe-se que Z, C W(e) se

1
CPC—= Ky = Gw) Ky =Gw)¢, k=1,---n (59)
(k)
pois neste caso tem-se
1
Ky = Gw) a—Kpy = Gw)¢ < PC< T
0(k)

Aplicando o complemento de Schur em (59), tem-se:

P *
Ky — Gey) gy

Ao pré- e pés-multiplicar, respectivamente, a matriz resultante por diag{Il, 1} e
sua transposta e realizar as trocas de variaveis consideradas anteriormente obtém-se
(51). Consequentemente, satisfazer (50) e (51) implica que V' < 0 para todas as
trajetérias (9) iniciadas em E(P, 1), o que conclui a prova. O

>0,k=1,---,n

Observacao 4.1. Nota-se que apesar do sinal ys nao ser mecessario para a prova
da estabilidade da dinamica do erro de sincronizacao, este € necessdrio para a
implementacao do controlador dinamico por realimentacao de saida, pois a nao-
linearidade A do controlador possui este sinal como uma de suas entradas.

Utilizando as relagoes de setor dos Lemas 4.1, 3.1 e 3.3 de tal forma que w
escolhido satisfaca globalmente a condicao de setor apresentada, pode-se enunciar o
Corolario 4.1 descrito a seguir.

Corolario 4.1. Se existem matrizes positivas definidas simétricas X € R™" eY €
R™", matrizes diagonais positivas definidas T,, € R™*™ T, € R™™ e Ty € R™",
matrizes A, € R™" B, € R™™ D, e R™4, [, € R™™, E e R™4 F, e R,
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RC e R»m Z~Lc € R™m™m ¢ Oc € R™™ de tal maneira que as sequintes LMIs sao
verificadas:

6, * * * *
@2 ~ @4 ~ * * *
Q,.CpHY — L Q,CpH+ O, —2T, x * <0 (60)
O3 ) B +Q,CpH 0mxm —2~Tp *
T + H, F’+D LC R. —-2T%
Y x
[In X] >0 (61)
com B
@1 = ASLZTTL{AY — Hc},
O,= A +A —H'D.,,
©3 = T,B' — R, +Q,CpHY,
entdo o controlador de realimenta¢do dinamica de saida (48), com
A, (U_l)’(A XAY+XH UE, HY)N_
B.— (UY(BI; '~ X(B - R.)
E.= (Uﬁl)'(E +XD )
F.= (U_1 "X — FT )
R. = ~cTtp—l (62)
H,= (H.,—DHY)N™'
L.= LT;!

O.= (U Y(OJTI;'+ XL,)

onde as matrizes U e N wverificam U'N = I — XY, garante que todas as trajetérias

do sistema (49) com P = [ )é

/
. } convergem, assintoticamente para a origem.

Prova. Considere que G = K. Assim, segue que a condi¢ao de setor

To = (v)'Se(P(v) — K = Leo(CC) — Rep(CC, Cpys)) <0 (63)

é verificada V¢ € R?". Note que neste caso GIT = KII = [H, D,]. Pode-se, assim,
perceber que (60) corresponde a (50) obtida no Teorema 3.1 e que a estabilidade
assintética global da origem do erro de sincronizacao é obtida. A relagdo (61) é
necessaria para garantir que I, — XY seja nao-singular, o que implica que II seja
nao-singular. ]

Utilizando apenas as relagoes de setor dos Lemas 3.1 e 3.3 e considerando que
os elementos L. e O, da lei de controle (48) sao nulos, pode-se enunciar o Corolario
4.2 descrito a seguir.

Corolario 4.2. Se existem matrizes positivas definidas simétricas X € R™™ e Y
€ R™", matrizes diagonais positivas definidas € R™™, T, € R™*™ e Ty € R™",
matrizes A, € R™" B, € R™™ D.e R™4, H, € R [, € R™4, F, ¢ R™",
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RC e R»m él € R™"™ ¢ C~¥2 € R™™ de tal maneira que as sequintes LMIs sao
verificadas:

@1 * * *
O, Oy * *
@3 Bé + QUCDH —2Tp * <0 (64)
To +G,  Fl+GyR. —2T5
Y * *
I, X * >0, k=1,---,n (65)
7 = A 2
HC(k) o Gl(k) DC<k>H B GQ(k) Uo(k)

com
0, = Sim{AY — H.},
Q= A, +A —H'D,
03 = T,B' —R.+Q,CpHY,
Os= Sim{XA+ E.H},

entao o controlador de realimentacdo dinamica de saida (48), com

SRS
1
SeT
<
|
o

5
>
=

=@
|

=
|

S

=

=
3

onde as matrizes U e N wverificam U'N = I — XY, garante que todas as trajetorias
do sistema (49) iniciadas no conjunto Zy = E(P,1) = {¢ € R*;{'P( < 1} com

X /
P = { U e } convergem assintoticamente para a origem.

Prova. Esta prova pode ser diretamente obtida da prova do Teorema 4.1, apenas
considerando L. e O, nulos e descartando a relacao de setor do Lema 4.1. O
4.2.2 Caso Linear por Partes

Nesta subsecao o Problema 2.5 é considerado. O controlador dinamico de reali-
mentacao de saida encontrado na subsecao 2.4.2 é dado por

(

e = Acte+ (Ee+ (Of + Bey)Cp)He — F (v, up)
N—1

=2 0 (A — Aj11)V,(CpHe, by)
7j=1

N—-1
Lo — > (Be;(Aj — Aj1)Aj(CpHe,CpHuzg))
C,D - j=1
N-1
V= HCZL‘C + (Dc + (Lco + RCO)OD)HG - Z LC]. (A] - Aj+1)\I/j(CDH€, bj)
j=1

N—-1
— 2 (Re;(Aj — Aja)Aj(CpHe,CpHuzg))
j=1
(67)
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¢é considerado. A dinamica de malha fechada do sistema considerando o controlador
(67) é dada por:

(= ACH S (Ly(A; — Ay) U, (CC. b))

]:

—_

1

—i—NZ: B;(A; — Aj11)A;(C(,CpHzg)) + FO(v, up)

=1
. ’ N-1 (68)
v= (Kt (Lo + Rey)O)C = 21 (Le, (A = A1) ¥5(CCL b))
iz
N-1
T (Re; (A; — Aj1)A;(CC, CHag))
Ye = [H Oan]C

onde ((t) = [e(t) x.(t)"] é um estado aumentado, O,, = O, A; = O.Aq, Be, =
BclAl = BCAl, LCO = LclAI = LCAI, Rco = RclAl = RCAl e as matrizes A, Bj, (C,
L;, F e K sao definidas como:

a_ [ A= (Dt ((Ley + Rey) = BM)Cp)H —H. ] o [ R, —B
B ( c+(0co+Bco)CD)H A, et A _Bc]

Teorema 4.2. Se existem matrizes simétricas positivas definidas X € R™™ e Y €
R™™, ‘matrizes diagonais positivas definidas Ty, € R™ ™, Ty, € R™™ e Ty € R™™
e matrizes A, € R™", B, € R™™ D, € R"™ H, € R™", E. € R™, F, €
R™™ R, € R™™, L., € R"™™ O, € R"™™, G; € R"" e Gy € R"™" satisfazendo
as sequintes LMIs

CH * % * *
@2 @5 * * *
@3 @6 —2Ty * * <0 (69)
©s  O7  Ogmyxgmy —2Ta  *
Te + G Fl+ Gy —0Og -0y —2T%
Y * *
I X * >0,k=1,---,n (70)

~ 2
C(k) Gl(k) D0<k>_G2<k> Uo(k)
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com

0, = Sim{(A+ BA\CpH)Y — H,},
Q= A.+(A+ BACpH) — H'(D,),
Oy = [(CoHY) + Loy (A — Ag) - (CpHY ) + Loy, (An—1 — Ay)]
Q1= [~Th,(B(AL — Ag)) + Rey(Ay — Ag) + (CpHY) -

—Tay (B(An—1 = An)) + Rey ,(An—1 — An) + (CpHY)],
Os = Sim{X(A+ BA,CH)+ E.H}

O = [(CpH) — O (A1 —As) -+ (CpH
@7 — [QCDH)/ - Bc1 (Al j Ag) st (ODH
Os = [Loy(Ar = Ag) - Loy, (Ay_y — Ay)
Oy = [Rq(Al - A2) T RcN,l(AN—l - AN)]
T\p = diag{Tq,l, s 7T‘I’N71}

TA = diag{TAl, R ’TAN71}7

(An—1 — An)]

), - O:CN_
) = Bey_,(An-1 — Ap)]

entdo o controlador de realimentagao dinamica de saida (67), com

~ N—-1
A= (U Y (Ac+ H'(R, A+ Y Aj(R, — R.,_,)
j=1
N-1
+Le, A1+ Y Aj(Le, — Le,_,))Cp) — X(A+ BACpH)Y
j=1
N-1

+X]:IC — U/(EC + (OC1A1 + Z A](Oc] - OCj_1)
j=1

N—-1
+B01A1 + Z A]‘(Bcj — Bcj_l))OD)HY)Nil
=1

B, = (UV)(B,T;' +X(B~R.,))
N N-1
Ec= (UY(Ec+ X(De+ (Ry D1+ Y Aj(Re, — Re, )
2

J

N-1
+LC1A1 + Z Aj(LCj - Lijl))CD))
i=1 (71)
N-1
(OCIAl + Z A](OC] OC] 1)
=1
Nj—l
+B., A + A;(B., — B, ,))Cp
=
Fo= (UY(X BT
R, = R.,T;'
B N-1
H. = (HC - (DC + (RclAl + 2 A]'(ch - chﬂ)
j=1
N-1
+L01A1 + Z Aj(Lcj — Lcj_l))CD)HY)N_l
i =
L, Lchqjjl
O, = (U)(0yTy)! + XLe))

onde as matrizes U e N werificam U'N = I — XY, garante que todas as trajeto-

X

rias do sistema (68) iniciadas em um conjunto Zy com P = [ U

/
. :| convergem

assintoticamente para a origem.
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XU’}

Prova. Definindo a fun¢ao candidata de Lyapunov V = ('P( com P = [ U e

Y N . . :
Pt = l N e ], e obtendo a sua derivada ao longo das trajetorias do sistema

tem-se: Vot
V= Sim{('P[AC+ Y (L;(A; — A;11)¥;(CC, b))
N-1 = (72)
+ 21 (Bj(Aj — Aj11)A;(CC, Cpys)) + FO(v,up) }-
j=

Assumindo agora que o(-) é tal que as suposigoes (i) a (iii) descritas na segao 2.4
sao validas. Entao, dos Lemas 4.2 e 3.2, segue que

Tu, = U;(CC)' S, (¥;(C¢) — C¢) <0 (73)

Ta, = A (CC, Cpys) S, (A;(CC, Cpys) — C¢) < 0. (74)

sao verificadas V(, ys.
Considerando agora v como definida em (68), um vetor w conforme definido na
subsecao 4.2.1

N-1 N—-1
w = (G -+ (RclAl + Z Aj(ch — RCj—l) -+ LclAl + Z Aj(LCj — LC]‘71))(C)C
Jj=1 J=1
N-1
- Zl (Le; (Aj = Aj11) ¥ + Re; (A — Aji1)A)
j=

com G € R L. € R™™ R, € R™™ e o conjunto

Note que o termo

N-1 N-1
(Rei D1+ Y Aj(Re, — Rey ) + Lo, Ay + Y Aj(Le, = Le,,))C)
j=1 j=1

que multiplica ¢ em w se anula com o mesmo termo encontrado em (68).
Assim, do Lema 3.3,

N-1
To = () Se(P(v) = (G+ (R A1+ > Aj(Re, — Re,_,) + Le, Ay
=1
N-1 (75)
+ 20 AL, = Lo, IO = Lo (A = Bg) ¥,
f=

—Re;(Aj = Aj)A; <0
é valida V¢ € W(() e, consequentemente,

V < Sim{¢'PIAC+ 3075 (LW + BjAy) + FO(v)]} — 2Ty, — 2T, — 2T
(76)
desde que ¢ € W(().
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O lado direito de (72) pode ser reescrito em uma forma matricial £,(¢)'T'4€4(¢) com
S =[N, W =Wy Uy a], A=[Ay - Aya], Su = diag{Se,, -, Suy_, },
SA = dmg{SAl, . 7SAN—1} €

Sim{A'P}  x * *
= 91 —25\1; * *
1 92 Omxm —QSA * ’

F'P+ 03 -0, —0; —2S%
com

6, = [(S\pIC)I + PLl(Al — ) . <S‘IJN—1(C)/ + PLN—l(AN—l — AN)]/
92 = [(S/UC)/ + PBl(Al — Ag) s (SAN—1(C)/ + PBN—l(AN—l — AN)]/

N-1
93 - S@(G + (RclAl + Z Aj(ch - chfl) + LclAl
J=1
+ZN IA ( _Lcjfl))(c)
0, = [SéLcl(Al Az) o+ SoLey  (An-1— Ap)]
Os = [SoRe (A1 — D) -+ SpRey ,(An_1 — A)]

e onde pode ser inferido diretamente que I'; < 0 implica em V < 0, V(¢ € W(C().

Assim como na subsecao 4.2.1, é utilizada a matriz II = ]}\; Oizn } introdu-
zida em (SCHERER; GAHINET; CHILALI, 1997) para poder realizar mudangas
de varidveis a fim de obter uma LMI. Novamente, a equagao (70) garante que
IT é nao-singular, pois I, — XY ¢é nao-singular. Assim, definindo Ty, = S;]_,
Ty = diag{T\pl,--- 7T\PN—1}7 TAj = SX],l, Ty = diag{TAl,-~- 7TAN—1} e Ty = S(gl
e pré- e pés-multiplicando a matriz I'y respectivamente por diag{Il', Ty, Tr,To} € a
sua transposta resulta em

Sim{II'A’PII}  x * *
f o 06 _2Tl1j * *
4 07 Om xm —2TA *

TeF'PII+0s  —0y —01p —2T%
com

0s = [(CIT) + II'PLy(A; — Ay) -+ (CII) + I'PLy_1(An-1 — AN)]
6; = [(CII) +II'PBy(A; — Ay) -+ (CII) + I[I'PBn_1(An—1 — AN)]

N—-1
Os = (G+ (R, A1+ Z Aj(ch — ch,l) + L, Aq
=1

+ ZN ' A, ( - Lcjfl))(c)n
69 = [LCI (Al A2>T‘I’1 o LCN—l(ANfl - AN)T‘I’N—1]
010 = [Re, (A1 — D)Th, -+ Rey ,(An—1 — An)Tay ]

CII
CII
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Expandindo os elementos de I'y e realizando as seguintes mudancas de variaveis:

~ - N—-1
Ao= X(A+BACpH)Y — XH, + U'(E.+ (0o, Ay + Y A;(0,, — O, ,)

j=1
N-1
+Bo A+ Y Aj(Be, — Bo,))Cp)HY + U'AN
=1
’ N-1 N-1
_H/(Rqu + Z Aj(RCj - ch71) + LClAl + Z Aj(Lcj - Lcjfl)CDy
j= j=1

B, = (X(R,—-DB)+ (U’B NT,

J

c = ((D (RclAl + Z A ( - RCJ‘71> + LclAl

Jj=

<

13

N-1

i(Le, = Le, ))Cp)HY) + H.N

Z
j=1
~ N-1
E.= ( (001 Ay + E A; ( B Ocjfl) + BclAl
N_ = N—1
Z ( - BC]'—1))) - X(DC + (RclAl + Z Aj(RCj - ch—l)
= =1
N-1 ’
+LC1A1 + Z A]'(Lcj - C] 1))CD)
~ J:1
l;’cj - LCjT‘l’j
{{Cj = RTj,
¢ = (U/Ocj - XLcj)T\I/j
F.= XTe—UF./Ty
G =[G Gy

- N-1
G1 - (Gl + (RclAl + Z Aj(ch - chil) + LclAl
=1
N-1 ’
+ 2 Aj(Le; — Le, ,))CpH)Y + GoN
7=1

G2 — G1 —|— (RclAl —|— i A]’(ch - ch71> —|— LclAl

=1

=

~1
+ Aj<LCj - C] 1))CDH

J

I
—_

O procedimento para obter (70) é o mesmo utilizado na sub-se¢ao 4.2.1. Assim,
segue que a relagao (70) garante que F(P,1) como definida em (53) estd localizada
dentro de W((), i.e. E(P,1) C W((). Consequentemente, a satisfacao de (69) e de
(70) implica em V < 0 para todas as trajetérias do sistema de malha fechada (68)
iniciadas em F(P, 1), o que conclui a prova. ]

Utilizando as relagoes de setor dos Lemas 4.2, 3.2 e 3.3 de tal forma que w
escolhido satisfaca globalmente a condicao de setor apresentada, pode-se enunciar o
Corolario 4.3 descrito a seguir.

Corolario 4.3. Se existem matrizes simétricas positivas definidas X € R™™ e
Y € R™", matrizes diagonais positivas definidas Ty, € R™™, Ty € R™™ e
Ty € R™™ e matrizes A. € R, B., € R™™, D, € R"™4, H. € R™", E. € R"™,
F.e R R, € R™™ L. € R"™™, e O, € R"™™ satisfazendo as sequintes LMIs
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6, * * * *
@2 65 * * *
@3 @6 —2Ty * * <0 (77)
@4 _ ~ @7 O(jm)x(jm) —2TA *
Te + H. F.+ D. —0Og -0y —2T%
[}]f )*(]>0,k::1,---,n (78)

= Sim{(A+ BA,CpH)Y — H.},
= A, +(A+ BACpH) — H'D.,
= [(CpHY)' + Le, (A1 — Ag) -+ (CpHY) + Loy, (An—1 — An)]'
[=Th, (B(A1 = Az)) + Re, (Ay — Do) + (CpHY ) -+
—Tan (B(An—1 = An)) + Rey (A1 — An) + (CpHY)],
—  Sim{X(A+ BACH) + E.H}
= [(CpH)' = O¢ (A1 = Ag) -+ (CpH) = Oy, (An-1 — Ay)]
= [(CoHY = Bu(Ay— Do) - (CpHY — B
= [Ley (A1 = Ag) -+ Ley ,(An-1 — An)
= [Rey(A1—Ag) -+ Rey ,(An-1 — Ay)]
= diag{Ty,, - , Ty, _,}
= diag{TAU T 7TAN71}7

entao o controlador de realimentacdo dinamica de saida (67), com

A

- N-1
X(A+BACpH)Y — XH.+ U/(Be+ (00 Ay + Y Aj(0., — O, )
j=1

N—-1

+B, A1+ Y Aj(B, — B.,_,))Cp)HY + U AN
j=1

N—-1 N—-1

_H/(R61A1 + Z Aj(}%c]- - RCj_l) + L01A1 + Z Aj(‘LCj - LCj—l)OD>/
~ J=1 j=1
(UY(B, Ty + X(B — R.,))
~ N-1
(Uﬁl)/(EC + X(DC + (RC1A1 + Z Aj (ch - qu)
=1

J

N-1
—|—L01A1 + Z Aj(LcJ- - LCj—l))CD>)
=1
ijl
_(OclAl + Z Aj(OC]' - OCj—l)
=1

J
N-1

+Bo Ay + Y2 Aj(Bg, — B, )Cp

7j=1
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RCj = RCJ-TA_-I
o N-1
He= (He— (De+ (R, A1+ 30 Aj(Re, — Re, )
N-1 ! (79)
FLoAi+ Y Ay(Le, — Lo, ))Cp)HY)N™!

- j=1
Le,= LeTy,
Oy = (U)(0,Ty) + XLe,)
onde as matrizes U e N wverificam U'N = I — XY, garante que todas as trajetorias

. X U ‘ . .
do sistema (68) com P = [ U (f ] convergem assintoticamente para a origem.

Prova. Considere que G = K. Assim, segue que a condi¢ao de setor
Te = P(v)'Se(P(v) — KC — L.o(CC) — R.p(CC,Cpys)) <0 (80)

¢ verificada V¢ € R?". Note que neste caso GII = KII = [ﬁc D.]. Pode-se, assim,
perceber que (77) corresponde a (69) obtida no Teorema 3.1 e que a estabilidade
assintética global da origem do erro de sincronizacao é obtida. A relacao (78) é
necessaria para garantir que [, — XY seja nao-singular, o que implica que II seja
nao-singular. O

Utilizando apenas as relagoes de setor dos Lemas 3.2 e 3.3 e considerando que os
elementos L., e O,; da lei de controle (68) sao nulos, pode-se enunciar o Coroldrio
4.4 descrito a seguir.

Corolario 4.4. Se existem matrizes simétricas positivas definidas X € R™"™ e
Y € R™™, malrizes diagonais positivas definidas Ty, € R™™ e Tp € R™" e
matrizes A, € R"*", B, e R™™ D.e R"™ H, e R"™" E € R"™ F.€ R"" R,
€ R™™ G € R™" e Gy € R™" satisfazendo as sequintes LMIs

CH * * *
O, O, * *
@3 ~ ~ @5 ~ —2TA * <0 (81)
Te+ Gy F.+Gy —0g —2T
Y * *
I X * >0,k=1,---,n (82)

~ ~ 2
Heyy = Gy Degy = Gy U

com

©, = Sim{(A+ BA,CpH)Y — H,},

A.+ (A+ BACpH)Y — H'(D,),

[=Th, (B(A1 = Az)) + RBe, (A1 — Do) + (CpHY ) -+
—Tay(B(An—1 — AN)) + Rey  (An—1 — An) + (CpHY)'],
O,= Sim{X(A+ BA,CH)+ E.H}

©5 = [(CpH) — Be, (A1 — Ag) -+ (CpH)' — Bey_ (Ay-1 — Ay)]
[Re, (A1 = Ay) -+ Rey  (An—1 — Ap)]
T\I! = diag{T\P17 U 7T\I’N—1}

TA — diag{TAla e 7TAN—1}7

PP
|

L
I
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entdo o controlador de realimentagdo dinamica de saida (67), com

- N—-1
A= (U Y (Ac+ H'(R, A+ Y Aj(R, — Re,_)
j=1

)Cp) — X(A+ BACpH)Y

YXH, — U(B+
N-1
_'_(Bqu =+ E AJ'(BCJ' - BC]'A))CD)HY)N_I
=
B, = (U")(B,T;! +X(B~R,))

B N-1
E. = (U_l)/(Ec + X(DC + (RclAl + Z Aj(RCj - RCJ'_1>
i=1 (83)
)Cp))
N-1
(Be,Ar+ >0 Aj(Be, — Be,))Cb
J=1
Fo= (U)(X - FI5")
Re; = RCij;l
o N-1
He= (He— (De+ (R A+ Y Aj(Re, — R, )
j=1
JCp)HY)N1

onde as matrizes U e N werificam U'N = I — XY, garante que todas as trajeto-

X

!
convergem,
U e } g

rias do sistema (68) iniciadas em um conjunto Zy com P = [

assintoticamente para a origem.

Prova. Esta prova pode ser diretamente obtida da prova do Teorema 4.2, apenas
considerando L.; e Ocj nulos e descartando a relagao de setor do Lema 4.2. O

4.3 Problema de Otimizacao

Um dos objetivos deste trabalho consiste em obter o maior conjunto de condigoes
iniciais admissiveis Z, para as quais ¢ possivel garantir a convergéncia de trajetorias
em malha fechada para a origem. Deste modo, baseando-se nos Teoremas 4.1 e 4.2,
pode-se propor problemas de otimizacao para a obtencao das matrizes de ganho do
controlador de realimentacao dinamica de saida (67), tendo como objetivo a maxi-
mizacao do tamanho do conjunto Z,. Escolheu-se utilizar, assim como na se¢ao 3.3,
um conjunto poliedral = = conv{vy, v, ..., v} onde os vérticesv; € R [ =1,...,n
correspondem a direcoes nas quais o conjunto devera ser maximizado, conhecidos a
PTioT.

O objetivo do problema de otimizagao é maximizar um escalar v > 0 de tal forma
que 7= C 2, seja maximizado. Assim, devido a forma da matriz P e como tem-se
o objetivo de maximizar o sinal de erro inicial de sincronizagao admissivel e(t), nao

sendo relevante o sinal x.(t), pode-se considerar v; = [v; 0},,] com v, € R". Assim,

assumindo v = —, a minimizac¢ao de n implica na maximizagao de ~.

yu Pury <1
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/
Como P = { )U( [{ } e v =[v, 0),,], entao
_ X U Uy
/ /
[Ul 1><n] |: U ° :| |: 0n><]_ :| S 7] (84)
U X0 <n

Portanto, as solucoes destes problemas podem ser obtidas através dos problemas
de otimizagao (85) e (86), sendo o primeiro relacionado com o Problema 2.3 enquanto
que o segundo se refere ao Problema 2.5.

min n
. 0 X <n, Vi=1,...,n (85)
sujelto a ~
Relagoes (50) e (51)

min n
. 0 X <n, Yi=1,...,n (86)
sujelto a B
Relagoes (69) e (70)

Assumindo v = —, a minimizagao de 7 implica na maximizagao de . Observe
n

que uma vez que as condigoes (50), (51), (69) e (70) sdo LMIs, entao os problemas de
otimizagao (85) e (86) sao convexos e, portanto, podem ser resolvidos eficientemente
por solucionadores de LMI padrao.

4.4 Validacao Numérica

Para resolver os problemas de otimizacao considerados neste capitulo, foi utili-
zado o circuito de Chua, o qual foi previamente descrito na subsecao 3.4.1. Além
disso foram considerados os mesmos parametros do capitulo anterior, descritas na
Tabela 2 e com o(Cpy) = —é(ya)) para a controlador dinamico de realimentacao
de saida. Como o sistema escolhido possui uma nao-linearidade PWL com apenas
um ponto de quebra, o Teorema 4.2 pode ser aplicado com O, = O, A; = O A4,
com relagoes andlogas para B, L., e R, conforme mencionado na Observagao
2.2. Resolvendo, entdo, o problema convexo (85) considerando o seguinte conjunto
poliedral

1 0 0
_ 0 1 0
‘—‘_OO O I O ) 1 )

03><1 03><1 03><1
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foram obtidas as seguintes matrizes relacionadas ao Problema 2.3:

[ 3.5609 1.1610  0.7626
X 1.1610 4.2513 —0.2788
| 0.7626 —0.2788  3.2155
[ —22.8276 —314.5511 3.2554 x 10*
A, 27.9472  99.6154 —1.5386 x 10°
| 10.1962  869.1976  —8.7329 x 10*
[ 8.3650
B, 12.0054
| 9.6828
[ 0.0072 1.8257
D. 0.5649 0.7086
| 0.2885 —1.2905
[ —0.0210
L. 0.0058
0.0179
[ —13.2111
R, 2.4917
| 6.1197
[ 0.0636
0. —0.0010
| —0.0002
17.1964  18.9873
E.= 10| —5.7314 29.7588
0.4774 —24.7844
[ —2.2749 —1.3660 1.5226
F. 2.6565 —0.0066 2.9277
| 1.3537  4.1676  0.0327
[ 3.1959 38.7882 —4.5129 x 10°
H. 0.9036 185.0425 —1.8354 x 10*
| 1.8557  6.0344 —1.5170 x 10°
n= 4.2804

Ao se considerar o problema de otimizagao (86), no qual a nao-linearidade do sistema
Lur’e foi considerada como uma func¢ao PWL na sintese do controlador de realimen-
tagao dinamica de saida, foram obtidas as seguintes matrizes, ainda utilizando o
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[ 0.1169 0.0012  0.0020
X = | 0.0012 0.1426 —0.0174
| 0.0020 —0.0174 0.1153
[ —165.4303 —14.3249  —445.9233
A, = 27.7552 40.2813 478.1642
—2.3817 —975.1557 —1.0308 x 10*
[ 1.0161
B.= | —0.1856
| 0.0204
[ 10.1436  —0.0453
D, = 0.1054  0.3532
| —0.1985 —0.8649
[ —0.0508 ]
L.= | —0.2229
| 0.0574
[ —0.0444
R.= | —0.0185
| —0.0318
[ —0.0065 |
0. = 0.0123
| —0.0176 |
[ 11.4066  0.9285
E,= | —1.8483 1.8489
| —0.0776 —15.2450
[ —0.1137  0.0911 —0.0149
F.= 0.0205 —0.0409 0.1183
0.0024  0.1079  0.0831
[ —112.2945  3.8234 —159.7449
H, = 2.3720  —99.0057 —1.0519 x 104
| 17531 —25.8325  —263.3825
n= 0.1454

Estima-se que, devido a possuir 7 menor, o problema de otimizacao (86) resulte
em uma estimativa da regiao de atragao maior do que a obtida pelo problema de
otimizagao (85). As Fig. 21 e 22 correspondem as estimativas de regiao de atracao
obtidas para os problemas de otimizagao (42) e (43), respectivamente. Apesar dos
valores de n obtidos e das diferentes escalas utilizadas nas Fig. 21 e 22 serem indica-
dores de qual estimativa da regiao de atracao é menos conservadora, foram obtidas
representacoes bidimensionais ao se realizar cortes nas estimativas tridimensionais,
ou seja, um dos valores de erro foi considerado nulo em cada uma das comparagoes
com o fim de obter uma comparacao direta entre as duas estimativas obtidas.

Pode-se perceber pelos cortes bidimensionais, ilustrados nas Fig. 23, 24 e 25,
que considerar explicitamente o(Cpy) como uma funcdo PWL na formulacao do
Problema levou a uma estimativa da regiao de atracao significativamente maior do
que no caso em que o é considerada uma nao-linearidade de setor genérica, o que é
coerente com o valor de 1 do primeiro caso ser uma ordem de grandeza inferior ao
1 do segundo caso. Assim, pode-se dizer que neste caso o resultado do Teorema 4.2
leva a uma reducao do conservadorismo.
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Figura 21: Estimativa tridimensional da regiao de atracao do caso geral

Figura 22: Estimativa tridimensional da regiao de atracao do caso PWL
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Figura 23: Comparagao dos cortes (e@3) = 0) das estimativas das regides de atracao
obtidas para os controladores de realimentacao dinamica de saida: azul para o caso
geral; vermelho para o caso PWL

Figura 24: Comparagao dos cortes (e = 0) das estimativas das regides de atracao
obtidas para os controladores de realimentacao dinamica de saida: azul para o caso
geral; vermelho para o caso PWL
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Figura 25: Comparagao dos cortes (e(1) = 0) das estimativas das regides de atracao
obtidas para os controladores de realimentacao dinamica de saida: azul para o caso
geral; vermelho para o caso PWL

Para validar os resultados obtidos em simulacao, foi considerado o controlador
de realimentagao dinamica de saida obtido pelo problema de otimizagao (86), pois o
mesmo foi capaz de fornecer uma estimativa da regiao de atragao menos conserva-
dora. Assim, o objetivo da simulacao é confirmar que a sincronizacao é obtida para
a regiao de atracao estimada representada na Fig. 22.

Considerando agora que a condicdo inicial (o = [2 1.5 1.5 00 0}, cujo ponto se
encontra no limite da estimativa de regiao de atracao 2, foi realizada uma simula-
¢ao numérica. Na Fig. 26 esta representada a evolugao temporal do sinal de erro de
sincronizac¢ao, com o sinal de erro convergindo para zero. Deste modo, como espe-
rado, pode-se concluir que houve a sincronizacao entre os dois sistemas estudados. A
representacao do comportamento temporal do sinal de controle u esta representada
na Fig. 27. E possivel perceber que, apesar dos trés sinais de controle atingirem o
limite da saturagao no inicio da simulacao, foi possivel obter a sincronizacao. Além
disso, apds a sincronizacao ser obtida, o sinal de controle converge assintoticamente
para zero. Na Fig. 28 as trajetorias dos sistemas mestre e escravo no plano ;) X x (2
estao representadas. Pode-se confirmar, por esta representagao, a conclusao obtida
na andlise da Fig. 26 de que os sistemas entram em sincronia, além de ser possivel
observar o comportamento cadtico dos sistemas, sendo apenas limitado pelo periodo
escolhido para a simulacao ocorrer.

Uma segunda simulacao, considerando um valor inicial que se encontre fora da
estimativa da regido de atracdo, foi realizada. Foi escolhido (y = [5.6 5.55.700 0]’
Com este valor inicial nao foi possivel obter a sincronizagao entre os dois sistemas,
como mostra a Fig. 29. Assim como a simulagao feita na subsegao 3.4 em que
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Figura 26: Comportamento temporal do sinal de erro
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Figura 27: Comportamento temporal do sinal de controle
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o valor inicial se encontra fora da estimativa da regiao de atragao, os valores do
erro aumentam exponencialmente. Isto se deve pelo fato de que, apesar do sistema
Mestre ter valores iniciais que levam ao comportamento cadtico como mostrado na
Fig. 30, o sistema escravo ¢ inicializado de tal forma que os seus estados possuem

um comportamento exponencial ao invés do comportamento cadtico, como mostrado
na Fig. 31.

1 T T T T T T
0.5 i
0f i
&
=<
051 .
-1 Sistema Mestre T
Sistema Escravo
X  Estado Inicial do Sistema Mestre
X  Estado Inicial do Sistema Escravo
_1 .5 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

(1)

Figura 28: Trajetorias dos sistemas mestre e escravo no plano x(;) X x()
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Figura 29: Comportamento temporal do sinal de erro
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Figura 31: Comportamento temporal das saidas do sistema Escravo
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t(s)

Figura 30: Comportamento temporal das saidas do sistema Mestre

Observacao 4.2. Como o0s valores dos elementos L. e O. obtidos para ambos os
problemas de otimizacao foram relativamente pequenos, decidiu-se comparar estes
resultados com o controlador dinamico de realimentacao de saida que nao utiliza
as nao-linearidades o ou W; em sua composi¢ao. Assim, considerando o Coroldrio
4.4, foi resolvido um problema de otimizagao equivalente a (86). Foram obtidas a
sequinte matriz X e escalar n:

0.1247  0.0003  0.0015

X = 0.0003 0.1529 —0.0210
0.0015 —0.0210 0.1241
n = 0.1566

Pode-se perceber que, ao se comparar com os resultados obtidos anteriormente
para o problema de otimizagdao (86), foi obtida uma estimativa da regido de regiGo
de atracao ligeiramente menor. Deste modo, a maior simplicidade e menor custo
computacional resultante na aplicagao do controlador devido a possuir menos ele-
mentos pode ser desejavel em comparacao a pequena perda da estimativa da regiao
de atracao obtida para este sistema.

4.5 Conclusao

Neste capitulo foi abordada a estratégia de controle por realimentacao dinamica
de saida, utilizando o circuito de Chua como sistema modelo para validar os teoremas
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de sintese dos controladores assim como utilizado no capitulo 3. O resultado obtido
com o Teorema 4.1, demonstrando o efeito do uso de controlador dinamico por
realimentagao de saida, foi apresentado em (FISCHMANN; FLORES; GOMES DA
SILVA JR., 2017D).

Ao resolver os Problemas de otimizacao (85) e (86), pode-se constatar de diver-
sos modos que o caso em que a nao-linearidade o foi modelada como uma funcao
PWL novamente levou a uma reducao de conservadorismo em relagao a estimativa
da regiao de atragao. Por tultimo, a lei de controle obtida ao resolver o Problema
de Otimizacao (86) foi considerada para realizar duas simulagoes numéricas. Na
primeira simulacao foi considerado um valor inicial de ¢ tal que este se localiza no
limite da regiao de atracao e constatou-se que a sincronizacao foi atingida plena-
mente. Na segunda simulagao foi considerado um valor inicial de { localizado fora
da estimativa da regiao de estimagao obtida, nao resultando em sincronizacao.
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5 CONCLUSOES

No presente trabalho foram apresentadas duas estratégias de controle, uma apli-
cada a realimentacao estatica de estados e a outra a realimentacao dinamica de
saida, para solucionar o problema da sincronizacao de sistemas Lur’e sob limita-
¢ao de controle, i. e., controles saturantes. Além disso, foram considerados duas
abordagens sobre as suposigoes assumidas sobre a nao-linearidade do sistema Lur’e,
com a primeira considerando uma funcao nao-linear genérica que pertence local ou
globalmente a um setor conhecido e a segunda considerando que a nao-linearidade
pode ser modelada como uma fungao PWI.

Considerando as combinagoes possiveis entre as estratégias de controle e os mé-
todos de se modelar a nao-linearidade do sistema Lur’e, foram apresentados quatro
problemas de sincronizacao. O primeiro caso consistiu em utilizar o controlador
de realimentacao estatica de estados e assumir apenas que a nao-linearidade esta
confinada globalmente a um setor, o que é parte da definicao de um sistema Lur’e,
enquanto que o segundo caso considerou a estratégia de controle por realimentagao
de saida dinamica sob o ponto de vista das mesmas consideragoes sobre a nao-
linearidade. O terceiro e o quarto casos consideraram a representacao de funcgoes
nao-lineares de setor do tipo funcdo PWL (HU; HUANG; LIN, 2004) para pos-
teriormente utilizar um modelo baseado em funcoes de saturacao para descrever
a dinamica do sistema, com o terceiro caso empregando uma estratégia de reali-
mentacao estatica de estados e com o quarto caso empregando uma estratégia de
realimentacao dinamica de saida.

Um sistema cadtico, o circuito de Chua, foi empregado em um exemplo numé-
rico desenvolvido para validar os resultados obtidos neste trabalho. Primeiramente o
sistema foi brevemente apresentado, sendo descritos os seus componentes e 0s requi-
sitos para um circuito elétrico possuir comportamento cadtico. Através da sintese
dos controladores nos quatro casos, ficou evidente que as suposigoes consideradas
para o terceiro e o quarto casos, ou seja, usando as condig¢oes para fungoes PWL le-
varem a uma reducao no conservadorismo da estimativa da regiao de atracao. Além
disso, o quarto caso apresentando uma significativa redugao no conservadorismo
se comparado com os casos restantes. Subsequentemente foram realizadas simula-
¢oes numéricas de sincronizagao considerando o caso de cada estratégia de controle
que apresentou uma maior estimativa da regiao de atracao, com a sincronizagao
sendo atingida nos dois casos. Dentre os quatro casos abordados neste trabalho, o
controlador de realimentagao dinamica de saida com abordagem por fung¢oes PWL
possibilitou uma maior estimativa da regiao de atracao.

Diferentemente dos outros trabalhos encontrados na literatura, que consideram
apenas controladores de realimentagao estatica de estados, foi considerado neste
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trabalho um controlador por realimentacao dinamica de saida que inclui as nao-
linearidades do sistema e um elemento anti-windup. Além disso, apesar de se en-
contrar trabalhos que tratam da saturacao do sinal de controle na literatura, este
problema nao foi explorado para a sincronizagao de sistemas nao-lineares sendo este
também uma contribuicao relevante para esta area de estudo.

Sugere-se como extensao dos resultados obtidos no presente trabalho as seguintes
propostas:

Estender os resultados para o caso de sistemas Lur’e discretos no tempo e para
o caso de controle amostrado

Desenvolvimento da prova do Lema 3.2 para condigoes de setor locais como
considerada no Lema 3.3 e introduzida em (TARBOURIECH et al., 2011).

Aplicacao do controlador por realimentacao dinamica de saida e as conside-
racoes PWL para andlise da sincronizacao com atraso de sinal, pois apesar
do problema do atraso de sinal ser vastamente explorado na literatura nao
foi encontrado nenhum trabalho no qual realimentacao dinamica de saida é
considerada.

Estender os resultados para o caso em que os modelos dos sistemas mestre e
escravo nao forem idénticos devido a incertezas.

Comparar os resultados obtidos com a modelagem PWIL da nao-linearidade
do sistema com o modelo genérico, mas considerar setor [),, 3] e aplicar loop
transformation (KHALIL, 1992) ao invés do setor [Q2,, 0] considerado neste
trabalho.

Explorar o uso de controlador estatico nao-linear por realimentacao de estados,
podendo utilizar as seguintes lei de controle propostas para as consideracoes
genéricas e PWL, respectivamente:

Lop:v=Ke+ Ky

N-1
'CC,E U= K16 + KQ(Ale - Z(A] - Aj+1)Aj)

J=1
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