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SINOPSE

Este trabalho apresenta um modelo computacio-
nal para a analise de pegas de concreto armado, utilizando o
método dos elementos finitos. Este modelo considera a fluén-
cia e a retracao do concreto, a transmissao de esforgos atra-
ves das fissuras e o deslizamento que ocorre entre o concreto

e a armadura junto a uma fissura.



ABSTRACT

This work presents a computer model to rein-
forced concrete elements analysis by finite element method.
This model considers creep and shrinkage of concrete, shear
transfer in cracks and slip displacement between concrete and

reinforcement near a crack.
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1

- INTRODUCAO

O concreto, armado ou protendido, & um dos

mais importantes materiais de construcao da engenharia estru-

tural. O projeto e a execugdo de novas estruturas de concreto

requerem um avanco continuo na investigacao do seu comporta-

mento.

O comportamento do material concreto armado é

bastante complexo. Isto decorre dos seqguintes aspectos:

a resisténcia a tracao do concreto é@ muito inferior a sua

resisténcia a compressao;

a relagao entre tensdes e deformagdes, ja para niveis de
tensdo relativamente baixos, deixa de ser linear; além dis-
to, a deformacao nao e dependente unicamente do estado cor-

rente de tensado, mas, também, da historia de tensoes;

o concreto apresenta fluéncia e retracao; estes fenomenos
dependem, entre outros fatores, da umidade ambiente e das

dimensoes do elemento estrutural;

no concreto fissurado, os esforgos podem ser transmitidos a

través de uma fissura, dependendo da abertura da mesma;

a aderéncia entre o aco da armadura e o concreto adjacente
nao ¢ perfeita;

as zonas de ancoragem da armadura apresentam um complexo

funcionamento, com um estado tridimensional de tensao.



A analise tradicional de estruturas de concre-
to é baseada em ensaios de estruturas ou de pecas estruturais
em laboratérios. Os resultados obtidos, nesta forma de anali-
se, sdo limitados, e, as vezes, de dificil interpretacao. E
necessaria a existéncia de modelos matematicos para comple-
mentar esta analise experimental e para possibilitar a genera
lizacao dos resultados para diferentes estruturas e formas de

carregamento.

O objetivo deste trabalho é a obtencao de um
modelo matematico, através do método dos elementos finitos,
que possibilite esta analise. Sao desenvolvidas formulacoes
para estados plano e triplo de tensao. O modelo considera a
fluéncia e a retracao do concreto, a transmissao de esforcos
através das fissuras e o deslizamento que ocorre entre o con-

creto e a armadura junto a uma fissura.

No capitulo 2, apresentam-se, com base no tra-
balho de Brebbia e Ferrante [ 22 ], os fundamentos do método
dos elementos finitos e a formulagdao do modelo compativel 1li-
near. Como sera visto em capitulos posteriores, a solugao de
um problema ndao-linear sera alcancada através da resolucao de

sucessivos problemas lineares.

No capitulo 3, faz-se uma revisao das diversas
formas ja utilizadas para modelar o concreto armado atraves
do método dos elementos finitos, a partir do que foi publica-
do pelo Comité Euro-International du Béton [ 37 ]. Abordam-se
os aspectos que dificultam a aplicacao deste método na modela
gem de um material nao homogeneo como o concreto armado. As-
sim, discutem-se, neste capitulo, os modelos constitutivos pa
ra os materiais e as formas de modelagem da aderéncia entre o

concreto e o aco e da fissuracao do concreto.

No capitulo 4, descreve-se o comportamento ex-
perimental dos materiais isoladamente (o concreto e o ago),
conforme um estudo de Chen [34], e apresentam-se as leis
constitutivas adotadas, no presente trabalho, para simular es

tes comportamentos. Estas leis usam valores secantes dos para
metros dos materiais.



O capitulo 5 analisa os mecanismos de transmis
sao de esforcos no concreto armado fissurado, com base no tra
balho de Walraven e Reinhardt [112]. A partir deste trabalho,
estabelece-se a relacdo tensdo-deformacdo para o concreto fis

surado, que & empregada no modelo computacional desenvolvido.

No capitulo 6, & apresentado o procedimento de
determinacao das deformacgbes por fluéncia e retracao do con-

creto e a sua consideracdo dentro do modelo desenvolvido.

O capitulo 7 aborda os principais aspectos con
siderados na implementacdo computacional do modelo. Ssao apre-
sentados os algoritmos incremental e iterativo utilizados na
solucao do problema nao-linear. Os dois algoritmos usam a ri-
gidez secante. Mostra-se, ainda, neste capitulo, a forma de
obtencao da matriz de rigidez para o elemento finito de con-

creto armado.

Nos capitulos 8 e 9, a formulacao, apresentada
de forma genérica no capitulo 7, € desenvolvida para 0s casos
especificos de estados plano e triplo de tensao, respectiva-

mente.

No capitulo 10, faz-se uma analise parametrica
dos resultados obtidos com a utilizagao do programa computa-
cional. Sao estudados, neste capitulo, a influéncia do nivel
de discretizacao da malha de elementos finitos, o efeito dos
algoritmos de solugdao do problema, a repercussao da variabili
dade das propriedades mecanicas e dos fatores que afetam o

comportamento ao longo do tempo do concreto.

Os capitulos 11 até 15 confrontam valores de-
terminados através do modelo de elementos finitos com uma sé-
rie de resultados experimentais. Estas comparacdes tém por fi
nalidade comprovar a validade do modelo na simulacao do com-

portamento de pecas de concreto armado.

Finalmente, no capitulo 16, faz-se uma avalia-
cao dos resultados do modelo computacional e das perspectivas
desta forma de analise.



Adicionalmente, existem quatro anexos para com
plementar o conteudo deste trabalho. O anexo A trata do cxite
rio de ruptura para o concreto, apresentando conceitos gue
sao empregados no capitulo 4. O anexo B da expressoes alterna
tivas as mostradus no capitulo 6 para a determinagao das de-
formagoes por fluéncia e por retracao do concreto. Estas ex-
pressdes sdo propostas pelo Comité Euro-International du Beé-
ton em [43]. Os anexos C e D apresentam a forma de utiliza-
cao do programa nas duas versdes desenvolvidas, uma para o
sistema Burroughs A10 e outra para micro-computadores compati

veis com o IBM-PC.



2 - 0S FUNDAMENTOS DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

2.1 - Introducao

Através do método dos elementos finitos, ob-
tem-se solugOes aproximadas de muitos problemas de engenha-
ria. Estas solugdes aproximadas aparecem em termos de varia
veis com um claro significado fisico, o que torna o método

bastante atraente.

0 método dos elementos finitos &€ aplicavel a
um problema, cuja solugao requer que um dado funcional = seja

estacionario, isto é,
dn = 0 (2:1)

A expressao (2.1) representa a solucao exata para um problema
continuo, correspondendo a se achar as funcgdes analiticas,
que descrevem o comportamento das variaveis incognitas, em

termos das quais o problema foi formulado.

Aplicando-se o método dos elementos finitos,
substitui-se o funcional exato w por um funcional aproximado
T, ©m que as variaveis do problema sdo expressas em termos
de fungdes de interpolacado, ponderadas por parametros incogni
tos. Geralmente, estes parametros estao associados com as va-
riaveis do problema ou com alguma outra grandeza fisica.



Fig. 2.1 - Discretizacdo em elementos finitos

Para se utilizar o método, divide-se o dominio
de integracao em regides ou elementos finitos, conforme mos-

tra a FPig. 2.1

No contorno de cada elemento e, eventualmente,
dentro do proprio elemento, define-se um numero de pontos no-
dais. Os parametros incognitos sao obtidos dos valores das va
riaveis do problema nestes pontos. Desta maneira, as expres-
sOes para as variaveis do problema ficam determinadas pela
combinacao linear das fungoes de interpolagao, escolhidas ade

quadamente, multiplicadas por estes parametros nodais.

O valor do funcional aproximado Bt sobre o do
minio de integracao, é o somatério dos valores obtidos para o

funcional sobre cada elemento finito. Assim,

m
5 (2.2)

onde m & o numero total de elementos.

Para um dado elemento i, as variaveis do pro-
blema sao expressas em termos das funcdes de interpolagéo co-
nhecidas e de parametros desconhecidos a., com j =1, 2, ...,
ki (onde ki € o numero de pardmetros desconhecidos do elemen-

to i). Deste modo, tem-se

m
ﬂa(aj) = E m .(aj) (2.3)

A solucao exata, dada pela expressac (2.1), é

substituida por uma aproximada, na qual a primeira variacdo



de m_ deve ser igual a zero sobre o dominio de integracao. As

sim,
édn =0 (2.4)
a
ou
m
r &n i(a.] =0 (2-5)
j=1 8+ J
ou
m ki am . (o.)
% L. = (2.6)
i=1 =1 das

Esta ultima expressdo €& um conjunto de equa-
¢oes simultaneas, cuja solucdo fornecera os valores dos para-
metros aj. Usando estes valores e as fungdes de interpolacao,
podem-se calcular os valores das variaveis do problema em

qualquer ponto do dominio de integracgao.

2.2 — Os modelos de elementos finitos

A formulacao atual do método dos elementos fi-
nitos foi introduzida em meados dos anos cingquenta. Foi apli-
cado o método matricial dos deslocamentos a problemas de esta
do plano de tensao, usando elementos triangulares e retangu-
lares. Esta formulac¢ao, bem como outras anteriores, nao era,
ainda, baseada nas equagoes de campo da mecanica dos meios

continuos.

Apenas na década dos sessenta, um estudo mais
aprofundado dos principios variacionais permitiu uma generali
zagao do meétodo. Assim, dos diferentes principios variacio-
nais foi possivel derivar os diversos modelos de elementos fi

nitos.

No caso particular dos problemas da mecanica
dos solidos, conforme apresentado por Ferrante em [ 22 ], pode
-se empregar quatro diferentes formulacoes do método, diferin
do pelo principio variacional utilizado e pelo tipo de compor
tamento local admitido para cada elemento. Estas formula-



¢oes, chamadas de modelos de elementos finitos, sdo o modelo
compativel, o modelo de equilibrio, o modelo hibrido e o mo-

delo misto.

0 modelo compativel & derivado do principio da
energia potencial minima. Admitem-se campos de deslocamentos
continuos sobre cada elemento e preserva-se a compatibilidade
de deslocamentos entre os elementos. As incognitas deste pro-
blema sao os deslocamentos nodais. Este modelo, conhecido por
metodo dos deslocamentos ou da rigidez, foi o escolhido para

a formulacao desenvolvida neste trabalho.

2.3 - Definigdes fundamentais

Seja um corpo tridimensional, conforme aparece
na Fig. 2.2. O dominio de integracdo do problema & chamado de
V. A superficie de contorno S & composta de duas partes: uma
em que os deslocamentos sao conhecidos, chamada Su e outra em

que as forcgas aplicadas sao conhecidas, chamada SG.

Cada ponto do dominio de integracao V esta sub
metido a um estado de tensdao ¢ e a um estado de deformacao
€. Emprega-se a notacao { } para indicar um vetor; [ ] para
indicar uma matriz e o indice "t" para indicar a transposta.
Um vetor, representado por { }, & um vetor-coluna, enquanto

que { }* & um vetor-linha.

Fig. 2.2 - Corpo genérico tridimensional



Usando esta notacao, tem-se

(2..7)

]
~—
Q
Q
Q
=
o
5
S

{a}

o
{e} = { €y sy €, ny - sz } (2.8)

O deslocamento de qualquer ponto é& definido

por suas componentes, atraves do vetor deslocamento

t
- 2.9
{u} { W, uy u, } ( )
As componentes de deslocamento ux,uy,uz serdao, nos capitulos

seguintes, referenciadas por u,v,w.

As forgas de corpo atuando em um ponto do volu
me V e as cargas aplicadas na superficie de contorno S, sao
definidas pelos vetores
}t

{b ® 1B b b ) (2.10)

{p}t p p. } (2.11)

As deformacgdoes iniciais ¢’ e as tensbes ini-

. . 0 . ~ . .
cials ¢ , caso estiverem presentes, sao definidas pelos veto-

res
(e®)® = ¢ 9 0 0 ‘ ve 1} (2.12)
. “ v fz Yxy Txz lyz .
e
(6%}t = { o° s G Sy £ we 3 (2.13)
X Y Z Xy XZ YZ :

A solucao do problema vai envolver as equacgdes
diferenciais de equilibrio, as relacoes deformacdes-desloca-
mentos e a equagao constitutiva do material.
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As equacdes de equilibrio sao dadas por

" Xy | Xz bx -0

X oy 0z
oT 2 20 at 4

¥R o o 22 b = 0 (2.14)
X 9y dz Y
a1zx at 00

+ & & + bz =0
X Yy dz
com Txy=Tyx, Ton®Be, € Tyz=sz.

As relagoes deformacgoes-deslocamentos, para o

caso de linearidade geometrica (pequenos deslocamentos), sao

dadas por
. Bux ) au o auz
- r x| r -
* 90X Y Jy z 0Z
; i} Bux . ou
XY oy ox
(2.15)
3ux Ju
Y = e ==
5e 3z ax
du au
Y = B =
Y2 3z By
Get ny=ny’ Yxz"Yzx © sz=sz‘

As equacoes constitutivas dos materiais, no ca
so de linearidade fisica, sdo dadas, genericamente, pela ex-
pressao

{o} = [D] ({e} = {e"}) (2.16)
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Esta relacao pode ser escrita em sua forma in-

versa

{e} = 1c] (o} = {a’}) (2.17)

2.4 - 0 modelo compativel linear

0 modelo compativel & baseado no principio da
energia potencial minima. Sendo ﬁp a energia potencial total,

pelo principio da energia potencial minima, tem-se que
5':‘[ = 0 (2.18)
ou

smo = fy (8)® D) (e} @V - Jy ({6c}" D] {e) 4
(2.19)

+ (6w} (b)) av - s {sul® {p} as = o
a

Seja um corpo subdividido em elementos fini-
tos. A hipotese basica deste modelo é que os deslocamentos,
em qualquer ponto do elemento, podem ser representados por u-
ma funcao em termos de parametros desconhecidos. Assim, para

um elemento i, pode-se escrever que
{u} = [a] (o] (2.20)

onde [A] & uma matriz funcao da posicdo e {a}l é um vetor de

parametros a determinar do elemento i.

Representando por {Ul}, o vetor de deslocamen-

tos nodais do elemento i, tem-se
{u*} = (€] {a} (2.21)

onde [C] € uma matriz quadrada de constantes. Esta matriz, ca
s0 possa ser invertida, resulta em

1

{a} = [C]™ {Ui} (2.5%2)
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Substituindo (2.22) em (2.20), vem

{(u} = a1 17! (ut) (2.23)
ou
(u} = vy (uh) (2.24)
com
(N] = [A] [c]”] (2.25)

onde a matriz [N] contém as fun¢des de interpolacao.

Utilizando-se as relacoes deformacoes-desloca-
mentos em (2.24), obtém-se

{e} = [B] {u}) (2.26)

Substituindo as expressoes (2.24) e (2.26) em
(2.19), resulta para o elemento i

0O = 14t t : i
5”pi - fvi {su™}* 81% [p] (B] (U') av -

- Iy ((sut)® B1% (D1 (€1 & (sutit it (b)) av - (2.27)
2 1

- g Lsutt 1t (p) as
g
Como os deslocamentos {Ui}

_ e suas variagoes
SR %
{6U"} nd3o dependem da posicdo, tem-se

5np = {GUi}t {(fv [B]t [D] [B] 4v) {Ui} -
i i
- Jy (B1% D] (e} + T (b)) av - (2.28)
i
- f. [N1% {p} as)

S
o
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A expressao (2.28) pode ser escrita na forma

sn, = sulrt (ki) oty o« 2 (2.29)
i

onde [Ki] & a matriz de rigidez do elemento e €& dada por

¥*1 = r.. Bt

i

v [D] [B] av (2.30)

e {P'} & o vetor de cargas nodais equivalentes do elemento da

do por
') = s, (1B1% D] {e°) + (MT (b)) av «

. (2.31)

+ Iy T (p) as
0
A solugao global exige que
m
d#w = I @m o || {2.32)
P i By

onde m € o numero total de elementos.

Considerando-se que as variacoes dos desloca-
i}t

mentos {4&U sdao arbitrarias, obtém-se

s (k] Wty - 2t =0 (2.33)
i=1
ou
m y " m i
: &*] (v*) = © Y (2.34)

A expressao (2.34) pode ser escrita na forma
(K] {u} = {p} (2.35)

onde [K] & a matriz de rigidez total, {U} é o vetor de deslo-

camentos nodais e {P} & o vetor de cargas nodais.

Antes de resolver o sistema de equagbes, da-
do pela expressao (2.35), as condigdes de contorno devem ser
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introduzidas no problema.

Resolvido o sistema, obtém-se o vetor {U}, que
contém as componentes dos deslocamentos de todos os nos. En-
tdo, podem-se calcular as tensoes em qualquer ponto de um ele

mento, pela expressao

{0} = (D] ({e} - {€°}) = (D] ([(B] {Ut} = {£°}) (2.36)



3 - ANALISE DE ESTRUTURAS DE CONCRETO ARMADO PELO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

3.1 = Introducao

O método dos elementos finitos tem se destaca-
do como o mais poderoso método de analise estrutural. Atual-
mente, encontra-se perfeitamente estabelecido para o estudo
de estruturas compostas de material homogéneo e isotropico.
Entretanto, surge uma série de dificuldades, quando este mé-
todo & aplicado a um material ndao homogéneo, tal qual o con-

creto armado.

No caso das estruturas de concreto armado, en-
tre os fatores que dificultam a obtencao de um modelo preciso
para descrever o seu comportamento, destacam-se: a natureza
nao homogénea do material; a resposta ndo-linear do material
ao carregamento; o deslizamento que ocorre entre o concreto e
a armadura com a destruigao progressiva da aderéncia entre os

dois materiais e a influéncia da fissuracao progressiva.

Fundamentalmente, o concreto armado &€ composto
por dois materiais: o concreto e o ago. A baixa resisténcia a
tracao do concreto, frente a sua resisténcia & compressao ,
torna complexo o comportamento do concreto armado, mesmo para

baixos niveis de carregamento. Deste modo, é essencial que o
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modelo computacional descreva adequadamente a transmissao dos

esforcos de tracdo entre o concreto e as barras da armadura.

3.2 - 0 concreto

As propriedades do concreto sao influenciadas
por diversos fatores, tais como: a temperatura, a idade, a

fluéncia, a retracao, a velocidade e a duracao do carregamen-—
£

Para descrever o comportamento do concreto,
por uma analise através do método dos elementos finitos, € ne
cessario que se determine a sua relacao tensao-deformacao a
partir de ensaios. Tém-se, por exemplo, os resultados de en-
saios obtidos por Kupfer [70] e sua posterior formulacao ana
litica feita por Link [ 75], validas para carregamentos mono-
tonos (Flg. 3.1 e Fig. 3.2}.

Anteriormente, muitos autores empregavam hipo-
teses simplificadas para descrever a relacao tensao-deforma
cao do concreto. Entretanto, nas analises mais recentes, u-

sam-se relacoes baseadas em resultados experimentais.

Em geral, admite-se que o comportamento do con
creto sob tracao seque uma lei tensdo-deformacao elastica-li-

near, sendo a ruptura definida pela resist3ncia a tracao. O

rul/lfcl

OQIIrc'

-0,5 -1,0

Fig. 3.1 - Critério de ruptura do concreto
sob um estado biaxial de tensio

dos ensaios de Kupfer
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Fig. 3.2 - Relacgdes tensao-deformagao do concreto:
comparacdo dos resultados dos ensaios de Kupfer

e a formulacao analitica de Link

comportamento pés-ruptura a tracao do concreto pode ser repre
sentado por um modelo de ruptura fragil ou por um de ruptura

suave continua.

Em anos recentes, a mecanica do fraturamento
nao-linear tem sido usada para o estudo da ruptura por tracao
do concreto. Em alguns modelos, estudam-se umas poucas fissu
ras discretas, que se propagam ao longo do contorno dos ele-
mentos (por exemplo, Nilson [ 90 ]) ou dentro dos elementos
(por exemplo, Grootenboer, Leijten e Blaauwendraad [ 60 1])
Mais recentemente, foram desenvolvidas aproximagdoes continuas
para o modelo de fissuragao, que permitem que as fissuras se
propaguem em qualquer direg¢ao dentro dos elementos (por exem-
plo, Bazant e Gambarova [ 15]). Estes ultimos modelos nao so-

frem muita dependéncia da escolha da malha.
3.3 - 0 ago

As barras de aco nas estruturas de concreto ar

mado resistem basicamente a esforgos na sua propria direcao.
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Fig. 3.3 - Relacgdes tensao-deformacao para O aco

Assim, é suficiente conhecer as propriedades do ac¢o em estado
de tensdo uniaxial. A Fig. 3.3 mostra diagramas tensao-defor-

macao tipicos dos acos utilizados: agos resfriados naturalmen

te e encruados a frio. Em geral, admite-se para O ago um com-

portamento Dbilinear.

3.4 - A aderéncia entre o concreto e o ago

3.4.1 - Generalidades

O comportamento carga-deslocamento do concreto

armado é fortemente influenciado pela interagao dos seus dois
componentes: o concreto e o agco. A aderéncia entre estes mate
riais é que torna possivel a transmissao de esforc¢os. Pode-se
dividir os mecanismos de aderéncia em trés componentes: a ade

sao quimica, o atrito e o engrenamento mecanico entre o acgo e
0 concreto.

O efeito da aderéncia evidencia-se a partir da
fissuracao do concreto. No estado nao-fissurado, o carregamen
to produz tensdes principais de tracao e compressao nos mate-

riais. Com o aumento da carga, atinge-se a resisténcia a tra-

gao do concreto. Neste momento, ocorre uma ruptura local do

material e a fissura se forma. Apds a fissuracao, as tensces

de tracdo normais a fissura, que eram inicialmente transmiti-

das pelo concreto, passam a ser transmitidas pela armadura. A
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transferéncia das tensdes do concreto para o aco & feita pe-

los mecanismos de aderéncia.

A qualidade da aderéncia é decisiva para a dis
tribuicdo e para a abertura das fissuras. Ela depende das ca-
racteristicas das barras da armadura (conformagao superficial
e diametro), da resisténcia do concreto, da histdoria de carga
(especialmente se ocorrerem cargas ciclicas) e das tensoes

normais a superficie da barra.

A incorporacao da aderéncia nos calculos atra-
vés do método dos elementos finitos depende da forma de conec
tar os elementos de aco aos de concreto. Existem duas manei-
ras distintas para se modelar esta ligag¢dao. Na primeira, u-
sam-se elementos especiais de aderéncia. Nestes, as proprieda
des da aderéncia sao modeladas por suas relacgOes tensoes-des-
locamentos. Da segunda maneira, os elementos de ago e concre-
to sdo ligados diretamente. Neste caso, admite-se completa
compatibilidade entre aco e concreto, e modifica-se a lei do
material (concreto ou ago), para considerarem-se 0Os mecanis-

mos de interacao.

A escolha da forma de modelar a aderéncia de-
pende do problema especifico a ser analisado. O uso de elemen
tos especiais de aderéncia requer grande esforgo computacio-
nal. Portanto seu emprego sO se justifica nos casos em que
as tensoes de aderéncia sdo de particular interesse (por e-
xemplo, estudo de zonas de ancoragem). Em geral, no calculo
de estruturas completas, assume-se completa compatibilidade
entre o concreto e a armadura, e modela-se o efeito da aderen

cia indiretamente, incrementando-se a rigidez a tracao.
3.4.2 - Os elementos de aderéncia

Neste item, descreve-se, brevemente, os treés
tipos basicos de elementos de aderéncia encontrados na litera
tura.

O elemento de aderéncia mais simples é o ele-
mento "ligacao de aderéncia" (bond link), desenvolvido por

Ngo e Scordelis [ 88 ]. Este elemento, que & mostrado na Fig.



(4)
Fig. 3.4 - O elemento "ligacao de aderéncia"

3.4, conecta um nd do elemento de concreto com um no do ele-
mento de aco adjacente. O elemento ndo tem dimensao fisica,

ou seja, as coordenadas dos nos ligados coincidem.

0 elemento consiste de duas molas, uma parale-
la e uma normal ao eixo longitudinal da barra de armadura. A
mola paralela relaciona as tensOes locais de aderéncia com o
deslizamento. A sua rigidez kb‘ chamada de modulo de desliza-
mento, €& estimada a partir de valores experimentais de en-
saios de arrancamento, podendo sequir leis lineares ou nao-1li
neares. A mola normal ao eixo da armadura transmite o esforcgo
normal entre a armadura e o concreto. E importante para mode-
lar o efeito de pino da armadura. Em problemas em que este e-
feito pode ser negligenciado, toma-se um valor grande para
kc. Caso contrario, a rigidez kc deve ser determinada experi-

mentalmente.

Nilson, em [ 90 ], sugeriu um refinamento para
este elemento, distinguindo entre elementos dentro da massa
de concreto e elementos proximos a face de uma fissura, que

exibem comportamentos significativamente diferentes.

A segunda maneira de modelar a aderéncia, no
calculo por elementos finitos, & empregando "elementos de con
tato" (contact elements), desenvolvidos por Schafer [102]. Es
tes elementos (Fig. 3.5) ligam os nos de um elemento de ago

com os nos correspondentes do elemento de concreto adjacente.
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Fig. 3.5 - O elemento de contato linear

0 elemento de contato tem ao menos dois nos du
plos e o mesmo comprimento que o elemento conectado de armadu
ra. Entre os nos duplos, estabelece-se uma funcao de interpo-
lacdo para os deslocamentos relativos. Para um elemento de
contato com dois nds duplos, esta funcdo é linear, para trés
nés duplos é quadratica. Formulacdes de ordem superior sao
possiveis, mas ndo sdo geralmente usadas. Naturalmente, a or-
dem do elemento de contato deve ser compativel com a ordem

dos elementos conectados de concreto e de armadura.

Para estabelecer a matriz de rigidez, tanto do
elemento de contato, como do elemento de ligacao, pode-se em-
pregar uma fungdao constante ou uma que dependa nao-linearmen-
te do deslizamento ou de outros fatores. Isto permite a consi
deracgao da influéncia da tensao no concreto adjacente, da fis

suracao e de outras nao-linearidades.

A previsdao "exata" dos valores das tensoes de
aderéncia pode ser feita apenas nos nés. As tensdes de aderén
cia entre os nos dependem, além dos valores nodais, da funcao

de interpolacao (linear ou quadratica) do elemento.

O terceiro grupo de elementos de aderéncia é o
dos chamados "elementos da zona de aderéncia" (bond zone ele-
ments), desenvolvidos por Groot, Kusters e Monnier [ 59 ]. Es-
tes elementos (Fig. 3.6) modelam o concreto na vizinhanca da
barra de armadura, adotando uma lei para o material que consi
dera as propriedades especiais desta zona de aderéncia.
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Fig. 3.6 - O elemento da zona de aderéncia

Neste modelo, a tensao de aderéncia 1t € consi-
derada como a soma da resisténcia ao deslizamento 1, e do en-
grenamento mecanico Ty
3.4.3 - Modelos sem os elementos especiais de aderencia

Quando a tensdo principal de tra¢ao no concre-
to atinge a sua resisténcia a trag¢ao, ocorre uma ruptura lo-
cal, formando-se uma fissura. O concreto entre as fissuras
continua resistindo a esforcgos de tracao. Estes esforgos sao
transmitidos ao concreto pelos mecanismos de aderéncia. Negli
genciar esta capacidade de carga implica em subestimar signi
ficativamente a rigidez pos-fissuragao a niveis de carga de
servico. Portanto, na analise de estruturas de concreto arma-
do sob cargas de servico, € fundamental a consideracao da ca-

pacidade resistente do concreto entre as fissuras.

Em geral, este efeito é considerado indireta-
mente, modificando-se a lei material para o concreto ou para

0 aco. Algumas maneiras de fazer isto sao:
- ajustando uma relacao momento curvatura média;

- considerando uma armadura virtual adicional;
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- introduzindo um ramo descendente suave na relagao tensao-de

formacao do concreto sob tragao;

- calculando as tensdes na armadura em funcao de suas deforma

coes medias.

Estes metodos indiretos sao utilizados guando
os elementos de concreto e a¢o sao ligados diretamente nos
nos. Este modo de considerar a rigidez a tracao nao permite

qualquer previsdo sobre deslizamento ou tensao de aderéncia.

3.5 = A fissuracao do concreto

Como uma regra geral, as primeiras fissuras,
gque aparecem no concreto sob carga, sado perpendiculares a di-
recao da mais alta tensdo principal de tracao do concreto. As
direcoes principais se modificam, por mudancas no carregamen-
to ou por ndo-linearidades da estrutura, produzindo desloca-
mentos relativos das faces da fissura. Isto causa o surgimen-
to de tensdes de corte no plano da fissura. O valor destas

tensdes de corte depende das condicées locais na fissura.

As tensoOes de corte podem ser transmitidas, a-
traves da fissura, por meio do engrenamento dos agregados das
superficies de concreto e pelo efeito de pino das barras da
armadura. A transferéncia do esforco de corte através da fis-

sura depende fortemente da abertura da fissura.

Antes de fissurar, o concreto &€ um material e-

lastico-linear e isotropico, e sua lei constitutiva pode ser
escrita como

( 3 = =) \
Gx 1 v 0 €4
{ g b=uB t 1 0 { e (3.1)
y 1-v y | ’
T-v
0 0 — .
\ XY L 2 4\ Yxy )

Apos a fissuracao, o modulo de deformacao, as-
sociado com a direcao da maior tensdo principal de tracao

S é igual a zero
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onde o € um fator que reduz o modulo transversal G, apos o-
correr a fissuracao. A modificacdo do médulo transversal para
o concreto fissurado é geralmente feita de uma das seguintes

maneiras:

- a rigidez ao corte do estado nao-fissurado € mantida inalte

rada apds surgir a primeira fissura (a=1);

a rigidez ao corte é anulada apos a fissuracao (a=0);

o modulo transversal & reduzido por um fator prescrito cons

tante (0<a<1);

o valor do moédulo transversal é reduzido linearmente ou hi-

perbolicamente em funcdo das deformacoes normais a fissura;
com este Gltimo modo, obtém-se as melhores aproximacoes do

comportamento real.

Um esquema mais elaborado, para o calculo da
rigidez transversal do concreto armado fissurado, foi apresen
tado por Bazant, Gambarova [ 15 ] e Walraven, Reinhardt [112].
Baseado em dados experimentais, desenvolveu-se uma matriz de

flexibilidade {Fcr] para uma simples fissura

]
§ F F o
n nn nt nn

= £33

8 F F T

t tn L ot nt

onde én e Gt sao os deslocamentos reais da fissura nas dire-

coes normal e tangencial. As deformacdes médias, resultantes
das fissuras distribuidas, sao
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cr

€on = 6n/s(e)
(3.4)
cr _ er .
Yoy = 2 By = Gf8E)

com s () sendo o espacamento médio das fissuras. Combinando-

~ > ’ (o4
-se as equacgbes anteriores, obtem-se a matriz =]

[ er ) -1 S c

€t Enn s (o) 0 Fnt s (v) —‘ S 1

cr e I
€t = 0 0 0 Ott [ (3= 5)

cr | F 8_1(8] 0 F 5_1{51 l € l

Ynt | | tn tt | nt |

ou, abreviadamente

(e®F) = (87 %1 (3.6)

Obtém-se as deformacboes médias do elemento de
concreto armado fissurado somando-se as deformagoes do con-
creto entre as fissuras e as deformacdes devido as fissuras.

Assim,
e} = ™) 4 %) (3.7)
%) = (€% (") (3.8)
onde [Cc] refere-se ao concreto entre as fissuras. A matriz
para o concreto fissurado [C] resulta da soma das duas matri-

zes [Ccr] = [Cc]

[cl = [c®F] + (c©) (3.9)

A lei constitutiva do material concreto armado

fissurado [D] & obtida combinando-se as equagbes constituti-

vas da armadura [D°] com a do concreto [01"1.
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ip] = (%] + [c]1”! (3.10)

{a} = [D] {e} (3.11)

Esta equacgao permite descrever a relacao entre
tensoes e deformacoes em um elemento fissurado de concreto ar
mado com fissuras distribuidas.

Uma variacdo deste ultimo procedimento € o que
foi adotado para modelar, neste trabalho, o comportamento do

concreto fissurado. O procedimento adotado sera apresentado
no capitulo 5.



4 - AS LEIS CONSTITUTIVAS DOS MATERIAIS: O CONCRETO E O ACO

4.1 - Introducao

Para uma analise precisa de uma estrutura de
concreto armado, é necessario descrever realisticamente a re-
lacdo entre tensdes e deformagdes nos materiais. Desta manei-
ra, as equacoes constitutivas, que traduzam o comportamento

dos materiais, sd3o de importancia fundamental.

Antes de apresentar estas leis constitutivas,
serdo descritas as propriedades tipicas do concreto e do acgo,
conforme foi apresentado por Chen em [ 34 ]. Estas proprieda-
des sdo essenciais para o desenvolvimento de um modelo matema

tico, que reproduza o funcionamento dos materiais.

4.2 - As propriedades basicas do concreto e do aco

4.2.1 - O concreto

O concreto pode ser idealizado como um sistema
de duas fases: uma matriz (a pasta de cimento endurecido) en-
volvendo um conjunto de particulas de agregado. A presenca de
microfissuras, especialmente na interface da pasta de cimento
e dos agregados, & fundamental para o seu comportamento meca-
nico. A propagacao destas microfissuras, durante o carregamen
to, produz o comportamento nao-linear do concreto.
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4.2.1.1 - 0 concreto sob carregamento uniaxial

f o/ £ TU! Fo
tensao 1,0
eritica /_: b
des.
Latenat
def. _
volumetrica
o0 3\4f &imite de
j propercdonalidade
b o
cu € E\r
(a) (b)
Fig. 4.1 - Relacdes tipicas da tensdo de compressao com as

deformacoes axial, lateral e volumétrica

A Fig. 4.1(a) mostra uma relacao tensao-defor-
macao tipica para o concreto comprimido axialmente. A curva a
presenta um comportamento linear até cerca de 30% da tensao
maxima de compressao f.. A partir deste ponto, gradualmente
aumenta a sua inclinacao, até atingir o valor de fc' ApOs es-
te pico, a curva tensao-deformac¢ao passa a um ramo descenden-
te, até atingir a deformagdo ultima £4¢ M que o esmagamento

ocorre.

Na Fig. 4.1(b), esta apresentada a relacao da
tensdao com a deformacao volumétrica, E, = E1 + €2 + E3. Ini-
cialmente, a mudanca de volume €& quase linear, até cerca de
0,75 a 0,9 fc. Neste ponto, o sentido da variacao de volume é
invertido, resultando em uma dilatagao nas proximidades de
fc. A tensao, na qual a deformagao volumétrica, Eot € um mini

mo, e chamada de tensao critica.

As formas das curvas, mostradas na Fig. 4.1,
estdao intimamente relacionadas com os mecanismos internos de
microfissuracao progressiva. Para as tensdes, até cerca de
30% de fc' as fissuras existentes no concreto antes de entrar
em carga (causadas por segregacao, retracao ou efeitos térmi-
cos) permanecem inalteradas. Isto significa que a energia in
terna disponivel €& menor que a energia necessaria para criar
novas microfissuras.
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Para tensoes entre 30 e 50% de fc' as microfis
suras junto aos agregados comec¢am a se estender. Nesta etapa,
as fissuras na matriz continuam desprezaveis. A energia inter
na disponivel & gasta na formacao das fissuras junto aos agre
gados. A propagacao da fissuragdo é estavel, isto e, as fissu
ras alcancam rapidamente o seu comprimento final, guando a

tensao & mantida constante.

Para tensoOes entre 50 e 75% de fc’ algumas das
fissuras junto aos agregados comegam a ligar-se através da ma
triz. Quando a tensao excede 0,75 de fc' as fissuras conti-
nuam a porpagar-se, mesmo se for mantida constante a carga. A
energia interna disponivel é maior do que a necessaria para
formar as fissuras, isto &, o sistema esta instavel. Neste ni

vel de tensao, a tensao critica é atingida.

A ruptura progressiva do concreto, nas proximi
dades de fc' é causada pela microfissuracao da matriz. Estas
fissuras, ligadas as fissuras junto aos agregados, formam zo-
nas internas microfissuradas. Com o aumento da deformacao de
compressao, segue o esmagamento do concreto e entra-se no ra-
mo descendente do diagrama tensao-deformacdo. Nesta regido, a

parecem fissuras macroscopicas.

Conforme aparece na Fig. 4.2, as curvas ten-

sao-deformagdo para o concreto tracionado sdo aproximadamente
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Fig. 4.2 - Curvas tensao-deformacao para o concreto sob tracao
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lineares até altos niveis de tensdo. Suas formas sao semelhan
tes as das curvas de compressado. Isto era de esperar, pois a-
qui o aparecimento das microfissuras tambeém é fundamental. PO

rém existem algumas diferencas.

para tensdes menores do que 60% da tensao fct'
o aparecimento de microfissuras pode ser desconsiderado. A
partir deste nivel de tensdo, as microfissuras junto aos agre
gados, comegam a crescer. Esta etapa, contudo, é mais breve
do que no caso de compressdo. Quando a tensao de tracao atin-

ge 75% de f a propagacdo de fissuras torna-se instavel.

t.f

A diregao de propagacao de fissuras para tra-
cdo uniaxial & transversal a direcdo da tensao. O aparecimen-
to e o crescimento de cada nova fissura reduz a area resisten
te, causando um aumento nas tensdes e uma rapida propagagao

da fissuracao.
4.2.1.2 - O concreto sob carregamento biaxial

Nos Gltimos anos, muitos estudos foram realiza
dos sobre as propriedades mecanicas do concreto sob carrega-
mento biaxial. Tém-se disponiveis diversos resultados experi-
mentais considerando resisténcia, deformagao e o comportamen-
to das microfissuras do concreto sujeito a tensoes biaxiais.
As Fig. 4.3 a Fig. 4.5 apresentam resultados obtidos por Kup-
fer em [70].
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Fig. 4.3 - Curvas tensao-deformagdo para o concreto
sob compressao biaxial
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Fig. 4.4 - Curvas tensdo-deformacao para o concreto

sob tracao-compressao biaxial
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Fig. 4.5 - Curvas tensao-deformagao para o concreto

sob tracao biaxial

Destes resultados, observa-se que a resisten-
cia maxima a compressao aumenta no estado de compressao bia-
xial. Este aumento €& maximo, em torno de 25%, para a relacao
entre tensoes ¢,/0; = 0,5. Para o0,/0, = 1, este aumento se re
duz para 16%. Sob tracao-compressao biaxial, a resisténcia a
compressao diminui quase linearmente, a medida que a tensao
de tracao & aumentada. Sob tracao biaxial, a resisténcia é a-
proximadamente a mesma da tracao uniaxial, conforme aparece

na Fig. 4.6, de resultados experimentais de Kupfer [ 70 ].
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Fig. 4.6 - Envoltoria de resistencia biaxial do concreto

A ductilidade do concreto sob tensoes biaxiais
tem valores diferentes, se o estado de tensdo é de compressao
ou de tracgdao. Segundo a Fig. 4.3, para compressao uniaxial ou
biaxial, o encurtamento maximo € de cerca de 3x10~* e o alon-
gamento maximo varia de aproximadamente 2x10~? a 4x107°. A
ductilidade €& maior sob compressao biaxial do que sob compres
sao uniaxial. Sob tracdo-compressao biaxial, os valores de
ruptura das deformacoes principais de tracao e compressao di-
minuem (Fig. 4.4). Sob tragdo uniaxial e biaxial (Fig. 4.5),

a deformacao principal maxima € da ordem de 0,08x107°.
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Fig. 4.7 - Curvas da variacdo de volume do concreto

sob compressao uniaxial e biaxial
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Conforme mostra a Fig. 4.7, nas proximidades
da ruptura, ocorre um aumento de volume do concreto. Em ge-
ral, atribui-se esta dilatacdo ao progressivo crescimento das

microfissuras do concreto.

4.2.1.3 - O concreto sob carregamento triaxial
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Fig. 4.8 - Relacao tensao-deformacao triaxial

para o concreto

A Fig. 4.8 mostra curvas tensao-deformagao ti-
picas para o concreto, obtidas em ensaics triaxiais por Bal-
mer, conforme [34]. Observa-se que a resistéencia axial cresce
com o aumento das tensoes confinantes. Para tensoes confinan-

tes elevadas, resisténcias extremamente altas sao alcancadas.
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Fig. 4.9 - Superficie de ruptura esquematica do concreto

no espag¢o de tensoOes tridimensionais
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Sob carregamento triaxial, os ensaios indica-

ram que o concreto tem uma superficie de ruptura bem defini-

da, que é funcdo das trés tensdes principais. Se o concreto ¢

considerado um material isotropico, o limite de elasticidade

e o limite de ruptura podem ser representados como superfi-

cies no espaco de tensdes principais tridimensionais (Fig.

4.9).
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L Gs, MPa
700 r l I
i —
600 ///_ -\N"-.._\
2 \
/ R
500
=i K
400
300 <
—hn::o- 1
200 - -
I o =
o curva tensao-deformagas
Bl
o aco cfasse A
100 = T : 4
G AL 1 Es, z
0 Z 4 6 § 10 12 14 16 16 20
Lo, MPa
s
600
-‘--—4
500 /,_,--‘
£ '
400 H=
; i
300 H2 !
200 {f:
: cunva tensdo-defornacdo
100 : aco classe B ——
) E.4 %
(e [
0 2 4 6 § 10 12 14 16

Fig. 4.10 - Diagramas tensao-deformacao dos agos [ 65]
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Devido a forma de utilizacao do aco nas pegas
de concreto armado, é suficiente conhecer o seu comportamento
uniaxial. Basicamente, o diagrama tensdo-deformagao dos acos
(Fig. 4.10) consta de um primeiro trecho retilineo, com uma
inclinacdo de 210000 MPa (médulo de deformacao longitudinal).
Neste trecho, o aco comporta-se como um material perfeitamen-

te elastico.

Segue-se um trecho, em que as deformagdes sao
grandes para pequenos acréscimos no valor da tensao limite de
elasticidade. Este escoamento do aco segue até uma deformagao
da ordem de 2%. Neste ponto, o diagrama toma uma forma curva,
com arandes deformacgbes, até atingir a ruptura, com deforma-
¢des da ordem de 20%. As curvas tensdo-deformacao dos acos

sdo praticamente iguais a tracao e a compressao.

Nos agos encruados a frio, ao contrario dos a-
cos com dureza natural, o patamar de escoamento nao € bem de-
finido. Eles apresentam, a partir do limite de elasticidade,
um diagrama curvilineo, continuamente crescente até a ruptu-

ra.

4.3 - O modelo constitutivo para o concreto

4.3.1 - Generalidades

O comportamento estrutural do concreto é extre
mamente complexo. Dependendo do estado de tensao, este compor
tamento pode ser ductil ou fragil. Quando predominam as ten-
soes de compressao, a relacao tensao-deformacao torna-se mais
ndo-linear e ocorre dilatacdao nas proximidades da ruptura.
Mesmo na compressao hidrostatica resulta um comportamento nao
-linear. A construcao de equacoes constitutivas, considerando
todas estas caracteristicas, é uma tarefa complicada.

Bstudos experimentais tém mostrado que o fun-
cionamento do concreto esta intimamente ligado a propagacao
das microfissuras. Estas microfissuras sao orientadas, princi
palmente, em uma direcao perpendicular a da minima tensao
principal de compressao ou da maxima tensao principal de tra-
cao. Entretanto, por simplificacdo, o dano continuo acumulado

pode ser considerado isotropico para a formulacao de uma lei
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constitutiva. Esta hipotese basica de isotropia nao impede,
porém, que anisotropias sejam introduzidas nos modelos. Basi-
camente, existem dois tipos de modelos para descrever O com-
portamento do concreto: os modelos plasticos e os modelos e

lasticos nao-lineares.

Com base na teoria da plasticidade, existem di
versos modelos considerando um material elasto-plastico per-
feito, com superficie de ruptura e superficie de plastifica-
cdo, como o proposto por Zienkiewicz, Valliappan e King [118].
Para considerar as ndo-linearidades presentes antes da ruptu-
ra, torna-se necessario usar modelos mais refinados, que le-
vam em conta o endurecimento, como, por exemplo, o modelo pro
posto por Chen e Chen [32]. Entretanto, este modelo, como ou-

tros, negligencia o efeito do terceito invariante de tensoes.

varios autores desenvolveram modelos elasti-
cos, nao-lineares, incrementais. Alguns destes modelos consi-
deravam o concreto isotrdpico, ndo admitindo que as tensoes
podiam introduzir anisotropias, como o apresentado em [ 97 ]
por Romstad, Taylor e Herrmann. Outros consideram esta aniso-
tropia, como o de Liu, Nilson e Slate [ 76 ] e o de Link [75],

obtendo boas aproximagoes com o0s resultados experimentais.

Existem outros modelos elasticos, nao-lineares,
que usam os valores secantes dos parametros do material. Com
o modelo de Kupfer, Hilsdorf e Rusch [ 72 ] obtém-se boas apro
ximacbes com valores de ensaios. Contudo este modelo é valido
para estados de tensao de compressao biaxial apenas. Os mode-
los de Palaniswamy e Shah [ 95 ] e Cedolin, Crutzen e Dei Poli
[ 30 ] s@ao aplicaveis a estados de compressao triaxial, porem
consideram s6 a influéncia de dois invariantes e sao limita-

dos a estados de tensao nao proximos a ruptura.

A teoria endocronica foi estendida para o con-
creto por Bazant e Bhat [ 9 ]. Caracteristicas muito importan-
tes, tais como dilatacao, amolecimento e tensdoes de ruptura
realistas sao simuladas com este modelo, que se aplica ao es-
tado multiaxial de tensao. Entretanto, supde-se que a respos—
ta a compressdo hidrostatica & linear. Além disto, o concreto

e modelado somente a partir de sua resisténcia & compressio
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uniaxial. Isto ndo & conveniente, uma vez que diferentes de-
formagdes de ruptura e rigidezes iniciais podem ser obtidas
para concretos que apresentam a mesma resisténcia & compres-

sao uniaxial.
4.3.2 - 0 modelo constitutivo proposto por Ottosen
4.3.2.1 - Fundamentos do modelo

0 modelo constitutivo para o concreto proposto
por Ottosen, [39] e [92 ], & baseado na elasticidade nao-1li-
near, usando valores secantes dos parametros do material. Es-

te modelo apresenta uma serie de aspectos positivos:

inclui os efeitos dos trés invariantes de tensao;

- considera a dilatacao;
- as curvas tensao-deformacao obtidas sdo continuas;
- prevé realisticamente as tensoes na ruptura;

- o0 modelo & aplicavel a todos estados de tensao, inclusive

nos que ocorrem tensdes de tracao.

Adicionalmente, este modelo e de simples utili
zagao e requer para calibragem unicamente resultados experi-
mentais, obtidos de ensaios uniaxiais tradicionais. Os valo-
res calculados com o modelo tém boa concordancia com os resul
tados experimentais, abrangendo uma ampla faixa de estados de

tensao e diferentes tipos de concreto.
4.3.2.2 - O indice de nao-linearidade

O indice de nao-linearidade €& uma medida da
proximidade do estado corrente de carregamento com a superfi-
cie de ruptura. E importante observar que o termo ruptura,
empregado aqui e ao longo deste item, refere-se a ruptura lo-
cal do ponto considerado e nao a ruptura global da peca. As-
sim, mesmo apos o estado de tensdao de um ponto atingir a su-
perficie de ruptura, este ponto pode alcancar o equilibrio,
com uma reducgao do valor das componentes de tensdo nele apli-
cadas. Esta reducao sera compensada pelo aumento de tensao
ncs pontos adjacentes.
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Para se determinar o indice de nao-linearida-
de, primeiro & necessario definir a qual estado de ruptura, o
estado de tensdo corrente deve ser relacionado. A fim de ilus
trar de forma simples este problema, adota-se o critério de

ruptura de Mohr, mostrado na Fig. 4.11.

Conforme aparece na Fig. 4.11(a), onde o esta-
do corrente de tensdo é dado por o, e o; (0,20,205), a ruptu-
ra pode ser alcancada, aumentando-se o valor de o; (circulo
I), ou mantendo-se fixo o valor médio (0,+03)/2 (circulo II).
Em ambos os casos, ficam envolvidas tensoes de tracao. Uma a-
valiacao de um estado de tensao de compressao uniaxial, por e
xemplo, envolveria a resisténcia a tracao; o que nao seria
conveniente. Uma terceira possibilidade, dada pelo circulo
IIT, onde todas as tensOes sdo alteradas proporcionalmente,
também é afastada, porque dependendo da forma da curva de rup
tura, a ruptura pode nao ser obtida, para alguns estados de
tensao de compressao, localizados junto ao eixo hidrostatico.
Contudo, a ruptura pode ser sempre obtida, diminuindo-se o va
lor de o;, como mostra o circulo IV. Este é o procedimento a-
dotado neste modelo.

Como medida do estado corrente de tensao, ado-
tou-se no modelo, o quociente da tensao corrente o;, pelo va-

lor correspondente da tensao de ruptura (failure), manten

0 4
£
do-se constantes o, e o0,, como mostra a Fig. 4.11(b). Ou se-

ja, indice de ndo-linearidade é dado por
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g = — (4.1)

Assim, B<1, B=1 e B8>1 correspondem a estados de tensao locali
zados dentro, sobre e fora da superficie de ruptura, respecti

vamente.

Quando ocorrem tensdes de tragao, & necessario
alterar a definicao do indice de nao-linearidade. O comporta-
mento do concreto é tanto mais linear, quanto mais o estado
de tensdo envolva tensdes de tracgdo. Com este proposito,
transforma-se o estado corrente de tensdo (0,,0,,0:), onde ao
menos 0, & uma tensdo de tracao, superpondo uma pressao hi-
drostatica -0,, obtendo-se um novo estado de tensao dado por
(0,',0,',03')=(0,0,-01,03-01), isto &, um estado de compres-

sao biaxial. Neste caso, p é definido como

03'

B = (4.2)

o L}
3f
onde, 03f' @ o valor de ruptura de o;', com o,' e o0,' constan

tes, isto @, o estado de tensao (0,',0,',05."') satisfaz o cri

£
tério de ruptura.

4,3.2.3 - As relacgoes tensao-deformacao

Pode-se aproximar a curva tensao-deformacgao pa
ra um carregamento de compressao uniaxial através da expres-

sao

. Ko & (B=1) 592
g |ec| ‘e
~ = (4.3)
£l 1 - a-2) + D (=)?
L i

c

As tensoes de tracgao e os alongamentos sao considerados posi-
tivos; € € a deformacao correspondente a fc (resisténcia ci-
lindrica a compressdo uniaxial). O parametro A ¢ definido por
A = ED/Ec (A > 4/3), em que EC = fc/ec. Os modulos de defor-
magao longitudinal E, e Ec sao o moédulo inicial e o secante,
correspondente a tensao fc. 0 parametro D determina, princi-
palmente, o comportamento do ramo descendente da curva tensao
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Fig. 4.12 - Controle do comportamento poés-ruptura por meio do

parametro D

-deformacao (fase de pos-ruptura). A Eq. (4.3) depende de qua-
tro parametros: fc’ ot E, e D. Assim, a inclinacao da curva
& E, na origem e nula na ruptura, onde (o0,e) = (fc,sc) satis-
faz a Eq. (4.3).

0 ramo descendente da curva tensao-deformacao
nao pode ser obtido do ensaio padrdo de compressao uniaxial;
& necessario realizar um ensaio com deformacao controlada. O
parametro D pode ser arbitrado dentro de certos limites: (1 -
A/2)? <D <1 +A (A-2), quando A < 2; 0 <D < 1, quando
A 2 2. Deve-se observar, que quanto maior o valor de D, mais
dactil sera o comportamento pos-ruptura. Conforme aparece na
Fig. 4.12, este parametro nao afeta de maneira significativa
o ramo ascendente do diagrama tensdo-deformagao. Valores tipi

cos de D estao entre 0 e 0,2,

Pode-se obter o valor secante do moédulo de de-

formagao E; da Eq.(4.3). Nesta expressao, a tensao corrente a

parece sempre na razao - 0/ fcl. No caso de compressao unia-

e

xial, B = = 0/|fc|. Desta forma, pode-se generalizar a expres

sao de ES para a compressao triaxial. Assim,

1 1
By, &= By = 8 (& By ~ B.) #
s T2 2 f (4.4)

1 1 =
+ / (3B -8 (JE -~EJ))® + E? B (D (1-8) = 1]
onde, utiliza-se o sinal positivo ou negativo para o ramo as-
cendente ou descendente da curva tensao-deformagao, respecti-

vamente.
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Na Eq.(4.4), o valor do médulo de deformagao
longitudinal secante Ec' correspondente a tensao de compres-
sao uniaxial fc, é substituido por ey modulo de deformagao
longitudinal secante na ruptura para estado triaxial de ten-
sao. O valor de Ef pode ser determinado através da expressao

E
. = c (4.5)
1 + 4 (A-1) «

A variavel ¢ representa a dependéncia do carregamento corren-

te e & dada por

( e ) 1 (4.6)
K = g .
fc 'f V3

onde o invariante (VJ2/f )¢ é calculado para o estado de ten
sdo de ruptura, dado por (0,,02,05.) ou (01',02',03¢"), con-
forme o caso. O valor de k @ maior ou igual a zero. Quando

«=0, tem-se E se k>0, entao E <E_.

Bt £

Na fissuracao, admite-se um comportamento fra-
gil, O comportamento pés-ruptura para estados intermediarios
de tensao, onde estdo presentes pequenas tensoes de tracgao,
mas ndao ocorrem nem fissuracdo, nem esmagamento do concreto,
é obtido através de um processo hibrido. Na ruptura, este es-
tado intermediario de tensdo corresponde a um indice de nao-
linearidade Bf, determinado pela Eq. (4.2), que é menor do que
a unidade. Como mostra a Fig. 4.13, a curva pds-ruptura AB é
obtida pela translacao do segmento MN, do braco descendente
da curva original, paralelamente ao eixo horizontal. 0O valor

secante de ES’ correspondente a algum valor corrente de {, se
ra dado, entdo, por

B E E. E
E = MN A M (4.7)

s
B Ep By + Bg Eyy (ByEp)

onde Eyn € o valor secante ao longo da curva de pos-ruptura
original, obtida por meio da Eq.(4.4), usando o sinal negati-

vo. As constantes E, e E, sao também determinadas da Eq.
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Fig. 4.13 - Comportamento pos-ruptura para estados

tensao intermediarios
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(4.4), usando-se os sinais positivo e negativo, respectiva-
mente, e o valor do indice de nao-linearidade na ruptura, is-
to e, B=Bf.

Mesmo para carregamentos monotonos, pode ocor-
rer, eventualmente, uma redugdao no valor das componentes de
tensao que atuam em um ponto do concreto, antes de atingir-se
a superficie de ruptura. Isto acontece, por exemplo, quando
surgem deformacoes de fluéncia ou de retracao em pegas arma-
das de concreto. Ao considerar-se, em tais situacoes, o com-
portamento do concreto como elastico, conforme o modelo de
Ottosen, corre-se o risco de descrever inadequadamente o seu
funcionamento real, em especial para niveis de tensac eleva-
dos. Nestes casos, adota-se para o modulo de deformacao secan

te do concreto, o valor dado pela expressao

1
E = (4.8)
B d,. 1
B EP Eq Eo

onde E; € o modulo de deformacgdo inicial do concreto; £ é o
indice de ndo-linearidade correspondente ao estado corrente

de tensao; . e EP sao valores referentes ao estado de tensao

P
anterior a descarga (ponto P), conforme a Fig. 4.14.

Para se determinar o valor secante do coefi-
ciente de Poisson, Vgr deve-se observar que, tanto para um
carregamento de compressao uniaxial, como triaxial, o compor-
tamento volumétrico € uma compactacdo, seguida por uma dilata
cdo. Assim, tém-se

Vg = Vo , quando B;Ba (4.9)

<
1}

Ve = (v_=vy) //1 . (E:Eﬂ)z d S 4.10
S f £ Y0 1-8 » quando BGBa (4.10)
a

onde v, € o coeficiente de Poisson inicial; Ve é o valor se-

cante do coeficiente de Poisson na ruptura. Utiliza-se ﬂa=0,8

e vf=0,36 para todos tipos de concreto e carregamento.
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A Eq.(4.10) s6 é valida até a ruptura. Pouco &
conhecido sobre o comportamento de Vg na regiao de poOs-ruptu-
ra, mas ha uma constatacao experimental de que a dilatacao
continua nesta fase. Desta forma, este aumento de Vg c aproxi
mado pelo seguinte procedimento: com dois valores consecuti-

vos conhecidos de Eq (i, i+1 simbolizam dois estados de ten-

sao sucessivos) e com o valor conhecido de v admite-se

B "
que os modulos volumétricos correspondentes permanecem cons-

tantes. Assim, calcula-se vS i+1 da relacao
r

Pk E. .
S,1i B S,i+1 (4.11)

3 (1'2”5,1) 3 {1~2vs'i+1)

Ks,i = Kg. 141

0 valor de Vg deve ser menor do que 0,5.

Resumindo, o modelo é calibrado por seis para-
metros: os parametros elasticos iniciais E; e vy, os dois pa-

rametros de resisténcia fc e f o parametro de ductilidade

(-5

€. €0 parametro de pdés-ruptura D.

4.3.2.4 - Critério de ruptura

O critério de ruptura proposto por Ottosen, em
[91 ], apresenta as seguintes caracteristicas:
- todas as componentes de tensao sao consideradas;

- somente os invariantes sao utilizados, fazendo desnecessa-
ria a determinacao das tensoes principais;
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a superficie de ruptura é suave e convexa, com excecao do

|

seu vertice;

- os meridianos sdo parabdlicos e abrem no sentido do eixo hi

drostatico negativo;

- 0 trago no plano desviador muda de uma forma trianqular

para circular com o aumento da pressdo hidrostatica;

- casos especiais deste critério sao o critério de Drucker-
Prager e o critério de von Mises, fazendo-se a=k;=0 e a=b=

=k,=0, respectivamente;

- para identificar se a ruptura ocorre por esmagamento ou fra
turamento do concreto, admite-se que ha fissuracao se o, =2
£ .72,
ct

O critério de ruptura de Ottosen é dado pela

seguinte expressao

J?. t’Jz I1
a + A +b—=1=0 (4.12)
2
TAERR TN

onde a,b sdao parametros. A funcdo )} depende do angulo 1, de
acordo com

ki cos[% arccos (k, cos 30)], para cos 30 > 0
Y. i (4.13)

l ki cos[% - % arccos (~k, cos 36)], para cos 36 < 0

com

cos 36 =

(4.14)

N"*’
ol
o

(<]

M
S
b

No meridiano de tracao (0=0°), tem-se A=A, e
At = k, cos[% arccos (k,)] (4.15)
enquanto ao longo do meridiano de compressao (0=60")

m 1
Ac = k, cos[3 - 3 arccos (k,)] (4.16)
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A Eq.(4.12) e a Eq.(4.13), que definem o cri-
tério de ruptura, contém quatro parametros a, b, ki e k. Es-
tes parametros sao determinados a partir dos seguintes valo-
res:

-

resisténcia a compressao uniaxial £

resisténcia a tracao uniaxial fct' dada pelo quociente k =
SVAEAE

- resisténcia a compressdo biaxial f’c' dada pelo quociente
g = fchfc:

um estado de ruptura no meridiano de compressao: coct/]fc[,

Fle,-

T
oct

Define-se a quantidade h por

V2 x + y o T
B mi— e  § R oct . _ _oct (4.17)
XL -3 (2.1 M
V2 e c

Os parametros podem ser determinados pelas se-

guintes expressoes

VZ - 2L
b = _____g_ﬂ (4.18)
TR 4
qg-k
a=% (h b - /3] (4.19)
a=[1-—h-1/§b+/§+‘/§ (4.20)
c 3Y ‘/EY
ky = (208 -~ ARy, 009 . B (4.21)
3y 3y q
Usando a Eq.(4.15) e a Eq. (4.16), tem-se
EE ) cos(% = % arccos k,)
< = (4.22)

t cos(% arccos k»)
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dai, obtém-se

AC
2 = - 1

ks = cosld arekd ———— (4.23)

V3

0 valor de k, é determinado através da Eq.(4.15) ou da Eq.
(4.16).

Conforme resultados experimentais de Kupfer
[ 70 ] e Kupfer, Hilsdorf e Risch [72], a resisténcia a com-
pressao biaxial, fzc, esta relacionada com a resisténcia a

compressao uniaxial, f,, pela expressao
£, = 1,16 f (4.24)
c e

Segundo dados obtidos por Ottosen [91 ], atra-
vés de ajustagem a resultados experimentais, o meridiano de

compressdo passa através do ponto (V3 x,V3 y) = (-5,4).
4.3.2.5 - Verificacdo experimental

A Fig. 4.16 mostra a comparacao entre as previ
soes do modelo e resultados experimentais de Kupfer [70 ], pa
ra carregamentos biaxiais. Foram utilizados os seguintes para
metros no modelo: E(=2,89%x10% MPa; v,=0,19; |fc|=18,7 MPa;
fct/lfcl=0,1; IEC

0s casos de carregamento de compressao uniaxial e biaxial. Na

=1,87x10"% e D=0. A Fig. 4.16(a) apresenta

Fig. 4.16(b), aparece o comportamento volumétrico correspon-
dente a estes carregamentos. Este diagrama mostra como o mode
lo & capaz de simular a dilatacdo, que é uma caracteristica
do concreto submetido a compressao. O comportamento do concre
to torna-se menos nao-linear quando tensoes de tracdo estao
presentes. Este efeito aparece na Fig. 4.16(c), para um carre
gamento biaxial de tracao-compressao e, na Fig. 4.16(d), para

carregamentos uniaxial e biaxial de tracao.

A Fig. 4.17 mostra a superficie de ruptura pro
posta, com os resultados biaxiais experimentais de Kupfer

[ 70 ]. A aproximacao entre os resultados pode ser considerada
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com os resultados dos ensaios biaxiais de Kupfer

boa.

A sequir, sera feita uma comparacéo entre os
resultados obtidos pelo modelo e os determinados experimental
mente por Schickert e Winkler, apresentados em [103]. Os car-
regamentos de compressdo uniaxial e biaxial foram aplicados
de forma proporcional. Para carregamento triaxial, os resulta
dos foram obtidos segundo quatro procedimentos distintos:

- tipo 1: carregamento hidrostatico até um valor prescrito de

o o carregamento, entdo, segue ao longo do meridiano de

oct’

compressao, mantendo o valor de o constante;

oct
- tipo 2: carregamento hidrostatico até um valor prescrito de

g o carregamento, entdao, segue ao longo do meridiano de

oct’

cisalhamento, mantendo o valor de ¢ constante;

oct
- tipo 3: carregamento hidrostatico ate um valor prescrito de
Uoct; o carregamento, entao, seqgue ao longo do meridiano de

tragao, mantendo o valor de ¢ constante;

oct

- tipo 4: carregamento proporcional.

A Fig. 4.18 mostra as curvas experimentais ten
sao-deformacao, para compressdo uniaxial, obtidas da média de
cinco ensaios. No modelo, usaram-se 0Os sequintes valores para
os parametros: E,=2,30x10" MPa; Vv,=0,19; [fC[=30,6 MPa; Ivc|=

3,07x10-? e D=0,2. Admitiu-se, ainda, que fC =O,1|fc|. Estes

;o
valores para os parametros foram usados para as comparacdes

posteriores e para calibrar o critério de ruptura.
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A Fig. 4.19 mostra uma comparacao cCom um carre

gamento de compressao biaxial, onde 0,/0,=2/3. A curva experi
mental corresponde a média de seis ensaios. A aproximacao nao
é boa, mesmo na regiao elastica. Este fato contrasta com a
boa aproximagao observada com relacao aos dados experimentais
de Kupfer [ 70 ]. Observe-se que, nesta figura e nas seguin-
tes, as curvas estdo tracadas apenas até a maxima tensao ou
deformacao medida. Os valores das resisténcias experimental e

prevista pelo modelo também estdo indicados.

A Fig. 4.20 mostra uma comparagao com um carre
gamento triaxial do tipo 1. As curvas experimentais sao cur-
vas medias de trés ensaios. A pressao média aplicada foi . S
=-25,5 MPa, sendo boa a aproximacao encontrada.
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Fig. 4.20 - Comparacao com carregamento triaxial do tipo 1
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A Fig. 4.21 apresenta uma comparagao com um
carregamento triaxial do tipo 2. As curvas experimentais sao

curvas médias, baseadas em trés ensaios. O valor de 94 apli

ct
cado foi de -42,5 MPa. Uma boa aproximagao foi conseguida.

Na Fig. 4.22, & mostrada a comparagao com um
carregamento triaxial do tipo 3. As curvas experimentais fo-
ram obtidas como média de quatro ensaios. O valor de © a-

oct
plicado foi de -42,5 MPa, encontrando-se boa aproximagéo.

Finalmente, na Fig. 4.23, aparece uma compara-
cdo com um carregamento triaxial proporcional, ao longo do me
ridiano de cisalhamento, com 0,:02:03 = 1:0,53:0,07. A curva
experimental corresponde a um unico ensaio. A comparagao nes-
ta figura, assim como nas anteriores, indica que uma boa con-

cordancia foi alcancada entre os resultados previstos e expe-
rimentais.
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A Fig. 4.24 mostra os meridianos de compres-
sio, cisalhamento e tracdo da superficie de ruptura. A concor
dancia com os resultados experimentais no meridiano de com-
pressido é porque, na escolha dos valores (x,y), a minimizacgao
foi ao longo deste meridiano. A maior diferenga que ocorre <}
de 7% e aparece no meridiano de tragao, para cargas hidrosta-

ticas elevadas.

Na Fig. 4.25, aparece uma comparagao em dois
diferentes planos deviatdricos. A maior diferencga é 5% e ocor
re ao longo do meridiano de cisalhamento para cargas hidrosta

ticas elevadas.

A Fig. 4.26 mostra uma comparagao para um car-
regamento biaxial. A maior diferenca & de 8% e ocorre para a

relacao o0,/03=1/3.

U:/llcl

4.4

, b= Ozflfc!
0 R -u;/<:m 20,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,2

; 0,2

/

o/ | al

Schichent e Winkler

( -0,6 4
-0,§8

'&cm’.ré.u'o de auptura

\ -1,0 =

1 1,2

Fig. 4.26 - Comparacgao para carregamento biaxial
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4.4 - 0 modelo constitutivo para o ago

os-fyt

p - -

nY

o =f
s yc

Fig. 4.27 - Diagrama tensdo-deformagao para o acgo

Nas estruturas de concreto armado, as barras
de ago resistem, fundamentalmente, a esforgos na sua direcgao.
Desta forma, necessita-se apenas de um modelo uniaxial para

descrever seu comportamento.

Adota-se, como diagrama tensao-deformagao para
o ag¢o, o diagrama bilinear da Fig. 4.27, que € o proposto pe-
lo Codigo Modelo CEB-FIP [ 41 ] para os acos obtidos por lami-
nagem a quente e resfriados naturalmente. O valor do modulo

de deformacao inicial do acgo, Es' € tomado igual a 210.000

MPa e os valores das resisténcias a tracao e a compressao do

f =f ).

aco sao os mesmos (f .=
yt "yc 'y

Segundo este diagrama pode-se estabelecer que

ES = Es para 0 = |es| - Ey

(4.25)

Eqg = £ /e, para | e

y sl 2 y

onde, ES € o moédulo de deformacdo longitudinal secante do a-
Go.
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Alternativamente, pode-se empregar para O ago
uma outra lei constitutiva. Neste caso, uma relacao tensao-de
formacao nao-linear qualquer deve ser aproximada por uma poli
gonal e desta forma introduzida no programa. Aqui, também, as

curvas devem ser iguais para tracao e compressao.



5 - O COMPORTAMENTO DO CONCRETO ARMADO FISSURADO

5.1 - Fundamentos

Em geral, nas estruturas de concreto armado,
as fissuras aparecem ja nas condigoes de servico. Isto decor-
re do fato de ser a resisténcia a tracao do concreto muito in
ferior & sua resisténcia a compressao. Qualquer estudo, para
a determinacao de tensdes e deformagoes em uma pecga fissurada
de concreto armado, deve necessariamente modelar de forma ade
quada a transferéncia dos esforgos atraves das fissuras. Esta
transmissao de esforgos € um fenomeno complexo, que envolve o
engrenamento dos agregados e a flexao das barras da armadura.
Walraven e Reinhardt, em [112], apresentaram um trabalho teo-

rico-experimental, analisando estes mecanismos.

Quando uma forga cortante é aplicada em um cor
po de prova (Fig. 5.1), os esforcos nas barras da armadura,
gue atravessam a fissura, desenvolvem-se de acordo com a geo-
metria e a "rigidez" da fissura. O valor do esforgo na armadu
ra, desta forma, nao & conhecido e deve ser medido para que
fique determinado o estado de tensao. Na pratica, é impossi-
vel medir as tensOes no aco, exatamente na posicao da fissu-
ra, em uma barra dentro do concreto submetida simultaneamente
a esforcos normais e transversais. Por este motivo, foram rea

lizados, em [112], duas séries de ensaios: uma primeira série
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Fig. 5.1 - Caracteristicas geométricas dos corpos de

prova ensaiados [112]

com corpos de prova com barras dentro do concreto e uma segun

da serie, com barras externas.

Os corpos de prova pré-fissurados, com uma a-
bertura de fissura inicial da ordem de 0,01 a 0,03 mm, eram
submetidos a um aumento continuo de carga. Nos primeiros tres
minutos, a velocidade de deslocamento de corte era de 0,004
mm/min, e posteriormente, era aumentada para 0,02 mm/min. O

teste se encerrava, quando o deslocamento de corte atingia 2
mm.

Durante os ensaios, a forca cortante aplicada,
o deslocamento de corte e a abertura da fissura ao longo de
todo o ciclo de carga foram medidos. Alguns corpos de prova

foram carregados, descarregados e recarregados.

Nos ensaios com barras externas, foram medidas
também as tensdes normais atuantes no plano da fissura, dire-
tamente nas barras. Entre os dois tipos de ensaio, a diferen-
ca mais marcante foi uma pequena variacao na "rigidez" da fis

sura. Isto deve ser atribuido a reducao da abertura da fissu-
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ra, em torno da barra, dentro do concreto.

Algumas das variaveis dos ensaios foram a taxa
de armadura, o diametro das barras, a resisténcia do concre-
to, o tipo e a granulometria dos agrevados, a inclinacgao das

barras em relagao ao plano de fissura.

Neste capitulo, serao apresentados os modelos
analiticos para descrever o funcionamento do concreto armado
fissurado. No item 5.2, & analisado o engrenamento dos agrega
dos, enquanto no item 5.3 & modelada a participacao da armadu
ra. Nos dois casos, as previsées tedricas sao comparadas com

os resultados experimentais [112].

5.2 = 0 modelo para os mecanismos de transmissao de esforgos

através das fissuras sem participacdao da armadura

5.2.1 = A formulacao do modelo analitico

O concreto pode ser representado como um siste
ma de duas fases: uma matriz (a pasta de cimento endurecida)
envolvendo as particulas de agregado. Normalmente, a resistén
cia da matriz é inferior a dos agregados. Entretanto, o ponto
fraco do sistema € a zona de contato entre as duas fases. As-
sim, a fissura ocorre, geralmente, através da matriz, mas ao
longo do contorno das particulas de agregado. Nesta analise,
as particulas serdo tomadas como esferas, que podem ser inter
ceptadas pelo plano da fissura em qualquer altura com a mesma
probabilidade (Fig. 5.2).

Como o tamanho da maioria das particulas de a-
gregado & consideravelmente maior do que a abertura da fissu-

ra, conclui-se que a "micro-rugosidade" da fissura, causada

Fig. 5.2 - Corte tipico de uma fissura
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pu

Fig. 5.3 - Relacdo tensdo-deformacdo rigido-plastica

para o material da matriz

pela projecdo das particulas de agregado para fora da superfi
cie da fissura, predomina sobre a "macro-rucosidade", devido
as ondulacgoes da superficie da fissura. Por esta razao, admi-

te-se que a superficie da fissura & um plano.

A pasta de cimento endurecida & um material e-
lasto-plastico. Como as deformagdes plasticas predominam so-
bre as elasticas, admite-se que a relacao tensao-deformacao
para o material da matriz (a pasta de cimento endurecida com
as particulas de agregado com diametro menor do que 0,25 mm)
seja rigido-plastica (Fig. 5.3).

Simboliza-se por o
pu

a deformacao plastica. Durante o deslocamento das faces da

a tensao correspondente

fissura, surgem areas de contato nas superficies das particu-
las (com o engrenamento das faces da fissura) devido a defor-

macao plastica da matriz.
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Fig. 5.4 - (a) Corpo de concreto fissurado
(b) Plano de interseccao

(c) Faixa representativa
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{a) (b)

Fig. 5.5 - (a) Area de contato entre a matriz e uma
particula de agregado

(b) Equilibrio das tensoes

Considere-se a formacao destas areas, como re-
sultado do deslocamento, devido ao corte, na direcao do eixo
X. Nestas areas de contato, as tensOes produzem reagoes. A re
sultante na direcao 2z & nula. Desta forma, pode-se estudar o
corpo de concreto fissurado como o conjunto de um grande nu-

mero de faixas de pequena espessura.

A Fig. 5.5 mostra uma segao transversal de uma
particula, paralela ao plano z, na qual existe uma linha de
contato entre as faces opostas da fissura. As projecoes desta
linha de contato, nas diregdes x e y, sdo a_ e a . A area som
breada representa a parte da matriz que desaparece devido a
deformacao plastica. A medida que o esforco de corte aumenta
no plano da fissura, deformagao plastica adicional ocorre, a-
té que o equilibrio seja obtido nas direcoes x e y.

As tensOes na area de contato sao Upu, normal
a area de contato, e T tangencial a esta area. Elas estao
relacionadas por

T = U0 {5.1)

onde u €& o coeficiente de atrito entre as particulas e a ma-
triz.

Pelas condigdes de equilibrio na superficie de

- - . -
uma particula, as reacgoes nas direcoes x e y podem ser expres
sas por
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= + a
Fx Upu ay Tpu i
Utilizando a Eq.(5.1) e somando as contribui-
coes de todas as particulas, obtém-se as reacgdes para toda a-

rea da fissura

P ra, - p La_)
5 ¥ o} ( @ I %
(5.3)
ZFx = Upu (an + U Eax)
Os valores de Upu e p sao constantes do mate-
rial, enquanto os valores de Zax e Zay devem ser calculados.

Isto sera feito a sequir.

Para isto, deve-se estabelecer em primeiro lu-
gar a distribuicdo de diametros dos circulos formados pela in
tersecgdo das particulas pelo plano z. Adotou-se para a dis-
tribuicdo das particulas de agregado, a curva granulométrica
de Fuller. Esta funcgdo de distribuicdo acumulada € dada por

0,5

p = (D/Dméx) (5.4)

onde p & a fracdao que passa na peneira com abertura D; Dméx
é o diametro da maior particula de agregado. A probabilidade
de que um ponto arbitrario no concreto esteja localizado em u
ma particula de agregado é simbolizada por Py - Ou seja, py é
o quociente entre o volume total de agregados e o volume de
concreto. A probabilidade que um ponto, localizado em uma par
ticula de agregado, esteja em uma particula com um diametro
menor do que um determinado valor D é dada por

0,5

p(D<DK) = (Dx/Dmé (5.5)

5

Derivando-se esta funcao, obtém-se a funcao de
densidade de probabilidade p' (D).
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Fig. 5.6 — Circulo interceptado de diametro Dy,

em uma particula com diametro D

ap (D<D_)
X -1/2 1
p'tD)) = ——= =10,5 (D_/D_-_) — =
X 3D x’ "max Dmax
* (5.6)
- -1/2 -1/2
e ;5 Dméx Dx

A probabilidade de que um ponto, localizado em
uma particula com didmetro Dx' esteja em um circulo intercep-
tado com um diametro maior do que D, (Do<D,) , é igual ao quo-
ciente do volume do segmento esférico A pelo volume da semi-
-esfera (Fig. 5.6). O volume da calota esférica B é igual a

Vy = m h (3 a? + h?) (5.7)

B

o =

com

3 Dx (Dx/4 - a?) (5.8)
e o volume da semi-esfera é

¥ = {5 " D2 (5.9)

A probabilidade de que um ponto nesta esfera
esteja em um circulo interceptado com um didmetro D maior do

gue D, € igual a

pr(D>Du) = (V-vg) /v (5.10)

Substituindo (5.7) e (5.9) em (5.10) e operan-
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do, resulta

1 D% D3 312
prmM(M§§Jn~ﬁ 511}
X X X

Assim, a probabilidade, que um ponto arbitra-
rio no plano z esteja em um circulo interceptado com um diame
tro D maior do que D,, & obtida, integrando-se o produto das
equacdoes (5.6) e (5.11) sobre o intervalo Do=D 2.+ OU seja,

D &
max
pc(D>Dg) = Py IDO

. « 12

P (Dxl Pp (D>Dy) de (5 )
X

Inversamente, a probabilidade que um ponto ar-

bitrario do plano z esteja localizado em um circulo intercep-

tado com um diametro D menor do que D,, & obtida da Eq.(5.12),

como
pc(D<Dg) - By = pc[D>DnJ (5.13)

Substituindo (5.6) e (5.11) em (5.12), inte-
grando e utilizando o resultado em (5.13), resulta

) 142 =112 4 .~k
pc(D<Dg) = pk (1,065 Dy Dméx 0,0532 Dy Dméx -
6 -6 8 -8
- 0,012 Dy Dméx - 0,045 D, Dméx - (5.14)
10 =10
- 0,0025 p;° p~19)
1,0 =
<% 0,8 ”f’
% 0,6
o 0,2 =
0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Dnlnmix

Fig. 5.7 - Funcao de distribuicido acumulada dos
diametros dos circulos interceptados
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Esta funcdo é mostrada na Fig. 5.7. A fungao
de densidade de probabilidade de que um ponto arbitrario no
corpo de concreto, estando no plano z, esteja situado em um
circulo com um diametro D=D,, & obtida por derivacao da Eq.

(5.14)

1/2 -1/2 3 -4

p, (Do) = Py (0,532 D, D 2y = 0,212 Dy D -, -
5 -6 7 -8
- Y Y - .15
0,072 D) Dmax 0,036 D, 1 TR {5.15)
9 =10
- 0,025 Dy D___)

Conhecida a distribuicdao de circulos intercep-
tados no plano z, pode-se estabelecer a frequéncia de circu-
los que estejam no plano z e que sejam atravessados pela fis-
sura (Fig. 5.8). O comprimento médio da linha de intersecgao

AB, para um circulo com didmetro D,, cruzado pela fissura, @
s = 1 Do/4 (5.16)

Considerando uma secao de fissura (a intersec-
cdo do plano da fissura e o plano z) de comprimento unitario,
a funcao de densidade de probabilidade, para a parte esperada
daquele comprimento, que esteja localizada em um circulo com
um diametro D,, pode ser obtida, multiplicando-se este compri

mento por Pé(Du) e BpC(D<Dn)/aDn. Assim,

%

Dy

Fig. 5.8 - Circulos interceptados atravessados pela fissura
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(Do) .1 = pl(Dy) (5.17)

Consequentemente, a funcao de densidade de pro
babilidade para o niimero esperado de circulos com um didmetro
D no plano z, que também sao interceptados no comprimento u-

nitario da fissura, pode ser obtida de (5.16) e (5.17), como
n(Dy) = Pé(Du}/(0;25 1 Dg) (5.18)

A seguir, sera avaliada a contribuigao dos di-
versos circulos para a area de contato entre as faces da fis-
sura. Este resultado, combinado com a Eq.(5.18), fornecera a
area de contato total para uma area de fissura unitaria, em

funcdao dos deslocamentos entre as faces da fissura.

Primeiramente, a area de contato para um circu
lo, com um diametro arbitrario D, sera obtida em funcao da a-
bertura da fissura w e do deslocamento de corte A. A distan-
cia do centro do circulo até a face da fissura é simbolizada
por u (Fig. 5.9). Admite-se que o valor de u varia aleatoria
mente no intervalo [0,R]. Para o intervalo [-R,0], o circulo
estara na face oposta da fissura, para a qual as mesmas consi

deracoes sao validas.

Se (w+u)>R, entao para qualquer valor do deslo
camento de corte A, nao aparece area de contato. Se (w+u) <R,

49
Ao A b
LLLLLY M
w
o [ 7777774 TT7777
A B 0 =z

Fig. 5.9 - Posigcao de um circulo atravessado pela fissura
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(a) (b) (c)

Fig. 5.10 - As fases para (w+u)<R: (a) fase de nenhum contato
(0<A<Ay): (b) fase de crescimento de contato (A0<A<&b); (c)
fase de maximo contato (ﬂb<A)

consideram-se dois valores caracteristicos de A. Para A<A,,
ndo existe area de contato. Se Ao<&¢ﬂb, existe uma area de
contato, que aumenta com o crescimento de A. Se a>ab, a area

de contato nao cresce mais. Conforme a Fig. 5.9, os valores

de A e by sao dados por

OA - OB = VR7-u? - /R¥-(u+w)? (5.19)

Do

VR?= (R-w)? = V2Rw-w? (5.20)

=
1}

As projecgoes das area de contato sdo:

- para 0<A<A, (fase de nenhum contato)
a = = — 0 (5-21)

~ para ﬂo<a<ﬁb (fase de crescimento de contato)

ay = VR*=(W?+A%) /4 S, % W = u
2
: Sl (5.22)
a, =3 A - VRE=(wZ+b0%)/d —¥__ YRT=(u+w) 2
Ywi+h?
- para &>&b (fase de contato maximo)
ay = R - (u+w)
(5.23)
a, = /RT—(u+w)?
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Estas equacgOes apresentam a profundidade u co-
mo variavel. Admitindo-se que todos valores de u podem ocor-
rer com a mesma probabilidade, & possivel calcular as mais
provaveis areas de contato médias 5# e EY (fungbes de D, w e
A) .

Assim, se as faces da fissura estao defasadas,
uma em relacao a outra, de (w,A), para qualquer circulo inter
ceptado (D), os valores mais provaveis de ExD e EYU sdo conhe
cidos. Se Dt € o diametro do menor circulo que produz conta
to para determinadas condigoes (w,A), e Dméx € o maior diame-
tro de agregado que aparece na mistura, a area de contato to-
tal, para um comprimento unitario e uma largura unitaria da a

rea de fissura, pode ser calculada como

D

= _ o= _ ,.max - =

Ay = Lay = IDmin n(b) ayD dD t5.24)

= - Dméx —

Ax = Eax = ID ) n(D) an do (5.25)
min

onde n(D) é obtida da Eq. (5.18).

O calculo destas equagdes resulta

- para A<w

Dméx 4

n D

Ay = fw‘+A’ P 7 F(D = ) G1(A,w,D) dD (5.26)
e S max

= Dméx 4 D

Mg = Jyzepr Py 3 Flg——) G2 (4,w,D) db (5.27)

A max
- para A>w

w2 4+A2?

3 - w 4 D
Ay = f2w By & F(ﬁ—f—} Gs(A,w,D) dD +

max
5 (5.28)
max 4 D
* Iw2+&2 pk '.E F('D__:'—, Ga (ﬂ,W;D) dD

W max



w2 +A?
A, =/, " b = Flzgt—) Gul(i,w,D) dD +
% W kom max
Pmax 4 F(=2—) G, (A,w,D) aD
* Jrlwz-t—{.\z P o F B = 2NN
r max
w
onde
-3 2 2 2 A
Gy (A,w,D) =D (vD? = (w? +47%) Wiz ™
we +A
— 2—
= W Ynax umax}
G (N WD) = D_'3 {[A=-VD?= (w?+A%) S S
’ r——~—-w2+&2 max
2 = ) 2 _
+ (uméx+W) vD? /4 (w+umax)
WHlnax
- w /D? /4-w? - D?/4 arcsen ST
- D? /4 arcsen Tg}
%5 2
GB{A:er) =D (D/2—w)
-3 |7 .,
G, (A,w,D) =D (§ D? - w vVD?*/4-w? -
- D?/4 arcsen %?)
Filj = 0,532 (29 _ g,212 (B y% _
D - D_- D -
max max max
- 0,072 (DD_ )8 _ 0,036 (5> L
max max
- 0,025 (52— '°
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max

{5.29)

(5.30)

{5,3%)

(5.32)

(5.33)

(5.34)
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Fig. 5.11 - Areas de contato totais AY e Ax para uma area de
fissura de 1 mm?, em funcao da abertura da fissura w e do des

locamento de corte A

_ 1 vw? (W2 +40%) %= (w2 +A%) [(w?+A%)2=A?D?]
u_ - = = = W + 2(w2+ﬂz) {5.35)

A integracao das expressoes (5.26) a (5.29) e
feita numericamente. A Fig. 5.11 mostra o resultado dos calcu
los, para um concreto com didmetro maximo de agregado de 32
mm e com valor de Py de 0,75.

5.2.2 - Comparacao entre teoria e resultados experimentais

As relacoes entre as tensoes em uma fissura e
os deslocamentos, conforme as expressoes (5.3), sao

g =a (AX - u Ay}
(5.36)

T = By (Ay + 1A
onde Ax e AY dependem da abertura da fissura w, do desloca-
mento de corte A, do diametro maximo dos agregados Dméx e do

volume total de agregados por unidade de volume de concreto
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P)» COmMO expressam as funcoes (5.26) a (5.29). Os parametros
Ou’ resisténcia da matriz, e u, coeficiente de atrito, foram
obtidos por ajustagem de resultados experimentais por Walra-
ven e Reinhardt [112]. Os valores determinados foram

(5.37)
6

Oy = 6139 fg'5 MPa
onde f_ @ a resisténcia a compressao uniaxial do concreto.
Assim, a resisténcia da matriz & algo maior do que a resistén
cia do concreto. Isto era esperado: o ponto fraco do sistema
€ a interface da matriz e das particulas de agregado, onde as
microfissuras iniciam a deterioragao do concreto. Desta manei
ra, a resisténcia do concreto & mais baixa do que a dos seus

componentes.,

Os resultados experimentais encontraram boa a-
proximacao nos valores tedricos. A Fig. 5.12 mostra a compara
cao de valores tedoricos e experimentais para um concreto com

lfcl = 59 MPa, Dhax = 16 mm, e com valores tedricos com P ®

1 (MPa)

10 fw=0, 1
: (+) - w=0,1

L (x) - w=0,2
7 (4) - we,3
6} (V) - w=0,4
5 (%) = w=0,5
4 b (0) - wall,b
{ (o) = w=0,7
3 (V) - w=0,8
2 (I‘») - w:U,Q

(=)

w=1,0

LI 13 ==

r ‘ -4
Ry
4 ¢
3
6
71F
8 w=0,1 0,2 0,

a (MPa)

Fig. 5.12 - Comparacao entre valores experimentais para um

concreto com |fc] =59 MPa, Dsx = 16 mm e valores teoricos
com Py = 0,75, 4 = 0,40 e Upu = 65 MPa
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Fig. 5.13 - Comparacao entre valores experimentais para um
concreto com |fc| = 33 Mpa, D - = 32 mm e valores teoricos

com pk = 0,75, u = 0,40 e Opu = 44 MPa

0,75, u = 0,40 e Opu = 65 MPa. A Fig. 5.13 faz a mesma compa-
ragao para |fc| = 33 MPa, Dméx = 32 mm e com valores teoricos
Py = 0,75, uw = 0,40 e Gpu = 44 MPa.

5.2.3 - Analise paramétrica do engrenamento dos agregados

Como o modelo apresentou boa concordancia com
os resultados experimentais, alguns estudos paramétricos fo-
ram feitos por Walraven e Reinhardt [112], para um melhor en-

tendimento da mecanica do engrenamento dos agregados.

a - 0 papel do coeficiente de atrito entre os agregados e a
matriz

A comparacao foi feita para uma mistura com
|fc] = 40 MPa, D . = 16 mm, p, = 0,75, Opy = 50 MPa e i va-
riando de 0,0 a 0,4, Uma reducao do coeficiente de atrito di

minui as tensdes tangenciais e aumenta as tensdes normais, co
mo mostra a Fig. 5.14.
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Fig. 5.14 - O papel do coeficiente de atrito

b - A contribuicdo das diversas fracdes dos agregados na
transferéncia de tensdoes em uma fissura

A Fig. 5.15 mostra a contribuicao das varias
fracoes dos agregados na transferéncia de tensoes na fissura
para um concreto com lfcl = 32 MPa e Dy * 32 mm. Nota-se
as fragoes de agregados menores perdem importancia a medida
que a abertura da fissura aumenta.
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Fig. 5.15 -~ A participacdo das diversas fracdes dos agregados
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Fig. 5.16 - O efeito do tamanho maximo de

particula dos agregados

c - O efeito de escala dos agregados

Para se ter alguma ideia do efeito de escala
dos agregados, duas misturas foram comparadas. Ambas tinham
as mesmas propriedades, exceto os diametros maximos dos agre-
gados, que eram 16 mm e 32 mm. Os resultados estao na Fig.
5.16 para um concreto com lfcl = 32 MPa. Observa-se que as
tensdes normais ndo sdo tdo afetadas quanto as tensoes tan-
genciais. Esta tendéncia foi confirmada pelos resultados expe
rimentais de Walraven e Reinhardt [112].

5.3 - 0 modelo para os mecanismos de transmissdo de esforcos

através das fissuras com participacdo da armadura

5.3.1 - Generalidades

Nos resultados experimentais de Walraven e Rei
nhardt [112], observa-se que os corpos de prova com barras ex
ternas apresentam um comportamento diferente do comportamento
dos corpos de prova com barras dentro do concreto. Nos primei
ros, a transmissao de esforgos ocorre fundamentalmente atra-
vés do engrenamento dos agregados.
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Fig. 5.17 - Fissuras para diferentes tipos de barras

Nos corpos de prova com barras dentro do con-
creto, a variacdo na rigidez da armadura, em geral, nao alte
ra a forma de abertura da fissura. Isto se verificou nos en-
saios de [112], pvara taxas de armadura variando de 0,56 a
3,34%.

Corpos de prova com aderéncia interrompida jun
to a fissura apresentam um comportamento semelhante aos com
barras externas. Isto se deve ao fato de que as barras nervu-
radas causam uma reducao da abertura da fissura na vizinhanca
das barras, enquanto que com as barras lisas tem-se uma aber-

tura de fissura aproximadamente constante (Fig. 5.17).
5.3.2 - As componentes envolvidas na transmissdo dos esforcos

Em uma peca de concreto armado, a transmissao
de esforgos através das fissuras se processa, basicamente, pe

los seguintes mecanismos:
- pelo engrenamento dos agregados;
- pela rigidez axial da armadura longitudinal;
- pelo efeito de pino na armadura longitudinal.
O engrenamento dos agregados (aggregate inter-

lock) ja foi analisado em detalhes no item 5.2. A transmissio

de esforc¢os pela rigidez axial da armadura longitudinal sera
considerada no item 5.4.3.
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banha

Fig. 5.18 - A flexao da armadura longitudinal

Quando uma peca de concreto armado fissura, as
barras de armadura ficam como pinos ligando os trechos de con
creto separados pelas fissuras. Com o funcionamento da pecga,
ocorrem deslocamentos relativos das faces das fissuras, geran
do a flexdo das barras da armadura (Fig. 5.18). Isto possibi-
lita a transmissao de esforgos de um lado para outro da fissu
ra. Este efeito de pino (dowell effect) pode ser aproximada-
mente descrito pelo modelo de uma viga sobre uma fundagao e-
lastica. Desprezando-se a abertura da fissura como comprimen-

to livre, o esforgo transmitido por este mecanismo é dado por

Fd = f* EI A (5.38)

com

0;25

B=[¢ G/ (4 EI)] (5.39)

onde, A & o deslocamento de corte entre as faces da fissura;
$ e o didmetro e I é o momento de inércia da barra; E é o mo-
dulo de deformacao longitudinal do aco, tomado igual a
210.000 MPa; Gg é o modulo de fundacdo do concreto.

Substituindo na Eq. (5.38) que

I =m ¢*/64 (5.40)

resulta
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Conforme Walraven e Reinhardt [112], o modulo
de fundacao do concreto, Gf, por ajustagem de resultados expe

rimentais, pode ser expresso por

0,5 ,-0,85
= ' .42
G = 34 || A (5.42)
onde f_ € a resisténcia a compressao do concreto. Como esta
relacao foi obtida em funcdao de resultados sem esforc¢o axial
nas barras, Walraven e Reinhardt [112] sugerem, para a expres

sao (5.42), um fator corretor dado por
£ = 0,20/ (w+0,20) (5.43)

Desta forma, resulta para o esforco transmiti-
do por este mecanismo, considerando-se a influéncia da abertu
ra da fissura, do deslocamento de corte, do diametro da barra
e da qualidade do concreto, a sequinte expressao
36 . 1;75 0,38

£,

P, w g5 49690

q / (w+0,20) (5.44)

Comparando os valores obtidos com a Eq. (5.44),
com os resultados dos ensaios de [112], observa-se que este e
feito tem pouca importancia para este caso (Fig. 5.19).

[ |=38 Mpa
C
12
848
10 648
1
g ;;: 498
R Z===n
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" contaibuicae do ededte de pino
2 846
o Lzt aazzzs‘-é 698
A Erroee Bt Hodd B BT 538
§ 0.0 0,2 03 0,6 05 ~—iis

& (mm)

Fig. 5.19 - Contribuicao do efeito de pino da armadura
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5.4 - 0 modelo para descrever o comportamento do concreto ar-

mado fissurado

5.4.1 - Introducao

Analisados os diferentes mecanismos de trans-
missdao de esforgos atravées das fissuras, pode-se estabelecer
um modelo para descrever o comportamento do concreto armado
fissurado. A seguir, sera obtida uma relacdo entre tensoes e
deformacbes para o concreto armado fissurado, conforme propos
to por Bazant e Gambarova [ 15 ] e ampliado por Walraven e Rei
nhardt [112].

5.4.2 - A relacao tensdo-deslocamento para uma unica fissura
5.4.2.1 - Uma fissura no concreto simples

Para a notacao de tensoes e deslocamentos, u-
sa-se n para a direcao normal a fissura e t para a direcao no
plano da fissura. Gn e 5t representam os deslocamentos nas di
regoes normal e tangencial (6n>0; 6n = abertura da fissura,

antes representada por w; 5t = deslocamento de corte, antes
representado por A). As tensOes associadas sao O (tensao
normal) e Topps (tensao tangencial).
As relacgOes entr ; e § a S X -
c e onn' [nt 8 6t sao ex

pressas por

. |
( (5.45)
¢ |

Fig. 5.20 - Direcdes principais n e t
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ou
{o} = [BF'P] (&} (5.46)

siao coeficientes que expressam a
onde, Bnn’ Bnt’ Btt e Btn q P

rigidez da fissura. O indice "cr,p" refere-se a  fissura

(crack) e ao concreto simples (plain concrete). No item 5.2,

L

i O o 1 e 6 8, . De uma manei-
foram obtidas relacgoes entre an’ Tae at Oy

ra generalizada, estas funcoes podem ser escritas como

o = fn(én,ﬁ

§ 9 = 5 5.47
- ) F ft(ﬁn,rt) ( )

t nt

Usando as Egs.(5.47), tomaram-se as seguintes

expressoes para os coeficientes de rigidez da fissura

fn
Bnn =3 4 Bt = 0
& (5.48)
£e
By = 0 P By Y

Estas relacdes sao validas para valores cres-
centes de Gn e lﬁtl, como geralmente ocorre no caso de carre-

gamentos monotonos.
5.4.2.2 - Uma fissura no concreto armado

Conforme foi visto no item 5.3, o comportamen-
to de uma fissura é modificado pela presenca de armadura. Is-
to ocorre pela deformagao axial e pela flexao da armadura que
atravessa a fissura. A transmissao de esforcos axiais, atra-
veés da fissura, pela armadura, sera considerada conforme o
o procedimento descrito no item 5.4.3. Ja o efeito de pino da
armadura que cruza a fissura (dowell effect) & incluido na re

lacao tensao-deslocamento da fissura.

O esforgo transmitido por este mecanismo, atra
vés da fissura, pode ser calculado pela Eq. (5.44), como uma
funcao dos deslocamentos da fissura (Gn,ét). Este esforgo é

distribuido sobre a area de concreto adjacente a barra, obten
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do-se uma tensao correspondente. Assim, tem-se

d = ¢ (5.49)
o ™ fttﬁn,ét)
onde o indice "d" refere-se ao efeito de pino da armadura

(dowell effect).

Deste modo, pode-se estabelecer uma matriz

[Bd], dada por

0 0
89] = £d (5.50)
0 .
t
tal que
23 = R 7 (5.51)

onde, o indice "cr" refere-se a fissura.

A relacdo entre tensOes e deslocamentos na fis
sura €, agora, funcao de dois mecanismos: o efeito de pino e
a interacao matriz-particulas. A soma das tensoes, causadas
pelos dois efeitos, resulta

cry _ (BS¥eT) (5T

{o (5.52)

com

(s %

[B 1 = [8SF'Py . (B9 (5.53)

onde o indice "cr,r" refere-se a fissura (crack) no concreto
armado (reinforced concrete).

5.4.3 - A relacao entre tensdes e deformacoes no concreto ar-
mado fissurado

Seja um elemento de concreto armado fissurado
conforme aparece na Fig. 5.21. A disposicao da armadura pode
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Fig. 5.21 - Elemento de concreto armado fissurado

ser qualquer. O concreto é interceptado por um sistema de fis

suras paralelas de espacamento médio s.

Admite-se que o elemento €& suficientemente
grande em relacao ao espacamento das fissuras e que os esfor-
cos internos variam suavemente. Assim, estes esforgos podem
ser tomados como uniformes ao longo de uma distancia de va-

rias fissuras.

As deformacoes médias, resultantes das fissu-

ras distribuidas, sao

—Cr n —cr _ , —cr g
nn s(e) ! Tnt T nt s (g)

(5.54)

0 indice "cr" indica que somente as deforma-
¢oes, relacionadas diretamente com os deslocamentos da fissu-
ra, sao consideradas. s(e) € o espacamento médio das fissuras
correspondente a um estado de deformacao {c}. O espacamento
médio das fissuras, s(t), depende de diversos fatores:

- da aderéncia do concreto e do ago, que é fungao da conforma
cao superficial das barras da armadura, da qualidade do con
creto e das tensdes no concreto adjacente;

- de elementos geométricos, tais como o didmetro e o espaca-
mento das barras e a cobertura de concreto;

- da resisténcia a tragao do concreto (baixa resisténcia re-
sulta em muitas fissuras), que &, também, influenciada pe-

las tensdes no concreto adjacente.
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Diversos pesquisadores apresentaram expressoes
para determinar o espacamento médio das fissuras. Para uma
fissuracao estabilizada, onde nao se formam novas fissuras, o

Codigo Modelo do CEB, [ 41 ], fornece a sequinte expressao

s. =32 (c+%) + F1 ks p‘ir (5.55)

onde, ¢ &€ o recobrimento da armadura; s € o espacamento das
barras da armadura (s<15¢); ¢ & o diametro das barras; oL é a
taxa de armadura na zona onde as barras podem efetivamente in
fluenciar a abertura das fissuras (até 15¢ no em torno de ca-

da barra) e k,, k, sao constantes tais que:

- k;: dependente da conformagao superficial do aco (igual a
0,4 para as barras de alta aderéncia e a 0,8 para as

barras lisas);
- k;: dependente do tipo de carregamento.

Para tracao simples, o valor adotado para k, €
de 0,25, enquanto que na flexao, este valor é de 0,125.

Ainda segundo o CEB, o alongamento médio na zo
na fissurada, considerando a contribuicido do concreto entre

as fissuras, & expresso por

Em = (1<t) FSl + T ns? (5.56)
onde:
CS1 - € a deformacao na armadura, utilizando-se a rigidez do
estadio I;
832 - € a deformacao na armadura, utilizando-se a rigidez do

estadio II puro;
t - € um coeficiente dado por

a
t=1-81 8 (=57 2 0,4 (5.57)
S

sendo

O, tensao na armadura na secao fissurada, sob a combinacao

das ag¢bes consideradas;
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iy = tensao da armadura correspondente ao carregamento de

fissuracdo, no instante imediatamente posterior;

By — coeficiente caracterizando a aderéncia das barras, igual
a 1/(2,5 ki);

8, - coeficiente representando a influéncia da duracao de a-
plicagao ou repetigao das cargas; igual a 1 para o pri-
meiro carregamento e 0,5 para as cargas aplicadas duran-
te uma longa duracao ou por um grande numero de ciclos

de carregamento.

A formula semi-empirica da Eq. (5.55) da o espa
camento médio das fissuras somente para uma fissuracao estabi
lizada. Para formular as relacgOes tensao-deformagcao para o
concreto armado fissurado, & necessario conhecer o espacamen
to médio das fissuras para estados de carregamento entre a
primeira fissura e a fissuracgao estabilizada.

Walraven e Reinhardt apresentam, em [112], uma
expressao para descrever a evolucdo do espacamento entre fis-
suras, na transicao entre os estados nao fissurado e completa
mente fissurado (estabilizado). A expressdao é a sequinte

E +E
sle ) & 2% DR g (5.58)

nn £ -
nn c6r "

onde € e a deformagdo na qual a primeira fissura aparece
(em torno de 0,0001) e Bosse é a deformacdao média, normal a fis

sura.

Para se obter um modelo simples para cada fis-
sura, divide-se o comprimento s(enn) em duas parcelas: uma ao
longo da qual a aderéncia encontra-se completamente destruida
e em outra, em que o concreto entre as fissuras continua con-
tribuindo para a rigidez da peca. Com este proposito, empre-
ga-se o coeficiente ¢, definido pela Eq.(5.57). Agora, este

coeficiente, para o caso das barras nervuradas, é dado por

[}
£ w7 e f grP > 0,4 (5.59)
Enn
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onde ecn & a deformacdo normal a fissura, considerando a ri-
n

gidez do concreto nao fissurado.

Usando o coeficiente ¢, pode-se escrever que

—Ccr _
“an = % €nn
(5.60)
—-cr _
Ynt = Ynt
Empregando-se as Egs.(5.54), tém-se
8, = % s(ennl B
(S.61)
§. =

t ¢ s(enn) Ynt

Conhecidos os deslocamentos da fissura £n, Gt,
é possivel estabelecer uma relacao constitutiva, usando a Eq.
(5.52), que relacione tensdes e deformacdOes na fissura. Deste

modo
{65} = D7) {5} (5.62)

A matriz constitutiva para a fissura € estabe-
; n—_— - c e
lecida, adicionando-se a [D r], a contribuicao da armadura

que atravessa a fissura. Portanto,

cr,r

[D 1 = %5 &« (5.63)

onde o indice "s" refere-se ao aco (steel).

De forma analoga, para o concreto entre as fis

suras, pode-se estabelecer uma matriz constitutiva da forma
c
p°*T1 = % + [D5) (5.64)

onde o indice "c" refere-se ao concreto entre fissuras.

A forma de obtencao da matriz constitutiva pa-
ra a armadura, utilizada na Eq. (5.63) e Eq. (5.64), sera apre-
sentada no capitulo 7.
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Desta maneira, a matriz constitutiva para o e-

lemento de concreto armado fissurado é dada por
el = [B-z PP by SR (5.65)

As Figs. 5.22 e 5.23 apresentam resultados ob-
tidos com a utilizacao deste procedimento para o caso de um
tirante de concreto armado, para diferentes taxas de armadu-
ra, empregando-se, respectivamente, barras lisas e nervura-

das.
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Fig. 5.22 - Curvas tensao x deformacdo média na
armadura em um tirante com barras lisas
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Fig. 5.23 - Curvas tensao x deformacao média na

armadura em um tirante com barras nervuradas



6 - A FLUENCIA E A RETRACAO DO CONCRETO

6.1 - Conceitos basicos

Uma peca de concreto, colocada ao ar livre, so
fre, durante o processo de endurecimento, uma diminuigao de
volume, que é denominada de retracdao. A fluéncia é definida
como o aumento das deformacdes especificas, ao longo do tem-
po, devido a tensOes permanentes, que atuam sobre o concreto.

No estudo das estruturas de concreto, a consi-
deracao da fluéncia e da retracao € necessaria, pois suas in-
tensidades sao da mesma ordem de grandeza das deformacgoes e-
lasticas, nas tensOes usuais. A fluéncia e a retracao depen-
dem, entre outros fatores, da umidade e da temperatura ambien
tes, das dimensOes da peca, da composicao do concreto e da ve

locidade de endurecimento do cimento.

6.2 - O comportamento uniaxial do concreto ao longo do tempo

6.2.1 - Generalidades

No presente trabalho, adotou-se o procedimento
da norma brasileira NBR-7197 - "Projeto de estruturas de con-
creto protendido" [ 4 ], para avaliacdo das deformacGes por
fluéncia e retracao do concreto ao longo do tempo. Este proce
dimento tem validade apenas para o concreto submetido a ten-
soes dentro da faixa de utilizacio.
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Neste item, considerar-se-ao deformacoes em u-
ma unica direcao. Mais adiante, estes conceitos serao genera-

lizados para mais de uma dimensao.
6.2.2 - A fluéncia
6.2.2.1 - Hipocteses

No dominio das tensoes de utilizacao, as defor
macoes por fluéncia, devidas a tensOes aplicadas em dois ins-
tantes diferentes, sdo consideradas como aditivas (hipotese
da superposicao de efeitos). Desta hipotese, tem-se que a de-
formacao por fluéncia, sob tensao constante, esta ligada li-

nearmente a tensao.

Referindo-se, convencionalmente, a deformacao
inicial para uma peg¢a carregada a 28 dias, define-se o coefi-
ciente de fluéncia, ¢ (t,ty), pela equacgao

0o

Ecc(t,to) =5 d(t,to) (6:1)
Ca2s

onde:

ecc(t,tu) - € a deformacdo por fluéncia, no instante t, sob

tensao constante o,, aplicada no instante t,;

Ec25 - & o modulo de deformagao longitudinal secante do con-
creto a 28 dias; adota-se para este modulo o valor i-
gual a 0,9 do modulo de deformacao longitudinal, Ec ¥
definido no item 8.2,5 da NBR-6118 [ 5 ], com j igual a

28 dias.

A deformagao total, no instante t, sob tensao
constante (a deformacdo inicial no instante t mais a deforma-
cao de fluéncia), é dada por

(Ir{t,tul

S ) (6.2)

{trto) = 0y (
Ec(to) ECZB

Ec,total

onde Ec(tu) € o modulo de deformacdo longitudinal inicial a
uma idade t,.
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O termo

4’(trt0)
+ (6.3)

E
Czs

q’(trtl}) =

representa a deformacao total do concreto, no instante t, sob

tensao constante unitaria e & chamado de funcao de fluéncia.
6.2.2.2 - A determinacao do coeficiente de fluéncia

A deformagao por fluéncia do  concreto (rcc)
compde-se de duas parcelas, uma rapida e outra lenta. A fluén
cia rapida (Ecca) € irreversivel e ocorre durante as primei-
ras 24 horas apés a aplicacao da carga que a originou. A flu
éncia lenta, por sua vez, € composta por outras duas parce-
las: a deformacao lenta irreversivel (accf) e a deformacao

lenta reversivel (c ). Assim,
ccd

£ = € + € + E (6.4)

O coeficiente de fluencia pode ser determinado

através da expressao
DlEta) = 0, + bg, [Be(E)=Bo(ta)] + 0y, B, (t-ts)  (6.5)

onde:

t - @ a idade do concreto no momento considerado, corrigida
segundo o item 6.2.4;

to - € a idade do concreto no momento em que a peca foi carre
gada, corrigida segundo o item 6.2.4;

¢a - €@ o coeficiente de fluéncia rapida, determinado pela ex-
pressao

fc(tn)
$_ =0,8 [1 - (6.6)

1)
a
fC(tw)
sendo fc(tﬂ)/fc(tm)' a funcao de crescimento da resistén
cia do concreto com a idade; esta funcio esta apresenta-
da na Fig. 6.1 e pode ser calculada por
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FcB) gt (ts42) .73
E_(E.)) 7 (9t+40) (£+67) '

be = bg -¢f - & o coeficiente de deformacao lenta irreversi
a 2
vel;
¢f - & um coeficiente que depende do meio ambiente e e
1

dado na Tab. 6.1; para um concreto, que apresenta
uma abatimento entre 5 e 9 cm, este coeficiente

pode ser determinado através da expressao

¢f1 = 4,45 - 0,035 U (6.8)

sendo U a umidade relativa do ar do ambiente em
que a pega de concreto se encontra; os valores ob
tidos da Eq. (6.8) devem ser reduzidos de 25% para
os concretos com abatimento entre 0 e 4 cm e au-
mentados de 25% para os concretos com abatimento

entre 10 e 15 cm;

¢f2 - € um coeficiente que depende da espessura ficti-

cia, h determinada conforme o item 6.2.5; a

fipt
variacao deste coeficiente & apresentada na Fig.

6.2 e pode ser calculado pela expressao

42+hfic
) i i WIS (6.9)
fz 20+hfiC
sendo hfic dado em centimetros;

Bf - € a fungdo correspondente ao desenvolvimento no tempo da
deformagao lenta irreversivel (Fig. 6.3); o valor desta

funcao e dado por

_t* + At + B
Bf(t] R T e st (6.10)
sendo
A =42 h’ - 350 h? + 588 h + 113
B = 768 h® - 3060 h? + 3234 h - 23
(6.11)

C=-=200 h’ + 13 h? + 1090 h + 183
D = 7579 h’ - 31916 h? + 35343 h + 1931



FLUENCIA RETRACAO

L
¢f1 10 xesl

AMBIENTE UMIDADE ABATIMENTO DE ACORDO COM O MB-256 Y
(cm)

0-4 5-9 |10-15| 0-4 5-9 10-15

NA AGUA - o,6 | 0,8 1,0 | +#1,0 | +1,0 [ +1,0 | 30,0

EM AMBIENTE MUITO OMIDO
IMEDIATAMENTE ACIMA DA 90% 1,0 1.3 1;6 -1,0 -1,3 -1,6 5,0
AGUA

AO AR LIVRE, EM GERAL 70% 1,5 | 2,0 | 2,5 | =2,5 | 3,2 | ~4,0 1,5

EM AMBIENTE SECO 40% 2.9 3,0 3,8 -l 0 -5,2 | -6,5 1,0

Tab. 6.1 - Coeficientes para fluéncia e retracao

76
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A %,

0 o hf. (mm)
<50 200 400 600 800 21500 =

Fig. 6.2 - Influéncia da espessura ficticia
na deformacao lenta irreversivel
= = 6; para va-
onde h hfic (em metros), se 0,05 = hfic 15 P
lores de hfic fora deste intervalo, adotam-se o0s extre-

mos correspondentes;

oq ~ é o coeficiente de deformacdo lenta reversivel, conside
o0
rado igual a 0,4;
B, — & a funcao correspondente ao desenvolvimento no tempo da

d
deformacao lenta reversivel (Fig. 6.4); o valor desta

fungao pode ser calculado pela expressao

_ E-t,+20
Bd(t-ta) ® TFE.3 70 (6.12)
Conforme proposta de Grootenboer, Leijten e

Blaauwendraad, em [ 60 ], a Eq.(6.12), que da o desenvolvimen-
to no tempo da deformacao lenta reversivel, & substituida pe-
la expressao

— ol =ty ) (6.13)

Ainda segundo [ 60 ), recomenda-se que o fator
6 seja tomado igual a 0,09. O emprego desta expressdo permite
que a deformagao lenta reversivel seja completamente determi-

nada a partir do estado atual de tensdes e da deformacao len-
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Fig. 6.4 - Desenvolvimento no tempo
da deformacao lenta reversivel
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sobre a retracao
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ta reversivel, que tenha ocorrido até o inicio do periodo con

siderado. Nao e, assim, necessario guardar a historia de

tensoes.

6.2.3 - A retracao

A deformacao especifica de retracao, que se de

senvolve em um intervalo de tempo (t-t,), & dada por
_ = (6.14)
Ecs(t't°) Ccsm[Bsit) letg)]
onde
£ = € € - @ o valor final de retragao;
CSm S S»
B B é um coeficiente que depende da umidade relativa
1
do ar e da consisténcia do concreto (Tab. 6.1);
E.. = é um coeficiente que depende da espessura ficti-
z

cia da peca (item 6.2.5 e Fig. 6.5);

Bs - & a fungdo correspondente ao desenvolvimento da retragao
no tempo (Fig. 6.6); depende da espessura ficticia da pe
ca (item 6.2.5);

t - @ a idade do concreto no momento considerado, corrigida
segundo o item 6.2.4, empregando-se a=1 em todos os ca-

S0S;

to - € a idade do concreto a partir da qual a influéncia da
retracao é considerada, corrigida segundo o item 6.2.4,

empregando-se «=1 em todos os casos.

O coeficiente €Eg,+ Para o caso de um concreto
1
com consistencia correspondente a abatimentos entre 5 e 9 cm,
é dado por

c10% = _ U U’
g, 10" = = 6,16 - 237 + 7550

(6.15)

sendo U a umidade relativa do ar ambiente. Os valores calcu-
lados com a Eq. (6.14) devem ser reduzidos de 25% para os con-
cretos com abatimento entre 0 e 4 cm e aumentados de 25% para

O0s concretos com abatimento entre 10 e 15 cm.
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O coeficiente € é dado por

33 + 2 hfic e
€ = (6.1
S, 20,8 + 3 hfic
onde h é a espessura ficticia em centimetros (item 6.2.5k

fic
0 valor da funcao correspondente ao desenvolvi
mento da retracao no tempo, Bs{t), pode ser calculado atraveés

da expressao

t t o
(=)} + A (m)z + B (100)

100

it E {T%ﬁpa + C ‘T%ﬁ)z + D (T%ﬁ) + E i
onde:
A = 40
B =116 h® - 282 h? + 220 h - 4,8
c=2,5h®-28,8h+ 40,7 (6.18)
D=-75h?4+ 585 h? + 496 h - 6-8
E = 2030 h® - 4940 h" + 2880 h® - 14,8 h* + 10,7 h - 0,52

sendo h=hfiC (em metros), se 0,05:h £1,6; para valores de

fie
hfic fora deste intervalo, adotam-se os extremos corresponden

tes.

O CEB, em [ 43 ], apresenta expressoes alterna-
tivas para a determinacao dos valores das fungoes e coeficien
tes de fluéncia e retracao descritos anteriormente. Estas ex-
pressoes est3o transcritas no anexo B deste trabalho.

6.2.4 - Idade corrigida

A idade real do concreto deve ser corrigida,
para que se possa levar em conta a temperatura ambiente e o

tipo de cimento. Considerando-se cada periodo real At ., ho

ef,i
curso do qual a temperatura média ambiente é Ti' a idade cor-

rigida é obtida pela relacdo
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T.+10

t =0 % {— At } (6.19)
1.

of i

onde:

n — @ um coeficiente dependente da velocidade de endurecimen-

to do cimento, dado pela Tab. 6.2;

T. - & a temperatura média diaria do ambiente, em graus centl
i

grados;

At e 5 = & o nimero de dias em que a temperatura diaria meédia
ef,i

teve o valor Ti'
6.2.5 - Espessura ficticia da peca

A espessura ficticia é definida por

2 A
c
u

h.. =y

6.20
fic ( )

onde:
Yy - & um coeficiente que depende do meio ambiente (Tab. 6.1);

A, - é a area da secgao transversal da peca;

u - € a parte do perimetro externo da segao transversal da pe

ca em contato com o ar.

0 quociente entre a area da segao transversal
pelo perimetro externo da seg¢ao em contato com o ar, na Eq.
(6.20), pode ser substituido, conforme a conveniéncia, pela

relacdao entre o volume e a superficie exposta da pega, como
sugerem Hansen e Mattock, em [ 61].

6.2.6 - Formulagdao geral

Para se considerar que a tensao no concreto
varia ao longo do tempo, aplica-se o princinio da superposi-

cao de efeitos. A deformaciao total no concreto sera

- para uma variacao continua da tensio

i B 3
€c,total (Erto) = € (£) + 00 @(t,t0) + S @(t,7) do(r) (6.21)



CIMENTO
FLUENCIA

RETRACAO

DE ENDURECIMENTO LENTO AF 250, AF 320,
POZ 250, POZ 320, MRS, ARS

DE ENDURECIMENTO NORMAL
Ccp 250, Cp 320, CP 400

DE ENDURECIMENTO RAPIDO
ARI

AF - ALTO FORNO
ARI - ALTA RESISTENCIA INICIAL

ARS - ALTA RESISTENIA A SULFATOS

CP - CIMENTO PORTLAND

MRS - MODERADA RESISTENCIA A SULFATOS
POZ - POZOLANICO

Tab. 6.2 - Valores para o coeficiente «

ol



103

- para variacdes descontinuas da tensao:

= o(t,t £ d(e,t.) Boft,) (6.22)
Ec,total(t’tD) Bl + O (tyky) # i (B gy ;
onde:
e, (t) - & a deformacido independente da tensdo (retracao);

¢ - & a funcao de fluéncia;

Ao(ti) - & a variacao da tensao no instante ti:
do (1) - é a variacdo da tensdao em um intervalo infinitesimal
de tempo.

6.3 - O comportamento multiaxial do concreto ao longo do tem-

2424

A fluéncia, sob solicitacao uniaxial, manifes-
ta-se ndao apenas na direcdo axial, mas, também, nas diragoes
ortogonais. Portanto, sob tensoes multiaxiais, em qualquer di
recao, surge uma fluéncia devida a tensao aplicada nessa dire
cao, e, ainda, uma outra, devida ao efeito de Poisson das de-
formagdes de fluéncia, nas duas diregbes normais. Gopala-
Krishnan, Neville e Ghali, em [57 ], determinaram que o coefi
ciente de Poisson de fluéncia para o concreto nao varia siste
maticamente com o tempo. Estabeleceram, também, que este coe-
ficiente, sob compressao multiaxial, é menor que o coeficien-

te de Poisson elastico e seu valor encontra-se entre 0,09 e
0,17

Neville, em [86 ], afirma que os resultados ex
perimentais sugerem que, no caso multiaxial, o desenvolvimen-
to das deformagbes de fluéncia, em cada direcao, € uma funcao
do estado de tensado total do elemento considerado. Isto impli
caria na necessidade de um modelo extremamente complexo para
descrever a fluéncia no concreto. Na falta deste modelo, ado-
tou-se neste trabalho, uma extensao dos conceitos para a flu-
éncia uniaxial, apresentados no item anterior, para o estudo
da fluencia multiaxial do concreto.
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Deste modo, a Eq.(6.1), valida para uma solici
tacdao uniaxial, é generalizada, para o caso multiaxial, atra-

vés da expressao

(egoltito)} = dlt,t0) [C 1 {0y} (6.23)

onde:

{1cc{t,t0)} - @ um vetor que contém as componentes da deforma
cao de fluéncia, no instante t, sob tensao cons

tante, aplicada no instante t;
$(t,ty) - &€ o coeficiente de fluéncia;

{0} - € um vetor que contém as componentes de tensao, aplica
das no instante t,;

[C ] - & a inversa de uma matriz constitutiva, que, para o

Czg
caso tridimensional, & dada por
1 Vo -ucc 0 0 0
“Noia 1 —vcc 0 0 0
: o - 1 0 0 0
[CC;ga]:Ec
28
0 0 0 2(1+vCC) 0 0
0 0 0 0 2(1+v_ ) 0
cc
0 0 0 0 0 2(1+v_ )
cc
(6.24)

sendo Ecza o médulo de deformagdo longitudinal secante do

concreto a 28 dias e vcc o0 coeficiente de Poisson de fluén-
cia para o concreto, referido anteriormente.

Para verificar a validade deste modelo, compa-
raram-se seus resultados com os valores experimentais de Gopa

lakrishnan, Neville e Ghali [ 57]1. A Fig. 6.7 mostra dois con
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(a) biaxial;

(b) triaxial

tempo sob compressio
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juntos de curvas tempo-deformagao de fluencia, obtidos por es
tes investigadores, para cubos de concreto submetidos a com-
pressdao multiaxial [(a) compressdo biaxial e (b) compressao
triaxial]. Nestas figuras, aparecem, também, as curvas de flu
éncia uniaxial, correspondentes a uma das tensOes. A compara-
cao & feita, na Tab. 6.3 e na Tab. 6.4, para os casos biaxial
e triaxial, respectivamente. Observa-se que os valores experi
mentais encontram-se sempre dentro do intervalo calculado a-
través do modelo proposto, usando coeficientes de Poisson de
fluéncia de 0,09 e 0,17. Admite-se que adotando um coefi-
ciente de Poisson de 0,13 (valor médio entre 0,09 e 0,17),
o erro cometido sera pequeno, frente as imprecisdes intrinse-

cas da analise de pecas de concreto armado.

Para levar em conta a retragao, nc caso multia
xial, estabelece-se que, em cada ponto, as deformagdes princi
pais de retracao sdo iguais ao valor da deformacdo especifica

de retracao, calculada conforme o item 6.2.3.

Neste contexto, o acréscimo de deformacao no
concreto com o tempo, {e,}, para tensio variavel, determinado
no caso uniaxial no item 6.2.6, passa a ser dado atraves da
expressao

{eo} = e ()} + 0(t,t0) [C_ 1 log} +
Cas
(6.25)

+ E ¢{t,ti] [CCZBJ {&n(ti)}

onde:

{cn{t)} - € o vetor com as deformagdes independentes das ten-
soes (vetor com as deformacdes de retracao) ;

¢ - & o coeficiente de fluéncia, calculado conforme o item
6.2.2;

[Cczs] - € a inversa de uma matriz constitutiva, definida pe-
la Eq. (6.24);

{oo} - @ o vetor de tensio, aplicado no instante t;;

{Au(ti)} - € o0 vetor da variacao das tensdes no instante t; .



UNIAXIAL BIAXIAL
e _+10°
_ cC
TEMPO DIRECAO o ‘o o

MODELO (v_ )

(MPa) +10° (MPa) BAPERL o8
MENTAL 0,09 0,13 0,17
1 =P8 -196 <Y -183 -186 -181 =177
10 DIAS 2 0 = 7,4 -90 -96 -88 -80
3 0 - 0 +48 +28 +40 +53
1 =12, B -245 =12,8 -228 <232 =227 <]
20 DIAS 2 0 - =7 .4 -112 -120 -110 -100
3 0 e 0 +59 +35 +50 +60

Tab. 6.3 - Comparacao do modelo proposto com resultados
biaxial [ 57 ]

experimentais de compressao

LOL



UNIAXIAL TRIAXIAL
e _+10°¢
TEMPO DIRECAO v
0] E a
C cC C
(MPa) «10°¢ (MPa) EXPERI MOREID. 190l
MENTAL 0,09 0,13 0,17
1 0 - -13,0 -225 =225 -209 -193
25 DIAS 2 -13,5 =271 -13,5 -234 =226 -220 -204
3 0 - -6,5 -53 -83 -61 -40
1 0 - -13,0 -259 =261 -243 =224
50 DIAS 2 -13,5 -315 -13,5 —~273 -274 -256 -238
3 0 - -6,5 -66 -96 0 -47

Tab. 6.4 - Comparacao do modelo proposto com resultados experimentais de compressao
triaxial [57 ]

g0l
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6.4 - A determinacao das deformacdes devidas a fluéncia e a

retracao em pecas de concreto armado

Quando ocorrem fluéncia e retracao em pecas ar
madas de concreto, a armadura, devido a aderéncia, também so-
fre estas deformagbes e fica, por isso, submetida a tensodes a
dicionais. Pelas condigdes de equilibrio, ha uma redistribui-
cao interna de esforgos e, em geral, as tensoes no concreto

diminuem e no ago aumentam.

Para considerar esta variacao das tensdes & em
pregado o principio da superposicao de efeitos, conforme a
Eq. (6.25). Deste modo, o periodo t, até t, referente ao tem
po de atuacao do carregamento, € dividido em varios interva-
los (to, ti, t2, ..., t), ao longo dos quais as tensoes sao
consideradas constantes. O efeito das tensdes iniciais, {04},
para a avaliacao das deformagdoes, € considerado no intervalo
t, atée t; o efeito do acréscimo de tensao {Ao(t,)} e consi-
derado no intervalo de tempo t, até t, e assim, sucessivamen
te.

Pcr ser a variacao das deformacdOes mais acen-
tuada no periodo que se segue a aplicacao da carga, Galgoul,
em [ 53], determinou que uma subdivisdo logaritmica para o in
tervalo seria mais adequada. Estabeleceu, ainda, que cinco in
tervalos de tempo conduzem a uma solucao com a aprcximacao ne
cessaria.

Ao introduzir as deformacoes devidas a fluén-
cia e a retracdo sdo necessarias algumas alteracbes no algo-

ritmo de solucao. O equilibrio global do sistema passa a ser
dado por

{P} + {Py} = [K] {u} (6.26)

onde {P,} e um vetor de cargas nodais ficticias, obtido das
deformacoes de fluéncia e de retracao do concreto.
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Chamando de {e;,} o vetor contendo as deforma
coes de fluéncia e retracdo para um ponto genérico no concre-
to, o vetor de cargas nodais ficticias para um elemento, {p;
€ dado por

t

{po} = /., [B] (D] {eo} aAv (6.27)

\Y
sendo [B] a matriz que relaciona deformac¢oes e deslocamentos
nodais do elemento e [Dc] a matriz constitutiva do concreto.
0 vetor {P,} resulta do somatorio das contribuicdes dos diver

sos elementos.

As deformacdes de fluéncia e de retracao nao
produzem diretamente tensdes no concreto. Por isso, para ava-
liacao da rigidez devida ao concreto, desconta-se do valor da
deformagao total, obtida a partir do vetor de deslocamentos,
{U}, a parcela de deformacdo, que foi originada diretamente
pela fluéncia e retracdo. Para o aco, emprega-se a deformacao
total.



7 - O PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA O ESTUDO DE ESTRUTURAS DE
CONCRETO ARMADO

7.1 - Introdugao

Neste capitulo, sera feita uma descrigao sucin
ta dos fundamentos do programa computacional, desenvolvido no
presente trabalho, para o estudo de estruturas de concreto ar
mado. O programa & baseado no método dos elementos finitos, u
sando um modelo compativel (método dos deslocamentos). Assim,
a analise efetuada por este programa, pode ser subdividida em
etapas, conforme esta apresentado no fluxograma da Fig. 7.1.

Por se tratar de uma analise nao-linear, isto
€, a rigidez da estrutura & funcao de seu estado de deforma-
¢do, € preciso utilizar algoritmos especiais, que envolvem a
solucao de sucessivos problemas lineares. Estes algoritmos se

rao discutidos no item 7.2.

A apresentacgao, neste capitulo, limitar-se-a a
etapa de determinacao das matrizes de rigidez dos elementos.
As demais fases em nada diferem daquelas dos programas compu-
tacionais tradicionais, para a analise de estruturas, através
do método dos deslocamentos.
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INIC10

ENTRADA DE
DADOS

CALCULO DAS MATRIZES
DE RIGIDEZ DOS ELEMENTOS

1

MONTAGEM DO SISTEMA
TOTAL DE EQUACOES

l

INTRODUCAO DAS CONDICOES
DE CONTORNO

SOLUCAO DO SISTEMA
DE EQUACOES

|

CALCULO DE DEFORMACOES
E DE TENSOES

l

SATDA DOS
RESULTADOS

FIM

Fig. 7.1 - Fluxograma de um programa computacional para a ana

lise de estruturas pelo método dos deslocamentos
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7.2 - Os algoritmos para a solucao do problema

A obtencdo dos deslocamentos de uma estrutura,
correspondentes a um dado carregamento, via metodo dos deslo-

camentos, envolve a solucao de um sistema de equacoes do tipo
{p} = [K] {U} (7.1)

onde, {P} & o vetor de cargas nodais; [K] & a matriz de rigi-
dez total da estrutura e {U} & o vetor de deslocamentos no-
dais incognitos. Tem-se um problema nao-linear, por ser a ma-
triz de rigidez dependente dos deslocamentos. Existem diver-
sos métodos para a resolucao deste sistema nao-linear de equa
coes, embora, basicamente, a maioria destas técnicas numeri-
cas possa ser dividida em dois grupos: a dos métodos incremen
tais e a dos métodos iterativos. Os métodos incrementais nao
satisfazem necessariamente as condig¢oes de equilibrio, enquan
to os métodos iterativos verificam o equilibrio a cada esta-
gio de carga. A fim de facilitar o entendimento dos algorit-
mos, descreve-se, a seqguir, a solugao empregando a rigidez
tangente e a rigidez secante, ainda que o programa desenvolvi

do utilize apenas esta ultima.
7.2.1 - Solucao via método incremental

Usando a rigidez tangente, o algoritmo incre-
mental obedece o seguinte procedimento:

- a partir do estado de deslocamento inicial, {U,}, determi-

na-se a matriz de rigidez inicial tangente, [K?];

- obtem-se o incremento de deslocamentos, {AU,}, corresponden

te ao incremento de carga, {AP}, através da expressao
(aUy} = (k2177 {ap) (7:2)
- calculam-se os novos deslocamentos por

{01} = {Ug} + {AU;} (7.3)
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- com o novo estado de deslocamento, {U;}, determina-se uma

nova matriz de rigidez, [K?], e repete-se o procedimento

dos passos anteriores;

- em uma etapa genérica i, tém-se os seguintes passos

= kT -1 7.4
{au} = (K]_,17" (ap) (7.4)

{u,} = {u,_,} + {a0,} (7.5)

i

Na Fig. 7.2, o método incremental é apresenta-
do esquematicamente. Diminuindo-se o incremento de carga,
{aAP}, tende-se a solucdo exata. Utilizando-se a rigidez secan

te em vez da tangente, tém-se, para uma etapa genérica i, que

(e} = (p,_,} + {ap) (7.6)
S -1
{Ui} = [Ki—1] {Pi} (7.7)

7.2.2 - Solucgao via metodo iterativo

Usando o método de Newton-Raphson e empregando
a rigidez tangente, tem-se, para o algoritmo iterativo, o se-

guinte procedimento:

- calcula-se a matriz de rigidez inicial tangente, [K?], em
funcao do estado de deslocamento inicial, {Up};

- estabelece-se que o vetor inicial de forcgas nao equilibra-
das, {AF,}, @ o proprio vetor de cargas, {P}, e obtém-se o
incremento de deslocamentos correspondente, {AU;}, atraves
da expressao

1

(AU} = (K1~ {AF,) (7.8)

- determinam-se os novos deslocamentos por
{Ul} = {Uo} + {ﬂUl} (7.9)
- com o novo estado de deslocamento, {U;}, determinam-se uma

nova matriz de rigidez [K?] e o vetor de forgas nodais e-
quilibradas {F53};
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- calcula-se o novo vetor de forcas nao equilibradas, {aF, 1},

em funcao do vetor de forcas nodais equilibradas
(AF,)} = (P} - {F§) (7.10)

- repete-se o procedimento dos passos anteriores ate a conver
géncia;

- em uma etapa genérica i, tém-se 0s seguintes passos

- (k¥ 177 7.11
{au, ) = (Kj_417 " {8F; 4} ( )
- .12
{u;} = {u,_,} + {80y} (7.12)
(aF,} = {p} = {FS9} (7.13)
i x

Este algoritmo iterativo é apresentado esquema
ticamente na Fig. 7.3. Usando-se a rigidez secante, em lugar

da tangente, tem-se, para uma etapa genérica i, que

S

-1
i-q] (P} (7.14)

{Ui} = [K

onde a matriz de rigidez secante, [K§_1], é calculada em fun

Y

cao dos deslocamentos da etapa anterior, {Ui_1

7.3 - Calculo das matrizes de rigidez dos elementos de con-

creto armado

7.3.1 - Fundamentos

Neste trabalho, considera-se a existéncia de
deslocamentos finitos. Assim, a determinacao da matriz de ri-
gidez envolve a utilizacao de relacoes deformacées—deslocameg
tos ndo-lineares. As relacdes deformacSes-deslocamentos empre
gadas, calculadas para a configuracao indeformada (referen-
cial Lagrangiano), sao dadas, conforme Fung [ 50 ], por
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o 2w

_ v 1 CALOE! V)2 (Qﬂ)z]
ey =3y * 2 Ly’ * by Dy
2w 12y, V)2 LAY
€2 T3z ' 2 ()7 + 32 (3z)°]
(7.15)
_du _3v _dudu 3V Iv  Ow 3w
Yy = 3y T 9x T 9x Ty T Ox dy © 9x 9y
_%u . Bw . Ju Bu . ov 3v W OW
Yyz =3z T 9x T 9x 9z T 3x 0z = 9x 9z
_3v 3w  dujdu v 3y 3w W
Yyz = 3z * By T Jy 3z T Ty 9z 7 9y 9z

No processo de obtencao da matriz de rigidez,
estas relacdes deformacoes-deslocamentos sao "linearizadas" ,
com a introducdo dos valores dos deslocamentos correntes, da

forma exposta nos itens seguintes.

A matriz de rigidez de um elemento de concreto
armado e obtida pela adicao de duas matrizes de rigidez de
mesma dimensdo, uma correspondente a armadura e outra corres-
pondente ao concreto. Estas matrizes de rigidez sao determina
das, em cada etapa, em funcdo do estado de deformacao, que O
elemento apresenta.

7.3.2 - A matriz de rigidez para a armadura

A entrada de dados do programa, por simplifica
gao, e feita separadamente para os elementos de concreto e pa
ra as barras de armadura. Dentro do programa, as barras de ar
madura sao divididas segundo a malha de elementos de concre-
to. Assim, em uma etapa inicial, determinam-se o0s segmentos

das barras contidos dentro de cada elemento de concreto.

A obtencao da matriz de rigidez para a armadu-
ra segue, entao, o processo proposto por Zienkiewicz,
Phillips e Owen [117] e desenvolvido por Souza [106]. Admi-

te-se que a armadura resista apenas a esforgos axiais e que
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os deslocamentos de qualquer ponto da barra sao iguais aos do
elemento de concreto na mesma posigdo. Deste modo, a barra de
armadura pode ser arbitrariamente colocada dentro do elemento
de concreto, sem introduzirem-se incognitas adicionais ao pro

blema.

Seja um elemento finito de concreto armado com
n nos, contendo elementos unidimensionais de armadura com m
nos cada um, referido a um sistema de coordenadas cartesianas
X,Y,2 e a um sistema normalizado ¢(,n,t (Figs. 7.4 e 7.5). As
coordenadas cartesianas de um ponto, no interior deste elemen

to, podem ser obtidas através das expressoes

=
I

Ni(ﬂ,n,c) xi

k<
1}

Ni(g,n,g) Yy (7.16)

N
1]

Ni(é.n,c) z,;

onde Ny é a funcdo de forma correspondente ac no i do elemen

to, de coordenadas cartesianas xi,yi,zi.

Na forma matricial, as Egs. (7.16) resultam

[ &
X fx.
4 A
vy p=m4y, | (7.17)
2 AR
\ ) 1

onde [N] é uma matriz que contém as fungoes de forma.

De modo analogo, os deslocamentos, em um ponto
deste elemento, sado obtidos a partir dos deslocamentos nodais

S P L
{*Vys¥yr POK
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Fig. 7.4 - Elemento de concreto referido a um sistema de coorde

nadas cartesianas X,y,z € a um sistema normalizado £,n,¢
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Fig. 7.5 - Elemento unidimensional de armadura contido em um e-
lemento de concreto e referido a um sistema normalizado de coor

denada ¥
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u ui

v 'V = [N] { vy | (7.18)
|

LY i

As coordenadas cartesianas de um ponto, sobre
um segmento de armadura, dentro deste elemento de concreto,
podem ser expressas em funcao da coordenada normalizada ¥ do

elemento unidimensional, por

X = Hj(x) xj

= V. (7.19)
y J()() YJ

= H. z.
2 j(x) 3

onde Hj & a funcdo de forma correspondente ao no j do elemen

to unidimensional, de coordenadas cartesianas xj,yj,zj.

Matricialmente, as Egs. (7.19) podem ser escri-

tas como
( P s 9
X.
> J
£ ¥ pa [H A ”-}j : (7.20)
Z.
| “ L %3

onde [H] & uma matriz que contém as func¢oes de forma H..

Define-se um sistema de eixos cartesianos orto
gonais 1,2,3, tal que a direcao 1 seja coincidente com o eixo
da barra na posicao indeformada. As componentes de deslocamen

to, para um ponto arbitrario do elemento de armadura, segundo
este sistema, sao dadas por



122

f [~ £ r
qi cos (1,x) cos(1,y) cos(1,2z) u ]

< do = cos (2,x) cos(2,y) cos(2,z) v N T (7.21)
qs L-cc>s(3,x) cos (3,y) cos(3,z) W J

\ = %

onde u,v,w sdao os deslocamentos no ponto considerado, nas di
recoes dos eixos cartesianos x,y,z; a matriz de rotacao e com

posta pelos cossenos diretores do sistema 1,2,3 em relacao ao
sistema x,y,z.

Substituindo a Eq. (7.18) na Eq. (7.21), resulta

( ) i
d: r-cc>s(1,,:-c) cos(1,y) cos(1,z) ( u. 1
|
{ g2 } = cos(2,x) cos(2,y) cos(2,z) [N] Vi (7.22)
|
q3 cos(3,x) cos(3,y) cos(3,z) | ¥y j

A deformacao, em um ponto da barra de armadu-
ra, conforme as Egs. (7.15), & obtida por

e = Sy 2 S . &y @)

ds =1 ds (7.23)

onde s € a coordenada curvilinea, que descreve o eixo da bar

ra.
Aplicando a regra da derivacao em cadeia, tem-

-se que

dg dg, dy 2 dqgq

i

NS i i N (7.24)

ds dx ds 2 dy
onde ¢ e o comprimento do segmento de barra de ago, dentro

do elemento de concreto.
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Assim, a Eq.(7.23) pode ser escrita como

2 1 dqy, 4 1dg, 4 1dgs d (7.25)
€=E{“+§“éqs"dx 2 ds dy stdx}‘q’ir

A Eq.(7.25) & "linearizada", calculando-se as
derivadas dq./ds, dg./ds, dqs;/ds em funcao dos valores cor-
rentes dos deslocamentos. Substituindo-se a Eq.(7.22) na Eq.

(7.25), resulta uma expressao do tipo

t
€ = {BS} 7 vy \ (7 26)

sendo {BS} um vetor que relaciona a deformacao axial do ele-
mento de barra com os deslocamentos nodais do elemento de con
creto. A obtencao do vetor {BS}, especifica para cada proble-

ma, sera apresentada nos proximos capitulos.

Desta forma, a matriz de rigidez corresponden-

te a este segmento de armadura, pode ser expressa por

ES As 2
{kS] = —““2—“‘" ert {BS}

t (B} ay (7.27)
S

onde ES e o modulo de deformacao longitudinal do ago e AS é
a area da secgao transversal da barra, considerada constante.

A integracao da Eq. (7.27) e feita numericamente.

A matriz de rigidez, correspondente a armadu-
ra, de um determinado elemento de concreto, sera o somatorio
das matrizes dos diversos segmentos de barra, que tal elemen-

to contenha.
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7.3.3 - A matriz de rigidez para o concreto

7.3.3.1 - 0 concreto nao fissurado

Os deslocamentos, em um ponto no interior do e
lemento de concreto, podem ser expressos em func¢ao dos deslo-
camentos nodais Uy VoW conforme aparece na Eq. (7.18). As
relagoes deformacoes-deslocamentos, dadas pelas Egs. (7.15),

colocadas em forma matricial, sao

: [ (1.12u, 8 13v 8 1w |
X 2 9x" 3ax 29X 9% 2 9x 9x
193u 9 19v, 0 19w 0
fy 2oysy  M*3ay) iy 2oy oy ;
u
. 13u 3 13v 3 (14139 3
Z 2dz 9z 2090z 92 2 3z’' 2z
\ o= { v} (7.28)
ou, 9 av, 9o ow 9
xy (+5x) 3y Uay) 3% 3x 3y
w
au, o v 9 ow, 0o .
Yxz enl) 52 9z 3% (1+57) 3%
Ju 9 ov, o ow, 0
L Yyz ] [ w3 ayda Uy |

A Eq.(7.28) & "linearizada", calculando-se Os
valores das derivadas 3u/dx, 3u/dy, 3u/sz, dv/sx, 3v/dy ,

dv/dz, dw/dx, dw/3y, dw/9z em funcao dos deslocamentos cor-
rentes. Combinando a Eq.(7.18) e a Eqg.(7.28), resulta

|
CJ{
E
Y { 3
u,
€ ik
2
1 }= (B1 { v, ¢ (7.29)
Y
Xy
W.
=
sz b J
Yoz J
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onde [B] é uma matriz que contém as derivadas das funcoes de

forma.

A matriz de rigidez do elemento & determinada

através da expressao

t c

[kc] = [, [B] [D7] [B] dx dy dz (7.30)

\Y
onde {DC] é a matriz constitutiva para o concreto, calculada
usando-se, por exemplo, o modulo de deformacao longitudinal e
o coeficiente de Poisson do concreto, correspondente ao esta-
do de deformagao do ponto considerado (determinados conforme

o capitulo 4).

Na pratica, a integral da Eq. (7.30) é calcula-
da usando-se as coordenadas normalizadas. Na matriz [B], as
derivadas das fungoes de forma, originalmente em relacdo a X,
Y:2, sao determinadas em funcdo de £,n,rz. A matriz, que defi-
ne a transformacao entre os dois sistemas, & chamada de jaco-
biano ([J]). Deste modo, tem-se

[ 3 ( 3

Kl D
oL ox
3 9 31}
L I 9 (
1 an ( (7] ay L
2 2
9T 02z
{ J L
onde, o jacobiano [J] & dado por
T
0 2L o€
_lax 3y oz
[O) = n an n (7.32)
ox 3y 3z
9T z 9T
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Assim, a Eq.(7.30) torna-se

(k) =/, (B1° %1 (8] |3] 4t an ac (7.33)
onde |Jl & o determinante do jacobiano. A integracao da Eq.

(7.33) é feita numericamente.
7.3.3.2 - O concreto fissurado

Se o ponto considerado estiver fissurado, se-
gundo o critério apresentado no capitulo 4, a determinacao da
matriz constitutiva para o concreto, (p€], da Eq.(7.30), é
feita conforme o capitulo 5. De resto, o calculo da matriz de

rigidez & idéntico ao do concreto nao fissurado.

Na obtencao da matriz constitutiva para o con-
creto fissurado, deve-se abordar alguns topicos mais signifi-

cativos:
- 0 calculo da matriz de rotacdao para a direcao da fissura;

- a inclusao do efeito de pino da armadura, gque atravessa a

fissura;

- a determinagao da matriz constitutiva equivalente para a ar

madura.

As matrizes, apresentadas no capitulo 5, devem
ser calculadas na direcao da fissura. No processo computacio-
nal, as componentes de tensao e deformacao para um ponto no
interior de uma peca de concreto sao expressas em fungao do
sistema de coordenadas x,y,z. Torna-se, portanto, necessaria
a rotagao para a direcdo da fissura. Usando o indice L (lo-
cal) para os valores referentes a direcao da fissura e G (glo

bal) para os valores referentes ao sistema x,y,z, tém-se

{o

c,L c,G
} [rU] {o }

(7.34)

{eCr1y [r_] {6}

onde [r ] e (x.] sao matrizes de rotacao do sistema global
para o sistema local para as componentes de tensao e deforma-
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cdo, respectivamente. Estas matrizes sao tais que

=7 t
[r 1~ = [r]] (7.35)

Sabendo-se que

(oL} = pSrly (£Cr0) (7.36)

e utilizando as Egs. (7.34) e (7.35), resulta

(¢2®) o %% (5% (7.37)

sendo

c,G = L

o
1= [E,]" %% Ee) (7.38)

Com este conjunto de expressodes, € possivel de
terminar, a partir das componentes de tensdo e deformacao, re
feridas ao sistema x,y,z, as componentes de tensao e deforma-
cdo para a direcao da fissura. Com estas ultimas, pode-se cal
cular a matriz constitutiva na direcao da fissura, conforme o

capitulo 5, e com a Eq.(7.38) voltar ao sistema original.

Chamando de 1,2,3, as direcoes do sistema de
coordenadas para a fissura (1 &€ a direcao normal a fissura e
2,3 definem o plano de fissura), definem-se os cossenos dire-

tores do sistema global em relagao ao sistema local

l, =cos(x,1) m; =cos(y,1) n; =cosl(z,1)
1, = cos(x,2) m; = cos(v,2) n, = cos(z,2) (7.39)
l; = cos(x,3) mj3 = cos(y,3) n; =cos(z,3)

Observe-se que a direcao 1 @ a mesma da tensao
principal maxima, no ponto de concreto considerado, no instan

te anterior ao surgimento da fissura.
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Conforme [ 85], as matrizes de rotagao podem

ser calculadas por

[a11] [a:2]
[rc] = (7.40)
[az1] [az2]
e
1

[a11] 5 [a12]
[rC] = (7.41)

2 [az,] [az2]

sendo

13 mi ni
[a11] = 13 m3 n? (7.42)

13 m3 n?

2 l],II'Il 2 I'l]_l]_ 2 myniy
[a12] = 2 1om; 2 nyl, 2 myn; (7.43)
2 13m3 2 n313 2 msns;
L =
1112 mym; nin;
[az21] = 151, mim, nin; (7.44)
1,1, mypms; Nonj
L _



[a22] =

11m2+lzm1

1:mp+1lim;,

12m3+13m3

129

n112+n2 l]_

n311+n113

nli+nsl,

m;n;+mzny

min;+mina;

MzN3+Msall>

(7.45)

para o caso bidimensional, sendo § o angulo
de rotacao do sistema global para o local (l;=cos®; 1l,=-senf;

m;=senf; m,=cosf), as Egs.(7.40) e (7.41) ficam reduzidas pa-

ra
F cos? 0 sen? @ sen20 T
[rU] = sen? 0 cos? 0 -sen2( (7.46)
-EE%EE segzu cos20
e
i cos? 9 sen® 59320 1
(r_] = | sen?o costo 22020 (7.47)
-sen2f sen26 cos2¢

Para que o efeito da flexao da barra de armadu

ra que atravessa a fissura (dowell effect), seja incluido no

modelo, o esforco transmitido por este mecanismo & distribui-

do sobre o concreto, conforme foi dito no item 5.4.2.2. Isto
é feito através da expressao

i

fd = ? (Fd~£i)/v

+ (7.48)
8

onde:

i - o - .
Fq = @ o esforgo transmitido através da fissura por este meca

nismo, pela barra i do elemento, calculado conforme a
Eq. (5.44);
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2t -8 o0 comprimento do segmento i de barra de armadura, den-

tro do elemento de concreto considerado;

V - @ o volume do elemento de concreto, calculado pela expres

sao
v =1/, |3] ag an dc (7.49)

sendo que |J| é o determinante do jacobiano.

Para este mecanismo, deve-se, tambéem, conside-
rar que a barra de armadura pode formar um angulo qualquer
com o plano da fissura. Para isto, €& necessario determinar as
projecoes dos deslocamentos da fissura na direcao do eixo e
no plano normal da barra. Estes valores sao utilizados na Eqg.
(5.44) para calcular o esforgo transmitido atraves da fissu-
ra. No caso tridimensional, calculam-se isoladamente os esfor
cos transmitidos nos planos definidos pelos eixos 12 e 13
(sendo 1,2,3, as diregoes do sistema de coordenadas para a

fissura).

A obtencao da matriz constitutiva, para o ele-
mento de concreto fissurado, envolve a utilizacdo de uma ma-
triz constitutiva equivalente para a armadura, [DS]. Para uma
barra i de armadura de um elemento de concreto, determina-se

; s 2 s
a matriz [Di] atraves da expressao

(p Es)i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
S
[D;] = (7.50)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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onde 0 & a taxa de armadura e Es & o moédulo de deformagdao mé
dio do ago, ao longo deste segmento de barra. BEste produto ¢

calculado por

b B.Y, = f, Eg dx (7.51)

onde A é a drea da secdo transversal da barra; % € o compri
mento do segmento de barra; V é o volume do elemento de con-
creto; E:S é o mddulo de deformacao do aco, no ponto considera
do da barra e y & a variavel adimensional, que descreve O seg

mento de barra.

- S - . - .
A matriz [D”] é determinada pelo somatorio das
matrizes dos segmentos de armadura contidos no elemento. As-

sim,

% = & 221" (7.52)
- c

& ; ” » :
sendo [rc] a matriz de rotacgao de deformagoes, do sistema
de coordenadas x,y,z para a direcao da barra i, calculada de
forma analoga a da Eq. (7.41).

Do processo mostrado no capitulo 5, resulta u-
ma matriz constitutiva para o concreto armado fissurado, [D]

[Eq. (5.65)]. A matriz constitutiva para o concreto fissurado
fica

[D°] = [D] - [D®] (7.53)



8 - A FORMULACARO PARA O ESTADO PLANO DE TENSAO

8.1 - Fundamentos

0 estado plano de tensdao fica caracterizado pe

la existéncia de um estado de tensao, tal que

g = fi(x,y)
Oy = £2(x,y)
(8.1)
Txy = £3(x,y)
oz = sz 5 TYZ =

O campo de deslocamentos € dado unicamente pelos deslocamen-

tos u e v, nas direcoes dos eixos coordenados ortogonais x e

y.

A Fig. 8.1 apresenta um elemento finito retan-
gular para este problema, referido ao sistema de coordenadas
cartesianas X,y € a um sistema normalizado £,n. As coordena-
das cartesianas x,y de um ponto do elemento sao obtidas a par
tir de suas coordenadas normalizadas {,n através das expres-
soes
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L
E=—1 L=+1

n=-1

o
X

Fig. 8.1 - Um elemento retangular para estado plano de tensao

(8.2)

oS
1
=Z

L

onde Ny e a funcao de forma correspondente ao né i do elemen
to, de coordenadas cartesianas X;rYy-

De forma matricial, pode-se escrever as Egs.
(8.2) como

= [N] (8.3)

onde [N] & uma matriz que contém as funcdes de forma.

Analogamente, obtem-se os deslocamentos em um

ponto qualquer do elemento, a partir dos deslocamentos nodais
U, v, . Assim,

[N] (8.4)
i)

Usando as relagoOes deformagoes-deslocamentos e
a Eq. (8.4), determinam-se as deformacoes em qualquer ponto do
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elemento
)
“x
u.
) (8.5)
= B .
$ €y . [B]
v,
h B
ny

onde [B] & uma matriz calculada conforme exposto no capitulo

?.

A matriz de rigidez do elemento & obtida atra-

vés da expressao

(k] = h f [B]® [D] [B] dx dy (8.6)

-

onde [D] é a matriz constitutiva, que, para o estado plano

de tensado, e dada por

1 v 0
E
[D] = WT V) 1 0 (8.7)
1=V
6 B 5

e h e a espessura do elemento.

A integral da Eq. (8.6) & calculada, usando-se
as coordenadas normalizadas. Na matriz [B], as derivadas das
funcoes de forma, originalmente em relacao a x,y, sao determi
nadas em funcao de &,n. A matriz, que define a transformacao

entre os dois sistemas, @ chamada de jacobiano. Assim,

‘|

3: | oX
( = [J] (8.8)
|
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onde o jacobiano [J] é dado por

X 9y
3 Q&
[(Jy = (8.9)
ax 3y
an on
L _J

Entao, a Eq.(8.6) fica
(k] =h / (B]Y (D] [B] |J]| a4z dn (8.10)

onde |J| & o determinante do jacobiano. A integracgao da Eq.
(8.10) & feita numericamente.

8.2 - Os elementos para o concreto

Para modelar o concreto sao utilizados elemen-
tos quadrangulares e triangulares. Os elementos quadrangula-
res sao da familia "Serendipity". Emprega-se um elemento li-
near e outro quadratico (Fig. 8.2).

As funcOes de forma para o elemento linear, se
gundo [115], sao obtidas a partir da expressao

N, = (1+&€0) (1+n¢) (8.11)

onde £y = § £ © no = n -

Para o elemento quadratico, aplica-se o sequin
te conjunto de expressodes

n=+1

& a

._ -
n==1

{a]

Fig. 8.2 - Elementos quadrangulares
(a) linear

(b) qguadratico
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- para os nos de canto

N. = (14€4) (14ng) (Eg+no=1) (8.12)

1

o =

- para os nos de meio de lado

(1-€2?) (1+n,)

=
=
ST

(8.13)
(1+&5) (1=-n?)

=
[ 5
ol

Nos elementos triangulares, usa-se, também, um
elemento linear e outro quadratico (Fig. 8.3). Para um trian-
gulo é conveniente estabelecer um conjunto especial de coorde
nadas normalizadas, para escrever as funcées de forma [115].
Assim, um conjunto de coordenadas normalizadas L,,L,,L; & de-

finido como

L, = (al+blx+01y’)/(2ﬂ)
L, = (az+b;x+c,oy)/(24) (8.14)
L3 = (az+baix+cyy)/(2A)

sendo A a area do triangulo, que pode ser calculada por

1 2 é 5 [b)

Fig. 8.3 - Elementos triangulares
(a) linear

(b) quadratico
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1 X1 Y1
A = % det 1 X, Va2 (8.15)
1 X3 Y3

onde Xi,Yi1; X2,¥Y2; X3,Y:3 siao as coordenadas dos vértices do

triangulo e

a: = X2 Y3 — X3 Yo
bl — Y? — y::] {8.16}
Cy = X3 = X

com os outros coeficientes sendo obtidos por permutagoes ci-

clicas dos indices 1, 2, 3.

Assim, as funcoes de forma para o elemento li-

near sao calculadas pela expressao
Mo & Ly (8.17)

Para o elemento quadratico, empregam-se as se-

guintes expressoes

- para os nos de canto
N, = (2L.-1) L, (8.18)
i i i

- para os nos de meio de lado

Ni, = 4 L]_ L?
Ns = 4 Ly, Ly (8. T8)
Ne = 4 Ly Lj
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para relacionar as coordenadas normalizadas
com as coordenadas cartesianas x,y, faz-se a seguinte mudanca

de variaveis

£ = 1In
n = L2 {8.20)
1-£-=n = Lj

Deste modo, as derivadas das funcgdes de forma,
em relacdo as coordenadas normalizadas £,n, ficam

oN. oN. N,
i 1 i

oF oLy  0Ls

dN . oN, oN . (82
€L i 1
an - oL dL3

8.3 - Os elementos para a armadura

.—-———o‘-.—-—-'

Fig. 8.4 - Elemento cubico de armadura

A consideracao da armadura é feita através da
utilizacao do elemento proposto por Zienkiewicz, Phillips e
Owen [117] e desenvolvido por Souza [106]. Este elemento re-
siste apenas a esforgos axiais, nao suportando esforcgos de
flexdao. Admite-se que os deslocamentos de qualquer ponto do

elemento de armadura sao iguais aos do elemento de concreto
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na mesma posigao. Isto permite o posicionamento de forma arbi
traria da barra de armadura dentro do elemento de concreto,

sem introduzirem-se incognitas adicionais ao problema.

Para garantir a compatibilidade de deslocamen-
tos entre os elementos de concreto e de ago, o elemento de ar
madura deve ser de um grau a mais que o de concreto. Assim, ©
campo de deslocamentos ao longo da diagonal do elemento de

concreto fica de ordem idéntica ao do elemento de armadura.

As fungdOes de forma para o elemento de armadu-
ra sao polindmios de Lagrange e sdo gerados a partir da ex-

pressao

(X=Xg) (X=Xq) e o0 (X=Xp_q) (X=X q) 0o (x=X) 5

n
H (x) =
k (Xk_xol{Xk"x1)"'(xk'xi-1)(Xk_xk+1)"'{xk_xn)

A Eq. (8.22) tem valor unitario em e corresponde a um ele

Xk
mento de n+1 nos.

Desta maneira, para um elemento quadratico de
armadura, compativel com um elemento linear de concreto, as

funcoes de forma sao

H () = 5 (x3=x)

1 (02
Ha () = 5 (x%+x) (8.23)
Hs (x) = 1 = 2

Para um elemento cubico de armadura, compati-

vel com um elemento quadratico de concreto, as funcoes de for
ma ficam -

!d

Hy(x) = 7€ (=9X°+9x% +x-1)
1
Hy (x) = TE (9% +9x%=x-1)
(8.24)
Hi (x) = %% (3x*—x2=3x+1)
9

Hy (x) e (=3x*-=x*+3x+1)
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£ 4

Fig. 8.5 - Inclinacao da tangente ao eixo do

elemento no ponto considerado

Os deslocamentos, nas direcoes axial (1) e
transversal (2) da barra, segundo a conficuracao indeslocada,
para um ponto arbitrario sobre o elemento de armadura, sao da

dos por

q1 1 cosa sena u
= (8.25)

d. -sena cosa v

onde « € a inclinacdo da tangente ao eixo do elemento no pon
to considerado (Fig. 8.5); u,v sdo os deslocamentos neste pon

to, nas direcOes dos eixos cartesianos x,y.

Substituindo a Eq. (8.4) na Eq. (8.25), pode-se
escrever

g1 cosa sena ui ]

= [N] - (8.26)
q: -sena cosa vl J

—

A deformacao, em um ponto da barra de armadu-
ra, é dada por

d

N —
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onde s €& a coordenada curvilinea, coincidente com o eixo da

barra.

Utilizando-se a regra da derivagao em cadeia,
pode-se escrever que
dqg.

1

dg. dy 2 dq.
= . A, (8.28)
ds dx ds L dy

onde ¢ & o comprimento da barra.

Considerando, que o segmento de armadura seja

reto (« constante), ao derivar-se a Eqg. (8.26), obtém-se

gy cosa seno u.
ds 2 an 4 .
%ﬁf -sena cosa V.

X

Substituindo a Eq. (8.29) na Eq.(8.27), resulta

Al
cosaq, sena uy i
. _ 2 1dqa 1dqe dN
ex g L MWy e | Fr L (8.30)
—-sena cosa v, |
1)

A Eq. (8.30) e "linearizada", calculando-se dq,/ds e dq,/ds em
funcao dos deslocamentos correntes.

As fungoes de forma, N, tém como variaveis &,
n. Para obter-se a derivada dN/dy, € necessario relacionar £,

n a variavel x. Isto é feito através das expressdes

£ = {H(x))*® (e5)
(8.31)

=
1]

(m(x)}*t {ny)

sendo

{H(x)}® =

1
g
=

—
asd
r

. H } (8.32)
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onde n & o numero de nds do elemento de armadura; H;,H;,...,
H sao definidas pelas Egs. (8.23) ou Egs. (8.24); gj’”j sao as

coordenadas normalizadas do no j do elemento de barra.

Deste modo, pode-se obter a matriz [dN/dy] a-

traves da expressao

dN aN dg& dN dn
- . = EN et .33
[dx] [ o0& dy * on dy ] (8.33)

Derivando-se as Egs. (8.31) em relacao a yx, ob-

tém-se

df _ ,dH(y) .t
T {_?ﬂf_} L&)

(8.34)

O angulo o, Eq.(8.25), com relacdo ao sistema
cartesiano x,y, & dado por

- dy
o = arctg (dx) (8.35)

As coordenadas x,y, de um ponto pertencente a

um elemento de barra, podem ser expressas por

Ed
n

{H(x)}*t ()
(8.36)

n

y = {H(y))t ;)

onde xj,yj Sa0 as coordenadas do noé j do elemento de armadu-
ra,

As diferenciais de x e y sdo escritas, a par-
tir das Egs. (8.36), como

dx = {g%%gl}t {xj} dy = x' dy
QH () & (8.37)
- X
dy = { ax } {Yj} dy =

I

<
jor)

<
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Substituindo-se na Eq. (8.35), resulta

o = arctg (%;) (8.38)
sendo
x' = %% = {H'}t {xj}
(8.39)
y‘ - % = {Hi}t {,yj}
onde
('3t = | di,/dx ... dﬂn/dx ) (8.40)

Desta forma, a Eq.(8.30) fica completamente de

finida. Pode-se, entao, escrever

Uy
e = (g )F (8.41)
Vi
& H
onde
CcOosa sena
€_2(,1dn  1dq an
(B})" = 2 { 157 552 iq,) (8.42)

-s5ena coso

O vetor {BS} relaciona a deformacao axial do e
lemento de barra com os deslocamentos nodais do elemento de
concreto. A matriz de rigidez correspondente ao elemento de
barra pode, portanto, ser escrita como

Es AS L t
[kS] B e fﬁ {BS} {BS} dy (8.43)
onde E_ e o modulo de deformacdo longitudinal do ago e Al IS
a area da secdao transversal da barra, considerada constante.

A integragao da Eq. (8.43) & feita numericamente.
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A dimensao da matriz, assim obtida, €& a mesma

da matriz de rigidez do elemento de concreto correspondente.
Assim, as duas matrizes podem ser adicionadas diretamente,
termo a termo, resultando na matriz de rigidez do elemento de

concreto armado.



9 - A FORMULACAO PARA O ESTADO TRIPLO DE TENSAO

9.1 - Fundamentos

No estado triplo de tensdo, o estado de tensao
em um ponto fica caracterizado pela presencga de seis componen
0 T 1 . O campo de desloca-

z! ‘xy’ ‘xz' Tyz P

tes de tensao: o_, o,
X Y B
mentos e dado pelos deslocamentos u, v, w, nas direcgoes dos

eixos coordenados x,Vy,Z.

Na Fig. 9.1, mostra-se um elemento finito para
lelepipedico para este problema, referido a um sistema de co-
ordenadas cartesianas x,y,z e a um sistema normalizado £,n,¢.
As coordenadas cartesianas x,y,z, de um ponto no interior do
elemento, podem ser determinadas a partir de suas coordenadas

normalizadas £,n,z, através das expressodes

S
it

Ni(E;T'I;C} Xi

kg
1}

Ni(E,ﬁ,C) Y (9.1)

N
1

Ni(irﬂ:C} Zi

onde Ni € a funcdo de forma correspondente ao né i do elemen

to, de coordenadas cartesianas xi,yi,zi.
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Y
>

Fig. 9.1 - Um elemento paralelepipédico para um estado triplo

de tensao

Na forma matricial, as Egs.(9.1) ficam

5

{y ¢

[N]

r (9.2)

onde [N] & uma matriz que contém as funcdes de forma.

De forma analoga, os deslocamentos em um ponto
qualquer do elemento sdao obtidos a partir dos deslocamentos
nodais ui,vi,wi. Deste modo,

( (9.3)
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Combinando as relagoes deformacoes-deslocamen-

tos com a Eq. (9.3), as deformagoes em qualguer ponto no inte-

rior do elemento sao dadas por

( 3
e
X
f
| &
¥ ( )
w; |
= g
Ez J
{ r = [B] vy
ny [
oW,
( < 8
Txz
L Yyz |

(9.4)

onde [B] e uma matriz calculada conforme exposto no capitulo

?.

A matriz de rigidez do elemento é calculada a-

través da expressao

(x] = f, [B1® (D] [B] ax dy dz

(95)

onde [D] & a matriz constitutiva do material. A matriz cons-

m

tituitiva dada por

E
[B] = (1=2v) (1+v)

2
0 0 1-2v
0 0 5
0 0 0 0 0

(9.6)
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onde E €& o modulo de deformacao longitudinal e v € o coefi-

ciente de Poisson do concreto, no ponto considerado.

A integracdo da Eq.(9.5) & feita usando-se as
coordenadas normalizadas. Assim, na matriz [B], as derivadas
das funcoes de forma sao calculadas em funcao de &¢,n,C, em
vez de X,y,z. A transformacao entre os dois sistemas é defini

da por uma matriz chamada de jacobiano. Deste modo,

L3 [ 2
1 € X
) J
) 2
T 9Z
J
onde o jacobiano [J] é dado por
ax  dy 2z
a& & dE
~ LRSS Ay 2z (9.8)
(] = an on an
ax 3y oz
FY4 oL FYa
A Eq. (9.5) torna-se
(k] =/, (B1% (D] (B] |g| 4¢ an 4z (9.9)

\Y

onde |J| € o determinante do jacobiano. A integracao da Eq.
(9.9) e feita numericamente.

9.2 - O _elemento para o concreto

Para modelar o concreto é utilizado um elemen-
to linear paralelepipédico de oito nés (Fig. 9.2). As funcdes

de forma, para este elemento, sao obtidas através da expres-—
sao

Ny =g (1+80) (1+no) (14C,) (9.10)
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ty==1

Fig. 9.2 - Elemento linear paralelepipédico

S
N |

Y

onde E:[] = E. r No = T Tll e Co = i

3

9.3 - O elemento para a armadura

Como mencionado nos capitulos anteriores, a
consideracao da armadura é feita através da utilizacao do ele
mento proposto por Zienkiewicz, Phillips e Owen [117] e desen
volvido por Souza [106]. Neste caso, o elemento linear de con
creto requer o emprego de um elemento quadratico de armadura
(Fig. 9.3). Assim, usam-se as seguintes funcoes de forma para

o elemento de armadura.

Hy(x) = 5 (=x)

I
Hy (x) = ] (x2+x) (9.11)
Hy(x) = 1 = x?

sendo x a coordenada normalizada que descreve o elemento.

Os deslocamentos, nas direcoes axial (1) e
transversais (2,3) do elemento, segundo a configuracao indes-

locada, para um ponto arbitrario, sdo dados por



qs

onde
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Am——————a

LE

| ——

Fig. 9.3 - Elemento

cos (1,x%)

cos(2,x)

cos (3,x)

cos(1,x), cos(1,y),

cos(1,y)

cos(2,y)

cos(3,y)

.. sao os cossenos diretores

cos(1,z)

cos(2,z)

cos(3,z)

Y

linear de armadura

—I g

W

4\ y

(9:12)

do

sistema de coordenadas 1,2,3, definido pela barra de armadu-

ra, em relacao aos eixos de coordenadas X, ¥Y,2.

ta

A substituigao da Eq. (9.3) na Eq.(9.12) resul-

cos(1,x) cos(1,y) cos(1,z)
cos (2,x) cos(2,y) cos(2,z)
cos (3,x) cos(3,y) cos(3,z)

r (9.13)
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A deformacdao, em um ponto da barra de armadu-

ra, € dada por

e =90 1 Gy L SR e (G (9.14)

onde s é a coordenada curvilinea, que descreve o eixo da bar

ra.
Pode-se escrever que

dqi dqi dy 2 dqi

G G e e (9.15)
ds dy ds L dy

onde ¢ & o comprimento da barra.

Considerando que o segmento de armadura seja
reto, isto &, que os cossenos diretores sejam constantes ao

longo do segmento, ao derivar-se a Eq.(9.13), obtém-se

. %ﬁf { e
| &L | -% [r] {2—1:] 1 v, ot (9.16)
L%qs‘a“ L Vi
sendo
—_cos{1,x) cos (1,y) cos(1,z)—
[r] = cos (2,x) cos(2,y) cos(2,z) (9.17)
_cos(3,x) cos(3,vy) cos(B,z)J

Substituindo a Eq. (9.16) na Eq.(9.14), resulta
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s
1
_ 2 1dqy 1dqg, 1dg; an
e = 7 | 1+27§; 2-&%— 27%; }oIr) [dx] { v, (9.18)
|
e {1
L™k §

A Eg.(9.18) é "linearizada", calculando-se dq,/ds, dq,/ds,

dgs;/ds em funcao dos deslocamentos correntes.

As fungdes de forma, N, tém como variaveis £,
n,t. Para calcular a derivada dN/dx, € preciso relacionar £,

n,z a variavel x. Isto & possivel através das expressoes

e = (m))® gy}
n = {H{x)}t [nj} (9.19)
¢ = (BT (g4}
sendo
B {5 H:  Hs ) (9.20)

onde H,, H;, H3 sao definidas pelas Egs.(9.11); Ej’”j’cj sao
as coordenadas normalizadas do no j do elemento de barra.

Assim, a matriz [dN/dy] é dada por

dy, _ | AN di 9N dn | AN

3¢ dx * 0 ay z (9.21)

Q.:ID.-
>y

Derivando-se as Egs. (9.19) em relacdo a y, ob-
tém-se

dy dx ]
dn _ (dH(y).t
ay = Tt g (9.22)

dc _ (dH(x).t
{ T } {gj}
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A matriz dos cossenos diretores, Eq.(9.17), é
determinada em funcao das coordenadas nodais do elemento de
armadura. A direcao 1 coincide com o eixo da barra na posicgao
indeslocada. Os eixos 2,3 sao arbitrados, de modo que formenm

com 1 um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais.

A Eq.(9.18) pode ser escrita como

By
e BV o4 vy (9.23)
Wi J
onde
(B}® = 2 ¢ TSy 144 7S} ) [2—1;' (9.24)

Portanto, a matriz de rigidez correspondente

ao elemento de barra pode ser obtida por

¥
[kS] = == fi {BS} {BS} dy (9:.25)

J

onde E_ e o médulo de deformacdo longitudinal do aco e A_ é
a area da secdo transversal da barra, considerada constante.

A integragao da Eq. (9.25) é feita numericamente.



10 - ANALISE PARAMETRICA DOS RESULTADOS OBTIDOS ATRAVES DO
PROGRAMA COMPUTACIONAL

10.1 - Introducao

Para a analise de uma dada peca de concreto ar
mado, através do programa computacional desenvolvido neste
trabalho, €& necessario estabelecer uma série de parametros.
Estes parametros vao desde o nivel de discretizacao adotado
para a malha de elementos finitos até as propriedades do aco

e do concreto fornecidas ao programa.

Naturalmente, a escolha de tais parametros po-
de influenciar decisivamente os resultados alcancados atraves
deste tipo de estudo. Por esta razao, busca-se, neste capitu-
lo, ilustrar a influéencia de alguns destes fatores sobre esta

forma de analise.

10.2 - A influéncia do nivel de discretizacao

Neste item, procura-se apresentar o efeito do
nivel de discretizacdao da malha de elementos finitos sobre os
resultados da analise. Comparam-se os diversos elementos para
estudo de problemas de estado planc de tensao, propostos nes-
te trabalho: EPQQ (estado plano de tensao quadrangular guadra
tico), EPQL (estado plano de tensao quadrangular linear),
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P/2 P/2

= [ 1 -_—_i__ UGS ;1| e—

% estribos: 6,3 /1% - .79-7.7

. —— 300

2:6,3
Aco: CA-50A

_1
]

Concretao: = 20 MPa
C
f s 2 MPa
= 30000 Mb
l RS L 3 ) M

H— 15 —

Fig. 10.1 - Detalhamento da viga de concreto armado

utilizada nas comparacoes

EPTQ (estado plano de tensdo triangular guadratico) e EPTL

(estado plano de tensao triangular linear).

Com este proposito, discretizou-se em diferen-
tes graus a viga de concreto armado, cujo detalhamento esta a
presentado na Fig. 10.1. Como esta viga tem simetria de carga
e de geometria, a analise restringiu-se a sua metade. Foram
escolhidas cinco malhas para cada um dos tipos de elementos,
conforme mostra a Fig. 10.2. O numero de nos e elementos des-

tas malhas aparecem resumidos na Tab. 10.1.

No estudo, foi aplicada uma carga instantanea
total P de 100 kN, correspondente a sua carga de servigo. 0
peso proprio foi desprezado. A analise foi feita através do
procedimento iterativo descrito no capitulo 7, em uma unica e
tapa de carregamento.
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Fig. 10.2 - Malhas adotadas na discretizacdo da metade

da viga



MALHA 1 MALHA 2 MALHA 3 MALHA 4 MALHA 5
NOS ELEM. NOS ELEM. NOS ELEM. NOS ELEM. NOS ELEM.
EPQQ 28 45 10 79 20 149 40 289 80
EPQL 12 18 10 30 20 55 40 105 80
EPTQ 33 10 55 20 99 40 189 80 369 160
EPTL 12 10 18 20 30 40 55 80 105 160
Tab. 10.1 - Namero de nés e de elementos nas diferentes malhas

para os diversos tipos de elemento

LSl
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As Figs. 10.3 até 10.5 mostram, respectivamen-
te, as flechas, as deformacoes na armadura tracionada (1@ ca-
mada) e na borda comprimida de concreto, na secdo central da
viga, para cada malha e para cada tipo de elemento. A Fig.
10.6 apresenta a evolucao do tempo de processamento com um

maior refinamento da malha.

Com base neste exemplo, observa-se que os ele-
mentos quadraticos ja apresentam bons resultados para discre-
tizacoes pouco refinadas. Os elementos lineares, especialmen-
te o elemento EPTL, sdo mais dependentes da malha e exigem um
maior nimero de elementos para alcancar uma precisao adegua-
da. Entretanto, em funcdo dos tempos de processamento, a efi-
ciéncia dos varios tipos de elemento nao difere muito. Isto
é, para um mesmo tempo de processamento, os resultados de ti-

pos de elementos distintos sao mais ou menos equivalentes.

10.3 - Comparacdo dos algoritmos de solugao

Conforme foi exposto no capitulo 7, a solucao
atraves do programa computacional envolve um procedimento in-
cremental ou um procedimento iterativo. Neste item, faz-se u-
ma comparacao dos resultados determinados com os dois algorit

mos.

Analisou-se a viga, detalhada na Fig. 10.1, sob
uma carga total de 200 kN, que corresponde a um valor proximo
a sua carga ultima. Para esta comparacao, adotou-se uma malha
com dez elementos quadrangulares quadraticos, para estado pla

no de tensao, na discretizacdo de metada da viga (malha 2).

Os valores das flechas em funcao do carregamen
to estdo apresentados na Fig. 10.7. Com o algoritmo incremen-
tal, foram feitas analises para uma, duas, cinco, dez e vinte
etapas de carga. Para possibilitar a determinacdo da historia

de carga, o estudo via algoritmo iterativo teve dez etapas.

Neste caso, os resultados obtidos com o algo-
ritmo incremental, para vinte etapas de carga, mostraram uma

razoavel aproximacao com os resultados do algoritmo iterati-
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vo. Nos exemplos apresentados no decorrer do trabalho, prefe-
riu-se utilizar o procedimento iterativo, pela sua relativa

independéncia com respeito ao passo de carga.

10.4 - A influéncia das propriedades mecanicas do concreto

Neste item, procura-se avaliar a influéncia do
moédulo de deformacdo longitudinal inicial e das resisténcias
a compressdo e a tracdo do concreto sobre os resultados da a-
nalise. Estes trés parametros participam da calibragem do mo-
delo constitutivo empregado para o concreto, descrito no capi

tulo 4.

Para a viga mostrada na Fig. 10.1, realizou-se
uma série de analises, variando, a cada vez, o valor de um
destes parametros, para mais e para menos, em trinta por cen-
to. Os valores basicos do estudo sdao de 30.000 MPa para o mO-
dulo de deformacao longitudinal inicial e de 20 MPa e 2 MPa
para as resisténcias a compressao e a tragao do concreto, res
pectivamente. Nesta analise, utilizou-se, também, a malha de
dez elementos finitos quadrangulares quadraticos para estado
plano de tensao.

Na Fig. 10.8, apresenta-se a evolucdo da fle-
cha em fun¢do do carregamento, seqgundo o modelo computacional
desenvolvido, para trés valores do médulo de deformacao lon-
gitudinal inicial: 21.000 MPa, 30.000 MPa e 39.000 MPa. Os de
mais parametros foram mantidos constantes.

O mesmo procedimento foi repetido para as re-
sisténcias a compressdo e a tracdo. Na Fig. 10.9, aparecem as
curvas carga x flecha para resisténcias a compressiao de 14
MPa, 20 MPa e 26 MPa. A Fig. 10.10 apresenta a evolucao da
flecha em funcao do carregamento, para valores da resisténcia
a tracao do concreto de 1,4 MPa, 2,0 MPa e 2,6 MPa.

As propriedades mecanicas do concreto nio sio
uniformes ao longo de toda uma peca de concreto armado. Numa
tentativa de quantificar tal situacdo, estabeleceu-se uma dis

tribuicdo normal do médulo de deformacio longitudinal inicial
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e das resisténcias a compressao e a tracao do concreto para
os diversos pontos de integracao da viga. Isto foi feito da

forma descrita a sequir.

A funcao de densidade normal é dada por

f(z) = — e (10.1)

onde z é a variavel reduzida determinada por

g = — {10.2]

sendo x a média e s o desvio padrdo da distribuicdo; x &

a variavel, cuja distribuicdo estd sendo analisada.

Busca-se estabelecer um conjunto de valores pa
ra z, de tal forma que a média e o desvio padrdo deste conjun

to sejam 0 e 1, respectivamente. Para isto, gera-se um va-
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lor aleatorio aj sendo 0<ai<1, através da expressao
a, = parte fracionaria de [(7n+a, 1)5] (10.3)
1 y

O valor procurado de Z deve ser tal que

g @ ats P 4rE 4 (10.4)
1 var %3

Deste modo, se 0<ai;0,5, z, pode ser calcula-

do, conforme [ 1 ], por

A+Bt+Ct?
=t - 5
Zi =t - TIDG:EC +FT (10.5)
onde
t = (1n ! y1/2 (10.6)
i
e

A = 2,515517
B = 0,802853
C=0,010328

(10.7)
D = 1,432788

=
I

0,189269

F =0,001308

Caso o valor de a;, gerado pela Eq. (10.3), se
ja tal que 0,5<ai<1, z; € dado por

- A+Bt+Ct?
i 1+Dt+Et? +Ft?

-t (10.8)



166

onde

1 142
t = [ln m‘] (10.9)

As constantes A até F na Eq. (10.8) tém os mesmos valores da-

dos em (10.7).

0 moédulo de deformacdao longitudinal inicial e
as resisténcias a compressdo e a tracao do concreto, corres-

pondentes ao ponto de integracio i, sdo dados, entdo, por

i 1/3
ECO = Ec0 (1 + zy Ccv)
i
fc = fc (1 = zy Cv) (10.10)
fi = f (1 + 2, CV)
ct = “ct i

sendo CV o coeficiente de variacao das resisténcias e Ecﬂ,

£, f valores médios.
2] et

Na Fig. 10.11, sdo mostradas oito curvas carga
x flecha, determinadas através desta formulacao, para um coe-
ficiente de variacdo de 30%. Como nas comparagoes anteriores,
pode-se constatar que a variacdo dos trés parametros (moédulo
de deformacao longitudinal inicial, resisténcias a compressao
e a tracao) nao produz grande alteracao no comportamento glo-
bal da viga de concreto armado.

10.5 - Os fatores que influenciam o comportamento ao longo do

tempo das pecas de concreto armado

A mesma viga, estudada nos 1itens anteriores,
foi analisada sob uma carga de longa duracdao total P de 100
kN. Neste item, & avaliada a influéncia da umidade relativa
do ar, da temperatura ambiente, da consisténcia do concreto e

do tipo de cimento sobre o desenvolvimento das flechas ao lon
go do tempo.
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Como valores basicos da analise, tomou-se uma
umidade relativa do ar de 70%, uma temperatura ambiente de 20
°Cc, um concreto com consisténcia média (abatimento de acordo
com o MB-256 de 5 a 9 cm) e um cimento com endurecimento nor-
mal. Considerou-se que a carga foi aplicada 28 dias apds a
concretagem e os efeitos da fluéncia e da retracao foram leva

dos em conta a partir desta data.

Na Fig. 10.12, apresenta-se a curva basica da
evolucdo da flecha no tempo, junto com as curvas corresponden
tes a umidades relativas do ar de 40 e 90%. Pode-se constatar
que a umidade do ar € um fator importante para um estudo des-

ta natureza.

A Fig. 10.13 mostra o desenvolvimento da fle-
cha com o decorrer do tempo para temperaturas ambientes de 5,
20 e 35°C. A variacdo dos resultados é minima. Isto advém da
forma de consideracao da temperatura no modelo descrito no ca

pitulo 6. A temperatura, no referido modelo, produz uma "cor-

recao" dos periodos de tempo. Assim, uma maior temperatura a-
carreta um "aumento" nas idades do concreto e, consequentemen
te, um crescimento da sua rigidez. Por outro lado, um concre-
to com mais idade tem um incremento posterior de deformacgoes
por fluéncia inferior ao de um concreto mais jovem. No caso

particular deste exemplo, os dois efeitos se compensaram.

A Fig. 10.14 apresenta as curvas com a evolu-
cao da flecha para concretos com diferentes consisténcias. Ha
uma consideravel variacdo dos resultados como funcao do maior
ou menor abatimento do concreto.

Na Fig. 10.15, mostram-se os resultados refe-
rentes a influéncia do tipo de cimento. As mesmas considera-
¢oes feitas sobre o efeito da temperatura podem ser aqui repe

tidas, para justificar a pequena dispersao nos valores encon-
trados.
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11 - ANALISE BIDIMENSIONAL: ESTUDO DO CISALHAMENTO EM VIGAS
DE CONCRETO ARMADO

11.1 - Introducao

Neste capitulo, comparam-se os resultados obti
dos através do programa computacional com valores determina-
dos experimentalmente para vigas de concreto armado. Estes re
sultados experimentais foram apresentados por Leonhardt e Wal
ther, em [ 74], e referem-se a um estudo sobre o comportamen-
to ao cisalhamento de pecas de concreto armado.

Sdo analisadas duas séries de vigas. Na primei
ra, varia-se a armadura para resistir ao esforgo cortante, en

quanto, na seqgunda, a variavel & a largura da alma das vigas.

Buscando um critério uniforme para calibragem
do modelo nos diferentes ensaios, a resisténcia cilindrica a

compressao, fc, a resisténcia a tracao, f e o modulo de de

ct’
formagao longitudinal inicial, Ec , do concreto sao determina

5 a
dos a partir da resisténcia cubica a compressido do concreto,
fcub’ obtida experimentalmente na data de cada ensaio, atra-

vés do sequinte conjunto de expressdes
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_ (11.1)
£ = £, 01,18
_ 2/3 (11:2)
£, = 0525 T
v« 1,28 x 95060 £ 13 (11.3)
Co c

onde os valores sao dados em MPa. As duas primeiras expres-
sdes sio recomendadas por Leonhardt e Monnig, em [ 73 ]. A Eq.
(11.3) é proposta pelo Codigo Modelo do CEB [ 41 ].

pPara todos os ensaios, consideraram-se os efei
tos da fluéncia e da retracao do concreto a partir do setimo
dia apos a concretagem das vigas. Adotou-se, conforme medi-
cdes no local, uma umidade relativa do ar de 60% e uma tempe-
ratura de 18°C. O peso proprio das vigas foi considerado como
carga de curta duracgao, uma vez que Os ensaios eram montados
na data da execucdo (aproximadamente, 28 dias da concretagem).
Os valores comparados, a seguir, sao valores liquidos, isto
é, estdo descontadas as parcelas correspondentes aos efeitos

dependentes do tempo e do peso proprio.

11.2 - A influéncia da armadura de cisalhamento

0 detalhamento do primeiro conjunto de vigas a
nalisado, tendo como variavel a armadura de cisalhamento, [
mostrado na Fig. 11.1. Foram ensaiadas duas séries de quatro
vigas, uma com duas cargas concentradas e outra com uma carga
uniformemente distribuida. Mantendo a notacao do trabalho ori
ginal, as vigas com cargas concentradas (Einzellastbalken)
sao chamadas de E1, E3, E5 e E6, enquanto as com carga unifor
memente distribuida (Gleichlastbalken) sdo referenciadas por
G1, G3, G5 e G6.

As quatro vigas tém, basicamente, a mesma arma
dura longitudinal, composta, inferiormente, por duas barras
de 20 mm de diametro (fY = 434 MPa) e trés de 16 mm de diame-
tro (fy = 433 MPa), e, superiormente, por duas barras de 10

mm de diametro (fy = 430 MPa). Todas estas barras sao de aco
da classe B.
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de cisalhamento

Nas vigas E1 e G1, as trés barras de 16 mm de
diametro s3o dobradas para absorver as tensoes de tracao devi
das ao esforgo cortante. As vigas E3 e G3 possuem estribos
de 8 mm de diametro, inclinados a 459 espacados de 12,5 cm,
enquanto que as vigas E5 e G5 apresentam estribos verticais
de 8 mm de diametro, com espacamento de 9 cm. Nestas vigas,

Os estribos sao de aco da classe A (fy = 273 MPa) junto ao a-
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vigas fcub fc fct ECD
E1,E3,E6 34,8 29,5 2,66 37000

E5,G1 38,0 g, i S 2,83 38000
G3,G5,G6 33,2 28,1 2,58 36000

Tab. 11.1 - Propriedades do concreto (valores em MPa)

poio esquerdo e da classe B (fy = 465 MPa) junto ao apoio di-
reito. Finalmente, as vigas E6 e G6 nao tém qualquer armadura

para absorver as tragoes oriundas do cisalhamento.

A Tab. 11.1 da os valores médios da resistén-
cia cubica a compressdo do concreto, obtidos experimentalmen-
te na data dos ensaios das vigas, e os correspondentes valo-
res da resisténcia cilindrica a compressido, da resisténcia a
tracao e do médulo de deformacao longitudinal inicial do con-
creto, calculados pelas expressdes referenciadas anteriormen-
te.

Para o estudo computacional, adotou-se a malha
de elementos finitos apresentada na Fig. 11.2, de vinte e qua
tro elementos quadrangulares quadraticos de oito nés para es-
tado plano de tensao. Para as vigas E1, G1, E6 e G6, usaram-

-se, apenas, doze elementos, por estas apresentarem simetria.

Nas Figs. 11.3 até 11.10, é feita a comparacdo
da evolucao das flechas experimentais e determinadas através

do modelo computacional, para cada uma das oito vigas ensaia-
das.

11.3 - A influéncia da larqura da alma

No outro conjunto, foram ensaiadas duas séries
de quatro vigas, com a mesma armadura, mas diferentes largu-
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Fig. 11.11 - Detalhamento das vigas com diferentes

larguras de alma

ras de alma. As vigas, cujo detalhamento aparece na Figqg.
11.11, sado referenciadas por ET1, ET2, ET3 e ET4, na série
submetida a duas cargas concentradas, e por GT1, GT2, GT3 e

GT4, na serie submetida 3 carga uniformemente distribuida.

Todas as vigas apresentam a mesma armadura lon
gitudinal. Esta consiste, inferiormente, de quatro barras de
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vigas fcub fc fct ECq
ET 28,5 24,2 233 34000
GT 25,1 21,3 2,14 33000

Tab. 11.2 - Propriedades do concreto (valores em MPa)

20 mm de diametro (f. = 428 MPa) e, superiormente, de duas
barras de 8 mm de diametro (fy = 465 MPa). Todas as barras

sao de ago da classe B.

As vigas da série ET tém estribos verticais de
6 mm de diametro (fy = 320 MPa, ago classe A), uniformemente
espacados. Nas vigas da série GT, os estribos verticais, tam-
bém de 6 mm de diametro, tém espagamento variavel junto ao a-

poio direito e uniforme junto ao apoio esquerdo.

Na Tab. 11.2, sao mostrados os valores médios
da resisténcia cibica a compressao do concreto, determinados
experimentalmente na data dos ensaios das vigas, e os valores
correspondentes da resisténcia cilindrica a compressao, da re
sisténcia a tracdo e do modulo de deformacdo longitudinal ini
cial do concreto, calculados usando as expressdes apresenta-

das no item 11.1.

Para a analise computacional, utilizou-se a ma
lha de elementos finitos de quarenta elementos quadrangulares
quadraticos de oito nés para estado plano de tensdo, conforme
a Fig. 11.12. Para as vigas da série ET, empregou-se uma ma-

lha com vinte elementos, por estas apresentarem simetria.

Nas Figs. 11.13 até 11.20, mostra-se a evolu-
cao das flechas ao longo do carregamento para o conjunto das
oito vigas, segundo os resultados dos ensaios e os obtidos a-
través do modelo computacional.
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Fig. 11.13 - Comparacao entre as flechas
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Fig. 11.15 - Comparacao entre as flechas obtidas no ensaio e
pelo modelo computacional para a viga ET3
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Fig. 11.16 - Comparacdo entre as flechas obtidas no ensaio e

pelo modelo computacional para a viga ET4
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pelo modelo computacional para a viga GT1
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Fig. 11.20 - Comparacdo entre as flechas obtidas no ensaio e

pelo modelo computacional para a viga GT4



187

Nas Figs. 11.21 até 11.24, comparam-se as ten-
sGes nos estribos, valores obtidos através do modelo e experi
mentais, para cada uma das vigas ET. Os valores analisados
sao as tensoes médias, na altura da alma, de quatro estribos
posicionados entre 38 e 71 cm a partir do apoio. A Fig. 11.25
apresenta, em conjunto, as curvas carga X tensao nos estri-
bos, determinadas pelo estudo computacional, para as quatro

vigas ET.

As Figs. 11.26 até 11.30 apresentam a analise
da evolucao das tensdes nos estribos em funcao do carregamen-
to, para as vigas GT. Neste caso, comparam-se as tensdoes mé-
dias, na altura da alma, de quatro estribos posicionados en-
tre 20,5 e 61,5 cm a partir do apoio (estribos com espagamen-

to variavel).

As Figs. 11.31 e 11.32 comparam resultados do
modelo e experimentais sobre a abertura de fissuras, na regi-
ao compreendida entre o apoio e a carga concentrada, nas vi-
gas ET. Na Fig. 11.31, os valores correspondem a aberturas de
fissuras na altura da armadura tracionada, enquanto na Fig.
11.32, analisam-se valores a meia-altura na alma das vigas.
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12 - ANALISE BIDIMENSIONAL: ESTUDO DE VIGAS DE CONCRETO ARMA-

DO COM ABERTURA NA ALMA

12.1 = Imtroducao

O proposito deste capitulo é ilustrar a utili-
zacao do modelo computacional, no estudo de vigas de concreto
armado com abertura na alma. Com este fim, comparam-se OS re-
sultados obtidos através do modelo, com os da analise experi-

mental realizada por Takahashi, em [109].

12.2 - As caracteristicas das vigas

Em [109], foram executadas trés vigas, referen
ciadas por B1, B2, B3. O detalhamento destas vigas aparece na
Fig. 12.1. As vigas B2 e B3 apresentam uma abertura circular,
na alma, com diametro de quarenta por cento da altura da vi-
ga, e diferem entre si, unicamente, pela armadura transversal
junto a abertura. A viga B1 possui a mesma armadura de B2, en

tretanto nao possui qualquer abertura.

As vigas foram projetadas de forma tal que as
fissuras de cisalhamento ocorressem junto ao furo, levando as
pecas a ruptura. No trecho junto a abertura, foram colocados
estribos de 6,3 mm de diametro (fy = 583 MPa, ago classe A),
espacados de 12,5 cm. Nos trechos laterais, utilizaram-se es-

tribos de 6,3 mm de diametro, a cada 10 cm.
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FIgAS fc fck fct Ecn
B1 35,3 33,1 3,09 39000
B2 32.6 28,1 2,78 38000
B3 33,5 29,9 2,89 38500

Tab. 12.1 - Propriedades do concreto (valores em MPa)

Dois estribos de 12,7 mm de diametro (fy = 472
MPa, aco classe A) foram colocados de cada lado da abertura

da viga B3, como armadura de suspensao.

A armadura longitudinal das vigas era composta
por quatro barras de 22 mm de diametro {fy: 428 MPa, aco clas

se A), nas mesas superior e inferior das pecas.

A resisténcia cilindrica a compressdo do con-
creto, medida nas datas dos ensaios, apresentaram os valores
médios e caracteristicos mostrados na Tab. 12.1. A resistén-
cia a tracdo e o modulo de deformacdo longitudinal inicial do
concreto, que também aparecem nesta tabela, foram calculados
através das seguintes expressdes, recomendados pelo Cédigo Mo
delo do CEB [ 41 ]

2/3

i (12.1}

fct = 0,30 fC

1/3

E = 1,25 x 9500 fc (12.2)

Co
onde o0s valores sac dados em MPa.

As vigas B1, B2 e B3 foram ensaiadas, respecti
vamente, a 181, 183 e 175 dias apds a concretagem. Para a ana
lise computacional, consideraram-se as deformagbes por fluén-

cia e retracao do concreto a partir do sétimo dia, tomando-se
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uma temperatura média de 20°C e uma umidade relativa do ar de

70%.

para a analise por elementos finitos, empre-
gou-se a malha apresentada na Fig. 12.2. Esta malha € compos-
ta de cinquenta e cinco elementos quadrangulares quadraticos,

para estado plano de tensao.

12.3 - Analise dos resultados

As vigas foram dimensionadas de forma gue a
ruptura ocorresse por cisalhamento, dentro do segmento cen-
tral de um metro. No ensaio, a viga B1, sem abertura na alma,
rompeu para uma carga total de 560 kKN. A viga B2, em virtude
da presenca da abertura, atingiu a ruptura em uma carga de
300 kN, bem inferior a da viga Bl. A existéncia de uma armadu
ra de suspensao junto ao furo, aumentou a capacidade resisten
te da viga B3, cuja carga ultima, determinada no ensaio, foi
de 390 kN.

As Figs. 12.3 e 12.4 apresentam a evolugao dos
deslocamentos verticais, nas secdes de aplicacao das cargas,
conforme a variacao do carregamento, para as trés vigas, se-

gundo a analise por elementos finitos.

Nas Figs. 12.5 até 12.7, sao mostrados os es-
forcos maximos suportados pelos estribos, dentro do segmento
central da viga, conforme o modelo computacional. Estes esfor
cos foram calculados como o produto da tensao maxima no estri
bo pela area da sua secao transversal (dois ramos). Como foi
descrito anteriormente, todos os estribos das vigas B1 e B2
tém 6,3 mm de diadmetro, enquanto a viga B3 tem, ainda, estri-

bos de 12,7 mm de diametro, junto a abertura.

As Figs. 12.8 até 12.10 comparam valores, obti
dos experimentalmente e atraves do modelo, das tensoes nos es
tribos posicionados junto a abertura, para as trés vigas. As
tensoes, neste caso, foram determinadas a meia-altura nas vi-
gas.
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13 - ANALISE BIDIMENSIONAL: ESTUDO DE VIGAS CONTINUAS DE CON-
CRETO ARMADO

13.1 - Introducao

No presente capitulo, analisa-se o comportamen
to de vigas continuas de concreto armado, comparando-se resul
tados teoricos e experimentais. Com este objetivo, empregam-
-se os valores obtidos por Leonhardt e Walther, em [ 74 ], re-
sultantes do ensaio em laboratorio de cinco vigas continuas

de concreto armado.

13.2 - As caracteristicas das vigas

As cinco vigas continuas ensaiadas, em [74 1],
cujo detalhamento aparece na Fig. 13.1, sao referenciadas,
conforme o trabalho original, por HH1, HH2, HH3, HH4 e HHS5.
Todas as vigas apresentam dois vaos e tém simetria de geome-
tria e carregamento em relagao ao apoio central. A secao
transversal das vigas € retangular, possuindo as mesmas dimen
sdoes para as cinco vigas. Ja o comprimento dos vios & varia-

vel, sendo crescente de HH1 para HHS.

A viga HH1 possui dois vaos com 1,11 m de com-
primento. Sua armadura longitudinal consiste, tanto inferior,
como superiormente, de duas barras de 14 mm de diametro (fV =

417 MPa, ac¢o classe B). A armadura transversal o& composta ﬁor
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¥ighe fcub fc fct Ecn
HH1 35,2 29,8 2,69 37000
HH2 35,6 30,2 257 37000
HH3 % 31,4 2,78 37500
HH4 33,6 28,5 2,60 36000
HH5 36,3 30,8 2,74 37000

Tab. 13.1 - Propriedades do concreto (valores em MPa)

estribos de 8 mm de diametro (fy = 371 MPa, aco classe A), es

pacados de 20 cm.

A viga HH2, que apresenta dois vaos com 1,57 m
de comprimento, € armada de forma semelhante a viga HH1. A ar
madura longitudinal é uniforme ao longo de toda a viga, con-
sistindo de uma camada na parte inferior e outra na superior,
de trés barras de 14 mm de didmetro. A armadura transversal &

de estribos de 8 mm de didmetro, espacados de 20 cm.

As vigas HH3, HH4 e HH5 possuen, respectivamen
te, vaos de 2,11; 2,57 e 3,00 metros. As suas armaduras longi
tudinais sdo dispostas em duas camadas de barras de 14 mm de
diametro, tanto inferior, como superiormente, e ndo sio uni-
formes ao longo de todo o comprimento. Ja a armadura transver
sal € constante, consistindo de estribos de 8 mm de diametro,
espacados de 20 cm.

A Tab. 13.1 mostra os valores médios da resis—
téncia clibica a compressio do concreto, determinados experi-
mentalmente na data dos ensaios, e os valores correspondentes

da resisténcia cilindrica i compressao, da resisténcia a tra-
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cdo e do médulo de deformacdo longitudinal inicial do concre-

to, obtidos através das expressoes apresentadas no capitulo

11.

Consideraram-se, para todos os ensaios, O0s e-
feitos da fludncia e da retracao do concreto a partir do séti
mo dia apds a concretagem das pecas. Adotou-se uma umidade re

lativa do ar de 60% e uma temperatura de 18°C.

Para o estudo computacional, utilizou-se a ma-
lha de elementos finitos, apresentada na Fig. 13.2, de guaren

ta elementos finitos quadrangulares quadraticos para estado
plano de tensdo. Esta malha discretiza apenas metade das vi-

gas, uma vez que o problema apresenta simetria.

13.3 - Analise dos resultados

As Figs. 13.3 até 13.7 comparam a evolucao dos

deslocamentos verticais, na posigao de aplicagao da carga, se
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Fig. 13.3 - Deslocamentos verticais sob a carga, segundo o

ensaio e o modelo computacional, para a viga HHT
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gundo o ensaio e O modelo computacional, para as cinco vigas

continuas.

Na Fig. 13.8, analisa-se o crescimento da ten-
sio na armadura inferior, na secao de aplicacao da carga, em
funciao do carregamento. Comparam-se os valores experimentais,
nos dois vios, com o valor obtido através da analise por ele-

mentos finitos, para cada uma das vigas.

A Fig. 13.9 compara resultados do ensaio e do

modelo, para a tensao na armadura superior sobre o apoio.

As Figs. 13.10 e 13.11 mostram o desenvolvimen
to da tensdo na armadura inferior, sobre o apoio, e na armadu
ra superior, sob a carga, para a viga HH1. Pelos resultados a
presentados, tanto pelo ensaio, como pelo modelo, observa-se
que as tensdes, inicialmente, de compressao, passam a ser de

tracdo com o incremento da carga.

Nas Figs. 13.12 e 13.13, apresenta-se a evolu-
cao da tensao na armadura inferior, sobre o apoio, e na arma-
dura superior, sob a carga, conforme o modelo computacional,
para o conjunto das cinco vigas. Pode-se constatar, que a in-
versao de sinal destas tensOes ocorre apenas para as vigas
com maior relacao altura/vao.

Na Fig. 13.14, comparam-se as tensoes o, mo
concreto, sobre o apoio, determinadas através do ensaio e do

modelo de elementos finitos, para cada uma das cinco vigas.

As Figs. 13.15 e 13.16 analisam a evolucao do
momento fletor, no apoio central, em funcao da carga, confor-
me o modelo computacional. O valor deste momento fletor é afe
tado pela nao-linearidade dos materiais, especialmente pela
fissuracao do concreto. Nestas figuras, comparam-se as previ-
soes do modelo com os valores calculados, considerando-se as
vigas de concreto armado constituidas por um material homogé-

neo de comportamento linear.
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14 - ANALISE BIDIMENSIONAL: ESTUDO DO COMPORTAMENTO AO LONGO
DO TEMPO DE VIGAS DE CONCRETO ARMADO

14.1 - Introdugao

Neste capitulo, comparam-se os resultados com-
putacionais e experimentais, apresentados em [ 56 ], para uma
série de oito vigas de concreto armado, submetidas a um carre

gamento uniformemente distribuido de curta e longa duracao.

14.2 - As caracteristicas das vigas

Os ensaios de [ 56 ] foram realizados sobre oi-
to vigas idénticas, chamadas de V1, V2, ..., V8, simplesmente
apoiadas, com um vao de 3,72 m. O detalhamento destas vigas a

parece na Fig. 14.1.

A armadura longitudinal & composta, inferior-
mente, por duas barras de 8 mm de diametro de aco CA-50A e,
superiormente, por duas barras de 3,4 mm de diametro de aco
CA-60B. Adicionalmente, foram colocadas, nas faces das vigas,
mais duas barras de 3,4 mm de diadmetro. A armadura transver-
sal consiste de estribos de 3,4 mm de diametro, espacados de

10 cm.

As vigas foram concretadas e ensaiadas duas a

duas. Na data do ensaio, cada viga foi submetida a um carrega
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' idade fc fct EC”
YR (dias) (MPa) (Mpa) (MPa)
vl - V2 62 3,3 2,5 35000
V3 - v4 28 17,8 2,0 28000
V5 - V6 28 18,2 3.2 28500
V7 - V8 16 19,5 25 26500

Tab. 14.1 - Propriedades do concreto

mento uniformemente distribuido de 2,36 kN/m, além do peso
proprio, sendo esta carga mantida constante por mais setenta

dias.

A Tab. 14.1 apresenta, além do tempo decorrido
entre a data da concretagem e a do ensaio, os valores médios
da resistencia cilindrica a compressao e a resisténcia a tra-
cao do concreto medidos no dia do ensaio. Esta tabela contém,
ainda, o modulo de deformacdao longitudinal inicial do concre-
to, calculado através da expressao recomendada pelo Cédigo Mo
delo do CEB [ 41 ]

1/3

E = 1,25 x 9500 fc (14.17)

Co

Na preparacao do concreto das vigas, utilizou-
-se o cimento pozolanico P0Z-320 e o didmetro maximo dos agre
gados foi de 19 mm. Conforme a Eq. (6.20), encontrou-se para a
espessura ficticia das vigas o valor de 150 mm. Estabeleceu-
-se, segundo a Eq. (5.55), que o espacamento médio das fissu-
ras, na configuracao estabilizada, era igual a 55 mm.

Os valores médios da umidade relativa do ar e

da temperatura foram tomados, para todos os ensaios, como sen
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do, respectivamente, 75% e 20°c., Os efeitos da retragao e da
fluéncia foram considerados a partir do sétimo dia ap6s a con

cretagem.

A analise computacional foi realizada com o em
prego da malha de elementos finitos, apresentada na Fig. 14.2,
gque €& composta por vinte elementos quadrangulares quadraticos
para estado plano de tensao. Esta malha representa, apecnas, a

metade das vigas, por estas apresentarem simetria.

14.3 - Analise dos resultados

Nas Figs. 14.3 até 14.6, comparam-se as fle-
chas das vigas, segundo o ensaio e o modelo computacional, pa

ra o carregamento instantaneo.

As Figs. 14.7 e 14.8 confrontam os resultados
experimentais e computacionais, para as deformacdes na armadu
ra tracionada e na borda comprimida, na secdo central das vi-
gas V7 e V8. Estes valores correspondem, também, ao carrega-

mento instantaneo.

Nas Figs. 14.9 ate 14.12, apresenta-se o desen
volvimento das flechas das vigas, no periodo de setenta dias
que seguiu a data do ensaio. Sao comparados valores determina

dos nos ensaios e através do modelo de elementos finitos.

As Figs. 14.13 e 14.14 mostram a evolucao das
deformacdes na armadura e na borda comprimida, na secdo cen-

tral das vigas V7 e V8, nos setenta dias que sucederam a a-
plicagao da carga.

Na Fig. 14.15, comparam-se as deformagoes na
secao central das vigas V7 e V8, no instante de aplicacao da
carga e setenta dias apos, segundo as medicdes do ensaio e os
resultados da analise computacional. Nesta figura, os resulta

dos experimentais correspondem a média dos valores obtidos
para as vigas V7 e V8.
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15 - ANALISE TRIDIMENSIONAL: ESTUDO DE UMA LAJE DE CONCRETO
ARMADO SUBMETIDA A UMA CARGA CONCENTRADA

15.1 - Introducao

Este capitulo apresenta um estudo de uma laje
de concreto armado submetida a uma carga concentrada em seu
centro. A laje analisada foi ensaiada por Fusco, conforme es-—
ta descrito em [52 ]. Os resultados experimentais sao, aqui,
comparados com os valores determinados atraves do modelo de e

lementos finitos.

15.2 - As caracteristicas da laje

Conforme a Fig. 15.1, a laje, referenciada no
trabalho original por L1, tinha dimensoes de 1,30 x 1,30 m ,
com uma espessura de 10 cm. No ensaio, os cantos chanfrados
foram utilizados para facilitar a fabricacao do portico de
reacao e para simplificar as operacdes de instalacao da laje
nesse portico de reag¢do. Para a analise teorica, a laje foi
considerada perfeitamente quadrada e apoiada ao longo de toda
a borda.

A armadura da laje era constituida, nas duas
diregoes, por barras de 10 mm de didmetro (CA-50B, f = 540
by

MPa), espacadas de 10 cm. A armadura em uma das direcdoes, re-—
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ferenciada por armadura externa, apresentava uma distancia de
2 cm entre o seu eixo e a superficie tracionada da laje. Na
outra direcao, a armadura, dita interna, tinha, entre o seu

eixo e a superficie tracionada da laje, uma distancia de 3 cm.

A carga foi aplicada numa area central da laje
de 20 x 20 cm.

A resisténcia cilindrica a compressao do con-
creto, determinada na data do ensaio, foi de 28,7 MPa. Usando
as relacoes apresentadas no capitulo 12, tomou-se para a re-
sisténcia a tracao e para o modulo de deformacao longitudinal
inicial do concreto, os valores de 2,30 MPa e 36.500 MPa, res

pectivamente.

Na Fig. 15.2, apresenta-se a malha de elemen-
tos finitos adotada para o estudo computacional. Esta malha é
composta por 100 elementos tridimensionais lineares para esta
do triplo de tensao e discretiza apenas a quarta parte da la-

je. O peso proprio da peca foi desprezado na analise.

15.3 - Analise dos resultados

Nas Figs. 15.3 e 15.4, comparam-se os valores,
determinados pelo ensaio e pelo modelo computacional, para as
tensoes nas armaduras externa e interna, no centro da laje,
segundo as duas direcdes. Em cada fiqura, aparecem duas cur-
vas experimentais, que correspondem a barras posicionadas si-

metricamente em relagao ao eixo da laje.
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16 - CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi desenvolver um
modelo matematico para simular o comportamento de pecas de

concreto armado, possibilitando uma maior compreensao do seu

funcionamento.

O programa computacional obtido alcangou uma
excelente aproximagao frente a todos resultados experimentais
analisados, considerando-se a variabilidade inerente ao com-
portamento de pecas de concreto armado. A concordancia, entre
os valores tedoricos e experimentais confrontados, & uma garan
tia da validade do modelo para o estudo de uma ampla faixa de
situacoes nas estruturas correntes de concreto armado. Abre-
-se, portanto, a perspectiva de realizag¢ao para uma infinida-
de de estudos nesta area.

Naturalmente, as potencialidades do modelo, em
seu estado atual, sao limitadas pelas proprias hipoteses admi
tidas, dentro das diversas teorias envolvidas, na sua constru
cao. Por exemplo, na escolha do modelo constitutivo do concre
to, foi dada preferéncia para um modelo, que, embora com vali
dade limitada para carregamentos monotonos, apresentava otima
afinidade com os valores experimentais. Assim, a presente ana

lise computacional nao permite um estudo de descarga.
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Nas analises efetuadas, ficou evidenciada a im
portancia da consideracao do funcionamento do concreto entre
as fissuras. Qualquer modelo, que nao leve em conta tal situa
gao, nao podera, por exemplo, prever realisticamente as ten-

sOoes nas armaduras.

A determinacdo das deformagdes por fluéncia e
por retracao do concreto &, também, importante neste tipo de
analise. Os resultados obtidos, apesar de estarem baseados em
um modelo bastante simples, foram muito bons, em especial, no
que se refere ao comportamento global das pecgas de concreto

armado.

Outro aspecto, que deve ser ressaltado, e a ne
cessidade da utilizacao das relacoes deformacoes-deslocamen-
tos completas para os elementos de armadura. Os erros, caso
isto nao fosse feito, podem ser consideraveis em determinadas

situacoes.

Sem duvida, o modelo obtido pode ser em muitos
pontos aperfeigoado, estendendo-se a sua validade e a sua pre
cisao. Entretanto, a conclusao fundamental, que deve ser ex-
traida deste trabalho, é a certeza da possibilidade da simula
cao computacional do funcionamento real das estruturas de con

creto armado.

Este fato, alem de possibilitar estudos para
um aproveitamento otimizado dos materiais, permitira, com o
advento de computadores de maior performance, uma analise pre

cisa de estruturas inteiras de concreto armado.



ANEXO A - FUNDAMENTOS SOBRE O CRITERIO DE RUPTURA PARA O CON-

CRETO

A.1 - Generalidades

Um critério de ruptura de um material isotropi
co deve ser uma funcdo do estado de tensdo, independente da
escolha do sistema de coordenadas em que a tensao esta defini
da. Um modo de representar tal funcdo e através do uso das

tensdes principais, ou seja,
f(Gl,Ug,Ug} = Q) {A.1)

Uma forma mais conveniente de expressar o cri-
tério de ruptura & utilizando os invariantes de tensao. As-

sim, por exemplo, tem-se
f(Il,JQ,J3) = O (A.Z)

onde I, € o primeiro invariante do tensor de tensao Oij e J,,
J; sao o segundo e o terceiro invariantes do tensor de tensao
anti-esferico Sij' Estes trés invariantes permitem uma inter-

pretagao simples, independente das propriedades do material.

Neste anexo, serao apresentados os elementos

basicos para a formulagao de um critério de ruptura para o
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concreto, conforme estudo de Chen [ 34 ].

A.2 - Os invariantes de tensao

Por definigao, as tensdes tangenciais em um
ponto s3ao nulas sobre um plano principal. Este plano é defini
do pela diregao principal ny de uma tensac principal c. As~—
sim, a direcaoc do vetor de tensdes, Ti‘ neste ponto, deve ser
a mesma da normal n,, ou seja, Ti = 0 n,. Desta forma, tem-se
para cada diregao

(.. — 0 8..) n. =0 (A.3)
1] 1] J
onde o tensor de tensao, Oij’ esta relacionado com o vetor

T. pela formula de Cauchy, T, = g.. n., € §.. = §.. € o delta
d £ 2 5 I ij i

de Kronecker, cujo valor e 1, se i=j e 0, se i=j. A Eq.
(A.3) e um sistema de trés equacOes lineares homogéneas para
(ny,n;,n;). Este sistema tem solugdo, se e somente se o deter

minante dos coeficientes é nulo.

. = 6..1 = .4
0j5 =0 1]I 0 (A.4)
ou
Ux—-c- Txy [xz
T 0 -0 T = 0 A5
YX Y yz ( )
L Izy 0,-0
A Eq. (A.5) pode ser escrita na forma
g% = I]_ g% $ 12 g = I3 =10 (A-G}
onde
I = =
L o * Uy S o4 (A.7)
To = Ko ( y - 2 — ) ”
( ny * Jy O, ¥+ 0, 0 ) Txy {yz "2x
(A.8)
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Ox Ixy 'xz
Ly = Tyx Oy Tyz -
Tzx Tzy Oz
1 1 T s
o | - 1 o Wy i E A.9
3 945 Osf Ty =g T8 944 gy t B 4 (a.3)

Usando as tensdes principais, tém-se

I, = 0y + 02 + O3 (A.10)
I, = (U]_ 02 + Up T3 + 03 0q) (A.11)
I3 = 0; O3 O3 {A.12)

As quantidades I,, I,, I; nao dependem do sis-

tema de coordenadas e sao chamadas de invariantes do tensor
de tensao o, ..
1]

Pode-se expressar o tensor de tensao ”ij como
a soma de uma tensao hidrostatica (esférica) o, € um desvio

do estado hidrostatico Sij' Assim,

O = 8.5 4 0. Oy (A.13)

onde

= _ _
g = 3 (Ox + 0 +0.) = o =

v 2 % ii % L (A.14)

A tensdo hidrostatica o, representa a tensao
média ou a tensdo hidrostatica pura. O tensor de tensdo anti-

-esfeérico sij representa um estado de cisalhamento puro.

Os invariantes do tensor anti-esférico S, 4 sao

obtidos de forma analoga a anterior. Desta maneira, tem-se

8:3 = 8§ 6.5] =0 (A.15)

ou



s? - J; s? = J, 8 -J3 =0 (A.16)
onde
J; = S;i = S, * sy + 8, = 0 (A.17)
Ja = % Sij ji T
= % {(ox—oy)2 + {Gy—oz)2 ¥ Hg,=g)%] + (A.18)
+ T;y + T;z + T;x

Sx ' Xy 'xz
Ji = % Sij Sjk Spi = Tyx sy Tyz (A.19)

Tzx tzy Sz

Da expressao (A.13), conclui-se que as  dire-
cOes principais de Ui. e sij sao as mesmas. Assim, quando O0s

eixos coordenados coincidem com as direcdes principais, tém-

se
Ji = S; + Sz + 853 (A.20)
J, = % (s + 82 + s3%) =
(A.21)
= % [(01=02)2 + (02-03)% + (03-01)7]
Jy = % (si + 83 + s3) = 81 82 53 (A.22)
As vezes, e conveniente expressar as tensoes

em relacao ao plano octaédrico. Este planc forma angulos i-
guais com cada uma das direg¢oes principais de tensao. A ten-
sao normal, neste plano, chamada tensdo normal octaedrica ,

o , € igual a tensdo normal média ©
oct m

-] - B 5
Uosp =g L2 = 9 (A.23)
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P{GI 92 tU])

oy

Fig. A.1 - Decomposi¢do das tensoes no espago

das tensoes principais

A tensdo transversal, neste plano, chamada ten

sdo tangencial octaedrica, T é dada por

oct

Yoat, ® V273 T, (A.24)

A direcdo da tensdo transversal octaédrica e

definida pelo angulo 8, dado por
Al L& 3
cos 38 = V2 Jg/Toct (A.25)

A representacao geometrica mais simples do es-
tado de tensao e obtida usando-se as trés tensoes principais
01,02,03 como coordenadas de um ponto no espago de tres di-
mensoes. Na Fig. A.1, o vetor {OP} representa um estado de
tensao.

Pode-se definir, neste espago, o eixo hidrosta
tico como a diagonal d, que dista igualmente dos trés eixos
(c1=0;=03). O vetor unitario, que direciona esta diagonal, &
dado por

%, S S (A.26)
/3

Todos os pontos sobre esta diagonal represen-
tam estados de tensao hidrostaticos, isto é, as tensdes anti-
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LY

Fig. A.2 - Projecao no plano desviador dos

eixos coordenados 0;, 0; @ 0=

-esféricas sdo nulas. Os planos perpendiculares a diagonal d
sao chamados planos desviadores. O plano desviador que passa

pela origem do sistema de coordenadas & chamado plano © e e

exXpresso por

Oy + 02 + 03 =0 (A.27)

Os pontos do plano 7m representam estados de ci

salhamento puro com nenhuma componente hidrostatica.

Como o estado de tensdao pode ser representado
pelo vetor {OP}, & possivel decompor este vetor em duas compo
nentes, uma na direcao do eixo hidrostatico, {ON}, e outra

perpendicular ao eixo hidrostatico, {NP]}.

O comprimento de {ON} é

lon| = & = {oP}* . {e} = {0y 0, 05} = {1} =11, (a.28)
}/3— | 1 | i';3
L)
ou
fml Ty =/3 g =430 (A.29)
/’3‘ m oct

A componente {NP} & determinada por
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T1 (Tm S
{vp} = {oP} - {ON} = 0, =RV g S5 (A.30)

U3 Um S

0 quadrado do comprimento de (NP} &
|NP|2 = r? = s} + s} + 83 = 2 3, r>0 (A.31)
ou
2 _ — 2 — 2

£ =2 Joa =5 T 3 T (B2

Desta forma, o estado de tensao, dado pelo pon
to P(vy,0,,03), pode tambéem ser caracterizado pelas coordena-

das £,r,0, conforme a Fig. A.1 e a Fig. A.2.

A.3 - Os invariantes de deformacao

De modo semelhante, pode-se obter os invarian-

tes de deformacgao. Assim,

! = " = =
Ty =, # G B €44 (A.33)
T B N - _ 2 e e _ 2 _
) (tx EY + ty €, * &, ex} Exy Lyz Eon =
: (A.34)
1
o K08 ner o
=g 2 “ij Fii
“x Xy “xz
I% = c =
3 yx “y “yz
(A.35)
“zx Ezy €2z
= 4 €:0 B € - I{ ¢ € . I
3 7d3 Tik Cki TZ U Fpg Byy tg M
ou, em termos das deformacdes principais
I = €1 + €2 + €3 (A.36)

H
Pl
]

€1 €2 + E3 €3 + £33 €1 (A.37)
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I = €1 €2 €3 (~.38)
A deformacao anti-esférica €; 5 é obtida por
e.. = €,. = L e 6.. (A.39)
i7 17 3 TR TAg

onde ¢ =I! . Os invariantes do tensor de deformacao anti-es-
v

férico sio

Jl =e_+e +e_==e.. =20 (A.40)
% y z ii
RPN -
Ji =3 €5 €54
-+ - )? co—g )2 g A.41
=g [ (e, ey) + (hy EZ) + (az LX) ] o+ (A.47)
2 2 2
* Exy ¥ E"yz T fax
©x Xy “xz
Jl = . e., e, ., = € e £ (A.42)
* T3 T4 T3k ki yX y vz
fzx “zy €z

ou, em termos das deformacdes principais

Ji = e; + e, + e; =0 (A.43)

o
[ ]
e
M
N
-+
o
1l

1
2
(A.44)

1
o - [(e1-€2)2% + (e3-€3)% + (e3=£1)7%]
Ji = % (el + e} + e3) = e; e, e; (A.45)

De forma analoga, define-se as deformacdes oc-
taédricas como

m

(A.46)

I
w|=
™
"
w|—=
H
-

oct

I
o
<

a2 T
foct = 3 Y2 (A.47)
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A.4 - Caracteristicas da superficie de ruptura do concreto

Neste item, serao resumidas as caracteristicas
da superficie de ruptura do concreto, determinadas experimen-
talmente. A forma de uma superficie de ruptura, em um espaco
de tensdes tridimensional, pode ser melhor descrita  atraves
de suas secoOes transversais nos planos desviadores e de seus

meridianos nos planos meridianos.

As secgOes transversais da superficie de ruptu-
ra sao as curvas de interseccao entre a superficie de ruptura
e um plano desviador, que & perpendicular ao eixo hidrosta-
tico, com ¢ constante. Os meridianos da superficie de ruptura
sao as curvas de intersecgao entre a superficie de ruptura e
um plano (o plano meridiano), que contém o eixo hidrostatico,

com  constante.

Se o material for isotrépico, os indices 1, 2,
3 associados aos eixos coordenados sao arbitrarios. Isto re-
sulta na triplice simetria, que apresenta a superficie de rup

tura, conforme aparece na Fig. A.2.

Assim, torna-se necessario apenas o estudo do
setor 9=0° a 60°, ficando os demais setores conhecidos por si
metria. A curva de ruptura no plano desviador apresenta, se

gundo evidéncias experimentais, as sequintes caracteristicas:
- a curva de ruptura & suave;

- @& curva de ruptura & convexa, ao menos para tensdes de com-
pressao;

- a curva de ruptura tem aspecto do tipo apresentado na Fig.
A.2:

- a curva de ruptura é aproximadamente triangular para ten-
soes de tracdo e baixas tensdes de compressao (corresponden
do a valores de £ pequenos, proximos ao plano 1), ficando
mais circular a medida que as tensdes de compressao aumen-
tam (crescimento dos valores de £).

Os meridianos determinados por valores de 6 i-
: 0 0 0 = :
guais a 0°, 30" e 60° sao chamados, respectivamente, de meri-

diano de tracao, de cisalhamento e de compressao.
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Conforme aparece na Fig. A.3, as curvas de rup
tura nos planos meridianos apresentam as seguintes caracteris

ticas:

- as curvas de ruptura dependem da componente hidrostatica da

tensao, I, ou £;
- as curvas de ruptura sao suaves e convexas;

- rt/rc < 1, onde os indices t e c¢ correspondem aos meridia-

nos de tracao e compressao, respectivamente;

- o valor da relacao rt/rc aumenta com o aumento da pressao

hidrostatica;

- um carregamento hidrostatico nio pode causar a ruptura.



ANEXO B - EXPRESSOES ANALITICAS PARA A DETERMINACAO DOS VALO-
RES DAS FUNCOES E PARAMETROS DE FLUENCIA E RETRACAO
CONFORME O CEB

O Ccdigo Modelo do CEB/1978, [41 ], apresenta,
graficamente, as leis de variacao de funcoes e parametros, pa
ra o calculo das deformagdes de fluéncia e de retracdo no con
creto ao longo do tempo. Estes graficos sao adotados pela NBR
-7197, [ 4 1, que fornece expressdes analiticas para suas de-
terminagoes (capitulo 6 deste trabalho).

O CEB, em [ 43 ], tambem, da expressdes para o

modelo grafico. Estas expressdes estdo apresentadas a sequir.

£ {Es) ty =
2 (& _ _¢cm _ 1./2,85
c(to) £ (E.) a7 (B.1)
£ (28) to+47
4 - e 1/3 1/7,35
bi(tg) = [EETE?T] = 0,875 [—757—] (B.2)
Lo 4/2,45
B, (ts) = 0,8 [1—Bc(to)] =0,8 [1 - (EF:37] 771 (B.3)

t=to 44,2

Ba (t=t0) = [egr337s! i)



t Ko (h.. ) (B
B.(EB) = [ ] fic )
£ t+Kl(hfic)
1,25
Kl{hfic} _ e[5,02/hfic+1n{6,95 hfic )] (B.
0,2954
0,00144 h_, -1,1/h_. =1In(1,005 h_’ )1
Kz{hfic)= e[ ! fic fic fic .
) = 4,45 - 0,035 U (B.
£
h0,1667
-5 0,357 fic
. _ [4,4410 "+h_. - - In(——+)] B
¢f2 = e fic fic 246 (B.
B () = [ (th 1 theye) (B.
e &
5 = B
K“(hfic) 11,8 hfic + 16 (
0,32 0,4
Ky (h,.. ) = l—0:00257 Beje v ho + In(0,22 Bpiatd
fic fic (&
Es = (0,000775 1 - 0,1565 U? + 11,0325 U -
1
(B
-5
- 303,25)+10
h0,25’!
0,32 fig
e e o lO00TTR B = SE2E L g T8 44
By, = fic hfic 1,9 (B
~ Observacao: Em todas as equacbes deste anexo
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f 3 B - em cm
Fip

t e t, - em dias

U - em %

6)

7)

9)

L11)

T2}

.13)

14)



ANEXO C - UTILIZAGCAO DO PROGRAMA COMPUTACIONAL NA VERSAO EM
FORTRAN IV PARA O SISTEMA BURROUGHS A10

C.1 - Introducao

Na versao em FORTRAN IV para o sistema Bur-
roughs A10, o programa computacional, resultante deste traba-
lho, foi implementado dentro do sistema ESFINGE (estudo fisi-
co, isotropo ou ndo e geométrico de estruturas), desenvolvido
no Curso de Pos-Graduagd@o em Engenharia Civil da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul.

Neste sistema, a entrada de dados do programa
computacional & feita atravées de uma linguagem orientada, co-
mo € descrita em [ 58 7. Apresentam-se, neste anexo, os coman-
dos para o uso desta linguagem, para o caso especifico das es

truturas de concreto armado.

C.2 - A linguagem orientada

Os dados do problema sdo introduzidos através
de uma série de comandos. O primeiro comando a ser colocado é
O comando TITULO e o Gltimo é o comando FIM.

O conjunto de dados do problema é dividido em

quatro grupos, que sao iniciados pelos sequintes comandos:
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DADOS DA MALHA
DADOS ESTRUTURAIS
DADOS DE CARGA

DADOS DE ANALISE

No conjunto aberto pelo comando DADOS DA MA-
LHA, & definida a malha de elementos finitos com a especifica
cdo das coordenadas nodais, da conetividade e do tipo de ele-
mentos. As coordenadas nodais sao fornecidas, individualmente
ou aproveitando simetrias e semelhancas, com O emprego dos se

guintes comandos:
COORDENADAS
COORDENADAS MULTIPLAS
SIMETRIA NODAL

SEMELHANCA NODAL

De forma analoga, emprega-se, para especificar

a conetividade dos elementos, os comandos:
CONETIVIDADE
CONETIVIDADE MULTIPLA

SEMELHANCA DE CONETIVIDADE

O comando TIPO DE ELEMENTOS estabelece os ti
pos de elementos utilizados. Para o concreto estdo disponi-
veis os elementos EPQL (estado plano de tensao quadrangular
linear), EPQQ (estado plano de tensao quadrangular guadrati-
co), EPTL (estado plano de tensao triangular linear), EPTQ
(estado plano de tensao triangular quadratico) e TRIL (tridi-
mensional linear). As barras de armadura, especificadas unica
mente pelos nos de extremidade, sdo identificadas pelo tipo
ACO.

O conjunto DADOS ESTRUTURAIS engloba os co-
mandos:
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PROPRIEDADES
PROPRIEDADES DO CONCRETO
CONSTANTES DO CONCRETO
CONSTANTES PLASTICAS

RESTRICOES NODAIS

No comando PROPRIEDADES sao especificados a
espessura dos elementos de concreto (no caso bidimensional) e
o modulo de deformacao do ago, o numero e o diametro das bar-

ras dos elementos de armadura.

No comando PROPRIEDADES DO CONCRETO sao for-
necidos o tipo de cimento, a consisténcia do concreto, a es-
pessura ficticia da peca, a data para considerar o inicio da
retracao, o espacamento das fissuras na configuracao estabili
zada, a temperatura e a umidade relativa do ar médias do am-

biente.

O comando CONSTANTES DO CONCRETO indica, pa-
ra cada carregamento, a data, o numero de etapas de analise e
as constantes do concreto correspondentes.

O comando CONSTANTES PLASTICAS estabelece o
diagrama tensdo-deformacao a ser empregado para o aco. Para

isto sao utilizados os comandos:
CURVA
ENDURECIMENTO

LIMITES DE ESCOAMENTO

O comando CURVA estabelece se a curva ten-
sao-deformacao para o aco é elasto-plastica perfeita, ou com-
posta por duas ou até dez retas. No comando ENDURECIMENTO, es
pecificam-se os valores do endurecimento do material, para 0;
casos em que a curva € composta por mais de duas retas. No co
mando LIMITES DE ESCOAMENTO, sio dadas as tensdes correspon:

dentes aos pontos de mudanga de inclinacio na relacao tensao-
deformacao.
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No comando RESTRICOES NODAIS sao especifica-

das as condicoes de contorno do problema.

No conjunto iniciado pelo comando DADOS DE CAR

GA sao definidos os carregamentos. Empregam-se os comandos:
CARREGAMENTO

CARGAS NODAIS

0 comando CARREGAMENTO identifica o carrega-
mento. No comando CARGAS NODAIS sao especificadas as cargas

aplicadas nos nos da estrutura.

Nos DADOS DE ANALISE sao empregados o0s se-

guintes comandos:

ANALISE
IMPRIMIR

ORDEM DE NOS

O comando ANALISE especifica o tipo de anali
se e o método de solucao (incremental ou iterativa). O coman-
do IMPRIMIR permite a impressao dos resultados de elementos
escolhidos. Com o comando ORDEM DE NOS pode-se reordenar in

ternamente os ndos, a fim de obter uma menor largura de banda.

C.3 - A utilizacao dos comandos

Os dados para execugao do programa sao introdu
zidos em registros fisicos de oitenta caracteres. Em geral,
cada comando da linguagem orientada ocupa um registro. Caso
se deseje colocar mais de um comando por registro, os diver-
sos comandos sao separados por um ponto e virgula. Se um de-
terminado comando exceder a capacidade de um registro, utili-

za-se o simbolo $, para indicar que o comando continua no re
gistro seguinte.

Pode-se incluir comentarios para facilitar a
compreensao do conjunto de dados. Com este fim, emprega-se o

simbolo ¢ seguido do comentario. Tudo o que seguir o simbo-
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lo %, até o fim do cartdo, sera tomado como comentario.

Nos diagramas de sintaxe dos comandos, que se-
rao apresentados a seguir, as letras mailsculas e palavras es
critas em maiusculas sao constantes da linguagem e devem ser

utilizadas sem qualquer modificacdo. Um traco vertical e

usado para indicar o fim do diagrama de sintaxe.

Em certos comandos existem itens que podem ser
repetidos um numero limitado de vezes. Assim, para indicar

que um item pode ser usado no maximo seis vezes, emprega-se

A

: » palavra

ou

- G; » palavra

Se nao houver numero limite, o caminho pode ser percorrido in
definidamente.

Os nods, os elementos e 0s carregamentos sao i-
dentificados através de nomes numéricos (nGmeros inteiros) de
no maximo quatro digitos. Um grupo de nés, elementos ou carre
gamentos € especificado sob a forma de lista. Uma lista & um

conjunto de nomes separados por um ou mais brancos, como, por
exemplo

1 2 3 4 7 8 15 16 17

Se a lista incluir nGmeros consecutivos, pode-
—-Se empregar, alternativamente, a palavra ATE. Assim, a lis-
ta acima fica

T ATE 4 7 8 15 ATE 17
E possivel, também, utilizar na especificacao

de listas as palavras TODOS e MENOS. Considerando-se, que
para a lista acima, o total de itens seja numerado de 1 a 17,
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ela node ser escrita como

TODOS MENOS 5 6 9 ATE 14

C.4 - A sintaxe dos comandos

Neste item, apresentam-se os diagramas de sin-
taxe dos comandos disponiveis. Em certos comandos, a alterna-
tiva mais comum esta assinalada com um asterisco (*¥). O pro-
grama adotara esta alternativa, no caso do usuario nao especi
ficar a opgao a ser executada. Os comandos assinalados por du
plo asterisco (**) nao precisam ser dados. Neste caso, o pro-

grama assumira valores padroes.

TITULO "t{tulo" -
FIM -]

DADOS DA MALHA ]

COORDENADAS 1

< nome do no > —-———————~4 (X) ry (Y) r, (2) ra}———————__%

COORDENADAS MULTIPLAS |

<lista de nés> ——INICTO —— (X) r1 (¥) rs (2) rafb—
SFIM { (X) 3 () 2 @) rsf—u

SIMETRIA NODAL J

<lista de nos> COM »<lista de nos> <esp, simetria-wh—{
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<esp. de simetria> t: =

+EIX0 »X

|y )
-—ij

»<esp. de ponto>—r<esp. de ponto>

—+RETA

L—--rl’l..ﬁ.NU —Tre<esp.

de ponto>—r<esp. de ponto>—r<esp. de ponto-—
XY
*YZ
»XZ
<esp. de ponto> :: = »NO »<nome do no ]

T i ]

—>PONTO —~—*4 (X) ry (V) ro (2) r3|+—J

SEMELHANCA NODAL

—x

<lista de nos> »COM | (X) 1 (¥) r2 (2) rsl—-

L »IGUAL ———><lista de nos>

—

CONETIVIDADE |

< nome do elemento >———————<lista de nos: ]

CONETIVIDADE MULTIPLA

<lista de elementos>——NOS —s<lista de nos>—>PASSO —i3 —-—4

SEMELHANCA DE CONETIVIDADE

. .

<lista de elementos>—+MAIS

r1 *IGUAL
r

r<lista de elementos>~r4
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—_—

TIPO DE ELEMENTO

<lista de elementos r<tipo>
DADOS ESTRUTURATS |
PROPRIEDADES 1

<lista de elementos>—————+ESPESSURA r,

*E r1 NUMERO r» DIAMETRO r;

PROPRIEDADES DO CONCRETO

-t

ENDURECIMENTO *LENTO : ﬂl

———NORMAL® —

———RAPIDO ——

CONSISTENCIA +SECA k |

[——MEDIA* ——

—UMIDA .
**DIAMETRO MAXIMO AGREGADOS 't |
*XESPACAMENTO FISSURAS rr i
#%INIC10 RETRACAO o ]

**TEMPERATURA r |
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**UMIDADE ‘r —

**ESPLESSURA FLCTICIA — r —

**COEFICIENTE DE VARIACAO b o 4

CONSTANTES DO CONCRETO ’I

<lista de carregamentos>———————4 DATA ry ETAPAS rz;

| E r; POISSON ry FC rs FT r| |

CONSTANTES PLASTICAS '

CURVA » EP* PERFELITO

S, I

DUAS T RETAS

» TRES

feeeee 3 QUATRE i

t+———— CINCO

+ SEIS

> SETE

+ 0ITO

~NOVE

»DEZ

<lista de elementos>—— ENDURECIMENTO —=+¥1 X2 L3 ¥y L5 Eg Ty s rq—4
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LIMITES DE ESCOAMENTO 4

<]lista de elementos>— VALORES — T3 T2 T3 Iy T's rg r'y Is Ig 1'10“‘“!'

RESTRICOES NODAIS %

<lista de nés>————— TOTAL -}

I
L————— INCOGNLTAS — <nome de im:ug,mltas.--—J

DADOS DE CARGA |

CARREGAMENTQ —————————<nome |

CARGAS NODAIS |

<lista de nos>——————FORCA | X ry Y r, 2 rag I

DADOS DE ANALISE |

ORDEM »DE NOS ~lista de nos: ']I

ANALISE > NL L+ _I CONCRETO —— INCREMENTAL y |
DE —— TTERATIVA -

IMPRIMIR «]lista de elementos |
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Os valores padroOes, assumidos pelo programa em
caso de omissao do comando especifico, sao de 30 mm para o
didmetro maximo dos agregados, 100 mm para o espagamento mé-
dio das fissuras, 7 dias para o inicio de consideracao da re-
tracao, 20°C para a temperatura, 70% para a umidade relativa
do ar, 100 mm para a espessura ficticia e 0% para o coeficien

te de variacao das propriedades mecanicas do concreto.

Os dados introduzidos atraves dos comandos de-
vem estar nas seqguintes unidades: comprimentos em milimetros,
forcas em newtons, tempo em dias, temperatura em graus ceél-
sius, a umidade relativa do ar e o coeficiente de variacao em

porcentagem.

C.5 - Exemplo de utilizacdo dos comandos

Para exemplificar a aplicacao dos comandos da
linguagem orientada, transcreve-se, a sequir, o arquivo refe-
rente aos dados da viga HH5, analisada no capitulo 13:

TITULO "VIGA HH5"

DADOS DA MALHA

COORDENADAS MULTIPLAS

1 ATE 9 INICIO 0 O FIM 0 320

10 ATE 14 INICIO 150 O FIM 150 320
SEMELHANCA NODAL

1 ATE 9 COM X 300 IGUAL 15 ATE 23
10 ATE 14 COM X 450 IGUAL 24 ATE 28
1 ATE 9 COM X 600 IGUAL 29 ATE 37
10 ATE 14 COM X 750 IGUAL 38 ATE 42
1 ATE 9 COM X 900 IGUAL 43 ATE 51
10 ATE 14 COM X 1050 IGUAL 52 ATE 56
I ATE 9 COM X 1200 IGUAL 57 ATE 65

10 ATE 14 COM X 1350 IGUAL 66 ATE 70
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1 ATE 9 COM X 1500 IGUAL 71 ATE 79

10 ATE 14 COM X 1650 IGUAL 80 ATE 84

I ATE 9 COM X 1800 IGUAL 85 ATE 93

10 ATE 14 COM X 1950 IGUAL 94 ATE 98

1 ATE 9 COM X 2100 IGUAL 99 ATE 107

10 ATE 14 COM X 2250 IGUAL 108 ATE 112

1 ATE 9 COM X 2400 IGUAL 113 ATE 121

10 ATE 14 COM X 2550 IGUAL 122 ATE 126

1 ATE 9 COM X 2700 IGUAL 127 ATE 135

10 ATE 14 COM X 2850 IGUAL 136 ATE 140

I ATE 9 COM x 3000 IGUAL 141 ATE 149
COORDENADAS

150 0 33; 151 3000 33

152 '0 335 153 2512 33

154 0 673 155 2762 67

136 0 673 157 2512 &7

158 1772 253; 159 3000 253

160 1622 253; 161 3000 253

162 1772 287;163 3000 287

164 0 287; 165 3000 287

COORDENADAS MULTIPLAS

166 ATE 180 INICIO 100 22 FIM 2900 22

181 ATE 195 INICIO 100 298 FIM 2900 298
CONETIVIDADE MULTIPLA

1 ATE 10 NOS 1 15 17 3 10 16 11 2 PASSO 14
11 ATE 20 NOS 3 17 19 5 11 18 12 4 PASSO 14
21 ATE 30 NOS 5 19 21 7 12 20 13 6 PASSO 14

31 ATE 40 NOS 7 21 23 9 13 22 14 8 PASSO 14
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41 ATE 48 NOS 150 151 PASSO 2

49 ATE 63 NOS 166 181 PASSO 1

TIPO DE ELEMENTO

| ATE 40 EPQQ; 41 ATE 63 ACO

DADOS ESTRUTURAIS

PROPRIEDADES

{ ATE 40 ESPESSURA 250

41 43 46 48 E 210000 NUMERO 2 DIAMETRO 14.18
42 44 45 47 E 210000 NUMERO | DIAMETRO 14.18
49 ATE 63 E 210000 NUMERO 2 DIAMETRO 8.14
PROPRIEDADES DO CONCRETO

ENDURECTMENTO NORMAL

CONSISTENCIA MEDIA

DIAMETRO MAXIMO AGREGADOS 30

ESPACAMENTO FISSURAS 100

INICIO RETRACAQ 7

TEMPERATURA 18

UMIDADE 60

ESPESSURA FICTICIA 187.13

COEFICIENTE DE VARTACAO 0

CONSTANTES DO CONCRETO

1 DATA 28 ETAPAS 1 E 37000 POISSON 0.2 FC 30.8 FT 2.74
2 DATA 28 ETAPAS 13 E 37000 POISSON 0.2 FC 30.8 FT 2.74
CONSTANTES PLASTICAS

CURVA EP PERFEITO

LIMITES DE ESCOAMENTO

49 ATE 63 VALORES 371

CURVA SETE RETAS
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41 ATE 48 ENDURECTIMENTO 133852 77890 54922 42652 34861 29367
LIMITES DE ESCOAMENTO

41 ATE 48 VALORES 292 313 334 355 375 396 417

RESTRICOES NODAIS

1 INCOGNITAS V; 141 TOTAL; 142 ATE 149 INCOGNITAS U

DADOS DE CARGA

CARREGAMENTO 1

CARGAS NODAIS

24 68 10 14 24 28 38 42 52 56 66 70 80 84 94 98 §

108 112 122 126 136 140 142 144 146 148 FORCA Y -50

11 12 13 25 26 27 39 40 41 53 54 55 67 68 69 81 82 83 95 96 97 $
109 110 111 123 124 125 137 138 139 FORCA Y -100

16 18 20 22 30 32 34 36 44 46 48 50 58 60 62 64 72 74 76 78 86 88 $
90 92 100 102 104 106 114 116 118 120 128 130 132 134 FORCA Y -100
19 141 149 FORCA Y 12.5

357 15:2329 37 43 5t 57 65 71 85 93 99 107 113 121 127 §

135 143 145 147 FORCA Y 25; 79 FORCA Y -2225

17 19 21 31 33 35 45 47 49 59 61 63 73 75 77 87 89 91 101 103 $
105 115 117 119 129 131 133 FORCA Y 50

CARREGAMENTO 2

CARGAS NODAIS

79 FORCA Y -221975

DADOS DE ANALISE

IMPRIMR TODOS

ANALISE NL DE CONCRETO ITERATIVA

FIM



ANEXO D - UTILIZACAO DO PROGRAMA COMPUTACIONAL NA VERSAO EM
FORTRAN 77 PARA MICRO-COMPUTADORES COMPATIVEIS COM
0 IBM-PC

D.1 - Introducao

Desenvolveu-se, também, uma versao do programa
para emprego em micro-computadores compativeis com o IBM-PC.
Nesta versao, existem programas especificos para os diferen-
tes elementos de concreto armado adotados: EPQL (estado plano
de tensao quadrangular linear), EPQQ (estado plano de tensao
quadrangular quadratico), EPTL (estado plano de tensac trian-
gular linear), EPTQ (estado plano de tensao triangular quadra

tico) e TRIL (tridimensional linear).

A entrada de dados para os diferentes progra-
mas & feita através de linguagem orientada, de forma analoga
a versao descrita anteriormente. Com o auxilio de um editor
de texto, escreve-se um arquivo de dados, contendo as caracte
risticas da peca a ser analisada. O programa, ao ser executa-

do, solicita ao usuario o nome do arquivo onde deve buscar os
dados.

D.2 - Os comandos da linguagem orientada

O uso desta linguagem orientada € em tudo seme
lhante ao da versao anterior. Os comandos sao incluidos em re
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gistros de oitenta caracteres. Pode-se colocar mais de um co-
mando por registro, separando os diversos comandos por um pon
to e virgula. Para incluir comentarios dentro do conjunte de
dados, emprega-se o simbolo % seguido do comentario. Tudo o
que vier ap6s o simbolo %, até o final do registro, sera to-
mado como comentario. Na formacao de listas, pode-se empregar
as palavras ATE, TODOS, MENOS de forma identica ao que foi

descrito no anexo precedente.

A seguir, relaciona-se os diagramas de sintaxe
dos comandos da linguagem orientada disponiveis para esta ver
sao do programa. Em alguns comandos, a alternativa mais comum
esta assinalada com um asterisco (*). O programa adotara esta
alternativa, no caso do usuario nao especificar a opgcao a ser
executada. Os comandos assinalados por um duplo asterisco (**)
nao precisam ser dados. Neste caso, o prodrama assumira valo-

res padroes.

TITULO "titulo" -—-—_{
FIM .[

DADOS DA MALHA i
COORDENADAS ]

<nome do no> -————————4 (X) r1 (Y) ro (Z) rs F——————““*‘{

COORDENADAS MULTIPLAS 4

<lista de nos>

+*INICIO

| (X)) &y (D) vy (2) Tyl

FIM | () £y (©) v, (2) 1 1
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CONETTVIDADE ]

<nome do elemento> ———————<lista de nos> ql
CONETIVIDADE MULTIPLA ]

<lista de elementos> ——NOS »<lista de nos> *PASSO 28
DADOS ESTRUTURAIS |
PROPRIEDADES )

<lista de elementos>—— *ESPESSURA 11

*E ry; NUMERO r; DIAMETRO r;

PROPRIEDADES DO CONCRETO 1

ENDURECIMENTO +LENTO _
| NORMAL* ——

—_—

————RAPTDO  —————

CONSISTENCIA +SECA

-

e SMEDTA*

t————UMIDA ——

#*DIAMETRO MAXIMO AGREGADOS r -

*%ESPACAMENTO FISSURAS T

-
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*%*INICIO RETRACAO —r _.I

%

#ATEMPERATURA 2 4

#**UMIDADE 3 |

**ESPESSURA FICTICIA > T *

#*%*COEFICIENTE DE VARIACAO ————— 1

CONSTANTES DO CONCRETO |

| |

s £y ~——

<lista de carregamentos> 4 DATA ry ETAPAS v,

'——————| E r3 POISSON r, FC rs FT r]

CONSTANTES PLASTICAS 1

CURVA EP* PERFEITO. e

A

>DUAS » RETAS

SRR Py
» QUATRO —— ]
-V
RN . pDTe——
OSSN . |
L 0TTO0 — |

b+ NOVE o}

—+ DEZ
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<lista de elementos>—> ESCOAMENTO -——ry r» r3 ry ¥s g Y7 Iy I'g rlgw

=

——— ENDURECIMENTO =211 Y2 ¥3 [y Ty Xg L7 g 9

=

RESTRICOES NODAIS —

“lista de nésT TOTAL 4
INCOGNITAS — <nome de incognitas—
DADOS DE CARGA ——
CARREGAMENTO ~—————— <nome >— ]
CARGAS NODAIS -

<lista de nés>——FORCA | X ry; Y r, Z ry y

DADOS DE ANALISE i — ,{

ANALISE » INCREMENTAL |

—— ITERATIVA ——M———

Os valores padrdes, assumidos pelo programa em
caso de omissao do comando especifico, e as unidades utiliza-
das nos dados sdo os mesmos referenciados no anexo C. No co-
mando COEFICIENTE DE VARIACAO, o valor r; (0<r,;<1) serve pa-
ra iniciar a geracao da sequéncia de nimeros aleatorios. Este
valor sera tomado igual a zero, caso nenhum valor seja forne-
cido.
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Os comandos devem ser introduzidos em um unico
registro. A excecao é o comando ESCOAMENTO/ENDURECIMENTO, que
em caso de necessidade, pode ser dividido em duas linhas. Nes
te caso, a seqgunda linha deve comecar pela palavra ENDURECI-

MENTO.

D.3 - Exemplo de utilizacao dos comandos

Para exemplificar a utilizacao dos comandos, a
presenta-se, neste item, o arquivo criado para a analise, com
o elemento EPQQ, da viga ET4 do capitulo 11. Este arquivo, re
ferenciado por "VIGAET4.DAT", compreende os seguintes coman-

dos:

TITULO "VIGA ET4"

DADOS DA MALHA

COORDENADAS MULTIPLAS

1 10 15 24 29 38 43 52 57 66 71 INICIO O O FIM 1500 0

2 16 30 44 58 72 INICIO O 50 FIM 1500 50

3 11 17 25 31 39 45 53 59 67 73 INICIO O 100 FIM 1500 100
4 18 32 46 60 74 INICIO O 143.75 FIM 1500 143.75

512 19 26 33 40 47 54 61 68 75 INICIO O 187.5 FIM 1500 187.5
6 20 34 48 62 76 INICIO O 231.25 FIM 1500 231.25

7 13 21 27 35 41 49 55 63 69 77 INICIO 0 275 FIM 1500 275
8 22 36 50 64 78 INICIO 0 312.5 FIM 1500 312.5

9 14 23 28 37 42 51 56 65 70 79 INICIO 0 350 FIM 1500 350
83 ATE 92 INICIO 60 17 FIM 1050 17

96 ATE 105 INICIO 60 332 FIM 1050 332

COORDENADAS

80 0 30; 81 0 70; 82 0 325; 93 1500 30

94 1500 70; 95 1500 325
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CONETIVIDADE MULTIPLA

1 ATE 5 NOS 1 15 17 3 10 16 11 2 PASSO 14

6 ATE 10 NOS 3 17 19 5 11 18 12 4 PASSO 14
11 ATE 15 NOS 5 19 21 7 12 20 13 6 PASSO 14
16 ATE 20 NOS 7 21 23 9 13 22 14 8 PASSO 14
21 ATE 33 NOS 80 93 PASSO 1

DADOS ESTRUTURAIS

PROPRIEDADES

1 ATE 5 ESPESSURA 100

6 ATE 15 ESPESSURA 50

16 ATE 20 ESPESSURA 300

21 22 E 210000 NUMERO 2 DIAMETRO 19.74

23 E 210000 NUMERO 1 DIAMETRO 8.8

24 ATE 33 E 210000 NUMERO 2 DIAMETRO 6
PROPRIEDADES DO CONCRETO

ENDURECIMENTO NORMAL

CONSISTENCIA MEDIA

DIAMETRO MAXIMO AGREGADOS 30

ESPACAMENTO FISSURAS 58

INICIO RETRACAO O

TEMPERATURA 18

UMIDADE 60

ESPESSURA FICTICIA 78.57

COEFICIENTE DE VARIACAO 0

CONSTANTES DO CONCRETO

| DATA 28 ETAPAS 1 E 34000 POISSON 0.2 FC 24.20 FT 2.33

2 DATA 28 ETAPAS 8 E 34000 POISSON 0.2 FC 24.20 FT 2.33
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CONSTANTES PLASTICAS

CURVA EP PERFEITO

24 ATE 33 ESCOAMENTO 320

CURVA SETE RETAS

21 ATE 23 ESCOAMENTO 301 323 344 366 387 409 430
ENDURECIMENTO 136076 79926 56549 43770 35691 30133
RESTRICOES NODAIS

1 INCOGNITAS V; 71 ATE 79 INCOGNITAS U
DADOS DE CARGA

CARREGAMENTO 1

CARGAS NODAIS

17 31 45 59 FORCA Y 17.96875

19 33 47 61 FORCA Y 10.9375

21 35 49 63 FORCA Y 33.59375

15 29 43 57 FORCA Y 12.5

3 73 FORCA Y 8.984375

5 75 FORCA Y 5.46875

7 77 FORCA Y 16.796875

23 37 51 65 FORCA Y 28.125

1 71 FORCA Y 6.25

9 79 FORCA Y 14.0625

8 14 28 42 56 70 78 FORCA Y -56.25

4 6 74 76 FORCA Y -10.9375

2 10 24 38 52 66 72 FORCA Y -25

22 36 50 64 FORCA Y -112.5

13 37 41 55 69 FORCA Y -67.1875

12 18 20 26 32 34 40 46 48 54 60 62 68 FORCA Y -21.875



11 25 39 53 67 FORCA Y -35.9375
16 30 44 58 FORCA Y -50
CARRECAMENTO 2

CARGAS NODAIS

56 FORCA Y -150000

DADOS DE ANALISE

ANALISE TTERATIVA

FIM

278
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