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SINOPSE 

Este trabalho apresenta um mode l o computacio ­

nal para a a nálise de peças de concreto armado, utiliza ndo o 

método dos elementos f initos . Este modelo considera a fluên­

cia e a retração do concreto, a transmissão de esforços atra­

ves das f is s uras e o deslizamento que ocorre e ntre o concreto 

e a armadura junto a uma fi s sura . 



ABSTRACT 

This work presents a computer model to r ein­

forced concrete elements analysis by f in i te element met hod . 

This model considers creep and shrinkage of concre te , shea r 

transfer i n cracks and slip displacement between concrete and 

reinforcement near a crack. 



NOTAÇOES 

Letr as romanas maiúsculas 

A - área; parâmetro 

A - area da seçao transversal geométrica da peça c 
A - area da seção transversal da armadura s 

B - parâmetro 

B.. - elemento da matriz que relaciona deformações e desloca 
1) 

mentos nodais do elemento de concreto 

B~ - elemento do vetor que relaciona a deformação na arma du 
1 

ra com os deslocamentos nodais do elemento de concreto 

C - parâmetro 

C.. elemento da inversa da matriz constitutiva 
1) 

o - parâmetro de pós-ruptura no modelo constitutivo para o 

concreto; parâmetro; diâmetro de agregado 

O. . - elemento da matriz constitutiva 
1) 

D ~ - diâmetro máximo dos agregados max 

E - módulo de deformação longitudinal 

E - módulo de deformação longitudinal do concreto; módulo c 
de deformação longitudinal secante do concreto corres-

pondente à f c 



XII 

Ecm - módulo de deformação longitudinal médio do concreto 

E f - módulo de deformação longitudinal secante do concreto 

na ruptura para estado triaxial de tensão 

- módulo de deformação longitudinal secante 

- módulo de deformação longitudinal do aço 

E o - módulo d e deformação longitudinal inicial 

F - açao 

F .. 
l.J 

- elemento da matriz de flexibilidade 

G - módulo de deformação transversal; módulo de fundação; 

referente ao sistema global de coorde nadas 

H. - função de forma para o elemento de armadura 
l. 

I momento de inércia 

1
1
. - invariante do tensor de tensão o .. 

l.J 

J - jacobiano 
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l. l.J 
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l.J 
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S - superfície; refe rente a valor secant e 

8
0 

superfície de contorno em que as forças aplicadas sao 

conhecidas 

Su superfície de contorno em que os deslocamentos sao co­

nhecidos 

T - temperatura; referente a valor tangente 
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1 - INTRODUÇÃO 

o concreto , armado ou pretendido , e um dos 

mais importantes materiais de construção da engenharia e stru­

tural. o projeto e a execuçao de novas estruturas de concreto 

requerem um avanço contínuo na investigação do seu comporta­

mento . 

-o comportamento do material concreto armado e 

bastante complexo. Isto decorre dos seguintes aspectos: 

- a resistência a tração do concreto é mui to inferior a sua 

resistência à compressao; 

a relação entre tensões e deformaçõe s , já para níveis de 

tensão relativamente baixos, deixa de ser linear; além dis-

to , a deformação na o e dependente unicamente do estado cor-

rente de tensão , mas, também, da história de tensões; 

- o concreto apresenta fluência e retração; estes fenõmenos 

dependem , entre outros fatores , da umidade ambiente e das 

dimensões do elemento estrutural; 

- no concreto fis surado , os esforços podem ser transmitidos a 

través de urna fissura , dependendo da abertura da mesma; 

- a aderência entre o aço da a rmadura e o concreto adjacente 

não é perfeita ; 

- as zonas de ancoragem da a rmadura apresentam um c omplexo 

funcionamento , com um estado tridimensional de tensão . 
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A análise tradicional de estruturas de concre­

to é baseada em e n saios de estruturas ou de peças estruturais 

em laboratórios. Os resultados obtidos, nesta forma de análi­

se, são limitados , e, às vezes, de difícil interpretação. t 
necessária a existência de modelos matemáticos para comple­

mentar esta análise experimenta l e para possibilitar a gener~ 

lização dos resultados para diferentes estruturas e formas de 

carregamento. 

O objetivo deste trabalho e a obtenção de um 

modelo matemático, a través do método dos elementos finitos, 

que possibilite esta análise. São desenvolvidas formulações 

para estados plano e triplo de tensão. O modelo considera a 

fluência e a retração do concreto, a transmissão de esforços 

através das fissur as e o deslizamento que ocorre entre o con­

creto e a armadura junto a uma fissura. 

No capítulo 2 , apresentam-se, com base no tra­

balho de Brebbia e Ferrante [ 22 1 , os fundamentos do método 

dos elementos finitos e a formulação do modelo compatível li­

near . Como será v isto em cap ítulos posteriores, a solução de 

um problema não-linear será alcançada através da resolução de 

sucessivos problemas lineares . 

No capítulo 3, faz-se uma r e vi s ão das dive rsas 

formas já utilizadas para modelar o concreto armado através 

do método dos elementos finitos, a partir do que foi publica­

do pelo Comité Euro-International du Béton [ 37 ] . Abordam-se 

os aspectos que dificultam a aplicação deste método na model~ 

gem de um material não homogêneo como o concreto armado . As­

sim, discutem-se , neste capítulo, os modelos constitutivos p~ 

ra os mater iais e as formas de modelagem da aderência entre o 

concreto e o aço e da fissuração do concreto. 

No capítulo 4, descreve-se o comportamento ex­

perimental dos materiais isoladamente (o concreto e o aço), 

conforme um estudo de Chen [ 34 1 , e apresentam-se as leis 

constitutivas adotadas, no presente trabalho, para simular e~ 

tes comportamentos . Estas leis usam valores secantes dos par~ 

metros dos materiais. 
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o capítulo 5 analisa os mecanismos de transmis 

sao de esforços no concreto armado fissurado, com base no tra 

balho de Walraven e Reinhardt [112 ] . A p artir deste trabalho, 

estabelece-se a relação tensão-deformação para o concreto fi~ 

surado, que é empregada no modelo computacional desenvolvido. 

No capítulo 6, é apresentado o procedimento de 

determinação das deformações por f l uência e retração do con­

creto e a sua consideração de ntro do modelo desenvolvido. 

O capítulo 7 aborda os principais aspectos con 

siderados na implementação computacional do modelo . São apre­

sentados o s algoritmos incremental e iterativo utilizados na 

solução do problema não-linear . Os dois algoritmos usam a ri­

gidez secante . Mostra-se , ainda , neste capítul o , a forma de 

obtenção da matriz de rigidez para o elemento finito de con­

creto armado. 

Nos capítulos 8 e 9 , a formulação, apresentada 

de forma genérica no capítulo 7, é desenvolvida para os casos 

específicos de estados plano e triplo de tensão, respectiva­

mente . 

No capítulo 10, faz - se uma análise paramétrica 

dos resultados obtidos com a utilização do programa computa­

cional. São estudados, neste capítulo , a influéncia do níve l 

de discretiz ação da malha de elementos finitos, o efeito dos 

algoritmos de solução do problema, a repercussao da variab i l i 

dade das propriedades mecânicas e dos fatores que afetam o 

comportamento ao longo do tempo do concreto. 

Os capítulos 11 até 1 5 confrontam valore s de ­

terminados através do modelo de elementos fini tos com uma se­

rie de resultados experimentais . Estas comparaçõe s t êm por f! 

nalidade comprovar a validade do modelo na simulação do com­

portamento de peças de concreto armado . 

Finalmente, no capítulo 16, faz - se uma ava lia­

çao dos resultados do modelo computacional e das perspectivas 

desta forma de análise . 



4 

Adicionalmente, existe m quatro anexos para co~ 

plementar o conteúdo deste tra balho. O a nexo A trata do crité 

rio de ruptura para o concre to, apresentando conceitos que 

sao empregados no capítulo 4. O anexo B dá e xpressões alterna 

tivas as mostrad <..l.S no c apítulo 6 para a determinaçã o d a s de­

formações por fluência e por retração do concreto . Estas e x­

pressões são propostas pelo Comité Euro-Inte rnational du Bé­

ton em [ 4 3 ] . Os anexos C e D apresentam a f orma de utiliza ­

çao do programa nas duas versoes desenvolvidas, uma para o 

s istema Burroughs A10 e outra para micro-computadore s compat! 

veis com o IBM-PC. 



2 - OS FUNDAMENTOS DO M~TODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

2 . 1 - Introdução 

Através do método dos elementos fin i tos, ob­

têm- se soluções aproximadas de muitos proble mas de engenha­

ria . Estas soluções aproximadas aparece m em termos de va riá 

veis com um claro significado físico, o que torna o método 

bastante atraente . 

O método dos elementos finitos é aplicáve l a 

um problema, cuja solução requer que um dado funcional TI seja 

estacionário, isto é , 

0'11 = o ( 2. 1 ) 

A expressao (2.1) representa a solução exata para um problema 

contínuo, correspondendo a se achar as funções analíticas, 

que descrevem o comportamento das variáveis incógnitas, em 

termos da s quais o problema foi formulado. 

Aplicando- se o método dos elementos finitos, 

substitui- se o funcional exato n por um funcional aproximado 

TI , em que as variáveis do problema sao e xpressas em t e rmos a 
de f unções de interpolação , ponderadas por parâmetros incógnl 

tos. Geralmente, estes parâmetros estão associados com as va­

riáveis do problema ou com alguma outra grandeza fís ica . 
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Fig . 2 . 1 - Discretização em elementos finitos 

Para se utilizar o método , divide-se o domínio 

de integração em regiões ou elementos f in i tos, conforme mos­

tra a Fig. 2.1. 

No contorno de cada elemento e, eventualmente , 

dentro do próprio elemento , define-se um número de pontos no­

dais. Os parâmetros incógnitos são obtidos dos valores das va 

riáveis do problema nestes pontos. Desta maneira, as expres­

sões para as variáveis do problema ficam determinadas pela 

combinação linear das funções de interpolação, escolhidas ade 

quadamente, multiplicadas por estes parâmetros nodais. 

O valor do funcional aproximado TI , sobre o do 
a 

mínio de integração , e o somatório dos valores obtidos para o 

funcional sobre cada elemento finito. Assim, 

TI = 
a 

m 
E 

i=1 
TI . a1 

onde m e o numero total de elementos. 

( 2 . 2) 

Para um dado elemento i , as variáveis do pro-

blema sao expr essas em termos das funções de interpolação co­

nhecidas e de parâmetros desconhecidos a ., com j = 1 , 2, . .. , 
J 

k. (onde k. é 
1 1 

o número de parâmetros desconhecidos do elemen-

to i) . Deste modo, tem- se 

n (a. ) = 
a J 

m 
E 

i=1 
n . ( a .) 

a1 J 
( 2. 3) 

A solução exata , dada p e la expressao (2. 1), é 

substituída por uma aproximada, na qual a primeira variação 
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de 11 deve ser igual a zero sobre o domínio de integração . As 
a 

s i m, 

ou 

ou 

m 
E 

m 
L 

i=1 

i =1 

ôn = O a 

óTI .(a .)= O 
a~ J 

k. 
ê) TI . (a. ) l. 

L aJ. J 

j =1 d ('t . 

J 

( 2 . 4) 

( 2. 5 ) 

= o ( 2. 6) 

Esta última expressao e um conjunto de equa­

çoes simultâneas , cuja solução fornecerá o s va lores dos parâ­

metro s a . . Usando este s valores e as funções de interpolação , 
J 

podem- s e calcular os valores das va riáveis do problema em 

qua lquer ponto do domínio de integração. 

2 . 2 - Os mode los de elementos finitos 

A formulação atual do m~todo dos elementos fi ­

nitos foi introduzida em meados dos anos cinquenta . Foi apli­

cado o m~todo ma tricia l dos d e slocamentos a problemas de est~ 

do plano de tensão , usando e l ementos t r iangulares e r etangu­

lares. Esta formulaç ã o, bem como outras anteriore s, nao era , 

ainda, baseada nas equaçoes de campo da me cãnica dos meios 

contínuos. 

Apenas na d~cada dos sessenta, um estudo ma is 

aprofundado dos princípios variacionais permitiu uma general! 

zação do m~todo. Assim , dos diferentes princípios variacio­

nais f oi possíve l derivar os diversos modelos de elementos fi 

nitos. 

No caso particular dos pr obl ema s da mecânica 

dos sólidos , conforme apresentado por Ferrante em [ 22 ] , pod~ 

-se empregar quatro diferentes formulações do m~todo , diferi~ 

do pelo princípi o variacional utilizado e pelo tipo de compoE 

tamento local admitido para cada e leme nto . Estas formula -
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çoes , chamadas de modelos de elementos finitos, sao o modelo 

compatível , o modelo de equilíbrio, o modelo híbrido e o mo­

delo misto. 

O modelo compatível é derivado do princípio da 

energia potencial mínima . Admitem- se campos de de slocamentos 

contínuos sobre cada elemento e preserva-se a compatibilidade 

de deslocamentos entre os elemento s . As incógnitas deste pro­

blema são os deslocamentos nodais. Este modelo, conhecido por 

método dos des locamentos ou da rigidez , foi o escolhido para 

a formulação desenvolvida neste trabalho . 

2.3 - Definições fundamentais 

Seja um corpo tridimensional, conforme apa rece 

na Fig . 2 . 2. O domínio de integração do problema é chamado de 

V. A superfície de contorno S é composta de duas partes : uma 

em que os deslocamentos sao conhecidos , chamada S e outra em 
u 

q ue as forças aplicadas sao conhecidas, chamada s . 
a 

Cada ponto do domínio de integração V está sub 

metido a um estado de tensão a e a um estado de deformação 

e: . Emprega-se a notação { } para indicar um vetor ; [ ] pa ra 

indicar uma matriz e o índice "t" para indicar a transposta . 

Um vetor, representado por { } , e um v e tor-coluna, enquanto 
{ } t - . que e um vetor-l1nha. 

/ 
Fig. 2.2 - Corpo genérico tridimensional 
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Usando esta notação, têm-se 

{a} t = { a a az Txy Txz Tyz } (2.7) 
X y 

e 

{c} t = { E 
X 

e: y e: z Yxy Yxz Yyz } ( 2. 8) 

o deslocamento de qualquer ponto e d e finido 

por suas componentes, através do vetor deslocamento 

t {u } = { u 
X 

As componentes de deslocamento 

u 
y 

u z 
} 

u f u f u 
X y Z 

seguintes , referenciadas por u,v,w . 

( 2. 9 ) 

s erao , nos capítulos 

As forças de corpo atuando em um ponto do volu 

me V e as cargas aplicadas na superfície de contorno S sao 
CJ 

definidas pelos vetores 

{b }t = { b 
X 

e 

As deformações 

b y 
b } 

z 

iniciais 

ciais a o 
f caso estiverem presentes, sao 

res 

{c o} t = { c o e: o 
X y 

e: o 
z 

o 
Yxy 

o 
Yxz 

e 

{a o} t = { ao cro 
X y 

a o 
z 

To 
xy 

To 
xz 

( 2 .10) 

( 2 . 11 ) 

e: o e a s tensõe s in i-

definida s pelos veto-

o 
Yyz } (2 . 12) 

T o 
yz 

} (2.13) 

A solução d o problema vai e nvolve r as equaçoes 

diferenciais de equilíbrio, as relações deforma ções- desloca­

mentos e a equação constitutiva do mate rial. 
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As equaçoes de equilíbrio sao dadas por 

aox a-r xy a-r xz 
b o -- + + + = 

ax ay az X 

h yx ao d'T 
-- + _3... + ____E + b = o { 2. 1 4) 

ax ay az y 

(h d1 ao z zx + ____:!:_X + b o -- + = 
ax ay az z 

com T =T T = T xy yx' xz zx e T = T yz zy 

As relações deformações- deslocamentos, para o 

caso de linearidade geométrica (pequenos deslocamentos) , s ao 

dadas por 

au au au 
X _.:i. z c = e: = c = 

X ax y ay z az 

au au 
Yxy 

X _:L = + 
ay él x 

(2 . 15) 
au au 

X z 
Yxz = -- + 

az ax 

au au 
_3... z 

Yyz = + --
az ay 

com e Yyz=Yzy · 

As equações constitutivas dos materiais, no c~ 
so de linearidade física, são dadas, genericamente, pela ex­
pressão 

{o}= (D] ({ c } - {c 0 } ) {2.16) 
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Esta r e l ação pode s e r e scri ta em sua fo r ma i n-

versa 

{c } = [C] ({ o} - {o 0
} ) ( 2 .17) 

2 . 4 -O modelo compatíve l l inear 

o modelo compatível e baseado no princípio àa 

energia potencial mínima. Sendo n a energia potencial total, p 
pelo p rincípio da energia potencial mínima, tem-se que 

ou 

ôn = O p 

t t 
+ {õ u } {b } ) dV- fs {õ u } {p} dS = O 

a 

( 2 . 18 ) 

(2.19) 

Se j a um corpo subdividido em elementos fini ­

tos . A hipótese básica deste modelo é q ue os deslocamentos, 

em qualquer ponto do elemento , podem s e r representado s por u­

ma função em termos de parãrnetros desconhecidos . Assim , par a 

um elemento i, pode- se escreve r que 

{u } = (A] {cd (2 . 20 ) 

onde [1\] é uma matri z função da posição e {a} e um vetor de 

parãmetros a determinar do elemento i . 

Representando por {Ui } , o vetor de deslocamen­

tos nodais do eleme nto i, tem-se 

(2.21 ) 

onde (C] e uma matriz quadrada de constante s . Esta matriz, c a 

so possa ser inver tida , resulta em 

(2.22) 
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Substituindo (2.22 ) em (2 . 20) 1 vem 

(2.23) 

ou 

(2 .2 4 ) 

com 

[N) = [A] [C) - 1 (2 .25 ) 

o nde a matriz [N] contém as funções de interpolação . 

Utilizando- se as relações deformações-desloca­

mentos em (2.24) 1 obtém- se 

Substituindo as expressões (2.24) e (2 . 26 ) e m 

(2 . 19) 1 resulta para o ele mento i 

Corno os d e slocamentos 

{óUi } n a o depe ndem da posição , tem-se 

( 2. 27) 

{u i} e suas variações 

- f ( [B]t [D] {t: 0 } + (N]t {b } ) dV-v . (2 . 28) 
J. 

- f [ N ] t { p } dS } 
sa 
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A expressao (2.28) pode ser escrita na forma 

(2. 29) 

onde [Ki] e a matriz de rigidez do elemento e e dada por 

[Ki] :: ! V. [B] t [D] [B] dV 
l 

(2. 30) 

c {Pi} e o vetor de cargas nodais equivale ntes do e l emento da 

do por 

onde m 

{pi } :: ! V. ([B]t [D] { €: 0 } + (N]t {b }) dV + 
l 

+ f S [ N] t { p } dS 
a 

A solução global exige que 

m 
õn :: E Õ7T :: o 

p i::1 p. 
l 

e o numero total de elementos . 

( 2. 31 ) 

(2 . 32 ) 

Considerando- se que as varia ções dos desloca­
. t 

mentos {6 U1
} sao arbitrárias , obtém-se 

m 
( [ Ki] {Ui } {Pi } ) L - :: o ( 2 . 3 3) 

i::1 

ou 

m 
[Ki] {Ui } 

m 
{Pi } L :: E (2 . 34 ) 

i::1 i=1 

A expressao (2.34) pode ser escrita na forma 

[K] { U} = {p} (2. 35) 

onde [K] é a matriz de rigidez total, {U} e o vetor de deslo­

camentos nodais e {P} é o vetor de cargas nodais. 

Antes de resolver o sistema ele equações , da­

do pela expressão (2 . 35 ), as condições de contorno de vem s er 
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introduzidas no problema. 

Resolvido o sistema , obtém- se o vetor {U} , que 

contém as componentes dos deslocamentos de todos os nos . En­

tão , podem- s e calcular as tensões em q ualquer ponto d e um ele 

mento , pe la expressao 

(2.36) 



3 - ANÂLISE DE ESTRUTURAS DE CONCRETO ARMADO PELO MÉTODO DOS 

ELEMENTOS FINITOS 

3 .1 -Introdução 

O método dos ele mentos finitos tem s e destaca­

do como o mais poderoso método de análise estrutural. Atua l ­

mente, encontra-se perfe itamente e stabe lecido para o e studo 

de estruturas compostas de material homogêne o e isotrópico . 

Entre tanto , surge uma série d e dificuldade s , quando e s te mé ­

todo é aplicado a um material não homogê neo, tal q ua l o con­

creto armado . 

No caso das estruturas d e conc reto a r mado , e n­

tre os fatores que dificultam a obtenção de um modelo precis o 

para descrever o seu comportamento , de s tacam-se: a naturez a 

não homogênea do material ; a resposta não-linear do ma teria l 

ao carregamento; o deslizamento que ocorre e ntre o concreto e 

a armadura com a destruição progressiva da aderência e ntre os 

dois materiais e a influência da fissuração progres siva . 

Fundamentalmente, o concreto a rmado é c ompo s t o 

por dois materiais: o concreto e o aço . A baixa r e sistência a 

tração do concre to, frente a sua r e sistê ncia à compre ssao , 

torna complexo o comportamento do concreto armado, me smo pa r a 

baixos níveis de carregamento . Deste modo , e essencial que o 
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mode l o comput acional descreva adequadamente a transmissão dos 

esfor ços de tração entre o concreto e as barras da armadura . 

3 . 2 - O concreto 

As propriedades do concreto sao influenciadas 

por diversos fatore s, tais c omo : a temperatura , a idade , a 

fluência , a r e tração, a velocidade e a duração do carregamen­

to. 

Para de screver o comportamento do concreto , 

por uma a ná l ise atr avés do método dos elementos finitos, é n~ 

cessário que se determine a sua relação tensão- deformação a 

partir de ensaios . Tê m-se , po r exemplo , os resultados de en­

saios obti dos por Kupf er [ 70 ] e s ua posterior formulação ana 

litica fe i ta por Link [ 75 ] , vá l idas para carregamentos mon6-

tonos (Fig . 3 . 1 e Fig . 3.2 ) . 

Anteriormente , mu i t os autores empregavam hip6-

teses simplificadas para descrever a relação tensão-deform~ 

ção do c o ncret o . En t r e t anto , nas análises mais recentes , u­

sam-se relações baseadas em r esu l t ados experimentais . 

Em geral , admite- se que o comportamento do con 

ereto sob tração segue· uma lei tensão-deformação elástica-li­

near, sendo a r uptura definida pela resistência a tração . o 

Ot/ f 
c 

._._ 

-1 . 

v 1'\t-
o v 

- -

. 
-o. s 

I 
./. 

-0 s - I , O 

Fig . 3 . 1 -Critério de ruptura do concreto 

sob um estado biaxial de tensão 

dos ensaios de Kupfer 
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od lfcl 

-1 .2 

-I , O 

-o. s 

-o . 6 

-o. 4 

-o. 2 

-0 , 0 
o -I -2 -3 

Fig . 3.2 - Relações tensão-deformação do c oncreto : 

comparação dos resultados dos e nsa ios de Kupfer 

e a formulação analítica de Link 

c omportamento pós-ruptura à tração do c oncreto pode s e r r eprc 

sentado por um modelo de ruptura frág i l ou por um de ruptura 

suave contínua. 

Em anos recentes , a mecánica do fraturamento 

não- linear tem sido usada para o estudo da ruptura por tração 

do concreto. Em alguns mode los, estudam-se umas poucas fiss~ 

ras discretas , que se propagam ao longo do contorno dos ele­

mentos (por e xe mplo , Nilson [ 90 ] ) ou dentro dos elementos 

(por e xemplo, Grootenboer, Leij ten e Blaauwendraad [ 60 ] ) . 

Mai s r ecentemente, foram desenvolvidas aproximaçõe s contínuas 

para o modelo de f issuração , que permitem que as fissuras se 

propaguem em qualquer direção dentro dos e lementos (por exem­

plo, Bazant e Gambarova [ 15 ]) . Estes últimos modelos não so­

frem muita dependência da escolha da malha . 

3.3- O aço 

As barras de aço nas estruturas de concre to a~ 

mado r e sistem basicamente ü esforços na s ua própria di. re çã o . 
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o o 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

aç o ctaA~ e B 

Fig . 3.3 - Re l açõe s tensão- deformação para o aço 

Assim, é suf iciente conhecer as propriedades do aço em estado 

de tensã o uni axial . A Pig . 3.3 mostra diagramas tensão- defor­

mação típicos dos aços utilizados : aços resfriados naturalme~ 

te e encr uados a fr i o. Em geral , admite- se para o aço um com­

portame nto b i linear . 

3. 4 - A a de rência e n t r e o concreto e o aço 

3. 4 . 1 -Genera l idades 

O comportamento carga- desloc amento do concreto 

armado é forte mente influenciado pela interação dos seus dois 

componentes : o concre to e o a ço . A aderência entre estes mate 

riais é que torna possível a transmissão de e sforços. Pode-se 

dividir os mecan ismos de aderência em três componentes: a ade 

são química , · o atrito e o engrenamento mecânico entre o aço e 
\ 

o concreto . 

O efeito da aderência evidencia-se a pa rtir da 

fissuração do concreto . No estado não- fissurado , o carregame~ 

to produz tensões principais de tração e compressão nos mate­

riais . Com o aumento da c arga, atinge- se a resistência à tra­

ção do concreto . Neste momento , ocorre uma r uptura loca l do 

material e a fissura se forma. Após a fissuração, as tensões 

de tração normais à f issura , que eram inicialmente transmiti ­

d a s pelo concreto , passam a ser transmitidas pela armadura . -A 
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transferência das tensões do concreto para o aço e f e ita pe­

los mecanismos de aderência . 

A qualidade da aderência é decisiva para a dis 

tribuição e para a abertur a das fi s suras. Ela depende das ca­

racterísticas das barras da armadura (conformação supe rficial 

e diâmetro), da resistência do concreto , da história de carga 

{especia lme n te se ocorrerem cargas cíclica s) e das t ens ões 

normais à superfície da barra . 

A incorporação da ade rência nos cálculo s atra­

ves do método dos eleme ntos finitos de pende da forma de c onec 

tar os elementos de aço aos de concre to. Existem duas ma nei­

ras distintas para se modelar e sta l igação . Na prime ira, u­

sam- se elementos especiais de a derê ncia . Nestes, as propried~ 

des da aderência são modelada s por s uas relações tens õe s-des­

locamentos . Da segunda maneira, os elementos de a ço e concre­

to são ligados diretamente. Neste c aso, admite-se c ompleta 

compatibilidade entre aço e concreto, e modifica-se a lei do 

material {co ncreto ou aço), para considerarem- s e os mecani s­

mos de inte ração. 

A escolha da forma de mode lar a aderência de­

pende do problema especifico a ser a nalisado . O uso de ele men 

tos especiais de aderência requer grande esforço computacio­

nal. Portanto seu emprego s o se justi fica nos casos em que 

as tensões de aderência sao de particular intere sse (por e­

xemplo, estudo de zonas de ancoragem). Em geral, no cálculo 

de estruturas completa s , a ssume-se completa compatibilidade 

e ntre o concreto e a armadura , e modela- se o e fei t o da aderên 

c ia i ndiretamente , incrementando-se a rigidez à tração. 

3 . 4.2 - Os elementos de aderência 

Neste item , descreve-se, brevemente, os três 

tipos básicos de elementos de aderência e ncontrados na lite ra 

tura. 

O elemento de aderência mais s imple s é o ele­

mento " ligação de aderência" (bond l ink) , desenvolv ido por 

Ngo e Scordelis ( 88 ] . Este elemento , que é mostrado na F'ig . 
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Fig . 3 .4 - O elemento "ligação de aderência" 

3. 4 , cone cta um nó do elemento de concreto com um no do ele­

mento de aço adjacente. O elemento não tem dimensão física, 

ou seja , as coordenadas dos nós l igados coi ncidem . 

O e l emento consiste de duas molas, uma parale­

la e uma normal ao eixo longitudinal da barra de armadura . A 

mola paralela relaciona as tensões locais de aderência com o 

desl i zamento . A sua rigidez kb' chamada de módulo de desliza­

mento, é estimada a partir de valores e xperimentai s de en­

saios de arrancamento , podendo s eguir leis lineares ou não-li 

neares. A mola normal ao eixo d a armadura transmite o esforço 

normal entre a armadura e o c oncreto . É importante para mode­

l ar o efeito de pino da armadura . Em problema s em que este e ­

feito pode ser negligenciado , toma- se um valor grande para 

k . Caso contrário, a rigidez k deve ser determinada experi-
c c 

mentalmen te. 

Nilson , em [ 90 ] , sugeriu um refinamento para 

este elemento , distinguindo entre elementos dentro da massa 

de concreto e e l ement os próximos à face de uma fissura, que 

exibem comportamentos significativamente diferentes. 

A segunda maneira de modelar a aderência, no 

cálculo por e lementos finitos , é e mpregando "elementos de con 

tato" (contact elements) , desenvolvidos por Schafer [102] . E~ 

tes elementos (Fig . 3 . 5) ligam os nós de um elemento de aço 

com os nós correspondentes do elemento de concreto adjacente . 
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Fig. 3.5 - o elemento de contato linear 

o elemento de contato tem ao me nos doi s nos du 

plos e o mesmo comprimento que o elemento conectado de armadu 

ra . Entre os nós duplos, estabelece - se uma função de interpo­

lação para os deslocamentos rela tivos. Para um elemento de 

contato com dois nós duplos, esta função e linear , para três 

nós duplos é quadrática. Formulações de orde m superior sao 

possíveis, mas nao são geralmente usadas. Naturalmente , a or­

dem do elemento de contato deve ser compatível com a ordem 

dos elementos conectados de concreto e de armadura. 

Para estabelecer a matri z de rigidez, tanto do 

elemento de contato, como do elemento de liga ção, pode -se em­

pregar urna função consta nte ou uma que dependa não-linearmen­

te do des lizamento ou de outros fatores . Isto permite a consl 

deração da influênci a da tensão no concre to adjacente, da fis 

suraçao e de outras não-lineari dades. 

A previsão " e xata" dos valor es das tensões de 

aderência pode ser feita apenas nos nós . As tensões de aderên 

cia entre os nós dependem , além dos valores nodais, da função 

de interpolação (linear ou quadrática) do elemento . 

O terceiro grupo de elementos de aderência e o 

dos chamados "elementos da zona de aderência'' (bond zone e le­

ments), desenvolvidos po r Groot, Kusters e Monnier [59]. Es­

tes elementos (Fig. 3 . 6) modelam o concreto na vizinhança da 

barra de armadura, adotando uma lei para o material que consi 

dera as propriedades especiais desta zona de aderência . 
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Fig. 3.6 -O elemento da zona de aderênci a 

Neste modelo, a tensão de aderência T e consi­

derada como a soma da resistência a o deslizamento To e do en­

grenamento mecânico Tk. 

3 . 4.3 -Modelos sem os elementos espe ciais de aderência 

Quando a t e nsão principal de tração no c oncre­

to atinge a sua resistência à tração, ocorre uma ruptura lo­

cal, forma ndo-se uma fissura . O concreto entre as fissuras 

continua resistindo a esforços de tração. Estes esforços são 

transmitidos ao concreto pelos mecanismos de aderência. Neg l! 

genciar esta capacidade de carga implica em subestimar sign! 

ficativamente a rigidez pós-fissuração a níveis de carga de 

serviço. Portanto, na análise de estruturas de concre to arma­

do sob cargas de serviço, é fundamental a consideração da ca­

pacidade resistente do concreto entre as fi ssuras. 

Em geral, este efeito é considerado indireta­

mente, modificando-se a lei material para o concreto ou para 

o aço . Algwnas maneiras de fazer isto sao: 

- ajustando uma relação momento curvatura média ; 

- considerando uma armadura virtual adicional ; 
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- introduzindo um ramo descendente suave na relação t ensão-de 

formação do concreto sob tração; 

- calculando as tensões na armadura em função de suas deforma 

ções médias. 

Estes métodos indiretos sao utilizados quando 

os elementos de concreto e aço sao ligados diretamente nos 

nos . Este modo de considerar a rigidez à tração não permite 

qualquer previsão sobre deslizamento ou tensão de aderência. 

3 . 5- A fissuração do concreto 

Como uma regra geral 1 as primeiras fissuras 1 

que apar ecem no concreto sob carga , são perpe ndiculares à di­

reção da mais alta tensão principal de tração do concre to. As 

direções principais se modificam , por mudanças no carre gamen­

to ou por não-linearidades da estrutura, produzindo desloca­

mentos relativos das faces da fissura. Isto causa o surgimen­

to de tensões de corte no plano da fissura . O valor destas 

tensões de corte depe nde das condições locais na fissura . 

As tensões de corte podem ser transmitidas, a ­

través da fi s sura , por meio do engrenamento dos agregados das 

superfícies de concreto e pelo efeito de pino das barras da 

a rmadura. A transferência do esforço de corte através da fis ­

sura depende fortemente da abertura da fissura . 

Antes de fi ssurar, o concreto é um mate rial e ­

lástico- linear e isotrópico, e sua lei constitutiva pode ser 

escrita como 

o 
X 

v o ex 

a = y 
E 

-:r::vr v 1 o c y ( 3. 1 ) 

T o o 1-v 
xy -2- Yxy 

Após a fissuração, o módulo de deformação , as­

sociado com a direção da maior tensão principal de tração 

ax ' é igual a zero 
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o o o E: 
X 

= o E o ( 3. 2) 

o o aG 

onde a e um fator que reduz o módulo transversal G, apos o ­

correr a fissuração . A modificação do módulo transversal para 

o concreto fissurado e geralmente feita de uma das seguintes 

maneiras: 

- a rigidez ao corte do estado não-fissurado e mantida inalte 

rada após surgir a primeira fissura ( a =1)~ 

-a rigidez ao corte e anulada após a fissuração (a= O); 

- o módulo transversal é reduzido por um fator pre scrito cons 

tante (0 <a< 1); 

- o valor do módulo transversal é reduzido linearmente ou hi­

perbolicamente em função das deformações normais à fissura; 

com este último modo, obtém-se as melhores aproximações do 

comportamento real. 

Um esquema ma is elaborado , para o cálculo da 

rigidez transversal do concreto armado fissurado , foi aprese~ 

tado por Bazant, Ga.mbarova [ 15) e Walraven , Reinhardt [112]. 

Baseado em dados experimentais , desenvolveu- se uma matriz de 

f lexibi l idade [Fcr] para urna simples fissura 

= 

F 
nn o nn 

( 3 . 3) 

onde õn e õt sao os deslocamen·tos reais da fissura nas dire­

çoes normal e tangencial . As deformações médias, resultantes 

das fissuras distribuídas, são 
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= o /s( E) 
n 

( 3. 4) 

com s( s ) sendo o espaçamento médio das fissuras. Combinando­

- se as equaçoes anteriores, obtém- se a matriz [Ccr] 

c r - 1 o - 1 c 
c f s (c ) Fnt S (L) o 

nn nn nn 

c r o o o c 
Ett = 0 tt 

(3 . 5 ) 

c r - 1 o - 1 c 
Ynt F S (E) Ftt s (E) T n t tn 

ou, abreviadamente 

{Ecr } = [Ccr 1 {o c } ( 3 . 6 ) 

Obtêm- se as deformações médias do elemento de 

concreto armado fissurado somando-se as deformações do con­

creto entre as fissuras e a s deformações devido às fissura s . 

Assim, 

( 3 . 7) 

( 3 . 8) 

c onde [C ] re fere-se ao concreto entre as fissuras . A matriz 

para o concreto fissurado [C] resulta da soma das duas matri­

zes [Ccr] e (Cc] 

( 3 . 9 ) 

A lei constitutiva do material concreto armado 

fissurado [D] é obtida combinando-se as equações constituti­

v as da armadura [Ds] com a do concreto (C ]-1 . 
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(3 . 10) 

{a} = [D) { E: } (3.11) 

Esta equaçao permite descre ve r a r e lação e ntre 

tensões e deformaçõe s em um elemento fis s urado de conc reto ar 

rnado com fissur a s distribuídas. 

Uma variação deste último procedimento é o q ue 

foi adotado para modelar, ne ste traba lho, o comportame nto d o 

concreto fissurado . O procedimento adotado s e ra apresenta do 

no caoítulo 5 . 



4 - AS LEIS CONSTITUTIVAS DOS MATERIAIS : O CONCRETO E O AÇO 

4 . 1 - Introdução 

Para uma análise precisa de uma e strutura de 

concret o armado , é neces sário descrever r ealisticamente a re­

lação ent re tensões e deformações nos materiais . Desta manei­

r a , as equações c onsti t u ti v a s , q ue traduzam o comportamento 

dos materiais , são de importância fundamental . 

Ant es de apresentar estas leis consti tu ti v as , 

serao descritas as propr iedades típicas do concreto e do aço, 

conforme f o i apresentado por Chen em [ 34 ] . Estas pro prieda­

des são essenciais para o dese nvolvimento de um modelo matemá 

tico , que reproduza o funcionamento dos materiais . 

4 . 2 - As proprie dade s básicas do concreto e do aço 

4.2 . 1 - O concre to 

O c oncret o pode ser idealizado como um sistema 

de duas fases : uma matriz (a pasta de cimento endurecido) e n­

volvendo um conjunto de partículas de agregado . A presença de 

microfissuras , especialmente na interface d a pasta de cimento 

e dos agregados, é fundamental para o seu comportamento mecâ­

nico . A propagação destas microfissuras , durante o carregame~ 

to , produz o comportamento não- linear do concreto . 
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4. 2.1. 1 -o concreto sob carregamento uniaxial 

.eim.Ue de 
p!tcl pMc.io no.Uda.d e 

c 

(a) 

u c 

de~. 
voiwnê.t:úc.a 

(b) 

c 
v 

Fig . 4 .1 - Relações típicas da tensão d e compressao com as 

deformações axial , lateral e vol umétrica 

A Fig . 4.1 (a ) mostra uma relação tensão-defor­

maçao típica para o concreto comprimido axialmente . A curva a 

presenta um comportamento linear até cerca de 30% da tensão 

máxi ma de compressão f c. A partir deste ponto , gradualmente 

aumenta a sua inclinação, a té atingir o valor de fc . Após es­

te pico , a curva tensão- deformação passa a um ramo descenden­

te , até a tingir a deformação última e: , em que o esmagamento 
u 

ocorre . 

Na Fig. 4. 1 (b ) , está apresentada a relação da 

tensão com a deformação volumétrica , E: = e: 1 + t. 2 + E.. 3 • Ini-
v 

cialmente , a mudança de volume é quase linear, até cerca de 

0 , 75 a 0,9 f . Neste ponto, o sentido da variação de volume é 
c 

invertido, resultando em uma dilatação n as proximidades de 

f . A tensão , na qual a deformação volumétrica , c , e um mini 
c v 

mo , e chamada de tensão crítica . 

As formas das curvas, mostradas na Fig . 4 . 1 , 

estão intimamente relacionadas com os mecanismos internos de 

microfissuração progressiva . Para as tensões , até cerca de 

30 % de fc' as fissuras existentes no concreto antes de ent rar 

em carga (causadas por segregação , retração ou efeitos térmi­

cos) permanecem inalteradas . Isto significa que a energia i~ 

terna disponível é menor que a energia necessária para criar 

novas microfissuras. 
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Para tensões entre 30 e 50% de f , as microfis c -
suras junto aos agregados começam a se e ste nder . Nesta etapa , 

as fissuras na matriz continuam desprezáveis . A energia inter 

na disponível é gasta na formação das fissuras junto aos agr~ 

gados. A propagação da fi s suração é e stável , isto é, as fissu 

ras alcançam rapidamente o seu comprimento final , quando a 

tensão é mantida constante. 

Para tensões entre 50 e 75% de f , algumas das c 
fissuras junto aos agregados começam a ligar-se através da m~ 

triz . Quando a tensão excede 0 , 75 de f , as fissur as cont i-
c 

nuam a porpagar-se , mesmo se for mantida constante a carga. A 

energia interna disponível é maior do que a necessária para 

formar as fissuras, isto é, o s istema está instável. Neste ní 

vel de tensão, a tensão crítica é atingida . 

A ruptura progressiva do concre to, nas proxim! 

dades de fc' é causada pela microfissuração da matriz . Estas 

fissuras, ligadas às fissuras junto aos agregados, f ormam zo­

nas internas microfissuradas . Com o aumento da deformação de 

compressão , segue o esmagamento do concreto e entra- se no ra­

mo descendente do diagrama tensão- deformação. Nesta região, a 

parecem fissuras macroscópicas. 

Conforme aparece na Fig. 4. 2 , as curvas ten­

são-deformação para o concreto tracionado são aproximadamente 

2.~sr----r----.-----.---~----~----~ 

~ 
"'- I, 7 S -" t--- +---- - - - --~-- ·--+ 
o' 
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~ 
~ 

"t 
Q 
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Fig . 4.2- Curvas tensão- deformação para o concreto sob tração 
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lineares a t é a l tos níveis de t ensão. Suas fo rmas s ao s c melha n 

tes às das curvas de compressão . Isto era de esperar , pois a­

qui o aparecime nto das microfissuras também é fundamenta l . Po 

r em e xistem alg umas dif erenças. 

Para tensões meno r e s do que 60% d a tensão fct ' 

o aparecimento de micro fi ssuras pode ser desconsidera do . A 

partir deste nivel de t ensão , as microfissuras junto aos agr~ 

gados , começam a cresc e r. Esta etapa , contudo, e mais breve 

do que no caso d e compr essao. Quando a tensão de tração atin-

g e 75 % d e f ct' a propagaçao de fissuras torna-se instável. 

A direção de propagação de fi ssuras para tra­

çao uniaxial é transversal à direção da t ensão . O aparecime n­

to e o cresc imento de cada nova fissura r eduz a área r e siste n 

te, causando um aume nto nas t e nsões e uma rápida pro p a gação 

da fissuração. 

4 . 2 .1.2- O concreto sob carr egamento biaxial 

Nos últimos a nos , muitos estudos for am realiza 

dos sobre as propriedades mecânicas do c oncreto sob c a rrega ­

mento biaxial. Têm-se disponiveis diversos resultados e xperi ­

mentais considerando r esistência, deformação e o comportamen­

to das microfissuras d o concr eto suj e i to a tensões biaxiais. 

As Fig . 4.3 a Fig . 4. 5 apresentam r esultados obtidos por Kup­

fer em [ 70 ] . 
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Fig . 4.3- Curvas t e nsão-deformação para o concret o 

sob compressão biaxial 
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Fig. 4 . 4 - Curvas tensão-deformação para o concreto 

sob tração-compressão biaxial 
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Fig. 4.5 - Curvas tensão- deformação para o concreto 

sob tração bia xial 

Destes resultados, observa-se que a res istên­

cia máxima a compressão aumenta no estado d e comp ressão bia­

xial . Este aumento e máximo, em torno de 25 %, para a relação 

entre tensões o2 /o1 ; 0,5. Para o 2/ o 1 = 1 , este aumento sere 

duz para 16% . Sob tração-compressão biaxial , a resistência à 

compr essão diminui quase linearmente , a medida que a tensão 

de tração é aumentada . Sob tração biaxial, a resistência é a­

proximadamente a mesma da tração uniaxial , conforme aparece 

na Fig . 4.6 , de resultados experimentais de Kupfer [ 70) . 
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Fig. 4.6 - Envolt6ria de resist~ncia biaxial do concre to 

A ductilidade do concreto sob tensões biaxiais 

tem valores diferente s , se o estado de tensão é de compres s ã o 

ou de tração . Segundo a Fig. 4.3, para compressão uniaxial ou 

biaxial, o encurtamento máximo é de c e rca de 3x10- 3 e o alon­

gamento máximo varia de aproximadamente 2x10- 3 a 4x1 0- 3
• A 

ductilidade é maior sob compressão biaxial do que sob compre~ 

são uniaxial . Sob tração- compressão biaxial, os valores de 

ruptura das deformaçõe s principais de tração e compressao di­

minue m (Fig. 4 .4). Sob tração uniaxial e biaxial (Fig. 4 . 5) , 

a deformação principal máxima é da ordem de 0 , 08x1 0- 3
• 

0 1/f c 

VI 
~ ,,., 

Q 
0,001 o -0 , 00 1 -0, 002 IIV/V 

Fig . 4. 7 - Curvas da variação de volume do c oncreto 

sob compressão uniaxial e biaxial 
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conforme mostra a Fig . 4. 7, nas proximidades 

da ruptura , ocorre um aumento de vol ume do concreto . Em ge­

ral , atribui-se esta di l atação ao progressivo crescimento das 

microfissur as do c on cret o . 

4. 2 . 1 . 3 - O concre to sob carregamento triaxial 

- 560 
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Fig . 4 . 8 - Relação tensão- deformação triaxial 

para o concreto 

A Fig . 4 . 8 mostr a curvas tensão-deformação tí­

picas para o concreto , obtidas em ensaios triaxiais por Bal­

mer, conforme [ 34] . Observa- se que a resistência axial cresce 

com o aumento das tensões confinantes . Para tensões conf inan­

tes elevadas , res i stências extr e mamente altas são alcançadas . 
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Fig. 4.9 - Super fície de ruptura esquemática do concreto 

no espaço de tensõe s tridimensionais 
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Sob carregamento triaxial, os ensaios indica­

ram que o concreto tem uma superfíc i e de r uptura bem defini­

da , que é função das três tensões principais . Se o concreto é 

considerado um material isotrópico, o limite de elasticidade 

e o limite de ruptura podem ser representados como superfí-

cies no espaço de tensões principais tridimensionais 

4. 9) . 
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Fig. 4.10- Diagramas tensão-deformação dos aços [ 65] 
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Devido a forma de utilização do aço nas peças 

de concre to armado , é suficiente conhecer o seu comportamento 

uniaxial . Basicamente , o diagrama t ensão- deformação dos aços 

(Fig. 4. 1 O) consta de um pri meiro trecho retilíneo, com urna 

inclinação de 210000 MPa (módulo de deformação longitudinal) . 

Neste trecho , o aço comporta- se como um material perfeitamen­

t e elástico . 

Segue-se um trecho , em que as deformaçõe s sao 

g r andes para peque nos acrésc imos no valor da tensão li1nitc de 

elasticidade. Este escoamento do aço segue até urna deformação 

da ordem de 2 %. Neste ponto , o diagrama torna urna fo rma cur va , 

com grandes deformações, até atingir a ru?tura , com deforma­

ções da ordem de 20 %. As curvas tensão- deformação dos aços 

sao praticamente iguais a tração e à compressão. 

Nos aços encruados a frio , ao contrário dos a­

ços com dureza natural, o patamar de escoamento não é bem de­

finido . Eles apresentam, a partir do limite de elastic idade, 

um d i agr ama curvilíneo, c ont inuamente crescente até a ruptu­

ra . 

4 .3 - O modelo constitutivo para o concreto 

4.3.1 - Generalidades 

O comporta me nto estrutural do concre to é e x tre 

mamente complexo. Dependendo do est ado de tensão, este campo~ 

tamento pode ser dúctil ou frágil. Quando predominam as ten­

sões de compressão , a relação tensão-deformação torna-se mais 

não-linear e ocorre dilatação nas proximidades da ruptura. 

Mesmo na compressão hidr ostática resulta um comportamento não 

- linear . A construção de equações constitutivas , considerando 

todas estas características , é uma tarefa complicada. 

Estudos experimentais têm mostrado que o fun­

cionamento do concreto está intimamente ligado à propagaçao 

das microfissuras . Estas microfissuras são orientadas, princ~ 

palmente, em uma direção perpendicular à da mínima tensão 

principal de compr essão ou da máxima tensão principal de tra­

çao. Entretanto , por s impl ificação , o dano contínuo acumulado 

pode ser considerado isotrópi co para a formulação de uma l e i 
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constitutiva. Esta hipótese básica de isotropia na o impede , 

porém , que anisotropias sejam introduzidas nos mode los . Bas i­

camente, existem dois tipos de modelos para descrever o com­

portamento do concreto : os modelos plásticos e os modelos e 

lásticos não- lineares. 

Com base na teoria da plasticida de, e x ist e m d~ 

versos modelos considerando um material e l a sto- plástico per­

feito, com superfície de ruptura e superfície de p l asti f ica ­

ção, como o proposto por Zienkiewicz, Vall iappa n e King [118 ) . 

Para considerar as não- linearidades prese ntes ant es d a r uptu­

ra, torna- se necessário usar modelos mais refinado s , que l e ­

vam em conta o endurecimento , como, por e xemplo, o mode l o pr~ 

posto por Chen e Che n [32]. Entre tanto , este mode lo , como ou­

tro s , negligencia o efeito do terce ito invari ante de t ensões . 

vários autores dese nvolveram modelos elás t i ­

cos, não- lineares, incrementais . Alguns destes modelos c o ns i­

deravam o concreto isotrópico, não a dmitindo que a s tensõe s 

podiam introduzir ani sotropias, como o apresentado e m [ 97 ] 

por Romstad, Taylor e Herrmann. Outros consideram esta aniso­

tropia, como o de Liu, Nilson e Slate [ 76 ) e o de Link [ 75), 

obte ndo boas aproximaçõe s com os resultados expe rime ntais. 

Existem outros modelos e l á sticos, não-l ineares, 

que usam os val ores s eca ntes dos parâmet ros do material . Com 

o mode lo de Kupfe r, Hilsdorf e Rüsc h [ 72] obt ém-se boas apr~ 

ximações com valores de ensaios. Contudo este modelo é vá l ido 

para est ados de tensão de compressão b i a xi a l apena s. Os mode­

los d e Pal ani s wamy e Shah [ 95 ) e Cedolin, Cr utzen e Dei Poli 

[ 30 ] são aplicáveis a e stados de compre ssão t r iaxia l, porém 

consideram só a influência de dois invariante s e são limit a­

dos a estados de tensão não próximos à r upt ura . 

A teoria e ndocrôni ca f oi e ste ndi da p a r a o con­

creto por Bazant e Bhat 9] . Características muito importan­

te s , t a is como dilatação , amolecimento e tensões de ruptur a 

realistas são simuladas com este modelo, que se apl i ca a o es­

tado multiaxial de tensão . Entretanto, sup oe -se que a r espos ­

t a à compressão hidrostática é linear. Além d i s t o, o concre t o 

é mode lado somente a partir de s ua r e s i s tência à compressa o 
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uniaxial . Isto nao e conveniente , uma vez que d iferentes de­

formações de ruptura e rigidezes iniciais podem ser obtidas 

para concretos que apresentam a mesma resistência à compres­

são uniaxial . 

4. 3 .2 - O modelo constitutivo proposto por Ottosen 

4 . 3 . 2 . 1 - Fundamentos do modelo 

o modelo constitutivo para o concreto proposto 

por Ottose n , [ 39 ] e [ 92 ] , é bas eado n a elast icidade não-li­

ne ar , usando va lores secantes dos parâmetros do material . Es­

te modelo apresenta uma série de aspectos positivos : 

- inclui os efe i tos dos três invariantes de tensão; 

- considera a dilatação ; 

- as curvas tensão-deformação obtidas sao continuas ; 

- prevê realisticamente as tensões na ruptura; 

o mode lo é a plicáve l a todos estados de tensão , inclusive 

nos que ocorrem tensões de tração . 

Adicionalmente, este modelo é de simples util! 

zaçao e requer p a r a calibragem unicamente resu ltados experi­

mentais, obtidos d e e nsai os uniaxiais tradicionais . Os valo­

res calculados com o modelo têm boa concordância com os resul 

tados experimentais, abrangendo uma ampla faixa de e stados de 

tensão e diferentes tipos de concre to . 

4. 3 .2.2- O í ndice de não-linearidade 

O índice de nã o- linearidade e uma medida da 

proximidade do estado corrente de carregamento com a superfí­

cie de r uptura . É importante observar que o termo r uptur a, 

empregado aqui e ao longo deste item , refere- se à ruptura l o­

c a l do ponto considerado e não à rupt ura global da peça. As­

sim, mesmo após o estado de tensão de um ponto atingir a s u­

perfície de ruptura , este ponto pode alcançar o equilíbrio, 

com uma red ução do valor das componentes d e tensão nele apli­

cadas . Esta redução será compe nsada pelo aumento de tensão 

nos pontos adjace ntes. 
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Fig. 4 . 11 - ·oiagr amas de Mohr: (a) diferentes maneiras de al­

cançar a ruptura ; (b ) definição do índice de 

não- linearidade B 

Para se determinar o índice de não- line arida ­

de, primeiro e necessár io definir a qual estado de ruptura, o 

estado de tensão corrente deve ser relacionado. A fim de ilus 

trar de forma simples este problema , adota-se o critério de 

ruptura de Mohr, mostrado na Fig . 4 . 11. 

Conforme aparece na Fig . 4. 11 (a) , onde o esta ­

do corrente de tensão é dado por o 1 e o 3 ( o l ~ o 2 ~o 3 ) , a ruptu­

ra pode ser alcançada , aumentando-se o valor de a 1 (circulo 

I), ou mantendo- se fixo o valor médio (o 1 +a 3 )/2 (circulo II). 

Em ambos os casos , ficam envolvidas tensões de tração . Uma a­

valiação de um estado de tensão de compressão uniaxi a l , por ~ 

xemplo , envolveria a resistência à tração; o que na o seria 

conveniente. Uma terceira possibilidade , dada pe lo circulo 

III , onde todas as tensões são altera da s proporciona lmente , 

também é afastada , porque dependendo da forma da curva de ru~ 

tura , a ruptura pode n ao ser obtida, para alguns estados de 

tensão de compressão, localizados junto ao eixo hidrostático. 

Contudo , a ruptura pode ser sempre obtida, diininuindo-se o va 

lorde a 3 , como mostra o circulo IV . Este ~o procedime nto a­

dotado neste modelo. 

Como medida do esta do corre nte de tensão , ado­

tou- s e no mode lo, o quociente da tensão c o rrente a 3 , pelo va­

lor correspondente da tensão de ruptura o 3 f (!ailure ), mante n 

do- se constantes a 1 e a 2 , como mostra a Fig . 4. 11 (b) . Ou s e ­

ja, índice de não-linearidade ~ d ado po r 
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B = ( 4 • 1 ) 

Assim , 8< 1, 8=1 e 8 >1 correspondem a estados de t ensão locali 

z a dos dentro , sobre e fora d a superfície de ruptura , r cspcct! 

vamente . 

Quando ocorrem t ensões de tração, e necessário 

alterar a definição do índice de não-linearidade . O comporta­

mento do concreto e tanto mais l inear , qua nto mais o estado 

de tensão e nvolva t e nsões de tração. Com es te propósito , 

transfor ma- se o estado corrente de tensão (o 1 , o2 , o3 ), onde ao 

menos o 1 e uma tensão de t ração , superpondo uma press a o h i ­

drostática - o 1 , obtendo-se um novo estado de ten são dad o por 

(o 1 ', o 2 ' , o 3 ') =(0 , o 2- o 1 , o 3- o 1 ), i s to é , um estado de compres­

são biaxial . Neste c aso , B é definido como 

0 3 I 

8 = ( 4 . 2 ) 

o nde , o 3f' e o valor de ruptura d e o 3 ' , com o 1 ' e cr 2 ' consta~ 

tes , isto é , o e stado de tensão (o 1 ' , o 2 ' , cr 3 f ' ) satisfa z 0 cri 

tério de ruptura. 

4 . 3 . 2 . 3 - As relações tensão-deforma ção 

Pode - se aproximar a c u rva tensão-deformação p~ 

ra um carrega mento de compressão uniaxial através da expr e s­

sao 

- A c (D-1) (~) 2 -- + 

Icei r a c 
= ( 4 . 3) 

I f I 1 (A- 2) c 
+ D (~ ) 2 - - -c I c I E c c 

As tensões de tração e os alongame ntos sao considerados posi­

tivos; E é a de formação correspondente a f (resistênc ia ci-c c 
líndrica à compressão uniaxial). O parâmetro A é definido por 

A = E 0 / E (A > 4/3) , e m que E = f / E . Os módulos de defer -e c c c 
mação longitudinal E 0 e E sao o módulo inicial e o s ecante , c 
correspondente à t ensão f . O parâmetro D determi na, princi­

c 
palmente , o comportamento do ramo descendente da curva tensão 
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Fig . 4 .1 2- Controle do comportamento pós- ruptura por meio do 

parâmetro D 

-deformação (fas e de pós- ruptura ). A Eq . (4 . 3 ) depende de qua­

tro parâmetros: f , E: , E 0 e D. Assim, a inclinação da curva 
c c 

é E o na origem e nula na ruptura , onde (a , E: ) = (fc, E: c) satis-

faz a Eq . ( 4 . 3 ) . 

o ramo descendente da curva tensão-deformação 

nao pode ser obtido do ensaio padrão de compressão uniaxial; 

é necessário realizar um ensaio com deformação controlada . O 

parâmetro D pode ser arbitrado dentro de certos limites : (1 

A/2 ) 2 < D ~ 1 +A (A- 2) , quando A < 2; O ~ D < 1, quando 

A ~ 2. Deve-se observar, que quanto maior o valor de D, mais 

dúctil ser a o comportamento pós- ruptura . Conforme aparece na 

Fig. 4. 12 , este parâmetro não afeta de maneira signi f icativa 

o ramo ascendente do diagrama tensão-deformação . Valores típ! 

cos de D estão e ntre O e 0 , 2 . 

Pode- se obter o valor secante do módulo de de­

formação E
5 

da Eq. (4 . 3). Nesta expressão , a tensão corrente a 

parece sempre na razão - a/lf 1- No caso de compressão unia­c 
xial, B = - a/lf 1- Desta forma , pode-se generalizar a expre~ c 
sao de E

5 
para a compressão triaxial . Assim, 

E 1 
E o B (l E o E f) ..!: = 2 - -s 2 ( 4 • 4) 

± I (l E o - B (.l E o - E ) ]2 + E 2 13 [D (1 - (3 ) - 1] 
2 2 f f 

onde , uti liza- se o sinal positivo ou negativo para o ramo as­

cendente ou descendente da curva tensão- deformação , respecti­

vamente . 
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Na Eq.(4.4) , o valor do módu l o de de for mação 

secante E , correspondente à tensão de compres­
c 

f c, é substituído por Ef , módulo de de formação 

secante na ruptura para estado triaxial de t e n-

são. o valor de E pode s e r determinado a t ravés da expressão 
f 

E 
c 

1 + 4 (A-1) K 

( 4 . 5 ) 

~ variáve l K representa a de pendência do ca r regamento cor ren­

te e ê dada por 

K = ( 4 . 6) 

onde o invariante (/.J;/fc)f é calculado para o estado de te~ 

são de ruptura , dado por (o 1 , o 2 , o 3 f) ou (cr 1 
1 , o2 1 , o3 f 1

), con­
forme o caso . o valor de K é maior ou igua l a zero. Quando 

K=O , tem- se Ef=E
0

; se K> O, então Ef<Ec. 

Na f issura ção , admite- se um comportament o frá­

gil. O comportamento pós -ruptura para e s tados intermediários 

de tensão , onde estão presente s peque nas tensõe s de tração , 

mas nao ocorrem nem fissuração , nem esmagame nto do concre to, 

é obtido a través de um processo híbrido. Na ruptura, este es­

tado i ntermediário de tensão corresponde a um índice de não­

linearidade Sf ' determinado pela Eq. (4 . 2 ), que é menor do que 

a unidade . Como mostra a Fig. 4 . 13 , a curva pós-ruptura AB é 

obtida pe l a translação do segmento MN, do braço descende nte 

da curva original , paralelamente ao eixo hori zonta l . O valor 

secante de E5 , correspondente a algum valor corrente de B, se 

rá dado, então, por 

( 4 . 7) 

onde Er-1.N é o valor secante ao longo da curva de pós-ruptura 

original , obtida por meio da Eq . (4.4) , usando o sinal negat i ­

vo. As constantes EA e EM são também determinadas da Eq . 
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no concreto 

no caso de descarga 
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(4.4 ) , usando-se os sinais positivo e negativo , respectiva­

mente, e o va l or do índice de não-linearidade na ruptura, i s ­

t o é , B=Bf. 

Mesmo p a ra carregamentos monótonos , pode ocor­

r e r, eventualmente, uma redução no v a lor das componentes de 

tensão que atuam em um ponto do concre to, antes d e a tingir - se 

a s uperfície de r uptura . Isto acontece , por exemplo , quando 

surgem deformações de fluência ou de retração em peças a r ma­

das de concreto. Ao considerar- s e , em tais si tuaçõcs , o com­

po rtamento do concreto como e l ástico , conforme o modelo de 

Ottosen , corr e-se o risco de descrever inadequadamente o s eu 

f uncioname nto real, em especial para níveis d e tensão ele va­

dos . Ne stes casos , adota- se para o módu lo de deformação secan 

t e do concreto , o valor dado pel a expressão 

1 

_1) 
E o 

1 
+­

E o 

( 4 • 8) 

onde Eo é o módulo de deformação inicial do concreto; B e o 

índice de não- l inear idade cor responde nte ao estado corrente 

de tensão; BP e EP são valores refere ntes ao estado de tensão 

anterior à descarga (pont o P), conforme a Fig . 4 . 14 . 

Para se determinar o valor secante do coefi­

cie nte de Poisson, v5 , deve- se obse rvar que , tanto para um 

carregamen to de compressão uniaxial , como triaxial , o compor­

tame nto volumétrico é uma compactação , seguida por uma dilata 

ção. Ass i m, têm- se 

, quando 8 ~8 
a 

( 4. 9) 

(4 . 10) 

onde v 0 é o coeficiente d e Poisson inicial ; vf é o valo r se­

cante do coeficiente de Poisson na ruptura. Utiliza- se p. =0 , 8 
a 

e vf=0 , 36 para todos tipos de concreto e carregamento . 
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Fig. 4.15- variação do valor secante v5 do 

coeficiente de Poiss on 

A Eq. (4 . 10) soe válida a t é a ruptura . Pouco é 

conhecido sobre o comportamento de v
5 

na região de pós-ruptu­

ra , mas há uma constatação experimental de que a dilatação 

continua nesta fase . De sta forma, este a umento de v5 é aprox! 

mado pelo s eguinte procedimento: com dois valores consecuti­

vos conhecidos de E
5 

(i, i+ 1 simbolizam dois estados de ten­

s ao sucessivos ) e com o valor conhec i do de v
5 

. , aé!mi t e - se 
,1 

que os módulos volumétricos corres pondentes permane cem cons-

tantes. Assi m, calcula- se v
5 

. 
1 

da r e l a ção 
, 1+ 

Es . 
,1 

3 (1-2 v
5 

. ) 
I 1 

= 
E 

S 1 i+1 

3 (1-2v
5

. 
1

) 
,1+ 

O val or de v5 deve ser menor do que 0,5. 

(4.11) 

Resumi ndo , o modelo é calibrado por seis para­

metros : os parâmetros el5sticos iniciais E0 e v 0 , os do i s pa­

râmetros de resistência f e f 
1 

o parâmetro de ductilidade c ct 
Ec e o parâmetro de pós-ruptura D. 

4 . 3.2.4- Critério de ruptura 

O critério de ruptura proposto por Ottosen, em 

[ 91 1 1 apresenta as seguintes características : 

- toda s a s componentes de tensão são consideradas; 

- somente os invariantes são ut i lizados 1 fazendo de sne c e ssá­

ria a determinação das tensões principais ; 
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- a superfície de ruptura e suave e convexa, com exceçao do 

seu vértice; 

- os meridianos sao parabólicos e abrem no sentido do eixo hi 

drostático negativo; 

- o tra ço no plano d c sviado r muda d e uma fo rma t rianiJular 

para circular com o aumento da pressao hid r os tátic a ; 

- casos especiais deste critério são o cri t ério de Druc ker­

Prager e o critério de vo n Mises 1 f az e ndo-se a=k 2 =0 e a =b = 

=k 2=0, respectivamente; 

- para identificar se a ruptura ocorre por esma gamento ou fr~ 

turamento do concreto, admite-se que há fissuraç ã o se o 1 ~ 

f / 2. 
ct 

O critério de ruptura d e Otto s en e d ado pe l a 

seguinte expressao 

a + À + b - 1 = o 
I t I c 

(4.1 2 ) 

onde a,b sao parâmetros. A funç ã o À depende do ângulo o, de 

aco r do c om 

À = 

com 

k1 cos[1 a rccos(k 2 cos 30 )], para cos 30 > O 

(4.13) 
1T 1 

k1 cos[3- 3 arccos(-k 2 cos 38 )] 1 para cos 38 ~ O 

cos 36 = (4.14) 

No meridiano d e tração ( 0=0 ° ) , tem-se À=À e 
t 

(4.15) 

enquanto ao longo do meridiano de compre ssão (0=60 ° ) 

(4.16) 
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A Eq . (4.1 2 ) e a Eq . (4.13) , que definem o cri­

t é rio de ruptura, contêm quatro pa r âmetros a, b, k1 e k 2 . Es­

tes parâmetros são determinados a partir dos seguintes valo­

r e s: 

- r es i stência a compressao uniaxial fc; 

resistência a tração uniaxial f ct ' dada pelo quociente k = 
f t!lf I: c c 

- resistência a compressão biaxial f 2 , dada pelo quociente c 
q = f2c/fc ; 

- um estado de ruptura no meridiano de compressão: a !lt I oct c ' 
Toct / lfcl· 

h = 

Define- se a quantidade h por 

12 X + y 

.L - 1 
12 3 

X = i y = 
1 oct 

I t I c 

(4 . 17) 

Os parâmetros podem ser determinados pelas se­
guintes expressões 

À c 

Àt = 

12 - _ly_ 
b = k SI 

h - _2y_ 
q-k 

1 
[h b - 12] a = -y 

[ 1 h 13 b + 13+ 12 = - 3yl 
/3y 

[2/3- ~] b + 
l2 q 13 

+ -
/3y /3y q 

Usando a Eq . ( 4 . 15) e a Eq . ( 4. 1 6 ) , 

TT À 
c = cos(3 - 1 3 arccos k 2 ) 

Àt cos (~ arccos k 2) 

(4.18) 

(4.19) 

(4 . 20) 

(4.21) 

tem-se 

(4 . 22) 
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Fig. 4.17- Comparação do critério de ruptura 

com os resultados dos ensaios biaxiais de Kupfer 

A seguir , será f e ita urna comparaçao entre o s 

resultados obtidos pelo modelo e os determinados experimental 

mente por Schickert e Winkler , apresentados em [103] . Oscar­

regamentos de compressão uniax ial e biaxial foram aplicados 

de forma proporcional . Para carregamento triaxial, os result~ 

dos foram obtidos segundo quatro procedimentos distintos: 

- tipo 1: carregamen to hidrostático até um v a lor prescrito de 

0 t ; o carregamento , então, segue ao longo do meridiano de o c 
compressão , mantendo o valor de 0oct constante ; 

- tipo 2: car regame n to hidrostático até um valor pres c rito de 

ooct ; o carregamento, então, segue ao longo do meridiano d e 

cisalhamento, mantendo o valor de 0 t constante; o c 
- tipo 3: carregamento hidrostáti co até um va lor prescrito de 

0 t ; o carregamento, então, segue ao longo do meridiano de o c 
t r ação , mantendo o valor de 0 t constante; o c 

- tipo 4: carregamento proporcional . 

A Fig. 4.18 mostra as curvas experimentais te~ 

são- d e formação, para compr e ssão uniaxial , obtidas da média de 

c i nco ensaios. No modelo, usaram- se os seguintes valores para 

os parâmetros : Eo=2,30x1o '• MPa; Vo= 0,19; j fcl=30 , 6 MPa ; l ~: cl = 

3 ,07x10- 3 e D=0,2. Admitiu-se , ainda , que f O 1 jf I Estes ct = ' c · 
valores para os p a râmetros fo ram usados para as comparaçoes 

posteri ores e p a ra calibrar o crité r io de ruptura . 
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A Fig. 4 . 19 mostra uma comparação com um carre 

gamcnto de compress ao biaxial, onde o 2 / o 3 =2/3. A curva expcr! 

mental corresponde à média de seis ensaios. A aproximação não 

é boa , mesmo na r egião elástica. Este fato contrasta com a 

boa aproximação observada com relação aos dados experimenta is 

de Kupfer { 70 ] . Observe-se que , nesta figura e nas s eguin­

tes, as curvas estão traçadas apenas até a máxima tensão ou 

deformação medida. Os valores das resistências experimental e 

prevista pelo modelo também estão i ndicados . 

A Fig. 4.20 mostra uma comparaçao com um carre 

gamento triaxial do tipo 1. As curvas experimentais sao cur­

vas m~dias de três ensaios . A pressão rn6dia aplicada f oi o oct 
=- 25 , 5 MPa, sendo boa a aproximação encontrada . 
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A Fig. 4 . 24 mostra os meridianos de cornpres­

sao , cisalharnento e tração da superfície de ruptura. A concor 

dãncia com os resultados experimentais no mer idiano de com­

pressão é porque , na escolha dos valores (x , y), a rninimização 

foi ao longo deste meridiano . A maior diferen ça que ocorre é 

de 7% e aparece no meridiano de tração , para cargas hidrostá­

ticas elevadas. 

Na Fig . 4. 25 , aparece urna cornparaçao em dois 

diferentes planos deviatór icos . A maior diferença é 5% e ocor 

re ao longo do mer idiano de cisalhamento para cargas hidrostá 

t icas elevadas. 

A Fig. 4 . 26 mostra urna cornparaçao para um car­

regamento biaxial. A maior diferença é de 8% e ocorre para a 

relação o 2 /o 3 =1/3. 
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Fig. 4 . 26 - Comparação para carregamento biaxial 
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4.4 - O modelo constitutivo para o aço 

O cf 
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c s 

Fig. 4 . 27 - Diagrama tensão- deformação para o aço 

Nas estruturas de concreto armado, as barras 

de aço resistem , fundamentalmente, a esforços na sua direção. 

Desta forma, necessita-se apenas de um modelo uniaxial para 

descrever seu comportamento . 

Adota- se , como diagrama tensão-deformação para 

o aço , o diagrama bi linear da Fig . 4.27 , que é o proposto pe­

lo Código Modelo CEB- FI P ( 41 ] para os aços obti dos por lami­

nagem a quente e resfr iados naturalmente . O valor do módulo 

de deformação inicia l do aço, E , é tomado igual a 21 O. 000 
s 

NPa e os valores das resistências à tração e à compressão do 

aço sao os mesmos (f =f =f ) . yt yc y 

Segundo este diagrama pode-se estabelecer que 

E 
s 

E5 = f / t. 
y s 

para 

(4.25) 

para 

onde , E5 e o módulo de deformação longitudinal secante do a­
ço . 
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Alternativamente, pode-se empregar para o aço 

uma outra l e i constitutiva. Neste caso, uma r e lação tensão-d~ 

formação não-linear qualquer deve ser aproximada por uma pol! 

gonal e desta forma introduzida no programa . Aqui, t ambém, as 

curvas devem ser iguais para tração e compressão. 



5 - O COMPORTAMENTO DO CONCRETO ARMADO FISSURADO 

5 . 1 - Fundamentos 

Em geral , nas e str uturas de concreto armado , 

as fissuras aparecem já nas condições de serviço. Isto decor­

re do fato de ser a resistência à tração do concreto muito in 

ferior à sua resistência à compre ssão . Qualquer estudo , para 

a determinação de tensões e deformações em uma pe ça fissurada 

de concreto armado, deve necessariamente modelar de forma ade 

quada a transferência dos esforços através das fissuras . Esta 

transmissão de esforços é um fenômeno complexo , que envolve o 

engrenamento dos agregados e a f l exão das barras da armadura. 

Walraven e Reinhardt , em [112] , apresentaram um trabalho t eó­

rico- experimental , analisando estes mecanismos. 

Quando uma força cortante é aplicada em um cor 

po de prova (Fig. 5 . 1 ) , os esforços nas barras da armadura, 

que atravessam a f i ssura , desenvolvem- se de acordo com a geo­

metria e a "rigidez" da fissura . O valor do esforço na armadu 

r a , de sta forma , não é conhec ido e deve ser medido para que 

fique determi nado o estado de tensão . Na prática , é impossí­

vel medir as tensões no aço , exatamente na posição da fissu­

ra, em uma barra dentro do concreto submetida simultaneamente 

a esforços normais e transversais. Por este motivo, foram re~ 

lizados, em [112 ], duas séries de ensaios: uma primeira série 
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Fig. 5.1 -Características geométricas dos corpos de 

prova ensaiados [112] 

com corpos de prova com barras dentro do concreto e uma segu~ 

da série, com barras externas. 

Os corpos de prova pré- fissurados , com uma a ­

bertura de fissura inicial da ordem de O, O 1 a O, O 3 mm, eram 

submetidos a um aumento continuo de carga. Nos primeiros três 

minutos, a velocidade de deslocamento de corte e ra de O, 004 

mm/min , e posteriormente, era aumentada para 0,02 mrn/mi n. O 

teste se encerrava, quando o deslocamento de corte atingia 2 

mm. 

Durante os ensaios, a força cortante aplicada, 

o deslocamento de corte e a abertura da fissura ao longo de 

todo o ciclo de carga foram medidos. Alguns corpos de prova 

foram carregados, descarregados e recarregados. 

Nos ensaios com barras e xtern as , foram medidas 

também as tensões normais atuantes no plano da f issura, dire­

tamente nas barras. Entre os dois tipos de e nsaio, a diferen­

ça mais marcante foi uma pequena variação na " rigidez" da fis 

sura. Isto deve ser atribuído à redução da abertura da fissu-
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ra, em torno da barra, dentro do concreto . 

Algumas das variáveis dos ensaios foram a taxa 

de armadura, o diâmetro das barras, a resistência do concre­

to, o tipo e a granulometria dos agregados , a inclinação das 

barras em relação ao plano de fissura. 

Neste capítulo , serão apresentados os modelos 

analíticos para descrever o funcionamento do concreto armado 

fissurado . No item 5.2, é analisado o engrenamento dos agreg~ 

dos , enquanto no item 5.3 é modelada a participação da armadu 

ra. Nos dois casos , as previsões t eóricas são comparadas com 

os resultados experimentais [112] . 

5 . 2 - o mode lo para os mecanismos de transmissão de esforços 

através das fissuras sem partici pação da armadura 

5 . 2 . 1 - A formulação do modelo analítico 

O concreto pode ser representado como um siste 

ma de duas fases : uma matriz (a pasta de cimento endurecida ) 

envolvendo as partículas de agregado. Normalmente, a resistê~ 

cia da matriz é inferior à dos agregados. Entretanto, o ponto 

fraco do sistema é a zona de contato entre as duas fases . As­

sim, a fissura ocorre , geralmente , através da matriz, mas ao 

longo do contorno das partículas de agregado. Nesta análise , 

as partículas serao tomadas como esferas , que podem ser inter 

ceptadas pelo plano da fissura em qualquer altura com a mesma 
probabilidade (Fig . 5.2). 

Como o tamanho da maioria das partículas de a ­

gregado é consideravelmente maior do que a abertura da fissu­

ra , conclui- se que a "micro-rugosidade" da fissura, causada 

Fig. 5 . 2 - Corte típico de uma fissura 
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Fig. 5.3 - Rel ação tensão-deformação rígido-plástica 

para o material da matriz 

pela projeção das partículas de agregado para fora da superfi 

cie da fissura , predomina sobre a "macro-rugosidade", devido 

às ondulações da superfície da fissura. Por esta razão, admi­

te-se que a superfície da fissura é um plano. 

A pasta de cimento endurecida é um material e ­

lasto- plástico . Como as deformações plásticas predominam so­

bre as elásticas, admite-se que a relação tensão-deformação 

para o material da matriz (a pasta de cimento endurecida com 

as partículas de agregado com diâmetro menor do que O, 25 mm) 

seja rígido- plástica (Fig . 5.3). 

Simboliza-se por a pu a tensão correspondente 

à deformação plástica . Durante o deslocamento das f aces da 

fissura, surgem áreas de contato nas superfícies das partícu­

las (com o engrenamento das faces da fissura) devido à defor­

mação plástica da matriz . 

(a) (b) (c) 

Fig . 5 . 4 - (a) Corpo de concreto fissurado 

(b) Plano de intersecção 

(c ) Faixa representativa 



62 

{a) (bl 

Fig . 5 . 5 - (a) Ârea de contato entre a matriz e uma 

partícula de agregado 

(b) Equilíbrio das tensões 

Considere- se a for mação destas areas, como re­

sultado do deslocamento , devido ao corte , na direção do eixo 

x. Nestas áreas de contato , as tensões produzem reações. A re 

sul tante na direção z é nula . Desta forma, pode- se estudar o 

corpo de concreto fissurado como o conjunto de um grande nú­

mero de faixas de pequena espessura . 

A Fig. 5 . 5 mostra uma seçao transversal de uma 

partícula , paralela ao plano z, na qual existe uma linha de 

contato entre as faces opostas da fissura. As p~ojeções desta 

linha de contato, nas direções x e y, sao a e a . A area som 
X y 

breada representa a part e da matriz que desaparece devido a 

deformação plástica. A medida que o esforço de corte aumenta 

no plano da fissura , deformação plástica adic ional ocorre , a­

té que o equilíbrio seja obtido nas direções x e y. 

As tensões 

a area de contato, 

relacionadas por 
e T , pu 

na área de contato são a , normal 
pu 

tangencial a esta área . Elas estão 

Tpu = lJ . Opu ( 5 . 1 ) 

onde l.l e o coeficiente de atrito entre as partículas e a ma­
triz. 

Pelas condições de equi líbrio na superfície de 

uma partícula, as reações nas direções x e y podem ser expre~ 
sas por 
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(5. 2) 

Utilizando a Eq. (5 . 1 ) e somando as contribui­

çoes de todas as partículas , obtêm- se as reações para toda á­

rea da fissura 

( 5 . 3) 

EF = a (E a + l.J Ea ) 
X pu y X 

Os valores de opu e ~ sao constantes do mate­

rial , enquanto os valores de Ea e Ea devem ser calculados. 
X y 

Isto será feito a seguir. 

Para isto, deve- se estabelecer em primeiro lu­

gar a distribuição de diâmetros dos círculos formados pela i~ 

tersecção das partículas pelo plano z. Adotou-se para a dis­

tribuição das partículas de agregado, a curva granulométrica 

de Fuller . Esta função de distribuição acumulada é dada por 

p = (D/D ~ )0 , 5 
max 

( 5 . 4) 

onde p é a fração que passa na peneira com abertura D; D ~ max 
é o diâmetro da maior partícula de agregado. A probabilidaàe 

de que um ponto arbitrário no concreto esteja localizado em u 

ma partícula de agregado é simbolizada por pk. Ou seja, pk e 

o quociente entre o volume total de agregados e o volume de 

concreto. A probabilidade que um ponto , localizado em uma paE 

tícula de agregado , esteja em uma partícula com um diâmetro 

menor do que um determinado valor D e dada por 
X 

p (D<D ) = (D /D ~ ) o I 5 
x x max 

(5. 5 ) 

Deri vando- se esta função, obtém-se a funç~o de 

densidade de probabilidade p ' (Dx) . 
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A 
h 

D 
X 

Fig. 5.6 - Círculo interceptado de diâmetro Do , 

em uma partícula com diâmetro D 

() p(D<D ) 
(O /D- )-1/2 1 p I (O ) X 0,5 = = = o X ao x max max 

X 

0,5 -1/ 2 0 -112 = o -max X 

(5 .6) 

A probabilidade de que um ponto , localizado em 

uma partícula com diâmetro D , este ja em um círculo intercep-
x 

t ado com um diâmetro maior do que 0 0 (D 0 <Dx)' é igual ao quo-

ciente do volume do segmento esférico A pelo volume da semi­

-esfera (Fig . 5.6). O volume da calota esférica B é igual a 

(5.7) 

com 

h = 1 O - (02 /4 - a2 ) 1/2 2 X X ( 5 . 8) 

e o volume da semi-esfera e 

1 
v = TI 1T D~ ( 5 . 9 ) 

A probabilidade de que um ponto nesta esfera 

esteja em um circulo inte rceptado com um diâmetro o maior do 
que 0 0 é igual a 

p 0 (D>Do) = (V-VB)/V 
X 

(5 .1 0 ) 

Substituindo (5 . 7) e (5 . 9) em (5 .1 0) e operan-
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pD (D>Do ) 
X 
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( 1 + 1 D~ ) 
= 2 i)T 

X 

( 1 _ D~ ) 1 I 2 
i)T 

X 

( 5 . 11 ) 

As s im , a probabi l idade , que um ponto arbitrá­

rio no plano z e steja em um c í rculo inte rceptado com um diâm~ 

tro D maior do que D0 , ê obti da , integrando -se o produ to das 

equações (5.6) e (5 . 11) sobre o intervalo D0 - D - , ou s eja , max 

D -
p (D>D0 ) = p !Dmax p' (D ) p

0 
(D >Do ) dDx 

C k O X X 
(5.12) 

I nversamente, a probabilidade que um ponto a r­

bitrário do plano z esteja local izado em um círculo interce p­

tado com um diâmetro D menor do que D 0 , ê obtida da Eq. ( 5 . 1 2), 

como 

p (D<Do ) = pk - p (D >Do ) c c (5 . 13) 

Substituindo (5.6) e (5 . 11) em (5.12), inte ­

grando e utilizando o resultado em (5.13), r esulta 

P ( D < D o ) = pk ( 1 , O 6 5 D J I 2 o- ! I 2 
c max 0 , 0532 D~ D-~ 

max 

6 -6 8 8 - 0 , 0 12 Do D- - 0 , 045 Do D--max max 

I , O 

.>C 
o. 

0,8 
-.. 0,6 ~ 

o 
o 

0, 4 v 
o ._, 

o 0, 2 o. 

o 

.. v f- I--

.......... ~ 
v 

r--v 
7 
o o,2 · o,4 o,6 o,s 1,0 

Do/D • max 

Pig. 5.7 - Função de distribuição a cumulada dos 

diâmetros dos círculos inte rcept ados 

(5 . 14) 
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Esta função e mostrada na Fig . 5. 7. A f unção 

de densidade de probabilidade de que um ponto arbitrário no 

corpo de concreto, estando no plano z, esteja situado em um 

círculo com um diâmetro D=Do , é obtida por derivação da Eq . 

(5 . 14) 

p~(D o ) (0, 532 D~ 1 / 2 -1 /2 0 , 212 D~ -4 
= pk D , - D , 

max max 

0 ,072 D~ - 6 0,036 D~ - 8 (5.15 ) - D , - D , 
max max 

- 0 , 025 D~ -10) D , 
max 

Conhec ida a distribuição de círculos intercep­

tados no plano z, pode - se estabelecer a frequência de círcu­

los que estejam no plano z e que sejam atravessados pela fis­

sura (Fig . 5 . 8). o comprimento médio da l inha d e intersecção 

AB, para um círculo com diâmetro D0 , cruzado pela f i ssura , é 

s = l i Do I 4 ( 5 . 16) 

Considerando uma seção de fissura (a intersec­

ção do plano da f issura e o plano z) de comprimento unitário , 

a função de densidade de probabilidade , para a parte esperada 

daquele comprimento, que esteja localizada em um círculo com 

um diâmetro D0 , pode ser obtida, multiplicando- se este compr~ 

mento por p ' (D o) = ap (D<Do)/ 3Do . Assim , c c 

Fig. 5.8 - Círculos interceptados atravessados pela fissura 
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1(Do) = p'(Do).1 = p'(Do) c c 
(5.1 7) 

Consequentemente , a função de densidade de prQ 

habilidade para o número esperado de círculos com um diâmetro 

o no plano z, que t ambém são interceptados no comprimento u­

nitário da fissura, pode ser obtida de (5.1 6) e (5.1 7), como 

n(D o) = p' (D o)/(0,25 ·n Do) c 
(5 . 18 ) 

A seguir, será avaliada a contribuição dos di­

versos círculos para a área de contato entre as faces da fis­

sura. Este resultado, combinado com a Eq .(5. 18), fornecerá a 

área de contato tota l para uma área de fissura unitária, em 

função dos deslocamentos entre as faces da fissura. 

Primeiramente , a área de contato para um círcu 

lo, com um diâmetro arbitrário o, será obtida em função da a ­

bertura da fissura w e do deslocamento de corte ô . A distân­

cia do centro do círculo até a face da fissura é simbolizada 

por u (Fig . 5. 9) . Admite-se que o valor de u varia aleatoria 

mente no intervalo [O, R] . Para o intervalo [- R, O] , o círculo 

estará na face oposta da fissura , para a qua l as mesmas cons i 

derações são válidas. 

Se (w+u) >R, então para qualquer valor do des12 

camento de corte ô , não aparece área de contato. Se (w+u) < R, 

f} 

w 

u 

Fig . 5.9 - Posição de um círculo atravessado pela fi ssura 
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(a) (b) (c.) 

Fig . 5. 10 - As fases para (w+u) <R: (a ) fase de nenhum contato 

(0 <6<6 0 ) ; (b) fase de crescimento de contato ( 6 o<6<6b); (c) 

fase de máximo contato (6b<6 ) 

consideram-se dois valores característicos de 6 . Para 6</::.o , 

não existe área de contato. Se !::. 0 <!::.<6b ' existe uma área de 

conta to 1 que aumenta com o cre se imen to de 6 . Se !::. > !::.b 1 a área 

d e contato nao cresce mais. Conforme a Fig. 5. 9 1 os v alore s 

de !::. 0 e 6b sao dados por 

As projeções das área de contato sao: 

- para 0 <6<6 0 ( fase de nenhum contato) 

a = a = O 
X y 

- para 6o<6<6b (fase de crescimento de contato) 

a I R2 -(w 2 +ó 2 )/4 !::. = y / w2 +6 2 

1 
I R2 - (w2 +6 2 )/4 a = 2 6 -X 

w 

- para 6>6b (fase de contato máximo) 

a = R - (U+W) y 

+ I R2 - (U+W) 2 

(5 . 19) 

(5 . 20) 

(5.21) 

(5.22) 

(5.23) 
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Estas equaçoes aprese ntam a profundidade u co­

mo variável . Admitindo-se que todos valores de u podem ocor­

rer com a mesma probabilidade , é possível calcular as mais 

prováveis areas de contato médias a e a (funções de D, w e 
X y 

6 ) • 

Assim, se as faces da fissura es tão defasadas , 

uma em relação à outra, de (w, 6 ), para qualquer círculo inter 

ceptado (D), os valores mais prováveis de ãxD e ãyD são conhe 

cidos. Se Dmín é o diâmetro do menor círculo que produz conta 

to para determinadas condições (w, 6 ), e D ~ e o maior diâme-rnax 
tro de agregado que aparece na mis t ura , a area de contato to-

tal, para um comprimento unitário e uma largura unitária da a 

rea de fissura , pode ser calculada como 

onde n(D) 

- para 6<w 

A = y 

A = X 

- para 6 >w 

D 
A = l:a = f max n(D) a yD dD y y D ~ m1n 

D 
A = rã = f max n(D) a dD 

X X D ~ xD m1n 

e obtida da Eq . ( 5 • 1 8) • 

O cálculo destas equações resulta 

D 
max 

fW~ + 6 2 
6 

D 
f max 
w~ + 6 ~ 

6 

4 F(-D-) pk - G1 (6 ,w,D) dO 
7f D ~ 

max 

pk 
4 
7f 

D 
F(-- ) D ~ 

max 
G 2 (6 ,w , D) dO 

4 F(-D-) ( Pk n o ~ G 3 6 ,w, D) dD 
max 

Pk i F (-
0

- ) G1 (6 ,w ,D) dD 
7f D ~ 

max 

+ 

(5. 24) 

(5 . 25) 

(5 .26) 

(5 . 27) 

(5.28 ) 



onde 

G1 (6 ,w,D) 

G 2 ( 6 ,w,O) 
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pk! F(--0--) G ~ ( ~ ,w,O) dO + 
TI o ~ 

max 

pk 4 F(--0--) G2 ( ~ ,w,O) dO 
11 O ~ max 

- w u ~ - u 2 ~ ) max max 

u ~ max 

+ (u ~ +w) /02 I 4- (w+u ~ ) 2 

max max 

u ~ + 
max 

W+U ~ 

- 0 2 /4 arcsen 2w} 
O 

max 
0/2 

Gd t'J ,w,D) = o-3 (D/2-w) 2 

F(-D-) 
D ~ 

max 

- 0 2 /4 arcsen 2w) 
D 

= 0,532 (--0--) 0 ' 5 - 0,212 (--0--) 4 
O ~ O ~ 

max ma x 

- 0,072 (-0 -)
6 - 0,036 (- 0

- )
8 -O ~ D ~ 

max max 

- 0,025 (-0-) 10 
D ~ 

max 

(5.29) 

(5.30 ) 

( 5 .31) 

(5.32) 

(5.33) 

(5.34) 
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A (rr11117 X 10- 7 ) 

9 
y 

8 

7 
6 

5 

4 

3 ·o . • 32 mm 
max 

2 pk- 0,75 
I 

1,0 I ,5 
o 
I 

2 

3 
4 

5 

6 

7 

8 

9 
A (m:na xiQ-l) 

X 

Fig. 5. 11 - Âreas de contato totais A e A para uma area de y X 
fissura de 1 mm2 , em função da abertura da fissura w e do des 

u -max 

locamento de corte 6 

(5 . 35) 

A integração das expressoes (5.26) a (5.29) é 

feita numericamente. A Fig. 5 .11 mostra o resultado dos cálcu 

los, para um concreto com diâmetro máximo de agregado de 32 

mm e com valor de pk de 0,75. 

5 . 2 . 2 - Comparação entre teoria e resultados experimentais 

As relações entre as tensões em uma fissura e 

os deslocamentos, conforme as expressões (5 .3 ), sao 

onde A 
X 

mento de 

a = a (A - ~ A ) pu x y 
(5.36) 

e A dependem da abertura da fissura w, do desloca­y 
corte 6 , do diâmetro máximo dos agregados o - e do max 

volume total de agregados por unidade de volume de concreto 



pk' como expressam as funções 

a , resistência da matriz , e 
pu 
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(5 . 26) a (5 . 29). Os parâ metros 

~ ' coeficiente de atrito, foram 

obti dos por ajustagem de resultados experimentais por Walra-

ven e Reinhardt [112]. Os valores dete rminados foram 

onde 

o pu 

)J = 0,4 

= 6 39 f
0

'
56 MPa 

I C 

(5.37) 

a resistência a compressao uniaxial do concreto . 

Assim, a resistência da matriz é algo maior do que a resistên 

cia do concreto. Isto era esperado: o ponto fraco do sistema 

e a interface da matriz e das partículas de agregado, onde as 

microfissuras iniciam a deterioração do concreto . Desta mane~ 

r a, a resistência do concreto é mais baixa do que a dos seus 

componentes. 

Os resultados experimentais encontraram boa a -

proximação nos valores teóricos. A Fig. 5.12 mostra a compar~ 

ção de valores teóricos e experimentais para um concreto com 

I f I = 59 MP a , D , = 1 6 mm , e c max com valores teóricos com pk = 

t (~!Pa) 

10 
9 
8 

(+) - w• O, 1 
(x) - ~o•-0 , 2 

7 ( A) - 1./GO, J 
6 ( V) - w;Q,I, 

5 (n) - wa0,5 
,, ( o ) - wa0 , 6 

(e) - w=O , 7 
J <•> - w=0 ,8 
2 ( ll ) - w:0 , 9 

2 , 0 
{w) - '..ta l tO 

(mm) 
2 
J 
4 

5 
6 
7 
8 

o (H? a) 

Fig . 5 . 12 - Comparação entre valores experimentais para um 

concreto com I f I = 59 MPa , D - = 16 mm e valore s teór icos c max 
com pk = 0 , 75 , p = 0,40 e opu = 65 MPa 
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t "(!-!Pa) 

10r---------------------------------------· 
9 
8 
7 

6 

5 
4 

3 

2 

7~--~~------------------------------~ 
o (HPa) 

( +) - 1-1•0. 1 m.'ll 

(x) - w• 0,2 mm 
(A) - wa0,3 mm 
(V) - w•0 ,4 mm 
(t:) - vc0,5 mm 
( o ) - w=0,6 oun 
(•) - v=0,7 mm 
(T) - w~O ,B rmn 

(h ) - w•0 ,9 mru 
(oo) - w•I,O mm 

Fig. 5. 13 - Comparação entre valores experimentais para um 

concreto com lf I = 33 MPa, D , = 32 mm e valores t eóricos c max 
com pk = 0,75, ~ = 0,40 e a pu 

= 44 MPa 

0,75, ~ = 0,40 e a = 65 MPa. A Fig. 5 .13 faz a mesma compa-pu 
raçao para lf I = 33 c 

MPa, D , = 32 mm e com valores teóricos max 
pk = 0,75, ~ = 0,40 e a pu = 44 MPa. 

5.2.3- Análise paramétrica do engrenamento dos agregados 

Como o modelo apresentou boa concordânc i a com 

os resultados experimentais, alguns estudos paramétricas fo­

ram feitos por Walraven e Reinhardt [112), para um melhor en­

tendimento da mecânica do engrenamento dos agregados. 

a - O papel do coeficiente de atrito entre os agregados e a 

matriz 

A comparaçao foi feita para uma mistura com 

I f I = 40 MPa, D , = 16 mm, pk = O, 75, a = 50 MPa e ~ va-c max pu 
riando de O, O a O, 4. Uma redução do coeficiente de atrito di 

minui as tensões tangenciais e aumenta as tensões normais, co 

mo mostra a Fig. 5.14 . 



t (HPa) 

10 

9 
8 
7 

6 

5 
4 

3 

2 

I 

2 
3 
4 

5 

w•0,2 mm 
u- 0,4 
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1.'•1,0 
IJ-0,4 

w•I,O 
IJ•0 , 4 

)1 • 0 

6 L---~L-------------~----------------~ 
o (HPa) 

Fig. 5.14 - o papel do coeficiente de atrito 

b - A contribuição das di versas frações dos agregados na 

transferência de tensões em uma fissur a 

A Fi g. 5 . 15 mostra a contribuição das várias 

frações dos agregados na transferência de tensões na fissura 

para um concreto com I f c I = 32 MP a e O ~ = 32 mm. Nota-se max 
as frações de agregados menores perdem importância a medida 

que a abertura da fissura aument a. 
T (~!Pa) 

w•O,l mm 

10 

9 
8 

7 

6 

'• 
3 

2 

o ( ~1 Pa) 

1, 0 Dmáx 

0, 8 

0 ,6 w•0,6mm 

w• l ,O mm 

Fig. 5 . 15 - A participação das diversas frações dos agregados 
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5 
6 
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o (~ll'n) 

lo/ • 0 , 2 0 , 4 

0,2 

75 

---

- D. · 32 max 
- - --- D • •16 max 

---------
1 , 5 2,0 

fl ( nun) 

Fig . 5. 16- O efeito do tamanho máximo de 

partí cula dos agregados 

c - o efeito de escala dos agregados 

Par a se ter alguma idéia do efeito de escala 

dos agregados , duas misturas foram comparadas. Ambas tinham 

as mes~as propriedades, exceto os diâmetros máximos dos agre­

gados , que eram 1 6 mm e 32 mm . Os resu ltados estão na Fig. 

5. 16 para um concreto com I f I = 32 MP a . Observa- se que as c 
tensões normais nao sao t ão afetadas quanto as tensões tan-

genc iais. Esta tendência fo i confirmada pelos resultados exp~ 

rimentais de Walraven e Reinhardt [112 ] . 

5 . 3 - O modelo para os mecanismos de transmissão de e sforços 

através das fissur as com participação da armadura 

5 . 3 . 1 - Generalidades 

Nos resultados experimentais de Walrave n e Re! 

nhardt [ 11 2] , observa-se que os corpos de prova com barras ex 

ternas apresentam um comportamento diferente do comporta mento 

dos corpos de prova com barras dentro do concreto . Nos prime! 

ros , a transmissão de esforços ocorre fundamentalmente atra­

vés do engr enamento dos agregados . 
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ba!IJta 
H VI. Vllllttda 

Fig. 5.17- Fissuras para diferentes tipos de barras 

Nos corpos de prova com barras dentro do con­

creto, a variação na rigidez da armadura, em geral, nao alte 

ra a forma de abertura da fissura. Isto se verificou nos en­

saios de [ 112] , para taxas de armadura variando de O, 56 a 

3,34%. 

Corpos de prova com aderência interrompida ju~ 

to à fissura apresentam um comportamento seme lhante aos com 

barras externas. Isto se deve ao fato de que as barras nervu­

radas causam urna redução da abertura da fissura na vizinhança 

das barras, enquanto que com as barras lisas tem-se urna aber­

tura de fissura aproximadamente constante (Fig. 5.17). 

5.3.2 -As componentes envolvidas na transmissão dos esforços 

Em urna peça de concreto armado, a transmissão 

de esforços através das fissuras se processa, basicamente, p~ 

los seguintes mecanismos: 

- pelo engrenarnento dos agregados; 

- pela rigidez axial da armadura longitudinal; 

- pelo efeito de pino na armadura longitudinal. 

O engrenarnento dos agregados (aggregate inter­

lock) já foi analisado em detalhes no item 5.2. A transmissão 

de esforços pela rigidez axial da armadura longitudinal s era 
conside rada no item 5.4.3. 
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battJta 

~- -=t --::::::;;.-- -

Fig . 5 .1 8 - A flexão da armadura longitudinal 

Quando uma p eça de concreto armado fissura, as 

barras de armadura ficam como pinos ligando os trechos de co~ 

ereto separados pelas fissuras. Com o funcionamento da peça , 

ocorrem deslocamentos relativos das faces das fissuras, gera~ 

do a flexão das barras da armadura (Fig . 5.18) . Isto possibi­

lita a transmissão de esforços de um lado para outro da fis s u 

r a . Este efeito de pino (dowell effect ) pode ser aproximada­

mente descrito pel o modelo de urna viga sobre urna fundação e­

lástica . Desprez a ndo- se a abertura da fissura corno comprime n­

to livre, o esforço transmitido por este mec a nismo é dado por 

(5 . 38) 

com 

(5.39 ) 

onde , 6 e o des l ocamento de corte entre as faces da fissura; 

~ é o diãmetro e I é o momen to de inércia da barra; E é o mó­

dul o de deformação longitudinal do aço, tomado igual a 

210 . 000 MPa ; Gf é o módulo de fundação do concreto. 

resulta 

Substituindo na Eq. (5 . 38 ) que 

= 3 , 56 ~ 1 , 75 G 0, 75 6 f 

(5.40) 

(5 . 41) 
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Conforme Walraven e Re inha r dt [ 112] , o módulo 

d e fundação do concreto , Gf ' por ajustagem de r esultados exp~ 

rimentais , pode s er expr esso por 

lf 10 , 5 ll- 0 , 85 
c 

(5 .42) 

onde f e a resistência a compressao do concreto . Como es ta 
c 

relação foi obtida em função de resultados sem e sforço axial 

nas barras , Walraven e Re i nhardt [1 12] sugerem , para a expre~ 

sao (5. 42 ), um fator corret or dado por 

~ = 0,20/(w+0 , 20) (5 .43) 

Desta forma , resulta para o esforço transmiti­

do por este mecanismo, considerando- se a i n fluência da abertu 

ra da fi s sura , do deslocamento de corte , do diâmetro da barra 

e da qualidade do concreto , a seguinte expressão 

F - 10 60 , 36 <P 1 , 75 lf 10 , 38/ (w+0,20) 
d - c (5 . 44 ) 

Comparando os valores obtidos com a Eq. (5.44) , 

com os r esul tados dos ensaios de [1 12], observa- se que este e 

feito tem pouca i mportânc i a para este c a so (Fig. 5 .1 9) . 

!f laJ8 HPa 
c 

12 
8->8 

lO 6.j>8 

8 
4.p8 

6 
2.;.8 

f'.. (rrm) 

Fig. 5 . 19 - Cont ribuição do efeito de pino da a r madura 
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5 . 4 - O modelo para descrever o comportamento do concreto ar­

mado fissurado 

5.4. 1 - Introdução 

Analisados os diferentes mecanismos de trans­

missão de esforços atravis das fissuras , pode-se estabe lecer 

um modelo para descrever o comportamento do concreto armado 

fissurado. A seguir , será obtida uma relação entre tensões e 

deformações para o concreto armado f issurado 1 conforme propos 

to por Bazant e Gambarova [ 15] e ampliado por Walraven e Rei 

nhardt [112] . 

5.4 . 2 - A relação tensão-deslocamento para uma única fissura 

5.4.2.1 -Uma fissura no concreto simples 

Para a notação de tensões e deslocamentos 1 u­

sa- se n para a direção normal à fissura e t para a direção no 

plano da fissura. õn e õt representam os deslocamentos nas di 

reções normal e tangencial ( õ >O; ô = abertura da fissura, 
n n 

antes representada por w; ôt = deslocamento de corte 1 antes 

representado por 6 ) • As tensões associadas sao a (tensão 
nn 

normal) e Tnt (tensão tangencial ) . 

As relações entre ann 1 Tnt e ón , ót sao ex-

pressas por 

a nn 
= 

B 
nn o n 

Fig. 5.20 - Direções principais n e t 

(5.45) 
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ou 

{o} = [Bcr ,p] {õ} (5.46) 

onde , B nn' Bnt' Btt e Btn sao coeficientes que expressam a 

rigidez da fissura . o índice "cr,p" refere-se a fissura 

(crack) e ao concreto simples (.ela in concrete ). No item 5 • 2 t 

foram obtidas relações entre o , 1 e õ , ót. De urna rnanei-nn nt n 
ra generalizada , estas funções podem ser escritas corno 

(5 . 47) 

Usando as Eqs. (5 .47 ) , tornaram- se as seguintes 

expressoes para os coeficientes de rigidez da fissura 

f 
B n 

Bnt o = 
õn 

= nn 

ft 
(5 .48) 

Btn o Btt = = <ç 

Estas relações sao válidas para valores cres­

centes de ón e l otl' corno geralmente ocorre no caso de carre ­

gamentos monótonos. 

5.4.2.2 - Urna fissura no concreto armado 

Conforme foi visto no item 5 . 3 , o comportamen­

to de urna fissura é modif icado pela presença de armadura. Is­

to ocorre pela deformação axial e pela flexão da armadura que 

atravessa a fissura. A transmissão de esforços axiais, atra­

vés da fissura, pela armadura, será considerada conforme o 

o procedimento descrito no item 5.4.3 . Já o efeito de pino da 

armadura que cruza a fissura (dowe ll effect ) é incluído na re 

lação tensão-deslocamento da fissura . 

O esforço transmitido por este mecanismo , atra 

ves da fissura , pode ser calculado pela Eq. (5 .44), corno urna 

função dos deslocamentos da fissura (ón, õt ). Este esforço e 

distribuído sobre a área de concreto adjacente à barra, obten 
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do- se uma tensão correspondente . Assim, tem- se 

onde o indice "d" refere- se ao efeito de pino da 

(~owell effect) . 

Deste modo , pode-se estabelecer uma 

[Bd], dada por 

o o 
[Bd] = fd 

o t 
6t 

t al que 

{od} = [Bd] { ôcr} 

onde, o índice "c r" refere-se a fissura . 

(5.49) 

armadura 

matriz 

(5.50) 

(5.51) 

A relação entre tensões e deslocamentos na fis 

sura e , agora, função de dois mecanismos: o efeito de pino e 

a interação matriz- particulas . A soma das tensões, causadas 

pelos dois efeitos, r esulta 

(5.52) 

com 

(5 . 53) 

onde o indice "cr,r" refere-se a fissura (crack) no concreto 

armado (feinforced concrete ) . 

5.4.3- A relação entre tensões e deformações no concreto ar­

mado fissurado 

Seja um elemento de concreto armado fissurado 

conforme aparece na Fig. 5.21 . A disposição da a rmadura pode 
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Fig . 5 .21 - El emento de concreto armado fissurado 

ser qualquer. O concreto é interceptado por um sistema de fis 

suras paral elas de espaçamento médio s . 

Admite- se que o elemento e suficienteme nte 

grande em relação ao espaçamento das f issuras e que os esfor­

ços internos variam suavemente. Assim , es tes esforços podem 

ser tomados como un iforme s ao longo de uma distância de vá­

rias fissuras . 

As deformações médias, resultantes das fissu­

r as distribuídas , sao 

-c r 
Ynt = (5 . 54 ) 

O índice 11 Cr 11 indica que somente a s deforma­

çoes , rel acionadas di r etamente com os deslocamentos da fissu­

ra , são consideradas . s ( € ) é o espaçamento médio das fi ssuras 

corresponden te a um estado de deformação { € } . O espaçamento 

médio das fissuras , s( s ), depende de diversos fatores: 

- da aderência do concreto e do aço, que é função da conform~ 

ção superficial das barras da armadura , da qualidade do con 

ereto e das tensões no concreto adjacente; 

- de elementos geométricos, tais como o diâmetro e o espaça­

mento das barras e a cobertura de concreto; 

- da resistência à tração do concreto (baixa resistência re­

sulta em muitas fissuras), que é , também, influenciada pe­

las tensões no concreto adjacente. 
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Diversos pesquisado res apresenta ram expressoes 

para determinar o espaçamento médio das fissur as . Para uma 

fissuração estabilizada, onde nao se formam novas fissuras, o 

Código Modelo do CEB, [ 41 ], fornece a seguinte expressao 

(5.55 ) 

onde, c é o recobrimento da armadura; s é o espaçamento das 

barras da armadura (s ~ 15 ~ ); ~ é o diâ me tro das barras ; 0 e a r 
taxa de armadura na zona onde as barras podem efeti vamente in 

fluenciar a abertura d as fissura s (a té 15 ~ no em torno de ca­

da barra) e k 1 , k 2 são constantes tais que: 

- k1 : dependente da conformação s uperfic ial do a ço (igual a 

0 ,4 par a as barras de alta aderência e a 0,8 

barras lisas); 

- k 2 : dependente do tipo de carregamento . 

para as 

Para tração simples, o valor adotado para k 2 e 

de 0,25, enquanto que na flexão, este valor é de 0,125 . 

Ainda segundo o CEB, o alongame nto médio na zo 

na fissurada, considerando a contribuição do concreto 

as fissuras, é expresso por 

c + ç c 
s 1 s 2 

onde: 

entre 

(5 . 56 ) 

e: s 
1 

- é a deformação na armadura , utilizando- se a rigide z do 
estádio I; 

e: s
2 

- é a deformação na armadura , utilizando- se a rigidez do 
estádio II puro; 

Ç - e um coeficiente dado por 

0,4 (5.57 ) 

s e ndo 

as tensão na armadura na seção fissurada , sob a combinação 

das ações consideradas; 
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o sr - tensão da armadura correspondente ao carregamento 

fissuração, no instante imediatamente posterior; 

de 

81 - coeficiente caracterizando a aderência das barras , igual 

a 1/(2,5 kd; 

8 2 - coeficiente representando a influência da duração de a­

plicação ou repetição das cargas; igual a 1 para o pri­

meiro carregamento e 0,5 para as cargas aplicadas duran­

te uma longa duração ou por um grande número de ciclos 

de carregamento. 

A fórmula semi-empírica da Eq . (5.55) dá o esp~ 

çamento médio das fissuras somente para uma fissuração estabi 

lizada. Para formular as relações tensão-deformação p a ra o 

concreto armado fissurado, é necessário conhecer o espaçame~ 

to médio das fissuras para estados de carregamento entre a 

primeira fissura e a fissur ação estabilizada. 

Walraven e Reinhardt apresentam , em [112], uma 

expressao para descrever a evolução do espaçamento entre fis ­

suras , na transição entre os estados não fissurado e complet~ 

mente fissurado (estabilizado). A expressão é a seguinte 

S ( E ) = 
nn 

E + E cr nn s 
E - E m nn cr 

(5.58) 

onde Ecr é a deformação na qual a primeira fissura a p a rece 

(em torno de 0,0001) e Enn e a deformação média , normal à fis 

sura. 

Para se obter um modelo simples para cada fis­

sura , divide- se o comprimento s( E ) em duas parcelas: uma ao 
nn 

longo da qual a aderência e ncontra- se completamente destruída 

e em outra, em que o concreto entre as fissuras continua con­

tribuindo para a rigidez da peça . Com este propósito , empre­

ga-se o coeficiente ç , definido pela Eq . (5.57). Agora , este 

coeficiente , para o caso das barras nervuradas , é dado por 

E 
ç = 1 - ( ~r ) 2 ~ O, 4 (5.59) 

Enn 
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onde €~n é a deformação normal à fissura , considerando a ri­

gidez do concreto não fissurado . 

Usando o coeficiente ç , pode-se escrever que 

-c r 
l' nt = ç l'nt 

Empregando-se as Eqs. (5 . 54) , têm- s e 

€ nn 

Ó = Ç S( € ) l' t nn nt 

(5 .60) 

(5.61) 

Conhecidos os deslocamentos da fissura on ' ot ' 

é possível estabelecer uma relação constitutiva , usando a Eq. 

(5 . 52) , que relac ione tensões e deformações na fissura. De ste 

modo 

(5 . 62) 

A matriz constitutiva para a fissura é estabe­

l ec ida , adicionando-se à [Der] , a contribuição da armadura 

que atravessa a fi ssura . Portanto , 

(5.63) 

onde o índice "s" refere-se ao aço (~teel) . 

De forma aná l oga , para o concreto entre as fis 

suras, pode-se estabelecer uma matriz constitutiva da forma 

(5.64 ) 

onde o índice "c " refere-se ao concreto entre fiss uras. 

A f orma de obtenção da matriz constitutiva pa­

ra a armadura, utilizada na Eq. (5 .6 3) e Eq . (5.64), será apre­

sentada no capítulo 7. 
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Desta maneira , a matriz constitutiva para o e­

lemento de concreto armado fissurado é dada por 

(5.65) 

As Figs . 5 . 22 e 5 . 23 apresentam resultados ob­

tidos com a utilização deste procedimento para o caso de um 

tirante de concreto armado , para diferentes taxas de annadu­

ra , empregando- se , r especti vamente , barras lisas e nervura­

das. 
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6 - A FLU~NCIA E A RETRAÇÃO DO CONCRETO 

6 . 1 - Conceitos básicos 

Uma peça de concreto , colocada ao ar livre, so 

fre, durante o processo de endurecimento, uma diminuição de 

volume, que é denominada de retração. A fluência é definida 

como o aumento das deformações específicas, ao longo do tem­

po, devido a tensões permanentes , que atuam sobre o concreto. 

No estudo das estruturas de concreto, a consi­

deração da fluência e da retração é necessária, pois suas in­

tensidades são da mesma ordem de grandeza das deformações e ­

lásticas , nas tensões usuai s. A fluência e a retração depen­

dem, entre outros fatores , da umidade e da t emperatura ambien 

tes , das dimensões da peça, da composição do concreto e da ve 

locidade de endurecimento do cimento. 

6.2 - O comportamento uniaxial do concreto ao longo do tempo 

6.2.1 - Generalidades 

No presente trabalho, adotou-se o procedimento 

da norma brasileira NBR-7197 - "Projeto de estruturas de con­

creto pretendido" [ 4 ], para avaliação das deformações por 

fluência e retração do concreto ao longo do tempo . Este proc~ 

dimento tem validade apenas para o concreto submetido a ten­
sões dentro da faixa de utilização. 
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Neste item, considerar-se-ão deformações em u­

rna única direção . Mais adiante, estes conceitos serão genera­

lizados para mais de urna dimensão . 

6.2.2 - A fluência 

6.2.2.1 -Hipóteses 

No domínio das tensões de utilização, as defor 

rnaçoes por fluência , devidas a tensões aplicadas em dois ins­

tantes diferentes , são consideradas corno aditivas (hipótese 

da superposição de efeitos). Desta hipótese , tem-se que a de­

formação por fluência, sob tensão constante, está ligada li­

nearmente à tensão . 

Referindo- se , convencionalmente , à deformação 

inicial para urna peça carregada a 28 dias, define- s e o coefi­

ciente de fluência , ~ ( t,t 0 ), pela equaçao 

O o 
E: (t,to ) = ~ (t,t o ) 

CC E 
( 6 . 1 ) 

c2 e 

onde: 

e: (t,t 0 ) - é a deformação por fluência, no instante t, sob CC 

tensão constante o 0 , aplicada no instante t 0 ; 

E - e o módulo de deformação longitudinal secante do con-c 2 a 
ereto a 28 dias; adota-se para este módulo o valor i-

gual a 0,9 do módulo de deformação longitudinal, E 
c 

definido no item 8.2.5 da NBR- 6118 ( 5] , com j igual a 

28 dias. 

A deformação total, no instante t, sob t e nsão 

constante (a deformação inicial no instante t mais a deforma­

ção de fluência), é dada por 

e: c,total (t,to) = 0 0 
~ (t,t 0 ) 
-:E::--- ) 

C 2a 

( 6. 2) 

onde Ec(to) é o módulo d e deformação longitudinal inicia l a 
urna idade t o . 
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o termo 

<l> (t,to ) 
1 = + Ec(t o ) 

<f> (t,t 0 ) 

E 
C 28 

( 6 • 3) 

representa a deformação total do concreto , no instante t, sob 

tensão constante unitária e e chamado de f unção de fl uênc i a. 

6 . 2.2 . 2- A determinação do coeficie nte de fluência 

A d efor mação por fluência do concreto (ccc ) 

compõe- se de duas parcelas , uma rápida e outra lenta . A fluên 

cia rápida (E ) e i rreversivel e ocorre durante as primei-
cca 

ras 24 horas apos a aplicação da carga que a originou. A fl~ 

ência lenta , por sua vez, é composta por outras duas parce­

las: a deformação len ta irreversivel (E f) e a d e formação 
CC 

lenta reversivel (E d ). Assim, 
CC 

ECC = E + E f + E d cca CC CC 
( 6 . 4) 

O coeficiente de fluência pode ser determinado 

através da expressao 

onde: 

t - e a idade do concreto no momento considerado , 

segundo o item 6.2.4 ; 

( 6 . 5 ) 

corrigi da 

t o - é a idade do concreto no momento e m q ue a peça foi carre 

gada , corrigida segundo o item 6.2 . 4; 

<l> a - é o coeficiente de fluência rápida , determinado pela ex­

pressao 

fc (t o ) 
ct> a = 0 , 8 [1 - f (t ) ] 

c 00 

( 6. 6) 

sendo fc(t o ) /fc (t
00

) , a função de crescimento da resistên 

cia do concreto com a idade; esta função está apresenta­

da na Fig . 6.1 e pode ser calculada por 
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cj> f 
(X) 

f (t) c 
f (t ) c (X) 

= 
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9t(t+42) ( 6. 7) 
(9t+40) (t+61) 

= cj> f
1 

• cj> f
2 

- é o coeficiente de deformação lenta irreversí 

vel; 

cJ> - e um coeficiente que depende do meio ambie n te e e 
fl 

dado na Tab. 6 . 1; para um concre to, q ue a presenta 

urna abatimento entre 5 e 9 em, este coeficiente 

pode s e r determinado a través da expres s a o 

cj> fl = 4,45 - 0,035 u ( 6. 8) 

sendo U a umidade relativa do a r do ambie nte em 

que a peça de concreto se encontra; os valores ob 

tidos da Eq. (6.8) devem ser reduzidos de 25 % para 

os concretos com abatimento entre O e 4 em e au­

mentados de 25% para os concretos com abatimento 

entre 10 e 15 em; 

cJ> f
2 

- e um coeficiente que depende da espessura fictí­

cia, hfic' determinada conforme o item 6.2.5; a 

variação deste coeficiente é apresentada na Fig. 

6 . 2 e pode ser calculado pela expre ssão 

= 
42+hf. 

l.C 

20+hfic 

sendo hf. dado em centíme tros; 
l.C 

( 6. 9) 

Sf - e a função correspondente ao desenvolvimento no t empo da 

deformação lenta irreversível (Fig. 6.3); o v a lor d esta 

função é dado por 

sendo 

A = 

B = 

c = 

D = 

t 2 + A t + B sf (t) = t 2 + c t + o 

42 h 3 - 350 h 2 + 588 h + 

768 h 3 - 3060 h2 + 3234 

- 200 h 3 + 1 3 h 2 + 1090 

11 3 

h 23 

h + 18 3 

75 79 h 3 - 31916 h 2 + 35343 h + 

(6.10) 

(6.11) 

1 9 31 



FLUENCIA RETRAÇÃO 

cp f 1 
10 4 x e: 

s1 

AMBIENTE UMIDADE ABATIMENTO DE ACORDO COM O MB-256 

(em) 

0 - 4 5-9 1 0- 15 0-4 5-9 10- 15 
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f-

AO AR LIVRE, EM GERAL 70% 1 '5 2,0 2,5 -2 , 5 -3,2 - 4 , 0 
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Tab. 6.1 - Coeficientes para fluência e retração 
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Fig . 6 . 2 - I n f luênci a da espessura fictícia 

na deformação lenta irreversível 

onde h=hf o (em metros ) 1 se O 1 05 :::: 
1 C 

lores de hf o fora deste intervalo , 
1C 

mos corr esponden tes; 

hfo ~ 1 , 6; para va-
1C 

adotam- se os extre-

- é o coeficiente de deformação l enta reversível , conside 

rado igual a 0 1 4; 

B - é a função correspondente ao desenvolvimento no tempo da 
d 

deformação lenta rever sível (Fig . 6. 4 ) ; o valor desta 

função pode ser calculado pela expressao 

t - t 0 +20 
= t+t 0 +70 

(6. 12 ) 

Confor me proposta de Grootenboer , Leijten e 

Blaauwendraad 1 em [ 60 ] 1 a Eq. (6.12 ), que dá o desenvolvimen­

to no tempo da defor mação l enta reversível , é substituída pe­

la expressao 

B (t - t 0 ) = 1 - e - e (t - to) (6 .1 3) 
d 

Ainda segundo [ 60 ) 1 recomenda-se que o fator 

e seja tomado igual a 0 , 09 . O emprego desta expressão permite 

que a deformação lenta reversível seja compl etamente determi­

nada a partir do estado atual de tensões e da deformação len-
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ta reve r s íve l, que tenha ocorrido até o início do período co~ 

siderado . Não e , ass im, necessário guardar a história de 

tensões . 

6.2 . 3- A retração 

A deformação especí fi ca de retração, que se de 

senvolve em um intervalo de tempo (t - to) , é dada por 

E: (t , t 0 ) = f: [ ~ (t) - ~ (t o)] 
cs csoo s s 

(6.14) 

onde 

E: = E · E - é o valor final de retração; 
csoo 51 5 2 

E - e um coeficiente que depende da umidade r e lativa 
51 

do ar e da cons istência do concr eto (Tab . 6 . 1); 

E - é um coeficient e que depende da espe ssura f ictí-
s 2 

cia da peça (item 6.2.5 e Fig . 6 . 5 ); 

~ - e a função c orrespondente a o desenvolvimento da r e tração 
s 

no tempo (Fig. 6.6); depende da espessura fictícia da p~ 

ça (item 6 . 2 . 5); 

t - e a idade do concreto no momento considerado , corrigida 

segundo o i tem 6. 2. 4, empregando- se a = 1 em todos os c a -

sos; 

t 0 - e a idade do concreto a partir da qual a influência da 

retração é considerada , corrigida segundo o item 6.2 . 4, 

empregando-se a = 1 em todos os casos . 

O coeficiente E , para o caso de um c oncreto 
s 1 

com consistência correspondente a a bati me ntos entre 5 e 9 em, 

é dado por 

u = - 6 , 1 6 - 484 (6.1 5 ) 

sendo U a umidade relativa do ar ambiente. Os valore s calcu­

l ados com a Eq . (6 . 14) devem ser reduzidos de 25 % para os con­

cretos com abatimento entr e O e 4 em e aumentado s de 25% para 

os c o ncretos com aba timento e ntre 10 e 15 em . 
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O coeficiente e dado por 

= 
33 + 2 hf . 1C 

20 , 8 + 3 hfic 
(6.16 ) 

ond e hf. e a espessura fictíc ia e m c ent ímetros (item 6.2.5). 
1C 

o valor da função correspondente ao dese nvolvl 

mento da retração no tempo, Bs (t), pode ser calculado através 

da expressão 

onde : 

A = 40 

B = 116 

c = 2,5 

8 (t) 
s 

h 3 -

h 3 -
D = - 75 h 3 

282 

8,8 

+ 585 

t ) 3 t ) 2 
(100 +A (100 (6.17) 

h 2 + 220 h - 4,8 

h + 40,7 (6.18) 

h 2 + 496 h - 6- 8 

E = 2030 h 5 - 4940 h ~ + 2880 h 3 
- 14,8 h 2 + 10,7 h - 0 15 2 

sendo h=hf. (em metros) 1 se 0, 05 $h f. ~ 1 1 6; para valores de 
1C 1C 

hf. for a des te intervalo, adotam- se os extremos corresponde~ 
1C 

tes . 

O CEB 1 em [ 43 ] 1 apresenta expressoes al t erna­

tivas para a determinação dos valores das funções e coeficien 

tes de fluênci a e r e tração descritos anteriormente . Estas e x­

pressões estão transcritas no anexo B deste trabalho. 

6 .2. 4 - I dade corrigida 

A idade real do concreto deve ser corrigida 1 

para que se possa l e var e m conta a temper atura ambi ente e o 

tipo de cimento . Considerando-se cada pe ríodo real At f . 1 no 
C 1 1 

curso do qual a temperatura média ambiente é T., a idade cor-
1 

rígi da é obtida pela relação 



onde: 

1 o 1 

T.+10 
t = a I { \o 

i 
ôt f .} e , l. 

(6 . 19) 

a - e um coeficiente dependente da velocidade de endurecimen­

to do cimento , dado pela Tab. 6.2; 

T. - e a temperatura média diária do ambiente , em graus centí 
l. 

grados; 

ô t f . - e o numero de dias em que a temperatura diária média 
e , 1. 

teve o valor T .. 
1. 

6 .2.5 - Espessura fictícia da peça 

onde : 

A espessura fictícia e definida por 

hf . l.C 
= y 

2 A 
c 

u 
(6 . 20) 

y - e um coeficiente que depende do meio ambiente (Tab, 6.1) ; 

A - e a area da seção transversal da peça; 
c 

u - é a parte do perímetro externo da seçao transversal da p~ 

ça em contato com o ar . 

O quociente e ntre a area da seçao transversal 

pelo perímetro externo da seção em contato com o ar , na Eq. 

(6. 20), pode ser substituído, conforme a conveniência , pe la 

relação entre o volume e a superfície exposta da peça, como 

sugerem Hansen e Mattock, em [ 61 ] . 

6.2 . 6 - Formulação geral 

Para se considerar que a tensão no concre to 

varia a o longo do tempo, aplica-se o princí~io da superposi­

ção de efeitos. A deformação total no concreto sera 

- para uma variação contínua da tensão 

e: c,total(t,t o ) = e:n(t) + <Jo <l> (t,t 0 ) + !~ 0 <l> (t, T ) d o (T ) (6 . 21) 
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- para variações descontínuas da tensão: 

e: c , total (t,to) = e: (t) + o 0 <l> (t,t 0 ) + E <l> (t , t.) 6o (t.) 
n 1 1 

i 
(6.22) 

onde: 

e: (t ) - é a deformação independente da tensão (retração); 
n 

<!> - é a f unção de fluênc i a ; 

6o (t. ) -é a variação da tensão no instante t. ; 
1 1 

do (1 ) - e a variação da tensão em um intervalo infini tesirnal 

de tempo. 

6.3- o comportamento rnultiaxial do concreto ao longo do tem­

~ 

A fluência, sob solicitação uniaxial, manifes­

ta- se nao apenas na direção axial , mas , também, nas dirações 

ortogonais. Portanto, sob tensões rnultiaxiais , em qualquer d! 

reção , surge uma fluênc i a devida à tensão apl icada nessa dir~ 

ção, e, ainda, urna outra, devida ao efeito de Poisson das de ­

formações de fluência, nas duas direções normais . Gopala­

kr i shnan, Neville e Ghali , em [57 ] , determinaram que o coefi 

ciente de Poisson de fluência para o concreto não varia siste 

rnaticarnente com o tempo . Estabe l eceram , també m, que este coe­

ficiente, sob cornpressao rnultiaxial , é menor que o coe f icien­

te de Poisson elástico e seu valor encontra - se e ntre 0,09 e 

o, 1 7 . 

Neville, em [ 86 ], afirma que os r e sultados e x 

perirnentais suge rem que , no caso rnultiaxial, o desenvolvimen­

to das deformações de fluência, em cada direção, é urna função 

do estado de tensão total do elemento considerado. Isto irnpl! 

caria na necessidade de um mode lo extremame nte complexo para 

descrever a fluência no concreto . Na falta deste modelo , ado­

tou-se neste trabalho, urna extensão dos conceitos para a flu­

ência uniaxial , apresentados no i tem anterior , para o estudo 

da f luênc ia rnultiaxial do concreto . 
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Oeste modo, a Eq . (6.1), válida para urna solicl 

tação uniaxial, é generalizada , para o caso rnultiaxial , atra­

vés da expressao 

{e: (t,t 0 ) } = <j> (t , t o) [C ] {o o} 
CC C 2s 

(6 . 23) 

onde: 

{ c {t ,t 0 ) } - é um ve tor que conté m as componentes da de form~ 
CC 

ção de fluência , no instante t , sob tensã o cons 

tante, aplicada no instante t o; 

<j> (t , t 0 ) - é o coeficiente de fluência ; 

{o 0 } -e um vetor que contém as c omponentes de t e nsão , aplic~ 

das no inst ante t 0 ; 

[C ] - e a inve rsa de urna matr iz constitutiva, que, para o 
C 2e 

caso tridimensional, é dada por 

1 - \) 
CC 

- \) 
CC 

o o o 

- v 
CC 

1 - v 
CC 

o o o 

- v - \) o o o 
1 CC CC 

[c ) =--
C 2s E 

C 2e o o o 2(1 +v ) o o 
CC 

o o o o 2 (1 +V ) 
CC 

o 

o o o o o 2(1+ v ) 
CC 

(6. 24 ) 

sendo E o módulo de deformação longitudinal c 2 6 s ecante do 
concre to a 28 dias e \) 

CC o coeficiente de Poi s son de fluên-
cia para o concreto, referido anteriormente. 

Para verificar a validade deste mode l o , compa ­
raram- s e seus resultados com os valores expe rimentais de Gop~ 

l akrishnan, Neville e Ghal i [ 57 ]. A Fig. 6 . 7 mostra dois con 

( 
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juntos de curvas tempo- deformação de fluência, obtidos por es 

tes investigadores, para cubos de concreto submetidos à com­

pressão multiaxial [(a) compressão biaxial e (b) compressão 

triaxial]. Nestas figuras , aparecem, também, as curvas de fl~ 

ência uniaxial, correspondentes a uma das tensões. A compara­

ção é feita , na Tab. 6.3 e na Tab. 6.4 , para os casos biaxial 

e triaxial, respectivamente. Observa-se que os valores exper~ 

mentais encontram-se sempre dentro do intervalo calculado a ­

través do modelo proposto , usando coeficientes de Poisson de 

fluência de 0,09 e 0 , 17. Admite- se que adotando um coefi­

ciente de Poisson de 0 , 13 (valor médio e ntre 0,09 e 0,17) , 

o e rro cometido será pequeno , frente às imprecisões intrínse­

cas da análise de peças de concreto a r mado. 

Para levar em conta a retração , no caso multia 

xial , estabelece- se que , em cada ponto, as deformações princ! 

pais de retração são iguais ao valor da deformação específica 

de r etração, calculada conforme o item 6 . 2.3. 

Neste contexto, o acréscimo de deformação no 

concreto com o tempo , { E0 }, para tensão variável, determinado 

no caso uniaxial no item 6 . 2.6 , passa a ser dado através da 

expressao 

{Eo} = {En (t) } + cf> (t , t 0 ) 

(6.2 5 ) 

+ E <P (tI t. ) [c ] { óo ( t . ) } 
i 1 C2 a 1 

onde: 

{cn(t) } - e o vetor com as deformações inde pende ntes d as ten­

sões (vetor com as deformações de retração ); 

<P - e o coeficiente de fluência, calculado conforme o ite m 
6.2 . 2; 

[Cc
2 8

] - e a inversa de uma matriz constitutiva, definida pe­

la Eq. ( 6. 24) ; 

{oo} -é o vetor de tensão , aplicado no instante t o ; 

{6o (ti) } - é o vetor da variação das tensões no instante t .. 
l. 
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UNI AXIAL BIAXIAL 

E • 1 o 6 

CC 
TEMPO DIREÇÃO a E a c CC c MODELO ( \) ) 

(MP a) • 1 o 6 (MPa ) EXPERI CC -
MENTAL 0109 o 1 1 3 o 1 17 

1 -12,8 -1 96 - 12,8 -183 - 186 -181 - 177 

1 O DIAS 2 o - -714 - 90 - 96 - 88 - 80 
I 

3 o - o +48 +28 +40 +53 

1 - 1218 -245 - 1218 -228 -232 - 227 - 221 

20 DI AS 2 o - -7,4 -11 2 -120 -110 - 100 

3 o - o +59 +35 +50 +60 

Tab . 6 . 3 - Comparação do modelo proposto com res ultados experimentais de compress a o 

biaxial [ 57 ] 

..... 
o 
-...J 



UNI AXIAL TRIAXIAL 

e: ·1 o 6 

TEMPO DIREÇÃO CC 
a e: cc a c c 

{MPa) • 1 o 6 {MPa) EXPERI MODELO {vcc ) 
-

MENTAL 0 ,0 9 o, 1 3 o, 17 

1 o - - 13 , 0 - 225 - 225 - 209 - 193 

25 DIAS 2 - 13 , 5 - 271 -13,5 - 234 -236 - 220 - 204 I 
! 

I 

i 

3 o - - 6 , 5 - 53 - 83 -61 -40 
I 

1 o - -13 , 0 -259 - 261 - 243 - 224 

50 DIAS 2 - 13,5 -315 - 13,5 - 273 - 274 - 256 -238 

3 o - -6,5 - 66 - 96 -71 - 47 

Tab . 6.4- Comparação do modelo proposto com resultados experimentais d e compre ssao 

triaxial [57 ] 

..... 
o 
(X) 
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6.4 - A determinação das deformações devidas a f l uência e a 

retração em peças de concreto armado 

Quando ocorrem fluência e retração em peças aE 
madas de concret o, a arma d ura , devido à aderência, também so­

fre estas deformações e fica , por isso , submetida a tensões ~ 

dicionais. Pelas condições de equilíbrio, há uma redistribui­

ção interna de esforços e, em geral, as t e nsões no concreto 

diminuem e no aço aumentam. 

Para considerar esta variação das t e nsões e em 

pregado o princípio da superposição de efeitos , conforme a 

Eq. (6.25 ) . Deste modo, o período to até t, referente ao tem 

po de atuação do carregamento , é dividido em vários interva­

los (t 0 , t 1 , t 2 , •• ·., t ), a o lon go dos q uais as tensões sao 

consideradas constantes . O e f eito das tensões iniciais , {o 0 } , 

para a avaliação das deformações , é considerado no intervalo 

to até t ; o efei to do acr éscimo de tensão {6o (t 1 ) } é consi­

derado no int erv a l o de tempo t 1 até t , e assim , sucessivamen 

te. 

Per ser a varia ção das deformações mais acen­

tuada no período que se segue à aplicação da carga , Galgou! , 

em [53] , determinou que uma subdivisão logarítmica para o in 

tervalo seria mais adequada . Es t abe l eceu , ainda, que cinco in 

tervalos de tempo conduzem a uma so l ução com a aproximação ne 

cessãria . 

Ao intr oduzir as deformações devida s a fluên­

cia e a retração são necessárias algumas alterações no algo­

ritmo de so lução . O equilíbrio global do sistema passa a ser 
dado por 

{P } + { P 0 } = [K) { U } (6 . 26) 

onde {P o} é um vetor de cargas nodais fictícias , obtido das 

deformações de fluência e de r etração do concreto. 
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Chamando de {c 0 } o vetor contendo as deforma 

çoes de f luência e retração para um ponto genérico no concre­

to , o vetor de cargas nodais fictícias para um e l emento , {p o}, 

é dado por 

(6.27) 

s endo [B] a matriz que relaciona deformações e de slocamentos 

noda is do elemento e [D ] a matriz constitutiva do concre to . 
c 

O vetor {P 0 } resulta do somatório das contribuiçõe s dos diver 

sos elementos. 

As deformações de fluência e de retração nao 

produzem diretamente tensões no concreto . Por isso, para ava ­

liação da rigide z devida ao concre to, desconta- se do valor da 

deformação total, obtida a partir do vetor de deslocamentos, 

{ U} ,_ a parcela de deformação , que foi originada diretamente 

pela fluência e retração . Para o aço, emprega-se a deformação 
total. 



7 - O PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA O ESTUDO DE ESTRUTURAS DE 

CONCRETO ARMADO 

7.1 - Intr odução 

Neste capítulo, será feita urna descrição suc in 

ta dos fundamentos do programa computacional , desenvolvido no 

presente trabalho , para o estudo de estruturas de concreto ar 

rnado. O programa é baseado no método dos elementos finitos, ~ 

sando um modelo compatível (método dos deslocamentos). Assim , 

a análise efetuada por este programa , pode ser subdividida em 

etapas , conforme está apresentado no f l uxograma da Fig. 7.1. 

Por se tratar de urna aná lise não- linear , isto 

e , a r i gidez da estrutura é função de seu estado de aeforrna­

ção, é preciso utilizar algoritmos especiais , que envolvem a 

solução de sucessivos problemas lineares . Estes algoritmos se 

rão discutidos no item 7.2. 

A apresentação , neste capítulo , limitar-se- á à 

etapa de determinação das matr izes de rigidez dos elementos. 

As demais fases em nada diferem daquelas dos programas compu­

tacionais tradicionais, para a análise de estruturas, através 

do método dos des l ocamentos . 
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CÃLCULO VAS MATRIZES 
VE RIGIDEZ VOS ELEMENTOS 

MONTAGEM VO SISTEMA 
TOTAL VE EQUAÇÕES 

INTRODUÇÃO VAS CONDIÇÕES 
VE CONTO RNO 

SOLUÇÃO VO SISTEMA 
VE EQUAÇÕES 

CÃLCULO VE DEFORMAÇÕES 
E VE TENSÕES 

SAÍVA VOS 

Fig. 7 . 1 -Fluxograma d e um programa computacional para a ana 

lise de estruturas pel o método dos deslocamentos 



11 3 

7 . 2- Os algoritmos para a solução do problema 

A obtenção dos deslocamentos de urna estrutura, 

corresponde nte s a um d ado c arr egamento , via método dos deslo­

camentos , envolve a solução de um sistema de equações do tipo 

{ P } = [K] {U } ( 7. 1 ) 

onde, {P} é o vetor d e cargas nodais : [K] é a matriz de rigi­

dez total da e strutura e {U} é o vetor de de slocament os no­

dais incógnitos. Tem- se um problema não- linea r , por ser a ma­

triz de rigidez dependente dos deslocamentos. Existem diver ­

sos método s para a resolução deste sistema não-linear de equ~ 

ções , embora , basicament e , a maiori a destas técnicas numéri­

c a s possa ser dividida em dois grupos : a dos métodos increme~ 

tais e a dos métodos iterativos . Os métodos incrementais não 

satisfazem necessariamente as condições de equilíbrio , engua~ 

to os métodos iterativos verificam o equilíbrio a c ada está­

gio de carga . A fim de facilitar o e nte ndime nto dos a l gori t­

mos , descreve-se, a seguir, a solução empre gando a r igidez 

tangente e a rigidez secante , ainda q ue o programa desenvolvi 

do utilize apenas esta última . 

7.2.1 - Solução via método incremental 

Usando a rigidez t a nge nte , o algoritmo incre­

rnental obedece o seguinte procedimento: 

- a partir do estado d e deslocamento inicial , {U 0 } , determi­

na- se a matriz de rigide z ini cial tangente , [K;]; 

- obtém- se o incremento de deslocamentos , {6 U1 }, corresponde~ 

te ao incremento de carga , {6P} , através da expressão 

{ } T -1 6 U1 = [K o ] {.~p} ( 7 . 2 ) 

- calculam- se os novos des l ocamentos por 

( 7. 3) 
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- com o novo estado de deslocamento, {Ul}, determina- se uma 

nova matriz de rigidez , [K'f ] , e repete-se o procedimento 

dos passos anteriores; 

- em uma etapa genérica i , têm-se os seguintes passos 

( 7. 4) 

= { U. 
1 

} + { 6U. } 
1- 1 

( 7. 5) 

Na Fig. 7.2, o método incremental é apresenta­

do esquematicamente. Diminuindo-se o incremento de carga , 

{6P}, tende- se à solução exata. Utilizando-se a rigidez seca~ 

te em vez da tangente , têm- se , para uma etapa genérica i, que 

( 7. 6) 

(7 . 7) 

7.2.2 - Solução via método iterativo 

Usando o método de Newton-Raphson e empregando 

a rigidez tangente , tem- se , para o algoritmo iterativo, o se­

guinte procedimento: 

- calcula- se a matriz de rigidez inicial tangente, 

função do estado de deslocamento inicial, {U0 } ; 

T 
[ Ko ] , em 

- estabelece- se que o vetor inicial de forças não equilibra­

das, {6F o} , é o própr io vetor de cargas, {P} , e obtém-se o 

incremento de deslocamentos correspondente, {6U 1 } , através 

da expressão 

(7.8) 

- determinam-se os novos deslocamentos por 

( 7. 9 ) 

- com o novo estado de deslocamento, {U 1 }, determinam-se uma 

nova matriz de rigidez [KI] e o vetor de forças nodais e ­

qui l ibradas {F~q } ; 
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p - -- - -- -· -· --- · ·--- - ------- - ·---·-- - - --;:.~ ----- --
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óOtuçâo .{ llC H 'Jll(!.ll.tal'. 

~otucão exata 

~~----------------------~~--------------~~ ~ctuc!ic de~focmr.ent.o u. 
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a)..\~0 X-<.ma.da 

(a ) 

I· 
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P . 
.(. 

ti . 
.(. 
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.. ' , 

õof.ucãc 
ap'lo X.Õiklda 

(b ) 

i 

t.olução útc 'lcmen.tal 

Fig . 7 . 2 - Representação esquemática do mé todo inc remental 

(a ) rigidez t a ngente 

(b) rigidez s e c a n t e 
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- calcula- se o novo vetor de forças nao equilibradas, { 6F 1} , 

e m função do vetor de forças nodais equil ibradas 

eq} {6Fl} = {p} - {Fl (7.10) 

- repete- se o procedimento dos passos anteriores até a conver 

gência; 

- em uma etapa genérica i, têm- se os seguintes passos 

{6U. } = [ K~ J- 1 {liF. 
1

} 
~ ~- 1 ~-

{U } = {U
1
._

1
} + { t1U

1
. } 

i 

(7.11 ) 

(7.12) 

(7.1 3 ) 

Este algoritmo iterativo é apresentado esquem~ 

ticamente na Fig. 7.3. Usando- se a rigidez secante, em lugar 

da tangente , tem- se , para uma etapa gené r ica i , que 

s - 1 { U. } = [K. 
1

1 {p } 
l. l. -

(7.14) 

onde a matriz de rigidez secante , [ K~ 
1

] , é calculada em fun 
l. -

ção dos deslocamentos da etapa anterior , {U. 
1

}. 
l.-

7. 3 - Cálculo das matrizes de rigide z dos e l ementos d e con­

creto armado 

7.3. 1 - Fundamentos 

Neste traba lho, conside ra- se a e xisténcia de 

deslocamentos finitos . Assim , a determinação da matriz de ri­

gidez envolve a utilização de relações deformações-deslocame~ 

tos não- lineares. As relações deformações-deslocamentos empr~ 

gadas , calculadas para a configura ção indeformada (referen­

cial Lagrangiano), são dadas, conforme Fung (50), por 
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p 

u,. 
I. 

li 

(a) 

c~:..'tg a 

p -- - ------ - - ·--·--

Fig. 7 . 3 

u dv. Cocr • .mento 

(b) 

Representação esquemática do método iterativo 

(a) rigidez tangente 

(b) rigidez seca nte 
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a u av au au av av aw aw 
Yxy = ay + ax + ax ay + ax ay + ax ay 

au =- + 
ÔZ 

() w dU o U oV ÓV ÓW ÓW 
ax + ax ãZ + ax ãZ + ax ãZ 

a v =az aw +- + ay 
au au av av aw aw 
ay ãZ + ay ãZ + ay ãZ 

(7.15) 

No processo de obtenção da matriz de rigidez, 

estas relações deformações-deslocamentos sao "linearizadas" , 

com a i ntrodução dos valores dos deslocamentos correntes, da 

forma exposta nos itens seguintes. 

A matriz de rigidez de um elemento de concreto 

armado e obtida pela adição de duas matrizes de rigidez de 

mesma dimensão, uma correspondente à armadura e outra corres­

pondente ao concreto. Estas matrizes de rigidez são determina 

das, em cada etapa, em função do estado de deformação, que o 

elemento apresenta. 

7.3.2 -A matriz de rigidez para a armadura 

A entrada de dados do programa, por simplific~ 

çao, é feita separadamente para os elementos de concreto e p~ 

ra as barras de armadura. Dentro do programa, as barras de a r 

madura são divididas segundo a malha de elementos de concre­

to. Assim, em uma etapa inicial, determinam-se os segmentos 

das barras contidos dentro de cada elemento de concreto. 

A obtenção da matriz de rigidez para a armadu­

ra segue, então, o processo proposto por Zienkiewicz, 

Phillips e Owen [117] e desenvolvido por Souza [106]. Admi­

te-se que a armadura resista apenas a esforços axiais e que 
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os desloc amentos de qualquer ponto da barra sao i guai s aos do 

e l e mento de concreto na mesma posição. Deste modo, a barra de 

armadura pode s e r arbitrariamente colocada dentro do e l e mento 

de concreto , s em introduzirem- s e incógnitas a dicionais ao pr~ 

blema . 

Seja um elemento finito de concreto a r mado com 

n nos , contendo e l ementos unidimensiona is de armadura com m 

nós c ada um, refe rido a um si s t ema de coordenadas cartes iana s 

x , y , z e a um sistema normali zado ~ , n , ç (Figs . 7 .4 e 7. 5 ). As 

coordenadas cartesianas de um ponto, no interior deste e leme n 

to , podem ser obtidas através das expressões 

X = N. ( i;,n , z; ) X . 
l. l. 

y = N. ( é.:,n , z; ) yi (7 . 16) 
l. 

z = N1 ( ~ , n , z; ) z. 
l. 

onde Ni é a função de forma correspondente ao no i do e lemen 

to , de coordenadas cartesianas x.,y.,z .. 
l. l. l. 

Na forma matr icial, as Eqs. (7.16) resultam 

r X X. 
l. 

y = [N) y. (7 . 17) 
l. 

z z. 
l. 

onde [N) e uma matriz que contém as funções de forma . 

De modo aná logo , os deslocamentos, em um po nto 

deste elemento, são obtidos a partir dos deslocamentos nodais 
u. , v. , w. , por 

l. l. l. 
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Fi g . 7 . 4 - El emento de concreto r eferido a um sistema de coorde 

nadas car tesianas x , y , z e a um sistema normalizado ~ , n , ~ 

z 

tj 

.... ,.. 
.,. , , " ,' \ 

.- " ' I \ 
.,..,. I \ 

,__..- I \ 
~- ~ \ 

1 \ ... \ \ 
,'\ ........ \ \ 

I \ .. \ \ , ... ,.. \ \ 

~ .. ... ' \ \ 
t \ X \ ' 
\ ' ' . \ \ • • >- \ ' 
\ \ \ .. ...J 

\ ' )'' ,' 
\ \ .. \ I 

\ \ \ I \ \,..... .. .. '.,1 
\ I .,. .. 
\ ,' .... .. .. 
\ I ,, .. ' 

'v.'- , 

~---------------------------------------------------------------~ X 

Fig . 7 . 5 - El emento unidi mensional de armadura contido em um e ­

lemento de concreto e referido a um sistema normalizado de coor 

denada x 



u 

v = (N] 

w 

1 2 1 

u. 
1 

v. 
1 

w. 
1 

(7 . 18) 

As coorde nadas cartesianas de um ponto , sobre 

um segme nto de armadura, dentro deste elemento de concreto, 

podem ser e xpressas em função da coordenada normal i zada X do 

elemento unidime nsional , por 

X = H. ( X ) X. 
J J 

y = H. ( X) y. 
J J 

(7 .1 9 ) 

z = H. ( X) z. 
J J 

onde H . é a função de forma correspondente ao nó j do eleme~ 
J 

to unidimensional, de coordenadas cartesianas x.,y. , z . . 
J J J 

Matricialmente, as Eqs . (7.1 9 ) podem ser escri-

tas como 

X x. 
J 

y = [H] y. 
J 

(7 . 20) 

z z. 
J 

onde [H] e uma matriz que contém as funções d e forma 11 . . 
J 

Define- se um s istema de eixos cartesianos orto 

gonais 1 , 2,3, tal q ue a direção 1 seja coincidente com o eixo 

da barra na posição indeformada . As componentes de deslocame n 

to , para um ponto arbitrário do e lemento de armadura, segundo 

este sistema , são d adas por 
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cos(1,x) cos (1 ,y) COS ( 1 1 Z) u 

= cos (2 , x) cos (2, y ) cos (2 , z) v (7.21) 

cos (3, x ) cos(3,y) cos(3,z) w 

onde u,v,w sao os deslocame ntos no ponto considerado, nas d! 

reções dos eixos cartesianos x,y,z; a matriz de rot ação é co~ 

posta pelos cossenos d iretor es do sistema 1,2,3 em relação a o 

sistema x , y ,z. 

Substituindo a Eq . (7.18) na Eq . (7 . 21), resulta 

cos(1,x) cos ( 1 f y) COS ( 1 1 Z) 

= cos(2 , x ) cos(2,y) cos (2 , z ) 

cos (3 , x ) cos (3 , y ) c o s (J,z) 

[ N J 

u. 
l 

v . 
l 

W. 
l 

(7 . 22 ) 

A deformação, em um ponto da barr a de a rmadu­

ra , conforme as Eqs. (7.15) , é obtida por 

(7 . 23 ) 

onde s e a coordenada curvi l ínea , que descre ve o eixo da bar 

ra. 

Aplicando a regra d a d e r ivaçã o e m cadeia , t e m-

-se que 

dqi dqi d x 
=----= 

ds d x ds 

2 dq. 
l 

onde ~ é o comprimento do segmento de b a rra de aço , 

do ele mento de concreto . 

(7.24) 

dentro 
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Assim, a Eq . (7 . 23) pode ser escrita corno 

E = ~ { < 1 +~ ~qsl l ddx .l~~ 
2 ds d x 

(7.25) 

A Eq . (7 . 25) é "linearizada ", calculando- se as 

derivadas dq 1 /ds, dq 2 /ds, dq 3 /ds em função dos valores cor­

rentes dos des locamentos. Substituindo-se a Eq . (7.22) na Eq . 

(7.25) , resulta urna expressão do tipo 

u. 
l. 

E: = { B } t 
s 

v . 
l. 

(7. 26) 

w. 
l. 

sendo {B } um vetor que relaciona a deformação axial do e le­
s 

rnento de barra com os deslocamentos nodais do elemento de con 

ereto. A obtenção do vetor {B } , específica para cada proble­
s 

ma, sera apresentada nos próximos capítulos. 

Desta forma, a matriz de rigidez corresponden­

te a este segmento de armadura, pode ser expressa por 

[k ] = 
s 

f o { B } t { B } d x 
1-J S S 

(7.27) 

onde E é o módulo de deformação longitudinal do aço e A e s s 
a área da seção transversal da barra, considerada constante. 

A integração da Eq. (7.27) é feita numericame nte. 

A matriz de rigidez, correspondente a armadu­

ra, de um determinado elemento de concreto , será o somatório 

das matrizes dos diversos segmentos de barra, que tal elemen­

to contenha. 
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7. 3. 3 - A matriz de rigidez para o concreto 

7 . 3. 3 .1 -O concreto não fissurado 

Os deslocamentos, em um ponto no inter ior do e 

lemento de concreto, podem ser expressos em f unção dos des l o­

camentos nodais u. , v.,w., conforme aparece na Eq . (7. 18 ). As 
~ 1 1 

relações deformações- deslocamentos, dadas pelas Eqs . ( 7 . 1 5 ) , 

colocadas em forma matricial, são 

E: ( 1 +.l a u ) -ª- 1 () v a 1 él w a 
X 2 ax ax 2 ax ax 2 ax ax 

1 au () ( 1 +l a v) _l_ 1 él w () 
E: 2 él y él y 2 ay ay y 2 él y él y 

u 

E: 1 au a 1 av a ( 1 +.l él w) _l_ 
z 2ãZãZ 2ãZãZ 2 Cl z él z 

= v (7.28) 

Yxy (l +au) _i_ ( 1 + él v) _i_ aw a 
ax ay ay ax ax ay 

w 

Yxz (l +au) _i_ a v a ( 1 + aw) _l_ 
ax az ãZ ax az ax 

Yyz 
au a ( 1 +a v ) _i_ ( 1 + aw) _i_ 
ay ãZ ay é) z () z ay 

A Eq. (7 . 28) é "linearizada", ca lculando-se os 

valore s das derivadas au/ élx, au; ay , él u/ az , élv/ élx, él v / él y 

él v/ él z, aw/ él x, él w/ él y, aw/ él z em função dos des locamentos cor­

rentes. Combina ndo a Eq . (7 . 18) e a Eq . (7 . 28) , resulta 

( ) 

E: x I 

e: y 

E: z 
u. 

1 

= [B] V. (7 . 29 ) 
Yxy 

1 

Yxz 
W. 

1 

Yyz 
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onde [B) e uma matriz que contém as deriva d as d as f unçõe s d e 

forma . 

A matriz d e rigidez do eleme nto e determinada 

através da expre ssao 

(7. 30) 

onde [De] e a matriz constitutiva par a o concreto , ca lcu lada 

usando- se , por exemplo, o módulo de deformação longitudina l e 

o coeficiente de Poisson do concreto , correspondente a o e s ta­

do de d e formaç ã o do ponto considera do (de terminado s conf o r me 

o capitulo 4) . 

Na prát ica, a integral da Eq . (7.30) é calcula­

da usando- se as coorde nadas normalizadas. Na matriz [B] , as 

derivada s d a s funçõe s de f o rma , originalme nte e m r e l oção a x , 

y,z , são determinadas em f unção de ~ , n , ç . A ma triz , que d e fi ­

ne a transformação entre os dois sistemas , é chamada d e jaco­

biano ([J]). Deste modo , t e m- s e 

a 
ax 

[ J] a {7. 3 1) 
:::; 

é) y 

a 
ãZ 

onde, o jacobiano (J] é dado por 

ax ~ () z 
TI: () f,: TI: 

[ J] ax = an ~ é) z 

an (7. 32) an 

ax ~ a z 
ãÇ a~; ãÇ 



126 

Assim , a Eq. (7.30) torna- se 

(7.33) 

onde IJI é o determinante do jacobiano . A integração da Eq. 

(7.33) é feita numericamente. 

7.3 . 3 . 2 - O concreto fissurado 

Se o pon to cons iderado estiver f issurado , se­

gundo o critério apresentado no capítulo 4, a determinação da 

matriz constitutiva para o concreto , [De] , da Eq. (7. 30), é 

feita confor me o capítul o 5. De resto , o cálculo da matriz de 

rigidez é idêntico ao do concret o não fissurado. 

Na obtenç ão da matriz constitutiva para o con­

creto fissurado, deve- se abordar a l guns tópicos mais signifi­

cativos : 

- o cálculo da matriz de r otação para a direção da fissura ; 

- a inclusão do efeito de pino da armadura, que atravessa a 

fissura; 

- a determinação da matriz constitutiva equivalente para a ar 

madura . 

As matrizes , apresentadas no capítulo 5, devem 

ser calculadas na direção da fissura . No processo computacio­

nal , as componentes de tensão e deformação para um ponto no 

interi or de uma peça de concret o são expressas em função do 

sistema de coordenadas x,y,z. Torna-se, portanto , necessária 

a rotação para a direção da fissura. Usando o índice L {lo­

cal) para os v a l ores r eferentes à direção da fissura e G (gl~ 

bal) para os valores referentes ao sistema x , y , z , têm- se 

(7.34) 

onde [r
0

] e [re: ] sao matrizes de rotação do sistema global 

para o sistema local para as componentes de tensão e deforma-
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çao , respectivamente . Estas matrizes s ao tais que 

(7 . 35 ) 

Sabendo-se que 

(7.36) 

e utilizando as Eqs. (7. 34) e (7.35 ), resul t a 

( 7 . 37) 

sendo 

(7.38 ) 

Com este conjunto de expre ssões , é possíve l de 

terminar , a partir das componentes de tensão e deformação, r e 

fer i da s ao sistema x,y,z , as componentes de tens ão e de forma­

çao pa ra a di reção da fissura . Com esta s Últimas , pode- se ca! 

cular a matriz constitutiva na dire ção da fissura , con f orme o 

capítulo 5, e com a Eq . (7.38) voltar ao sistema original . 

Chamando de 1 , 2 , 3 , as dire ções do sistema de 

coordenadas para a fis s ura ( 1 é a direção normal à fissura e 

2,3 definem o p lano de fissura), de finem- s e os cossenos dire­

tore s do sistema gl obal em relação ao sistema local 

l 1 = cos (x , 1 ) m1 = cos (y , 1 ) n 1 = c os ( z, 1 ) 

l 2 = cos (x, 2) m2 = cos (y,2) n 2 = cos ( z , 2) (7. 39 ) 

l 3 = cos (x, 3) m3 =cos (y , 3 ) n 3 = cos ( z , 3) 

Observe-se que a dire ção 1 é a mesma da tensão 

principal máxima , no ponto de concre to cons i derado , no insta n 

t e anterior ao surgimento da fissura . 
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Confor me [ 85 ] , as matrizes de rotação podem 

ser calcul adas por 

[a 1 1] [a 1 2] 

[r0 ] = (7 . 40) 

[a 2 1 ] [ a 2 2] 

e 

[a 1 1 ] 
1 [a 1 2 ] 2 

[r ] 
E 

= (7 . 41) 

2 [ a 2 1] [a 2 2 J 

sendo 

li mi ni 

[a 1 1 ] = H m~ n ~ (7 . 42) 

1~ m~ n~ 

[al2] = (7. 43) 

[a2l ] = (7.44) 
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[a 22 ] = (7.45) 

Para o caso b idimensional , sendo e o â ngulo 

de rotação do sistema global para o local ( l1=cos8 ; l z =- sen 8 ; 

m1=sen 0 ; m2 =cos8 ), as Eqs . (7.40) e (7 . 41) ficam reduzidas pa-

r a 

e 

[r ] = o 

[r ] = 
€ 

sen2 0 

sen2 8 
2 

cos 2 8 

sen2 8 

- sen20 

sen28 
2 

sen2 8 

sen2 0 

-sen2 0 

cos2 8 

sen28 
2 

sen2 0 
2 

cos28 

( 7 . 4 6 ) 

(7 . 47 ) 

Para que o efeito da f l e xão da barra de armad~ 

ra que atravessa a fissura (dowell effect), seja incluído no 

modelo , o esforço transmitido por este mecanismo é distribuí­

do sobre o concreto , conforme f oi di to no i tem 5 . 4 . 2 . 2 . Isto 

é feito através da expressao 

(7.48 ) 

onde : 

F~ - e o esforço transmitido através da fissura por este mec~ 
nismo, pela barra i do elemento , calculado conforme a 

Eq. ( 5. 4 4 ) ; 
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i i - e o comprimento do segmento i de barra de armadura, den­

tro do elemento de concre to considerado; 

v - e o volume do elemento de concreto , ca lculado pela expre~ 

sao 

( 7. 4 9) 

sendo que IJI é o determinante do jacobiano . 

Para este mecanismo, deve- se, também, conside­

rar que a barra de armadura pode formar um ângulo qualquer 

com o plano da fissura . Para isto , é necessário determinar as 

projeções dos des l ocamentos da fissura na direção do eixo e 

no plano normal da barra. Estes va l ores são utilizados na Eq. 

(5. 44) par a calcular o esforço transmitido através da fissu-

ra. No caso tridimensional, calculam-se isoladamente os esfor 

ços tra nsrni tidos nos planos defini dos pelos eixos 12 e 13 

(sendo 1, 2 , 3 , as direções do sistema de coordenadas para a 

fissura) . 

A obtenção da matriz constitutiva , para o e le­

mento de concreto fi ssurado, envolve a utilização de urna ma­

triz constitutiva equivalente para a armadura, (Os] . Para urna 

barra i de armadura de um elemento de concreto , determina-se 
a matriz [D~] através da expressão 

1 

( p E ) . o s l 
o o o o 

o o o o o o 

o o o o o o 
[ D~] = (7 . 50 ) 1 

o o o o o o 

o o o o o o 

o o o o o o 
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onde o e a taxa de armadura e E e o módulo de deformação me 
s 

dio do aço, ao longo deste segmento de barra . Este produto é 

calculado por 

( p E ) . 
s ~ 

( 7. 51 ) 

onde A e a area da s 
mento do segmento de 

ereto; E é o módulo 
s 

seção transversal da barra ; ~ é o compr~ 

barra ; V é o volume do e lemento de con­

de deformação do aço, no ponto consider~ 

do da barra e x é a variável adimensional, que descreve o se~ 

mento de barra . 

A matriz [Os] é de terminada pe lo somatório das 

matrizes dos segmentos de armadura contidos no elemento. As­

sim, 

(7 . 52 ) 

a matriz de rotação de deformações , do sistema 

de coordenadas x,y,z para a direção da barra i , calculada de 

forma análoga à da Eq. (7.4 1). 

Do processo mostrado no capítulo 5 , resulta u­

ma matri z constitutiva para o concreto armado fissurado , [D] 

[Eq. (5.65 ) ]. A matriz constitutiva para o concreto fissurado 

fica 

(7.53) 



8 - A FORMULAÇÃO PARA O ESTADO PLANO DE TENSÃO 

8 .1 - Fundament os 

o estado pl ano de tensão fic a caracterizado p~ 

la existência de um estado de t e nsão , t a l que 

( 8. 1 ) 

T = f 3 (x , y ) xy 

O - T = T = 0 z - xz yz 

O campo de deslocamentos é dado unicamente pelos deslocamen­

tos u e v, nas direções dos eixos coordenados ortogonais x e 

y. 

A Fig. 8.1 apresenta um elemento finito r e tan­

gular para este problema , referido ao sistema de coorde nadas 

cartesianas x,y e a um sistema norma lizado ~ , n . As coor dena­

das car tesianas x , y de um ponto do e lemento são obtida s a paE_ 

tir de suas coordenadas nor ma l izadas ~ , n através das expres ­

soes 
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tj 

F,=-1 L 
r, 

(.= + 1 

r)=- 1 

)( 

Fi g . 8.1 - Um elemento retangular para estado plano de tensão 

X = N. x . 
1. 1. 

y = N. y . 
1. 1. 

( 8. 2) 

onde N. é a função de forma correspondente ao no i do elernen 
1. 

to, de coordenadas cartesianas x. ,y .. 
1. 1. 

De forma matricial, pode-se escrever as Eqs. 

(8.2) como 

X 

y 

= [ N] 

X. 
1. 

y. 
1. 

onde [N ] e uma matriz que contém as funções de forma . 

( 8 . 3) 

Analogamente, obtêm-se os deslocamentos em um 

ponto qualquer do elemento, a partir dos deslocamentos nodais 
u. , v . . Assim, 

1. 1. 

u 

= [N ] ( 8. 4) 

v 

Usando as relações deformações- deslocamentos e 
a Eq. (8 . 4), determinam- se as deformações em qualquer ponto do 
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e l emento 

= [B] 

u. 
l. 

( 8. 5 ) 

onde [B] e uma ma triz calculada conforme exposto no capítulo 

7. 

A matriz de rigidez do elemento e obtida atra­

ves da expressão 

[k] =h f (B]t [D] [B] dx dy ( 8 . 6) 

onde [D] e a matriz constitutiva , que , para o estado plano 

de tensão, é dada por 

v o 

[ D] 
E 

= (1 - v 2
) 

v 1 o ( 8 . 7) 

o o 1-v 
-2-

e h e a espessura do e lemento. 

A integral da Eq. (8.6 ) é ca lculada , usando-se 

as coordenadas normalizadas . Na matriz [B], as der i vadas das 

funções de forma , originalmente em relação a x,y , são dete rm! 

nadas em função de ~ , n . A matr iz , que define a transformação 

entre os dois sistemas, e chamada de jacobiano . Assim, 

a é) 

~ é) x 

= [J] (13 . 8) 
a a 

ãTl ay 
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onde o jacobiano [J] é dado por 

() x ~ 
~ a~ 

[J] = ( 8. 9) 
êl x lY an an 

Então, a Eq . (8.6) fica 

[kJ =h f [B]t [DJ [BJ IJI d s d n ( 8. 1 o) 

onde IJI é o determinante do jacobia no. A integração da Eq . 

(8.10) é f e ita numericamente. 

8.2 - Os elementos para o concreto 

Para modelar o concreto sao utilizados elemen­

tos quadrangulares e triangulares . Os elementos quadrangula­

res são da família "Serendipi ty". Emprega-se um elemento li­

near e outro quadrático (Fig. 8.2). 

As funções de forma para o elemento linear , se 

gundo [115], sao obtidas a partir da expressão 

onde e 

N. 
1 

1 = 
4 

(1+ i; o) (1+ no) 

no = n n . • 
1 

(8.11) 

Para o elemento quadrático, aplica- se o segui~ 

te conjunto de expressões 

~ =-1 

n= +1 

F, =+1 

n=- 1 
(a) 

Fig. 8 . 2 - Elementos quadrangulares 

(a) linear 

(b) quadrático 

(b) 
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- para os nos de canto 

N. 1 
(1+ ~ o ) (1+n o ) ( ~o+no -1) = 4 J. 

(8.12) 

- para os nos de meio de lado 

~ . o, N. 1 
(1 - E,; 2

) (1+ no > = = 
J. J. 2 

(8.13) 

o, N. 1 (1 +E; o ) (1- 11 2
) n . = = 

J. J. 2 

Nos elementos triangulares, usa-se, também, um 

elemento linear e outro quadrático (Fig. 8.3). Para um triân­

gulo é conveniente estabelecer um conjunto especial de coorde 

nadas normalizadas , para escrever as funções de forma [115]. 

Assim, um conjunto de coordenadas normalizadas L1 ,L 2 ,L 3 é de­

finido como 

(8.14) 

sendo ~ a area do triângulo, que pode ser calculada por 

3 
.~ 

(a) 

2 

4 2 

Fig . 8 . 3- Elementos triangulares 

{a) linear 

(b) quadrático 

(bJ 
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1 

1 
b. = det 

2 
1 (8.15) 

1 

onde x 1 , y 1 ; x 2 ,y 2 ; x 3 , y 3 sao as coordenada s dos vé r t ices do 

triângulo e 

( 8 .16) 

com os outros coeficientes s e ndo obt idos por permutações cí­

clicas dos índices 1, 2, 3. 

Assim, as funções de forma para o elemento li­

near sao calculadas pela expressao 

N. = L. 
1 1 

( 8 . 17) 

Para o elemento quadrático, empregam-se a s se­

guintes expressoes 

- para os nós de canto 

N. = (2L.-1) L. 
1 1 1 

(8.18) 

- para os nos de meio de lado 

N ,. = 4 L 1 L2 

N s = 4 L 2 L 3 ( 8. 1 9) 

NG = 4 L 1 L 3 
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Par a relacionar as coorde nadas normalizadas 

com a s coordenadas cartesianas x , y, faz - se a s eguinte mudança 

de variáveis 

(8 . 20) 

Deste modo, as der ivadas das f unç ões de forma , 

e m rela ção as coordenadas normalizadas ~ , n , ficam 

8.3 - Os 

3N. 
1 

~ = 

êl N. 
1 

an = 

elementos 12ara a 

L 
X 

é) Ni aN. 
1 

3L l - é3 L3 

êl N. aN. 
1 1 -é3 L z óL 3 

armadura 

X 

z 
:-- - - - - - - + -- - - X:;,-"1 

I 
I 

+ 
I 
I 
I 
I 

4 

: , . - ------ ... ---- --- --· x=-1 

Fig. 8.4 - Elemento cúbico de armadura 

(8 .21) 

A consideração da armadura é feita através da 

utilização do elemento proposto por Zienkiewicz, Phillips e 

Owen [117] e desenvolvido por Souza [106]. Este elemento re­

siste a pena s a e sforços axiais, nao suportando esforços de 

f l exão . Admi te- se que os d eslocame n tos de qualquer ponto do 

elemento de a rmadura s ão iguai s aos do e l e mento de concreto 
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na mesma posição . Isto permi te o posicionamento de f orma arbi 

trár i a da barra de armadura dentro do elemento de concreto, 

sem introduzirem-se incógnitas adicionais ao problema . 

Para garantir a compatibilidade de deslocamen­

tos entre os e l ementos de concre to e de aço , o elemento de ar 

madura deve ser de um grau a mais que o de concre to. Assim , o 

campo de deslocamentos ao longo da diagonal do elemento de 

concreto f i c a de ordem idêntica ao do elemento de a r madura . 

As funções de forma para o elemento de armadu­

ra sao polinõmios de Lagrange e são gerados a partir da ex­

pressao 

(8. 22) 

A Eq. (8.22) tem valor unitário em xk e corresponde a um ele 

mento de n+ 1 nos. 

Desta maneira , para um element o quadrático de 

armadura, compatível com um elemento linear d e concreto , as 

fun ções de forma são 

H1 ( X ) 
1 

<x2- x l = 2 

H2 ( X ) 
1 = 2 <x2+x l (8 . 2 3 ) 

H 3 ( X) = - x2 

Para um elemento cúbico de armadura, compatí­

vel com um elemento quadrático de concreto , as funções de for 
ma fic am 

11 1 <x l 1 
(-9x) +9 x 2 

.. x-1 l = 16 

H2 <x l 
1 

<9 x3 +9x 2- x-1l = 16 

9 
(8.24) 

H 3 <x l = 16 < 3xl - x2 - 3x+ 1 l 

H 4 ( X ) 9 
<- 3x ) - x 2 -t· 3x+ 1 l = 16 



140 

I} 

~·-9 / 2 --· 

Fig . 8 .5 - I nclinação da tangente ao eixo do 

elemento no ponto considerado 

Os deslocamentos , nas direções axial (1) e 

transversal (2 ) da barra , segundo a configuração indeslocada , 

para um ponto arbitrário sobre o elemento de armadura, são da 

dos por 

cosa 

cosa se na 

: l (8. 25 ) = 
-sena 

onde a é a inclinação da tangente ao eixo do elemento no po~ 

to considerado (Fig . 8 . 5); u ,v sao os de s locamentos neste po~ 

to, nas d i r eções dos eixos cartesianos x , y . 

escrever 

ra, e dada por 

Substituindo a Eq. (8 . 4) na Eq . (3.25), pode- se 

cosa: se na 

= 
- se na cosa 

[N] 

u . 
l 

v. 
l 

(8 . 26) 

A deformação, e m um ponto da barra de armadu-

E: = ~ + ..!. [ (~) 2 + (~) 2] 
ds 2 ds ds (8 . 27) 
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onde 

barra . 

s e a coordenada curvilínea , coincidente com o eixo da 

Utilizando- se a regra da derivação em cadeia , 

pode- se escrever que 

dq. dq. d x 2 dq. 
1 1 1 = = (8. 28) 

ds d x ds 5I, d x 

onde ~ e o comprimento da barra. 

Considerando , que o segmento de armadura seja 

reto (a constante ), ao derivar-se a Eq . (8.26) , obtém-se 

~ cosa se na u. ds 
2 [dN] 

1 

= I (8 . 29) 
dq 2 ctx 

- sena cosa v. ds 1 

Substituindo a Eq. (8 . 29) na Eq. (8.27) , resulta 

= 2 { 1 .l~ 
E: .11, +2 ds .l~ } 

2 ds 
- se na cosa 

cosa se na :: l (8.30) 

A Eq . (8.30) é 11 linearizada 11
, calculando- se dq 1/ds e dq 2/ds em 

função dos deslocamentos correntes. 

As funções de forma, N, têm como variáveis E, , 

n. Para obter- se a derivada dN/dx , é necessário relacionar E, , 

n à variável X· Isto e feito através das expressões 

F,; = {H (x l}t { E, . } 
J 

(8.31) 

n = {H(x l }t {n . } 
J 

sendo 

{H( x l }t = { H1 H2 . .. H } 
n (8. 32) 
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onde n e o numero de nos do elemento de armadura; Hl , Hz , •.. , 

Hn são definidas pe l as Eqs. (8.23) ou Eqs . (8 . 24 ); ~ j' n j sao as 

coordenadas normalizadas do nó j do elemento de barra. 

De ste modo, pode - s e obter a matriz [dN / d x ] a ­

través da expressao 

têm- se 

aN d n 
an d x 

(8. 33) 

Derivando- se as Eqs. (8.31) em relação a x , ob-

~~ = { di~~x l 1 t { ~ j J 

d ll = { dH ( X) } t { } 
dx dx nj 

(8. 34) 

O ângulo a , Eq . (8.25), com relação ao sistema 

cartesiano x , y, é dado por 

a = arctg (3.Y) 
dx (8.35) 

As coordenadas x, y, de um ponto perte nce nte a 

um elemento de barra , podem ser expres sas por 

x = {H (x )Jt { x . } 
J 

(8.36) 

onde x.,y. sao as coordenadas do no j do e l e me n t o de a rmadu­
J J 

ra. 

As diferenciais de x e y sao e scritas, a par­
tir das Eqs . (8 .36 ), como 

dx = {dH< x >1t {x. } dx x ' d x = d x J 
(8.37) 

dy = {dH< x >1t { y . } d x = y ' d x d x J 
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substituindo-se na Eq. (8. 35 ), resulta 

L a = arctg ( x , ) (8.38) 

sendo 

x' dx {H ' } t {x . } = d x = J 
(8.39) 

y ' = -ª.:i = {H I } t { y. } 
d X J 

onde 

{ H I } t = { dH1/dx dii /d x n J ( 8. 40) 

Desta forma , a Eq . (8. 30 ) fica completa me nte d e 

finida. Pode- se, então , escrever 

onde 

E: = 

2 { 1 .1_~ = R- +2 ds 

{B 
s 

}t 

.1_~} 
2 ds 

u. 
l 

(8.41) 

v. 
1. 

cosa se na 

(8.42) 

- sena cosa 

O vetor {B } relaciona a deformação axial do e s -
lemento de barra com os deslocamentos nodais do elemento de 

concreto. A matriz de rigidez correspondente ao elemento de 

barra pode, portanto, ser escrita como 

[k ] = s 

E A 
s s 

2 
f n { B }t {B } d x 

X. s s 
(8.43) 

onde E e o módulo de deformação longitudinal do aço e A e s s 
a área da seção transversal da barra, considerada constante. 

A integração da Eq . (8.43) é feita numericamente. 
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A dimensão da matriz , assim obtida, e a mesma 

da matriz de rigidez do elemento de concreto correspondente. 

Assim, as duas matrizes podem ser adicionadas diretamente, 

termo a termo , resultando na matriz de rigidez do elemento de 

concreto armado. 



9 - A FORMULAÇÃO PARA O ESTADO TRIPLO DE TENSÃO 

9.1 - Fundamentos 

No estado triplo de tensão, o estado de tensão 

em um pon to fica caracterizado pela presença de seis compone~ 

tes de tensão: o , o , o , T , T , T . O campo de desloca ­x y z xy xz yz 
mentes é dado pelos deslocamentos u , v , w, nas dire ções dos 

eixos coordenados x , y,z. 

Na Fig . 9. 1 , mostra- se um elemento finito par~ 

lelepipédico para este problema, referido a um sistema de co­

ordenadas car tesianas x,y,z e a um sistema normalizado ~ , ~ , ç . 

As coordenadas cartesianas x, y , z, de um ponto no interior do 

elemento, podem ser determinadas a partir de suas coordenadas 

normalizadas ~ , n , ç, através das expressões 

x = N . (Cn , ç ) x . 
l l 

y = N. ( ~ , n ,ç) y. 
l l 

( 9. 1 ) 

z = N. (Cn , ç ) z. 
l l 

onde N. é a função de forma correspondente ao no i do elemen 
l 

to , de coordenadas cartesianas x. , y. ,z . . 
l l l 
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: 

Fig. 9.1 - Um elemento paralelepipédico para um estado triplo 

de tensão 

Na forma matric ial , as Eqs . (9.1) ficam 

X X. 
1 

y = [N] Y. ( 9 . 2) 
1 

z z. 
1 

onde (N] e uma matriz que contém as funções de forma. 

De forma análoga , os deslocamentos em um ponto 

qualquer do elemento são obtidos a partir dos de slocame ntos 

nodais ui,vi,wi. Deste modo, 

u 

v = [N] 

w 

u. 
1 

v. 
1 

W. 
1 

( 9. 3) 
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Combinando as relações deforma ções-deslocamen­

tos com a Eq. (9.3) , as deforma ções e m qualquer ponto no i nte ­

rior do elemento são dadas por 

e: 
X 

e: y 
u. 

1 

e: z 
= [ B] V. 

1 
( 9. 4) 

yxy 
w. 

1 

Yxz 

\. Yyz J 

onde [B] e uma matriz calculada confor me e xposto no c a pí tulo 
7 . 

A matriz de rigide z do e l emento e calculada a­
través da expressão 

[k ] = fv [B]t [D] [B] dx dy dz ( 9. 5) 

onde [D] e a matriz constitutiva do material. A matriz cons­

tituitiva e dada por 

1- v V . \) o o o 

\) 1-v \) o o o 

\) \) 1-v o o o 
[ D] E 

= (1-2v ) (1+ v ) ( 9. 6) 

o o o 1-2v o o - 2-

o o o o 1-2v o - 2-

o o o o o 1- 2v 
-2-
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onde E e o módulo de deformação longitudinal e v é o coefi­

ciente de Poisson do concreto , no ponto considerado. 

A integração da Eq. (9.5) é feita usando- se as 

coordenadas normalizadas. Assim, na matriz [B], as derivadas 

das funções de forma são calculadas em função de t,; , n , ç , em 

vez de x,y,z. A transformação entre os dois sistemas e defini 

da por uma matriz chamada de jacobiano. Deste modo, 

( a a 
~ ax 

a 
[ J] 

() 

an = ay 

J 

a a 
aç ãZ 

(9. 7) 

onde o jacobiano [ J] é dado por 

ax 2.Y az 
~ as a~ 

[ J ] 
ax 2.Y az = ãTl an an 

( 9 . 8) 

ax 2.Y az 
aç aç aç 

A Eq. (9. 5) torna- se 

[k] = !V [B]t [D] (B] !J! d E,; dn d t,; ( 9 . 9) 

onde IJI e o determinante do jacobiano. A integração da Eq . 
(9.9) e feita numericamente. 

9.2 - O elemento para o concreto 

Para modelar o concreto e utilizado um elemen-
to linear paralelepipédico de oito nós (Fig. 9. 2) • As funções 
de forma, para este elemento, sao obtidas através da e xpres-
sao 

1 
Ni = 8 (1 + so ) (1 +rlo ) (1+ Ç0 ) ( 9 . 10) 
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Fig. 9.2 - Elemento linear parale lepipédico 

onde E. o = f, f, . , no = n n . e L; o = L; L; . • 
1 1 1 

9.3- O elemento para a armadura 

Como mencionado nos c a pítulo s a n teriores , a 

consideração da armadura é feita atra vés da u t i l i zação do e l~ 

mento proposto por Zienkiewicz, Ph i llips e Owen [11 7] e dese~ 

volvido por Souza [106]. Neste caso, o e leme n t o linear de c on 

ereto reque r o emprego de um elemento qua drático de a rmadura 

(Fig. 9.3). Assim, usam- se as seguinte s funçõe s de forma para 

o elemento de armadura. 

H 1 (x ) 1 
( X2 - x l = 2 

H2 ( X) 
1 

( X2 + X ) ( 9 .11) = 2 

H 3 ( X ) = 1 - x2 

sendo X a coordenada normalizada que de s cre v e o ele mento. 

Os deslocamentos, nas direçõe s axial (1) e 

transversais (2,3) do elemento, segundo a configuração indes­

locada, para um ponto arbitrário, são dados por 
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z 

I} 

Fig . 9.3- Elemento linear de armadura 

cos ( 1 , x) cos (1 ,y) cos ( 1 , z) u 

::: cos(2 , x) cos(2,y) cos(2,z) v (9.12) 

cos(3,x) cos(3,y) cos(3,z) w 

onde cos(1 , x) , cos(1fy) f •• • sao os cossenos diretores do 

sistema de coordenadas 1 f 2 f 3, definido pela barra de armadu­

ra, em r e lação aos eixos de coordenadas x,yfz . 

A substituição da Eq. (9.3) na Eq . ( 9 . 1 2 ) resul-

ta 

ql cos ( 1 , x) cos (1 ,y) cos ( 1 , z) u. 
1 

q2 ::: cos(2,x) cos(2,y) cos(2 f z ) [ N] v. 
1 

(9.13) 

q 3 cos(3fx) cos(3fy) cos(3fz) w. 
1 
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A deformação, em um ponto da barra de armadu-

ra, e dada por 

(9.14) 

onde s e a coordenada curvilínea , que descreve o eixo da bar 

ra. 

Pode- se escrever que 

dq. d x 2 dq . 
1 1 = = (9.15) 

d x ds ~ dx 

onde ~ e o comprimento da barra. 

Considerando que o segmento de armadura seja 

reto, isto é , que os cossenos diretores sejam constantes ao 

longo do segmento, ao derivar- se a Eq. (9.13), obtém-se 

~ u. 
ds 1 

~ 2 
[r] [dN] = I v. ds dx 1 

(9.16) 

~ w. ds 1 

sendo 

COS ( 1 1 X) cos(1,y) cos ( 1 'z) 

[r] = cos(2,x) cos(2,y) cos(2,z) (9.17) 

cos(3,x) cos(3 , y ) cos(3,z) 

Substituindo a Eq. (9.16) na Eq. (9.14), resulta 
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1~ } [r] [dN] 
2 ds dx 

u. 
l 

v. 
1 

w. 
1 

A Eq. ( 9 . 18) é "linearizada", calculando- se dq 1/ds, 

dq 3 /ds em função dos deslocamentos correntes . 

(9. 18) 

dq 2 /ds , 

As funções de forma , N, têm como variávei s Ç, 

n , ç . Para calcular a derivada dN/dx , é preciso r elacionar ~ , 

n , ç à variável X· Isto é possível a t ravés das expressões 

~ = {H (x )}t { ~ . } 
J 

n = {H(x ) }t {n . } 
J 

( 9. 19 ) 

ç = {H( x ) }t {ç .} 
J 

sendo 

t {H (x ) } = { H1 H2 H3 } (9 . 20 ) 

onde 1!1, H2 , H 3 são definidas pelas Eqs. (9. 11) ; (. . , n ., c, . sao 
J J J 

as coordenadas normal izadas do nó j do ele mento de barra. 

Assim, a matriz [dN/dx J é dada por 

(9.21) 

Derivando-se as Eqs. (9. 19) em relação a x, ob-
têm- se 

dE,; 
= {dH (X) }t {S.} d x dx J 

d n { dH ( X ) } t 
d x = 

d x 
{n . } 

J 
(9.22 ) 

d e,; 
= {dH ( ~ ) }t {ç . } 

d x d x J 



153 

A matriz dos cossenos diretores , Eq . (9.17), e 

determinada em função das coordenadas nodais do eleme nto de 

armadura . A direção 1 coincide com o eixo da barra na posição 

indeslocada. Os eixos 2 , 3 são arbitrados , de modo que formem 

com 1 um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais. 

onde 

A Eq . (9 . 18 ) pode ser escrita como 

c = {B }t 
s 

= 2 { 1 .!~ 1 +2 ds 
l~ 
2 ds 

u. 
J. 

V. 
J. 

w. 
J. 

l~ } 
2 ds [r J 

( 9. 23) 

(9. 24) 

Portanto, a matriz de rigidez correspondente 
ao elemento de barra pode ser obtida por 

E A 
[ k s ] = _..:::s~2-=s:.__ f 0 { B } t { B } d x 

Yv S S (9.25) 

onde E 
s e o módulo de defor mação longitudinal do aço e A é 

s 
a área da seção transversal da barra , considerada constante. 
A integração da Eq. (9 . 25 ) é feita numericamente. 



1 O - l\NÂLISE PARAMf:TRICA DOS RESULTADOS OBTIDOS ATRAVf:S DO 

P ROGRAMA COHPUTACIONAL 

10 . 1 -Introdução 

Para a anãlise de uma dada peça de concreto a~ 

mado , através do programa computacional desenvolvido neste 

trabalho, é necessãrio estabelecer urna série de parâmetros. 

Estes parâmetros vão desde o nível de discretização adotado 

para a malha de elementos f initos até a s propriedades do aço 

e do concreto fornecidas ao programa . 

Naturalmente , a escolha de t ais parâmetros po­

de influenciar decisivame nte os resultados alcançados através 

deste tipo de estudo. Por e sta razão, busca-se , neste capí t u­

lo, ilustrar a influência de alguns destes f atores sobre esta 

forma de análise . 

10.2- A influência do nível de discretização 

Neste i tem , procura- se apre s e ntar o efeito do 

nível de discretização da malha de elementos f initos sobre o s 

resultados da análise. Comparam-se os dive r s os elementos pa ra 

estudo de problemas de estado plano de tensão , propostos ne s ­

te trabalho: EPQQ (~stado Elano de tensão ~uadrangular ~uadr~ 

tico), EPQL (estado Elano de tensão ~uadrangular l inear ), 
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L • 3UUUU 111'" 

( 

Fig . 10.1 - Detalhamento da viga de concreto armado 

utilizada nas comparações 

EPTQ (~stado Elano de t e nsão !riangular guadrático ) 

(estado Elano de tensão !riangular linear ). 

e EP'l'L 

Com este propósito, discretizou-se em diferen­

tes graus a viga de concreto armado , cujo detalhamento está ~ 

presentado na Fig . 10 . 1. Como esta viga t e m simetria de carga 

e de geometria , a análise restringiu-se a s ua metade. Foram 

escolhidas cinco malhas para cada um dos tipos de elementos, 

conforme mostra a Fig . 10.2. O número de nos e elementos des­

tas ma lhas aparecem resumidos na Tab. 10.1. 

No estudo, foi aplicada uma carga instantãnea 

total P de 100 kN, correspondente à sua carga de serviço . O 

peso própr i o foi desprezado . A análise foi f eita através do 

procedimento iterativo descrito no capítulo 7 , em uma única e 

tapa de carregamento . 
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EPQQ 

EPQL 

I EPTQ 

EPTL 

MALHA 1 .r-tALHA 2 MALHA 3 MALHA 4 

NÓS ELEM . NÓS ELEM. NÓS ELEM. NÓS ELEM . 

28 5 45 10 79 20 149 40 

1 2 5 18 10 30 20 55 40 

33 1 o 55 20 99 40 189 80 

12 10 18 20 30 40 55 80 

- -~ 

Tab . 10 .1 - Número de nós e de elementos nas diferentes malhas 

para os diversos tipos de elemento 

MALHA 5 

NÓS ELEM. 

289 80 

105 80 

369 160 

105 160 
! 

--> 
Ul 
-.1 
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As Figs . 10.3 até 10.5 mostram, respectivamen­

te, as flechas , as deformaçõe s na armadura tracionada (1 ~ ca­

mada) e na borda comprimida de concreto, na seção central da 

viga, para cada malha e para cada tipo de elemento . A Fig. 

10.6 apresenta a evolução do tempo de processamento com um 

maior refinamento da malha . 

Com base neste exemplo, observa-se que os ele­

mentos quadrãticos já apresentam bons resultados para discre­

tizações pouco refinadas. Os elementos lineares, especialmen­

te o elemento EPTL , são mais dependentes da malha e exigem um 

maior número de elementos para alcançar uma precisão adequa­

da . Entretanto, em função dos tempos de processamento, a e fi­

ciência dos vários tipos de elemento nao difere muito. Isto 

e , para um mesmo tempo de processamento , os resultados de ti­

pos de elementos distintos são mais ou menos equivalentes. 

10.3 - Comparação dos algoritmos de solução 

Conforme foi exposto no capítulo 7, a solução 
através do programa computacional envolve um procedimento in­

cremental ou um procedimento iterativo. Neste item , faz-se u­

ma comparaçao dos resultados determinados com os dois algori! 

mos. 

Analisou- se a viga, detalhada na Fig . 10 .1 , sob 

uma carga total de 200 kN, que corresponde a um valor próximo 

à sua carga última . Para esta comparação, adotou-se uma malha 

com dez elementos quadrangulares quadráticos , para estado pl~ 

no de tensão, na discretização de metada da viga (malha 2). 

Os valores das flechas em função do carregame~ 

to estão apresentados na Fig. 10.7. Com o algoritmo incremen­

tal , foram feitas análise s para uma, duas, cinco, dez e vinte 

etapas de carga. Para possibilitar a determinação da história 

de carga , o estudo via algoritmo iterativo teve de z etapas . 

Neste caso , os resultados obtidos com o algo­

ritmo incremental, para vinte etapas de carga, mostraram uma 

razoável aproximação com os resultados do algoritmo iterati-
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na seçao central da viga 
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vo . Nos exemplos apresent ados no decorrer do trabalho , prefe­

riu-s e utilizar o procedimento iterativo, pe l a sua r e lativa 

independência com respe ito ao passo de carga . 

10 . 4 - A influência das propriedades mecânicas do concreto 

Neste item, procura- se avaliar a influência do 

módulo de deformação longitudina l inicial e das r es istê ncias 

à compressão e à tração do concreto sobre os resultados da a­

nálise . Estes três parâmetros participam da calibragem do mo­

delo constitutivo empregado para o concreto, descri to no capi 

tulo 4. 

Para a viga mostrada na Fig . 10. 1, realizou- se 

uma séri e de análises , variando, a cada vez , o valor de um 

destes parâmetros , para mais e para menos , em trinta por cen­

to. Os valores básicos do estudo são de 30.000 MPa para o mo­

dul o de deformação longitudinal inicia l e de 20 MP a e 2 MP a 

para as resistências à compressão e à tração do concreto, res 

pectivarnente . Nesta análise , utilizou- se, também , a malha de 

dez elementos finitos quadrangulares quadráticos para estado 

plano de tensão. 

Na Fig. 1 O. 8 , apresenta- se a evolução da fle ­

c ha em função do carregamento , segundo o modelo computacional 

desenvolvido , para três valores do módulo de deformação lon­

gitudinal inicial: 21 . 000 MPa, 30.000 MPa e 39 . 000 MPa . Os de 

mais parâmetros foram mantidos constantes . 

O mesmo procedimento foi repetido para as re­

sistências à compressão e à tração. Na Fig . 10.9, aparecem as 

curvas carga x flecha para resistências à compressão de 1 4 

MPa , 20 MPa e 26 MPa . A Fig . 10.10 apresenta a evolução da 

flecha em funç ão do carregamento , para valores da resistência 

à tração do concreto de 1,4 MPa , 2,0 MPa e 2,6 MPa. 

As propriedades mecânicas do concreto nao sao 
uniformes ao longo de toda urna peça de concreto armado . Numa 

tentativa de quantificar tal situação, estabeleceu- se uma dis 

tribuição normal do módulo de deformação longitudinal inicial 
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Fig . 10.10- Curvas carga x flecha da viga para concretos 

com diferentes resistências à tração 

e das resistências a compressao e a tração do concreto para 

os diversos pontos de integração da viga . Isto foi feito da 

forma descrita a seguir. 

A função d e densidade normal e dada por 

f ( z) = 

onde z e a variáve l reduzida determinada por 

x- x z = s 

(1 0 .1) 

(10.2) 

sendo x a média e s o desvio padrão d a distribuição; x e 

a variável, cuja distribuição está sendo analisada. 

Busca- se estabelecer um conjunto de valores p~ 

r a z , de tal forma que a média e o desvio padrão deste conju~ 

to sejam O e 1, respectivamente. Para isto, gera-se um va-
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l or aleatório a., sendo O<a. <1, através da expressao 
1 1 

a. =parte fracionária de [ (n+a. 
1

) 5 ] 
1 1 -

( 10 . 3 ) 

O valor procurado de z., deve ser tal que 
J. 

a. = 
1 

1 

I2TI 
/ X> 
z. 

1 

(10 . 4) 

Deste modo , s e O < a. ~ 0,5 , z. pode ser c a lcula-
1 1 

do , conforme [ 1 ] 1 por 

onde 

e 

ja tal que 

A+Bt+Ct 2 
2 i = t - 1+Dt+Et 2 +Ft 3 

t = (ln ~) 112 
a. 

1 

A = 2 , 515517 

B = 0,802853 

c = 0,010 328 

D = 11432788 

E = 0 1189269 

F = 0 1001 308 

(10 . 5 ) 

( 1 o. 6) 

( 1 o. 7 ) 

Caso o valor de ai 1 ge r ado pela Eq . ( 1 O. 3 ) , se 

O 1 5 <a . < 1 1 z . é dado por 
1 1 

A+Bt+Ct 2 
2 i = 1+Dt+Et2 +Ft 3 - t (10.8) 
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onde 

1 1/2 
t = [ ln ( 1_a . ) 2 ] 

~ 

(10.9) 

As constantes A até F na Eq . (10.8) têm os mesmos valores da­

dos em (10.7). 

o módulo de deformação longitudinal inicial e 

as resistências à compressão e a tração do concreto, corres-

pendentes ao ponto de integração i , sao dados, então, por 

E i = E ( 1 + z. CV) 1/3 
Co Co ~ 

fi = f ( 1 + z. CV) (10.10) 
c c ~ 

fi 
ct = f ct 

( 1 + z. CV) 
~ 

sendo CV o coeficiente de variação das resistências e 

fc' fct valores médios. 

E ' Co 

Na Fig. 10.11, sao mostradas oito curvas carga 

x flecha, determinadas através desta formulação, para um coe­

ficiente de variação de 30%. Como nas comparações anteriores, 

pode-se constatar que a variação dos três parâmetros (módulo 

de deformação longitudinal inicial, resistências à compressão 

e a tração) não produz grande alteração no comportamento glo­

bal da viga de concreto armado . 

10. 5 - Os fatores que influenciam o comportamento ao longo do 

tempo das peças de concreto armado 

A mesma viga, estudada nos ítens anteriores , 

foi analisada sob uma carga de longa duração total P de 100 

kN. Neste item, é avaliada a influência da umidade relativa 

do ar, da temperatura ambiente , da consistência do concreto e 

do tipo de cimento sobre o desenvolvimento das flechas ao lon 

go do tempo . 
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Corno valores básicos da análise, tornou- se uma 

umidade relativa do ar de 70%, urna tempe ratura ambiente de 20 
0 c, um concreto com consistência média (abatimento de acordo 

com o MB-256 de 5 a 9 em) e um cimento com endurecimento nor­

mal . Considerou- se que a carga foi aplicada 28 dias a pos a 

concretagern e os efeitos da fluência e da retração foram leva 

dos em conta a partir desta data. 

Na Fig . 10 .1 2 , apresenta- se a curva básica da 

evolução da flecha no tempo , junto com as curvas corresponde~ 

tes a umidades re l ativas do ar de 40 e 90%. Pode- se constatar 

que a umidade do ar é um fator importante para um estudo des­

ta natureza. 

A Fig . 10 .1 3 mostra o desenvolvimento da fle­

cha com o decorrer do tempo para temperaturas ambientes de 5, 

20 e 35 °C. A variação dos resultados é mínima . Isto advém da 

forma de consideração da temperatura no modelo descrito no ca 

pítulo 6 . A temperatura, no referido modelo, produz uma "cor­

reção" dos períodos de tempo. Assim , uma maior temperatura a­

carreta um "aumento" nas idades do concre to e , consequenteme~ 

te, um crescimento da sua rigidez. Por outro lado , um concre­

to com mais idade tem um incremento posterior de de formações 

por fluência inferi or ao de um concreto mais jovem. No caso 

particular deste exemplo , os dois efeitos se compensaram. 

A Fig. 10.14 apresenta as curvas com a e volu­

çao da flecha para concretos com diferentes consistências. Há 

uma considerável variação dos resultados como função do maior 
ou menor abatimento do concreto. 

Na Fig. 10.15, mostram-se os resultados r e f e ­

r entes à influência do tipo de cimento. As mesmas considera­

çõe s feitas sobre o efeito da temperatura podem ser aqui rep~ 

tidas, para justificar a pequena dispersão nos valores encon­
trados . 
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11 - ANÁLISE BIDIMENSIONAL: ESTUDO DO CISALHAMENTO EM VIGAS 

DE CONCRETO ARMADO 

11.1- Introdução 

Neste cap ítulo, compar am-se os resu l tados obt! 

dos atravãs do progr ama computacional com valores determina­

dos e xperimentalmente para vigas de conc reto a r mado . Estes r~ 

s u ltados experimentais foram apresentados por Leonhardt c Wa! 

ther , em [ 74] , e refere m-se a um e studo sobre o comportamen­

to ao cisalhamento de peças de concreto armado . 

são analisadas duas séries de vigas . Na prime! 

ra , vari a - se a armadur a para resistir ao esforço cortante , e~ 

quanto , na s egunda, a vari ável é a largura da alma d as vigas . 

Buscando um c r itér io uniforme para calibragem 

do modelo nos diferentes ensaios , a resistência cilíndrica a 

compressão , f , a resis t ência à tração , f , c o módulo de de 
c ct 

formação longitudina l inicial, E , do concreto sao determina 
C o 

dos a partir da resistência cúbica à compre ssão do concreto , 

fcub ' obtida experimentalmente na data de cada ensaio , at r a­

vãs do seguinte conjunto de expressões 



E 
Co 

172 

= o 25 f 
213 

' cub 

= 1, 25 X 950 0 f 
113 

c 

(11.1) 

(11 . 2) 

( 11 . 3 ) 

onde os va lores sao dados e m MPa . As duas primeiras exprc s­

s oes sao recomendadas por Leonhardt e Monnig, em [ 73] · A Eq. 

(11.3) é proposta pelo Código Modelo do CEB [ 41]. 

Para todos os ensaios, cons iderar am- se os efe i 

tos da fluência e d a retração do concreto a partir do sétimo 

dia após a concretagem das vigas. Adotou- se, conforme medi ­

ções no local , uma umidade r elativa do ar de 60% e uma t empe­

ratura de 18 °C. o peso próprio das vigas foi considerado como 

carga de curta duração , uma vez que os ensaios eram montados 

na data da execução (aproximadamente , 28 dias da concretagem). 

Os valores comparados, a seguir, são valores líquidos, isto 

e, estão descontadas as parcelas correspondente s aos efeitos 

dependen tes do tempo e do peso próprio. 

11.2- A influência da armadura de cisalhamento 

O d e talhamento do primeiro conjunto de vigas a 

nal isado , tendo como variável a a rmadur a de cisalhamento , e 

mostrado na Fig . 11. 1 . Foram ensaiadas duas séries de quatr o 

vigas , uma com duas cargas concentr adas e outra com uma c a rga 

uniformemente distribuída . Mantendo a notação do trabalho or! 

ginal , as vigas com cargas concentradas (Einzellastbalken) 

são chamadas de E1, E3 , E5 e E6, enquanto as com carga unifo~ 

memente distribuída (~le ichlastba lken) são refer e nciadas por 

G1 , G3, G5 e G6 . 

As quatro vigas têm , basicamente , a mesma arma 

dura longitudinal , composta , inferiormente , por duas barras 

de 20 mm d e diâmetro (f = 434 NPa ) e três de 16 mm de diãme ­
y 

tro (fy = 433 MPa), e , superiormente, por duas barras de 10 

mm de diâmetro (f = 4 30 MP a ) . Todas estas barras são de aço y 
da classe B. 
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Nas vigas E1 e G1, as três barras de 16 mm de 

diâmetro sao dobradas para absorver as tensões de tração dev! 

das ao esforço cortante. As vigas E3 e G3 possuem estribos 

de 8 mm de diâmetro , inclinados a 4 5 ° , espaçados de 12,5 em , 

enquanto que as vigas ES e GS apresentam e stribos verticais 

de 8 mm de diâmetro, com espaçamento de 9 em . Nestas vigas , 

os estribos são de aço da classe A (f = 273 MPa ) junto ao a -
y 
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vigas f f fct E cub c C o 

E1 , E3 , E6 34, 8 29 , 5 2,66 37000 

E5,G1 38,0 32 , 2 2 , 83 38000 

G3,G5 , G6 33,2 281 1 2 , 58 36000 

Tab. 11 .1 - Propriedades do concreto (valores em MPa) 

poio esquerdo e da classe B (f ; 465 MPa) junto ao apoio di­
y 

reito. Finalmente , as vigas E6 e G6 não t êm qualquer armadura 

para absorver as trações oriundas do cisalhamento . 

A Tab . 11. 1 dá os valores médios da resistên­

cia cúbica a compressão do concreto , obtidos experimentalmen­

te na data dos ensaios das vigas , e os correspondentes valo­

res da resistência cilíndrica à compressão , da resistência à 

tração e do módulo de deformação longitudinal inicial do con­

creto , calculados pelas expressões referenciadas anteriormen­
te. 

Para o estudo computacional , adotou- se a malha 

de elementos fini t os apresentada na Fig . 11 . 2 , de vinte e qu~ 

tro elementos quadrangulares quadráticos de oito nos para es­

tado plano de tensão . Para as vigas E1, G1, E6 e G6, usaram­

- se , apenas, doze elementos, por estas apresentarem simetria . 

Nas Figs . 11 .3 até 11.10, é feita a comparação 
da evolução das flechas experimentais e determinadas através 

do mode l o computacional , para cada uma das oito vigas ensaia­
das . 

11 . 3 - A influência da largura da alma 

No outro conjunto , foram ensaiadas duas séries 

de quatro vigas, com a mesma armadura , mas diferentes largu-
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l arguras de a lma 

r as de alma . As vigas f cujo detalhamento a parece na Fig . 

11 . 11 f são referenciadas por ET1 f ET2 f ET3 e ET4 , n a série 

submetida a dua s cargas concentradas , e por GT 1 f GT2 , GT3 e 

GT4 , na série submetida à carga uniformemente distribuída. 

Todas as v i gas apresent am a mesma armadura lon 

gi tudinal . Esta consiste f inferiormente, de quatro barras de 
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vigas f c ub f fct E 
c C o 

ET 28,5 24,2 2,33 34000 

GT 251 1 21 1 3 2 1 14 33000 

Tab . 11 . 2 - Propriedades do concreto (valores em MPa) 

20 mm d e diâmetro (f = 428 MPa) e , superiormente, de duas 
y 

barras de 8 mm de diâmetro (f = 4 65 MP a ) . Todas as barras 
y 

são de aço da classe B. 

As v igas da série ET têm estribos verticais de 

6 mm de diâmetro (f = 320 MPa, aço classe A) , uniformemente y 
espaçados. Nas vigas da série GT , os estribos verticais, tam-

bém de 6 mm de diâmetro, têm espaçamento variável junto ao a­

poio direito e uniforme junto ao apoio esquerdo . 

Na Tab . 11.2, são mostrados os valores médios 

da resistência cúbica à compressão do concreto , determinados 

experimentalmente na data dos ensaios das vigas , e os valores 

correspondentes da r esistência cilíndrica à compressão, da r~ 

sistência à tração e do módulo de deformação longitudinal in~ 

cial do concreto , calculados usando as expressões a presenta­

das no item 11.1. 

Para a análise computacional, utilizou-se a m~ 

lha de elementos f inito s de quarenta elementos quadr angul ares 

quadráticos de oito nós para estado plano de tensão, conforme 

a Fig . 11.12. Para as vigas da série ET, empregou- se uma ma­

lha com vinte elementos, por estas apresentarem simetria. 

Nas Figs. 11 . 1 3 até 11 . 20, mostra- se a evolu­

çao das flechas ao longo do carregamento para o conjunto das 

oito vigas , segundo os resultados dos ensaios e os obtidos a­

t ravês do modelo computacional . 
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Nas Figs. 11 . 21 até 11.24 , c omparam-se as ten­

soes nos estribos , valores obtidos a través do modelo e exper! 

mentais , pa ra cada uma das vigas ET. Os valores analisados 

são as t ensões médias , na a ltura da alma, de quatro estribos 

posicionados entre 38 e 71 em a partir do apoio . A Fig . 11 . 25 

apresenta , em conjunto , as curvas carga x tensão nos estri­

bos, determinadas pelo es tudo computacional , para as quatro 

vigas ET. 

As Figs. 11 .26 até 11 . 30 apresentam a análise 

da evo lução das tensões nos estribos em função do carregamen­

to , para a s vigas GT. Neste c aso , comparam- se a s tensões me­

dias , na a ltura da alma , de quatro estribos pos icionados en­

tre 20,5 e 61 , 5 em a partir do apoi o (estribos c om espaçamen­

to variável ) . 

As Figs . 11 . 31 e 11. 32 comparam r esultados do 

modelo e experimentais sobre a abertura de fissuras , na regi­

ão compreendida entre o apoio e a carga conce ntrada, nas vi­

gas ET . Na Fig. 11 . 31, os valores correspondcm a aberturas de 

fissuras na altura da armadura tracionada, e nq uanto na Fig . 

11 . 32, analisam-se valore s a meia-altura na alma das vigas. 
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12 - ANÁLISE BIDIMENSIONAL: ESTUDO DE VIGAS DE CONCRETO ARMA­

DO COM ABERTURA NA ALMA 

12.1 -Introdução 

o propósito deste capítulo é ilustrar a utili­

zaçao do modelo computacional, no estudo de vigas de concreto 

armado com abertura na alma. Com este fim, comparam-se os re­

sultados obtidos através do modelo, com os da análise experi­

mental realizada por Takahashi, em [109]. 

12.2 - As características das vigas 

Em [109], foram executadas três vigas, r eferen 

ciadas por B1, B2, B3. O detalhamento destas vigas aparece na 

Fig. 12.1. As vigas B2 e B3 apresentam uma abertura circular, 

na alma, com diâmetro de quarenta por cento da altura da vi­

ga, e diferem entre si, unicamente, pela armadura transversal 

junto à abertura. A viga B1 possui a mesma armadura de B2, en 

tretanto não possui qualquer abertura. 

As vigas foram projetadas de f orma ta l q ue as 

fissuras de cisalhamento ocorressem junto ao furo, leva ndo as 

peças à ruptura. No trecho junto à abertura, foram colocados 

estribos de 6,3 mm de diâmetro (f = 583 MPa, a ço classe A), 
y 

espaçados de 12,5 em. Nos trechos laterais , utilizaram-se es-

tribos de 6,3 mm de diâmetro, a cada 10 em. 



197 

u. 73 p o. 27 p r-· ___ __ 85 _ _ . _L 100 -- --+ 85 .1 

fl f tl' I t t 11 !-l-l--1 \ lllllllllllll 
~ V1G/\ 111 j ~ 

1
0 ~----------- ---- 18'. - - - - -+---- 95 - ----1 

----- -- 790 - ------

i 

-CD . 

i 

~ VIr./\ 1\2 I ~ 

I 

. íT\ 
. i -. 

'--V 
-

I 

:Jb VIr./\ R3 ~. ~ 
' 

-;JI III;Jdur,1 dC' suspensao . 4+ 17 . 7 

11 0 76 - - • 
l i 

, . • ,I I i ho c, : -f>6 , 3 

Fig . 1 2.1 - Detalhame nto das vigas B1 , B2 e B3 



198 

vigas f fck fct E 
c c ,, 

81 35,3 33 , 1 3,09 39000 

B2 32,6 28, 1 2 , 78 38000 

83 33 , 5 29 , 9 2 , 89 38500 

Tab. 12.1 - Propriedades do concreto (valores em MPa) 

Dois estribos de 12,7 mm de diâmetro (f = 472 
y 

MPa, aço classe A) f oram colocados de cada lado da abertura 

da viga B3 , como armadura de suspensão . 

A armadura longitudinal das vigas era composta 

por quatro barras de 22 mrn de diâmetro (f = 428 MPa, aço elas 
y 

se A) , nas mesas superior e inferior das peças . 

A resistência cilíndrica à compressão do con­

c r eto , medida nas datas dos ensaios , apresentaram os valores 

médios e característicos mostrados na Tab. 12 . 1. A resistên­

cia à tração e o módulo de deformação longitudinal inicial do 

concreto, que também aparecem nesta tabela, foram calculados 

através das seguintes expressões, recome ndados pelo Código Mo 
de lo do CEB [ 41 ) 

f = o 30 f 213 
ct ' ck (12 . 1) 

E = 1,25 X 9500 f 1/ 3 
C o c (12 . 2) 

onde os valores são dados em MPa. 

As v i gas B1 , n2 e B3 foram ensaiadas , respect! 

vamente , a 181 , 183 e 175 dias apos a concretagem . Para a aná 

lise computacional, consideraram- se as deformações por fluên­

cia e retração do concreto a partir do sétimo dia , tomando-se 
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uma temperatura média de 20 °C e uma umida d e relativa do ar de 

70 ~ . 

Para a análise por e l e me ntos f initos , empre­

gou-se a malha apresentada na Fig. 12.2. Esta malha é compos­

t a d e cinquenta e cinco elementos quadrangula res quadráticos, 

para estado plano de tensão. 

12.3- Análise dos resultados 

As vigas foram dimensionadas de forma que a 

ruptura ocorresse por cisalhamento, dentro do segmento cen­

tral de um metro. No ensaio , a viga B1 , sem abertura na alma , 

rompeu para uma carga total de 560 kN. A viga B2, em v irtude 

da presença da abertura, atingiu a ruptura em uma carga de 

300 kN , bem inferior a da viga B1 . A e xistê ncia de uma armad u 

ra de suspensão junto ao furo, aume ntou a c a pacidade resiste~ 

te d a viga B3, cuja carga última , de t e r mina da no ensai o , foi 

de 390 kN. 

As Figs. 12.3 e 12 . 4 a prese nta m a e volução dos 

deslocamentos verticais, nas seçoes de aplicação das cargas , 

conforme a variação do carregamento , para as três vigas, se­

gundo a análise por elementos finitos . 

Nas Figs. 12.5 até 12.7, sao mostrados os es­

forços máximos suportados pelos estribos, dentro do segmento 

c e ntra l da viga , conforme o modelo computacional. Estes esfor 

ços foram calculados como o produto da tensão máxima no e stri 

bo pela área da sua seção transversal (dois ramos). Corno f oi 

descrito anteriormente , todos os e s t ribos d a s vigas 8 1 e 82 

têm 6,3 ~n de diâmetro , enquanto a viga B3 tem , ainda , estri­

bos d e 12 , 7 rnm de diâmetro, junto à abertura . 

As Figs . 12.8 até 12.10 comparam valores, obt! 

dos experimentalmente e através do modelo, das tensões nos es 

tribos posicionados junto à abertura, para as três vigas . As 

tensões, ne ste caso , foram determinadas a meia- altura nas vi­

gas. 
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13 - ANÁLISE BIDIMENSIONAL: ESTUDO DE VIGAS CONTÍNUAS DE CON­

CRETO ARMADO 

13.1 - Introdução 

No presente capitulo, a na lisa - se o comportame~ 

to de vigas contínuas de concreto armado, compa r ando- se resu! 

tados teóricos e experimentais . Com este ob jetivo, empregam­

-se os val ores obtidos por Leonhardt e Wa lthe r, em [ 74], re­

sultantes do ensaio em laboratório de cinco vigas c o n t ínuas 

de concret o armado . 

13.2 - As características das vigas 

As cinco vigas continuas ensa i adas, e m [ 74 J, 
cujo deta l hamento aparece na Fig. 13.1, s a o re f e r e nc i a das , 

conforme o trabalho original , por HH1, HH2, HH3 , HH4 e HH5 . 

Todas as vigas apresentam dois vaos e têm s i me tria de geome­

tria e carregamento em relação ao apoio cent ra l. A s eçao 

transversal das vigas é retangular , possuindo as me smas dimen 

soes para as cinco vigas . Já o comprimento dos vãos é variá­

vel , sendo crescente de HH1 para HHS . 

A viga HH1 possui doi s vaos c o m 1,11 m de com­

primento. Sua armadura longitudinal consiste , t anto inferior, 

corno superiormente, d e duas barras de 14 mm de diâ metr o (f = 
y 

417 MPa , aço classe B) . A armadur a tra nsve r sa l é c omposta por 
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vigas f cub f fct E 
c C o 

HH1 35,2 29,8 2,69 37000 

HH2 35,6 30 , 2 2 , 71 37000 

HH3 37 , 1 3 1 , 4 2 , 78 37 500 

HH4 33 , 6 28 , 5 2, 60 36000 

HHS 36,3 30,8 2,74 37000 

Tab . 13 . 1 - Propriedades do concreto (valores em MPa) 

estribos de 8 mm de diâmetro (f = 37 1 MPa , aço classe A), es 
y 

paçados de 20 em . 

A viga HH2 , que apresenta dois vaos com 1 , 57 m 

de comprimento , é armada de forma semelhante a viga HH1. A ar 

madura longitudinal é uni f orme ao longo de toda a viga , con­

sistindo de uma camada na parte inferior e outra na superior, 

de três barras de 14 mm de diâmetro . A armadura transversal e 

de estribos de 8 mm de diâmetro, espaçados de 20 em . 

As vigas HH3, HH4 e HH5 possuem, respectivame~ 

te , vaos de 2 , 11; 2, 57 e 3,00 metros . As suas armaduras long~ 

tudinais são d i sposta s e m duas camadas de barras d e 14 mm de 

diâmetro , t anto inferior , como superiormente , e não sao uni­

formes ao l o ngo de todo o comprimento. Já a armadura transver 

sal é cons t ante , cons istindo de estr ibos de 8 mm de diâmetro, 
espaçados de 20 em . 

A Tab . 13 . 1 mostra os valores médios da resi s ­

tência cúbica à compressão do concreto, determinados experi­

mentalmente na data dos ensaios , e os valore s correspondentes 

da resistência cilíndrica à compressão , da resistência à tra-
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çao e do módulo de deformação longitudinal inicial do concre­

to, obtidos a través d as expr essões apresentadas no capítulo 

1 1 • 

Consideraram-se, para todos os ensaios, os e ­

feitos da fluência e da retração do concreto a partir do sét! 

mo dia após a concretagem das peças. Adotou-se uma umidade r e 

lativa do ar d e 60 % e urna temperatura de 18 ° C. 

Para o e studo computacional, utilizou- se a ma­

lha de elementos finitos , apresentada na Fig . 13.2, de quare~ 

ta elementos finitos quadrangulares quadr áticos para estado 

plano de tensão. Esta malha discretiza apenas metade das vi­

gas , urna vez que o problema apresenta simetria . 

13.3- Análise dos resultados 

As Figs. 13.3 até 13.7 comparam a e volução dos 

deslocamentos verticais, na posição de aplicação da carga, se 
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gundo o ensaio e o modelo computaciona l, p a ra as cinco vigas 

continuas. 

Na Fig. 13.8 , analisa -se o cre scimento d a ten­

sao na armadura inferior , na seção de aplicação da carga , e m 

funç ã o do carregamento. Comparam-se o s va lores expe rimentais , 

nos do i s vãos, com o valor obtido através da análise por ele ­

me ntos finitos , para cada urna das vigas . 

A Fig. 13. 9 compara r esultados do ensaio e do 

modelo , para a tensão na armadura superior sobre o apoio. 

As Figs. 13 .1 0 e 13.11 mostram o dese nvolvimen 

to da t e nsão na armadura inferior , sobre o a poio , e na armad~ 

ra superior, sob a carga , para a viga HH1 . Pelos resultados~ 

presentados, tanto pelo ensaio , corno pelo modelo , obse rva-se 

que as tensões , inicialmente, de compressão, passam a s e r de 

tração com o i ncremento da carga. 

Nas Figs. 13.12 e 13.13 , apresenta-se a evolu­

çao da tensão na armadura i nferior , sobre o apoio , e na arma­

dura superior, sob a carga , conforme o modelo computacional, 

para o conjunto das cinco vigas. Pode-se constatar, que a in­

versao de sinal destas tensões ocorre a penas para as v i gas 

com maior r elação altura/vão . 

o 
X 

Na Fig . 13 .14, comparam- s e a s tensões 

concreto, sobre o apoio, determinadas através do ensaio e 

mode lo d e elementos finitos, para cada urna das cinco viga s . 

As Figs. 13.15 e 13.16 anali s am a e volução 

no 

do 

do 

momento fletor , no apoio central , em função da carga , confo r­

me o modelo computacional. O valor d e ste momento fletor é a f e 

tado pela n ão-linearidade dos mat eria is , especialmente pela 

fissuração do concreto. Nestas figuras , comparam-se as prev i ­

sões do modelo com os valores calculados, considerando- se as 

vigas de concreto armado constituídas por um material homogê­

neo de comportamento linear . 
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14 - ANÂLISE BIDIMENSIONAL: ESTUDO DO COMPORTAMENTO AO LONGO 

DO TEMPO DE VIGAS DE CONCRETO ARMADO 

14.1 -Introdução 

Neste capitulo, comparam-se os resultados com­

putacionais e experimentais, apresentados em [ 56], para uma 

série de oito vigas de concreto armado, submetidas a um carre 

gamento uniformemente distribuído de curta e longa duração . 

14 . 2 - As características das vigas 

Os ensaios de [ 56 ] foram real izados sobre oi­

to vigas idênticas, chamadas de V1, V2, . .. , V8 , simplesmente 

apoiadas, com um vão de 3,72 m. O detalhamento destas vigas a 

parece n a Fig. 14.1 . 

A armadura longitudinal é composta , inferior­

me nte, por duas barras de 8 mm d e diâmetro de aço CA-50A e, 

superiormente , por duas barras de 3 , 4 mm de diâmetro de aço 

CA- 60B. Adicionalmente, foram colocadas, nas faces das vigas, 

mais duas barras de 3,4 mm de diâmetro . A armadura transver­

sal consiste de estribos de 3,4 mm de diâmetro, espaçados de 

10 em. 

As vigas foram concretadas e e nsaiada s duas a 

duas. Na data do e nsaio, cada viga foi submetida a um carreg~ 
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idade f f E 
vigas c ct c o 

{dias ) (MPa ) (Mpa ) (MPa) 

V1 - V2 62 31 ' 3 2,5 35000 

V3 - V4 28 17,8 2 , 0 28000 

VS - V6 28 18,2 2 , 2 28500 

V7 - V8 1 6 1 9 ' 5 2 , 2 26500 

Tab. 14.1 - Propriedade s do concr eto 

mente uniformemente distribuído de 2,36 kN/m , além do peso 

próprio , sendo esta carga mantida consta nte por mais setenta 

dias . 

A Tab. 14 .1 apresenta , além do tempo decorrido 

entre a data da concretage m e a do ensaio , os valores médios 

da r esistência cil í ndrica à compre ssao c a resistênc ia à tra­

ção do concreto medidos no dia do ens a i o . Esta tabe la cont6m , 

ainda, o módulo de d eformação longitudinal inicial do c oncre­

to, calculado através da expressão recomendada pelo Código Mo 

delo do CEB [ 41 ] 

E = 1 , 25 X 9500 f 1 / 3 
Co c (1 4 . 1) 

Na p r eparação do concreto das vigas, ut ilizou­

- se o cimento pozolãnico POZ- 320 e o diâmetro máximo dos agr~ 

gados foi de 19 mm . Conforme a Eq . (6 . 20 ), e ncontrou- se para a 

espessura fi c tícia das vigas o valor de 150 mm. Estabeleceu­

- se , segundo a Eq. (5 . 55 ) , que o espaçamento médio das fissu­

ras , na configuração e stabilizada , era igual a 55 mm . 

Os valores médios da umidade relativa do ar e 

da temperatura for am tomados , para todos os ensaios , como scn 
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do, respectivamente, 75% e 20°C. Os efeitos da retração e da 

fluê ncia foram considerados a partir do sêtimo dia após a con 

cretagem. 

A análise computacional foi realizada com o e~ 

prego da malha de elementos finitos, apresentada na Fig. 14 .2, 

que e composta por vinte elementos quadrangulares quadráticos 

para estado plano de tensão . Esta malha representa, apenas, a 

metade das vigas, por estas apresentarem simetria . 

14.3 - Análise dos resultados 

Nas Figs . 1 4. 3 até 14. 6 , comparam-se as f le­

chas das vigas , segundo o ensaio e o modelo computacional, p~ 

ra o carregamento instantâneo. 

As Figs. 1 4. 7 e 1 4. 8 confrontam os resultados 

experimentais e computacionais, para as deformações na armad~ 

ra tracionada e na borda comprimida, na seção central das vi­

gas V7 e V8 . Estes valores cor respondem, também, ao carrega­

mento instantâneo . 

Nas Figs. 14.9 até 14.12, apresenta-se o dese~ 

volvimento das flechas das vigas , no período de setenta dias 

que seguiu a data do ensaio. São comparados valores determin~ 

dos nos ensaios e através do modelo de elementos finitos. 

As Figs . 14 . 13 e 14 . 14 mostram a evolução das 

deformações na armadura e na borda comprimida, na seção cen­

tral das vigas V7 e V8 , nos setenta dias que sucederam a a­

plicação da carga. 

Na Fig. 1 4. 1 5, comparam-se as deformações na 

seção central das vigas V7 e V8, no instante de aplicação da 

carga e setenta dias após , segundo as medições do ensaio e os 

resultados da análise computacional. Nesta figura, os resulta 

dos experimentais correspondem à média dos valores obtidos 

para as vigas V7 e V8 . 
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15 - ANÂLISE TRIDIMENSIONAL : ESTUDO DE UMA LAJE DE CONCRETO 

ARMADO SUBMETIDA A UMA CARGA CONCENTRADA 

15.1 - Introdução 

Este capítulo apresenta um estudo de uma laje 

de concreto armado submetida a uma carga concentrada e m seu 

centro. A laje analisada foi ensaiada por Fusco , conforme es­

ta descrito em [52 ] . Os resultados experimentais s ao , aqui , 

comparados com os valores determinados atrav~s do modelo de e 

lementos finitos. 

15.2 - As características da laje 

Conforme a Fig. 15. 1 , a laje, referenciada no 

trabalho original por L1, tinha dimensões de 1, 30 x 1,30 m, 

com uma espessura de 10 em . No e nsaio, os cantos chanfrados 

foram utilizados para facilitar a fabricação do pórtico de 

reaçao e par a simplificar as operações de instalação da laje 

nesse pórtico de reação. Para a aná l ise teórica , a laje foi 

considerada perfe itamente quadrada e apoiada ao longo de toda 

a borda . 

A armadura da laje era constituída, nas duas 

direções , por barras de 10 mm de diâmetro (CA-SOB, f = 540 
y 

MPa), espaçadas de 10 em. A armadura em uma das direções, re-
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ferenciada por armadura externa, apresentava uma distância de 

2 em entre o seu eixo e a superfície tracionada da laje. Na 

outra direção , a armadura, dita interna , tinha , entre o seu 

eixo e a supe rfície tracionada da laje , uma distância de 3cm. 

A carga foi aplicada numa área central da laj e 

de 20 x 20 em . 

A res i stência cilíndrica à compressao do con­

creto, determinada na data do ensaio, foi de 28,7 MPa . Usando 

as relações apresentadas no capítulo 12 , tomou-se para a re­

sistência à tração e para o módulo de deformação l ongitud inal 

inicial do concreto, os valore s de 2,30 MPa e 36.500 MPa , res 

pectivamente . 

Na Fig. 15.2 , apresenta- se a malha de elemen­

tos finitos adotada para o estudo computacional. Esta malha é 

composta por 100 elementos tridimensionais lineares para est~ 

do triplo de tensão e discretiza ape nas a quarta parte da la­

je . O peso próprio da peça foi desprezado na análise. 

15.3- Análise dos resultados 

Nas Figs. 15.3 e 1 5 . 4 , comparam- se os va lores, 

determinados pelo ensaio e pelo modelo computacional, para as 

tensões nas armaduras externa e interna, no centro da laje, 

segundo as duas direções. Em cada figura, aparecem duas cur­

vas experimentais, que correspondem a barras posicionadas si­

metricamente em relação ao eixo da laje. 
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16 - CONCLUSOES 

o objetivo deste trabalho foi desenvolver um 

modelo matemático para simular o comportamento de peças de 

concreto armado , possibilitando uma maior compreensão do seu 

funcionamento . 

o programa computacional obtido alcançou uma 

e xcele nte aproximação frente a todos resultados exper imentais 

anali sados , considerando-se a variabilidade inerente ao com­

portamento de peças de concreto a rmado . A concordância , entre 

os valores teóricos e experimentais confrontados , é uma gara~ 

tia da validade do modelo para o estudo de uma a mpla faixa de 

situações nas estruturas correntes de concreto armado . Abre­

- se, portanto, a perspectiva de realização para uma infinida­

de de estudos nesta áre a. 

Naturalmente, as potencialidades do modelo, em 

seu estado atual , são limitadas pelas próprias hipóteses adm~ 

tidas, dentro das diversas teorias envolvidas , na sua constru 

çâo. Por exemplo , na escolha do mode lo constitutivo do concre 

to, foi dada preferência para um modelo, que, e mbora com val~ 

dade limitada para carregame ntos monótonos , apresentav a ótima 

afinidade com os valores experimentais . Assim , a presente ana 

lise computacional não per mite um e studo de d e scarga . 
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Nas análi s es efet uadas , ficou e v ide nciada a i~ 

portánci a da consideração do funciona mento do concre to entre 

as fissuras . Qualquer modelo , que não l eve e m cont a t a l situa 

çao , nao poderá, por e xemplo, preve r realis tica mente a s ten­

soes nas armaduras . 

A determinação das de f orma ções por fl uê ncia e 

por r etração do concreto é , també m, importa nte neste tipo de 

análise . Os r esultados obtidos , apesar de e star em baseado s e m 

um mode lo bastante simples, f oram muito bons , e m e spec i al , no 

que se r e fere ao comportamento global das peças d e concreto 

armado . 

Outro aspecto, que deve s e r ressa l t ado , é a n~ 

cess i dade da utilização das relações de for mações-des l ocamen­

tos completas para os e l e me ntos de armadura . Os e rros , caso 

isto não fosse feito, podem ser consideráveis em de termi nadas 

si t uações. 

Sem dúvida , o modelo obtido pode ser em muitos 

pontos aperfeiçoado , estende ndo-se a s ua validade e a sua pr~ 

cisão . Entretanto, a conclusão fundamental , que deve ser e x­

tra ída deste trabalho , é a certeza da poss i bili d ade d a simu l a 

ção c omputacional do f uncionamento real d a s e struturas de con 

ereto armado . 

Este f a to , além d e possibi li t ar e s tudo s para 

um apr oveitame nto otimizado dos materiai s , p e rmi t i r á , com o 

advento de computador e s de ma ior performa nce , uma anál ise pr~ 

cisa de estruturas inteiras de c oncreto a r mado . 



ANEXO A - FUNDAMENTOS SOBRE O CRITÉRIO DE RUPTURA PARA O CON­

CRETO 

A. 1 -Generalidades 

Um critério de ruptura de um material isotróp~ 

co deve ser uma função do estado de tensão , independente da 

escolha do sistema de coordenadas em que a tensão está defini 

da. Um modo de representar tal função é através do uso das 

tensões principais, ou seja , 

(A . 1 ) 

Uma forma mai s conveniente de expressar o cri­

tério de ruptura é utilizando os invariantes de tensão. As­

sim, por exemplo, tem-se 

(A. 2) 

onde I 1 é o primeiro invariante do tensor de tensão o . . e J 7 , 
lJ 

J 3 são o segundo e o tercei ro i nvariantes do tensor de tensão 

anti- esféricos .. . Estes três invariantes permitem uma inter­
lJ 

pretação simples , independente das propriedades do material. 

Neste anexo , serão apresentados os elementos 

básicos para a formulação de um critério de ruptura para o 
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concreto , conforme estudo de Chen [ 3 4 ] . 

A.2- Os invarian tes de tensão 

Por definição , as tensõ es tangenciais em um 

ponto sao nulas sobre um plano principal . Es te plano e defini 

do pela direção p rincipal n. de uma tensão p r incipal ~ . As­
l. 

sim, a direção do v etor de tensões , T ., neste ponto , deve ser 
1 

a mesma da norma l n. , ou seja , T. = o n
1 
. . Desta forma , t e m-se 

1 1 

para cada direção 

(a . . - a 6 .. ) n. = O 
l.J 1] J 

(A . 3) 

onde o tensor de t e n são , a .. , está relacionado com o vetor 
l.J 

T. pela fórmula de Cauchy , T . = o .. n. , e õ . . = ô J.
1
. e o delta 

l. l. l.J J l.J 
de Kronecker, cujo valor é 1, se i=j e O, se i~j . A Eq . 

(A .3) é um sistema de três equações lineares homogéneas para 

(nl ,n 2 , n 3 ) . Este sistema tem solução , se e somente se o deter 

minante dos coeficientes e nulo . 

lo .. - a ó .. l = o 
l.J l.J 

(A. 4) 

ou 

a - a T r 
X xy xz 

T o - a T = o yx y y z 
(A . 5 ) 

1 T o - a zx zy z 

A Eq . (A. 5 ) pode ser e scrita na forma 

a3 - I1 o 2 + I2 a - ! 3 = o (A . 6 ) 

onde 

I 1 = a + a + o = a . . 
X y z l.1 

(A . 7) 

I :> = (a x a + y o a y + a z z a 
X 

) T 2 
xy 

T 2 
yz 

T 2 
zx = 

(l\ .8) 
1 

I1 1 = 2 - 2 a .. a .. 
lJ l ] 
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ox 1 xy 
T xz 

I 3 = T o Tyz = yx y 

Tzx Tzy oz 

(l\ . 9) 

Usando as tensões principais , têm- se 

(A . 1 O) 

(A . 11 ) 

( A .1 2 ) 

As q uantidades ! 1 , ! 2 , ! 3 nao de pendem do sis­

tema de coor denadas e são chamad as de invariantes do tens or 

d e tensão o ... 
1] 

Pode- se e xp r es s ar o t ensor de tensão o .. como 
1] 

a soma de uma ten s ã o hidrostát ica (esférica ) 

do estado hidrostático s . . . Assim , 
1 ] 

o m 
e um desvio 

onde 

o = m 

o . . 
1] = S . 

1j 
+ o m 

ó . . 
1] 

(A .1 3 ) 

1 ( o o z) 
1 1 

! 1 3 + o + = 3 o .. = 3 X y 11 
(A. 1 4 ) 

A t e nsão hidr ostática o representa a tensão m 
média ou a tensão h idrostática pura. O tensor de t ensão anti-

- esférico s . . r e presenta um estado de cisalhamento puro. 
1 ) 

Os i nvariantes do tensor anti-esférico s . . sao 
1) 

obtidos de forma análoga a ant erior . Desta maneira , tem- se 

js .. - s ô .. j =O 
1) 1) 

(l\ . 15) 

ou 
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5 3 
- J 1 S 2 

- J2 s - J 3 = O 

s . . 
ll 

1 
J 2 = S .• S .. = 

2 lJ Jl 

= o 

= -
6

1 
( ( o - o ) 2 + (o - o ) 2 + (o - o ) 2 

) + 
X y y Z Z X 

J 3 = T yx 

.L 
xy 

s y 

1 xz 

T yz 

(A . 16) 

(A . 17) 

(A . 18) 

(A. 1 9 ) 

çoes 

eixos 

Da expre ssao (A.1 3 ), conclui-se que as d i r e ­

principais de o . . e s. . sao as mesmas . Assim , q uando os 
lJ lJ 

coordenados coincidem com as direções principais , têm-

se 

(A. 20) 

J 2 = ~ (si + s~ + s)) = 
(A . 21) 

(A . 22) 

Às vezes, é conveniente expressar as tensõe s 

em relação ao plano octaédrico . Este plano f o rma ângulos i­

guais com cada urna das direções principais de tensão . A t e n-

são normal , neste plano, chamada tensão normal 

o t' é igual à tensão normal média o . oc m 

octaédr i c a , 

(A .23) 
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d 

Fig . ~ .1 -Decompos i ção das t e nsões no espaço 

das tensões principais 

A tensão transversal, ne s t e p l ano , chamada t e n 

sao tangencial octaédrica , 1 t é dada por o c 

(A . 24 ) 

A direção da t ensão transve rsal octaédrica e 

definida pelo ângulo 8 , dado por 

(A.25) 

A representação geométrica mais simples do e s­

tado de tensão é obtida usando-se as três t e nsões principais 

v 1 , o 2 , o 3 como coordenadas d e um ponto no e spaço de t r ês d i ­

me nsoes . Na Fig . A.1 , o vetor {OP} representa um estado de 

tensão . 

Pode- se definir, n e ste espaço , o e ixo hidros tá 

tico como a diagonal d, que dista i gualmente dos três eixos 

(o 1 =o 2 =o 3 ). O vetor unitário , que direciona esta diagonal , é 

dado por 

{e } = 1 

/ 3 
1 

1 

(A . 26) 

Todos os pontos sobre esta d i agonal r epresen­

tam estados d e t ens ão hidrostáticos , isto é , as tensões a nti-
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p 

Fig . A.2 - Projeção no plano desvi ador dos 

eixos c o ordenados 01 , 0 ?. e 0 3 

- esféricas sao n ulas . Os p l anos perpendiculares à di agona l d 

são chamados planos desviadores. O p lano desviador que passa 

pe l a origem do s i stema de c oordenadas é c hamado plano n e e 

e xpresso por 

(A . 27) 

Os pon tos do plano n r epresentam e stados de ci 

salhamento puro com nenhuma componente h i drostática . 

Como o estado de tensão pode ser r epresentado 

pe lo v e tor {OP} , é possivel decompor es t e vetor e m duas comp~ 

nent es , uma na dire ção do eixo hidrostático , { ON} , e outra 

perpe ndicu lar ao eixo hidrostático , {NP} . 

loNI = [, = 

ou 

o comprimento de {ON} é 

{OP} t . {e } 

1 

13 

= 
r 

{cr l cr2 cr3} 
1 

1 
-
/3 

= 13 0 
oct 

1 

l 1 = 
1 

/3 

A componente {NP} e determinada por 

I1 ( A . 2 8) 

( A . 29 ) 



250 

o m 
51 

{NP} = {OP} - {ON} = a 
m = 5 2 (A.30) 

o m 5 3 

O quadrado do comprimento de {NP} e 

r ':': O (A. 3 1 ) 

ou 
(A. 32) 

Desta forma, o estado de tensão, dado pelo po~ 

to P( o 1 , o 2 , o 3 ), pode também ser caracterizado pelas coordena­

das s ,r, 8 , conforme a Fig. A.1 e a Fig . A.2. 

A. 3- Os invariantes de deformação 

De modo semelhante, pode- se obter os invarian­

tes de deformação. Assim, 

I l = e + € + E = El.ol.O X y Z 
(A.33) 

I2 = (E E 
X y + E E + y z E z Ex) - E2 

xy 
E2 

yz 
E2 
xz = 

(A . 3 4) 
1 I ].2 1 = 2 - E o o E o o 

2 l.J l.J 

E E E 
X xy xz 

I~ = E yx E E = y yz 

(A. 35) 
E zx E zy E z 

ou, em termos das deformações principais 

(A.36) 

(A. 37) 
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(A . 38) 

A deformação anti- esféric a e .. e obtida por 
l) 

e . . 
l) 

(A . 3 9) 

onde c =I{ . Os invariantes do tensor de de f orma ç ão ant i - e s ­
v 

férico são 

J 1 =e + e + e =e .. = O 
X y Z ll 

(A . 40 ) 

(A . 41 ) 

ex c xy € xz 

J3 1 
= 3 

e . . ejk eki = c e E: lJ yx y yz 
(A .42) 

c: z x c: zy ez 

ou , em termos das defor mações principais 

(A . 4 3 ) 

J2 
1 

( e i e~ e :d = 2 + + = 
(l\ . 4 4) 

1 [( E: l - €2 ) 2 (€2- C3 ) 2 ( t: 3- C tl 2 J = 6 + + 

J~ 
1 (el e~ e ~ ) (A . 45 ) = 3 + + = e 1 e 2 e 3 

De forma análoga , def ine-se as deformações oc-
taédricas corno 

c: 1 1 I i = c: = 3 (A . 4 6 ) oct 3 v 
e 

2 
Yoct = 

8 
J ~ (A . 47 ) 3 
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A.4- Características da superfície de ruptura do concreto 

Neste item, serão resoo1idas as características 

da superfície de ruptura do concreto, determinadas experimen­

talmente. A forma de urna superfície de ruptura , em um espaço 

de tensões tridimensional, pode ser melhor descrita através 

de suas seçoes transvers~is nos planos desviadores e de seus 

meridianos nos planos meridianos. 

As seções transversais da superfície de ruptu­

ra sao as curvas de intersecção entre a superfície de ruptura 

e um plano desviador , que é perpendicular ao eixo hidrostá­

tico, com ~ constante. Os meridianos da superfície de ruptura 

são as curvas de intersecção entre a superfície de ruptura e 

um plano (o plano meridiano), que contém o e ixo hidrostáti co, 

com e constante. 

Se o material for isotrópico, os índices 1, 2, 

3 associados aos eixos coordenados são arbitrários . Isto re­

sulta na tríplice simetria, que apresenta a superfície de ruE 

tura, conforme aparece na Fig. A.2. 

Assim , torna-se necessário apenas o estudo do 

setor 0=0 ° a 60°, ficando os demais setores conhecidos por si 

metria. A curva de ruptura no plano desviador apresenta, se 

gundo evidências experimentais , as seguintes característica s : 

- a curva de ruptura e suave; 

- a curva de ruptura e convexa, ao menos para tensõe s de com­

pressao; 

- a curva de ruptura tem aspecto do tipo apresentado na Fig . 
A.2; 

- a curva de ruptura é aproximadamente triangular para ten­

soes de tração e baixas tensões de compressão (corresponde~ 

do a valores de ~ pequenos, próximos ao plano n ), f ica ndo 

mais circular a medida que as tensões de compressão aumen­

tam (crescimento dos valores de ~ ). 

Os meridianos determinados por valores de e i­

guais a 0 °, 30° e 60° são chamados, respectivamente , d e meri­

diano de tração, de cisalhamento e de compre ssão. 
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Fig . A.3 -Meridianos de compressao e de tração 

Conforme aparece n a Fig . A. 3 , as c urvas de ruE 

tura nos planos mer idianos apresentam as seguint es caracterís 

ticas: 

- as cur v as de r uptura d epende m da componente hidros t ática da 

tensão , I 1 ou f, ; 

- as curvas de ruptura sao suaves e convexas ; 

- rt/rc < 1, onde os í ndices t e c correspondem aos meridi a ­
nos de t ra ção e compressao, respectivamente ; 

o valor da r elação rt/r c aumenta com o aumento da pressao 

hidrostática ; 

- um carregamento hidrostático nao pode causar a ruptura . 



ANEXO B - EXPRESSOES ANALÍTICAS P~R~ A DETERMINAÇÃO DOS VALO­

RES DAS FUNÇOES E PARÂMETROS DE FLU~NCIA E RETR~ÇÃO 

CONFORME O CEB 

O Cédigo Modelo do CEB/1978, [ 41], apresenta , 

graficamente , as leis de variação de funções e parâmetros , p~ 

ra o cálculo das deformações de fluência e de retração no con 

ereto ao longo do tempo . Estes gráficos são adotados pela NBR 

-7197, [ 4 ] , que fornece expressões analíticas para suas de­

terminações (capítulo 6 deste trabalho). 

O CEB, em [ 43 ], t ambém , dá expressoes para o 

mode lo gráfico. Estas expressões estão apresentadas a seguir . 

B. ( t o ) 
]. 

[ t o 
1
1/2 ,4 S 

t o+47 

Bc (28) 1/3 
= [ B (t )J c o 

[
t o+47]1/7 , 35 

:; 0 , 875 
t o 

(B. 1) 

(B . 2 ) 

0 , 8 [1 - B (t o)] c 
t o I = 0 , 8 [1 - ( ) 1 2 ,45] (8.3 ) 

t o+4 7 

t - t o 1/4 2 
= [t- t o+ 328] ' (B. 4) 
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( 8 . 5 ) 

I 1 ( 6 95 h 1 '. 25) ] e [ 5,02 hfie+ n ' fle ( B . 6 ) 

) [o, o o 1 4 4 h f . -1 , 1 /h f . e - ln ( 1 , O O 5 h 0 ~ 2 9 54
) ] 

K 2 (h . = e 1 e 1 f 1e 
f1e (B. 7) 

= 4, 45 - 0,035 u 

h0 , 1667 
[ 4 4 •10- s . h . _ 0,357 _ ln( fie ) ] 

= e 1 f lC h f. 2 1 6 

s (t) s 

K3 (hfie) = 11 1 8 hf • 1e 

1e 

+ 1 6 

K~+ (hfic) = e 
[ -0,00257 hf. le 

+ 
0 , 32 

+ ln(0,22 
~ 1e 

S = (0,0 00 7 75 UJ - o, 1 56 5 u2 + 11 , 0325 u -s1 

- 303 ,25 ) · 10- 5 

0,32 
h0 , 251 

[0,00174 hf. - ln ( fie ) ] 
E = e 1e hfie - 1 , 9 5 2 

- Observação : Em todas as equaçoes deste ane xo 

hfie - em em 

t e t 0 - e m dias 

U - em % 

( B . 8) 

(B . 9 ) 

(B. 10 ) 

(B . 11) 

h0 ~4)] 
f 1e 

(B . 1 2) 

(B. 1 3) 

(B. 1 4) 



ANEXO C - UTILIZAÇÃO DO PROGRAMA COMPUTACIONAL NA VERSÃO E!-1 

FORTRAN IV PARA O SISTEMA BURROUGHS A10 

C. 1- Introdução 

Na versao em FORTRAN IV para o sistema Bur­

roughs A10, o p r ograma comput aci onal, resultant e deste traba­

lho, fo i i mplementado dentro do sistema ESFINGE (estudo físi ­

co, ~sótropo ou ~ão e ~eométrico de ~struturas), desenvolvido 

no Curso de Pós-Graduação em Engenhari a Civil da Universidade 

Federal do Rio Grande do Sul . 

Neste sistema, a e ntrada de dados do programa 

computacional é feita através de uma linguagem orientada , co­

mo é descrita em [58). Apre sentam-se, neste anexo , os coman­

dos para o uso desta linguage m, para o caso específico das es 

truturas de concreto a rmado . 

C. 2 - A linguagem orientada 

Os dados do proble ma sao introduzidos através 

de uma s éri e de comandos. O primeiro comando a ser colocado é 
o comando TITULO e o último é o comando FIM. 

O conjunto de dados do problema e dividido em 

quatro grupos , que s ão iniciados pelos seguintes comandos : 
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DADOS DA MALHA 

DADOS ESTRUTURAIS 

DADOS DE CARGA 

DADOS DE ANALI SE 

No conjunto aber to pelo comando DADOS DA MA­

LHA, e definida a malha de elementos finitos com a especific~ 

ção das coorde nadas nodais , da conetividade e do tipo de e le­

mentos . As coordenadas nodais são fornecidas , individualmente 

ou aproveitando simetrias e semelhanças , com o emprego dos se 

guinte s comandos : 

COORDENADAS 

COORDENADAS MULTIPLAS 

SIMETRIA NODAL 

SEMELHANCA NODAL 

De forma análoga, emprega- se, para espe cificar 

a conetividade dos elementos , os comandos: 

CONETIVIDADE 

CONETIVIDADE MULTIPLA 

SEMELliANCA DE CONETIV IDADE 

O comando TIPO DE ELEMENTOS csLabelece os ti 

pos de e l ementos uti l izados . Para o concreto estão disponi­

veis os elementos EPQL (~stado Ela no de tensão g uadrangular 

linear) , EPQQ (~stado Elano de tensão guadrangular g uadráti­

co ), EPTL (~stado Elano de tensão ~riangular linear ), EPTQ 

(~stado Elano de tensão ~riangular guadrático) e TRIL (tridi-

mensional linear ). As barras de armadura, especificadas unica 

mente pelos nós de extremidade , são identificadas pelo tipo 

ACO . 

O conjunto DADOS ESTRUTURAIS e ngloba os co-

mandos: 
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PROPRIEDADES 

PROPRIEDADES DO CONCRETO 

CONSTANTES DO CONCRETO 

CONSTANTES PLASTICAS 

RESTRICOES NODAIS 

No comando PROPRIEDADES são especificados a 

espessura dos elementos de concreto (no caso bidimensional) e 

o módulo de deformação do aço, o número e o diãmetro das bar­

ras dos elementos de armadura. 

No comando PROPRIEDADES DO CONCRETO sao for­

necidos o tipo de cimento, a c onsistência do concreto, a es­

pessura fictícia da peça, a data para considerar o início da 

retração, o espaçamento das fissuras na configuração estabil! 

zada, a temperatura e a umidade relativa do ar médias do am­

biente. 

O comando CONSTANTES DO CONCRETO indica , pa­

ra cada carregamento, a data, o número de etapas de análise e 

as constantes do concreto correspondentes. 

O comando CONSTANTES PLASTICAS estabelece o 

diagrama tensão-deformação a ser empregado para o aço. 

isto são utilizados os comandos: 

CURVA 

ENDURECIMENTO 

LIMITES DE ESCOAMENTO 

O comando CURVA estabe l ece se a curva 

Para 

ten-
são-deformação para o a ço é elasto-plástica perfeita , ou com­

posta por duas ou até dez retas . No comando ENDURECIMENTO, es 

pecificam-se os valores do endurecimento do material, para os 

casos em que a curva é composta por mai s de duas retas . No co 

mando LIMITES DE ESCOAMENTO, são dadas as tensões correspon­

dentes aos pontos de mudança de inclinação na relação tensão­
deformação . 



259 

No comando RESTRICOES NODAIS sao especifica­

d ns as condições de contorno do problema. 

No conjunto iniciado p e l o c omando D~DOS DE CAR 

GA sao de finido s o s c a rregamentos. Empregam- se os c oma ndos : 

CARREGAMENTO 

CARGAS NODAIS 

O comando CARREGA.MENTO identifica o c a r r ega­

mento. No comando CARGAS NODAIS são especificadas a s cargas 

aplicadas nos nos da estrutura . 

Nos DADOS DE ANALISE s a o e mpregados os se­

guintes comandos: 

ANALI SE 

IMPRIMIR 

ORDEM DE NOS 

O comando ANALISE especifica o tipo d e a ná li 

se e o método de s olução (incremental ou iterativa) . O coman­

do IMPRIMIR permite a impressão dos resultados de e l e me ntos 

escolhidos. Com o comando ORDEM DE NOS pode-se reorde n a r i n 

ternamente os nós, a fim de obter uma me nor largura de ba nda . 

C. 3- A utilização dos comandos 

Os dados para execução do programa sao introdu 

zidos e m registros físicos de oi t e nta caracteres . Em ger a l, 

cada comando da linguagem o r ient ada ocupa um r e gistro . Caso 

se deseje c o l ocar mai s de um comando por reg istro, os dive r­

sos comandos são separados por um ponto e vírgula . Se um de ­

terminado coma ndo exceder a capacidade de um registro, utili­

za-se o símbolo $ , para indicar que o comando continua no r e 

gistro seguinte. 

Pode -se inclu i r comentário s para faci l itar a 

compre e nsao do con junto de d ados . Com este fim , e mprega- se o 

símbolo % s eguido do c omentário. Tudo o que seguir o simbo-
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lo %, até o fim do cartão, será tornado corno comentário . 

Nos diagramas de s intaxe dos c omandos, que se­

rao a presentados a seguir, as letras maiúscula s e palavras e~ 

crita s em maiúsculas são constantes da l inguagem e deve m ser 

uti lizadas sem qualque r modificação. Um traço vertical I e 

usado para indicar o f im do diagrama de s intaxe. 

Em certos comandos existem ítens que podem ser 

repetidos um número limitado d e v e zes . Assim , para indicar 

que um item pode s e r usado no máximo sei s vezes, e mprega- se 

~--------~r:0L--------~ l palavra 

ou 

l (f) __ 
palavra 

Se nao houver numero limite , o caminho pode ser percorrido in 

definidarnente. 

Os nos , os e l ementos e os carregamentos sao i­

dentifi cados através de nomes numé r icos (números inteiros ) de 

no máximo quatro dí gitos . Um grupo de nós , e l e mento s ou carr e 

garnentos é especificado sob a forma de lista . Urna lista e um 

conjunto de nomes separados por um ou mais brancos, corno, por 
exemp l o 

2 3 4 7 8 15 16 17 

Se a lista incluir numeras consecutivos, pode­

-se empre gar, alternativamente , a palavra ATE . Assim, a lis­
ta acima f ica 

1 ATE 4 7 8 15 ATE 17 

É possíve l , também , utilizar na especificação 

de lista s as palavras TODOS e MENOS . Cons i der ando- se , que 

para a lista ac ima , o total de itens seja numerado de 1 a 17 , 
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ela oode ser escrita como 

TODOS MENOS 5 6 9 ATE 14 

C. 4- A sintaxe dos comandos 

Neste item , apresentam-se os diagramas d e s in­

t a x e dos comandos disponíveis . Em ce rtos comandos, a alterna­

tiva mais comum está assinalada com um asterisco (~~ ) . O pro­

grama adotará esta alternativa, no caso do usuário não espec! 

ficar a opçao a ser executada . Os comandos assinalados por d~ 

plo asterisco (**) não prec isam ser dados . Neste caso, o pro­

grama assumi rá valores padrões . 

TITULO ---------- "título" 

FIM ~-------------------~ 

DADOS DA MALHA ----------~ 

COORDENADAS ----------------!~ 

< nome do no > ---------+~~ (X) r 1 ( Y) r 2 ( Z) r 3 1---------~ 

COORDENADAS t-1ULTIPLAS ---- -------- -)j 

<lista de nós > ~INICIO ---~>1 (X) r1 ( Y) r 2 (Z) r 3 ~-~ 

SHlETRIA NODAL ----------->1 

<. l ista de nos > --~coM --~< 1 1· sta d<•. nos >- - · · I <es p . s1metr1a ..-- ·1 
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<esp . de simet r ia> = 

RETA ---+<esp . de pon to>---~<esp. de pon to>-----------~ 

-+PLANO ~<esp. de ponto>-><esp . de ponto>-><esp . de ponto>-; 

1------+XY 

1-----+YZ ---~ 

L------>-XZ _ __ __,.. 

<esp . de ponto> ~NO <nome do no> j 

LPONTO -1 (X) r1 (Y) r 2 (Z) r 3 j-J 

SEMELHANCA NODAL -----------~ 

<lista de nos > ~coM-----~ (X) r1 (Y) r ? (Z) r3 ~-1 ---~ 

CONETIVIDL\DE - - -----------

< nome do elemento >------~< lista de nos>-------~ 

CONETIVIDADE MULTIPLA --------------->1 

<lista de elementos~NOS -+<lista de n6s~PASSO -~il --1 

SEMELHANCA DE CONETIVIDADE --------------~ 

<lista de elementos > ~MAI S -~>-i -~>-IGUAL -1'-<lista de elementos> r 
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TIPO DE ELEHENTO - - - ---------ti 

<lista de elementos>·- - ------><tj po>--- ----)j 

DADOS ESTRUTURAIS - -------- --

PROPRIEDADES - ----- -------

<lista de elemento s>--.--~ESPESSURA r1 ~ 

L>-E q NUMERO r 2 DIA~IETRO q 

PROPRIEDADES DO CONCRETO ------ --- - ---7! 

EHDURECU!ENTO t:LENTO 3 
NORNAV~ 

RJ\PIDO 

,~1<DIAHETRO MAXIHO AGREGADOS >- r ----

~•*ESPACAI1ENTO FISSURAS >- r - --- ---

1o'<INIClO RETRACAO >-r ---------

:'o'<TEHPERATURA - - --->-r -----------71 

~I 
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**UMIDADE r ---------------+j 

;d,ESPESSURA FlCTlCIA r --------->! 

,',*COEFI CI ENTE DE VARIACAO ----~r 

CONSTANTES DO CONCRETO ----- ---- -----+1 

<lista de carregamentos>-----~~1 DATA r1 ETAPAS r 2 ~-----------. 

E r 3 POISSON r 4 FC rs FT r 6 ~1----~~ 

CONSTANTES PLASTICAS - -------- - - -----;1 

CURVA EPl'' PERFEITO 
,, 

r DUAS RETAS 

TRES 

QUAT RO 

CINC o 

SEIS 

SETE 

· OITO 

NOVE 

DEZ 

<lista de elementos>~ ENDURECIMENTO ~ r1 r 2 r 3 r t, r s r 6 r 7 r e r 9-+j 
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LI~HTES DE ESCOAMENTO ----- ------------->1 

<lista de e l ementos>--+ VALORES --+ r1 rz q r 4 rs rs r·, r a t'9 r1o--+! 

RESTRICOES NODAIS -------- ----------4 

<lista de nos >>----.----+: TOTAL 1 
'----+ INCOGNITAS --+ <nome de i.ncogni tas .----J 

DADOS DE CARGA ----------------- ----> 

CARREG.t\NENTO ------ <nome>------- --------+ 

CARGAS NODAIS --------------- ------+ 

<l ista de nós >·------+FORCA I X r 1 Y r z Z r 3 ~--------~ 

DADOS DE ANALISE --- ------------------?1 

ORDEM --~--->- DE NOS -----,r:-----+<J< 1 is ta de nos >----------,J 

ANAL I SE --~ NL r-r CONCRETO ~ lNCREf'lENTAL -r 
~DE j ~ ITERATIVA _______j 

IMPRIMIR - -------K·li s ta de e l emen tos>---- ----------.J 
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Os valores padrões , assumidos pelo programa em 

caso de omissão do comando específico, são de 30 mm para o 

d iâmetro máxi mo dos agregados , 100 mm para o espaçamento me­

dio das fissuras, 7 dias para o início de consideração da re­

t r ação, 20 °C para a temperatura , 70 % para a umidade relativa 

do ar, 100 mm para a espessura fictícia e 0% para o coeficien 

te de variação das propr iedades mecânicas do concreto . 

Os dados intr oduzidos através dos comandos de­

ve m estar nas seguintes unidades : comprimentos em mi límetros , 

f orças em newtons, tempo em d ias , temperatura em graus cél­

sius , a umidade relativa do ar e o coeficiente de variação em 

porcentagem. 

C. S - Exemplo de utilização dos comandos 

Para exemplifica r a aplicação dos comandos da 

l i nguagem orientada, transcreve- se , a seguir , o arquivo refe­

rente aos dados da viga HHS , analisada no capítulo 13 : 

TITULO 11 VIGA HH5 11 

DADOS DA l-1ALHA 

COORDENADAS MULTIPLAS 

I ATE 9 INICIO O O FIM O 320 

10 ATE 14 INICIO 150 O FIM 150 320 

SEMELHANCA NODAL 

1 ATE 9 COM X 300 IGUAL 15 ATE 23 

10 ATE 14 COM X 450 IGUAL 24 ATE 28 

1 ATE 9 COM X 600 IGUAL 29 ATE 37 

10 ATE 14 CON X 750 IGUAL 38 ATE 42 

1 ATE 9 COM X 900 IGUAL 43 ATE 51 

10 ATE 14 COH X 1050 IGUAL 52 ATE 56 

1 ATE 9 COt-1 X 1200 I GUAL 57 ATE 65 

10 ATE 14 CON X 1350 IGUAL 66 ATE 70 
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1 ATE 9 CON X 1500 IGUAL 71 ATE 79 

10 ATE 14 COM X 1650 IGUAL 80 ATE 84 

1 ATE 9 COM X 1800 IGUAL 85 ATE 93 

10 ATE 14 COH X 1950 IGUAL 94 ATE 98 

1 ATE 9 CON X 2100 IGUAL 99 ATE 107 

10 ATE JL, COH X 2250 IGUAL 108 ATE 11 2 

I ATE 9 COM X 2400 IGUAL 113 ATE 121 

10 ATE 14 COM X 2550 IGUAL 122 ATE 126 

I ATE 9 COM X 2700 IGUAL 127 ATE 135 

1 O ATI~ 14 CON X 2850 I GUAL 136 ATE 140 

I ATE 9 COM x 3000 I GUAL 14 1 ATE 149 

COORDENADAS 

150 o 33 ; 151 3000 33 

152 o 33 ; 15 3 25 12 33 

154 o 67 ; 155 2762 67 

156 o 67; 157 25 12 67 

158 1772 253; 159 3000 253 

160 1622 253 ; 161 3000 253 

162 1772 287 ;163 3000 287 

164 o 287 ; 165 3000 287 

COORDENADAS ~lliLTIPLAS 

166 ATE 180 INICIO 100 22 FI~ 2900 22 

181 ATE 195 I NICIO 100 298 FIM 2900 298 

CONETIVIDADE MULTIPLA 

1 ATE 10 NOS 1 15 17 3 10 16 11 2 PASSO 14 

1 I ATE 20 NOS 3 17 19 5 11 18 12 4 PASSO 14 

21 ATE 30 NOS 5 19 21 7 12 20 13 6 PASSO 14 

31 ATE 40 NOS 7 21 23 9 13 22 14 8 PASSO 14 



41 ATE 48 NOS 150 151 PASSO 2 

49 ATE 63 NOS 166 181 PASSO 1 

TIPO DE ELEMENTO 

1 ATE 40 EPQQ ; 41 ATE 63 ACO 

DADOS ESTRUTURAIS 

PROPRIEDADES 

1 ATE 40 ESPESSURA 250 

268 

41 43 46 48 E 210000 NUMERO 2 DIAMETRO 14.18 

42 44 45 L,] E 210000 NUHERO DIAHETRO 14. 18 

49 ATE 63 E 210000 NUMERO 2 DIAMETRO 8. 14 

PROPRIEDADES DO CONCRETO 

ENDURECIMENTO NORHAL 

CONSISTENCIA MEDIA 

DIAMETRO MAXIHO AGREGADOS 30 

ESPACANENTO FISSURAS 100 

INICIO RETRACAO 7 

TE~IPERATURA 18 

UNIDADE 60 

ESPESSURA FICTICIA 187.13 

COEFICIENTE DE VARIACAO O 

CONSTANTES DO CONCRETO 

DATA 28 ETAPAS 1 E 37000 POISSON 0. 2 FC 30 . 8 FT 2. 74 

2 DATA 28 ETAPAS 13 E 37000 POISSON 0. 2 FC 30 . 8 FT 2. 74 

CONSTANTES PLASTICAS 

CURVA EP PERFEITO 

LIMITES DE ESCOAMENTO 

49 ATE 63 VALORES 37 1 

CURVA SETE RETAS 
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41 ATE 48 ENDURECIMENTO 133852 77890 54922 42652 3L1861 2936 7 

LIMITES DE ESCOA~ffiNTO 

4 1 ATE 48 VALORES 292 3 13 334 355 375 396 4 17 

RESTRICOES NODAIS 

1 INCOGNITAS V; 141 TOTAL; 142 ATE 149 INCOGNITAS U 

DADOS DE CARGA 

CARREGJ\i>1ENTO 1 

CARGAS NODAIS 

2 4 6 8 10 14 24 28 38 42 52 56 66 70 80 84 94 98 $ 

108 11 2 122 126 136 140 142 144 146 148 FORCA Y -50 

I 1 I 2 13 25 26 2.7 39 40 4 I 53 54 55 6 7 68 69 8 1 82 83 95 96 97 $ 

109 110 111 123 124 125 137 138 139 FORCA Y -1 00 

16 18 20 22 30 32 34 36 44 46 48 50 58 60 62 64 72 74 76 78 86 88 $ 

90 92 100 102 1 OL1 106 114 11 6 118 120 128 130 132 134 FORCA Y - 100 

9 14 1 149 FORCA Y 12. 5 

3 5 7 15 23 29 37 43 5 1 57 65 71 85 93 99 107 113 121 127 $ 

135 143 145 147 FORCA Y 25 ; 79 FORCA Y - 2225 

17 19 2 1 31 33 35 45 47 '•9 59 61 63 73 75 77 87 89 91 10 1 103 $ 

105 115 117 I 19 129 131 133 FORCA Y 50 

CARREGANENTO 2 

CARGAS NODAIS 

79 FORCA Y - 22 1975 

DADOS DE ANALlSE 

IMPRIMR TODOS 

ANALISE NL DE CONCRETO ITERATIVA 

PH! 



ANEXO D - UTILIZAÇÃO DO PROGRAMA COMPUTACIONZ\L NA VERSÃO EM 

FORTRAN 77 PARA HICRO- COMPUTADORES COMPA'fÍVEIS COM 

O IBM-PC 

0.1 - Introdução 

Desenvolveu- se , também , uma versao do programa 

para emprego em micro- computadores compatíve i s com o IBM-PC. 

Nesta versão, existem programas específicos para os diferen­

tes elementos de concreto armado adotados: EPQL (~stado Elano 

de tensão guadrangular !inear), EPQQ (~stado _elano de tensão 

guadrangular guadrático ), EPTL (~stado _e l ano de t ensão trian­

gular linear ) , EPTQ (~stado _elano de tensão !riangular guadr~ 

tico) e TRIL (tridimensional linear). 

A entrada de dados para os diferentes progra­

mas é feita através de linguagem orientada, de forma análoga 

à versão de scri ta anteriormente . Com o auxílio de um editor 

de texto, escreve- se um arquivo de dados , contendo as caracte 

rísticas da peça a ser analisada . O programa , ao ser executa­

do , solici ta ao usuá r io o nome do arquivo onde deve buscar os 
dados. 

0 .2 - Os comandos da linguagem orientada 

O uso desta linguagem orientada é em tudo seme 

lhante ao da versão anteri or. Os comandos são incluídos em re 
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gistros de oitenta caracteres . Pode-se colocar mais de um co­

mando por registro , separando os diversos comandos por um po!!_ 

to e vírgula . Para incluir comentários dentro do conjunto de 

dados , emprega-se o s ímbolo % seguido do comentário . Tudo o 

que vier apõs o símbolo %, atã o final do registro , serã to­

mado como comentário. Na formação de listas , pode- se empregar 

as palavras ATE , TODOS , MENOS de forma idêntica ao que foi 

desc rito no anexo precedente . 

A seguir , re laciona- se os diagramas de sintaxe 

dos comandos da linguagem orientada disponíveis pa ra esta veE 

sao do programa . Em alguns comandos , a alternativa mai s comum 

está assina lada com um aster isco (*) . O programa adotará esta 

alternativa , no caso do usuário não especi fi car a opçao a s er 

executada . Os comandos assinalados por um duplo asterisco ( ~c·: ) 

nao precisam ser dados . Neste caso , o programa assumirá valo­

r es padrões . 

TITULO------ - - - - " tí tulo "·- ---------.··1 

FIN ----- ------------- ---------------

DADOS DA MALHA----------------~ 

COORDENADAS ----------------------~ 

<nome do nó > -------~ (X) r 1 (Y) r 2 (Z) r 3 

COORDENADAS MULTIPLAS ----- --- ------- -

<1 ista de nós > - --r INICIO ---1 (X) r1 (Y) r 2 (Z) r 3 r-1----·l 

L-----+)FIM --- 1 (X) r 1 (Y) r 2 (Z) r 3 t-- - - - - -1 
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CONETIVIDADE ------ -----li 

<nome do elemento> ----->-<l ista de nós > --- - ---71 

CONETIVIDADE ~1ULTIPLA - --------- --11 

<lista de elementos> ---+NOS ---+<lista de nós~PASSO ~i1~ 

DADOS ESTRUTURAIS ----- --------11 

PROPRIEDADES ------------i~ 

<lista de elementos~ESPESSURA r1 

LE r1 NUMERO r 2 DIAl'IETRO r 3---'~ 
PROPRIEDADES DO CONCRETO -------------}! 

ENDURECH!ENTO -----,-----+LENTO-------,-----~~ 

1----->-NORNAV't ~:f 
._--~RAPIDO ----+l--

CONSISTENCIA ----..------+:SECA 

1----~MEDIA* __j 
L----~-m·HDA _j 

**DIANETRO MAXIMO AGREGADOS ------+r------~ 

'~*ESPACAl'IENTO FISSURAS ------rr 
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idciNICIO RETRACAO r ------------>l 

>'o~TEt-'lPERATURA - r ------------~ 

M;mtiDADE r ------------- ----. 

*''ESPES SURA FICTICIA r --- · 

iotCOEFIC IENTE DE VARIACAO -·---

CONSTANTES DO CONCRETO ------- ----- ----t! 

<lista de carregamentos>-----~ DATA r 1 ETAPAS r :? 1---------, 

E r 3 POISSON t4 FC rs FT tG~I-----~·1 

CONSTANTES PLASTICAS --- --- - - - - - -----1 

CURVA )- EP* PERFEITO 

DUAS RETL\S 

TRES 

QUAT RO 

-r CINC o 

SEIS 

~ SETE 

OITO 

NOVE 

\ DEZ 
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RESTRICOES NODAIS ~I 

<lista de nós>--r TOTAL :=J 
L INCOGNITAS ----+ <nome de incógnitas . 

DADOS DE CARGA --------- - ----- ·---1 

CARREGAMENTO ·-----+ <nome>-------·------->~ 

CARGAS NODAIS -------------------ti 

<lista de nos>--~FORCA I X r 1 Y r 2 Z r 3 ~----------------~ 

DADOS DE ANALISE -

ANALISE ---r--,. INCRENENTAL 

L_ ITERATIVA-------' 

Os valores padrões , assumidos pelo programa em 

caso de omissão do comando específico, e as unidades utiliza­

das nos dados são os mesmos referenciados no anexo C. No co­

mando COEFICIENTE DE VARIACAO , o valor r 2 (O <r 2 <1) serve pa­

ra iniciar a geração da sequência de números a l eatórios. Este 

valor sera tomado igual a zero , caso nenhum valor seja forne ­
cido. 
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Os comandos d e vem s e r introduzidos em um único 

registro . A exceçao e o comando ESCOAMENTO/ENDURECIMENTO , que 

e m caso de necessidade , pode ser dividido e m d uas l i nha s . Nes 

t e caso , a s egunda linha deve começa r pela palavra ENDURECI­

MENTO . 

0 . 3 - Exe mplo de utilização dos comandos 

Par a exemplificar a utilização dos comandos, ~ 

prcsenta-se , ne ste item , o arquivo criado para a análise , com 

o elemento EPQQ , da v i ga ET4 do capítulo 1 1 . Este a r quivo , r~ 

fere nciado por "VIGAET4 . DAT", compreende os seguintes coman­

dos : 

TITULO "VIGA ET4" 

DADOS DA i'1ALHA 

COORDENADAS MULTIPLAS 

10 15 24 29 38 43 52 57 66 71 INICIO O O FIM 1500 0 

2 16 30 44 58 72 INICIO O 50 FUI 1500 50 

3 11 17 25 31 39 45 53 59 67 73 INICIO O 100 FIM 1500 100 

4 18 32 46 60 74 I NICIO O 143.75 FIM 1500 143 .75 

5 12 19 26 33 40 47 54 61 68 75 INICIO O 187. 5 FIM 1500 187 . 5 

6 20 34 48 62 76 INICIO O 231 . 25 FIM 1500 23 1. 25 

7 13 21 27 35 41 49 55 63 69 77 INICIO O 275 FIM 1500 275 

8 22 36 50 64 78 INICIO O 312 . 5 FIM 1500 31 2. 5 

9 14 23 28 37 42 51 56 65 70 79 INICIO O 350 FIM 1500 350 

83 ATE 92 INICIO 60 17 FIM 1050 17 

96 ATE 105 IN ICIO 60 332 FIM 1050 332 

COORDENADAS 

80 o 30; 81 o 70; 82 o 325 ; 93 1500 30 

94 1500 70 ; 95 1500 325 
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CONETIVIDADE MULTIPLA 

1 ATE 5 NOS 1 15 17 3 10 16 11 2 PASSO 14 

6 ATE tO NOS 3 17 19 5 11 18 12 4 PASSO 14 

11 ATE 15 NOS 5 19 21 7 12 20 13 6 PASSO 14 

16 ATE 20 NOS 7 21 23 9 13 22 14 8 PASSO 14 

21 ATE 33 NOS 80 93 PASSO 1 

DADOS ESTRUTURAIS 

PROPRIEDADES 

1 ATE 5 ESPESSURA 100 

6 ATE 15 ESPESSURA 50 

16 ATE 20 ESPESSURA 300 

21 22 E 210000 NUMERO 2 DIAMETRO 19.74 

23 E 210000 NUMERO 1 DIAMETRO 8.8 

24 ATE 33 E 210000 NUMERO 2 DIAMETRO 6 

PROPRIEDADES DO CONCRETO 

ENDURECIMENTO NORMAL 

CONSISTENCIA MEDIA 

DIMIETRO HAXIMO AGREGADOS 30 

ESPACAHENTO FISSURAS 58 

INICIO RETRACAO O 

TEMPERATURA 18 

UNIDADE 60 

ESPESSURA FICTICIA 78.57 

COEFICIENTE DE VARIACAO O 

CONSTANTES DO CONCRETO 

DATA 28 ETAPAS E 34000 POISSON 0.2 FC 24.20 FT 2. 33 

2 DATA 28 ETAPAS 8 E 34000 POISSON 0.2 FC 24 . 20 FT 2. 33 



CONST&~TES PLASTICAS 

CURVA EP PERFEITO 

24 ATE 33 ESCOAMENTO 320 

CURVA SETE RETAS 

27 7 

21 ATE 23 ESCOAMENTO 301 323 344 366 387 409 430 

ENDURECIMENTO 136076 79926 56549 43770 35691 30133 

RESTRICOES NODAIS 

1 INCOGNITAS V; 7 1 ATE 79 lNCOGNITAS U 

DADOS DE CARGA 

CARREGAMENTO 1 

CARGAS NODAIS 

17 31 45 59 FORCA Y 17. 96875 

19 33 47 61 FORCA Y 10. 9375 

21 35 49 63 FORCA Y 33.59375 

15 29 43 57 FORCA Y 12. 5 

3 73 FORCA Y 8 . 984375 

5 75 FORCA Y 5. 4687 5 

7 77 FORCA Y 16. 796875 

23 37 51 65 FORCA Y 28 .1 25 

1 71 FORCA Y 6. 25 

9 79 FORCA Y 14. 0625 

8 14 28 42 56 70 78 FORCA Y -56.25 

4 6 74 76 FORCA Y -10 . 9375 

2 10 24 38 52 66 72 FORCA Y - 25 

22 36 50 64 FORCA Y - 11 2. 5 

13 37 41 55 69 FORCA Y -67 . 1875 

12 18 20 26 32 34 40 46 48 54 60 62 68 FORCA Y -21 .875 



11 25 39 53 67 FORCA Y - 35 . 9375 

16 30 44 58 FORCA Y -50 

CARREGAMENTO 2 

CARGAS NODAIS 

56 FORCA Y -150000 

DADOS DE ANALISE 

ANALISE ITERATIVA 

Fnt 

278 
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