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RESUMO

A andlise e=st&tica de cascas de concreteo armado
submetidas a cargas de curta duragdoc é realizada numericamente
pelo método de elementos finiltes. E adotado um modele laminar,
no gual a espessura ¢ dividida em diversas camadas € as
armaduras s8o consideradas come camadas exitras. O elementc
utilizado & o iscoparaméirico quadréatico para cascas baseado em
uma tecria gue inclui a deformagdc por corte. A ni&c-linearidade
fisica é introduzida através das equagles constitutivas para os
materiais componentes & a ndo-linearidade geométrica atlraveées de
uma parcela da deformagdco de membrana, baseada em uma itecria de
pequenas deformagdes e rotagdes moderadas. As equagdes
n8o-linsares de eqguilibric s&co resolvidas por um Pprocesso
incremental- iterative. O modelo para o concreto é& histerético
degradativeo @ para o© age & welasto-plastico com histerese. Um
processo de dimensionamento da armadura para a anadlise linear &
apresentado com © objelive de fazer um estudo comparative scbre
a influéncia da ndc-linsaridade fisica na capacladade de carga

da estrutura.
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ABSTRACT

Reinforced concrete shells, subjected Lo short time
loads, are statically analized by using a finite element model.
A layering technigque, in which the thickness is divided in a
set of layers and the steel reinforcement is regarded as an
extra layer, 1is adopted. An 1isoparametric quadratic curved
finite element, based in a shell theory that considers shear
strains, i1s wused. The physical non-linearity is introduced
through the components constutive equations and the geometrical
non-linearity 1is introduced by a portion of the membrane
deformation. In order 1o solve the non-linear equations, an
incremental-iterative process of constant stiffness is
implemented. The concrete model is histeretical with degrading
stiffnes and a histeretic elastic-plastic model is adopted for
the steel. A design process for the reinforcement is intreoduced
with the purpcese of making a comparative study on the influence

of physical non-linearity in the structure load capacity.
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1 - INTRODUGZO

1.1 - Generalidades

A analises de estruluras de concreto armado eram
baseadas, até pouco tempo  atras, em solugdes el asticas
lineares, aproxi magoes empiricas e dados de resul tados
experimentals. Q complexo comportamento destas estruturas
impedia uma analise mal o realistica do problema. As
propriedades nao-linearen = multiaxiais dos materiails

-

componentes, a influéncia da fissuragdoc do concreto, a ndo
homogeneidade do conjunte ago-concreto e a interagdio entre os
materiais eram normal ment e desconsiderados ou tratados
superficialmente. Nos Gl times anos, porém, s metodos
numéricos, e principalmente o método de elementos finitos,
permitiram um estudo mais completo destes problemas.

Na ultima década, um grande numero de estudos foram
realizados para avaliar o efeito dos itens citados acima sobre
o comportamento nao-linear do concreto armado. Salienta-se os

realizados por GUPTA e MAESTRINIZ??'??, GUPTA e AKBAR®, RAZANT

e OH®, BIGNON® e SCHIRMBECK®?.

For sua wvez, quando se trata de cascas de concreto
armado as dificuldades aumentam, e a bibliegrafia diminui.
Embora existam varias tecrias de cascas, cada qual com sua
ordem de aproximagio, nenhuma delas pode ser reconhecida como a
mais adequada para abordar a generalidade dos problemas
existentes. Em KOITER28 e outros estudos‘o. tem—-se uma analise
comparativa entre algumas tecrias embasadas nas hipdteses de

Kirchhoff.

A teoria de cascas empregada neste estudo, elaborada
por BIGNON®, emprega a hipé&tese de Mindlin para incluir a
influéncia da deformag3oc por corte. Possui uma formulaglo
consistente com os principios de equilibrio e energia, equagdes

tensorials e energia nula para movimentos arbitrarios de corpo

1



rigido. Desta forma, © uma teoria adequada para o embasamento
de um modelo de elementos finitos.

Para simular o complexc comportamento do concrelo
armado foram utilizadas curvas tensic-deformagfo uniaxials
capazes de representar o comportamento histerético e ndo-linear
do material. Estas curvas, cbtidas através de estiudos
experimertais, s8o introduzidas no modelo de elementos finitos
por intermédio de seus respecltivos modelos malematicos,
olaborados por AGRAWAL, TULIN o GERSTKE', BLAKELEY o PARK'' e
VEBO e GHALI®®.

Virios modelos fisicos e computacionais Jja foram
implementados para fazer analise ni3oc-linear de placas © cascas
de concreto armado, cada qual com suas caracleristicas
préprias, sejam elastico nio-linsares, elasto-plasticos ou
unidimensiocnais equivalentes.

GILBERT e WARNER®®,  MARTINS’® o CRISFIELD'®
conseguiram bons resultados em anidlise ndo-linear de placas de
concretoc armade utilizando modelos do Lipo laminar e relagfes
constitutivas bidimensionaizs elasto-pléasticas para simular o
comportamente do concretoc a compressfo.

Em HAN e MAU25 o comperiamento de cascas de concreto
armado sujeitas a esforgos de membrana foi analisado. O modelo
fisico adotado para o concreto & elasto-plastico ndo-linear
unidimensional.

BIGNON® estudou numericamentie, pelo método de
elementos finitos, a resposta deterministica de cascas de
concreto armade submetidas a agbes dindmicas, considerando o©
seu comportamento elasto-plastico e as nlo-linearidades
geométricas. As relaglies constitutivas sHo introduzidas através

de uma relaglo geral momento-curvatura para as diversas otapas

do comportamentoe do material, Os momentos fletores e as
mudangas de curvatura descrevem ciclos histeréticos
tri-lineares, com degradagioc da rigidez em fung8oc das

deformag8es plasticas.

BARZEGAR? introduziu um modele 1aminar para an&l: se
nd8o-linear por elementos f nitos de elementos planos de cascas
de concreto armado. O modelo laminar é constituido por pilhas
de elementos planos usado: para simular o concreto armado. A

deformag8c por corte é levada em consideracSc. Necessita uma



forgada compatibilidade entre os clementos de camadas
adjacentes. O modelo fisico empregade para o© concreto @
elastico ndc-linear bidimenzicnal.

OWEN, FIGUEIRAS e DAMJANIG®!' aplicaram a técnica de
elementos finitos para sclucionar problemas ni&c-lineares de
concreto armado para placas © cascas. Fara o© concretoc a
compressio, empregam modelos plastico perfeito e plastico com
consolidag8o. E adotada uma discretizagdo em camadas aoc longo
da espessura. Elementos de cascas tridimensionais degenerados
sdo utilizados. O processo de seolugdc para  a analise
ndo-linear, fisica e geomé&trica, © incremental-iterativo, sendo
a matriz de rigidez recalculada diversas vezes ao longe do
processo.

No curso de Pdés-Graduagdo em Engenharia Civil da
Universidade Federal do Rioc Grande do Zul, a analise linear de
cascas axissimétricas foir abordada por TRIGO®® o um estudo
experimential em um modelo para simular o© impactc em uma
cobertura de um reator nuclear foli desenvelvido por GASTAL®.

Estudos experimentais realizados com placas CBATISTA®
, CHAMPAGNOLO'* & JOFRIET e MCNEICE®’> o cascas CHEDGREN o
BILLINGTON“®, DARVALL e BILLINGTON'?’ e RIERA, CUDMANI,
REIMUNDIN & DANESI®®> de concretoc armado s&o utilizados para
verificar a eficiécia dos modelos anteriormente citades e do

proposto neste trabalho.

1.2 - Objetivos e metodologia

O presente estudo tem por objetive a implementagio
computacional de um modelc laminar de elementos finitos para
analise ndo-linear de cascas de concreto armado.

No capitulo £ s3o definmidas algumas grandezas
cinematicas ® o© sistema curvilineo geral utilizados nos demais
capitulos. Também & introduzida a teoria de cascas empregada,
gque inclui & deformagdo por corte ©® a nSo-linearidade
geométrica. Um resumo, contendo as principais fdérmulas da
Leoria , $ apresentado,

O método de elementos finitos aplicado a cascas &
expeosto ro capitule 2. Elementos iscoparamétricos quadraticos

com fungBes de interpolagdo da famflia Serendipity sZo



utilizados. A matriz de rigidez do elemento, que ¢ constituida
por trés parcelas independentes correspondentes aocs esforgos de
membrana, flexo-torgZ3o e corte, €& deduzida através da energia
de deformag3oc especifica e ¢ mantida constante ao longo do
processo de soluglo.

O wvetor das forgas nodais equivalentes surge da
avaliagfo do incremento do trabalho interno. Para problemas
lineares este vetor deve dar idéntico resultadeo ac produto da
matriz de rigidez pelc vetor de deslocamentos nodais. Para
problemas naoc-lineares, esta igualdade n3oc se verifica,
surgindo um vetor diferenga, ou desequilibrioc, gue ¢ uma medida
do afastamento da solugi3c linearizada para a verdadeira
solugHo.

A integragZo da matriz de rigidez e do vetor de
forgas nodais equivalentes ¢ feita numericamente com integraglo
reduzida de 2x2 pontos de Gauss-Legendre sobre dom{inio
curvilinec bidimensional.

No capitule 4 ¢ apresentado © modelo laminar. S8o
obtidas as deformag¢gdes para cada camada de concrelo e ago,
levando em consideragfo a deformagfc por corte. Para introduzir
equagcdes constituitivas nSo-lineares, ocorre a necessidade de
determinar as deformagdes principais, que s3o obtidas
abordando-se o© problema de valores préprios do tensor cde
deformagdes. A utilizag&o de equagdes constitutivas
unidimensiocnais nas direg@es principais de deformagfo € viavel
considerando o© fatoc que, apds a fissurag¢Zo do concreto, a
interagic entre as duas diregdes ¢ desprezivel. Com esliles
valores, e assumindo que as direg¢d®es principais de deformagfoc e
tensSo coincidam para o concreto, calcula-se as tensdes
principais no concrelo por intermédio das relagdes
constitutivas. Para determinar as tens®es associadas ac sistema
curvilineo, estuda-se o problema de valores préprios do tensor
de tens@es. Para as camadas de ago, tem-se que calcular as
deformag@es nas diregdes das armaduras, pois estas sé resistem
a esforgos de tragZo/compressfo em seu préprio eixo.

As tens8es generalizadas, esforgeos e momentos, no
ponto da superficie média em estudo s&o obtidas por integragio

» ac longo da espessura, das tens3es obtidas para cada camada

de ago e concreto.



Os relagbes constitutivas para o ago e © concreto s&o
expostas no capftule 5. Estas relagBes estfc representadas por
curvas tensio-deformagi8oc uniaxiais entre valores principails e
s8o i1ntroduzidas no modeleo de elementos finitos através de seus
modelos mateméticos.

Para © concretoc comprimide, o©o modelo ¢ histerético

degradativo para o ago, & elasto-plasticce com histerese e

para © concreto tracionado € tri-linear degradativo.

Un critério de dimensionamento da armadura na analise
linear & apresentado no capituleo €. As tensBes generalizadas
obtLidas na analise linsar sdo transformadas em forgas
equivalentes gue serdo utilizadas para dimensionar a armadura,
segundo o© critério apreseniado por LEONHARDT e MONNING*®.

QO processo de soclugdo do sistema de eguagdes nSo-
lineares é mostrado no capitule 7. Implementou-se um melodo do
tipo incremental -iterativo, mantendo-se a rigidez constante ao
longo do processo.

No capitulo £ s8c analisados vario=s exemplos.
Inicialmente, & testado o «lgoritmeo que introduz a néo-
linearidade geoméirica em problemas slasticos. Apds, analisa-se
problemas de placas e cascas de concreto armado.

Um estudo comparativo da influéncia da nao-
linsaridade fisica na capacidade final de carga da estrutura &
realizade no capitulo @.

Finalmentie, no capitulo 10, sdo apresentadas
conclus3es sobre o presente estude e algumas sugestdes para

trabalhos futuros.
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2.1 - Consideragtes gerais sobre cascas

As cascas s8o estruturas cujo material se confina
simetricamente nas vizinhangas de wuma superficie curva,
geralmente regular, denominada superficie média. Tomando-se
como referéncia esta superficie média, converte-se o problema
de analise estalica sob cargas conservativas, originalmentes
tridimensional, em outro, aproximadamente eqguivalente, em

Ltermos de variaveis de superficie.

FIGURA 2.1 - Vetor posigfo

]



Os desenvolvimentos a seguir seric efetuados em
cocrdenadas curvilineas gerais, gue acompanham a geometria da
casca, utilizande a notaglo tensorial e a convengio do
somatério para {ndices repetidos duas vezes. Os indices latinos
podem valer 1, 2 e 3 , enquanto os gregos valem 1 e 2.
Indicar-se-4 com uma virgula a derivagio parcial da variavel
precedente em relagio aos parametros independentes e com uma
barra vertical as derivadas covariantes de superficie na
configuragio indeformada. Em geral, acompanha-se as definigdes
e notagd®es do livro de GREEN e ZERNAZ .

A figura 2.1 mostra um sistema cartesianc ortogonal
X 4 no espago euclidiane ordinario tridimensional, de base
unitaria 3t e uma superficie a ele referida . O vetor posigio
de um ponto Po da superficie, P, fica definido por
-+

ce ,e 2= f (6 ,8 2 e, LT N S
12 i 1 2

i

-+ 3
r r

onde 81 e 62 =8o wvariaveis independentes e fi s%o fungdes
uniformes, continuas e com derivadas primeiras continuas em
relag3o a 9’ e 82. O terceiro parémetro independente é 69 e a
equagio 63 = O define a superficie dada em (2.1.1D.

A posig8c de um pento do espage P, fora da

superficie, & dada por

=Y
a
3 3

BR=2 +6 C2.4.2
sendo Eacei.ezj um vetor unitaric perpendicular ac plano
tangente que sé depende de 81 e 92

Para diferentes valores constantes de 92 sio geradas,
pelo extremo de ?, um conjunto de curvas pertencentes 2
superficie, denominadas curvas coordenadas de 81. Anal cgamente,
para valores constantes de 9{ gera-se a familia de curvas
coordenadas 82. O =istema 81 e 92. sistema curvilineo de
coordenadas de superficie, ser& o sistema de referéncia natural
utilizado. Acrescentando ao conjunto 61. 82 a coordenada
independente 93. ac longo da normal 33. fica estabelecido um
sistema curvilineo tridimensional para toido o espago

euclidiano.

3 RS A
Os wvelores ai. az, vetores da base covariante de



superficie, sio dados pela expressio

' €2:1.30

e o produto escalar entre eles define o tensor métrico

covariante de superficie

-
= . A a4,
3 3a 2, 1.4>

O= tensores métricos covariantes e contravariante de

superficie se relacionam conforme

a a
14 22
22 44
a = ; a —
a a
2 12 > 2
1 s 4
a = a = = c2:.1.83
a
sendo
2
2 B2 | a | 2.4 @a = Ca > C2.1.86)
af? 24 28 12

o determinante da matriz anterior.
Os vetores da base contravariante de superficie se

relacionam com os da base covariante de superficie da seguinte

maneira
/3 ;
3% = 2% 3 ;. 2 =a 2P c2.1. 7
£ o of?
afl ; § ;
sendo a o tens r méilrico contravariante de superficie dado
por

a = a « a 5 24, BD

Nota-se que os vetores da base contravariante de
; e +1 .
superficies s8oc definidos de forma que a seja normal ao plano
- 22
formadoe por 32 e a  , a2 norm:l aoc plano formado por 2 2 e
1 3

3 - -
2 normal ao plano formado por az e a
i



Cs componentes  dos tensores de permultagic de

superficie , £ , resultam ser
of?
£ =2 = = 7 a
12 21
X
12 21
& = - g e ——
Yy a
22 -~
& =& _=ElassT e . cz2.1.€
11 22

Os coeficientes da segunda forma fundamental das

superficies, baﬁ , Sao dados por
+ -
— - CE .
baﬁ' 33 ao:,(? 1.3102

e seus associados por

o _ oA . o
bﬁ = a bﬁk 4 b = a 4 ; C2.%.342

As derivadas covariantes de superficie s3o oblidas

através das expressdes

vl| = v, + FX vH

a o ol
vo|l.=wv -t v c2.1.12
Ala A, A p TS

onde o©os simbolos de Christoffel de superficie de segunda

espécie podem ser calculados por

ook
o =
I w0 + - a ] : €C2-1.43)
By = N A By A

Para a aplicag8o de uma teoria de cascas em um modelo
de elementos finitos, é util expressa-la em ter mos de

magnitudes normalizadas. Com este intuito, defini-se a base

unitaria

A ' 2.1 .14
o



sendo

10

a =3 ]=7a
1 s 14
-
a =]3a| = a
2 2 22
a = 1 G2.1.. 18D
Partindo-se da definig3doc do vetor ta v velor unitario
normal ao plano formado por ti e tz , obtém-se
¢ 2 «2 > T xt
2 . 1 2 1 2
t =23 =3 = # (2.1.16
3 3 - -
| 2. % a_ | sen@
1 2
Levando em consideragio as expressdes (2.1.3)
(2.1.14> ,(2.1.4) e definindo € como o aAngulo formado por ta e
tz no plano tangenie a superficie média, conforme figura 2.2,

pode-se escrever

r, = = a ¢ 1 n3o soma D
LY L T 1
a = ?. . ?. = a o cos8
12 1 2
5 a
sen @ = A P 7,
a a
114 z2
o
2
-
%
©
% “
r ﬂ
el
Kl X

FIGURA 2.2 Base de wvetores unitaria
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O produto vetorial de (2.1.16) se pode calcular

particularizando a expressiao geral

=c _ 2 . €C2.1.18

As express&es dadas anteriormente seridc aplicadas

freguentemente nos préximos capitulos.

2.2 - A Lecria de cascas empredada

Para cascas muito delgadas, onde za deformagac por
corte e a interag3c de solicitagdes de membrana e flex3o sido
praticamente despreziveis, as teorias convencionais de cascas,
baseadas nas hipoteses de Kirchhoff, apresentam resultiados
realisticos para cascas elésticas com carregamentc estatico.
Porém, com o aumento da relagZo da espessura com © menor raio
de curvatura, esies efeitos comegam a interferir nos
resul tados, devendo ser considerados.

A teoria a ser utilizada, uma teoria de cascas com a
inclusZo da deformag3o por corte, foi elaborada por BI GNON"

como extensZoc da teoria de Mindlin para placas elasticas.

£2.2.1 - Hipéteses basicas e grandezas cinemidticas

S3o as seguintes as hipéteses nas quais a Lecoria esta

baseada

12 Os segmentos de retas normais & superficie média na
configuragic indeformada permanecem retos apés a deformag3o;
consequentemente, os desl ocamentos longitudinais variam

linearmente na espessura.

2) As deforma¢g®es normais na diregfo perpendicular A casca sio

despreziveis frente as outras componentes de deformagio.

3 A espessura é relativamente pequena comparada com o minimo

raio de curvatura.



4) As deformagdes s3o infinitesimais e

rotag@es sio peguenos.

Pode-se definir as seguintes grandezas

12

os deslocamentos e

cinematicas:

- vetor deslocamente dos pontos da superficie media

onde ¢ & a rotag3o em torno da normal, ¢a

; : > S
superficie média e w = ¢a a .

Levando em consideragdo as

conclue-se que:

- as deformagdes

- o deslocamento na diregZo perpendicular

apenas das coordenadas de superficie,

espessura;

2 ==« 2 @ + ¢

hipdteses

sendo

c2.2.12

33 c2.2.2

& a declividade da

12 e o)

por corte sio constantes na espessura;

a2 casca ¢é fungi3o

constante na

- o vetor deslocamento dos ponteos fora da superficie média wvem

dado por
VP=ud®+u2®=3+0¢2*=73
o 3 a’o
Por (2.2.3), os deslocamentos
média resultam
= +
Ua va 99 ¢a

onde

-
+ &8 w
3

Ca2.2. 32

fora da

superficie

(2.2. 4>

2.8 5
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A seguir ser& apresentade um resumo das principals

farmulas da teoria utilizada.

n

2.2 - Principais formulas da Leoria utilizada

No presente trabalho, utiliza-se a teoria de cascas
el aborada por BIGNONB, mantendo a mesma notagdeo « utilizando,
sem demonstiragio, a sua formul agio.

Un breve resume, contendo as principais fdrmulas da
teoria de cascas utilizada, seri apresentado. Em primeiro lugar
se mostrara a formulag3o na forma tensorial e apds na forma

normalizada.

a) Formulagfo tensorial

A expressio inicial do Principio dos Trabalhos
Virtuais ¢ obtida através do caminhoe convencional, isto 6,
multiplicando-se as equagdes de equilibrioz1 por incrementos
infinitesimais e arbitrarios dos deslocamentos e rotagdes,

adicionando as igualdades obtidas e integrando sobre o dominio

da casca

fftc?+R an-f53+cﬁ +2 xR +P 681 de* de® = 0

a, o, o o o
ce.2.60
onde
P o= forga de superficie (intrinseca)d
ﬂq = vetor esforgo interno por unidade de comprimento
Cintrinsecaod
ﬁa = vetor momento por unidade de comprimento Cintrinseco)
B = momento de superficie (intrinsecod

Aplicando o Teorema de Gauss, chega-se a
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JIcB o6+ B st S5 4 b R 4R = -

s
ffeR .63 + B .ot -2 e N o+ 58 3 S92 cz2.2.7
= o (a1 (a1 o o

i Y a

sendo o© primeiro membro o incremento de primeira ordem do

Lo

trabalho de todas as forgas exbleriores, no interior e no
contorno.

Pode-se escrever (2.2.7) na forma
swXT= [t f«'!a- 2 +Hea2 3.2 2. 2. 85

onde

sdo as deformagdes vetoriais generalizadas associadas com os
esforgos internos.

A equagZo (2.2.8) pode ser considerada como uma f{orma
de Principio dos Trabalhos Virtuais em termos de grandezas
vetoriais.

Introduzindo as componentes escalares das tLensdes e
deformagdes generalizadas gue se relacionam com as dgrandezas

vetoriais por intermédio de

_ _2 L2
o T« %n
A S
L o “3
o = M -
Zaﬁ = Eﬁk - c2.2.500
R =c¢cn®2 - q 2 >
o o a “a
f-’aa =va ¢ mF 39 x 3P > c2.2.11>

pode-se verificar que
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V" e
R . &2 = a ¢ n" sa + qa S 3
o It o o
B8 =+ a ™ s . c2.2.12)
o o fa¥al

Substituindo as expressdes anteriores em ((2.2.8),
chega-se a uma forma do Principic dos Trabalhos Virtuais em

termos de componenies de tensdes e deformacdes generalizadas
P a

SWEXT. st{naﬁ é&aﬁ + m 55&5 +aq” &y, 1 ds . 2.2.13

Nota-se gue a expressio (2.2.13) independe do tipo de
material utilizado e que algumas das grandezas empregadas n3o
s3o, em geral, simétricas, o qgque dificulta a implementagfo do
algoritmo computacional. Para contornar tal dificuldade,
decomp®em-se as variavels de membrana e flexo-torgfc em suas

partes simétricas e anli-simétricas

an = Tcom T %rem

Zaz = Xeom T Xiam

Lo o oCard | L ledR

R D i
n = JCo  [afl (2.2.14)
Cada parcela & dada por

= = -

a(aﬁ? 0,5 C Vﬁla + Valﬁ 2 baﬁ w D

ol T Cop T Fap 7O

¥ s =080 e¢. | +e¢ |.-Cc¢ B s e B 5 @ )

Coyzd ; Rlo alr E2 e o 3
=050 ¢ | - ¢ o B BE S @ d

x{aﬁl ' ﬁla ¢alﬁ Bh Ta “ o0 PEd ¢

mcaﬁJ = 0,5 C maB + mﬁa D

[
g o BB e G2
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D
n(q“

R - W e A L 2.8y

Substituindo-se as expressdes (2.2.18) em (2.2.133, e
depois de um laborioso preocessco algébrico, chega-se a uma
expressic do Principio dos Trabalhos Virtuais onde aparecem
termos cruzados de membrana-flexdoc e corte - flexio. Para
simplificar tal expressio, sem transgredir a eguagdo de

quilibrioc em ternc a normal, admite-se que

e o S & B ¢2.2. 16D

m
Com tal simplificagZo, o© Principio dos Trabalhos

Virtuals assume a forma

EXT _ Coy?D CoyfsD o
EW = jfa (n égc&ﬁD + m 5xCaﬁ3 +q 6y 1 ds
€2.2.17>

onde todas os tensores envelvidos sic simétricos.
Para ponteos fora da superficie média, a deformacZo em

termos de grandezas de superficie resulta ser

_ Xuﬁ+x{3a
| + & T T T R

yaﬁ afs E} - a(gﬁ)+

=] (e.a.18d

| xCaﬁ)

A n3o-linearidade gecomé&irica ¢ introduzida através de
uma parcela da componente de deformagic de membrana, segundo
uma teoria de pequenas deformagdes e rotagdes moderadas, pela

expressio

- =
Eaﬁ aCaﬁD ¥ Qa3 P ¢ﬁ

+ 0,8 a ce.2.1ed

Nota-se que pela natureza das deformag8es e
deslocamentos decorrentes do cecmpertamento do concrete armado,
¢ indiferente definir as tensé»s na configuragfo original ou
indeformada, podendo-se utilizza- a métrica indeformada para a
avaliagioc do trabalho externo.

Considerande (2.2.19), o Principio dos Trabalhos
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Virtuals assume a forma

EXT RE-TER) Cafd o
EW = IIE [ éEaﬁ + m éxCaﬁD + q 6ya 1 ds
2. 2.20
Cayzd )
onde n deverad ser calculado com as deformagdes reais

presentes na configuragdo de equilibrio.

b) FormulagZo normalizada

A formulagio tensorial apresentada no item anterior
nSo é a mais adequada para aplicagio de um modelco de elementos
finitos gue adota como sistema de referéncia um sistema
curvilineo geral, pois cada elemento terd um sistema curvilfineo
particular, com métrica diferente, em geral, dos demais. Para
contornar tal dificuldade, utiliza-se a forma normalizada da
teocria, para a2 qual resulta de interesse as componentes das
forgas e binarios resultantes, Ra e Ea. quando esites vetlores
s%o decompestos em termos de uma base unitaria de vetores.
Estas componentes s3o denotadas por n' " m‘ e q‘ e sdo

ap’ Map a
chamadas de resultantes de tensfes fisicas, binaArics fisicos e

forgas cortantes fisicas respectivamente

- -
+ * as - az L ]
n_ =n —_— + q a a1
o o oz a8
/ a / a
14 22
32 +1
mo=m 2 _ +m 2 ce.2.e2)
o (8§ | oz . o~
/ 22 / 44
a a2

importante salientar que os conjuntos de
componentes f{sicas n3c sZc tLensores no sistema curvilineo
geral e que o sinal do segundo termo da fdérmula (2.2.22) esta
trocado em relagdo as definigdes da referéncia de base?* para
que os moment >s fletores produzam tragZo nas fibras superiores.

Par .indo da expressio (2.2.17), o Principio deos

Trabalhos Virtuais assume a sua forma definitiva



ig

EXT _ ..
EW ® _[_[‘S ¢ non &aﬁ * M

* » »
& + el ) as . (2.5.23D
xaﬁ G ¥ ~
A= componentes fisicas=s, normalizadas, das
scolicitag®des de membrana, momentos e esforgos cortantes sio

dados por, respectivamente

» (11)
n = n a sené
11 14
- {22
n = n a senfl
22 22
» - ¢42)
n = n = n o o sené& (2. 2. 84D
i2 21 1 2
- (14)
m = m a sond
11 11
- (22) :
m = m a sent
22 22
K - (129 -
m — = m o o sené& c2.2 . 258)
12 24 1 2
= 1
q = q ai s=nd
- 2
q, =9 a senéd (2.2.260

e 2as componentes normalizadas da deformagZio de membrana,
mudanga de curvatura e deformagdo por corte se relacionam com

as deformagdes generalizadas por

» (14)
611 -
a send&
14
(z2)
522 =
a senéd
22
ot + O
- - (12 t24)
812 + tz‘ = cz2.2.27)
o o send
- = x{:.s)
xl!

a cend
413
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. RN
x =
28 @ send
22
X ¥ &
2_‘ + % = (L2 ) (24) C2. 2. 28)
12 21
a a send
- yl
¥y =
o, sendg
» Y2
7., = : Ce.e.e22)
2
o senf
2
Para facilitar a determinagfoc das def ormagdes
generalizadas a <serem empregadas em (2.2.23), define-se

componentes vetoriais semelhantes as estabelecidas em (2.2.8)

2 -
- o - xa
/ a send /aaa
2. 2.300
resul tando
-»
e =2 .2
11 1 1
e =20 .2
22 2 2
» » - E
e =¢e =05¢x T+ 2> c2.2.31)
£2 24 1 2 2 1
*
x;: = 12 e - cos8 T O z*
sen & * .
- 1
Kap = Z €=t + cos6 t. D = ;‘
cen & *
» - 1 -5 ]
Rpp” Eyy ™ g {%*L + cose T o . ¥ + < -cose > - ;‘
senzé : * $ 2 1 *

2. 2.32
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?,: - _:;2 3 ga _ c2.2.233

Salienta-se que as expressdes (2.2.21>, (2.2.32> e
(2.2.33) permitem calcular todas as deformagdes generalizadas
em forma independente da base de vetores adotada para
representar o deslocamento e a rotagido dos pontos da superficie
média. Adotando~-se a base cartesiana de referéncia global, =2
mélrica para os deslocamentos e rotagdes fica unificada e nio
s3oc necessarias rotacBes da matriz de rigidez e do vetor de

cargas nodais equivalentes.

2.2.23 - Comentarios sobre a tecoria utilizada

Resulta UtLil salientar alguns aspectos referentes 2

Leoria empregada

1) A inclus3fc da defeormagZSo por corte facilita o modelo de
elementos finitos , pois reduz a ordem das derivadas presentes
nas deformagdes, assumi ndo as rotagdes como variaveis
independentes. Desta ferma, as fungdes de interpolagio devem
manter a continuidade das fung®es incdgnitas nas fronteiras
entre os elementos. Istio representa uma significativa vantagem
em relagio aos modelos baseados nas hipdteses de Kirchhoff, gue
devem manter a continuidade dos deslocamentos e suas derivadas

primeiras.

2) A forma do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) independe
das equa¢des constitutivas e, portanto, a tecria pode ser

empregada para anilise de problemas elasticos e inelastices.

3) As solicitagd®es s3c obtidas como derivadas parciais da

energia especifica em relagio as deformagdes generalizadas.

4> A energia de deformagio apresenta contrihui¢gdes

independentes de membrana, f{lexo-tor¢ic e corte e as grandezas
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envol vidas s3o siméiricas.

5) Os efeitns da deformagio por corte influem nos resultados na
medida gque aumenta 2 relagdo da espessura com © maior raio de

curvatura.

6> Para um campo de deslocamentos uni formes, todas as
componenies de deformagio sHo nulas, incluindo os movimentos de

corpo rigido.

7> A formulagio ¢ obtida em coordenadas curvilineas que
acompanham a geometria da superficie média e somente sio
utilizadas equagdes tensoriais, que garantem a invariabilidade

das relagd®es em relagao as mudangas do sistema de coordenadas.

8) A formulagZo utilizada ¢ uma formulagio normalizada da
teoria em termos de componentes fisicas as quais sZo mais
adequadas para introduzir equagdec constitutivas, que
geralmente utilizam wvalores por unidade de comprimente na

métrica ordinaria, e necessarias no método numérico de solugio.

8) O trabalho interno das compenentes fisicas através das
deformagBes generalizadas € igual 2o +trabalho interno das

respectivas grandezas da formulagio Lencorial.

10D As expressdes da energia sfo utilizadas para a definigZo da
matriz de rigidez que corresponde a um material homogéneo,

isdtropoe com a qual realiza-se as aproxima¢d®es lineares no

processo numérico.

110 As contribuig¢®es incluidas devido 4 deformagioc por corte
podem ser da ordem de grandeza de alguns dos termos desprezados

ao longo do desenvol vimento da formul agZo.

mar~l & NE ENGRFNHARLA



2 - O METODO DE ELEMENTOES FINITOS AFLICADO A CASCAS

2.1 - O eglemento 1soparaméirico gquadratico

Como a teoria wutilizada inclui a deformagdoc por
corte, as rotagées aparecem cCoOmo variaveis cinematicas
i ndependsent.es acompanhando os deslocamentos. As  derivadas
presentes na avaliag8c do trabalho internoc s8c de primeira
ordem, como se desprends das definigdes (2.2.8) e (2.2.20), o
gue facilita a escolha das funges de interpolag8oc e par&metros

nodais, permitinde a ulilizaglo de elementos 1soparaméliricos da

familia Serendipit.yao

[
x3'
8
|
X2
4 7
2 3
8
X, 6
2
l o
FIGURA 3.1 - O elemento isoparamétrico quadratico de cascas

ce
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O elemento utilizado & o 1soparametrico guadratico
bidimensional com o©ito nds por elemento e seis graus de
liberdade por né.

A geometria da superficie média da casca & aproximada

na forma

x =& X €3.1.1D

n
] J

onde X" s3o as coordenadas nodais do elemento e & s3o fungdes
~ ) ~
de interpolagio quadraticas da familia Serendipity.

SHo as seguintes as expressies das fungBes de
A ~ 36
interpelagiaoc

- nos de esquina

¢ =0,25C1 +@)2C1 +8)c6 +@ ~ 1) c3.1.2
1 i 4 i A

- né=s intermediarios

=0 % & =0,5C- ef:n C1+ &> C2.1.3
=0 » & =0,5Ci+ 86D C1- 6>
2 1 i 2

com € =6 6 : &€ =8 6 . : (3.1.40
i i i 2 2 2\

O vetor deslocamento ¥V e o veter rotagdo 3 sso

referidos ao sistema caritesianco global por
3 -
=u. e

G301, 82

]
£
[l 2

9]

-+
sendo u. e w as componentes cartesianas na base de vetores e .
3 ) 3

As variavels se interpeclam a partiir de seus valores

nodais com as mesmas fungdes que a geomelria

w =2 Q 2182
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onde u” e Q" s3c os valores das i1incdgnitas nos nés do
| b
elemento.

2.2 - Deformactes

Para a determinagi8oc do vetor de forgas nodais
ndo-linsares equlvalentes necessila-se das seguintes grandezas
geom&tricas, levando em consideragieo (2.1.320, c2.1.162 ’

€2.1.143 & €3.1.1D

Y
? = X 3 =C& X" @
J ) Y | J
™
> = &, X
1y & ~ o~
Bl >
a = x =3
a PR g |
- z 2 z 1.2
a. = ( x + X + > 5]
ﬁ 1tﬁ 2-(2 a'ﬁ
€x J
-+ e >
L B Temmm————a_ i 8. 8.13
a 3
o
o

Resulta dtil relacionar as componentes da base de

velores unitarios de superficie com a base cartesiana global

t. =75 2. - ¢a.2.2
o jo )

Os coeficientes da transformagXo, ﬁ{j. s8o dados por,
)

confeoerme (3. 2.12

x x
i,1 2,1
ﬁii - £ ﬁ21 g
o o
i 1
> x
@i ioq 2
Ba! - ’ ﬁlz =
o o
i 2
boe >
242 3,2
= > = ‘ 3. 2
Pss r,, 2.2
o o
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Com estes coeficientes, calcula-se as f'ung&es

trigonoemétricas

sené = | T =2 | =
1 2
2 z 2|12
= - o i = + =
cﬁztﬁaz ﬁzzﬁa:) (ﬁasﬁ:z ﬁaxﬁaz) Cﬁ:iﬁzz B:zﬁ21)
cos@ =L - C =8B B + B 0B +0B B €c3.2.4)
- 1 Z 1482 21 22 313z ' T
Alternativamente, pode-se escrever
g =2 «¢ . c3; 2.8

Na delerminag8o das componentes do velor normal &

superficie, ta’ levando-se em consideragdo (2.1.16), chega-se a

2 E - {2 2
r21 lre.z 2z Psx
ﬁ1a= -
sent
ﬁai ﬁsz - ﬁi! a2
IG -3
as send
Bi - ¢ |‘?22 i B!Z {;21
ﬁaaz . 3.2, 62
senf
Fara avaliar as coemponenties de deformagio
generalizadas, parte-se das definigBes de deformagbes

generalizadas associadas com os esforgos internos dadas pela

tecria, conforme (2.2.30) e (2.2.8)




cb

=
a8
x = — c2.2:7)
(o1
v a
fele]
onde
3% . . . :
e = deformagtes veloriails generalilzadas associadas
o
aos esforgos de membrana
_,t G . .
¥ = deformagdes vetoriais generalizadas associadas
o

aocs momentos

Determina-se as componentes de deformacdoc de membrana

a partir de grandezas veloriais

- 2% S # -+
= 5 C v + 5 . Lz
€. C, = Lﬁ 5ﬁ LGD (3.2.8)
Em particular, para o = 2 = 1 e levandc em consideragfo

€3,.2.73,(3.2.22,0(3.2.8),(23.1.58),(2.1.8) e C3.2:12, tom-so

& = ‘ c2.2.9

Fode-s=e colocar (2. 2.8) na forma

& = E, y” €2.2.10

onde ye & o velor columa gque conlém Ltodas as incdbgnitas nodais
do elemento e g: ¢ o vetor linha constituido por fung8Bes de
interpeol agdec e suas derivadas & por caracteristicas geométiricas

dados por

€3.2.11)
com
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y = — . €3.2.12

o senf
1

Analogamente , particularizando-se (2.2.8) para a = f2 = 2,
obtém-se
5‘ = E_ V°
22 ~z =
= 3 O
Ez { W? Bsz ?.z * wz Bzz 2,2 : vfz Haz %,z 4 9 ’ 9 L }
1
;| = —— ; €3:.2:1330
¥ o sené
Para s.z* 5:’ , partindo de (2.2.8), resulta
i
C et 222,22 =E ve =
12 21 2 1 i 2 ~iZ ™~

" > UT o+ ¢ ) o
{szﬁix?i+ “Kﬁ,z?uJ E: ?zﬁ Byt vxﬁzz?i ~Z

12~"2
+ C &, + 2, O U+ C A ik wd B R
Vzﬁax-«'z wiﬁaz~ﬁ ~3 1272 gaty” © By
+ C A + A 28 Q0 + C A + A > @
ZZWZ lei ~ g azwz alw‘.l ~ ~3
C2.=2.14)
onde
A = o [? sené } A = -a [3 sené
12 2 13 11 1 "1
3 : . A =
Azz o ﬁza sené : .4 o, ﬁza send
l = — § — M.
i o, ﬁaa send la: &, ﬁaa sené
(z.ec.18

Da mesma forma, dstermina-se as componentes da
deformagioc de corte a partir de grandezas veloriais dadas pela

teoria

y =2 -+ T . (2.2.16)
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Particularizando (2. 2.16) para a = 1 e a = 2 & levando em
considerag8o (2.2.72,(2.1.0>,0(2,1.,8,02.1.60,(3.2.60  (2.2.1),

chega-s¢ a

}’: - [ul.iﬁiQ." uz,sﬁza* u3,1{?33+ fl!wl * f!ZwZ i f:awa ] wﬁ
=
},: = [ul.zﬁ’iEJb UZ,ZﬁZB-" u3.2ﬁ33+ rZiwl * r‘ZZ(M"‘! . fZBwB ] VJZ
3. .17
onde
fsa e xz.sﬁia_ xi,aﬁza A
fiz =% xl.‘lﬁBB“ xa,lﬁla ¢
fl! =5 xa.xﬁza— xz,aﬁaa 3
fza =< y'z.zﬁsa_ xl,Z{?Zﬂ 2
fzz = xi,zﬁas_ XB,Zﬁia 2
i‘Z‘ = C xa'zﬁza— xz'zﬁaa ) i ¢2.8. 182
Pode-se escrever, baseado em (2.1.62
u =&, U" €3.2.19
s ~la o~
Substituindo (2.2.19) em (3.2.172, resulta
el
¥, =E ¥ C3.2.200

com os vetores linhas=s ch dados por

F = Q' 2 ’ ¥ ~ . . .
~1 {'Gsa-vs' 3232 1’ ﬁaagx' fu% ' fsz% 4 f:ag } ¥
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Para as mudangas de curvatura, analcgamente, parte-se
das grandezas vetorials dadas por (2.2.32) e utilizando (3.2.2)

» (3.2.2) e (2.2.7), chega-se a

¢ d w + d W +d w DT
i 11 1,1 12 2,14 13 9,1 1
x —
*4 send
C d_ w + d__w + d_w D oy
" - ol WL 2z 2,2 23 3,2 z
x =
e send
(d w + dw +d w Jy
i o 21 4,14 22 2.4 23 2,1 1
> el = s
A2 z1 SEhG
(d w +d w + w Dy
14 42 E 22 L3P E &
+
sené
C3. 2,82
onde
d = - cos@ 3
11 1z 11
diz - ﬁzz_ SORG ﬁn
dsa = ﬁaz_ el Bai
dzz = - ﬁ! 3* COSG {?12
dzz.: - ﬁ21+ cont Bzz
dza = - {3314- cos? ﬁaz " C2.2.220

Tendo em vista (3.1.6), escreve-se
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w =%, 0O ’ (3.2.24D

Substituindo (2. 2.242 em (Z.2.c2), resulta
- o
— Vv
xil (‘?l o
- (-]
=G V
X2 gz ~
* » ©
= A . e
x:z-& X214 912 ~ S B mS0
sendo os vetores §1. §2 ] §12 dados por
wi
G = { G 50 ¢ 0¥ d &, & d &, d - }
~1 - ~ ~ 14 ~'1 12 ~'1 13 ~'1
send
¥,
G = { Q@ s @ d i - g &, . d ®, }
~z - - ~ 21 ~'2 2z ~'2 23 ~'2
senéd
smfes oo e r e 5
1
& "vsdzz%'x-P wzdiz%'zj.’c w:dza%'s+ 1}'zz"-"lﬁl%’zj}
send
C3.2.2868)

No caso de nio-linearidade geométrica, a deformacgio

de membrana & acrescida de uma parcela

» W *NL

Eaﬁ =saﬁ+ saﬁ C3.2.27

onde sZEL representa a parte ndc-linear das deformagdes de

membr ana

2
(¢ @ _+ a [
— a T2 af?

& = . 2. 8.28)
g c o o, sené&

a f3

A partir de (2.2.280 & facil demonstrar que as

componanles deé rotagido podem ser avaliadas por
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¢=?1- 39- (3.2.29

Coclocando as expressées (2.2.29) em fungfo da base normalizada

? : . ; =
{ © particularizando para a =1 @ a = 2 , chega-se a
1

d)-:
% sené
a 8¢ - cose + U0
2 5 2
p_ = c3. 2. 200
- sent
¢ =0 T €3.2.31)
Substituindo (2.1.68) em (2. 2,200 e (2.2.210 , rezulia para as
rotagles
a
i
¢ = {w d + w d + w_ d }
1 1 11 z 4z a 12
sené
o
z
¢=——~—-{wd+wd+wd} c3.2.32
z 1 12 2 z2 3 23
sené
= + + ; : B
¢ @i ﬁ:a “2 ﬁza “a IrS.aa §2: €220

A nivel de elemenio, com parametros nodaiz e fungdes

de interpoclagio, considerando (2.1.63, cobtém-se

oz v®
i ~1
¢’ =
S send
a zZ V°
2 =2 =
¢ -
= sené
¢ =z V° (3.2.34

onde



Ea = { 9 H 9 H E) 5 f;‘ag’ ;ﬁ23§ '.ﬁ § } . CS.E. 35)

Substituindo (2.2.38) em (3.2.28) e particularizando para a=/3=1
. a=3=2 e «o=1 , (=2 , chega-se as seguinles expressdes para a

parcela n3io-linear das deformagdes de membrana

#* MWL =]
£ =2Z V

11 -

®NL a5 <
& = Z_ V

22 ~2 o~

*NL *NL e M

+ £ = 2 VT 32360
12 21 ~iz o~
Os valores de 2 , 2, Z s&o calculados por

el | ~Z o $7

C z V% =z C z V% 2
~4 o~ ~q ~3 ~ ~8
Z = 0,58 { + }
-4 3
sen & sené&
C z V9 =z C z V% =z
~“z - ~2 -3 o~ ~3
22 = 0,8 { + }
sen & senéd&
Cz VvV iz Cz V=
r ~qo ~2 w2 e~ <4
2=o,=3-[ + ]+zcotgec:v°’)z}.
~12 3, 3 - T ~a
sen & sen 6
C3.2.37)
Nota-se que gi, gz' giz sdo fungdes dos deslocamentos
nodais Ve, Levande em consideragic (32.2.37), (3.2. 34> e

C2.2.27), obtém-se
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o +E"‘={E % 2 ,}v" €3.2.38)
12 21 ~42 "*!2ng ~

gque s3o azs deformagées nic-lineares de membrana.

2.2 - Sistema qglobal de equagfies ndo-lineares

A determinaglc do vetor de forgas nodais equivalentes
nio-linear & feita a partir de um conjunto arbitrario de
deslocamentios nodais e levando em consideragdo o comportamento
fisico do concreto armade, a nio-linearidade geométrica e o
histérico da deformagdo.

Na avaliag3c do incremente do trabalhe internc,
pode-se calcular o© i1ncremento total a partir dos i1ncrementos

elementlares=s

mne

swiNT - z P el ¢3.3.1)

TOT &y

pois na expressfo do incremento do trabalho interno somente
figuram derivadas parciais de primeira ordem e as fungBes de
interpolagio garantem a continuidade das fung8es representadas,
ndo aparecendo termos adicionalis em correspondéncia com as
fronteiras inter-elementares.

As contribuigdes elementares valem, segundo a
expressdo (2.2.23), que da a forma definitiva do Principio dos

Trabalhos Virtuais

INT, v _

- - - - - -
W =
& fso{naﬁ éEaﬁef M3 6xoﬁ+ a, 7, } ds . €2,3.2

No caso linear geométrico, para o qual a componente

de deformagio de membrana & dada por E = e » aplicando-se

o3 af3
as deformagdes normalizadas dadas peor (23.2.103, (2.2.13),

(2.2.142,0(2.2.200 e (Z.2.28), chega-se a

5w1N1,y= 6V“'T AE»NL C3.3.3

~ ~

°,T
onde V''", vetor coluna gque contém todas as incégnitas nodais

do elemento, €& dado por (3.2.11) e o vetor de forcas nodais do
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elemento por

11 ~1 22z ~2 12 ~12 11 ~3
- - T - T
+ Vi + g F 4+ g F }dS
22 ~2 12~12 1 ~1 ~2
2. 3.4
Depois da discretizacfo em elementos finitos,
resulta , como conseguéncia direla da aplicagdo do Principio

dos Trabalhos Virtuals dade em (2.2.23) para toda a estrutura

v P w P ayTT gTRE €3.3.5
~ ~EXT - ~

0O somatdério do segundoc membro pode ser escriio na
forma
T ,NL

A e €3.3.62

(v )

&V P = &V

~EXT ad

NL . ,
onde A( °, ¢ a montagem na estrutura da contribuiglc elementar
Lo Bl B "4

dada por (2.2.42 e V o wvetor global dos deslocamentos da

estrutura.

Como &V®'T & arbitrario, resulta finalmente a equagio
fundamental
cen = ALue, €3, 3.7

onde PEXT & o veltor global de cargas extericres.

As solicitagdes internas deverdc ser

" - #
"azr Mo’ Y
calculadas a partir do campo de deslocamentos interpolados de
vV e adequadas relagdes constitutivas para o material

~

utilizado.

No caso ndo-linsar gecom&trico, sabendo gque

65'NL = 6;

11

S gl 2 &V° » 2 ST oY

1 ol |

®NL

Se =2 &V
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» *N
ML, SNL

¢ ; 3 w2 ayTEE ¥ €3.3.8
12 21 Lo ~42
o vetor de cargas nodals equivalentes n8o-linesar fica
ATVRL o {n‘ CET+ 2 2™ #n CET+ 2 2™ +n_ ET + 2275
~ 11 ~ 4 ~ 4 22 Ll 2 Lol i2 ~12 ~q2
Se
+m G +m_G+m_G _ +q F'+q F' }ds
3% i 22 ~2 12 ~412 1 ~1 2 ~2
C3.3. e

A avaliagfSo da integral se efetuarid numericamente com
2xez pontos de Gauss-Legendre de integragdo em dominic
bidimensional.

Para um material elastico, isdétropoc e homogéneco, o
veltor de cargas nodais equivalentes (2. 2.4) deve dar idéntico

resultadeo do que o produto da matriz de rigidez pelc vetor de

deslocamentos nodais

A = v, C2.2.102

Em gerzal, em prcblemas de cascas de concreto armado, este fato

naoc occorre, resultando

e,L e, NL

A A ® O . C2.2.143
Este vetor diferenga, desequilibrio, & uma medida do
afastamentic da solug&o linearizada para a verdadeira solugdo.
Na determinag8o do vetor de forgas eguivalentss
lineares somente & levada em consideragac a partie linear das
deformagdes de membrana. As solicitagbes internas sdc

calculadazs a partir das equagfes constitutivas

Cof®d_ .~ LofNu
n = CH a(kp)

Coy3d _ 2Nt
m = D H x(lp) C3.3.12>

onde a(aﬁ') ¢ a parte simétrica do tensor de deformagBes de

membr ana; x(aﬁ © a parte simétrica do tensor de mudangas de
Ha%k

curvatura H & o tensor elastico das cascasz’; C e D s&o



as constantes elasticas de membrana & flexd8c dados por

= 0u8 € Vﬁla

Ao

_ b A
X" 0,5 [¢:ﬁ|a+ ¢a|ﬁ'—c Sﬁ)\ba € brg) ¢>]

€3:23.13)

H“‘GA“: 0,5[(1 o L—*D(au)\ ax'(?"J + % aﬁhj . 2P aa'@aky]

C=2.3.189
onde '@ v = cosficiente de Foisson
E = médulo elastico
h = espessura
Substiituil ndo I--I‘:!"ﬁ}\Ju , De C em (3.3.121, resulta
Cofid = n ax_f e A
n a3 = —'""“"z—[(l - v2Ca a P aapa 7 KD B aa'qap ]ac E
2¢1 -»°D i
(3.3.162
Farticularizando-se para a=3=1 =] desenvel vendo,

chega-se a

- a z a 2 a__a
Caad 22 12 22 14
n = C S ¥ Cil=-vd |- L e B

a

a =1
22 12
= [ﬁ ] (a(1z)+ aCzO) }
B a =1

Sabendo que as componentes das solicitagles fisicas

€B8.3.17D

de membrana sfo dadas por

4 = anﬁD [ aﬁﬁ ]’/z
a3 2%

n

(3.3.18)
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¢ levandc em conzideragioc (2£.1.4) e (2.1.5) & facil chegar a

n. = n'*"’sene 2, C2.3.19

onde o tensor dos esforgos de membrana resulta

1 b + €1 - sen @3C1-wd
e - . o N
Ca: st Y a a sen‘e SR
11 11 22
cosd
= C « + o J ‘ C3.3.20

4 (12 (21)
o o sen &
1 2

Supbpstituindo (2.2.200 em (2. .2.18) e lembrandc as deformagdes

generalizadas dadas em (2. 2. 27D

o
(11

11 a send
11

(22?
‘-—-
szz— a sené
o
(12) (21)
- -
e + € = C3.3.21>
12 24 o o sané
1 z
chega-se a
» c ® 2 & a ™
n = ———<e +cos @ {1-v) + ) &g —-—cos8 Ce + & 3
1 2 14 22 12 21
sen &
3. 3. 222
De forma semelhante obtém-=se
w c - 2z - a* ™
n = — J{g +Lcos 8 Cl-L) + V) & - cos@ e + & O
22 2 zz 14 12 24
sen &
. C 1-vd C1+vD
L4 - 2 - -
n1?= “*—;— -cosé& <511+ 8223+ > + = cos 9](6 + & )
T sen & ’ = 12 z4

C32.3.283)
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Fara a momento fletor e Ltorgor, analogamente, resulta

a D - s 54 A o &, & . . 5
e — " o s 12 + = OIS
ms: 2 xii Ak . - w2 J‘rzz e 212 xZi
sen &
D
W - 2 - - -
m = —— {xy +Ccos“@ C1-vd + ) x - cos@ C x + x D
2z 2 2z 11 12 21
sen &
D 1= Cl1+ud
I, W 8 C i " Dl ——— g e coszQ C * + T 2
maz- 2 e "Xy s Xa2 & = Xy2 x21
sen &
(2. 2. 242

-

onde az mudangas de& curvatura generalizadas segundoe (2. 2. 28) sdo
definidas por
x:is:

11 & send
11

(22)

z2 a - send

«12) xizl-)

-
Rya™® Xgy T o o sené Sl

FPara o esforgo de corte, partindo da equagidoc constitutiva

PeaBiEh Py C2. 5.28)

3 o

sendo ¥, 3% componentes lenscoriai= das deformagles por corte ;6

© médulo elastico transversal e K o fator de reduglfo para os

esforgos cortantes dados por
o = ¢- -+ wl + b v 3. 3.27)

E 5
- ; K s — C3.3.28
2 11 + 6

© considerando as componentes fisicas
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chega-se a seguinle express8o para a componente fisica dos

esforgos corlantes

. Fa
G K h a ¥
Ie]

g = : C2.2.20

[elat
a

Farticularizando-zse para o=l e a=c e lembrando as

L *
deformacBes generalizadas, e W OPs dadas em (2.2.280,
obtém-se
yl
-‘ — ———————
& aiaena
& ?,Z
= ————— C=2.3, 21D
Y2 azsene
&
=2 G6KhCy e o
qj = }’1 Ccos }’2
t
g, =G KhC y.~ cos6 7> . ¢3, 8 585
rd

Salienta-se que o trabalho internc das componentes
fisicas realizadc scobre as deformag@es generalizadas & igual ac
trabalhe i1nterno gque as componentes tensoriais realizam sobre
as deformaglies generalilzadas Ltensorials simélricas.

As agles lineares calculam-s& substituindeo (3.3.220,

(3.3.233, (3. 2.2840 =5 (3. 2.32) na equagdo geral (3. 3.43,

2.4 - Matriz de rigidez

Fara ©o caso linear elastico, as eguagles deduzidas
permitem determinar a energia de deformacgdo especifica em forma
matricial dentro de aproximagBes assumidas, i1sto &, como

constituida por adigdc de +trés parcelas correspondentes a
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membrana, flexo-torglo & corte
U= W% U+sW €2.4.10
€ X Y

Cada parcela & definida pela expressdo

0,8 ¢ MM

B ¥ Scofdd T
= fFAp
u, = 0,5DH X sy Foxgin
= i af?
U = 0,56GKha . €3.4.2)
' & o ¥p

A energia total pode ser calculada comc a soma da
energia de cada elemento, pelas mesmas considerages efetuadas

anteriormente em relagioc aoc vetor de forgas nodais equivalentes
e
U - z u® . €2.4.3
TOT

A energia elementar, U®, & avaliada no sub-dominio S,

pela expressio

U = [ Uds = [ CU_+U +U >ds
€ 7
Se Se
= 0.8 V"< T (2.4.4)
onde Ee & a matriz de rigidez do elementoc , constituida pelas
parcelas referentes a membrana, flexo~-lorgdoc & corte
K® = K_+ K_ +K_ . €3.4.5
~ ~ rvx ~y

Partindo das expressbes €242 @ considerando
€3.3.13), (3.2.27), (2.3.21) (2.3.25) e (3.3.21), depois de um

laborioso processo algébrico, chega-se as seguintes expressfes

para a energia de doformagéo
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[
- - - * *»
2 s {(:‘ Gt Ce )2— 2 cosf (& & 3 CE + € ) +
& - 114 zz 12 21 114 22
o sen &
2 - - - z
2 [C1-vD) cos €6 + » ] Ess 522 + 0,5 [(1+1) cos & +
= - 2
C1-wd] Ce + & ) } G324 8D
12 21
r] - E 3 - - - -
- 2
UX = . sanza {%xiig + szz) 2 cosé (xlz + xz:) Cxii + xzz)

2 » by 2
+ 2 [(1-v) cos 6 + v] Wy Hog * 0,8 [(1+vD cos 8

+ C1-02] Cx . + x 07 =W
s Xy2 Xp4” Rl
*_2 o S - -
UT = 0.5 G K h {%ril + Cyzj - 2 cosa ¥, ¥ } . C3.4.8)
Para © caso de coordenadas ortogonais, €8 = g0°, UE

resulta na expressfc para o caso do estade planc de tensBes em
; 18
coordenadas cartesianas .
Substituinde (€Z.2.100,(32.2.132),C(2.2.14),(3.2.20) =
(2.2.280 em (2.4.6), (3.4.7) e (2.4.8) e aplicando (2.4.4) e

(2.4.5) resulta, para a=s parcelas da malriz de rigidez

C
= | M{ETE+ETE-cosa [ETCE+E) £ B & B3
~ ra ~yq ~1 ~Z ~2 ~q42 =~1 ~2 ~q ~2
se sSen O
- . . 2 T T "
|2 ] +[(1—v-l cos 8 + u] CE E + E E & % 08
~42 ~ 1 ~2 ~Z ~ 4
2 T
P1+v3 cos 8 + (1—v3] CE E D } dsS
~41Z ~12
C3.4.9)
D T T T
K, = [ —{G G + G G - cos6 [G 8B 4 &5 % 8 % )TG]
Gk zZ ~q ~41 g w32 ~42 ~1 ~3 ~ 4 ~3 ~qiZ
Se sSen &

+[C1-v) cos’e + v] €G] G+ G, 6D + 0,5 [C1+wd

cos?0 + c1—p>] ol oA < T }dS
~q2 ~d2

(2.4.100

ESCOLA DE ENGENHARIA
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(2.4.112

A integragio destas expressoes efetua-se
numericamente com integracio reduzida de cx2 pontos de Gauss-
Legendre scbre dominio bidimensional.

0O elemento diferencial de superficie média, dS, é

dado por

ds = ¥ s d6'de’ (3.4.12>
scndo

f[;"= sené& o o (32.4.132D

ou, alternativamenie

xs,: xz.s xa,s
YR 8 = C3.4.14>
1,2 2,2 B2
ﬁaa r,‘za ﬁaa

No caso de estruturas plissadas, onde elemenios que
concorrem a um mesmo no sdo coplanares, ocorre uma
singularidade na matriz de rigidez global, impossibilitande sua
triangularizagfo. Para contornar este problema, acrescenta-se
uma peqguena energia ficticia, associada aos graus de liberdade
rotacionais, que destrai a singul aridade sem afetar
significativamente os resul tados.

A matriz de rigidez dada em (32.4.9), (3.4.10) @
(2.4.110 servirad como auxilio para linearizar o algoritmo de

sclug8oc do sistema de eguagdes nio-lineares.



4 - INTEGRAGAO NA ESPESSURA

4.1- O modelo laminar

Em wum modele laminar, a segao transversal &
subdividida em camadas de espessura d e coordenada central
L5

referida a superficie média, conforme figura 4.1

FIGUFA 4.1 - Modelw laminar

A armadura & considerada como uma camada extira, com
espessura equivalente t e localizada a uma distéancia z da
= -}

superficie média.

As hipéteses assumidas para o© modelc laminar s8o as

; a3
segul ntes

12 Os efeitos da fissuraglo e de toda e gqualquer fonte
localizada de descontinuidade do ‘campe de deslocamentos
considera-se dispersos em forma continua nas wvizinhangas da
zona afetada, de modo que as deformagdes generalizadas médias

s8o compativeis e continuas.

42
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&) A uma distancia 93 da s=superficie media, as deformagdes
longitudinais das ar madgur as STl iguais as defor magdes

longitudinais do concreto circundante.

2) A= armaduras s8o colocadas &m camadas, f{formando uma malha

retangul ar,

4) As armaduras estio sujeitas apenas a tensdes uniaxials.

5) A formulagic fica restrita a agles de curta duragdo, ndo
sende levadas em consideragido fluéncia, retragdo e fontes de
auto-def ormagdo.

6 A diregSo de uma das armaduras coincide com um dos @i1xos

coordenadros curvil i neos.

4.2 - Deformagdes

Pode-se calcular as deformagles de um ponto gqualguer

fora da superficie média pela expressﬁoa

& c4.2.10

a3 T %o T3 Xcap

Sabendo que as deformagqgdes normali zadas estéo
relacionadas com o tensor de deformagdes, conforme (2.2.27) e

(2. 2. 28), por

(11
-
£:1=
a sené&
11
(22)
-
gzz=
a_ sendg
2
+
{12 (241
-
& * g =
12 21
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t14)
E 3
e =
=4 a sent
11
x{EZ)
-
x =
— a senf
4
P, n Xeazs~ Tegad
x * X = c4.2.8d
4 1 al o sené
e particularizando a express3o (4.2.1) para oa=fizl; o=3=2 e
a=1, 3=z resulla
-
= & senf
}"" Y’i dll
P a send
722 yz?
€ 3w D 8 c4.2.3
+* = a o] sen . . -
y:z ‘'z ?12 Y21 1 2
onde
- _ L] +9 -
¥ex = ®aa 3 X4
= + &
Y22 €22 s %22
3 a £ %@ 3 % B Ky Ca.2. 4
+ 3 = ' £ : T o
r:z 721 12 21 3 X2 xz:

s&o as deformagdes generallzadas normalizadas a uma distancia
83 da superficie média.

Apds a fissuragdo do concrelo, a interagfo entre as
duas diregdes principais & desprezivel, viabilizande a
utilizagso de equaGgoss constitutivas nédo-lineares
unidimensionals

Para a aplicagdco destas equag¢gSes unidimensionais,
ocorre a necessidade da determinagdo dos valores principais da
deformagis. A diagonalizagdo de um tensor simétrico d& origem a
um problema de valores préprios, de cuja solugfo resultam os
valores e as diregdes principais,

Estuda-se o© caso caracterizado peloc sistema de
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equagdes homogéneas

el
C = 2m =0 €4.2.9)
Yap” Pop ¥
onde
¥ = valores préprios do tensor de deformagdes
A = n° ga= vetor unitéric que definird a diregdo

principal associada com p.

Uma solugdo nao trivial cbhtem-se anul ando o

detern nante dos coeficientes

| 7o~ 3ap? | = © C4.2.6)
do que resulta a equagdo caracteristica
i . z
— - —_ - F—1 45 ]
(},11 aiir>cr22 azz 73 (?,12 alz Y) 5
c4.2.72

Desenvol vendo a equacdo (4,2.7) & substituindoe os

valores encontrados em (4.2.2), chega-se a

2y = 0.

C4.2.82

Bilioedgh Co .+ ¥ . 9= 8Ly 4 7 Sige sty
4 N rﬂz 721 SR yii ?zz v rliy

»
zz_cr:zj

Os wvalcores principals y s8o independentes do sistema
de coordenadas, ou seja, os coeficientes da equagao

caracteristica C4.2.82 sdo invarianies de deformagdes.

Introduzindo a notagac

& 5 ¥ % oGl = € 3 ¥ 3 e

11 . Fag' T ggd SN ¥ia" Fgy ©9SSEC

T e e e €4.2.9
2 711 722 712 R

resulta, para a expressdoc (4.2, 8)

p L. el =0 ; C4.2.100

A solugdo da equaglo (4.2.10) fornece as deformagSes principais
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* -
A=n®2 =n La+n T C4.2.12>
o 1 1 z
onde
n‘ =n (a :1/2
i 11
i kW sk C4.2.13
b d 22
De=zenvol vendo © si1stema dado &m C4.2.52 =
substituindo os valores encaontrades em (4.2.22, iLem-=se
cy e dn o+ Cp e 6 ¥> n =0
7‘1 sen ¥ n’ rz: sen cosg8 y nz =
Cp ) 8> n + Cyp e > n. =0
?12 sen cos ;V n* ?ZZ sen rd I."]z =
C4.2.14>
Definindo
A = e
11 T:s ol ¥
A:z af A senf - cosé y
Azz = 722 sen€ - p C4d. 2. 15)
resulta, para o sistema dado em (4.2.14D
- -
A n + A n = 0
11 i 12 2
A % A A O
12 n‘ 22 nz B (4.2.165

1

¥, B - g
I

_______l
r11- c
Para =Y

vl -

1
e

determinagio

12

172

das

- . . -
o vetor n & base unitéaria ta

Obtém-se uma equagdo adicional

diregdes

pelo fato

(4.2.11D

principais,

-3
do vetor n
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ser um vetor unitario
cn 2%+ Cn:DZ+ & n: n: cos@ = 1 . C4.2.17
1 A

Na soluglo do sistema, distinguem-se dols casos

a) A # O
11
i 172

-
n = 2

2 1 + CA /A 2%- 2 CA /A D cosé

12 i1 12 11
A

- A2 -

nt = - —— n (4.2.18)
. A

114
B) A # O
22

* 1 172
n = 2

1 1 + CA /A D°— 2 CA /A D cos@

41 12 z2
2

- 32 -

n B el Sm——r g 3 C4.2.190
2 A 1

22

- L4
Os valores encontrados para n, e n, dic as

componentes do vetor diregdo principal, B, na base unitaria.
4.3 - Tensfes

No modelo fisico para o concreto que seréd adotado,
assume-se que as diregdes principals de deformagdc coincidam
com as de tens8o. Desta forma , uma vez adotada uma equagdo
constituliva unidi mensiconal eguivalente E] aplicando-a
independentemente em cada diregfoc principal, ficam definidas as
tensSes principais e em forma indireta o estade de tensbes
associado com as coordenadas de superficie. Faz-se necessario
obter as tensdes referidas aco sistema curvilineo, a partir das
respecll vas tens@es principals.

Para determinar as Llensdes T;ﬁ asscocladas ao sistema

curvilineo €% aborda-se o problema de valores préprios do tensor

de tensdées, que fica caracterizado pelo sistema homogénec
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oW e B osin =0 C4.3.1d

onde o & a tensdc prancipal.

-5
Pode—-=se representar o veltor n por
=% =51 R
n=n ¢t +n ¢ C4.3.2

onde

W

5 & 5 a . C4.3. 3
2

Estas novas componentes das diregdes principals esiic ligadas

- -
com n_ e n_ por

- -
n = cossec@ n + cotgd n,
1
- - =
n = cossec@ n_ + cotg@ n . C4.3. 4D
Z 1

Desenvol vendo o sistema (4. 2.1) & considerando

- 11
T = sen€ a o
11 11

* 2z
¥ = senf a led
22 22

- - 412

T =T = senf a o ¢ C4.32.5)
12 214 i 2
resulta
o
" S <R tgé > n =0
T = e ] o CoO =
11 send 1 12 g 2
- —_ - —
C + ocotgfé D n + (71 + o cossec@ D) n_ = 0.
12 1 22 2

C4.32.61

FParticularizande o sistema (4.2.6) para os valores

principails o o, resol vendo , chega-se a
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1
¥ = { C. & 2% ¢ cn”)‘} —
11 1 2 2 2 ¥
2 -#11_2 o .
T = {ff (n 5= G Ey 3 } o L4, 3.7
2z 1 1 2 1 A
onde
¢ = o {—(E‘I>z+ CE‘I)Z} cossecd
1 1 1 2
C = ¢ {~(;"I)2+ cﬁ"‘)“} cossecd
2 11 1 2
—%3] 2_—%3131_2 =11 _2_-—%31_2
A = - (n‘ J an 27+ Cn . B (nz J ; C4.3.8)

- .
Para a tensic T‘z resulta dolis casos

bl ! =% ]
- nz I = l"ll ]
- 3
n
i
* -
T = €1t - ¢o_ cossecE ) - o_ colg®f C4.3.@
12 114 1 — Y I
2
—# 1 —%y
i DR B E
5 z g
n
z
- -
T = (1 - o cossec8 3 ~- o cotag8 . C4.23.102
12 22 1 ;-1 x S

Para a solugdo dada acima, resulta A=0 no caso em que
uma das direg@es principais forma um angulo de 45° com uma das
direcdes do sisiema curvilineo. Para contornar este

problema, utiliza-se, nestes casos

el 0 § —% 3
C, n = 6G.om
» 2
L
A
— % 1 —e
c -c 2
> zz 1 11 1
T =
22



=] —% 11
€ nn"=G n
& Z 4 1
T _= C4.3.11D
12
A
onde
~#] %I —411 -%7]
A = n - N
1 z 3 z
3 —® 1 !

C = cossect o - cotg® o n

1 1 2

» g O | —¥II
C = cossecl o n - colagl o n

2 111 ) G0 SR

-% X —u 3

C = cossecl o n - colge o n

11 1 1

—% 11 —% 77

G = cossecl o n - cotgf o n . C4,.3.12)
2i2 s 26 Gl 1 4

Com as expressdes obtidas pode-se determinar as

tensdes no concrelo,

4.4 - Deformacdes e tensBes na armadura

Para a armadura, porém, ndoc se pode entrar com os
valores principailis de deformagdc na relagdo constitutiva
unidimensional, polis, normalmente, as diregdes principais néo
coincidem com as dire¢gdes das armaduras e estas sé resistem a
esforgos de tragioscompressido ac longo de seu eixoa. Faz-se
necessario calcular as deformagd®es nas diregdes das armaduras,
Com este intuito, acha-se o©o &angule a que uma das diregdes
principais forma com uma das armaduras,

Conforme figura 4.2 , tem-se

3
sen o nz send

-

n‘ + n: cos@ . C4.4.1D

cos o

Como serdo utilizadas somente armaduras ortogonais, a

transformag8o fica caracterizada pela matriz de rotagfo
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cCoOoz=Jo - sens
R = A C4.4.2
ot sano coso
e
i
5
T e
@ 2
E
¥ <

Armadura 1

FIGURA 4.2 - Angulo a entre as armaduras

e as direg¢des principais

As deformagdes correspondentes as diregfies das

armaduras, aplicando a matriz de rotagdo, vem dadas por

Z
> = cos a y, + sen a Vs

(4.4.30

z
> = cos o ¥ + sen a p

onde Y ¥ Ty sdo as deformagtes no nivel das armaduras & nas

diregdes principails. As def ormagdes : e 7;21 s8o

desprezadas.

Entrande na relagfo tensiSo-deformagdc do ago com

estas deformagles, p I , obtem-se as tensdss na
-]

n22
armadura, o ; W o dadas nas dire¢gdes das armaduras. As
(-] [

tens8es referidas ac sistema curvilinec, conforme figura 4.3
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s80c obtidas atraves da 1e1 de transformagic de tensores

contravariantes

‘“G{? a ;O‘ a ;{? mr
T = T
a x" @ x"
x = % - »_ cotg@
1 1
b
~ 2
% = — . C4.4.4D
2 send
Particularizando-se (4.4.4) para a=f3=1 ; a=f3=2 @ a=1 , p=2 ,
chega-se a
-
T = o + cotgze o
14 o1 =2
» p
T = cossec @ o
22 e2
- -
T =7 = - cotgf cossecé o C4.4.8
12 21 e2

que d8o os valores das tens@es nas armaduras referidas ao

sistema curvilineo.

X,

Armaduro 2

7|-X|

Armadural

FIGURA 4.2 - Transformagio de coordenadas
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4.5 - TensBes generalizadas

A formulag8oc obtida em 4.2 @ 4.4 psrmite conhecer a
distribuigio de tensdes i1nternas aoc lJlongo da espessura. A
seguir, se determinard um sistema equivalente atuante na

superficie média.

Conforme a figura 4.4, a forga exercida sobre um

elemento diferencial pertencente a superficie Q‘: constante
vale
2 a
 ds =T de” de C4.5.1)
1 i 1
onde
g = vetor itensdo definido em forma convencional

T = vetor tensio definido em termos dos diferenciais das

coordenadas curvil ineas.

O comprimento de arco dsz na superficie média & dado

por

FIGURA 4.4 - Tens®es ao longo da espessura
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As forgas desenvolvidas em 81 = constante, na regiao
entre 82 o Qz+ d6%, serZc substituidas por  um sistema
equi valente, constituide por uma forga distribuida atuante

sobre d?z ~ um binario ou momento, também distribuideo ao longo
da linha coordenada Qz.
A forga e o momento de redugdce s8o dados por,

aplicando (4.8.13 e (4.5, 2D

hs2
A ds_ = 3’ Yaat ae® = | T’ de® ae?
1 : -h-2
- 11 2 he > 7 a
mode_ =@ Yaalde® = [ 3 x T 6 de’ de
1 Z i —h/z a 1 a

C4.5.2

onde gi & a resultante fisica e %1 ¢ o meoemento resultante
fisico, ambos medidos por unidade de comprimento na superficie
m&di a.

Apos algumas operagdes matem&ticas e generalizando,

chega-se a

hs2

Roe——1 1 ae®
o o
e et -h~-s2
a a
" 1 hsz 5
moo= [ 2. xT> e d6
Lo | - o a
act -hr2
a a
C4.5. 4D
Sabendo qus
T =ce™3 +0?3 > Ya (4.5.5
1
A i
onde o' e o'? s3o componentes do tensor de tensdesz , resulta
R a® =" 2+ g% 2
o o 3
-» aa _ ao > >
m a m a, x ap C4.85.82

onde
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hr2?
e e
naﬁ = I o £ cet
-hs2
hrs2
s L P &, de® C4a.5.7)
-hr2

s8o os tensores de superficie das solicitag@es de membrana e

21
momentos, respectlvamente .

Analogamenie, pode-s& escrever

- hrs2 2 o
n = I T dé
14 11
~hrsz
ho2
* -
n = I T daa
22 2z
-hs2
hr2
- -
n = n = T d&
12 21
-h-s2z
” ho2 - a
m = j T e de
14 i1 3
-h~s2
hrs2
- a
m = T e d&
22 2 3
-hs2
- - h/z - a
m = m = I T &  de C4.8,821
12 21 12 a
~h~r2

gque sao as componentes fisicas das sclicitagles de membrana e
dos momentos referidos a superficie média e por unidade de

comprimento.



5 - RELAGOES CONSTI TUTIVAS

5.1 Generaliadades

As relagdes constitutivas uniaxials para o ago e o
concreto sdo i1ntroduzidas através de curvas tensio-deformagic
baseadas em recul tados experimentais.

Adotou-se modelos unidimensionais para simular o
comportamento do concreto armado pois, depois da rissuragfo do
concreto, cada diregio funciecna independentemente, sendo a
interagfZoc entre as mesmas desprezivel.

Para o concreto, as relagdes tensio-deformagio s3o
estabelecidas entre valores principais. A armadura, porém, sé
resiste az esforgos em seu proprio eixo; portanto, as relagdes
Ltens3o- deformagio <sZo estabelecidas para valores dados na
direg2o da armadura.

O concreto apresenta comportitamentic diferenciado
gquando solicitado a compressdco e a tragao. Desta forma,
utiliza~se modelos distintos para as duas situagdes. Ja para o
aco, © comportamento & simstrico nas duas solicitagbes.

Para o concreto comprimido, o© modela € histerético
degradativo; para o aco, & elaslo-plistico com histerese e para
o concreto tracionado € iri-linear degradatiwvo.

A seguir ser3o apresentados os modelos matematicos
adotados para representar as curvas tensio-deformagio para os

materiais componentes do concreto armado.

5.2- Relacio constitutiva para o concreto 3 compressio

(@) model o matematicoe adotado para a relagio
tensdo-deformag3c do concretec a compressio € o apresent ado por
BLAKELEY e PARK'.

O diagrama apresenta uma curva tens3o-deformacZo ABCD

que caracleriza o comportamento para uma segléncia monoténica

57
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de incrementos de carga e lagos histeréticos para representar

oz decréscimos e posteriores incrementos de carga, conforme

Oz parametiros necessarios para implementar o modelo

s3o os seguintes

™

deformagio especifica no concreto correspondente  a

o

tensio fc;

fc : resisténcia & compressao cilindrica do concreto
CKN/anD;

€ : deformagfo especifica do concrelo a compressio;

EC . médulo de deformac3io longitudinal do concrete tangente
na origem;

520 : deformagidoc especifica no concrelo correspondente a uma

tensdo 0,2 fc.

/ C D
/ ’
\;&.
E
tb‘\" ,
Ezocec

FIGURA 5.1 - Modelo para o concreto a compressio
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A seguir sao apresentadas as expressdes analliticas do

model o

TRECHO AR : O £ £ = ¢
= &
< L= 2 %
o =1 c = C KNscm D (gl = o
= < = e
f=] (=]
e 1
&
e = —m— Cs. 2.8
N E
L=
% 4 <
TRECHO BC : e <& = gzoc
o =f [ 1- 2ZCe - €31 C KNsem®> ¢s.2.3
0,5 3 + 2,8 fe
Z = — ; £ = (5.2.4)
e - & %L 1480 £ - 1000
50 <} c
M
TRECHO CD : & > ¢
c 20
<
o = 0,8 f ¢ KNsem™d (5.2.5
c L -~
onde:
o : tens3o de compressio no concreto ( KN/em?) e
[ =]
Z : inclinag¢do do ramo descendente da curva envolidria;
so deformagio especi{fica correspondente a uma tensio 0,5 fC
M

no ramo descendente da curva para concreto nac-confinado.

Os cicles histeréticos podem ser visualizados na
figura 5.1. No trecho AEB, onde a deformagido ¢ menor que €, a
descarga e a recarga sao lineares scobre a mesma reta de
inclinagioc EC. No trecho BC, a descarga € bi-linear; primeiro,
a tensdo se reduz em 50% sem redugio da deformag¢io; apds, segue

uma reta de inclinagdc 0,5 E. Ao recarregar a partir de uma
<



60

i,

tensao igual a zern, o caminho & linear de inclinagao Ec ate

encontrar a reta RC.

7
G}
1

Relacio constitutiva para o concreto 2 traglo

O modele adotade para o concreto a tragi3o é o
proposto por VEBO e GHALI?® modificado. Esta relagio depende
apenas do conhecimentoe da resisténecia cilindrica a4 compressio,
:l"c. e do mdéddule de deformagaco longitudinal do concreto, Ec.
Outros modelos mais apurados levam em consideragio outros
parametros, tais comoe a espessura da estrutura.

O diagrama ¢é composto por uma fungf8o tri-linear
degradativa para simular a rigidez adicional que aparece na
secic de concreto fissurada devido a colaboragio das zonas ni3o
alteradas entire fissuras.

Na figura 5.2 estad representado o diagrama proposto,
onde Ec &€ o médulo de deformagidoc longitudinal do concreto
tangente na origem e fl & a resistiéncia a tragdoc méxima do

concreto dada por

Gt

o8 f, .

O75E, 0

FIGURA 5.2 - Modelo para o concreto a tragio
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f = 6,25 Y10 f_ . CKN/emd (5.3.1)
<
As deformagdes &£ & e £ resultam, pela figura
c2 c3 c4
52
1,07
L
E‘ =
c2 E
<
1,87 ¢
t
L ——
c3 >
&
Q, g7 ft
e = B3 282
c4 E
<
A inclinagio da reta em cada t.recho esta

representada na figura 5. 2.
O ponto de origem da relagac Ltensic-deformagdo de
tragdo, A, corresponde ,nas curvas de compressio, aoc ponto no

qual a tensd3o € igual a zero.

5.4~ Relag3o constitutiva para o aco

As armaduras seric substitufidas por membranas de
espessura equivalente Lh. gue sd admitem Lragios/compressZo nas
diregdes das mesmas.

O modelo utilizado para o© ago seréd o proposto por
AGRAWAL, TULIN e GERSTLE, que permite a analise de problemas
sujeitos a cargas alternativas e possue comportamento gquase
simélrico para compressio e tragifo.

O diagrama proposto, elasto-plastico com histerese, &

apresentado na figura B.2, onde

fy : resisténcia de escoamento do ago a tracgio;
€ deformagdo no ago medida a partir da origem, C ou F;
o i Ltensio no ago correspondente 2 deformagio £ .

-

EFRONI A e cuns-



OA

AR

BC
CDE

ec

&
-

FIGURA 5.3 - Modelo para o ago

O diagrama ¢ composto pelos seguintes Lrechos

Trecho ascendente de carga limitado pela resisténcia de
escoamento do ago a tragio.

Trecho de carga onde as deformagdes aumentam sem haver
aumento nas Lensdes.

Trecho de descarga linear, paralelo a OA.

Trecho curvo de descarga. A partir de C, a tens&o passa a
ser de compressio. O ponto M & a interseglo da curva
correspondente ao ramo DE com a reta obtida
prolongando-se o ramo BC. A express3o analfitica da curva

DE & dada por

-1

1000 £
o = % [1.88 - €0, 838 9] R CKNsecm®

(5.4.1)
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EF : Trecho linear de recarga de inclinagdo igual a OA.

FGK : Trecho curvo de recarga analogo a CDE.

Na descarga, se a tens3o na armadura ndo ultirapassar

o ponto M, ao recarregar as tensdes seguem o caminho MB e apds

e (M)
comportamento € elastico-linear. Depois de completar um ciclo,

BIl. Em forma aproximada, o = 0,36 fy . No rame AA' o

se a armadura ¢ descarregada a partir do ponte K, uma curva
similar a BRCME deve ser tragada e o ciclo se repetira. Se na
curva de descarga KH h&a recarga antes da entrada no ramo

nao-linear, o mesmo caminho HK deve ser seguido e apds KL.



6 - CRITERIO DE DIMENSIONAMENTO

6.1 - Componentes Ltensoriais das tensdes generalizadas no

sistema e mélrica cartesianos

Com o objetivo de verificar, pela comparagio de
resultados, a influéncia da n3oc - linearidade fisica na
capacidade final de carga de uma estrutura, introduz-se um
critério de dimensionamento-

Da andlise linear da estrutura resulta um estado de

Ltensdes general izadas normalizadas na superficie média

referidas ao sistema curvilineo 91. 92 conforme figura 6.1

FIGURA B.1 - Tens®es generalizadas referidas ao

sistema curvilineo

Para Se fazer =] dimensionamento da ecstrutura,
necessita-se das componentes das tensdes generalizadas no

sistema cartesiano.

64
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A transformagio de tensores contravariantes de

segunda ordem fica caracterizada por

- ={3
Fes. 98 90 A : €6.1.1)

o oe”

Em cada ponto P da superficie média, por projegcio no

plano tangente das curvas coordenadas 8’. 82. obtém—-se um par

de eixos retilineos esconsos, x e X, Adotande x = x e x
1 1 2

normal  acs  anteriores no plano tangente, fica definido um

sistema ortogonal, nas diregtes das armaduras, para o qual

adota-se a métrica cartesiana.

N“XZ
o X
5 e
'g 2
£
A
(=1
p.
© V%
,3 x2 X li
P A l_|
Armodura |
X = 0 |
— k] 8,
X)
FIGURA 6.2. - Sistema de referéncia ;1' :-_(2. no plano
tangente

Nas vizinhangas do ponto P em considerag¢Zo, pode-se

escrever

b4
"

a B8 + a 8 cosé
1 1 2 2

X
I
Q

62 send (6.1.2>
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ax o 3
S = = az cosd
36 ! a6
1 2
o a§<2
—_ =0 = az sené C6.1,.32)
as as
1 2
com «_ ., o dados por (£.1.185D

Com as componentes normalizadas de esforgos e
momentos dadas por (3.3.22), (X 3.23) e (3.3.24> , calcula-se,

por (2.2.242 e (2.2.2823, as respectivas componentes tensoriais

n
11 14
n -
2 senfd
11
n
22 22
n =
a sent
2z
»
)
12 12
n =
a, o sené
-
m
11 11
m -
a sené
114
-
m
22 22
m —_
a sené
22
-,
12 Pia
m b— - (6.1.4)

a o sand
1 2

)]

Particularizande (6.1.1) para momentos e esforgos
normais e substituindo os valores encontrados em (68.1.3) e

CB.1.40 resulta

- - -
14 e mz: 2 Moz
m E e + £ coOsE + cos &
sen@ senf senf
- -
n n n
—44 11 i 24 22

2
+ cos &
send senf sen@®

n =




—-22 = »
m = sent! m
22
-2 7 -
n = senf n
22
-412 EY *
m = m + cosé m
12 22
-{2 » »
n = n + cosf@ n . C6Bal: BD
12 22

—auf3 a3 s
As componentes m e n sdo tenscriais, referidas ao

csistema cartesianco e, conseqiUentemente, s3oc normalizadas.

=22
5‘22 "21
o * 12
nn
ﬁ" ﬂﬂz
ﬂ ﬂ
I
m
FIGURA 6.2 - Componentes tensoriais das tenstes

referidas ao sistema cartesiano

A figura 6.3 nmostra o estado de Ltensdes resultante.

6.2. - Forcas equivalentes

O estado de solicitacio das cascas € muito complexo e
pode~se adotar diversas formas simplificadas para o seu
dimensionamente. Segue aqui um critério simplificadczp, que

consiste em substituir as resultantes de tens®es por um sistema
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estaticamente equivalente atuante nas diregdes das armaduras.
Anal isando um corte Lransversal da estrutura,
conforme mostra a figura 6.4 , chega-se as segulntes expressdes

para as forgas equivalentes nas armaduras

- Armadura superior

e v | =y

m i |
. = +
Fi z =
-22 -2 2
Fo= m " nﬂ
2 z P
-2 512
IS = + CB: 212
12 =z <
- Armadura inferior
—-11 —44
F_o= - +
i A =
azz -22
Fz = z * =
-12 —12
n
F s i (6.2.2>
12 z c
O35 X3
Ao O
{ 2 Z
h -
£l m
z N\ e
7 ™
h
2
o g
2 z

FIGUERA 6.4 - Corte Lransversal da estrutura
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As forcas equivalentes est3o represenladas na figura

6.5 , que mostra uma vista superior da estrutura.

FIGURA 6.5 - Forgas equivalentes

Calcula-se as forgas equivalentes principais e o

dngulo entre elas e o sistema ;1 N pelas expressdes
P TP 2 z2.1/2
F_#2 R 4 ficF, = F, 3% 4 % €F__3™1
1 “ 1 2 12
=
A 2 5
B, B e o [P« P 3% 4 s op %30
1T 1 2 12
2
L B 5 5 e——— . (6.2.3)
F_ = iF
1 2

Os valores encontrados em (8.2.3) serfo utilizados no

dimensionamente da armadura.

6.3 - Dimensiocnamento da armadura

O dimensionamen .o sera realizado para o caso em que o
concreto esta fissuradeo ¢ a armadura estda no limite do regime

elastico, isto &, an = f
¥
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Segundo LEONHARDT e MONNI NG*® , os esforgos de tragdo

na armadura sio dados, a partir das equages de equilibrio, por

N
I

F_ocos®@ C1+ tgp tgp) + F  sen’f (1 - cotgf tged

o8]
I

F senZf? C1+ colgf? cotgpd + F.. cos’fi €1 - tgR cotgpd

€6..3.12
onde
" > F:! : Forgas equivalentesz principais dadas por (6.2.3)
v : Angulo entre a dire¢gio das fissuras e a
diregdc da armadura (inclinagdo das fissuras)
IE] : Angulo entre as forgas equivalentes
principais e os eixos coordenadeos ;1. ;z'

A forga de compressi3o no concreto em uma segdo de
comprimento unitario e perpendicular a fissura & obtida atraves

da expressio

R =¢fF =pF 3 onil (6.3.2)
cc 1 Ix sen Zp
Como controle, wutiliza-se o somatdrio das forgas
internas
- - - [
21 + 2, Rcc PI + FII . €6. 3.3

Para determinar a inclinagZo ¢ das fissuras, chega-se
a mesma expressic tanto empregandoe o teorema do trabalho minimo

de deformagio ou as condi¢8es de compatibilidade das

def ormagSes
B2 2 o 2
_ 5 cc -
" = tg e [1 + 2 —2: c1 cotg ed] . C6.3.4>
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FIGURA 6.6 - Abacos para

armadur a

o

dimensionamento

da
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5
Th. Raumann elaborou Abacos praticeos para o
di mensionament o das armaduras, baseado nas expressdes

anteriores. Os &4bacos s3c mostrados na figura 6.6

Os Abacos permitem obter facilmente as armaduras
relativas Cf‘”/f"D e C:Fez/fg.) , respectivamente associadas com
as diregdes de :-_-:’ v ;cz. @ a forga de compressic relativa no
concreto FE'“_/F‘l . O valor de f“ da a armadura necessaria para

absorver F no caso de 3 = O
b |

As armaduras sido obltidas pelas expressdes

F-]
A = e—— (f O
% { e1 1
1 b d
Fl
A = s 4 fs # 1.3 C6.3.8)
-] i ©2 1
2 b4

o = —— (R 7/ F D 2 (6. 2.60

Os wvalores calculados em (6.3.85) ser3do utilizados
como dados de entrada na verificag3io n3do-linear da estrutura em

alguns exemplos estudados em capitulos posteriocres.



7 - O PROCESSO DE SOLUGCAO DO SISTEMA DE EQUAGOES NAO-LINEARES
7.1 - Oz métodos de solugio

Como fol visto nos capitulos anteriores, na analise
de problemas estruturais envolvendo cascas de concreto armado
pelo método de elementos finitos chega-se a um sistema de
equagdes algebricas ndo-lineares que dificilmente poderia ser
resolvido de forma explicita.

O mélodo empregado nesie estudo® para resolver tal
sistema consiste em uma aplicagdao iterativa-incremental de uma
solugio linearizacda que ajusta simul taneamente as nao-
linearidades {i{sicas e geoméiricas, em itermos de deslocamentos.

Inicialmente, adotou-se o método incremental com
rigidez constante para resolver {al problema. A matriz de
rigidez tangente na origem ¢ mantida constante ac longo do
processoc de solugdo por despender um custo computacional muito
grande na sua elaboragio.

Com © intuito de diminuir o numero de etapas de carga
> principalmente no infcio da fissuragio do concreto,
posteriormente implementou-se o© processo incremental-iterativo
para a solugdao do sistema.

A seguir, serdo descritos, resumidamente, os métodos

empregados.

7.2 - O método incremental

O métlodo incremental de rigidez constante € um dos
métodos de solugido de sistenas de equagdes nico-lineares mais
simples que existem. Apesar de ser um método bastante simples,
possui a vantagem de dar uma aproximag3o da histdéria de carga
da estrutura.

Consiste, de forma geral, em dividir o carregamento

em varias etapas de carga, resolvendo-se © sistema para cada

73
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etapa de forma linear.

Além da contribuicio linearizada ¢ acrescido, em cada
etapa de carga, um termo corretivo, o vetor desequilibrio, para
ajustar © equilibrio entre as cargas externas e os esforgos
internos.

Como ol visto no capitulo 2, no método da rigidez
direta, solug3c em deslocamentos, apbés a discretizagdo em

elementos finitos, resul ta, como conseqUéncia direta da

aplicagio do Principio dos Trabalhos Virtuais segundo (3.3.7D

P = AN ¢7.2.1)

Fara o mesmo conjunto deslocamentos V, se a

de
estrutura fosse linear com rigidez K, teria-se

K v o= A" 4

]

GEed

~
[AY]

onde A" & o vetor global de agdes lineares.

Adicionando as equagdes (7.2.10 e (7.2.2), chega-se a

equagic de equilibrio

»
KV =P + P o C7.8.3)

onde
F v = AT = AT CTue: 49

e o velor desequilibrio, que d& uma medida do afastamento da
solugdo linearizada para a2 verdadeira solugZo.

Fara cada etapa de carga tem-se

E !
v n ,
B Yoss © Bemn il S A €7.2.5
n+
: *
sendo o vetor desequilibrio, P v y, desconhecido.

~N+4 YN+ 1
Em substitui¢ioc ac vetor desequilibrico desconhe:ido,
emprega-se uma aproximagdo em termos de valores anteriores, ja

conhecidos. Adotou-se, no presente estudo, a seguinte express3o



F v

~n+41 ~n+1

78

s A s g . ¢7.2. 65

™ ~N

Substituindo C7 . 2.6) =3 CT 2. 8) e isol ando o
desloccamento V oy resulta
~T
vV =K *cp + A* - ANt > CT 2.7
Tyt & s ~EXT b : | ~
T+
A figura 7.1 mostira o método incremental.
fEXT ' K
*
8
Pexr, +
L
A
NL
--l'l
Vn v
FIGURA 7.1 - Método incremental

O sistema de equagdes dado por (7.2.62 e (7.2.7) ¢

resclvido para cada etapa de carga.

7.3 - O método iterativo

Foram implementados dois métodos iterativos para

resalver o sistema de equagdes nio-lineares o meétode Newton-

Raphson modificado e o método Secante-Newton.
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7.3.1 - O método Newton-Raphson modificadoe

Este & um metodo classico para resolver sistemas de
eguag@es nao- lineares.

Basicamente, este método iterativo consiste em
incrementar deslocamentos, mantendo constante a carga aplicada,
até gque a solugin calculada se aproxime da exata. Estes
incrementos de deslocamentos s3io determinados a partir do vetor
desequi i brio.

O algoritmo de recorréncia ¢ o seguinte

v =V + AV
~T+ 1 bl & | ~Ti+ 1
AV =k *p* e B
~ri+ 1 o ~n

onde
F" = P R 7. 3. 22
~n ~EXT ~n

¢ o vetor deseguilibrio.

O processo esta representado na figura 7.2.

EEXT 'y
P SAK
Pext, T
p*
-2
NL NL
Al IA,
%Y, v
av, Tﬁ\j;

FIGURA 7.2 - Métodu Newton-Raphson Modificado
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Para a primeira iteragio, tem-ce

w

Pp- = P
- ~EXT
-1 »
AV = K P
Gt | e ~0
V = AV ; C7. 2.3
~'q g

O processo se repete até que o acréscimo dado por AV
~n

seja menor que um valor pré-estabel ecido.

7.3.82 - O método Secante-Newlon

Trata-se de um método iterativo do tipo Newton-
, e z . - . . _ 1o
Raphson modificado com aceleragdo da convergencia
0O deslocamento V e acrescido de um incremento de
~T

deslocamernto conforme

=V + & | C7.2.4D

) 5 & i | n Biaal i

O acréscimo de deslocamento devido a iteragio dado

pelo método Newton—-Raphson modificado & obtido por

s = -x1'g €7.3.5)
1 ~ n

sendo
9. = ﬁ:L = B C7.3.6>

o vetor desequilibrio dado em (7.3.2) com o sinal trocado.

O incremento do deslocamento & obtido através de

& =A & +B 6 C7.3.7>

hal ™ o BN 5 Ao |

onde Ar e B s3do escalares dados por
L] r




B = A 1 - — = 4 C7.3.8)

"

tn g“ - gn_’ . (7.3.9

O procedimento comega Cn=02 com  uma solugdo

incremental tangenie na qual

Q

3 =0

o

g = -P _ €7.3.10)
8] ~EXT

No caso em gque B  torna-se grande em relagdo a An, <
™
aconsel havel abandonar o processo de aceleragao e retornar ac

algoritme Newton-Raphson modificado. Isto deve ocorrer gquando

B B
™ - ™
= > 0,4 ou =

4] n

& 70,2 : &7 321D

Este método normalmente ¢ utilizado em conjunto com
um processo incremental.

Tendo em vista que o método Secante-Newton acelera a
convergéncia em comparagidc com © mélodo Newton-Raphson
modificado, o custo computacional adicional & pegueno, pois sé
se necessita armazenar a mais os velores &

e q .
b 3 Ellt- | En—-1

7.4 - O nmétcedo implementado

No prezente estudo, utiliza-se um processo
incremental -aterativo, combinandoc os Lrés mélodos descritos
anteriormente,

O processo implementado consiste em um algoritmo
incremental, do tipoc mostrade em 7.2, no qual, em pré-
determinadas etapas de carga, realiza-se iteragdes com o
intuito de aproximar a solugido obtida com a2 verdadeira solucio.

O algoritmo possue a flexibilidade de permitir que se
determine o© passo de etapas para iterar; isto &, se serio

realizadas i1teragdes em todas as etapas, de '"n" em '"n" etapas
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ou em nenhuma delas (caso em gue © passo de etapas para iterar
¢ maior do que o numero de eltapas de carga). Tamhém pode-ce
estabelecer a etapa de carga a partir da qual inicializar-se-a
o processo iterativo, Assim sendo, € possivel chegar-se a um
pré-determinade eslagio de carga utilizando o©  processo
incremental sozinho & apds efetuar-se iteragdes.

O processo iterative normalmente wutilizado é o
Secante-Newt on, recorrendo-ae ao  Newlon-Raphson modificado
quando os limites estabelecidos por (7.3.11)3 s3c atingidos.

Nos exemplosz com influéncia da nd3o-linearidade
geometrica em cascas, enpregou-se, inicialmente, uma segléncia
incremental sem iterag¢des. A partir da zona onde observou-ce
possibilidade de instabilidade numérica, foram realizadas
iteragdes que, alem de melhorar a solugdo, eslabilizaram

significativamente o algoritno.



8 - EXEMPLOS NUMERICOS

B.1- Introducio

Neste capitulo serido apresentados os resultados
obtidos na aplicagfo do programa computaciocnal desenvolvido com
base na teoria exposta nos capitulos anteriores.

O programa computacional & constituido por diversas
subrotinas interligadas por um programa principal e foi
desenvel vido em linguagem BASIC estruturada ( Quick basic -
versio 4.0 ) , para computadores da linha PC.

Os exemplos rodades foram selecionados com o intuito
de testar o funcionamento das diversas subrotinas isoladamente
e em conjunto com as demais. Embora n3c se justifique a
utilizagio deste programa para analisar estruturas como vigas e
lajes, gque possuem apenas Lrés graus de liberdade por ndé
enguanto o elemento utilizado possue seis, foram rodados alguns
exemplos com estes tipos de estruturas, pois os exemplos de
cascas disponiveis na bibliografia s3do escassos es/ou muito
compl exos.,

Para verificar o comportamento da subrotina de nZio-
linearidade geométrica , gue fol introduzida através de uma
parcela da deformagdc de membrana, foram wutilizados os

seguintes exemplos

- Flambagem de colunas

— Casca cilindrica elastica

Mesmo utilizando uma teoria de pequenas deformagdes e
rotag®des moderadas, o©os resultados obtidos nesta fase foram
bastante satisfatérios.

Placas e cascas de concreto armado, que foram
ensaiadas experimentalmente, s3o utilizadas para comprovar o

funcionamento do algoritmo nioco-linear fi{sico, a subrotina que

20
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introduz as relag®es constitutivas. Foram rodadas duas placas e

uma casca

- FPlaca de Mcneice
- Placa de Duddeck

- Casca de Hedgren

Os valores obtidos permitem concluir que o algoritmo
& capaz de simular bem o comportamento do concreto armado em
model os laminares.

Para testar o funcicnamento conjunto da nio-
linearidade fisica e geométrica usou-se as cascas e placa

segulintes

- Casca de Hedgren
— Casca de Riera

- Placa de Mcneice.

Os resul tados numéricos obtidos s&o bastante
satisfatdrios. Na placa, a influéncia da n8o-linearidade
geométrica quase n3o ¢ notada. Provavelmente, isto se deve ac
fato de se utilizar precis3o simples no programa computacional
e de ser introduzida a nio-linearidade geométrica através da
deformag8o de membrana, gque ndo € muito significativa em
placas.

A seguir ser3o relatados os exemplos rodados.

8.2~ Flambagem de colunas

Um bom exemplo académico para testar a subrotina da
nio-linearidade geométrica ¢ a coluna de Euler. Trata-se de uma
barra vertical engastada na extremidade inferior e carregada
por uma forga axial de compress3oc na superior.

Sabe-se que para um determinade wvalor critico da
forgca de compressio, pode ocorrer grande deslocamentoc lateral
por pegueno gque seja ¢ incremento de carga. Se a carga P for
menor gque seu valor ciitico, a barra permanece reta e sofre

somente compressdc axial. Crescende P gradualmente, chega-se a
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condigdo em que a forma reta de equilibrio torna-se instavel e
uma pequena forga lateral podera produzir um deslocamento
lateral gue n3oc desapareceri4 com a causa gue o produziu.

Os valores das cargas criticas para as varias
condig@es de vinculagido nas exiremidades de uma barra
prismatica comprimida foram obtidos, primeiramente, por L.
Euler. Por isso, para estes tipos de problemas, denomina-se a
carga critica de carga de Euler.

Esta carga ¢ calculada pelo emprego da equagio
diferencial da linha elastica e resulta, para estas condig@es

de vinculagZo

Rk 8. 2.1

onde

E = médulo eléastico
I = inércia
1l = comprimento da barra

Os dados referentes aoc exemplo em estudoc sZo os
seguintes e a geometria do problema esta representada na figura
8.1

= 200000 N cm’
= 0,3

50 cm

= 10 em

= 8600 ¢cm

= T T X m
n

Com estes dados pode-se calcular a carga critica

a
_ BE A0 v e ‘

n? 200000 4167

4 600°

= 5700 N

Euler

£8.2.2)
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EULER

FIGURA 8.1- Flambagem de colunas

Na figura 8.2 mostra-se a malha wutilizada e a

distribui¢io do carregamento.

3

H“ l %13
FX

Fi
12
90<:)110

?

FIGURA 8.2- Malha
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Os dados de entrada no programa estZo relacionados a

segulr

numero de nés = 13

numerco de elementos = 2

espessura = 10 cm

nds vinculados = 1,2,3 - totalmente restringidos

nés carregados = 11,13 - Fx = 0,187 N Fz = - 1666,7 N
12 - Fx = 0,687 N Fz = - B6866,7 N

Utilizou-se © processce incremental-iterative com 10

eltapas de carga e no maximo oito iteragdes em cada etapa

Est3c representados na figura 8.3 os resultlados

somente até a carga de 6000 N, um pouco acima da carga critica.

PCKND 4

e

I I Z 3 4 & 6 7 8

FIGURA 8.3~ Deslocamento lateral , na direg¢Z%c x , no né 11
1



Nota-se que foi introduzida uma peguena forga lateral
C Fx = Fz-/1000 > para inicializar a flambagem.

Os resul tados obtidos estio dentro das expectativas
antes de ser atingida a carga critica, os deslocamentos
laterais, w, s3c pequenos, apds, w cresce rapidamente mesmo

com incrementos de carga peguencs.

B.3- Casca cilindrica elastica

A seguir, estuda-se o problema de cascas cilindricas
elasticas engastadas submetidas A& pressiao uniforme normal a
superficie média.

Neste tipo de problema, na medida em que a
intensidade da carga aumenta, a casca tende a <se achatar,
diminuindo a rigidez da estrutura até aparecer um pontoc de
inflex3@3o. Apds, a rigidez da casca comega a aumentar novamente
devido ao efeito de trag¢io longitudinal.

Ndo ¢é objetivo deste estudo analisar Lodas estas
etapas de deformac¢i3o, limitando-se a fase anterior ao ponto de
inflex3o. Portante, a anAlise se restringirada a uma deflex3o
maxima de 0,2 ecm do néd central, come feoi feito em estudos
realizados anteriormente®

Um esquema do exemplo em estudoe e as propriedades do

naterial componenie est3o representados na figura B. 4.

312480 Ncm’
& P

= 254 cm

= 80,8 cm

= 1,27 cm
0;3178 cm

= 0,18 N/cm®

W -

m
I

<
]

~
|

v T » B S T
I
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N
\

CORTE A A

FIGURA 8.4 - Casca cilindrica elastica

Aprovelitando a dupla simetria da estirutura, estuda-se
somente um gquarto da casca. Foram analisadas dois tipos de
malhas com (2x2) e (3x3D elementos, conforme figura B.65.

Na entrada de dados do programa, foram considerados
totalmente vinculados os nds dos bordos engastados e as
respectivas vinculag®es para simular a parte retirada ao longo
dos eixos de simetria.

Comoc a casca ¢ bastante abatida, tomou-se uma
inclinag&oc constante, (3, e considerou-se a repartigido da carga
distribufida para os ndés mostrada na figura 8.5.e¢) para cada

s8¢
elemento
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c)

FI1GURA 8.5- ad) p) Malhas € c) carregamento
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Foram utilizadas cinco etapas de carga com no maximo
dez iterag¢gdes em cada etapa no processo de scluglo do sistema.

Os resultados obtidos na anidlise numérica estio

graficados na figura B.6.

PCN/cm=D

0,5

0,01

~-- BREBBIA e CONNOR'?
«—— SABIR & LOCK®
—e— BEIGNON®

PRESENTE ESTUDO
—%— 9 ELEMENTOS
—+— 4 ELEMENTOS

005+

o 0.2 —

FIGURA 8.6~ Deslocamento central na direcfSo de X

A analise da figura 8.6 permite concluir que o modelo
proposto apresenta bons resultiados, comparados com os propostos
por outros autores. Nota-se que o© refinamento da malha de

elementos finitos melhora bastante os resul tados.

B8.4- Placa de McNeice

Com o intuite de wverificar o funciocnamentoe da

subrotina que introduz a nio-linearidade fisica do modelo,
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inicialmente estudou-se & placa ensaiada por JOFRIET e
MCNEICE?” sem considerar a nao-linearidade geométrica. Apds,
realizou-se uma analise conciderando as duas naoc-lineariades.

Este exemple ja foir muito utilizado por diversos
pesquisadores para testar seus modelos, possibilitando a
comparag8c de resultados com os experimentais e com os de
outros autores.

Trata-se de uma placa guadrada, apoiada nos quatro
cantos, carregada com uma carga concentrada no centro e com uma
armadura ortogonal positiva.

A figura 8.7 mostra a geometria e os dados do

problema.

al,44 cm

4,445 cm

T W
i

[}

z - 143005 em
£ 2,8 KN/cmz
E 2860 KNscm®
o= 048
f

E

&

34,5 KN/cm®
20000 KN/cm?

Ii

= 0,283 cm (espessura equivalente de ago em cada
diregao)d
P = 15 KN

FIGUEA B.7- Placa de McNeice
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Como a placa ¢ duplamente simétrica, pode-se fazer o

estudo em apenas um quarto da estrutura.

FIGURA B.8- Malhas

Durante a fase experimental, foram realizadas

medi ¢ 8es doy deslocamentos em dois pontos da placa , A e B.
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Estes pontos est3o localizados na figura B.8, que também mostra
as malhas utilizadas.

A vinculag3o utilizada como dado do programa foi a
restrigfo dos trés deslocamentos Cu,v,w) do ndé do cantoe apeoiado
sobre © pilar e as respectivas vinculagdes scobre os eixos de
simetria para simular a parte retirada : restrigdo do giro em
torno do eixo de simetria e impedimento do deslocamento na
diregio perpendicular ao mesmo.

Por se estar trabalhando com apenas um quarto da
estrutura, utilizou-se somente um quarto da carga. Foi
utilizade um incremento de carga no processo de solugio de 0,1
KN ; portanto, para chegar a carga de 18 KN foram necessarias
1850 Ccento e cinglenta) etapas. Nio foram utilizadas iteragdes.

A espessura da placa foil subdividida em 20 Cvinte)
Taixas iguais. Outros testes, com um nimero menor de camadas ao
longo da espessura, foram realizados, ocorrendo instabilidade
nos resultados em alguns casos. Desta forma, adotou-se 20
Cvinte) como o numero de camadas de concreto a ser utilizado

neste e nos préximos exemplos.

t pcxno
151 ~ b

= EXPERIMENTALZ??
-~=~ OWEN, FIGUEIRAS e DAMJANIC??
= CRISFT BLDY®

—— BIGNON®

FRESENTE ESTUDO
—— O ELEMENTOS
—+— 6 ELEMENTOS
=—8— @ ELEMENTOS - LIVRE HORIZONTAL

i " 4 4
l b ¥ ¥ L

2 4 6 8 I0 wCmmD

FIGURA 8.8.2a) Deslocamento vertical do ponto A
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PCKND
15 7 /"-
. / / /
7
v
12t 5
.
7
&
/
ST ’
/i 27

e EXPERI MENTAL

-~~- OWEN, FIGUEIRAS e DAMJANIC??
6+ —.= CRISFIELD®

/ FPRESENTE ESTUDO
—%— G ELEMENTOS
3+ —+— 4 ELEMENTOS
~s— 1 ELEMENTO - LIVRE HORIZONTAL
4 6 8 10 wC mmD

FIGURA €.9.b)- Deslocamento vertical do ponto B

Os resultados obtidos para os dolis pontos em estudo
estio graficados na figura 8.8. Nota-se gue n3ioc ocorreu uma

grande melhora nos resultados com © refinamento da malha.

8.5- Placa de Duddeck

Outra placa analisada ¢ a Placa estudada por
Duddeck®*. Como no exemplo anterior, tem-se uma placa quadrada,
apoiada nos quatro cantos e carregada com uma forga concentrada
central. Porém, diferencia-se da anterior por possuir armadura
dupla, possibilitande, assim, verificar o furcionamento da
armadura em compressio.

Os dados do problema sioc os seguintes e a geomeiria

da placa aparece na figura 8.10
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FIGURA 8.10- Placa de Duddeck

104 cm
6,5 em

4,3 KN/cm2
1640 KN/cm’

v = 0,18

a
h
z =3 2,35 cm
f
E

]

f = 67 KN/cm®

E: = 20100 KNsem’

L; = 0,012 C(espessura equivalente de a¢o em cada
direg&o)

L; = 0,04 (espessura equivalente de ago em cada
diregiod

P = 60 KN

Este eremplo foi estudado apdés a Placa de McNeice, o
que possibilitot o aproveitamento de muitas consideragd@es
realizadas anteriormente. Utilizou-se as mesmas malhas do

exemplo anterior, conforme figura 8.11.
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FIGURA 8.11 - Malhas

Todas as consideragfes feitas para o exemplo anterior

em relagdoc a vinculagdo e ao carregamento continuam vaAlidas

aqui .
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Utilizou-se 200 (duzentas) etapas de carga para
atingir a carga de B0 KN e 20 (vinted camadas ao longo da

espessura.

t PCKND
6071

20l ——— EXPERIMENTAL®’
- -~ OWEN, FIGUEIRAS e DAMJANIC®®
PRESENTE ESTUDO
—%— 4, 6 e S ELEMENTOS
—+— 1 ELEMENTO
—e— 1 ELEMENTO - 800 ETAPAS

T L} . T

a 8 12 16 20  wCmmd

FIGURA 8.12- Deslocamente vertical central

Na figura B.1& pode-se comparar os valores
resultantes da analise computacional com as diversas malhas com
os experimentais e com os de outros autores. Salienta-se aqui
também gue o refinamento da malha de 4, 6 e 8 elementos nio
produz grande alterag¢®es nos resultados. Apenas a malha com 1
elemento apresenta resultados um pouco mais flexivel que os
demais.

Também foi realizada uma comparagiao de resultados
aumenlando o numero de etapas de carga para seiscentas para um

elemento.
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8. 6- Casca de Hedgren

A seguir, Sera analisada a casca testada

experimental mente por HEDGREN e BILLINGTON?® . Trata-se de uma

casca semi- cilindrica, com espessura varidvel, carregada por

uma pressdao de sucgdac uniforme, apoiada nos extremos em

diafragmas e com bordos livres.

b Mg
N
- h
| d ’
f
ol X
b e \;‘

FIGURA 8.12- (Casca de Hedgren
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Os dados do problema s&o os seguintes

1l = 213,36 ¢cm

b =121,82 cm

a = 6,89 cm

f = 22,86 cm

c = 12,7 cm

d = 12,7 cm

h = 1,27 cm

h’= 3,81 cm

hz: 2,5 cm ( espessura do diafragma )
fc = B8 KN/cmz
E_ = 2200 KNscm®
v = 0,14

f = 26 KNscm®

E = 21000 KN/cm®

L

Na figura 8.14 e=st4 representada a malha utilizada na

analise computacional.

FIGURA 8.14- Malha



o8

Neste tLipo de problema, com a aplicagdoc do
carregamento, a geometria da casca tende a se modificar : os
bordos livres se deslocam para baixe e a parte central para
cima. Isso ocasiona um aumentoc do momento de inércia da segdo
transversal da casca e, conseguentemente, de sua capacidade de
carga. Desta forma, somente as andlises que levam em
considerag8c a geometria deformada podem representar esles
fatos.

Na entrada de dados do programa computacional,
entrou-se com cargas concentradas nos nés, com distribuigdo
conforme figura 8.5.c). A espessura de cada elementc bem como

os valores utilizados para cada camada de ago est3oc na tabela

8.1,

TABELA E£.1- Armaduras da casca de Hedgren

ELEMENTO h Ccmd ZOCcmD t Ccmd
s
1;2,3 8,5 O O
0,6 u : 0,00855
0, 02258
4,7 2,4

-0, 765 u : 0,00858

v @ 00187
0,2 u : 0,0048
v : 0,0039
5,8 1,27
=028 i 0, 0081
E v : 0,00z1
I
0,25 u : 00,0086
v : 0Q,0021
6,9 1,27 -
=028 u: 0,0024
v : 00,0021
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Uz dados referentes a quantidade e localizaga&ao das
diversas camadas de armadura estfc perfeitamente detalhados nas

! 26,31
referéncias '

No presente estudo, realizou-se uma
simplificagio da armadura.

Como vinculagfo, considerou-se restringido nos ndés
sobre © apcio (1,2 @ 3) , os deslocamentos u e w e as rotagdes
Rz e Ra. Sobre os eixos de simetria adotou-se as restrigdes ja
mencionadas anteriormente.

Na figura 8.15 est8c graficades os resultados
obtidos.

.

p ETAFA DE CARGA

100 +
ETAPA 25 = 3,58 KN/m2

754

2o
50 e EXPERIMENTAL

OWEN, FIGUEIRAS o DAMJANIC?®
- == NAO-LIN. F1SICA E GEOMETRICA
—-— NXO-LIN. F1SICA
—e— BIGNON - NXO-LIN. F1SICA®
PRESENTE ESTUDO

25 1

—#— NAO-LIN. Fi1SICA E GEOMETRICA
—&— NAO-LIN. F1SICA

i 5 5 & 5 H

wlcmd

FIGURA 8.15- Deslocamentc vertical do nd 24

Foram reilizadas dois tipos de analises: a primeira
considerande apenas a nao-linearidade fisica e a outra

considerandoe as ndo-linearidades fisica e geométrica.
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Como era de se esperar, pelos fatos ja expostos
antericrmente, a primeira apresenta resultados mais flexiveis
dos que os obtidos experimentalmente.

Quando se leva em considerag8c as duas ndo-
linearidades os resultados sic bastante satisfatdrios,

Utilizou-se cem elapas de carga, realizando-se
iteragdes a partir da etapa trinta e cinco.

Os resultados apresentados por OWEN, FIGUEIRAS e
DAMJANIC®?? foram obtidos com um algeritmo de rigidez variavel.
Normalmente, a matriz de rigidez era recalculada em cada
incremento de carga e, quando as caracteristicas do material

mudavam, a matriz era recalculada dentro da prépria stapa.

8.7- Casca de Riera

Outro exemple wutilizado fol a casca ensaiada por
CUDMANI, REIMUNDIN, DANESI e RIERAaz. O estudo compreende o
ensalc até a ruptura de cascas de microconcretc armado em
escala reduzida. Agui sera analisada a casca cilindrica
parabdélica apoiada em diafragmas nas exiremidades e com bordes
livres, cujas caracteristicas geoméiricas se indicam na figura

B8.16 e o= dados sio os seguintes

l =221 cm
b = 80 cm
f = 20 cm
a = 5 cm

h = 0,7 cm
h. =2 cm

Devido a extrena dificuldade para a execugio de
model os de microconcreto em escala reduzida, foram
confeccionadas placas de mesma espessura @ com o mesmo material
utilizado na casca com © intuito de poder melhor avaliar as

caracteristicas dos materiais componentes do microconcreto.
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FIGURA 8,16- Casca cilindrica parabdlica

As propriedades mecanicas determinadas para o

microconcreto & a armadura foram as seguintes

fc =1,6 KN/cmz
E_ = 1980 KN/cm®
v = 0,12

£ =58,75 KN/cm”
E = 20470 KNscm®

e

Utilizando estes dados para delerminar a rigidez a

flexdo tedrica da placa obtém-se

3
D = E_h = BB KNew . ¢8. 7.1

12¢1-v%>




Comparando o resultado dado em (8.7.1) com o valor
obtido utilizande valores de flecha & momentos obtidos durante
© ensalo se observa que a rigidez a {lexido real da placa , D'=
126 KNcm, resulta mais do que o dobro da tedrica. Baseado neste
fato e aconselhado pele Prof. Riera, analisou-se , em primeiro
lugar, a placa com © intuito de determinar novos parametros

capazes de representar melhor os ensaios realilzados,

q= 0,01l KN/cm

40 IC
40
10

FIGURA £.17 - Ensaic da placa

Un esguema do ensaic de flex8oc realizado sobre a

placa estad ilustrade na figura €.17. Os paré&metros gque

determinaram a curva mais préxima da curva experimental s3o os
segulntes

f =1,0 KNsem®
E_ = 3800 KN/cm®
v = 0,12

A determinagdo destes noveos parametros foi realizada

por analise de tentalivas feitas. Inicialmente, estudou-se a
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placa alterando apenas o médulo elastico, concluindo-se que a
resisténcia do concreto deveria ser diminuida. Apds algumas
tentativas, chegou-se aos parametros j& mencionados. Nola-se
gue as caracteristicas da armadura ndo foram alteradas.

Na figura 8.18 estic graficados os resultados obtidos
com os dados utilizados no experimentc @ com os determinados

neste estudo.

t ETAPA DE CARGA

220}

I80¢+

140 1

100+

3z
/ — EXPERI MENTAL
S5 - DADOS UTILIZADOS NO EXPERIMENTO
—e— DADOS DETERMINADOS
20+

| 2 4 6 8 10 12 womm

L o

FIGURA 8.18- Deslocamento vertical central da placa

Com esies novos parametros, estudou-se a casca. As
mesmas consideragdes feitas no estudo anterior, item 8.6,
quantc a influéncia da geometria deformada s8o vAlidas aqui. A
malha utilizada est& representada na figura 8.18. Considerando
a dupla simetria da casca, foi analisado somente um quarto da

estrutura.
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FIGURA 8.18- Malha

Os dados referentes a armadura, bem como a espessura

para cada elemento, encontram-se na tabela 8.2.

TAEBELA €.2- Armaduras da casca de Riera

ELEMENTO h Ccmd z Ccmo LBCcm)
e
1,2,3 2,0 0O O
4,5 0,7 + 0,245 u: 0,001828
0, 008275
6,7, 0,7 10,245 u:: 0,001925
8,8 v ¢ 0,001928
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Utilizou-se as mesmas restrigd8es do exemplo anterior.
A carga ¢ vertical e uniformemente distribuida.

Os resul tados obtidos aparecem na figura 8. 20.

F’a
TDTALCKND
ls..
menee EXPERIMENTAL?Z
14 1 DADOS UTILIZADOS NO EXPERIMENTO
—e— NXO-LIN. F1S. E GEOM.
21 —s— NXO-LIN. FisS.

DADOS DETERMINADOZS
—¥— NAO-LIN. FiZS. E GEOM.

107 —== NAO-LIN. Fts. P
-
-
-~
//
8.. - i - o L —
-~ . -
. /
/
4
2..
6,5 l I',S 2 2¢5 3 wiem)

FIGURA 8.20- Deslocamentos vertical do né 24

Nota-se gqus os resultados oblidos, no caso em que se
consicdera as ndc-1linearidades fisica =] geométrica, s&o
bastantes satisfatdérios alé gque o algoritme se instabiliza.
Esta .nstabilidade possivelmente se deva ac fato de se estar
trabal hando com integragdc reduzida para a flex8oc & membrana e,
tambér ., por s utilizar precisdo simples no  programa

compulacional implementado.



9- ESTUDO COMPARATIVO SOBRE A INFLUENCIA DA NAO-LINEARIDADE
F1SICA NA CAPACIDADE FINAL DE CARGA DA ESTRUTURA

8.1- Generalidades

Neste capitule se fard um estudo , atraves da
comparagdo de resultados numéricos, da influéncia da nio-
linearidade fisica na capacidade final de carga da estrutura.

No capitule 6 foi apresentado um critério de
dimensionamento de armadura para a analise linear. Este
dimensionamenio é realizado para o casco em que o concreto esta
fissurado, ft= O, e a armadura estad no limite do regime

elastico, o = f
- ¥

iste &, no estade limite Gltimo da

estrutura.

O cobjsetivo deste esludo comparative & determinar a
carga de ruptura, segunde a analise ndSeo-linear, para a
estrutura dimensionada conforme o dimensicnamento exposte no
capitule 6.

O procedimento adotado é o seguinte
1= Andlise elastico-linear do exemplo em estudoe para obter as
tensdes generalizadas normalizadas referidas ac sistema
curvilineo;
e~ Dimensionamento da armadura, segunde o critério exposto no
capitulo &, para as solicitag¢®es encontradas no item 1
2= Analise ndo-linesar do exemplo utilizando como dado de
entrada a armadura dimensionada no item 2;
4- Comparagaoc dos resultados obtidos nos ftens 1 e 32

A seguir serio descritos os exemplos analisados.

@.2- Placa

Inicialmente se estudard wuma placa quadrada, com
carga uniformemente distribuida e simplesmente apoiada nos

guatro bordos.

106
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Na figqura 8.1 estio representados a malha e os dados

do problema.

h = &8 cm

p = 4 KN/m®

f =1,8 KN/cm®
Ec = 2000 KNscm®
pc = 0,3

f = 43 KNscm®

EZ = 21000 KN/cm®
z = 3 cm

X2
200 A
19 20 @’/ﬂ
&N
x|

FIGURA 8.1- Placa

A distribuiglo do carregamento para os nds obedece o
estabelecido na figura 8, 5.c).

A tabela 9.1 mostra as esressuras equlvalentes de ago
encontradas segundo o cratério de cdimensionamento de LEONHARDT

e MONNINGZZ.
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TAEELA ©.1 - Armadurasz da placa

ELEMENTO ARMADURA SUPERIOR | ARMADURA INFERIOR

DIR 1 DIR 2 DIR 1 DIR 2

1 ] - 0,014 0,014

e = = O, 008 0,008

= = & 0,008 0,003

4 0,004 O, 004 0,011 0,011
Com as armaduras detlerminadas anteriormente,

realiza-se a andlise ndo-linear do exemplo. Com o objetive de
determinar a carga de ruptura, vai-se incrementando a carga ateé

que a armadura entre em escoamento.

b P CKN/m%>
4Pt
.
3PT -~
-
F
-~
”
>
s
2PT /7 —— LINEAR
P -—— NXO-LINEAR
y
’ 2
pt 1’/ P = 4 KN/m
| 2 4 6 8 o

FIGURA 9., 2- Deslocamento vertical do ndé 1
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Os resultados obtidos nas duas analises estdo
graficados na figura 9.2, O escoamento da armadura se 1nicia

com uma carga de 3,cF.

9. 3- Casca

O segundo exemplo utilizado & uma casca cilindrica
com dois bordos paralelos livres e dols apolados, carregada ao
longo da geratriz central,

Os dados referentes ao problema, a geometria e a

malha utilizada constam na figura 9. 2.

h = 10 cm

P = 25 KN
rf_=1,8 KN~ cm®
E_ = 2000 KN/cm?
v = 0,3

£, =43 KN/cm?

E_ = 21000 KN cm®
z = * 4 cm

250

FIGURA Q. 32- Casca
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As espessuras de ago egquivalentes determinadas no
dimensionamento para a analise linear estic relacionadas na

tabela 4. c.

TABELA 9.2 - Armaduras da casca

ELEMENTO ARMADURA SUPERIOR | ARMADURA 1NFERIOR
DIk 1 DIR = DIR 1 DIR 2

1 0, 0045 Q,0151 0,0016 0,008

= 0,00e8 0, 00es 0,00z4 0.0122

3 O, 0041 O, 01 26 O, 0022 O, 0085

4 O, 0041 00,0114 0, 0041 00,0138

De forma semelhante ao problema anterior, delermina-

se a carga de ruptura na analise ndo-linear.

t PCKND
3PT i
- - - -
~
,/
2P-- /
7 LINEAR
" - == NXO-LINEAR
!
I -
Pt Iy F = 25 KN
/|
I 2 3 4 5 6 7 8 wlmmd

FIGURA S, 4- Deslocamento vertical do néd 21
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A figura 9.4 mostra os deslocamentos verticais do néd
el das duas analises. A carga que determinou o inficio do

escoamento da armacdura ol de 3F,



10 - CONCLUSBES E SUGESTOES

10.1 - Conclusdes

A seguilr serfo relatadas algumas conclus8es a que se
chegou apds ter-se implementadoe o modelo laminar proposto nos
capfitulos anteriores, através de um programa computacional.

Inicialmente se fara uma comparagido entre o modelo
desenvalvido e os de outros autores e apds uma analise critica

sobre o presente trabalho.

10.1.1 - Comparagfc com trabalhos de cutros autores

A comparag8c serad realizada com o©os 4rabalhos de
BIGNON® o OWEN, FIGUEIRAS o DAMJANIC®®.

Em BIGNON® as equagdes constitutivas s8o introduzidas
através de uma relagd8c geral, tri-linear, momento-curvatura e
as forgas de membrana s8oc determinadas de forma elastica. J& no
modelo laminar estudade, as sclicitagl8es de membrana sdo
determinadas conjuntamente com as de flex8c pelas eqguagbes
constitutivas. Desta maneira, tem-se a possibilidade de avaliar
a influéncia de restrigfes no contorno gue estejam ligadas
diretamente com os esforgos de membrana.

Salienta-se gque o presente trabalho utiliza a teoria
de cascas apresentada por BIGNON® o que, em problemas de cascas
onde a ndc-linearidade geomélrica tem acentuada influéncia, o©
modelo laminar apresentou maior estabilidade no algoritmo de
resolugdo do sistlema de equagbes ndo-lineares.

O modelo apresentado por OWEN, FIGUEIRAS e DAMJ2NIC??
também & laminar. Porém, no processo de solug8o, a matriz de
rigidez global da estrutura & recalculada em todas as etaras de
carga e, muitas vezes, deniro da prépria etapa. Isto aczrreta
um custc computacional muito grande. No presente e=tudo,

utiliza-se um algoritmo de rigidez constante. A matriz de

lic



113

rigidez gleobal é montada e triangularizada uma tUnica vez, © que

agiliza consideravelmentie o modelo implementado.

10.1.2 - Analise critica sobre o meodelec implementado

Da avaliag8c dos resuliados obtidos pelec modelo
desenvolvido neste estudo, pode-se concluir que & possivel
fazer analise nfo-linear esti&tica de cascas de concreto armado
com © medelo laminar empregado.

Mesmo utilizando uma teoria de pequenas deformagdes e
rotagBes moderadas, consegue-s& notar a influéncia da nio-
linearidade gecométrica em problemas de cascas. Em placas, esta
influéncia n8o & muito percebida, possivelmente pelo fato de se
estar trabalhandc com precisio simples devido a limitacg3o na
capacidade de meméria do computador utilizado.

A adogfo do modelo laminar, onde a deformagSo em cada
camada & determinada somando-se as parcelas devidas &
deformagEc de membrana & & deformagdo por corie, ligada &
flexdo, foi bem sucedida. As resul tantes de tensBes
generalizadas, obtidas por integrag8o ac longo da espessura das
tens8es generalizadas de cada faixa, deram resultados
adeguados.

Os modelos uniaxiais adotados para simular o
comportamento do concreto armado forneceram respostas bastante
satisfatdrias, J& que a fissuragdc limita a influéncia da
interaglo entre as duas direg¢bes principais.

A alteragS8oc na rigidez da estrutura durante a
fissurag8o & bem representada, peois foi vutilizado um modelo
matematico para o concreto a iragio capaz de simular a rigidez
adicional que aparece na se¢ido de concreto fissurada devido a
colaboragdo das zonas ndoc alleradas entre fissuras.

O algoritmoe incremental -iterativo com rigidez
constante empregadc & capaz de resclver problemas de placas e
cascas de concrete armadoc com bastante competéncia. Nos
exemplos de cascas cilindricas de concreto armado submetidas a
carga uniforme, tem-se verificade dificuldade para obter a
convergéncia quande ¢ incluido o efeitc da ndo-linearidade
geométrica. Este i1nconveniente ja fol detectadeo por outros

8,91 . .
autores ' ©, para o algoritmo esceclhido, talvez se possa
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obter uma melhora empregando precisdo expandida e integragio
numérica reduzida somente para os Lermos qgque incluem a
deformagdo por cor te.

Na resolugdo de placas, nio foi necessario a
realizagio de iteragdes para aproximar a solug8o incremental &
verdadeira solugdo. J& nas cascas, utilizou-se iteragdes a
partir da zona onde inicia a fissuragio.

Nas placas, o© refinamento da malha n32oc melhorou
significativamente os resul tados. Nas cascas, porém,
recomenda-se utilizar nove ou mais elementos.

Empregou-se vinte faixas de concreteo ao longo da
espessura. Foram realizadas algumas. tentativas com um ndmero
menor de camadas, observando-se que, gquandoe n3oc € levada em
consideragaoe a colaboragio da tragdo e no comego do processo de
fissuragdo, produz-se uma alteragioc brusca na resposta cada vez
que €& atingida a ruptura de wuma 7JTaixa com a consegiente
dificuldade na convergéncia.

Do estudo comparativo da influéncia da nio-
linearidade fisica sobre a capacidade final de carga da
estrutura, pode-se concluir gque, empregando o© critério de
dimensionamentce sugerido no capitulo 6 22 e para os exemplos
estudados neste trabalho, resulta um coeficiente de seguranga
maior do que trés; isto ¢, a carga de ruptura, guando a
armadura entra em f{luéncia, & trés vezes maior do que a carga

de projeto.

10.2 - Sugestides

Com o intuito de aprimorar o modelo estudado, ser&o
relatadas algumas sugestdes para trabalhos futures
- estudo da influéncia da integra¢fo reduzida, combinandec uma
integragdo numérica de 3x3 pontos de Gauss-Legendre para a
flex3o e membrana, deixando a integragio reduzida somente para
o esforgo de corte eso1 utilizando outras combinagdes;
- estudo da precisico do microcomputador nos problemas de
nado-linearidade geométrica, empregando precisio expandida ou
processadores com maio nUmero de digitos;
- gravagao em disco d: matriz de rigidez global da estrutura,

para possibilitar a execugido de problemas com maior numero de



118

clementos.

- colocagdo de um pos-processador de resultados, pois as
tensdes fornecidas sio referidas ao sistema curvilineo
particular de cada slementoc;

- melhoramento da entrada de dados, com a implementag8c de

geragdo automidtica de malhas e cargas distribuidas lineares e

de superficie;

- implementag8c de uma distribuigic n8o-homogénea da espessura

das faixas.
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