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RESUMO 

A análise eslálica de cascas de concrelo armado 

submelidas a cargas de cur la duração é realizada numericamente 

pelo mélodo de elemenlos finilos . É adolado um modelo laminar, 

no qual a espessura é dividida em diver sas camadas e as 

armaduras são consideradas como camadas exlr as. O el emenlo 

ulil~zado é o isoparamélrico quadrálico para cascas baseado em 

u ma leoria que inclui a deformação por corle. A não-li nearidade 

fisica é introduzida alravés das equações conslilulivas para os 

maleriais componentes e ~ não-li n earidade geomélrica alravés de 

uma parcela da d~1ormação de membrana, baseada em uma leoria de 

pequenas deformações e relações moder adas . As equações 

n ão-l ineares de equilibrio são resolvidas por um processo 

incremenlal- ileralivo. O modelo para o concrelo é hi s l er élico 

degradalivo e para o aço e elaslo-pláslico com hislerese. Um 

processo d e dimensionamento da armadura para a análise linear é 

apresenlado com o objelivo de fazer um esludo comparativo sobre 

a i nflu~ncia da não-linear~dade fisi ca na capaciadade de carga 

da eslrulur a . 
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ABSTRACT 

Reínforc ed concreta shells, subjected to short time 

loads, are statically anal i zed by using a finite element model . 

A 1 ayer i ng Lechni que, in whi c h Lhe thi ck ness i s di vi ded in a 

seL of layers and the sLeel reinforcemenL is regarded as an 

exLra layer, is adopted. An isoparameLric quadraLic curved 

finit..e elemenL, based in a s hell t..heory LhaL considers shear 

strains, is used. The physical n o n-linearit..y is introduced 

through Lhe components constutive equaLions and the geometrical 

non-lineariLy is inl roduced by a porlion of Lhe membrana 

deforma ti on. In order Lo solve the non-1 i near 

incremental-iLeraLi ve proc ess of consLant 

implemented. The concreLe model is hisLereLical 

stiffnes and a histereLic elast..ic-plast..ic model 

equa t..i ons, an 

sLi ffnes s i s 

wiLh degrading 

i s adopLed for 

Lhe steel. A design process for the reinforcemenL is inLroduced 

wiLh t..he purpose of making a comparative st..udy on Lhe influence 

of physical non-lineariLy in Lhe str u cture load capacit..y. 
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1 - INTRODUÇÃO 

1 . 1 - General i dad~~ 

1\s an~-d 1 :: t- '" d~-> ,_.c;, \_ r ulur :'\S d& concrelo armado eram 

baseadas . aLé po uco alr~c::. ern soluções el~sLi c as 

lineares, aprox1mações l"'mp.í ri cas e dados de resulLados 

experiment..a1s. o compl e-x;:' comport..ament.. o deslas eslrut..uras 

impedi a uma an~lise mai~ rea li s lica do probl ema . As 

propr1edades nâo-1 i near e :-. mul Li ax1 ais dos materi.:\is 

componenles. a 1nfluénc1a da f1ssuraçãL' du c..oncr-elu , a não 

homogeneidade do ~: on_1un1. o <->t;o- conCJ'E-'lo e a lnL~:.·r·<~ç~o E>nLr li' os 

maler iai s eram ltOJ' ma l me:.·n te d escons.i uer· ados o u lr·at..ados 

superficialmenle. Nos ú .i li mos anos , porém , os mélodos 

numéricos , e pr1ncipalmente o método de elemenLos finilos, 

permiliram um esLudo mai s complelo desles problemas. 

Na úll1ma década, um grande número de esludos foram 

realizados parct aval1 ar o ef~ílo dos ílens ciladas acima sobre 

o comporL.:1menlo não-linear do concre>lo armado. Salienla-se os 

realizados por GUPT A e MA!ZSTRl NI 
22

' ?.
3

, 

BIGNON
7 

e SCHIRMBECK 33
. 

6 
e OH , 

8AZANT 

Por sua vez, qu;=~nrlo se lrrlLa d~ cascas d~ concrelo 

armado as dificuldades aume>nlam , e a bibliografia diminui . 

Embora ex1slam vàr1as leorias de cascas , cada qual com sua 

ordem de aprox1mação , nenhuma delas pode ser reconhecida como a 

generalidade dos problemas mais adequada para abordar a 

exislenles. Em KOI TER28 e o u lros 10 esludos , lem-se uma análise 

compara li v a ent..r e algumas leor i as embasadas nas h i póleses de 

Kirchhoff. 

A Leor1a de cascas empregada nesle esludo, elaborada 

por BIGNON
8

, emprega a h1p6Lese de Mindlin para incluir a 

influência da deformação por corle. Possui uma formulação 

consislenle com os princípios de equilibrio e ener gia , e quações 

Lensorials ~ energ1a nula prlra movimentos arbilrários de corpo 

1 



2 

r i gi do. ~sla for ma, é uma t. ~or i a adequada par a o embasamenlo 

de um modelo d e el~menlos finilos. 

Para s1 mul ar o complexo comporlamenlo do concrelo 

ar mado foram ul1lizadas curvas lens~o-de1ormaç~o uniaxiais 

capazes de represenla r o comporlamenlo hislerélico e n~o-linear 

do malerial. Eslas curvas, oblidas alravés de esludos 

exp~ri mer lais, s~o inlroduzidas n o modelo de e lemanlos finilos 

por i nler ml?di o 

elaborados por 

VEBO e GHALI a~. 

de s~us raspeclivos 
1 AGRAWAL, TULI N e GERSTKE , 

modelos malemàlicos, 

BLAKELEY e P ARK
11 

e 

Vários modelos fisicos e compulacionais já foram 

implemenlados para fazer análise não-linear de placas e cascas 

de concrelo armado, cada q u al com suas caraclarislicas 

próprias , sejam eláslico não-lineares, elaslo-pláslicos ou 

unidimensionais equivalentes. 

GILBERT e WARNER
20

, CRI SFI ELD 1 ~ 

consegu1ram bons rasullados em análise não-linear de placas de 

concrelo armado ulilizando modelos do lipo laminar e relações 

consli lu li va s bi di mansi onai s el aslo-pl às li c as par a simular o 

compo r lamenlo do concrelo à compressão. 

E H N ~ MAU2 ~ o l d d l m A ~ compor amenlo e cascas e concre o 

armado sujailas a esforços de membrana foi analisado. O model o 

fi si co adolado para o concrelo é el aslo-pl às li co não-1 i n aar 

u nidimensional. 

BIGNON
8 esludou numaricamanle , pelo mélodo de 

elemenlos fin1los, a resposla delerminislica de cascas da 

concr elo ar ma do submE-t-i das a açBes di námi c as, consider a ndo o 

seu comporlamenlo elaslo-pláslico as n~o-linearidades 

geomélricas. As relações conslilulivas são inlroduzidas alravés 

de u ma r elaçgo geral momenlo-curvalura para as diversas elapas 

do comporlamenlo do malerial. Os mo menlos flelores as 

mudanças 

lri-l inear e s, 

de curvalura descrevem ciclos hislerélico s 

com degradação da rigidez em f unç~o das 

deformações pl áslicas. 

BARZEGAR
3 

J.nlroduziu um modelo laminar para anàLse 

não-linear por elemenlos f nilos de elemenlos planos de cascas 

de concrelo armado . O mod~ lo laminar é consliluido por pil has 

de elemenlos planos usado:; para simular o concrelo armado. A 

deformação por cor la é 1 ç:;vada em consi dar ação. Necessi la uma 



3 

forçada compa ll bi 1 idade &nlr& os elem&nlo s de camadas 

adjacentes. O modelo fis1co empreg ado p a ra o concrelo é 

elástico n~o-l i near bidimensional. 

OWEN, FIGUEIRAS e DAMJ ANI C a 
1 

aplicaram a t.écni c a de 

element.os f1n1\..os para solucionrt r problemas n~o-lineares de 

concret.o armado par a placas e cascas. Para o concret.o à 

compressão, empregam modelos plást.ico perfeit.o e plást.ico com 

consolidação. É: adot.ada u ma di ser eti zaçgo e m camadas ao 1 o ngo 

da espessura. Elementos de cascas t r i dimensionais degenerados 

u t.ilizados. o processo de s oluçgo para a a n á l ise 

n go-linear, fisica e geométr ica, é inc remenlal-iterat.ivo , sendo 

a malriz de rigidez recalculada diversas vezes ao longo do 

processo . 

No curso de Pós-Graduação em Engenharia Civil a 

Universidad e Federal do Rio Grande d o Sul, a análise linear de 

cascas axi ssi métr 1 c as foi abordada por TRI G0
3 4 

e um est.udo 

experimenlal c;;~m um modelo para 

cobert.ura de um realor nuclear foi 

s 1 mul ar o impact.o em uma 
1 9 des envolv1do por GASTAL . 

Es tudos experimentais real izados 

CHAMPAGNOL01 4 
e JOF'R! ET «> MCNEI Ct:z 7 ) e 

BILLINGTON20
, DARVALL 

REI MUNDI N e DANES! 3 2
) de 

BILLINGTON
1 7 

concrelo armado 

4 
c om placas C BATISTA 

cascas CHEDGREN 

RI ERA, CUDMANI, 

são uti 1 i zados par a 

verificar a eficácia dos modelos anleriormenle cilados e do 

proposlo nesle lrabalho. 

1.2- Objelivo s ~ melodologia 

O presenle e s tudo lem p o r objetivo a i mpl emenlação 

compulaci onal de um modelo 1 ami nar de elementos f i ni los par a 

análise n~o-linear de cascas de concreto armado . 

No capit.ulo 2 s ã o defin1das algumas grandezas 

cinemát.icas e o sist.ema curvilineo geral ut.ilizados nos demais 

cap1 t.ul os. Também é i nt.roduzi da a leor i a de cascas empregada, 

q u e inclui a deformação por cort.e a não-linearidade 

geomélrica . Um resumo , conlendo as principais fórmulas d a 

t.eoria · ~ apresent-ado. 

O m~t .ndo de elementos finit.os a p licado a casc a s é 

e xpost.o r o c a pi t. u l o 3. Element.os isopar amét.ricos quadráticos 

com f unções de i n t er polação da fa mi 1 i a ~rendipi t.y 



ut-ilizados. A mat..riz de rigidez do element-o, que é const..it..uida 

por t..rés parcelas independent-es correspondenles aos esforços de 

membrana , flexo-lorção e corle, é deduzida alravés da energia 

de deformação e speci fica e é mant..ida conslanle ao longo do 

processo de solução. 

O vet..or das forças nodais equivalent-es surge da 

avali ação do increment-o do lrabalho inlerno. Para problemas 

lineares esle valor deve dar idênlico resullado ao produt-o da 

malri z de rigi dez pelo velor de des loc amenlos nodais. Para 

probl emas não-linear es, e s la igualdade não se verif"ica, 

surgindo um vet..or diferença, ou desequilibrio , que é uma medida 

do afast..ament..o da solução linearizada para a verdadei ra 

solução. 

A i n legr ação da ma L r i z de r i gi dez e do vet..or de 

forças nodais equi valentes é feila numericamenle com inlegração 

reduzida de 2x2 ponlos de Gauss-Legendre sobre dominio 

curvi l ineo bidimensional. 

No capi Lul o 4 é apr esenlado o modelo 1 ami nar. São 

obt..idas as deformações par a cada camada de concrelo e aço, 

levando em consi deração a deformação por cort..e. Para int-roduzir 

equações const..i t..ui li vas não-1 i neares, ocorr e a necessidade de 

deler minar as 

abordando-se o 

deformações. A 

deformações 

problema de 

ut-ilização 

principais , que 

valores p r óprios 

de equações 

são obt..idas 

do t..ensor de 

const..i t..ut..ivas 

unidimensionais nas direções principais de deformação é viável 

consi derando o falo que, após a fissuração do concret-o, a 

int-eração enlre as duas direções é desprezivel. Com esles 

valores, e assumindo que as direções principais de deformação e 

t..ensão c oincidam para o concret-o , calcula-se as t-ensões 

principais no concrelo por i nlermédi o das relações 

const.. ilut..ivas. Para det-erminar as lensões associadas ao sislema 

curvilineo, e sluda-se o problema de valores próprios do lensor 

de lensões. Para a s camadas de aço, t..em-se que calcular as 

deformações nas direções das armaduras, pois eslas só resislem 

a esforços de lração/compressão em seu próprio eixo. 

As lensões generalizadas, esforços e moment-os, n o 

ponlo da superficie média em esludo são obt..idas por int-egração 

ao longo da e spessura, das lensões oblidas para cada camada 

de aço e concrelo. 
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Os rel a çees cons titut1vas para o a ço e o concreto são 

expostas n o capitulo 5. Estas relações est~o repres entadas por 

c u r v as t-~nsão-defor mação uniaxiais entre v alores principais e 

são introduzidas no mod~l o d~ ~lament-os finit-os at-ravós de seus 

modelos mat-emáticos . 

Par a o concret-o comprimi do, o modelo ~ hisler~t-ico 

degradalivo para o aço, ~ elaslo- plást-ico com hislerese e 

para o conc ret-o t-racionado ~ Lri-li n ear degradat-ivo . 

Um cril~rio de dimensionamenlo da armadur a na análise 

1 i neõ.r ~ apr esenlado n o capi Lul o 6. As Lensões generalizadas 

obt-idas na a nálise 1 i n ear são Lransformadas em forças 

equivalentes que serão u tilizadas par a dimens1onar a armadura , 

segundo o c ri lério apresent-ado por LEONHARDT e MONNJNG29
. 

O processo de solução do sist-ema de equações não­

lineares ~ mostrado no capilulo 7 . Implementou-se um mélodo do 

t-ipo inc remenlal-ileralivo, manlendo- se a rigidez const-anle ao 

longo do processo . 

No capitulo 8 são analisados vár1 os exemplos. 

I nicial menl e, Leslado o ~lgorit-mo que inlroduz a n:3::o-

linearidade geomét-r i ca em problemas eláslicos. Após , analisa-se 

problemas de placa s e c a scas de concreto armado . 

Um esludo compar ati v o d a i nf 1 u ênci a da não-

linearidade fisica n a capacidade final de carga da est-rulura ~ 

realizado no capilulo 9 . 

Finalment-e, no capit-ulo 1 o. são apresent-adas 

conclusões sobr e o present-e est-udo e algumas sugest-ões para 

t- rabal hos fut-uros . 



2 - CA.'SC.AS 

2.1 Consid~raçB~s g~rais sobre cascas 

As cascas 

sim~tr1camente nas 

g~ralmente regular , 

como ref~rância esta 

de anális~ ~sLáLica 

Lridimensional, ~m 

são esLruturas cujo material se confina 

vizinhanças de uma superficie curva, 

denominada superficie média. Tomando-se 

superficie média, converi.e-sl? o problema 

sob c argas cons~rvativas, originalme nte 

ouLro, aproxi madamente equivalente , em 

Lermos de variáveis de superficie. 

FIGURA 2.1 -Vetor posição 

6 
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Os desenvol vimenLos a seguir serão efeLuados em 

coordenadas curv1lí neas gerais, que acompanham a geometria da 

casca, uLilizando a n oLação Lensorial e a convenç ão do 

somaL6 rio para indices repel i dos duas v ezes. Os índices lalinos 

podem valer 1 , 2 e 3 enquanlo os gregos v alem 1 e 2. 

Indicar-se-á com uma vírgula a derivação parcial da variável 

precedenLe em relação a o s parâmeLros: i ndependenLes: e com uma 

barra ver Li cal as der ivadas covarianLes de superfície na 

configuração i nciefor ma da. Em g eral , aco mpanha -se as: definições: 

e noLaç ões d o 1 i vro de GREEt.J e ZERNA 
21

. 

A fig u r a 2. 1 mosLra um s:islema cartesiano orLogonal 

X 
\. 

n o espaço euclidiano or di ná.r i o l r i di mens:i onal , de base 

uniLá.ria ~ e uma superfície a ele referida O velor posição 
\. 

de um ponlo P da superfície, ~. fica d efinido por 
o 

-+ -+ 
r = r 

.... ce , e ) = f ce ,e ) e 
1 2 i. 1 2 \. 

(2.1.1) 

onde e e 
1 

e s ão variávei s 
2 

independent-es e f 
\. 

são funçeses 

conlí nuas em uniformes , conLl nuas e com derivadas p rimei ras 

relação a e 
1 

e e. o 
2 

l ercei ro p a r âmetro independenle é e 
9 

e a 

equ ação e 
3 

= O define a superfície dada em C2.1.1) . 

A posi ção de um ponLo do espaço P, fora da 

superfí cie , é dada p o r 

sendo á c e . e ) 
3 i 2 

um veLo r unilá.rio 

langenle que s:6 depende de e e e 
1 2 

C2. 1. 2) 

perpendicular ao plano 

Para d i feren l es valor es consLanl es de e são geradas, 
2 

pelo exLremo d e ... 
r • um conj unto de c urvas perLencenLes 

supe rfície, denominadas curvas coordenadas de e Analogamente, 
i 

para valores c onsLanles de e, gera-se a familia de curvas: 
s 

coordenadas e . o si slema e e e . si s lema curvi 1 i neo de 
2 i 2 

coordenadas de superfície, será. o sisLem.a de refe réncia nalural 

uli 1 i zado. AcrescenLando 

independenle e . ao 
3 

longo 

ao conjunLo 

da normal 

sislem.a curvilíneo t- r idimensional 

euclidi a no. 

Os velores -+ 
a ' 1 

.... 
a ' 2 

vaLores 

e , 
1 

fica 

para 

e a coordenada 
2 

E slabel eci do um 

o espaço 

da base covar ianLe de 
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superfi cie , são dados pela expressão 

-+ -+ a = r, 
Ct ("< 

c 2. 1 - 3) 

e o produto escalar enlre eles define o ~ensor mélri co 

covarianle de superficie 

= ~ c 2. 1- 4) 
ex 

Os ~ensores mé~ricos covarian~es e con~ravarian~e de 

s uperficie se relacionam conforme 

a a 
i i 22 

22 i i 
a = a = 

a a 

a 
2 i i 2 s 2 

a = a = c 2. 1- 5) 
a 

sendo 

a = = a a - Ca )
2 c 2. 1- 6) 

11 22 :1.2 

o deLerminan~e da matriz an~erior. 

Os ve~ores da base con~ravarian~e de superficie se 

relaci onam com os da base covarian~e de superficie d a seguin~e 

maneira 

sendo 

por 

etl3 
a 

-+ex a 

o ~ens r mé~rico 

a et{1 = -+ ex -+~ a • a 

... 
a 

ex 
-+(5 

= acx{~ a 

con~ravarianle d e 

c 2 . 1- 7) 

superficie dado 

C2. 1. 8) 

No~a-se que os vel~res da base con~ravarian~e de 
-+1 superficies são defi nidos de f or ma que a seja nor mal ao pl ano 

formad o por 
-+3 
a n ormal 

~ e : 
2 9 

ao pl ano formado por 

:z normG 1 ao plano 
... ... 
a e a . 

2 i 

formado por ... a 
i 

... e a 
3 

e 



Os componentes dos t e n s ores de permutação de 

s u perficie , câf. , resul t am ser 

c = c = r.-
12 21 

1 
1 2 2 1 

c = c = r.-
:l 1 2 2 o c 2 . 1 . 9 :' c = c = c = c = 

1 :l 22 

Os coeficientes da segunda forma fundamental das 

super ficies . ba(; , são dados por 

b = ~ 
a(? 3 

... • a 
C/.,(1 

c 2 . 1 . 1 0) 

e seus associados por 

CtÀ 
= a b{1À = a CI.À b~ C2 . 1 . 11) 

As derivadas covariant..es de super ficie são obt-idas 

a través das e xpressões 

v À i a. 
À r À vj.J = v , + 

Cl. j.JCI. 

vÀ i cc = v - rJ.J v 
À,C( ÀCI. J..l 

C2. 1. 12) 

o n de os simbolos de Christoffel de superficie de s egunda 

e spécie podem ser calculados por 

2 
C a + a -

À(?,y Ày , (? a{?y , À ) c 2 . 1. 13) = 

Para a aplicação de uma teoria de cas cas em um mo d elo 

de el eme:-1tos fin1t..os, é út-il e xpressá-la em ter mos de 

mag nitudes normalizadas . Com este intuito, def'ini -se a base 

u nitária 

t = 
()( 

... 
a 

C( 

( 2 .1.14) 



sendo 

o. = á = .;;:-
1 i 1 

o. = I á21 = .;;:-2 22 

Ot = 1 
3 

ParLindo-se da def inição do veLar ~ 
9 

nor mal ao p lano formado por ~ e ~ . obLém-se 
1 2 

c ... a )( á ) t )( t 
1 2 1 

t .... = a = -t3 a = = 
9 3 .... .... sene a )( a 

1 2 

10 

c 2 . 1. 15) 

veLor unitário 

2 

c 2. 1. 15) 

Levando em consideração as expr essões C2.1.3) 

C2.1.14) , (2.1.4) e def ini ndo e como o ângulo formado p or t e 
1 

t n o plano LangenLe à superficie média , conforme figura 2.2, 
2 

pode-se escrever 

.... .... t ( i não ) r , = a = C( soma 
\. \. \. 

.... -+ cose a = r • . r' = C( C( 

s 2 1 2 i 2 

a 
sen2 8 = (2 . 1.17) 

a a 
1 1 22 

FIGURA 2. 2- Base de vetores unitária 
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O p rodut o veloriaJ de C 2. 1 . 1 6) s e pode c al cular 

parliculari zand0 a pxpress~o gPr al 

c 2. 1 . 18) 

As express~es dadas anleriorment..e serão aplicadas 

freqUentemente nos próximos capilul os. 

2 . 2 - 6.. Leoria de cascas e mpr·eqada 

Para cascas mui to delgadas, onde a deformação por 

cor Le e a inter ação de sol i c i L ações de membrana e f 1 exão são 

prali c amenle despreziveis, as Leorias conv encionais de cascas , 

baseadas nas hipóteses de Kirchhoff, apresenlam res ul l a dos 

real i sli c os par a casca s el ás li c as com c ar regamento esláli co. 

Porém, com o aumento d a relação da espessura com o menor raio 

de curvatur a, e s les efei t .os começam a interferir n os 

resultados , devendo ser considerados. 

A teoria a ser utilizada, uma Leoria de cascas com a 

inclusão da deformação por corte , foi elaborada p o r BIGNON
8 

como extensão da Leoria de Mindlin para placas elásticas. 

2.2.1 - ~6Leses básicas~ grandezas cinemálicas 

São as seguinles as hipóteses nas quais a teori a eslá 

baseada 

1) Os segmenlos de r elas normais à s uper ficie médi a na 

configur a ção i ndeformada permanecem r elos após a deformação ; 

conseqUenlemente, os deslocamentos longitudinais variam 

linearmente na espessura. 

2) As deformações norma is n a direção perpendicular à c asca são 

desprezivei s frente às oulras componentes de deformação . 

3) A espes:sur a é rel at..i vamente.- pequena c omparada com o m1 ni mo 

r a io de curvatura. 
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4) As deformações são infini~esimais e os deslocamen~os e 

relações são pequenos . 

Pode -se definir a s s~guintes grandezas ci nemàlicas: 

- ve~or deslocamento dos ponLos da superfície média 

_. -.ex 
v = v a 

Ot 

... 
+ w a 

9 

- ve~or ro~ação médi a das r e~as normais 

onde~ é a ro~ação em ~orno da normal, 

superfície média e ~ = ~ ácx. 
a 

Levando em consideração a s 

conclue-se que : 

(2.2.1) 

C2. 2. 2) 

~ é a decli v idade da 
Ot 

hipó~eses 1) e 2) 

as deformações por cor~e são constantes na espessura~ 

o deslocamen~o na direção perpendicular à casca é função 

apenas das coordenadas de superfície , sendo cons~ante na 

espessura; 

- o ve~or deslocamen~o dos ponlos fora da superfíc i e média vem 

d ado por 

n- -.a --.3 
v = u a + u a 

()( 3 
= ~ + e r:p á0 = 

3 O( 

... v + e ~ 
3 

C2. 2 . 3) 

Por (2 . 2.3), os deslocamentos fora da superfície 

média resul~am 

onde 

u = v + e A.. 
a ex. 3 '~"'ex. 

v 
Ot. = uace =0) 

3 

...... = u 
3 

C2. 2. 4) 

C2. 2. 5) 
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A s e g u1r s erá apre~PnLado um res umo das p r incipa 1 s 

fórmulas o~ L~or1 a ul1lizad~ . 

2.2.2- Prin~1pai s formulas d~ teoria u tilizad a 

No pres ente trabalho, utiliza-se a Leoria de cascas 

elaborada p o r BIGNON9
, manLendo a mesma nnLaçXo e uLilizando, 

sem d~monslração, a sua formulação. 

Um br· ..:tve r·esumo, conlendo as prir1cipais fé>rmu las da 

leoria de cascas u l i l izada, s~rá apresentado. Em primeiro lugar 

s e moslrar· á a f o rmul ação r1a forma Lensorial e após na forma 

normalizada. 

a) Formulação lensorial 

A express, o inicial do Pr i nci pio dos Trabalhos 

VirLuais ~' o bt..1da alravás do caminho convencional, islo Él, 

ll · 1 d - de · 1 i b · 2 1 mu 1 p 1 c an o-s e as equaçoes equ1 r 1 o por i ncremenlos 

inf i niLesimals e arbilrArios dos d e slocamenLos e rel ações, 

adicionando a s igualdades oblidas e inlegrando sobre o donúni o 

da casca 

ff rc ? + N a ,CI 
+ p ) • ó~ ) d$

1 
d$

2 =o 
c 2. 2 . 6) 

onde 

~ = força de super ficie Cinlrinseca) 

~a = velar esforço inl e rno por 

C i nlr i nseco) 

unidade de comprimento 

~a = vetor momento por unidade de comprimento Cinlrinseco) 

P = momento de superficie Cinlri nseco) 

Aplicando o Teorema de Gauss, chega-se a 
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ffsc ~ 6~ ~ 6~) dS 
+ f c ( ~ 6~ ~ 6~ dS . + . v . + . = 

-r: C'( o C'( -r: 
ffs( ~ ... ~ 6~. 

... ~ ó~ ) 
d S 

c 2. 2. 7) = . 6v, + - a X . 
C'( C< C'( C< C'( C'( -r: 

sendo o primeiro membro o increment-o de primeira ordem do 

t- rabalho de t-odas as força s ext-eri o res , 

conLorno. 

Pode-se escrever (2.2.7) na forma 

óWEX T = f f ( 6i- + ~ • 
OI OI 

onde 

-+ -+ c = v , 
ex 01 

+ á X ~ 
OI 

= ~. ex 

no int-erior e no 

dS c 2. 2. 8) 

C2. 2. 9) 

são as defo rmações veLor i ais general j zadas assoei adas com os 

esforços interno s. 

A equação (2.2. 8) pode ser cons iderad a como uma forma 

do Pr i nci pio dos Trabalhos Vi r Luai s em t.er mos de gr ande:zas 

veloriais. 

I nLr o du:zi ndo as componenLes escalares das Lensõer: e 

deformações generalizadas que se r el acionam com as grandezas 

veLoriais p or i nlermédio de 

-+ ., 
Ct ;::: c a{$ 

C(/$ OI 

-+ ... 
yet ;::: c . êl 

C( 3 

-+ À ., 
C2. 2.10) xet!$ = c{$À. a . 

X o 

~ c no.p ~ ... ) = + qex a 
ex p 9 

~ .;-: c mo.p ... ... ) = a X a (2.2.11) 
ex 9 p 

pode-se verificar que 
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~ ó "i .r: c (.'(f 
óa 

a 
ó y ) = n + q 

a a a p o 

~ ó ... = .r: map óx C2. 2.12) 
o X o CAp 

Subslilui n do as expr essões anteri ores em C2.2.8) , 

chega - se a uma forma do Principio dos Trabalhos Virluais em 

lermos de componentes de lensões e deformações gener a l izadas 

a 
q óy J dS . 

a 
C2. 2 . 13) 

Nola-se que a expressão C2.2.13) independe do lipo de 

malerial u l i lizado e que algumas das g randezas empregadas não 

s ã o, e m ger a l , s imélri cas , o que difi c ulta a implementação do 

compulaci onal . Para contornar tal dificuldade , 

d e compÕ!?m-se as va riá veis d e membrana e flexo - torção em suas 

partes simétricas e anll-simétricas 

a = u..[$ ° Ca.{5) + a( a {$ ) 

X a.($ = Xc <::J.(D + Xr~J 

m~ = (~) m + m 
( ~] 

n~ = n 
C~) 

+ n 
( a(?J 

(2. 2 . 14.) 

Cada parcela é dada por 

°C cc(n = 0,5 c v{$ j a + vai[$ - 2 b a.(5 IN ) 

C( = wcc($ - E; rj:> = o ( a (1 J ar; 

Xc a.f5) = 0 , 5 ( <P(11a + <Pa i ($ - c 
E; ($À 

b À + ca.Ã 
bÀ ) <P ) 

a (1 

Xc ~J = 0 , 5 [ <P(1 1a - <Pa 1{1 - c c {1À 
bÀ - c w . bÀ ) <P ] 

a {1 

m 
C~) = 0 , 5 c ma{1 + m{1a ) 

m 
[ a [5J 

= 0,5 c ma{1 - (5a ) 
m -



16 

C Nf<l a(~ nc_'( 
n ~'i - - = O , 5 C n -1 n 1 ~ ) 

c 2_ 2 _ :l 5) 

Subs~i~uindo-se as expressões C2_2_15) em C2_2_13) , e 

depois de um laborioso processo algébrico, chega-se a u ma 

expressão do Prjncipio dos Trabalhos Vir~uais onde aparecem 

~ermos cruzados de membr ana/1lexão e cor ~e/11 exão_ Para 

simplificar lal expressão, sem lransgredir a equação de 

·quilibrio em ~orno à normal, admi~e-se que 

ma(? = m C a(?) l anJ 
m 1' = O C2 . 2. 16) 

Com lal si mpl i fi cação, o Principio dos Trabalhos 

Virluais assume a formd 

6WEX T JJ ( Ca(?) 6 Ca(5) 6 a 6 ) dS = s n ac a(D + m Xc a(?) + q r a 
C2. 2 . 17) 

onde lodas os ~ensores envolvidos são simé~ricos . 

Para ponl os fora da superficie média, a deformação em 

~ermos de grandezas de super f icie resulla ser 

e 
3 

2 
C2_ 2.18) 

A não-linearidade geomélrica é inlroduzida alravés de 

uma par c e la da componenle de deformação de membrana, segundo 

uma leoria de pequenas deformações e rolações moderadas , pela 

express~o 

c 2. 2. 1 Q) 

Nola-se que pela nalureza das deformações e 

deslocament-os decorrenles do ccmport.amenlo do concrelo armado, 

é indiferenle definir as tensõ?s na configuração original ou 

indeformada, podendo-se uliliz a ~ a mélrica indeformada par a a 

avaliação do ~rabalho ex~erno. 

Considerando C2_2.19), o Principio dos Trabalhos 



VirLua1s assume a forma 

C\ 
+ q óy J dS 

C\ 
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(2. 2. 20) 

onde 
C a(D 

n deverá ser calcul ado com as deformações reai s 

pr esentes na confi guração de equilibr i o . 

b) Formul ação normalizada 

A formulação tensorial apresentada no item anLerior 

não é a mais adequada para aplicação d e um model o d e elemenLos 

finilos que adota como sisLema de referénci a um sisLema 

c urvi líneo geral . pois cadri P.lemenlo lerá um s i slema c urvi l ineo 

par ticular , com mét-rica diferent-e , em geral, dos demais. Para 

contornar Lal d1f1culdade, uliliza-se a forma normalizad a d a 

Leori a , para a qual resulLa de int..er esse as component-es das 

força s e binár ios resullanles , -+ -+ 
n e m • 

CJ. CJ. 
quando esLes vet-ores 

são decompostos em Ler mos de uma base uni Lá r i a de veLares . 

Est.as component-e s são denotadas por 
.. 

mo.(1 e e são 

chamadas de res ulLanLes de tensões fisicas , binári os fi si cos e 

forças cor l anLes físicas respecLivamenle 

-+ -+ a a 
-+ • i • 2 • -+ n = n + n + q a 

C\ CH .;-a:; C\2 ;a;; CJ. a 
C2 . 2. 21) 

-+2 [-;..] -+ • a • m = m + m 
C\ CJ.1 .(72 C\2 

c 2. 2. 22) 

É imporLanLe salienLar que os c onjunt-os de 

compo nentes f ísicas não são tensores no sistema c urvilíneo 

geral e que 1..• sinal do segundo Lermo da f'órmula C2. 2. 22) e sLá 

Lrocado e m relação as d efinições da referência de base21 
para 

que os momenl)s fl e lor es produzam tração nas fibras superiores. 

Par .indo da expressão C2.2.17), o Princ ipio dos 

Trabalhos Vir~uais assume a sua forma defi niliv~ 



1 8 

6Vl'~ ><T = SI ( 
s 

• • • • • 6" • 
n~n 6c ~ + m 6x n + q y ) dS . 

" ' ' . C((' o(1 C\r ' C\ C( 

c 2. 2. 23) 

As componenLes fisicas, normalizadas, das 

sol i c i L ações de membrana , mo menLos e esforços cor LanLe s são 

dados por , respeclivamen Le 

• ( 1 1 ) 
n = n a sene 

1 1 1 1 

• ( 2 2 ) 
n = n a sene 

2 2 22 

• • ( 1 2 ) 
n = n = n C( C\ sene c 2. 2. 24) 

12 2 1 1 2 

• ( 1 1 ) 
m = m a sc.•ne 

1 1 1 1 

• ( 2 2 ) 
m = m a sene 

2 2 2 2 

.. • ( 1 2 ) 
m = m = m C\ C( sene C2. 2. 25) 

1 2 2 s s 2 

• 1 

q 1 = q C\ sene 
1 

• 2 
q 2 = q C\ sene C2. 2. 26) 

2 

e as componenLes normalizadas da deformação de membrana , 

mudança de curvalura e deformação por corLe se relacionam com 

a s deformações generalizadas por 

• c = 
1 i 

• c = 
22 

C( 
( 1 i ) 

a sene 
1 1 

O< 
( 2 2 ) 

a s e n e 
22 

O< -t O< • c • + c <1 2 ) < 21 ) = 
12 

= 

2 1 
O< C\ s e ne 

1 2 

a sen e 
1 1 

C2. 2 . 27) 



• )' 
. ( 2 2 ) 

;t2 2 = 
a s..;.n G 

22 

• * 
X ( 

X ' 2 
+ 

x2 s = 
()( 

1 

• Y,_ 
r, = 

CC sene 

' 
• y2 

y2 = 
CC sene 

2 

Para facilit...ar 

generali zadas a ser em 

-t X < 2 s > 1 2 ) 

~ sene 
2 

a det...erminação das 

empregadas em c 2. 2. 23). 
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C2. 2. 2 8 ) 

C2. 2. 2 9) 

deformações 

def ine-se 

component...es v e t...or i ais s emelhant...es às e s t...abelecidas e m C2.2.Q) 

r e sult...ando 

• c 
i 1 

• c 
22 

• c 
1 2 

.. 
x1, 

• 
x22 

• • x,2 + x2 , = 

= 

= 

= 

= 

= 

1 

-+ 
c 

C( 

.r-;;--'"' sene -{ ~ occc 

-+* ~ c 
1 1 

.... t c 
2 2 

• c 
21 

= 0 , 5 

1 c 
2 

sen e 

l c 
s en

2
e 

sen
2 e 

{c-( 1 + 

-t• C c 
1 

t -
2 

-( + 
i 

cose 

e 

(2 . 2. 30) 

~ -+* t + c ) c 2 . 2. 31) 
2 2 1 

~ ... .. 
cose ) x1 1 

( .... 
cose ) . x2 2 

t .... ct ( .... } ) x , + - cose ) xz 2 2 1 

( 2. 2. 32) 
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• _. . ( 
y i = c 

i 3 

• ._. . ( C2. 2. 33) y2 = c 
2 3 

Salient-a-se que as expressões C 2. 2. 31), C 2. 2. 32) e 

C2.2.33) permit-em calcular Lodas as deformações generali zadas 

em forma independent-e da base de velares adolada para 

represent-ar o deslocament-o e a rot-ação dos pont-os da superficie 

média . Adot-ando-se a base cart-esiana de referência global, a 

mét-rica p ara os deslocamenLos e r ot-ações fica unificada e não 

são necessárias rot-ações da mat-riz de rigidez e do velar de 

c ar gas nodais Pquivalenles. 

2.2.3- Comenlbrios sobreª leoria ut-1lizada 

Resu l La úli 1 salient-ar alguns aspeclos r efer enles à 

Leori a e mpregada : 

1) A inclusão da deformação por cort-e faciliLa o modelo de 

element-os finit-os poi s reduz a ordem das derivadas preserales 

nas deformações , assumindo a s rot-açõ es como variáveis 

i ndepend enLes. DesLa for ma, a s funções de i nLer pol ação devem 

mant-er a conLi nui dade das funções i n cógni Las nas fronLei r as 

enLre o s element-os. IsLo rerresenLa u ma significat-iva vanLagem 

em relação aos modelos baseados nas hipóleses de Kirchhoff . que 

devem manLer a conti nuidade dos desloc ament-os e suas derivadas 

primei r a s. 

2) A forma do Princi pio dos Trabalhos Virtuais CPTV) independe 

das equações cons ti tut-ivas e , porlant-o , a teor ia pode ser 

empregada para análise de problemas elást-icos e inelást-icos. 

3 ) As soliciLações são oblidas como der ivadas parciais da 

energia especif ica em relação às deformações generalizadas. 

4 ) A e nergia de d eformação apresenta conLr i !Jui ções 

i ndependPnLes de membr ana , flexo-lorção e corLe e as gran dezas 
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envolvidas são simélricas. 

5) Os eft:-itos da dE-formação por corle influem nos resullados na 

medi da que aumenLa a relação da espessura com o maior r ai o de 

cur valura. 

6) Para um campo de 

componenle s de deformação 

corpo r igido. 

deslocamenlos u n ifor mes, todas as 

são nulas , incluindo os movi ment.os de 

7) A formulaç~o é oblida em coordenadas cur vili neas que 

acompanham a geomeLria da superfície média e somenLe são 

ulilizadas equaçõ es Lensor1ais, que garanlem a invariabilidade 

das r e lações em r elação às murl~nç as d o sislema de coordenadas . 

8) A f o rmulação ul.ilizada é uma formulação normalizada da 

leor i a em lermos de componenles fisicas as quais são mais 

adequadas 

geralmenle 

para i nlroduzir 

ul1lizam valores 

e quações consL.ilu Livas , qua 

p o r u ni d a de de comprime nlo na 

mélrica ordinária , e necessárias n o mélodo numérico de solução. 

Q) O Lrabalho in Lerno das compo nenles fisi c as alravés das 

defor mações generalizadas é igual ao lrabalho i n lerno das 

respecli v as grandezas da formulação lensorial. 

10) As expressões da energia são utilizadas para a definição da 

ma lr i z de r i gi dez que cor res ponde a um ma ler i al homogêneo, 

isólropo com a qual realiza-se as aproximações lineares no 

processo numéri c o. 

11) As conlribuições incluídas d evido à deformação por corle 

podem ser da ordem d e gr a ndeza de alguns dos Lermos desprezados 

ao longo do desenvolvimenlo da formulação. 



3 - O M~TODO DE ELEMENTOS FINITOS APLICADO A CASCAS 

3. 1 -O alaman~o 1soparamé~rico guadrá~ico 

Como a ~eoria u~ilizada inclui a deformação p o r 

cor~&, as ro~açéS&s aparecem como variávei s ci nemá~icas 

acompa nhando os deslocamen~os . As derivadas 

presen~es na avaliação d o ~rabalho in~erno são de primeira 

ordem , como se desprende das def1nições (2.2.9) e (2.2.30), o 

que fac i li~a a escolha das funções de i n~erpolação e parâma~ros 

nodais, parm1~indo a u~ilização de al eman~os isopar amé~ricos da 

f il . .-.. d .. • ao am 1 a ~r an 1 p l ,, y . 

FIGURA 3. 1 -O elamen~o isoparamé~rico quadrá~ico de cascas 

22 
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O eleme-nlo ul1l 1 zado a o 1soparam~lr1co quadrál1co 

com o1lo n ós por 

1 i ber dad€' por nó. 

A g~om9Lr1a da s up9rfi Cl Q média da casca e aproximada 

na forma 

X c 3. 1. 1) 
J 

onde Xn s ão as coord~nadas nodais d o elemento e ~ são funções 
- J 

d9 inl9rpolação quadráticas da familia S9r9ndipily. 

~.ão as seguinl9s as exp ressões das funções d9 

. • 1 - Cl(l 1n'-9rpo açao 

- n 'ls de esq \.11 na 

- -
~ = 0,25 c1 + e J c1 + e ) ce + e - 1) 

\. 1 2 1 2 
(3. 1. 2) 

- nós i n larmed1ários 

e 2 ) -e =O ~ 4' = 0 ,5 Cl- (1+ e ) 
1 \. 1 2 

(3 . 1. 3) 

e =O ~ 4> = 0,5 (1+ e ) C1- e2) 
2 \. 1 2 

com e = e e e = e e 
1 1 1 i. 2 2 2\. 

c 3 . 1. 4) 

O valor deslocamento o valor rotação são 

referidos ao sislema cartesiano global por 

" 
~ = u 9 , 

J J 

ô ~ = w e c 3. 1 . 5) 
J J 

sendo u . e w as componentes cartesianas na base de valores~ 
J J j 

As variáveis se inlerpolam a parlir de seus valores 

nodais com as mesmas funções que a geometria 

l = ~ u~ 
J N 

- J 

w = ~ on c 3. 1. 6) 
J - - J 
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ond~ 0,.., 
- J 

são os va1 or~s das i ncógni t.as nos nós do 

~1em~nto. 

3.2- DeformaçBes 

do vet.or !orças nodais 

não-1in~ares equivalent.~s necess1la-s~ das s~guint.es grandezas 

geomGt.ri cas, levando em considerr>ção ( 2. 1. 3)' ( 2. 1 . 15) 

(2.1.14) 6> (3.1.1) 

-+ -+ 
c~ X,.., ) -+ r = X ~ = ~ 

J J - - J J 

X = ~. xn 
J' Ol - Ol -; 

-+ -+ a = X 6> 
Ol J 'Ol J 

c 2 2 z ) 1 / 2 
Ol(? = X + X + X 

1 ' f$ z , (? a' (? 

Cx . ) 
J ' Ol 

~ -+ = e 
Ol J 

Ol 

(3. 2.1) 

Ol 

Resul t.a út.i 1 r elaci o nar as componenles da basa de 

vet.or~s unit-ários d~ suparf'icie com a bas~ cart.asiana global 

t 
Ol 

(3. 2. 2) 

Os coE>f'icjent.es d a t.ransf'ormação, (? ' são dados p or, 
JOl 

conf'orma ( 3 . 2 . 1) 

X X 
1 ' 1 2 . 1 

(? 1 1 = f'$2 1 = 
Ol Ot 

1 1 

X X 
3' 1 1 . 2 

(?31 = (? 1 2 = 
Ol Ol 

1 2 

X X 
2. 2 3' 2 

(?2 2 = (?32 = (3 . 2 . 3) 
Ot Ol 

2 2 
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Com esles coefiCJenles, c a lcula-se as 1 unç8es 

t r igon omG>tricas 

s a ne = I ~ x ~ = 
1 2 

_ { ) 2 c~ ~ ~ ~ ) 2 c~ ~ ~ ~ ) 2 } 1 / 2 - C~ 2 1 ~a 2 -~ 2 2 ~a 1 -+ a ~ 1 2- s 1 a 2 -+ 1 1 2 2- s 2 2 1 

cose = l . 
1 

Alter n ativamente, pode- se escrever 

(1 
' J 

... = 'd • 
\. 

t 
J 

( 3. 2. 4 ) 

(3 . 2. 5) 

Na deter mi naç~o das componentes do v et..or normal à 

superficie , l ' a 

~ 1 a= 

~2a= 

~aa= 

Para 

g e neralizadas, 

levando- se em consideração (2.1 . 16), chega-se a 

(<z 1 ~3 Z -

sane 

(1a 1 ~1 2 -

sane 

!1 , 1 (12 2 
-

s e ne 

aval1 ar 

part-e- se 

{?. z z ~31 

~ 1 1 ~az 

~ 1 z (12 1 

as 

das 

componen t-es 

definiçeíes 

de 

de 

(3. 2. 6) 

def'ormaç~o 

defor maçees 

g e-neralizad as associadas com os esf'or ços internos dadas pela 

teo ri a, conforme (2.2.30) e C2.2.9) 

c ... ... ô ) v , -+ a X 
ex ex .... 

& = ex -.r:- s ane 
ex o 



o nde 

..... 
c = derormações vetoriais 

('( 
generalizadas 

aos esforços de membrana 

...... 
;toe = deformações v~t.oriais general1zadas 

~os momentos . 
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c 3. 2 . 7) 

associadas 

associadas 

Determina-se as componentes de deformação de membrana 

a parti r de g r andezas vetorjais 

• ..... -,+ -+* l ) co.(? = 0,5 c E r._ r~-+ c • 
Ot ~ Ot 

Em particular , para a = (3 = 1 e levando em 

(3.2.7),(3.2.2) , (3. 2 . 3) , (3.1.5) , (3.1. 6) e c 3. 2. 1), 

~ 11 ª"' · 
un -+ ~21 ~. 

1 - 1 1 .. 
c = 

1 1 sane Ot 
1 

Pode-se colocar (3. 2.9) na forma 

.. 
& 

1 1 
= E Ve 

- 1 

un + ~'31 ~. un 
- 2 1 -a 

( 3. 2 . 8) 

consider ação 

L e m-se 

(3. 2. 9) 

(3. 2 .1 0) 

onde Ve é o vetor coluna que contém tod as a s incógnitas nodais 

do elemento e E é o vetor 1 i nha const.... tui do por funções de 
- 1 

interpolação e suas deri vadas e por caracteristic~s g~ométricas 

dados por 

Ve, T = { un un un nn on on } - 1 -2 - a - 1 -z -a 

E = { V'1 ~11 4 V'1 ~21 ª' V'1 ~a1 ~ o o o } - 1 -, 1 - ,1 -, 1 -
( 3. 2. 1 1) 

com 
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1 
= c 3. 2. 12) 

Anal ogam~r.\.9 

ob\.~m-s9 

par \.i cul ar i zar.do-s~ C 3. 2 . 8) par a <X = (S = 2, 

Para 

ond~ 

• v" c = E 
22 -2 -

E = { V' (5 s 2 
~ V'z (?Z :l. 4 

-z z - ,z - ,2 
o o o } 

1 

V' ;:::; 

s ene 2 (X 
c 3. 2. 13) 

z 

• • c ... c , part1ndo de C3.2.8) , resulta 
12 2 1 

• • c + e 
t 2 21 

-· é . 
1 

= E Ve = 
-sz -

lj n C ~ '"' + V' (5 ~. + 
-1 2 1 2-:? 

w n 4, ) 
r s 1' zz - :i. 

C n Jl. (S ... . ) un + c ~ lll + ~ ,, ) ... on 
+ V' I ' '*'' + V' '*'' " r " r '*' z as- 2 1 a2- 1 -a 12 2 11 1 - - 1 

+ c À V' + À V' ) ~ on + c À V' + À V' ) 4 on } 
z z 2 21 1 - - z az 2 as 1 -a 

c 3. 2. 14) 

À = (:( (3 1 a sene À = -C( 
{?1a 

sane 
12 2 1 1 1 

À = C( (?za s~?ne À = -a (?za sane 
22 2 2 1 1 

À = a (Saa sen e À = -C( (Saa sene az 2 31 1 

c 3. 2. 15) 

Da mesma f'or ma, determina-se as componentes da 

def'ormação de corte a partir de grandezas vetoriais dadas pela 

teor i~ 

• 
YC)( . t C3. 2.16) 

a 
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Parlicularizando (~.2.161 par a ex = 1 e ex = 2 e 1 evando em 

consideraç~o C3.2.7) , C2.1.Q),C3.1.6),C3.1 . 6),C3.2 . 6) ~ C3.2.1), 

c hega-sG- a 

.. 
y1 = [ u (? + u (? + u (? + f' w 

1,1 13 2,1 2a 3, 1 aa 11 1 
+f' w +f' w ] lf'

1 12 2 13 3 

.. [ ] Y2 = u (? ..... u (1 + u (1 + f' w + f w + f' w 
lf'2 1 ,2 1 a 2,2 2 a a. 2 a a 21 1 22 2 za a 

c 3. 2. 1 7) 

onde 

f = c X (5 -
xs. 1(52a 

) 
i a 2, 1 1 a 

f = c X (1 - X (3 ) 
12 1 , 1 a a a. 1 1 a 

f = c X (3 - xz, i (Saa 
) 

i ' a . 1 ... 2 a 

f = c X (3 - X (1 ) 
2a 2,2 1'3 1, 2 2 a 

f = c X (3 - X (3 ) 
22 1, 2 a a a,z 1a 

f = c X (1 -
x2,2(5aa 

) c 3. 2. 18) 
2 1 a,2 23 

Pode-se escrever, baseado em C3.1. 6) 

C3 . 2.19) 

Subsl1luindo (3.2.19) em (3.2.17), resulla 

~ v" yi = F 
~ s -

~ v e 
Y2 = F 

~z ~ 

(3. 2. 20) 

com os velores linhas F dados por 
-ex 

p 
- 1 

f \lo 
11 -
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f ~ } 'Y'2 . 2a-

c 3. 2 . 21) 

Para as mudanças de curvalura, analogamente, par le-se 

das grandez~s velori~~s dadas por C2.2.32) e utilizando (3.2 . 2) 

(3.2. 3) e (3.2.7), chega-se a 

c d w + d w + d w ) 'Y' 
1 t 1 , t 1 z z , i 1 a a , 1 1 

sere 

( d w + d w + d w ) 'Y' 
211 ,2 22 2 , 2 2a a,2 2 

sene 

Cd w + d w + d w ) lJl 
2 1 1 . 1 22 2 ' 1 2a a , t 1 • .. 

x12 
+ 

xz1 = + 

sen e 

Cd w + d w + d w a ,2)'Y'2 1 1 1 '2 1 2 2,2 t a 

+ 
sene 

(3. 2. 22) 

onde 

d = (312 - cose (311 1 1 

d = (322- cose (3 2 1 1 2 

d = (332- cose (3 31 ta 

d = - /111 + cose /112 2 1 

d = - (1 + cos t-l 
($22 22 . 2 1 

d = - /1êJ 1 + co::; 1 f$a2 c 3. 2. 23) 
2a 

Tendo e m visla C3.1.6), escreve-se 



Subslllulndo ( 3.2. 24 ) em (3.2. 22), resulla 

sendo os velor~s G , G e G dados por 
-1 -z - 12 

G = { O 
- 1 

o o d q,, 
1 1 - 1 

d q,, 
1 2 - 1 

G = {O 
- 2 

o o d i} , 
2 1 - 2 

d 4-, 
2 2 - 2 

d 
1 a 

d 
2 a 

G = ( O ; O 
- 12 i - o c "'' d ~. + "'' d ~. ) 121 - 1 211-2 

q,, 
- 1 } 

~. 
- 2 } 

C "''d ~. + "''d q,, );C "''d ~. + "''d ~. ) } 
1 2 2- 1 2 12 - 2 1 2a - 1 2 1 a- 2 
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(3 . 2. 24) 

(3. 2. 25) 

'1'1 

sene 

"1'2 

s~ne 

1 

s a ne 

(3. 2. 26) 

No caso de não-linearidade geométrica, a deformação 

de membrana é acrescida de uma parcela 

onde 

membrana 

• =e + 
~ 

•NL 
e~ 

r epr ~senla a parle 

= 

A parlir de C2. 2. 2) 

C3. 2. 27) 

não-linear das defor mações de 

C3. 2. 28) 

é fácil demonstrar que as 

comp on. ~ntes de rolação podem se1· avaliadas por 



q; :: ô . -+ 
a 

9 
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c 3. 2. 2Q) 

Col ocando as &xpress5es C3. 2.29) em função d a bas~ normalizada 

L ~ par~iculari zando para ~ = 1 ~ o = 2 , ch~ga-se a 
\. 

if; · 
1 

c/>2 

q; = 

Subs~ituindo 

ro~açôes 

~ 1 

~2 

o ~ 
1 

::; 

o. ô 
z 

::; 

CJ . {. 
a 

c?. . 1. 6) 

= 

::; 

w 
1 

o. 
1 

sene 

o. 
2 

sene 

. 

. 

c -t cose 
1 

sane 

c -t c0s$ 
1 

sene 

em c 3. 2:. 30) 

{wi 

{w1 

w 
2 

d 
:1 '1 

d 
1 2 

+ 

+ 

w 

w 

w 
a 

2 

2 

+ t ) 
2 

+ t ) 
2 

c 3. 2 . 30) 

c 3. 2. 31 ) 

e C3 . 2. 31) rE'?sulla para as 

d 1 a } d + w 
1 2 a 

d 2 a } d + w 
22 a 

C3. 2. 32) 

(3. 2 . 33) 

A n i v el de e l emenlo, com parâmetros nodais e funções 

de interpolação , consider ando (3. 1.6), ob~ém-se 

Ot z v "" 
1 - 1 

q; 1 = 
sane 

o. z v e 
2 - z -

~2 = 
sene 

q; = z V I/!' 
-a - (3 . 2 . 3 4 ) 

o nde 
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2 ;::: { (l o o d q, ; d ~ ; d q, } - 1 1 1 - 1 2 - 1 9-

z = { o o o d q, · d q, · d ~ } - 2 21 - • 2 2 - • 29-

z = { o o o (1 q. . (; ~ . (1 g) } c 3 . 2 . 35) 
-a 19- • 29- • aa-

Substituindo (3.2.35) em (3 . 2.28) e particularizando para a=(1=1 

a=(1=2 '"' a=l (1=2 chega-sG> as seguintes expressÕQS p ara a 

par cela não-l inear d a s defor mações de membrana 

Os valores 

nodais 

liiNL 
"-

1 1 

•NL 
c 

22 

lliNL 
c 

12 

de 

2 = ,. i 

z = 
-2 

= z v e 
- 1 -

= z V Q 
-2 -

•NL 
+ c 

21 

2 • 2 • "' 1 '"' 2 

0 , 5 { 

0 ,5 { 

c 

c 

NoL:j - s:e que 

Levando 

(3.2.27), obtém-se 

2 s ão 
'"' 1 2 

z VQ) 
- 1 -
sen 9 B 

z V&) 
,. 2 ,. 

sen9
0 

z . 
- 2 

C3. 2 . 36) 

calculados por 

z c z VQ) z 
- 1 -9 - -9 

} + 
sene 

z c z VQ) z 
-2 - a - -9 

} + 
sene 

z } · - a 

(3 . 2 . 37) 

são funções d os d~slocamentos 

em consideração C3 . 2 . 37) , c 3. 2 . 34) e 
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E~ 
1 2 

+ E~ = { E + 
2 1 - 1 2 

c 3. 2 . 38) 

quE'< s ã o a:..; d e f or m~ç OE'<S não - 1 i n~ar ~s d~ m~mbr a na. 

3.3- Sistema global de eg1..1açé.'Ses não-lineares 

A deter m1nação d~ v~tor de f o r ç as nodais equi valentes 

não-linear é f e1ta a parlir de um c onJunto arbitrári o de 

deslncam~ntos nodais e levando em consideração o comportamento 

f ·i si co do concreto armado , a não-1 i near idade geo mé trica e o 

histór 1co da defor ma ção. 

Na aval iação do inc remento do lrabalho inlerno , 

pod e-s e calc ular o incremento total a par tir d os incrementos 

elementares 

ne 

C3 . 3.1) 

po1s na expressão do inc r e menlo do lrabalho inlerno somenle 

figur am derivadas p a rciais de primei r a o rdem e as funções de 

inlerpolação garantem a conlinu1dade das funções represenladas, 

n ão aparecendo termos adicionais em correspondência c o m as 

frontei ras inter-elemen~ares. 

As contribuições elementar e s valem, segundo a 

expr essão C2.2.23 ), que dá a forma definitiva do Principio dos 

Trabalhos Vi r luai s 

c 3. 3. 2 ) 

No c aso 1 i near g eomélr i c o , p ar a o quaJ a componenle 

da deformação de m~mbrana ~ dada p or 

as deformações normal izadas dadas 

• Eo.g 
por 

(3.2.14),(3.2.20 ) e (3.2.25) , chega-se a 

6 WINT , ~= 6V~,T Ae , N~ -

• = é-o.g apl i c ando-s~ 

(3. 2-.10). (3. 2.1 3) . 

C3. 3. 3) 

d V
e , T on ~ , vetor col una qu~ contém todas as incógnitas nod a is 

do elemento, é dado por C3.2.11) e o velor de forças nodais do 
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el~m~nlo por 

Ae-,NL f {n:, 
ET .. • ET .. • ET • GT = n n + m 
- 1 22 - 7 12 - 1 2 1 1 - ' s ~ 

• GT+ • GT • FT+ • FT } + m m + q i q2 dS 
22 - 2 12 - 12 - 1 -2 

c 3. 3. 4) 

~poi s da di scrct?li zacão am e l amani...os 1inilos, 

rasulla como consaqüênci a di r ela da aplicação do Pr i nci pi o 

dos Trabalhos Virluais dado ~m ( 2 . 2.23) para loda a aslrulura 

(3. 3. 5) 

O somalór i o do segundo membro pode se>.- esc r i Lo na 

forma 

(3. 3. 6) 

onda ANL~ é a monlagam na aslrulura da conlribuição el emenlar 
- (v ) 

dada por (3.3.4) a V o valor global 

eslruLura. 

dos dasloca manLos da 

Como óVe,T é arbiLrário, rasulLa 1inalmenLa a equação 

fund a menlal 

onda P é o v~Lor g lobal d~ cargas axLerioras. 
-EXT 

As 

calculadas a 

• • solicilaçõas inlarnas no.{$, mo.{$, 

parLir do campo de deslocamenLos 

(3. 3 . 7) 

dev e rão ser 

i n lerpo lados de 

adequ adas relações consLiluLivas para o maLerial 

uLi 1 i z ado. 

No caso não-linear geoméLrico , sabendo que 

Ó& 
•NL = óZ v e + 2 óVe = 2 óVe ,T ZT 
1 1 - 1 - t - 1 

Ó& 
•NL 

2 ÓVe,T ZT = 22 - z 



Ao,N L = 

6( •NL 
e + 

1 2 

f {n: 1 
( ET + 

- 1 
S e-

• GT + m 
1 1 - 1 

Z T) .. 
2 +n 

- 1 2 2 

• GT+ + m m 
2 2 - 2 
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(3. 3. 8) 

CET + ZT) .. c ET ZT 2 + n + 2 ) 
- 2 - z 12 - 1 2 - 1 2 

• GT .. F T+ • F T } + q i q 2 dS 
1 2 - 12 - 1 - 2 

(3. 3 . 9) 

A avaliação da inleg ral se efeluará n u mer i camenle com 

2x2 pontos de Gauss-Legendre de i n legração em dominio 

b i dimensional . 

Par a um mat.er1al eláslico , isólropo e homogêneo, o 

v alor de cargas nodais equi v alenle s C3 . 3 .4) d~ve d a r idê nlico 

r e su1Lado do que o produlo da malriz de rigidez pelo valor de 

deslocamenlos nodais 

A o,L = Ke v" C3 . 3. 1 0) 

Em ger a l, em problemas de cascas de con c r elo armado, esle ralo 

não ocorre, r esult..ando 

C3.3.1 1 ) 

Esle velor diferença, desequilibrio, é uma medida do 

afaslamenlo da sol u çâo linearizada para a verdadei r a s o lução. 

Na delerm1nação do valor de forças equival enles 

1 i near es somenle é 1 evada em consider ação a par t. ~ 1 i near das 

deformações de membrana. As solicilações i nlernas são 

calculadas a parli r das equações c o nsli l ul i v as 

C ex(?)- D H o.~À.J-J 
m - X( À.J-J) C3. 3. 12) 

o nde etC~) é a p arle simél r ica d o ten.;or de d e f o r mações de 

membr ana; Xc o.(})_ é> a par t.e si mé>L r i c a do tensor de mudanças de 

curvat ur a ~ Ho.(~À. J-J é o tensor e l á sti co das c a s c as 2 1
; C e D são 
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as cons~an~es ~lás~icas d~ membrana a f l~x~o dados por 

o n de 

o. = 0,5 C vn l ~ + v~ l n - 2 
C a(D r · "'' ..... r , 

b c;.(5 'W ) 

X(c;.{S)= 0 ,5 [ ~(fi e;.+ ~c;. ~ (f- C ~{fÀb; + cCi.À b~) ~ ] 

c = 
1 

E h 

z 
- v 

c 3. 3. 13) 

D = C3 . 3.14) 

1 2 c 1 

Hcx{fÀp = 0,5 [ C1 - v)(aCi.À a{fi-J + aCi.I-J rt(f/o..) + 2 v ac;.ffa"-i-J] 

C3. 3.15) 

v = coeric1enle de Poisson 

E = módulo eláslico 

h = espessura 

Subs~i~uindo Hc;.(fÀJ-J , Da C em C3.3.12), rasul~a 

c o..(f) 
n = o..(f pÀ] 

a a o.C pÀ). 

c 3. 3. 1 6) 

Par ~icularizando-se para o.=[?=l e desenvol vendo , 

chaga-se a 

[ 

a z 

(1-v ) [- ~) + 
a a ] v 22 11 

a a 
0.. + 

C 2 z ) 

c 3. 3. 1 7) 

Sab endo que as componen~es das s o l i c i ~açe\es fi si cas 

de membrana s ão dadas por 

• 
no.(f 

= n(~) c 3. 3. 18) 
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~ l~vando ~m consider aç~o (2.1.4) & (2 . 1.5) é f ácil chegar a 

• n 
1 t 

= nc 1 1 ,se n8 a c 3. 3. 1 g) 
j 1 

o nde o l e nsor d o s esfor ços de membr ana res ulla 

{ l [v 
+ ( 1 -sen: e ) c l -v)] ( 1 1 ) c n = C( + C( 

2 .. ( 1 l ) ( 2 2 ) ( a ) s e n e a a sen e 
1 1 1 1 z z 

cose } c ('( + C( ) c 3. 3. 20) 
sen

4
8 

( 1 z ) ( z 1 ) 
C( C( 

1 z 

S 1..1bs liluindo (3. 3. 20) em (3. 3 . 19) e l embrando a s deformações 

g eneralizadas dadas ~m (2 . 2.27) 

Ot 
( 1 i ) 

• 
5: = 

11 a sane 
1 1 

Ot ( z z > • e = 
22 a sene 

z z 

C( + C( 
( 1 2 ) ( 2 1 ) • e + 

1 2 
* e 
2 1 

= 
C( 

1 
C( 

2 
s ane 

c hega-se a 

• n = 
1 1 

c 

sen
2

8 { 
• z 

c +Ccos e C1-v ) 
1 1 

De for ma semelhanle oblém-se 

• n 
1 2 

• 
n = 

22 

c 

sen 2 e 

c 

s en2 e 

{-cose 

{ 
• z 

e +( c os e c 1 - v) 
2 2 

• • r- 1-v) 
Ce + c ) + 

·1 1 2 2 2 

+ v) 

+ v ) 

• e 
2 2 

• e 
1 1 

Cl + v ) 

2 

c 3. 3. 21) 

c ose ce· + e · ) } . 
1 2 2 1 

( 3 . 3 . 22) 

• c ose (e + 
12 

2 J • . } c o s e ( e + e ) . 
1 2 21 

(3 . 3 . 2 3) 
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Par a a momanlo flalor e lor çor, analogam~nl~. r asulla 

D • x:')} • { • . 'e • m = X -il cos C 1 -v) + v) X Z2 - cose C X 1 2 
+ 

1 1 san 2 e 1 1 

D X: ,)} .. 
{ • 2 • • m = x +c c os e c 1 -v) + v) 

x 1 1 - cose c X 1 z + 
22 sen

2 e 2 2 

D {-cose • r- 1 -v) C 1 +v) x:,)} • • 2 J • m = C X + X )+ + c os e c x + 
1 2 sen 2

8 
1 1 22 2 2 12 

(3. 3 . 24) 

onde as mudanç~~ de curvalura gen~ralizadas segundo (2.2.28) são 

definidas por 

• 
x 11 = a 

1 1 

a 
2 2 

sane 

sane 

= 
O( O( san e 

( 3 . 3. 2 5) 
1 7. 

Para o esforço de corle, parlindo da equação consl1luliva 

= G K h ao.f3 y 
O( 

c 3 . 3 . 26) 

send o y as componentes l e nsoriais das d e for maçBes por corle ;G 
O( 

o módu lo eláslicc• transv ersal e K o falor de r edução par a os 

asfor ç o s corlanles dados por 

ycx = <f.>Ot + wj cx + bÀ 
O( 

VÀ C3. 3 . 27) 

E 5 
G = K = c 3 . 3 . 28) 

2 :1 + v) 6 

e c onsiderando as componan l es fisi c as 



Cl 
q 
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c 3. 3 . 29) 

chega-se a segui nle expressão para a compon ent-e fi si c a d os 

esforços cor t-an l e s 

qcx = (3 .3. 30) 

/ a(';(a 

Par Li cul ar i zando-se par a a=l e cr.=2 e 1 embr ando a s 

deformações 

obLém-se 

• 
ri 

• 
~' z 

genÇ>r a l i zada.s, • 
y i 

ri 
= a sene 

1 

y z 

-
a sene 

2 

• • = G K h C y - cose y ) 
1 z 

• • = G K h C y - cose y ) 
2 1 

• 
~'z dadas em C2 . 2 . 29) , 

c 3 . 3 . 31 ) 

c 3 . 3. 3 2 ) 

Salient- a - se qu ~=? o Lr abal ho i nt.erno das component-es 

f i si cas real izado s obre a s defor ma ções gener a l izadas é igual a o 

t r abalho interno q u e as c o mponentes Lensoriais realizam sobre 

as deformações generalizadrts tensoriais simélricas. 

As ações lineares calculam-se subslilui n do (3.3 . 22) , 

C3.3 . 23) , C3 . 3. 24) e C3.3.32) na equação ger al (3.3 . 4). 

3 .4 - Mat. r iz de r igidez 

Par a o caso li nea r e l ás\- i co , as equações d e d uzi d a s 

permitem det.ermi nar a ene r g ia de defo rmação e speci fica em forma 

mat. r i c i al denLro de aproxi maç5es assumidas , i s t-o é, como 

c o nslilu ida por a d i ção d e Lrês parcelas c o rr espo ndent-es a 



m~mbrana, flexo-lorçlo e cor le 

-u = u + u + u 
r. x r 

Cada parcela ~ d~finida p~1a ~xpre::;::;.'il:o 

u 
c = 0 , 5 c Haf3ÀI-I 

cxc af3J 01
C >--1-1J 

LI = 0,5 o Haf3À./-I 
x(C'I(D Xc >..1-11 X 

u :;. 0 , 5 G 
r 

K h a cxf5 r rf5 Ot 
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C3.4.1) 

c 3. 4. 2) 

A en~rgi a lolal pode s&r cal cu1 ada como a soma da 

ener gia de cada e1eme n lo, pelas mesmas considerações efeluadas 

anleriormenle e m relação ao v~lor da forças nodais equivalentes 

ne 

c 3. 4. 3) 

A ene rgia e lamanlar, Ue, é a vali ada n o sub-dominio S 
e 

pela express ão 

= f U ds = J c u + u 
X 

+ u 
r 

) dS 
& 

Se S e 

= 0 ,5 v~.T Ke ve C3 . 4 . 4 ) 

ond~ Ke é a malriz de ri gidez do elem~nlo consliluida pelas 

parcelas referenl~s a membrana, fl exo-lorção e corle 

c 3. 4. 5) 

Par l i ndo das &xpres::;5es C3. 4. 2) consid~rando 

C~. 3.13J, C3. 3.27J, C3 . 3.21J C3.3.25) e (3.3.31), depoi s de um 

laborioso processo a lgébrico, chega-se as seguinles expressões 

para a e nergia de d 1formação 



tl = e 

u 
X 

= 

c • • + c ) c c • + c ) 
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+ 
{
(r. . ) 

2 + c é. . ) 
2

- ?. cose c c . 
2 s~nz e 11 zz 12 2 1 1 1 22 

D 

.. 
<. 1 ·· v ) J C c 

1 2 

• v J e 
1 1 

• 2 } + e ) 
2 1 

+ Cl - v) J C X + X ) • • 2 } 

12 21 

• e 
22 

• • + X ) Cx 
z 1 1 1 

z cose + 

c 3 . 4. 6) 

• z 
x2 2 + 0,5 [ Cl+v) cose 

C3. 4 . 7) 

C3. 4 . 8) 

Para o caso de coordenadas ort-ogonais, e = 90°, u 
e 

r~sulla na expr~ss~o para o caso d o eslado plano de l~nsBes em 
. 19 

coordenadas carles1anas . 

Subslilu1ndo C? .2.10),C3.2.13),(3.2.14),(3.2.20) 

C3. 2 . 25) em C3. 4. 6), (3 . 4. 7) e C3. 4. 8) e aplicando (3. 4. 4) e 

(3.4.5) resulla, para as parcelas da malriz de rigidez 

c 
K = f {ET E + ET E - cose [ ET CE + E ) + CE + E ) T 
-c sem 2 e 

- 1 - 1 -2 -2 - 1 2. - s -2 -s - 2 
Se-

s ] + [c 1-v) cos
2

e + v] <.E T E + ET E ) + 0,5 
- 1 2 - 1 - 2 - 2 - 1 

[c 1 +v) cos
2
e + C 1-v) ] CET E ) } dS -12 -12 

C3 . 4. 9) 

D 
K = J {GT G + GT G - cose [GT CG + G ) + CG + G ) TG J -x sen 2 e -1 - 1 -2 -2 - 12 - 1 -z - 1 -2 -12 

S o 

+ (cl -v) cos
2
8 + v] CGT G + GT G ) + 0,5 (c 1 +v) 

- 1 - z -2 - 1 

c os 
2 e + c 1 -v) ] CGT G ) } dS 

-12 -12 

(3.4 .10) 

!.&COLA DE EHGENHAAIA 
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C3.4.11) 

A 1nlegração de~las expressÕQS e1e~ua-se 

numericamen~e com in~egraçâo reduz1 da de 2x2 pon~os de Gauss­

Legendre sobr~ domi nio b i d imens1onal . 

O el e me>nLo dife>r e>ncl.al de superficie m~di z.., dS, ~ 

dado por 

:::.undo 

dS 

.ra= sene C( C( 
1 2 

ou, al~ernativamenle 

X 
1 , 1 

.;: = X 
1 , 2 

(? 1 a 

c 3. 4. 1 2) 

c 3. 4. 13) 

X X 
2, 1 CJ,1 

X X C3.4 . 14) 
2,2 a,z 

(?2a f?.,., 

No caso de es~ru~uras plissadas, onde elementos que 

concorrem a um mesmo nó são coplanares , ocor re uma 

si ngul aridade na ma l r iz de r1g1dez global , i mposslbil ilando sua 

Lriangularizaç:;;:o . Para conlornar es~e problema, acrescenta-se 

uma pequena energia 1iclici a , associada aos graus de li b erdade 

rotacionais, que destrói a singularidade sem afe~ar 

significati vam~nLe> os res u lLados. 

A matriz de rigidez dada em C3.4 . g) , C3.4.10) e 

(3.4.11 ) s~rvirá como auxilio para lineariza r o algoriLmo de 

solução do sis~ema de equações n ão-lineares. 



4 - I NTEGRAÇÃO NA ESPESSURA 

4.1- O modelo laminar 

Em um modelo 1 ami nar, 

subdi vi di da em camadas d~ espessura 

a seção t-ransversal 

d e coordenada cent-ral 
\. 

referida à superfic i e méd1a, con forme f igura 4.1 

FIGUR~ 4.1 -Model o laminar 

A armadura é considerada como uma camada ext-ra , com 

~spessur a equi v al enl.o:> 

superficie m~dia. 

t I? localizada 
e-

a uma di sLânc: i a z da 
e 

A'S hipóteses asstJmidrts para o model o lamin~r são as 
. • aa segu1 n ~,.-es : 

1) Os efeit-os da fi ssuração e de t-oda e qualquer fonle 

1 ocal i zada de descontinuidade do campo de deslocamenLos 

considera-se disper sos em forma contintJa nas vizinhanças da 

zona afelad~, de modo que as deformações gener alizadas médias 

são compa\-iveis e cont-inuas. 
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2) A uma dí sláncía e da s uperficie média, 
3 

longitudinais das armad1..1ras são iguais 

long1ludJna1s do concr e to c lr r undanle. 
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as deformações 

às d8formaç ões 

3) Ac. ::~rm~duras s~o colocad as em camadas . formand o uma malha 

r elangul ar. 

4 ) As armaduras eslão suje1Las apenas a Lensões un1 ax1ais. 

5) A formulação f1 c a r c;:;-slr1la a ações de c urla d1..1ração, não 

sendo levadas em considE<-ração fluência, retração e fonles de> 

aulo-defor mação . 

6) A di r eç3o de uma das ~r maduras c oi n ci de com 1...1m dos eixos 

coord~nadnc. rurviJ Jneos . 

4.2 - ~formações 

Pode-se calcular as defor mações de um ponlo q ualquer 

for a da superficie média pela expressão
9 

( 4. 2.1) 

Sabendo a s deformações normal izadas esLão 

relacionadas com o Lensor de d8formações , conforme (2 . 2.27) e 

C 2. 2 . 28) , por 

• c = 
i 1 

• e = zz 

... 
& + 

1 2 

ex 
( 1 1 ) 

a sene 
1 1 

()( 
( 2 2 ) 

a sen e 
22 

()( + (')( 

• & = 
21 

( 1 z ) ( 2 1 ) 

()( ()( sene 
1 2 
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c 4 . 2 . 2) 
O( O( sane 

1 2 

e particulari7 . .::~nrlo .::~ expr~"'·=;ío (4 2 . 1) para o=(3=- 1 ; o..=(3=2 e 

~=1 , (3=2 : e s1.ll t .a 

4 

/' 11 = y 1 1 
a senfl 

1 1 

• y = ~'z:? a sene 
22 zz 

• • 
y12 

+ 'V = c y 1 2 
+ ~'2 1 ) Ci. (Y sene c 4. 2 . 3) . 

2 1 1 2 

onde 

• • • 
y 11 = e + e x 11 1 1 a 

• • • 
Yzz = ê + e xzz 22 3 

• • • • • • 
1'12 ... '~'zt = c + c. ) + e c x 1 z + 

XZ 1 
) (4. 2. 4 ) 

1 2 z 1 3 

sao as deformaçõe~ ganer~ljzadas normalizadas a uma d~sláncia 

e da s u per fi cie mé d ia. 
é) 

Após a fis s 1.1ração do concreto, a interação entr e as 

duas d ir eções pri ncipai s 

utilizaçã o 8quaçõas 

unidimensionai s 

desprezivel, 

constitut..ivas 

viabilizando a 

não-line ares 

Par a a aplicação d est..as equações unidimensionais, 

ocorre a necessidade da determi nação dos valores principais da 

daformaçã, . A diagonal i z ação da um tensor si métr ico dá o rig8m a 

u m proble: 11a de valores pr ó p rios, da cuja solução r esultam os 

valores e as direç õ es p r in'-ipais . 

Estuda-se o c aso caract..er i zado pelo sistema da 



~quaçõ~s homogên~dS 

c r o/5- a o.(1 r ) 
CJ. 

n = O 

ond~ 

r = valor~s próprios do l~nsor de deformações 
-+ 
n 

Uma 

unilári o que d~finirá 

princ 1 pal a ssociada com r. 

solução n ão lrivi al oblém-se 

del~rn ~ nanle dos coefic1enl~s 

= o 

do qu~ r esulla a ~quação caracler i s lica 
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c 4. 2 . 5) 

a direção 

anulando o 

(4. 2. 6) 

Cr - a r )C r - a r) - (r12- atz 
1 1 11 22 22 

2 
r) =O . 

c 4. 2. 7) 

Desenvolvendo a equação C 4. 2 . 7) e subsli lui ndo os 

valores enconlrados em (4 . 2.3), chega-se a 

z • • • • • • • z r +[colg8 Cr + r )-cossece Cr + r )Jr +[r r - Cr ) J = O. 
12 21 1 1 22 1 1 22 12 

c 4. 2. 8) 

Os valores principais r são independenles do sislema 

de coordenadas, o u s eja . os coeficienles da equação 

caracleri slica c 4. 2. 8) são invariant-e s de deformaçõ~s . 

Inlroduzindo a nolação 

• • • • I = C v + v ) colge - C v + v ) coss e ce 
1 I 12 I 21 I fi I 22 

I 
2 

res ulla , p a ra a e xpressão (4.2.8) 

2 
r + I 

1 
r + r 

2 
= o 

c 4. 2 . 9) 

c 4. 2. 10) 

A sol ução da equação ( 4. 2.10) fornece as deformações principais 



47 

I 

[[ ~·r I2r2 
1 

y l = + 
2 

I [[ :-r Izrz 1 (4. 2.11) 
y ll 

= - 2 

Para a det .ermin~ç~o das 

refere-s e o vetor ~ à base u njlár ia ~ 
Ot 

direções principais, 

onda 

-+ C( -+ 
n = n a 

Ot 

• n 
1 

• = n 
1 

• n 
z 

2 = n C a ) 1 / 2 
22 

Dc?s env o lvendo 

~ + 
1 

.. 
n 

2 
t 

2 

s~stema dado 

c 4. 2 . 12) 

c 4. 2. 13) 

c:;.m c 4. 2 . 5) 

subs tituindo os val o res e ncont rados e m (4. 2 .3) , t e m-s e 

res u l ta, 

Cy:
1 

sane- y) 

"' 

• n 
1 

• • + Cy sene - cose y) n =O 
2 1 2 

• • "' (v sene - cose v) 
I 1 2 ( 

n + Cy sene - y) n =O . 
1 2 2 

DG>finindo 

... 
A = y 1 1 

s ene - y 
' 1 

"' A = y2 1 s ene - cose y 
1 2 

"' A = y22 
s ene - y 

22 

para o si st..ema dad o e m (4.2.14) 

• • A n + A n = o 
1 1 1 12 2 

• A n + A • n = o 
12 1 22 2 

Obtém-se uma equação adicional 

2 

(4.2.14) 

c 4 . 2 . 15) 

c 4. 2. 16) 

pelo falo do vetor -+ 
n 
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ser um V€1\.or unitári o 

• )2+ • ) 2+ • • Cn Cn 2 n n c ose = 1 (4. 2 .1 7) 
1 2 1 2 

Na sol uç ã n do si s tema, distingÜE:~m-se dois casos 

a ) A ;711! o 
11 

[ 1 r· • n = 
2 

1 + CA / A ) 2- 2 CA /A ) cose 
s 2 1 1 s 2 1 1 

A 
s 2 

• • n = n c 4. 2 . 18) 
1 

A 
2 

1 1 

b) A ;711! o 
22 

[ 1 r· ... 
n = 

1 
l + ( A .//-, ) 2- 2 (A ./A ) cose 

1 2 22 1 2 22 

A 
1 2 

"' .. 
C 4. 2. H . .l) n = n 

2 A 
1 

22 

• • 
Os valor€1s encontrados para n e n dão as 

1 2 

componE:~ntE:~s do vE:~tor dirE:~ção principal , 
..,. 

bas €1 unitária. n, na 

4.3- Te nsões 

No mo del o fisi co par a o c oncr eto que ser á a d o tado , 

assume-s e que as direções pri nc ipais de defor mação coincidam 

com a s d€1 tensão. Desta f'o r ma uma vez adotada u ma €1quaç ão 

consti ti.Jti va l..ln i dimensi o n a l eql..livalE:~nt€1 aplicando-a 

ind€1p€1ndenl€1m€1nt€1 €1m cada direção principal, f'icam d€1fi nidas as 

t.ensõ €1s principai s €1 em f o rma indireta o E:~stado de tensões 

assoe i a d o com as c:oor danadas d e Sl..lper f' i c i e. F'az -se nec e s sár io 

obter as tensões referidas ao s istema c l..lrvilineo , a partir das 

resp ecti v as tens ões pri n cipa i s . 
• Par a determi n ar a s tensÕ€1s T CA.(i a sso e i adé\s ao sistema 

r.urvilineo e~ aborda-S€/ O pr obl ema d€1 v a lor€1S própri o s do tensor 

de tensões, ql..le fica caractE:~rizado p€1lo s iste ma homogêne o 



( o~~ - a~ o ) n = O 
n 

ond~ o é a lBn~~o pr1ncipal. 

-+ - · n = n 
s 

ond~ 

-· n = n 
1 

-· n ::;. n 
z 

1 

z 

-· ~ n 
2 

-171 

.r;:zz a 

4 9 

C4. 3.1) 

c 4. 3. 2) 

c 4. 3. 3) 

Est.éls novas componBnt.e s das direções p r incipais est-ão ligadas 

• com n 

' 
• I? n 
2 

-· n 
1 

-· n 
2 

por 

= GOSSI?ce 

= COSSBC8 

'* • n + cotge n 

' 2 

• • n + cot..ge n 
z 1 

Desenvolvendo o sistema C4 . 3 .1) e consid~rando 

rBsulta 

• 
T = 

1 1 

.. 
T = 

22 

• 
T = 

1 2 

[<. 
c • T 

12 

1 1 
sene a cY 

1 1 

22 
sene a o 

zz 

• 
T = sene Ct 

2 1 1 

sene 

+ o cot.ge ) 

1 z 
~ cY 

2 

• + CT 
1 2 

+ o cot.ge ) -· n 
2 

-· n 
1 

• -+ CT 
2 2 

+ cY cossece ) 

C4. 3. 4) 

c 4. 3. 5) 

= o 

-· n = O. 
2 

c 4. 3. 6) 

Part-i c ularizando o sist...ema C4. 3. 6) para os valores 

principais o ~ o ~ resol v~ndo, chega- se a 
I li 
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{ 
1 ... - • I I 2 c: - • I 2} õ = c C n ) - C n ) 

1 1 1 2 2 2 t::. 

{ 
1 

• - • I I 2 -· 1 2} c 4. 3 . 7) 1 :.. c: C n ) - c ( n ) 
22 1 1 2 1 1::. 

onde 

{-c ;;: I ) z + -•I 2} cossece c = o C n ) 
1 I 2 

c = O' { -( ~: J l ) 2 + C n ) - • I I Z} cossece 
2 I I 2 

- • I 2 - • J 1 Z Cn ) Cn ) + - • 1 I 2 -• 1 2 Cn ) Cn ) t::. :: -
1 2 1 

• Para a l~nsão T resulla dois casos 
12 

I;;: I I ~ -~ I 

l n 1 

• "' T = -c T O' cossece ) 
1 2 1 1 I 

I;;: I I > I;;: I I 

• • T = -( T - o cossece ) 
1 2 22 1 

2 

- • I 
n 

1 

- O' - •I I n 
2 

- • I 
n 

2 

- o - • I I 
n 

1 

c 4 . 3. 8) 

c olge c 4. 3 . 9) 

cotge ( 4. 3.10) 

Para a solução dada acima, resulla ~=O no caso em que 
o uma das di r~ções pr incipais forma um ângulo de 45 com uma d as 

dir E>çõ~s do sisi..~ma cur vi 1 i neo. Para conlorna r esl~ 

problema, uliliza-se , nesles casos 

c - llo I l c -• I 
n n 

1 • 2 2 2 

T = 
11 

1::. 

c -• I c -• xx 
n n 

• 22 1 1 1 1 

T = 
22 

t::. 



onde 

• 
' = 12. 

6 = 

c = 
1 

c = z 

c 
1 1 

c ;:; •J _ c 
2 1 1 

- · J 1 n 
1 

- • I - • J I - •Jt - •t 
n n - n n 

1 z 1 z 

c:ossec6' - •x 
O' n -

J 1 

c:os s ece - · l J o n 
l 1 1 

CI.)SS9C8 
- • I 

:;;. o n -
l z 
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( 4. 3. 1 1 ) 

cotgA - · J o n 
J z 

cotoe -· 11 - O' n 
I I z 

cotgtl - • I , )' n 
I 1 

cossece - • I 1 cotge - • I I c = o n - o n 
2 2 I I z I I 1 

( 4. 3 . 1 2) 

Com as expressões obtidas pode-se determi n ar as 

tensões no concreto. 

4.4- Deformações~ t ensões na armadura 

Par a .::\ ar madur a, porém , não se pode entrar com os 

valo1·es pr inc i pai s de deformação n a relação const.it.uliva 

uni dimensional . pois, n o rmal menle , as di rações pr i nci pais não 

coinci dem com as direções das armaduras e e s las só resistem a 

esforços de t.r ação/compressão ao 1 ongo de seu eixo . Faz-se 

necessàrio calcul a r as deformações nas direções das a rmaduras . 

Com estE? i n lui lo, acha - sE? o â ngulo C( que uma das direções 

principais forma com uma das armaduras . 

Conform~ figu r a 4.2 , lem-~~ 

• s en o = n s ene 
z 

• c os C( = n 
1 

• + n cose 
2 

(4 . 4.1 ) 

Cnmo serão utilizadas somenle armaduras ortogona is, a 

transformação fica caracler izada p e la malriz de r olaçâo 



52 

c::o::01 SE'InOI 

R = ( ] ( 4. 4. 2) 
-\ 

S ~J')OI. 

(\) 

C1! 
L 
j 

"' nl 
E 
L 
<( 

r:' O~ C"< 

Ar madur é< :1 

FIGURA 4.2 - Ângulo Çl( enlre as armaduras 

e as direções principais 

As deformaç5es correspondenle<s às direç5es 

armaduras, aplicando a malriz de relação, vem dadas por 

2 2 
y = c os Çl( 

yl + sen Çl( 
yll 

.. 1 ' 

das 

c 4. 4. 3) 
2 2 

y = c os o. 
yll 

+ sen Çl( YI e22 

onde y 
I 

e y n são as deformações no nivel das armaduras e nas 

direções pr i nci pais . As de: ormações y eiZ Y e Zi 
são 

desprezadas. 

Enlrando na r elação lensão-deformação do a ço c om 

eslas deformações, 

armadura, o 
e i 

o 
eZ 

y e 11 e 

dadas 

ye<zz' oblém-se 

n as direções das 

as lensões 

armadur as. 

lensões referidas ao sislema cur v ilineo, conforme figura 4.3 

na 

As 
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são obLidas aLrav~s da 1~1 de Lransformaçáo de Lensores 

conLravar1 anLes 

'T cY.f1 = 

X = 
1 

X = 
2 

X 

-~ a x 

-
1 

X 
2 

---
s~ne 

X 
2 

mn 
T 

c-ot.ge 

Parli c ularizandn -·se ( 4.4.4:1 para a.=($=1 

c hega- se a 

• T 
1 1 

~ 

T 
22 

• 
T 

1 2 

2 = CT + coLg e CT 
e 1 e2 

= cossec 2 e o 

~ 

= T 
2 1 

= 

e z 

cotge cossece o 
e2 

( 4. 4 . 4) 

a.=f$=2 e a.= l 

c 4. 4 . 5) 

que d~o os valores das lensões nas a rmaduras referidas ao 

sisl e ma c u rvi l i neo . 

N 
o 
"­
;::) 

'O 
o 
E 
"-
<t 

p 

x ~ -x ~ 
~~~--~~--~~----~------------~ 

Armodurol 

X 

X 

FIGURA 4.3- Tran~rormaç~o de coordenadas 
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4 .5- T~nsõ~s g~n8ralizada~ 

A f ormulação obtida em 4.3 ~ 4.4 p~rmite conh~c9r a 

dis tribui ção d8 tensõPs 1nt~rnas a o longo da esp~ssur a. A 

seguir, s~ d~terminará um sis tema equival~nle aluante na 

superficie m~dia. 

Co nforme a figura 4. 4, a força exer cida sobre um 

elemento diferenc i a l pertencente à s u perficie e = 
1 

constante 

vaJ ~ 

onde 

p or 

t dS = t dez de~ 
1 1 1 

t = vaLor Lensão definido em forma convencional 
1 

(4. 5 .1) 

f = vaL-or tensão definido em lermos dos diferenciais das 
1 

h 
2 

h 
2 

coordenadas curvilineas. 

O compr imento de ar co 

d s 
z 

1 :1 
a 

ds 
2 

na s uperf icie média é dado 

c 4. 5 . 2) 

FIGURA 4.4 - Tensôes ao longo da espessura 
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As f orças d~senvolvidas em e 
1 

= constant~. na reg1ão 

e 
z 

e + de 2
• serâo s u bstituidas 

2 
por um sislema 

e qui v alente, consL1tuido por uma f orça distribuida aluante 

s obre ds A um b1nário ou momento, Lambém di s lribuido a o lo~go 
2 

da linha coordenada e . 
2 

A força e o mom~nto de redução são dados por , 

aplicando ( 4.5. 1) e ( 4. 5.2) 

/a ... 
ds 

... 
n = n 

j 2 1 

... 
ds 

... 
/ a m = m 

1 2 1 

ond e ~ é a resultanle 
1 

h/Z 
1 i de

2 

I f a = 
- h / 7 

h / Z 
1 1 

d8
2 

f cá a = 
- h/:Z 

fisica e ~ 
1 

é 

de
2 de a 

X 't ) e de 7 
de

3 

a a 

c 4 . 5. 3) 

o momento resultante 

fisico, amho s medi dos por unidade de comprimento na superfi cie 

médi a . 

Após al g1..1mas opAr .:.tções ma t emá t.i c as e generalizando, 

c-hega - se a 

... 1 
n = 

O( 

l a a 

... 1 
m = 

O( 

/a a 

Sabendo que 

= ( ~À 
O ' 

. 
O( O( 

' O( O( 

h/Z 

I 't 
- h/Z 

h/2 

f 
- h/2 

\. a 
+ o 

de3 

O( 

cá 

... 
a 

a 

a 
X 't ) 

O( 

) ra 

e de a 
a 

"À ~a onde o e o são compon entes do l ensor de tensões 

... ~ ncxp ... O( ... 
n = a + q a 

O( p 3 

... ~ mcxp ... ... 
m = a X a 

O( 3 p 

onde 

( 4 . 5 . 4) 

(. 4 . 5. 5) 

resulla 

( 4. 5 . 6) 
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no.(i 
h/Z 

o.(5 
= f o d f/' 

- h/ 2 

o.(i 
h /'2 

c-.( i 
m = f cY e d&a (4 . 5 . 7 ) 

a 
-h/2 

s~o os tensore-s de superfí c ie das sol1citações d~ membrana I? 

moment...os . 

• n 
1 1 

• n 
22 

• n 
1 2 

• m 
i i 

• m 
22 

• m 
12 

21 
r~sp~c l1vamente . 

Anal ogamC?nt...e, pode-se escrever 

h/Z 

f • d8a = T 
1 1 

-h / 7 

h / Z 

f • d8a = T 
22 

- h / Z 

h/2 .. 
f "' d 8 " = n = T 

21 12 
-h/2 

h / Z 

J • d8
3 = T e 

i i a 
- h/ 2 

h/2 

f • de
3 = T e 

22 a 
- h/Z 

h /2 • f • d8
8 = m = T e 

2 i 1 2 a 
- h/2 

c 4. 5. 8) 

que ~~o a s componentes f i sí c a s das sc.l i citações de membrana e 

dos moment...os referi dos à super t'i c i e média e por uni dada de 

compr i manto. 



5 - RELAÇõES COI~STI TUTI V AS 

5. 1 Gener· ali a d ades 

As r elações consli l ulivél.s uniaxiais para o a ço e o 

concrelo são 1 nt r .:•dtJZJ das ~ t ravé~· d e curvas t-e ns ão-deformação 

baseadas em r esul lados exper iment-ais. 

Adolou-se model os unidimens ionais para si mular o 

comporlamenlo do con c relo a rmado poi s , depois da fissuração do 

con crelo, cada direç ão funciona independenlemenle , sendo a 

i n leração enlre as mesmas desprezivel. 

Para o concreto, a~ r<?lações t-ensão-deformação são 

est-abel e c idas enlre valor es princ ipai s . A armadura, porém, só 

resisle a esforços em seu próprio eixo ; por lanlo , as relações 

l ensão- deformação são e st.abelec1das para val ores dados na 

direção da armadura . 

o concrelo a presenlél. comporLa menlo diferenciado 

quando s ol i c1lad o à compressão e à l ração. Des t.a forma , 

ulil iza-se modelos dislint <"'ê· par.c. as du~ s s.1 t.uaçõt>s. J á para o 

aç o, o comport.amenlo é s im~ Lricc' nas duas sol icitações . 

Par a o concrelo romprl mi do, o model o é h i sler·ét.ico 

d e g r adalivo ; par~ o aço, e elaslo-pl ástico com hislerese e para 

o concrelo t r acionado é tri-linear degradalivo. 

A seguir ser ã o apresentados os modelos malemálicos 

adoLado s para repres enLar as curvas ~ensão-deformação para os 

maLeriais componenLes do conc reLo armado. 

5.2- Relação const.ilut.iva Qara Q conc r elo ªcompressão 

o modelo ma te má t.i CL' adotado para a relação 

lensão-deform~ção ri o concrelo à compressão é o apresen1 ado por 

BLAKELEY e PARK
11

. 

O diagram~ apresent-a uma curv~ t.ensão-deforma~ ão ABCD 

que c ar a c ler i za o compor l~menlo pa r a uma seqüê nci a monolón.i c a 

57 
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de incremen~os de carga e laços his~eréticos para representar 

os dt-cr .;.sc..i mL>'s. e posteriores i ncr emen~os dt- carga, conforme 

figur·a 5.1. 

Os. paráme~ros necessár ios para implementar o modelo 

são os segu intes : 

t:; 

f' 

c 

E 

e 

o 

c 

c 

c 

20 
c 

G ,I-> 

def ormaç§o esp&cifica no concreto cor respondente à 

tensão f 
c 

resis~ênci~ à compressão cilíndrica do 
2 

C KN/cm ) ~ 

concre~o 

deformaçã0 especifica d 0 concrelo à compress~o ; 

m6dul0 de deformaç~o longitudinal do concreto (angente 

na origem; 

d~formação e s pecifica no concreto corresponden~e a uma 

tensão 0 , 2 fc . 

s 
fc +-----------------~~ 

A K E. o 

FIGURA 5 . 1 - ModeJo para o concreto à compr essão 



modelo 

TRECHO AB 

TRECHO BC 

TRECHO CD 

onde: 

59 

A seguir s~0 aprPsenladas as expressões analilicas do 

o 5 c -5 c 
c o 

[ 
c 

[~rJ 
(._ 

a = f 2 
c c. 

c 
o o 

2 f 
c 

c = 
o E 

c 

c ( E- ~ c 
o c 20 

a - f 1-ZCc. -c)) 
c 

0,5 
z = 

c - c 
50 o 

J..1 

c > c 
c 20 

c 

o = 0,2 f 
c 

c = 
50 

1-1 

c KN/cm2
) (5. 2.1) 

(5. 2. 2) 

(5. 2. 3) 

3 + 2,9 fc 
C5. 2. 4) 

1450 f - 1000 
c 

(5. 2. 5) 

Lensão de cnmpressão no concrelo C 2 KN/cm) 
c 

2 ~nclinação do ramo descendenle da curva envol ~ória; 

c d e formação especifica corr espondenle a uma Lensão 0 , 5 f 
50 c 

J-1 
n o ramo descendenle da c urva para concrelo não-confinado. 

Os ciclos histerélicos podem ser visual ~ zados na 

figura 5. 1. No Lrecho AB , onde a deformação é menor que c , a 
o 

descarga e a recarga são lineares sobre a mesma r e ta de 

inclinação E. No Lrecho BC , a descarga é bi - linear; primeiro , 
c 

a Lensão se reduz em 50% sem rPdução da deformação ; a~ós, segue 

uma rela de inclinação 0 , 5 E. Ao recarregar a parlir de uma 
c 
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len~ão i gunl a:.-,. , ,...,,'·' (:arrur 1ht• ~ 11rH?ar de j n cl1nação E alt? 
c 

enconLrar a rela BC. 

5. 3- Re-1 ação cor'lsli luli va P-ar· a Q cone r elo à lr·açãc 

O modele adclado para c ccncrelc à lração é o 

proposlo por VEBO e GHALI 3
!:i modificado. Esla relação depende 

apenas do conhecimenlo da resislência ci lindrica à compressão , 

f , e do módulo de deformação longiludinal do concre>lo, E. 
c c 

Oulros model os mais apurn dos levam em consideraç§o o u lros 

parámelros , lais como a espessura da es~rulura. 

O diagrama é composlo por uma funçã o lri -l inear 

degradat-iva para simular a rigidez adicional que aparece na 

seção de concreto fissurada devido a colaboração das zonas não 

alt-eradas ent-re fissuras. 

Na figura 5 . 2 está representado o diagrama proposlo, 

onde E é o m6dul o de deformação 1 ongi tudi nal do concr et-o 
c 

tangente na origem e 
2 

concreto dada por 

0,8 f t 

A 

8 

€ • 
'2 

f é a 
t 

resisténcia à tração máxima 

o 

FIGURA 5.2- Modelo para o conc r elo à t-ração 

do 



5 . 2 

f 
t 

= 6 , 25 ~ 
c 

As deformações 

1 ,07 f 
l 

c = 
c 2 

E 
c 

1 , 87 f 
t 

c ....: 

c 3 
E 

(' 

9,97 f 
t 

e = 
C 4 

E 
c 

A i nclinação 

E. • e e e 
c2 c3 c 4 

da ret.a em 

representa da na figura 5.2. 
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(5. 3.1) 

resuJ t.am. pela figura 

(5 . 3. 2 ) 

cada t.rec ho es tá 

O p o n to de origem da relação tensão- defor mação de 

Lração, A, corresponde ,nas curvas de compressão, ao ponto n o 

qual a tensão é i g ual a zero. 

5 . 4- Relação constitutiva~~ Q aço 

As armaduras serã~ substituidas p or membranas de 

espessura equivalente L , .. 
d i reções das mesmas. 

que só admitem tração/compressão nas 

O modelo ut-ilizado para o aço será. o propost..o por 

AGRAWAL, TULIN e GERSTLE
1

, que permit..e a anál ise de prob lemas 

sujei Los a cargas al t.ernati vas e possue comport..ament..o q u ase 

simétrico para compressão e traç ã o . 

O diagrama proposto, elast..o- plást..ico com histerese , é 

apresentado na figura 5 . 3, onde 

f resist..ência de escoamen t-o do aço à Lr aç ã o; 
y 

.. 

.. 
defo r ma ç ão no a ço medida a part.i r d a origem , C ou F ; 

Lensão n o a ç o c o r respon dente à def o r mação c . .. 

bf'.nr A t'\t= r ... ",....•· · .- . . . -
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FIGURA 5.3- Modelo para o aço 

O diagrama é compo~to pelos seguintes t rechos 

OA Trecho ascendente de carga limitado pela resistência de 

escoamento do aço à tração. 

AB Tr e cho de r.a rga onde as deform~ç~es aumenlam sem haver 

aumento nas tens~es. 

BC Trecho de descarga linear , paralelo a OA. 

CDE Trecho curvo de descarga. A partir d e C. a tens ão passa a 

s er de compressão. O ponto M é a interseção da curva 

cor respondente ao ramo DE com a reta obtida 

prolongando- se o ramo BC. A expres são analitica da curva 

DE é dada por 

s [ 

1000 ~a ] = + 1 . 22 - (0, 838) f o 
y 

2 C KN/cm ) 

(5.4.1 ) 



63 

EF Trecho l l near de r ecarga de inclinação igual a OA. 

FGK Trecho curvo de recarga análogo à COE. 

Na descarga , se a lensão na armadura não ullrapassar 

o ponlo M, ao recarregar as lensões seguem o caminho MB e a pós 

BJ . Em 1orma a proximada . 0 , 36 1 No ramo AA' o 
y 

comporlamenlo é eláslico- linear . Depois de complelar um c i clo , 

se a arn•ad•Jra é descarregada a parLir do pon Lo K, u ma curva 

similar a BCME deve ser Lraçada e o ciclo se repelirá. Se na 

curva de descarga KH h á rec a rga antes da entrada no ramo 

não-1 i nea1 , o mesmo C C~mi nho HK deve ser segui do e após KL. 



6 - CRITÉRIO DE DI HENSI ONAHENTO 

6. 1 - Component-es Lensor i &i s das Ler1sões qt-neJ' ali zadas no 

sistema ~ !!lét r j~ c ar Lesi anos 

C0m o objetivo de verificar , pela comparaç~o de 

result-ados, a i nfluência da não linearidade fisica na 

capacidade final de carga de uma est.rulura , introduz-se um 

crilêrio de dimensionamenlo2
P . 

Da análise linear da eslrut.ura result-a um est.ado de 

Lensões g eneralizél.das normalizadas na superficie média 

referidas ao sist-ema curvjlineo e . e conforme figura 6.1 
i 2 

FIGURA 6. 1 

Para s e fazer 

sisLema carlesjano. 

Tensões generalizadas referidas ao 

!:;Íst.~ma c urvil i neo 

o di mensi OJ'lamenLo da esLruLura, 

64 
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A Lransforma ção de Lan~or es conLr a varianLas de 

(6.1.1) 

Em c ada p o nLo P da s uperficie média , p or proj e ção no 

pJano Lange nte das cur vas coordenadas 8 . e . oblém-se um par 
1 2 

de e i xos r e lilineos esconso~. x 
1 

aos ~nt,::.r1 c'rt?s nc' l 'l~ nn 

e x . Adolando x = x 
2 1 i 

e x 
2 

fie<'\ d ,:. f i ni do um 

sistema orlc,gc,naJ . n as d ll' <.""c;n<:>s das arméiduras , para o qual 

adoLa-s e a méLrica c arLesi a n a . 

esc r ever 

e 

p 

, 
x~-x~ 

Armadura 1 

et 

FIGURA 6.2.- SisLemd de referênc ia x, x , no plano 
1 2 

Langenle 

Nas vizinhanças do ponlo P e m consideração, pode-se 

X = ex e + ex e cose 
1 1 1 2 2 

X = ex e s ene 
2 2 2 

(6. 1 . 2) 



com ex 
1 

-ax 
s = c~ 

a e !. 

ax 
2 o = 

a e 
s 

ex dados por C?..l .15) 
2 

Com as componenles 

·-
ax 

1 
cose = C( 

a e 2 

2 

-ax 
2 

sene = Ú( 

a e 2 

2 

normalizadas de 

momenlos dadas por (3.3.22), (3.3.23) e C3 . 3.24J 
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c 6. 1. 3) 

esforços e 

calcula-se , 

por (2.2.24) e (2.2.25) , a s respeclivas componenles lensoriais 

... 
l"'l 

1 t i i 
l"'l = 

a sen e 
1 1 

• n 
22 22 

l"'l :::: 

1 2 
l"'l = 

1 i 
m = 

22 
m = 

1 2 
m = 

a sene 
22 

ex ex 
1 

m 

a 
1 1 

m 

a 
2? 

• l"'l 
12 

sene 
2 

... 
i 1 

sene 

• 
22 

sene 

m 
12 

ex ex sene 
1 2 

c 6 . 1- 4) 

Parlicular\zando (6.1.1) para momenlos e esforços 

normais e subsli lui ndo os valores enconlr ados em C 6 . 1 . 3) e 

C 6 . 1. 4 ) resulla 

• • • r. m m 
- 11 1 s 

2 cose 
21 cos 2

8 
22 

m = + + 
sene sene sene 

• • • 
l"'l l"'l l"'l 

- 11 1 1 
2 cose 

2 1 2 22 
n = + + cos e 

So?-1"18 sene sene 
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- :..z • m = sene m 
22 

-77 • n = sene n 
22 

-12 • • m = m + cose m 
12 22 

-12 lf • n = n + cose n c 6. 1. 5) 
1 2 22 

--o.(5 -o.8 
As componúnLe s m e n são Lensoriais, refer1das ao 

sisLema cartesiano e , conseqüenLemenLe, são normalizadas. 

'--------~ 

lm" 

FIGURA 6. 3 ComponenLes Lensori ais das t..ensões 

referidas ao sisLema cart..esiano 

A figura 6.3 mast..r~ a est..ado de t..ensões result..ant..e. 

6.2.- Fo rças eguivalent..es 

O estado de solicit..ação das cascas é muit..o complexo e 

pode- se adoLa•· diversas formr~.s s implificadas para o seu 

dimensionament..o. Segue aqui um crit..êrio simplif"icado2
P, quQ 

consi s t e em ~; ubsli lui r as r asul L antes d~ tensões por um si slema 
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estaticamente equivalente aluante nas direçõe s das armaduras . 

Ana l isando u m c o r t..e transversal da estrut ura, 

conforme mostra a fi g ura 6. 4 chega-se as seguintes expressõe s 

para as forças equival entes nas armaduras 

- Armadura s uperior 

- 1 1 - 1 1 

F 
m n = + 
~ 1 2 

- :.1.2 -22 

F 
m n = + ---;::;-

2 2 c. 

- ,2 - ' 2. 

F 
m n 

= + 
2 12 z 

(6. 2 . 1) 

- Armadura inferior 

-11 -1 1 

F 
m n 

= + 
2 1 2 

-zz -zz 
F 

m n 
= + 

~ 2 2 

-12 - 12 

F 
m n = + -"2 12 2 

(6 . 2 . 2) 

e · X 3 3 
-a a n - a a m_ 
2 z - -

h maor -2 

z \ fPC1 
I 

h 
-
2 

-nc:sa -a a m 
2 z 

FIGURA 6.4 - Corte transversal da estrutu ra 
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As forças equivalentes eslão represéntadas na figura 

6.5 , que mostra uma vista superi or da estrutura. 

,., 

FIGURA 6.5- Forças e quivalentes 

Calcula - se as forças equivalentes principais e o 

ângulo entre elas e o sislema 

F + F 
F 

i 2 ( C F = + 
I 

2 
1 

F + F 
F 

1 2 
C C F = 

li 
2 

1 

2 F 
lg 2(j 

12 = 
F F 

1 2 

X 
i 

-

-

F 
2 

F 
2 

-
x pelas expressões 

2 

)2/ 4 + CF ) 2) i / 2 

1 2 

)2/ 4 + CF ) 2 ) 1 /2 

i 2 

c 6. 2. 3) 

Os valores enc:ontradc,s em C6. 2 . 3) serão ul1 li zados no 

dimensionamento da armadura. 

6.3- Di m~nsionam~nlo da armadura 

O dimensionamen.o será realizado para o caso e m que o 

concrelo eslá fissurado é a a r madur a está no limile do regime 

e lásti co , i s lo é , a = f 
g y 
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2D 
Segundo LEONHARDT e MONNING , os esforços de lr a ção 

na armadura são dados , a parlir das equações de equilibrio , por 

7. = F 
2 2 

cos ~ C1+ lg~ tgp) + F sen ~ Cl 
1 1 

- colg~ tg.p) 
1 

2 
2 

onde 

J 

F > F 
I I I 

7. coso (1 c 1 - lg~ colgt?) 

(6. 3.1) 

Forças equivalenLe~ princ ipais dadas por C6.2.3) 

Angulo enLr~ ~ direção ~as Cissuras e a 

direção da armadura (inclinação das fissuras) 

Ângulo enlre as ]orças equivalenles 

principais e 0s ~ixos coordenados X ' 1 
X 

2 

A força de compressão no concrelo em uma seção de 

comprimenlo unilário e perpendicular à 1issura é obLida a lravés 

da expressão 

R 
CC 

= CF 
1 

F ) 
I I 

(6 . 3. 2) 

Como conlrole, utiliza-se o somalório das forças 

i n ler nas 

2 + 2 - R = r. ~ F 
1 2 CC I ll 

(6. 3. 3) 

Para deler minar a inclinação~ das fissuras , chega-se 

a m~sma expressão lanlo emprega ndo o leorema do l rabalho núnimo 

de deformação ou as 

de]ormações 

a 
e2 

a 
ai 

2 = lg tp [ 1 

condições de compatibilidade das 

R 
CC 

+ v z- (1 
2 - colg p)J (6. 3. 4) 

1 
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FIGURA 6. 6 Ábacos para o di mensionamen~o d a 

armadura 
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das 
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ábacos práticos para o 

baseado nas e xprGssões 

anteri o r es . Os ábacos são mostrado s na figu1·a 6 . 6 

Os ábacos permi l.l?m obLer facl.lme•.le as armaduras 

rel aLi vas C f /f ) e C f /f ) , respecLi vamente assoe i adas com 
e 1 1 o2 ' 

as di raçõas da 

concreto R / F 
CC. 1 

X 
1 

~ X ' 
2 

O val or 

absorver r nL"' caso d e (?. = 
J 

f' orç a d a comprassão no 

f 
1 

dà a armadur a nt-c essár i a par a 

o . 
As a r ma duras são obl1das pelas express õPs 

F 
l (f f J A = - f - / 

g "', i 
i y 

F 
A = - f - C f' / f ) 

s &2 i 
( 6 . 3. 5 ) 

2 y 

e él. Lensao de compres são no c.:.c,ncrel o por 

F 
J 

o- = - h CR / F ) 
C CC l 

(6. 3 . 6) 

Os valor es calculados em C6 . 3 . 5) s e rão utilizados 

como dados de e ntrada na verificação não-linear da esLrulura em 

al guns exempl os estudados em capitul os posterior es. 



7 - O PROCESSO DE SOLUÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇõES NÃO- LINEARES 

7.1 - Os m~~odos dP solução 

Co mo fo.i visLo nos cé.l.pl Lulos a nLer·iores , na análise 

de problemas t:os LruL1..1r a is t'nVL""~! vendo célscas de concJ~ ~t.o armado 

pel o mé~odo de e l e menLos f i ni los chega-se a um si s ~ema de 

equaçõos al gt>b1 i c as 11ão-1 i nea1· e-s que di f i c i 1 menLe poder i a ser 

resolvido da forma e xpli cita . 

O mé~odo empregado n~sLe esludo9 para resol v er Lal 

sislema consiste em uma aplicação i~eraliva-i ncre-men~al de uma 

solução l ineari zada qu e- ajusla simullaneamenle as. não-

line-aridades f i sicas e geom~~ricas , em Lermo s de deslocamenlos . 

Inicial m~nle , adolou-se o mé~odo i ncremen~al com 

rigidez cons~an~e para resol ver ~al problema. A ma~riz de 

r· i gi d ez langente na or-i g em mant ida conslante ao longo do 

proc e sso de sol ução por despender um cus~o compu~acional mui~o 

grande na sua elaboração . 

Com o inlui~o de diminuir o número de e~apas de carga 

principalmente no inicio da fiss u ração do concrelo, 

posler~ ormen~ l? impl emento u-se o pr· oc~sso increme11lal-ilera~ivo 

para a solução do sislema. 

A seguir , s erão descri~os, resumidamen~e. os mé~odos 

e mpr egados . 

7.2- Q mélodo i ncremenlal 

O mé>~odo incr emen~al de t'igidez conslanLe é um dos 

m~~odos cit- solução de si s~entas de equações n ão-1 i nea1·es mais 

simples que e x islem. Apesar de ser um mélodo baslanle simpl es , 

possu i a vanlagem de dar uma aF't' oxint&ção da hisLória de c arga 

d a eslru~ur a . 

Consis~e, de forma neral, e m di vidi r- o car regamen~o 

em várias elaJ:'éls de carga, rt:osolvendo - se o s i slema par a cada 
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etapa de for· ma linear. 

Além da conlribuiç~o linearizada é acr&scido , ~m c~da 

elapa de carga, um l e rmo corr~livo , o vetor desequi l íbrio , para 

aj us-La r o equi 11 brio enlr e a s c argas exler n as e os e s forços 

i n -Lernos. 

Como t'oi vi s-Lo no capi-Lulo 3, no mé-Lodo da rigidez 

direta, solução em deslocamenlos , após a discre-Lização em 

elementos finitos, result-a, como conseqüência diret-a da 

aplicação do p,- i n ci pio dos T!' abal h os Vi ,, luai s segundo C 3. 3. 7) 

p = ANL(V) (7. 2 . 1) 
~EX T 

Para o mesmo cun j unlo d e des l oc ame ntos v , se a 

es-Lrulura fos se J1near com 1·igi dez K, lel'l a - s e 

c 7. 2 . 2 ) 

onde ~L é o velor g l o b a l d~ óÇÕes line ares . 

Adicionando as e q uações (7.2 . 1) e (7.2.2), chega-se à 

e quação de equilíbrio 

K v = p + 
.. 

p <V> C7 . 2. 3) 
~E>.: T 

onde 

.. AL NL p CV> :;::: A <V > C7.2.4) 

é o velor desequi 1 i br i o, que dá uma me di da do afaslamenl.o da 

solução linearizada para a v e rdadeira solução . 

Para cada e-Lapa de carga lem-se 

.. 
K V = p + p (V > 
- -n+S -EXT 

n+1 

sendo o velor desequilíbrio, 

-n+:l -n+S. 

<V ) ' 
- n+ S.-n+1 

d esconheci do. 

C7 . 2 . 5) 

Em subsli lui ção ao velor desequi 11 b r· i o desconhe,: i do, 

empr·ega-se uma aproximação em lermos de valores anteriores , já 

conhecidos. Adotou-se, n o presente estudo , a seguinte expressão 



) = 

Subsli lu.i ndo (( . 2 . 6) em C I. 2.. 5) e 

desl ocament-o V , resul t.a 

v 
- n+ 1 

A figura 7 . 1 moslra o método incr~menlal. 

~n 

FIGURA 7. 1 - Mélodo i r1cr e ment a l 

L 

~n 

v 

75 

c 7 . 2.. 6) 

isolando o 

(7.2.7) 

0 s1 slema d e equações dado por C 7. 2. 6) e C 7 . 2. . 7) é 

resolvido para cada elapa de carga . 

7.3- Q mélodo ileralivo 

Foram implement-ados dois mélodos ileralivos para 

reso lver o s i stema de equa ç ões não-li neares : o mélodo NewLon­

Ra~hse>n mod.i f j c~do e o méLc·do ~"";e( a nte - Newlon. 
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7.3.1 -O mélodo ~~wlon-R~hson modlficado 

Es lt- ~ um m8t..odo cl às s i co p.;,.r é\ resolver s 1 st-emas de 

Basicamt-nle , método i ler a ti vo consi ste e m 

incremenlar deslocamentos , mantendo conslanle a carga aplicada, 

at~ que a soluçã0 calculada se aproxime da exala. Estes 

incremenlos d e deslocamentos são determinados a partir do velor 

des ~.~q \.t .l l 1 br· i o. 

O algot' ilmo de r~corrênc ia é o s aguinle 

v = v + /). \/ 
- n• s. -r, - ,.., .. 1 

ó.V = K -1 p "' (7 . 3. 1 ) 
- n ... 1 -n 

o n de 

F'. = p - A NL 
-n - EXT -n 

(7. 3. 2) 

é o v elor desequilibrio. 

O processo €slá repr esenládo n a figura 7.2 . 

~EXT 

p 
- EXTn 

FJGURA 7.2- Mélod0 Newlon -Ráph son ~Jdificado 
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Para ~ primeira il.era~ão, lem-se 

p 
.. 

= p 
- u -.E XT 

6V = K- 1 p 
.,.. 

- 1 -o 

v = óV c 7. 3. 3) 
- 1 - 1 

O processo se repe~e alé que o acréscimo dado por 6V 
-r. 

seja m~nor que um valor pré-8S Labelecirln. 

TraLa-se de um méLodo iteraLivo do lipo Newlon­

Raphson modif i c&do com a cel er rlção da convergéncia 16
. 

O de>sl ocamenLo V é acresci do d& um i ncr G>menLc> d..-
•• n 

desl ocameJ 1t.. o c onf arme 

v = v + ó (7. 3 . 4) 
-- n-ti -n -n 

O a c r és c i mo de dt>sl oc amenLo devi do à i Ler ação dado 

pelo méLodo Newt.on - Raphson modificado é obLido por 

• K-s ó = - ~"' -r. 
(7. 3. 5) 

sendo 

~n = A NL - p 
-n -EX T 

(7.3.6) 

o veLar desequilibr ~ o dado em C7 . 3.2) com o sina l Lrocado. 

O incremenLo do deslocamenLo é oblido alravés de 

6 = A ó• + B ó 
-n n -n n - n-1 

(7. 3 . 7 ) 

onde A e B são e scalares dados por 
n n 

ól 
c;Jn- 1 

A 
-n-1 = 

n ól 
-n- 1 r"' 
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B = A 
n n 

ó., r,.., - TI 

ó \ v 
I .. n - 1 -n 

] - 1 ( 7 . 3 . 8) 

?: n = ~ n - ~r.- 1 
(7. 3. 9) 

o p r o cedimenlo começa Cn=O) com uma solução 

A = 1 
o 

B = o 
o 

~o = - p 
- E>-:T 

(7. 3 .10) 

No caso ~m que B ~orna-se grand~ ~m r ~laç~o a A , 
r , n 

a conse lháve l abandonar o p rocesso de acel e r a ção e ret ornar a o 

algori~mo New~on-Raphson mo d i f i cado . Is~o deve ocorrer quando 

n ) O, 4 - A-
n 

o u 
B 

n 
-A- ( - 0,2 (7 . 3.11) 

n 

Es~e mé~odo normal men~e é u~i li zado em conj un~o com 

um proces so incremen~al. 

Tendo e m vis~a que o mé~odo Secan~e-Newlon ace lera a 

convergênc ia em c omparaç ã o com o mélodo Newlo n -Raphson 

modi ficad o , o cuslo comp ula cional adicional é pequeno , pois s 6 

se necessila armazenar a mais o s vela res 6 e a . 
-n-1 r.l n-1 

7.4- Q mé~odo implemen l a d o 

No presen~e> es~udo, u~ili za-se um processo 

inc remenla l -l ler ati v o , combinando os ~r és métodos descr1~os 

O pr o cesso impl emen~ado consi s ~e em um algoritmo 

incremenlal, d o li p o mostr ado em 7.2 , n o qu <'l l , em pr é -

determinadas e~apas de c ar ga , r e a l iza-se ilerações com o 

inlui "Lo de aproxima r a snluçãn nht..io.::.. com ~ veroa doi ra sol u ç ão. 

O algnrilmo poss ue a flexibilidade de perm i tir que s e 

da-Ler mine o pas so de a~a pas par a i ~er ~r; i s~o ~ , se s erão 

I' eal i zadas i ler açõt:?s em todas as e~apas , de " n " e m "n " e lapas 
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ou em nenhuma delas (c a so em que o p~sso de elapa s para ilerar 

é mai or rio qut- o núm~l'C' de ~alapas d~ ca.rga"> . Tamhém p ode-se 

eslahelec er a e lapa ~~ ~drga a pdrl lr da qual inicializar-se-d 

p ré- delt:>rminado e slágio d e 

sendo , é 

carga 

poss.i vel chb'gén · -s"' .:. um 

ul i 1 i zando o proc esso 

inc remenlal soz i nho e a pós efeluar-se ilerações . 

O pr oce sso ileraLivo n or malmenle utilizado ~ o 

Sec.<tn i... E> - Ne-...,lon , recc-r!' t""nd.--.- c;A ao Ne...,l o n-Raphson modificado 

quandeo (•c:; 11 mi l~s e slabe-J e cl dos por ( 7. 3. 11) são ali n gi dos . 

Nos exemplos com influê ncia da não-linearidade 

gen métr1 c a em cascas , e mpregou-se , inicialmenLe , uma seqüência 

i ncr emo?nlal s~m i Ler ações . A par Li r da zona o n de obs ervou-se 

pos s ibilidade de inslabilidade numéri ca , foram realizadas 

i Ler ações que, alem de melhor ar a soJ ução , eslabi 1 i zar <:uu 

si gni f i cél. l i v amenle o al g o r i ln1o . 



9 - EXEMPLOS NUM~RICOS 

9.1- Ir1Lrodução 

Nest-e capitul o serão apr e ser1tados 

obtidos na aplicação do programa compu Lacional 

os rcGul Lados 

desenvolvido com 

base r1a Leoria exposLa n os cap1Lulos anLer iores . 

O programa comput.ac ior1al é cor1s LiLuido por dive rsas 

subroLinas ir1terligadas por um programa prir1cipal e foi 

desenvolvido em linguagem BASIC esLruLurada C Quick basic 

versão 4.0 ) , para comput.adores da lir1ha PC. 

Os exemplos r odados foram selec1onados com o iT'ltulto 

de testar o f u ncior1amer1Lo das diversas subrotir1as isoladamer1Le 

e em conjunto com as demais. Embora não se justifique a 

ut.ilização dest.e programa para analisar esLruturas como vigas e 

lajes, que possuem apenas Lrês graus de liberdade p or r16 

enquanLo o el e mento utilizado possue seis, 

exemplos com esLes t.ipos de esLrut.ur as , 

c ascas disponive is na bibliografia são 

complexos. 

foram rodados alguns 

poi s os exemplos de 

e scassos e/ou muit-o 

Par a verificar 

linearidade 

parcela da 

geoméLrica 

deformação 

o comport-amento da s ubrot-ina de não­

que foi i ntroduzida at-ravés de uma 

de membra na, foram ut. i li zados os 

seguinLes exemplos : 

- Flamb a gem de colunas 

- Casca cilindrica elást. ica 

Mes mo u tili zando uma t-eoria dé p e quenas defor mações e 

rot-ações moderadas, os resul Lados obtidos nesta fas e foram 

b ast.ant.e sat.isfat.6rios. 

Placas e cascas d e concreto armado, que foram 

ensaiadas e xperi mental ment.e, são ut.i 1 i zadas par a comprovar o 

funcionamento do algo rit-mo n ão- linear fisico, a subrot-ina que 
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in~roduz as relações conslilut.ivas. Foram rodadas duas placas e 

uma casc a : 

- Placa de Hcne ice 

- Placa de Duddeck 

- Casca de Hedgren 

Os val ores oblidos permilem concluir que o algorilmo 

é capaz de simular bem o comporlament.o do c:oncrelo ar mado em 

model os 1 ami na r· e s . 

Para leslar o func ionamento conjunlo da não-

linearJdade fls~ca e geométrica usou-se as cascas e placa 

segui nles : 

- Casca de Hedgr en 

- Casca de Riera 

- Pl aca de Mc neice. 

Os r esult.ados numéricos oblidos 

sali s fal6rios. Na placa, a influência da 

geométrica quase n ão é nolada. Provavelmente , 

são baslanle 

n~o-linearidade 

i slo se deve ao 

falo de se ulilizar precisão s imples n o programa computacional 

e de ser inlroduzida a n ão-linearidade geomélric a alravés da 

deformação de memb rana , que n ã o é muilo signi ficativa em 

placas. 

A seguir serão relalados os exemplos rodados. 

8 . 2- Flambagem de colunas 

Um bom exemplo ac adémi co par a lest.ar a s ubroli na da 

não-linearidade geométrica é a coluna de Eul er. Trat.a-se de uma 

barra vertical engaslada na ext-remidade inferior e carregada 

por uma força axial de compr e ssão na super ior. 

Sabe-se que par a um deler minado valor c r i t.i co da 

força de compressão, p~de ocorrer grande desloca mento lat.eral 

por pequeno que seja c increment.o de carga . Se a carga P for 

menor que seu valor c J 1t.ico, a barra permanece ret.a e sofre 

soment.e compressão axial. Crescendo P gradualmente, chega-se a 
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condição em que a forma reLa de equilibrio Lorna-se insLável e 

uma pequena força laLeral poderá produzir um deslocamenLo 

laLeral que não desaparecerá com a causa q ue o produziu. 

Os val ores das cargas criLicas para as várias 

condições de vincul ação nas ex L remi dades de uma barra 

prismáLica comprimida foram obLidos . primeiramenLe, por L. 

Euler . Por isso. par a esLes t..i pos de problemas. denomina -se a 

carga cr it..ica de carga de Euler. 

EsLa carga é calculada pelo emprego da equação 

diferencial da linha elásLica e resulLa, para esLas condições 

de v inculação 

onde 

p = 
EULER 

4 1
2 

E = módulo elásLico 

I = inércia 

1 = comprimenLo d a barra . 

(8.2.1 ) 

Os dados referenLes ao exemplo em esLud o são os 

seguinLes e a geomeLria do problema esLá represent-ada na figura 

8 .1 

E 200000 N/cm 2 
= 

v = 0,3 

b = 50 em 

h = 10 em 

1 = 600 em 

Com esLes dados pode-se calcular a carga cr1Lica 

1 

p 

50 10
3 

-
12 = 4167 • em = 

Eu ter 
:;.. 

n
2 

200000 4167 

4 6002 
= 5700 N 

(8. 2. 2) 
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b 

FIGURA 8.1- Flambagem de colunas 

Na fi gur·a 8 . 2 most-ra - se a malha ut-ilizada e a 

dist-ribuição do carregame nt-o. 

x3 
Fz 

li 12 

Fx 

9 @ lO 

6 
7 

8 

4 CD s 

3 

FIGURA 8.2- Malha 
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Os dados d e enlrada no pr o grama eslão relac ionados a 

seguir 

- número de nós = 1 3 

- númer o de e lemenlos = 2 

- e s pessura = 10 em 

-nós vinc ulados= 1,2,3- Lol almenle reslringidos 

nós carregado s = 11 ,1 3 - Px = 0 ,1 67 N 

12 - Px = 0,667 N 

Pz = 1 666,7 N 

Pz = - 6666,7 N 

Ulil i zou-s e o processo incremenlal-ileralivo com 10 

elapas de carga e no máximo oilo ileraçõ es em cada elapa . 

Eslão repr esenl ados na figura 8.3 os resullados 

some nle alé a c arga de 6000 N, um p o uc o acima da carga crilica. 

PCKNJ 

6 

5 

4 

3 

2 

2 3 4 5 6 

FIGURA 8.3- Deslocamenlo laleral 

7 8 uCmm) 

, na direção X ' i 
no n ó 11 
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Nola-se qu~ foi inlr oduzida uma pequena força laleraJ 

C Px = Pz/1000) para inicial1zar a flambagem. 

Os res ullados oblidos eslão de-nlro das expeclat.i vas : 

anles de ser alingida a carga crilica , os des locamenlos 

lalerai s, w, são pequenos, após, w 

com incrementos de carga pequenos. 

8 . 3- Cas ca cilindrica eláslic& 

cresce rapidamente mesmo 

A seguir, esluda-se o problema de cascas cil1ndricas 

elásl1cas engasladas submelidas à press~o unifor me normal à 

superficie média . 

Nes le lipo de problema, na medida em que a 

i nlensi dade da car ga aumenla, a casca lende a se acha lar, 

dim1nuindo a rigidez da eslr ulura alé aparecer um ponlo de 

inflexão. Após, a rigidez da casca começa a aumentar novamente 

devido ao efeilo de lraç ão longiludinal. 

Não é objeti vo desle esludo analisar lcdas eslas 

elapas de deformação, limi lando-se a fase anterior ao ponlo de 

i nf 1 e xão. Por lanlo, a análise se r eslr i ngi r á a uma def 1 exão 

máxima de O, 2 em do nó cenlr al , como foi fei lo em esludos 

realizados anleri ormenle
9 

Um esquema do exemplo em esludo e as propriedades do 

naleria1 comp onenle eslão r epres enlados na figura 8.4 . 

E 312480 N/cm 2 
= 

v = 0,3 

R = 254 em 

a = 50,8 em 

f = 1,27 em 

h = 0,3175 em 

o ,1 !3 N/ em 2 
p = 
{3 = 2,87° 
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CORT E A A 

l p 1 1 J 
f 

R 

FIGURA 8.4 - Casca cilindrica eláslica 

Aprove ilando a dupla simelria da e slrulura, e sluda-se 

somenle u m quar l o da casca. Foram anali s a das dois li p os de 

malhas com C2x2) e C3x3) elemenlos, conforme figura 8.5. 

Na enlrada de dado s do programa, foram considerados 

lolalmenle vinculados o s n6s dos bordos e ngaslados e as 

respeclivas vi n culações para simular a parle r e lirada ao longo 

dos eixos de simelri a. 

Como a casca é baslanle abali da , lomou-se uma 

i n cli nação conslanle, 

di slr i bui da par a o s 

element..o9 6 
. 

~. e con sider ou ·se a repa rlição da carga 

nós moslr a da na figura 8 . 5.c) para cada 



G) f-;\ ~X 
3 

. 
P = p. Areo 

3 2 

p 
12 

ol 

c) 

p 
12 

p 
3 

p 
12 
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FJGURA 8.5- a) • b) MalhaS e c) carregamen~o 
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For am ulilizadas cinco elapas de carga com no máxi mo 

dez ilerações em cada elapa no p r oces so de solução do sislema . 

Os resulLados oblidos n a análise numérica eslão 

graficados na figura 8.6. 

0 ,15 

0 ,10 

0,05 

2 PC N/cm ) 

0 ,1 

- - - BRÉBBI A e CONNOR 1 
-a 

......___ SABI R e LOCK 9 

-+- BIGNON
9 

PRESENTE ESTUDO 

__._ 9 ELEMENTOS 

-+- 4 ELEMENTOS 

wCcm) 

FIGURA 8.6- Deslocamenlo cenlral na direção de x 
9 

A análi se da figu ra 8 .6 permile concluir q ue o modelo 

proposlo apresenla bon s resulla dos, comparados com os proposlos 

por oulros aut-ores . Nola-se que o refinamenlo da malha de 

e lemenlos finilos mel hora baslanle os resulLados. 

8 . 4- Placa de McNeice 

Com o inl uilo de verif"icar o funcionamenlo da 

subroli n a que inlroduz a não-li n ear idade f isica d o mo del o , 
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inicialmenle esludou-se placa ens a1ada por JOFRI ET e 

MCNEICE
27 s em consi der at' a não- 1 i near i da de geomélr i c a. Após , 

realizou-s~ uma análise cons1der~ndo as duas não-lineariades . 

Esle e xemplo já foi muilo ulilizado por diversos 

pesqui s adot- e s para leslar seus modelos , possibililando a 

compar ação de r e sul lados com os exper i ment..a i s e com os de 

o ulros aulores . 

Tr a la -se de uma placa quadra da, apo iada nos qua t..r o 

c anlos , c arregada com uma car ga concenlrada no c enlro e com uma 

ar madura orlogo nal posiliva. 

problema. 

A figura 8 .7 moslra a geomelria e os dados do 

a= 91 ,44 em 

h = 4,445 em 

z = - 1 , 105 
e 

em 

f 3,8 KN/cm 2 
= 

c 

E = 286 0 KN/cm 
c 

v = 0,15 

2 

f :;; 34,5 KN/c m2 

y 

E = 20000 KN/cm2 

& 

= 0,283 em (espessura e quivalenle de aço em cada 

direção) 

P = 15 KN 

a 

l 
p 

FJ GURJ\ 0 .7· Placa do Mt: Ne i c e 
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Como a placa é duplamenle simélrica, pode-se fazer o 

esludo em apenas um quarlo da eslrulura. 

FIGURA 8.8- Malhas 

Duranle a fase experimental, foram realizadas 

fllt•di çt'í~ ::- dl'~ de:;;; l L)C;\Jll~nlos em dois ponlos da placa A e B. 
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Estes pontos estão localizados na figur a 8.8, que também mostra 

as malhas utilizadas. 

A vinculação util1zada como dado do programa fo1 a 

restrição dos três deslocamentos Cu , v,w) do nó do canto apoiado 

sobre o pilar e as respectivas vinculações sobre os eixos de 

simeLr ia para s1mular a parLe r eLirada : res Lrição do giro em 

torno do eixo de si met r ia e impedi ment e do desl ocamenLo na 

direção perpendicular ao m~smo. 

Por se esLar lrabal hando com apenas um quarlo da 

estrutura , uli 1 i zou-se somente um quarlo da carga. Foi 

utilizado um incremento de carga no processo de solução de 0 , 1 

KN ; portanto, para chegar a carga de 15 KN foram necessárias 

J50 (cento e cinqüenta) etapas. Não for am utilizadas iterações. 

A espessura d a placa foi subdividi da em 20 C vinte) 

faixas iguais. Oulros LesLes, com um número menor de camadas ao 

1 ongo da espessura, foram realizados , ocorrendo i nsLabi 1 idade 

nos resulLados em a lguns casos . Desta forma , adotou - se 20 

C vinte) como o número de camadas de concreto a ser uLi 1 i zado 

neste e nos próximos exemplos. 

PCKN) 
15 

12 

9 

6 

2 4 

- EX PERI MENTAL 
2 7 

--- OWEN, FIGUEIRAS e> DAMJ ANI C 3 1 

- · - CRI SFI ELD1 :=~ 

--+- BIGNON 8 

PRESENTE ESTUDO 

----- g ELEMENTOS 

-+- 5 ELC:MENTOS 

~ 9 ELEMENTOS - LIVRE HORIZONTAL 

6 e lO wCmm) 

FIGURA 8. 9. a ) Desl ocamenlo ve1~ li cal do ponto A 



15 

12 

9 

PCKN) 

2 

- EX ?ERI MENTAL 2 7 

--- OWEN. FIGUEIRAS e DAMJ ANI C3 1 

-· - CRISFIELD1
:5 

PRESEN7 E ESTUDO 

-M- 9 ELEMENTOS 

--+- 4 ELEMENTOS 

__..__ 1 ELEMENTO - LI VRE HORIZONTAL 

4 6 8 lO w(mm) 

FIGURA 8.9.b)- Deslocamen~o ver~ical do pon~o B 
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Os. l' t-sullados oblidos para os dois pon~os em esludo 

es~ão graficados na figura 8 . 9. No~a-se que não ocor reu uma 

gr a nde melhora nos resul~ados com o refinamento da malha. 

8.5- Placa de Duddeck 

Ou~ra placa analisada é a Placa e sludada por 

Duddeck
31

. Como no exemplo anlerior , ~em-se uma pl a ca quadrada, 

apoiada nos qua~ro canlos e carregada com uma forç a concen~rada 

cenlral. Por ém, diferencia-se da anlerior por possuir armadura 

dupla, possibili~ando, assim, verificar o fur.~ionamen~o da 

armadu ra em compressão. 

Os dados do problema são os segui n~es e a g e omelr i a 

d a placa aparec e na figura 6.10 
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FIGURA 8.10- Placa de Duddeck 

a = 1 0 4 em 

h = 6 ,5 em 

z = ± 2 , 35 em 
9 

f 4. 3 KN/cm 
2 = 

c 

E = 1640 KN/cm
2 

c 
v = 0 , 15 

f = 67 KN/cm
2 

y 

E = 20100 KN/cm2 

s 

t- .. = 
s 

0 , 019 C e spessura 

direção) 

t- = 0,04 (espess ura 
e. 

direção) 

p = 60 KN 

equival ent-e 

equivalent-e 

de aço em cada 

de aço em cada 

Est-e e>~mplo foi e st-u d ado após a Pl aca de McNeice, o 

que possi bilit-o l o aproveit-ament-o de muit-as considerações 

realizadas ant-er~orment-e. Ut-ilizou-se as mesmas malhas d o 

exemplo ant-erior, conforme fi gur a 8.11. 
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7 8 

FIGURA 8.11 -Malhas 

Todas a s considerações fei~as para c exemplo an~ericr 

em relação a vinculação e ao carregament.c ccn~inuam válidas 

aqui. 
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Util1zou-se 200 (duzentas) e tapas de carga para 

ati ngir a carga de 60 KN e 20 Cv1nte ) camadas ao lon go da 

e s pessu ra. 

6 0 

40 

20 

PCKN) 

4 8 

- EX PERI MENTAL a 
1 

- -- OWEN, FIGUEIRAS a DAMJ ANI C a 
1 

PRESENTE ESTUDO 

_.__ 4. 6 a g ELEMENTOS 

-+- 1 ELEMENTO 

- 1 ELEMENTO - 600 ETAPAS 

12 16 20 w(mm) 

FIGURA 8.12- Deslocamento verlical central 

Na f igura 8.12 pode-se comparar os valores 

resultantes da análise computacional com as dive rsas malhas com 

os experimentais e com os de outros autores. Salien ta-se aqui 

também que o refinamento da malha de 4 , 6 e 9 el e mentos não 

produz grande alterações nos r esultados . Apenas a malha com 1 

elemento apresenta resultados um pou co mais flex1ve l q u e os 

demais . 

Também foi rea l izada u ma c ompa r ação de r e ; ultados 

a u men tando o número de etapas de carga par a seiscen t as para u m 

el e me nto. 



8.6- Casca de H~dgren 

A sagulr, 

axparime nLalmanLa p o r 

será analisada a 

HEDGREN e BILLINGTONzó 

96 

casca leslada 

TraLa-sa da uma 

casca semi- cili ndrica, com espess u ra var i ável, carregada por 

uma pressão da sucção uniforme, 

diafr agmas e com bor dos livres . 

f 

o 

b 
2 L , 

apoiada nos axLramos em 

h , y 
c l , 

FIGURA 8.13- Casca de Hadgran 



Os dados do problema são os s eguintes 

1 = 213,36 em 

b = 121,92 em 

a = 6,99 em 

f = 22,86 em 

c = 1 2 ,7 em 

d = 12,7 em 

h = 1 . 27 em 

h = 3 , 81 em 
1 

h = 2,5 em C espessura do diafragma ) 
2 

2 
f = 3,5 KN/cm 

c 

E 
c 

2 = 2200 KN/cm 

v = 0,14 

f = 26 KN/cm2 

y 

E = 21000 KN/cm 2 

o 
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Na figura 8.14 está representada a malha ulili z ada na 

análise computacional. 

w 

FIGURA 8.14- Malha 
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t.i po da problema , com a apli c ação do 

carragam~nt.o. a g~om~t.ria da casca t.~nda a s~ modificar os 

bordos livr~s se deslocam para b aixo e a part-e c entral para 

c:i ma. Isso ocasiona um aumento d o momento de inércia da seção 

transversal da casca e, conseqüentemente, de sua capacidade de 

carga. Dest-a forma , soment e a s análises qu~ levam em 

cons ideração a g eomet- r ia defor mada podem represent-ar est-es 

fat-os. 

Na entrada de dados do progr a ma comput.acion~J , 

ant.r ou-se com cal- gas concentra das n os nós, com di st.r i bui ção 

conf or ml? f i g ur c 8 . 5 . c) . A ~spessur a de cada 1?1 ement.o bem como 

os valores util~zados para cada camada de aço estão na t.abl?la 

8 . 1 . 

TABELA 8 . 1- Armaduras da casca de Hedgren 

ELEMENTO h Cem) z Cem) t Cem) 
e e 

1 , 2 , 3 2,5 o o 

0,6 u : 0,00855 

v : 0 , 02255 

4, 7 2,4 

- 0,765 u : 0,0058 

v : 0 ,01 57 

0,2 u : 0,0045 

v : 0,0039 

5 , 8 1 , 27 

-0,25 \J : 0,0051 

v : o , 0031 

' 

0,25 l u : 0,0086 I 

I v : o , 0031 

6,9 1 , 27 I 

-0,25 u : 0,0034 

v : o, 0031 



99 

0;; dados referentes a quan\..1 dade e 1 ocal i zação das 

diversas camadas de armadura estão perfeitamente detalhados nas 

referências 
z 6, 31 No pres enle estudo, realizou-se uma 

simplificação da armadura. 

Como vinculação, considerou-se restringido nos nós 

sobre o apoio (1,2 e 3) , os deslocamentos u e w e as rolações 

R e R . Sobre os eixos de simelria adotou-se as r e strições já 
2 a 

mencionadas anler1ormente. 

Na figura 8.15 estão graficados os resultados 

obli dos. 

100 

7 5 

5 0 

25 

ETAPA DE CARGA 

ETAPA 25 = 3,58 KN/m 2 / 
/ 

2 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

- EX PERI MENTAL 2 6 

OWEN, FIGUEIRAS e DAMJANic 3 1 

--- NÃO- LIN. FíSICA E GEOMÉTRICA 

- ·-NÃO-LI N. FíSICA 

-+- BIGNON - NÃO-LIN. FíSICA9 

PRESENTE ESTUDO 

----- NÃO-LI N. Ff SI CA E GEOMÉTRICA 

-o- NÃO-LI N. F! SI CA 

3 4 5 wCcm) 

FIGURA 8 . 15- Deslocamento vertical do nó 34 

Foram r e ü i zadas dois tipos de anàl i ses: 

considerando apen~s a não-linearidade fisica 

a p r imei r a 

e a oulra 

considerando as não-linearidades fisica e geométrica. 
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Como era de se esperar, pelos fatos já expostos 

anleriormente, a primeira apresenta resultados mais flexiveis 

dos que os oblidos experimentalmente. 

Quando se leva em consideração as duas não-

linearidades os resultados são bastante satisfatórios. 

Ulilizou-se cem elapas da carga, realizando-se 

iterações a partir da etapa trinla a cinco. 

Os resullados apresentados por OWEN, FIGUEIRAS e 

DAMJANICa 1 foram oblidos com lJm algorilmo da rigidez variável. 

Normal manta, a matriz de rigidez ara racalculada am cada 

incrlô>manlo d~ô> carga lô>, quando as caraclar1sticas do matlô>rial 

mudavam, a matri z lô>ra racalculada dentro da própria etapa . 

8.7- Casca de Riera 

Oulro axampl o uti 1 i zado foi a casca ansai ada por 

CUDMANI, REIMUNDIN, DANESI a RIERA
32

. O estudo compreenda o 

ensaio at.é a rupt.ura da cascas de rrúcroconcret.o ar mado em 

escala reduzi da . Aqui será analisada a casca cilindrica 

parabólica apoiada em diafragmas nas ext.rlô>midadas e com bordos 

livres, c ujas caract.eristicas glô>omátricas se indicam na figura 

8.16 a os dados são os seguint.as 

1 = 221 em 

b = 80 em 

f = 20 em 

a = 5 em 

h = 0,7 em 

h = 2 em 
2 

Devido a extren a dificuldade para a execução de 

modelos da mi croconcr alo escala reduzida, foram 

confeccionadas placas de mesma espessura e com o mesmo material 

uti 1 i zado na casca com o i nt.ui t.o da podar melhor aval i ar as 

caracleristicas dos malariai s componenles do microconcrelo. 
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b 

FIGURA 8.16- Casc a cilindrica parabólica 

As propriedades m~:<c ânicas determinadas para o 

microconc reto e a armadura foram as segui ntes 

f 1,6 KN/cm 
z = c 

E 1960 KN/cm 
2 

= c 
v = 0,12 

f 58,75 KN/cm 
2 = 

y 
2 

E = 204 70 KN/cm 
~ 

Utilizando estes dados para determinar a rigidez a 

flexão teórica da placa obtém-s e 

D = = 58 KNc m . ( 8 . 7.1) 
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Comparando o res ultado dado em C8.7.1) com o val o r 

obtido utilizando valores de flecha e mo menlos oblidos durante 

o ensaio se obser v a que a rigidez a flexão r eal da placa , D' = 

126 KNcm , r esulta mais do que o dobr o da teóri ca . Baseado neste 

falo e aconselhado pelo Pr o f. Ri era , anal isou-se em primei r o 

lugar, a pl ac a com o intuilo de determinar nov os par âmetros 

capa zes de representar melhor o s ensaios realizados. 

~" 0,011 KN/cm 

lO 

FIGURA 8 . 17 - Ensai o da placa 

Um esquema d o ensai o de f 1 exão r eal i zado sobre a 

pl a ca eslá iluslr ado na figura 8.17 . Os parâmetros que 

determinar am a curva mais próxima da cur va experimental são os 

seguinles 

f 
c 

E 
(' 

z = 1,0 KN/cm 

= 3900 KN/cm2 

v = o, 1 2 . 

A delerminaç~o desles novos parãmelros foi realizada 

por análise de lenlalivas feilas . Inicialmente, esludou-se a 
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placa allerando apen3s o módulo elàslico, concl uindo-se q ue a 

r esi slê nci a do conc r elo dever i a ser di mi nu1 da . Após al g umas 

lenlat. i vas, chegov-se ao:: par âmet.r os j à menci onados. Nola-se 

que a s caracleris ~icas da armadur a não foram a lleradas. 

Na figura 8.18 eslão grafi c ados os resullados obt.idos 

com os d ados uli 1 i zados no exper i ment.o e com os deler mi nados 

nes t.e e sludo. 

ETAPA DE CARGA 

220 

180 

140 

100 

- F.XPERI MENTAL 
32 

6 0 
- -- DADOS VTI LI ZADOS NO EXPERIMENTO 

- DADOS DETERMINADOS 

20 

2 4 6 8 lO 12 wCmm) 

FIGURA 8.18- Deslocamenlo verlical c ent.ral d a placa 

Com esles novos par âmet.r os , e st.udou-se a casc a. As 

mesmas considerações f eilas no esludo anleri or . i lem 8. 6, 

quant.o a infl uênci a d a geomet.ria deformada são váli das aqui. A 

malha u t.ili zada e s l á repres ent-ada na figur a 8 .19. Considerando 

a d upla si met. r i a da casca, foi analisado soment.e um quart.o da 

e s t.rulura. 
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FIGURA 8.19- Malha 

18 

w 
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Os dados referenlas a armadur a , bam como a espessura 

para c ada elamanlo, anconlram-sa na labala 8.2. 

TABELA 8 .2- Armaduras da cas ca da Riara 

ELEMENTO h Ce m) z Cem) l Cem) 
e e 

1 '2, 3 2 ,0 o o 

4,5 0 ,7 ± 0,245 u : 0,001925 

v : 0 , 008275 

6,7, 0, 7 ±0,245 u : 0,001925 

8,9 v : 0 , 001925 
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ULilizou-se as mes mas resLri ções do e xemplo anlerior. 

A carga é verLical e uniformemenLe disLribuida . 

f6 

14 

12 

lO 

8 

6 

4 

2 

Os ras1.1lLados obL1dos aparac:am na figura. 8.20. 

P TOTALC KN) 

--- EXPERIMENTAL 32 

DADOS UTILIZADOS NO EXPERIMENTO 

- NÃO-LI N. Pí S. E GEOM. 

-•- NÃO-LI N. r1S. 

DADOS DETERMI NADOS 

-lf- NÃO-LI N. Fí S. E GEOM. 

- -- NÃO-LIN. FíS. 

0 {) l.S 2 

--....-

3 

FIGURA 8 .20 - DeslocamenLos ver Lical do nó 3 4 

.-

w(cm) 

NeLa-se quR os res ulLados obLidos, no c aso em que se 

considera as não-linearidades fisica geom~Lrica, são 

baslanles saLi sfaLór i o s a L~ que o al gor i Lmo se i nslabi 1 i za. 

EsLa . n sLabi 1 i dada possi vel menLe se deva ao faLo da se eslar 

lraba: hando c:om inlegração reduzida para a f lexão e membrana e, 

Larnb~r , por se uLilizar precisão simples no programa 

compu tacional implemenLado. 



9- ESTUDO COMPARATIVO SOBRE A I NFLU~NCIA DA NÃO-LINEARIDADE 

F1SICA NA CAPACIDADE FINAL DE CARGA DA ESlRUTURA 

9.1- Generalidades 

Nesle capilul o se fará um estudo através da 

comparação de resultados numQricos , da i n1lu~ncia da não-

linearldade fi s.1ça na capacidade fi n al de carga ria estrutura. 

No capilulo 6 1oi apresentado um c ritério de 

dimensJ o namento de armadura par a a an.!\l.1 se 1 i near . Este 

dimensJonamento é r eal izado para o caso em que o concreto eslà 

e a armadura está no limile do regime ]issurado, f = o, 
t 

elástico, a = f ist..o é, no est..ado limit..e úllimo da 
e y 

estrutura. 

O objeti vo dest..e e sLudo compar a tivo é det..erminar a 

carga de ruptura, segundo a análise não-linear, para a 

est..rut..ura dimensionada c on1orme o dimensionamento exposto no 

c api t1..1l o 6 . 

O procedimento adotado ~ o s eguinte : 

1- Análise elástico- linear do exemplo em estudo para obler as 

tensõe s generalizéldas normalizadas referidas ao sistema 

curvilineo~ 

2 - DJmensionamento da armadura, segundo o c r itério exposto no 

capitulo 6, par a as sol icita ções encontradas no it..em 1; 

3 - Aná l ise não- li near d o exemplo util izando como dado de 

entrada a armadura di mensionada no item 2; 

4- Comparação dos resultados obt..i d os nos it..ens 1 e 3 . 

A seguir serão descritos os exempl os analisados. 

9.2- Placa 

J n.l ClalmRnl.e se pst. uda rá uma placa qua drada, com 

carga 1..mi for memente di si. r i bui da e si mpl e s ment..e apoiada nos 

quat..ro bor rlos.. 
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Na f1gura 9.:1 Ps t §.o rl?pr~?sent.ados a ma lha e os dados 

do pr obl~?mél . 

h = 8 e m 

4 KN/m 2 
p = 
f l • 5 I<N/cm 2 = 

c 

E 2000 KN/c:m 2 
= 

c 

v = 0, 3 

f 43 KN./cm z = y 
2 

E = 21000 KN/cm 
~ 

z = 3 em 
e 

Xz z 2 00 

17/ 18 19 20 

CD 

2 4 

FI GURA 9.1- Plac a 

A d1sLribuição do carrega~enlo para os nós obedece o 

eslabelecido na figura 8.5. c) . 

A labela 9.1 m0slra a s esressuras equivalentes de aço 

enconLr adas segundo o c r .l Lé r i o de cü m~nsi onamenlo de LEONHARDT 

e MONNI NG2 9
. 
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TABELA 9. 1 - Armaduras da placa 

ELEMENTO ARMADURA SUPERIOR ARMADURA INFERIOR 

DI R 1 DIR 2 DIR 1 DIR 2 

1 - - 0,014 0,01 4 

2 - - 0,009 0,009 

3 - - 0,009 0,009 

4 0,004 0,004 0 , 011 0,011 

Com as armad1..1r a s delarminadas a n tariorma n l e, 

realiza-se a análi s e não-lin<?élr do exe mplo. Ce-m o objet-ivo de 

det-erminar a carga da rupt ura, vai - s<? incr~m~nlando a c a rga alé 

q \ JA ~ a rmadura anlre. em a s coamAnt.o. 

4P 

"" 3P / 
/ .,.,. , 

.,.,. ., 
/ 

/ 
2P / LINEAR 

/ 
NÃO-LINEAR / 

I 
I 

p I p = 4 KN/m2 

2 4 6 8 wCcm) 

FIGURA 9 .2- Deslocamento verlica l do nó 1 
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Os re>sullados oblidos nas duas análises eslão 

graf:i c ~dos na figura 9. 2. O escoame>nlo da armadura s e inic1a 

c om uma carga dA 3,2P. 

9 .3- Casca 

O segundo exE>mp1 o uli 1 i zado é uma casca c i 1 i ndr i c a 

com dois bordos par al elos livres e dois apo iados. carregada ao 

longo da gera l riz cenlral . 

Os dados r e:fer ent.es ao problema, a geomelr i a e a 

mal h a 1.d. i I j zada conslam nc f j Q\tr a G. 3 . 

h = l O em 

p = 25 KN 

f l , 5 KN/cm 
2 = 

c 

E 2000 KN/cm 
2 = 

c 

v = 0,3 

f = 43 KN/ cm 
2 

y 

F: 21000 KN/c m 
2 = e 

z = ± 4 em 
o 

L 

1 
250 t 

17 

FIGURA 9. 3 - Casca 
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As espes s uras de aço equivalentes d eter minadas no 

dimensionamento para a análl. s~ 1 i near e stão relacionadas na 

tabela 9. 2 . 

TABELA 9.2- Armaduras da casca 

ELEMENTO ARMADURA SUPERIOR ARMADURA I NFERI OR 

DIR 1 DIR 2 DI R 1 DIR 2 

1 0 ,00 4 5 o' 0151 0,0015 0 , 0058 

2 0,0028 0 , 0098 0,0034 0 . 0123 

3 (1 ,0011 0 , 01 36 0,0023 0,0055 

4 0 ,0041 0 , 0114 o, 0041 0,0139 

DE- forma s emelhante ao p roblema anter1or, determina­

s~ a carga d~ rupt ura na análise não-linea r. 

3P 

2P 

p 

PCKN) 

I 
I 

/ 

/ 
/ 

2 

-- --- ----

- - LINEAR 

--- NÃO-LINEAR 

P = 25 KN 

3 4 5 

--- ---

6 7 8 wCmm) 

FIGURA 9.4- ~slocamento verti cal do nó 21 
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A figura 9.4 mos lra os d~slocamenlos verlicais do nó 

21 das dua~ -1n~lis~s. A ca1· ga ql..le delerminou o inicio do 

escoamenlo da a rmadur a foi de 3P . 



1 0 - CONCLUSbES E SUGEST~ES 

1 0.1 - Conclusõ~s 

A s~guir s~rão r~laCadas algumas conclus8~s a qu~ s~ 

ch~gou após c~r-s~ impl~m~nCado o modelo laminar proposCo nos 

capiCulos anCeriores, aCravGs de um progr ama compuCacional. 

Inicialm~nc~ se f'ará uma comparação enCre o modelo 

desenvolvido ~ os de ouCros auCor~s e após u ma análise criCica 

sobre o presenCe Crabalho . 

10.1.1 - Comparaç~o com Crabalhos de ouCros auCores 

A comparação será real izada com os 

BIGNON 9 ~ OWEN, FIGUEIRAS e DAMJANI C31
. 

trabalhos d~ 

Em BIGNON 9 as equações consCiluli v as são introd uzidas 

através de uma relação geral, lri-linear, momento-curvatura e 

as ]orças de membrana são determinadas de 1orma elástica. J á no 

modelo 1 ami nar estudado, as soliciCaçé3es de membr a n a são 

deter nu nadas conj unCamenle com as de 11 ex~o pelas equações 

constitutivas. Desta ma n eira , Cem-se a possibilidade de avaliar 

a i n11 uênci a de r esCr i ç8es no conCor no que eslej am 1 i gadas 

direlam~nle com os es1orços de m~mbrana. 

Salienta-se que o presente trabalho uCiliza a teor ia 
9 

d~ cascas apresenCada por BIGNON e que, ~m problemas d~ cascas 

onde a não-linearidade geoméCr ica lem acentuada influência, o 

modelo laminar apresen tou maior estabilidade no algor itmo deõi 

r esol u ção do sisC~ma de ~quaçé3es não-lin~ar~s. 

O mod~lo apr~senlado por OWEN, FIGUEIRAS ~ DAMJA~IC3 1 

também é lami n ar. Porém, no processo d~ sol u ção, a matriz de 

r i g idez global da ~sCr ulura é recalculada ~m todas as ~taras d~ 

car ga ~ . mui las vez~s . d enlro da p rópria ~lapa. Isto a cé rrela 

um custo c o mputacional mui lo g rande. 

u tiliza-se u m algoritmo de rigidez conslanCe. A matr i z de 
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rigid~z global é monlada ~ lr1angularizada uma única vez, o q u e 

ag1li za cons1d~ravelmenle o modelo implemenlrtdo. 

10.1.2- Anál ise crilica sobre Q modelo implementado 

Da avaliaç~o dos rte>sullados oblidos pte>lo modte>lo 

dte>ste>nvolvido nesle esludo, pode-se concluir que é p ossivel 

razer análi se ngo-li near eslálica de cascas de concrelo armado 

com o model o lam1nar empr egado. 

Mesmo ulilizando uma leoria de pequenas derormaç ões e 

r olaçBes mod~radas , consegue-se nolar a inrluência da n~o-

1 i near idade geomélr i ca Gm pr o blemas de cascas. Em placas, esla 

inrluência ngo é mttilo percebida, possivelmente p~lo ralo de s e 

esla r trabalhando com prec:: isã o si mples devido a lim1laç~o na 

capacidade de memória do compulador ul i lizado. 

A ~rloç~o do modelo laminar, o nde a deformação em cada 

camada deler minada somando-se as parc~las devidas à 

derormaç~o de membrana e a derormação por cor le, ligada à 

flexão, foi bem sucedida. As resullanles de lensões 

generalizadas, oblidas por inlegração ao longo da espessura das 

lensBes generalizadas de cada faixa, deram result.ados 

adequados. 

mnrlRlns uni axiais adolados para s imular o 

comporlamenlo do concret-o armado forneceram r esposlas baslanle 

salisfalórias, já que a fissuração limila a infl uência da 

inleração ent.re as duas direções principais. 

A a l lte>ração na rigidte>z da Gslrulura durant..e a 

r i ssur a ção 6- bem r epr este>nlada, pois f' oi ut. i 1 i zado um modelo 

malemálic o para o concrelo à lraçã o capaz d~ simular a r igidez 

adicional que aparece n a seção de concret..o fi ssurada devido à 

colabor ação das zonas não alleradas ~nt.re fissuras. 

o algorilmo incremenlal-it..e ralivo com rigidez 

conslanle empregado é capaz d~ resolver problemas de placas e 

casca s de concrelo armado com baslanle compelência. Nos 

exemplos d~ cascas cilindr 1 cas de concrel o armado submeli d as a 

carga uni ror mlõ', lte>m-s~ ver i r i c a do di r i !: ul da de par a. oblte>r a 

convergência quando é incl uido o erei t o da não-linearidade 

geomélrica. Esle i nconveni GnlG já foi dte>leclado por oulros 

aulores 
8 ,3 1 

e, para. o algori lmo escolhido , lalvez se p ossa 
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obler uma mel hora empregando precisão expandida e inlegração 

numérica reduzida somentE> para ler mo s que incluem a 

deformação por co•· Le. 

Na resolução de placas, não foi necessário a 

realização de ilerações para aproximar a solução i ncremenLal à 

verdadeira solução. Já nas cascas, uLilizou-se iterações a 

parlir da zona onde inicia a fissuração. 

Nas placas, o refinamen Lo da malha não melhorou 

significaLivamenle os resulLados. Nas cascas, porém , 

recomenda-se uLilizar nove ou mais elemenLos. 

Empregou-se vinle faixa s de concrelo ao longo da 

espessura. Foram realizadas alguma~. Lenlal1 vr~s com um número 

menor de camadas, observando-se que, quando não é 1 evada em 

consideração a colaboração da lração e no c o meço do processo de 

fissuração, produz-se uma alleração brusca na resposla cada vez 

que é al i ngida a ruplura de uma faixa com a conseqüenle 

dificuldade na convergência . 

Do esludo compar ativo da i nf l uênc i a da não-

linearidade fisi ca sobre a capac i d ade f i n a l de carga da 

eslrulura , pode-se concluir que, empregando o critério de 

dimensi onamenlo sugerido no capilulo 6 29 
e par a os exemplos 

esludados nes l e trabalho, r esulLa um coeficienle de segurança 

maior do que lrés; islo é, a carga de ruplura, quando a 

armadura enlra em fluência, é Lrés vezes maior do que a carga 

de projeto. 

10.2- Sugeslões 

Com o inluilo de aprimorar o modelo estud ado , serão 

relaladas algumas sugeslões para Lrabalhos fuluros : 

- esludo da influência da inlegração reduzida, combinando uma 

inlegração numé1·ica de 3x3 ponlos de Gauss-Legendre para a 

flexão e membrana, deixando a inlegração reduzida somenle para 

o esforço de cor l e e/o•J utilizando oulras combinações; 

esLudo da precisão do microcompulador nos problemas de 

não-1 i near i da de geoméi. r i c a, empregando precisão expandi da ou 

processadores com mai o 1· número de digilos; 

- gravação em disco d r. malriz de rigidez global da esLrulura, 

para poss1b1lilar a execução de problemas com maior número de 



l;;lame>ntos; 

colocaç~o do um pós-proc essador 

tensões for naci das são r Gofer i das 

part1cular de cada alamenLo; 

mal hor amanto da antr ada da dados, 

geração automática da malhas a cargas 

da suparf.icia; 
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da res ultados . pois -'"' :C: 

a o s1stama curvil.inao 

com a i mpl amantação dG­

distribu.idas linl;;aras g 

- implamantaç~o da uma dislr ibuiç~o n~o-homog~nea da espessura 

das faixas. 
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