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RESUMO

O presente trabalho soluciona o problema de cinética de difusao de
néutrons espacial em geometria cilindrica analiticamente. A solugao é exata no sen-
tido que nenhuma aproximacao é feita na sua derivacao. Para isso, abordamos o es-
tudo do problema de cinética espacial de duas formas, primeiramente, consideramos
a técnica de separagao de variaveis para resolver o problema monoenergético, com
isso determinamos as autofungoes espaciais apropriadas e analisamos todo o espectro
de acordo com as condig¢oes de contorno. Além disso, considerando o mesmo modelo
monoenergético, determinamos uma solugao para um meio heterogéneo considerando
duas células cilindricas homogéneas adjacentes. A heterogeneidade do problema é
devido ao fato de que cada secao cilindrica tem um conjunto de parametros nucleares
diferentes. Posteriormente, estudamos o problema de cinética espacial considerando
um modelo multigrupo com G grupos de energia e com I grupos de precursores de
néutrons atrasados. A ideia basica da solugao consiste em supor que os fluxos esca-
lares e as concentragoes de precursores de néutrons atrasados possam ser expressos
como o produto de fungoes espaciais por fungoes temporais e, com isso, conseguimos
determinar a solucao do problema de cinética desacoplado, solucionando uma EDP
para as fungoes espaciais e solucionando o sistema de EDQO’s para as fungoes tem-
porais. Apresentamos algumas simulacoes numéricas para validar o estudo tedrico

feito no desenvolvimento dessa pesquisa.
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ABSTRACT

The present work solves the problem of spatial neutron diffusion kinetics
in cylindrical geometry analytically. The solution is analytical in the sense that
no approximation is made in its derivation. For this, we approach the study of
the problem of spatial kinetics in three ways, firstly, we consider the technique of
separation of variables to solve the monoenergetic problem, with that we determine
the appropriate spatial eigenfunctions and analyze the entire spectrum according to
the boundary conditions. In addition, considering the same monoenergetic model,
we determined a solution for a heterogeneous medium considering two adjacent
homogeneous cylindrical cells. The heterogeneity of the problem is due to the fact
that each cylindrical section has a set of different nuclear parameters. Subsequently,
we study the problem of spatial kinetics considering a multigroup model with G
energy groups and with I groups of delayed neutron precursors. The basic idea of
the solution is to assume that scalar fluxes and concentrations of delayed neutron
precursors can be expressed as the product of spatial functions by time functions
and, with that, we were able to determine the solution of the decoupled kinetic
problem, solving an PDE for the spatial functions and solving the system of ODEs
for the temporal functions. We present some numerical simulations to validate the

theoretical study done in the development of this research.
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1 INTRODUCAO

Nos ultimos anos a literatura tem revelado um crescente interesse na
determinacao da representacao analitica da solucao para a equacao de cinética de
difusao de néutrons. O que entendemos por representacao analitica esta no fato de
que nenhuma aproximacao ¢é feita ao longo de sua derivagao, ou seja, em sua de-
rivagao nao ha aproximacao numérica. De fato, encontramos na literatura solugoes
analiticas para a equacao de cinética de difusao de néutrons em geometria cartesiana,
para néutrons monoenergéticos e para o modelo de multigrupo de energia (dois gru-
pos), considerando tanto um como também seis grupos de precursores de néutrons
atrasados. Os problemas unidimensionais foram resolvidos tanto para placa plana
homogénea bem como para o dominio de multiplaca, enquanto que os problemas em
duas ou trés dimensoes foram resolvidos apenas para dominios homogéneos, ou seja,
células homogéneas. E importante mencionar que essas solugoes em representacao
analitica foram obtidas pelo método Generalized Integral Laplace Transform Techni-
que (GILTT). A ideia bésica consistiu na expansao do fluxo escalar em autofungoes
e substituicao dessa expansao na equacao de cinética de difusao de néutrons ob-
tendo uma equacao transformada na forma de um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias lineares para funcoes temporais pela aplicacao do momento, ou seja, mul-
tiplicacao das equagoes de cinética pelas autofuncoes e subsequente integracao. Cabe
ainda observar que o sistema de equagoes transformadas tem solucao analitica conhe-
cida. Para ilustrar, citamos os seguintes trabalhos de Ceolin et al. (2015) e Petersen
et al. (2014). Cientes da existéncia de outras solugoes analiticas para problemas
especificos na literatura, ressaltamos a relevancia do método GILTT sobre os demais
métodos, uma vez que esse método resolve uma classe abrangente de problemas de
cinética de difusao de néutrons supracitados. As solugoes analiticas para esse tipo
de problema em geometria cilindrica é restrita ao trabalho de Hanerliogullari (2012)

e de Oliveira (2013). No trabalho de Oliveira o espectro do operador associado a



equagao de cinética de difusao de néutrons em geometria cilindrica é determinado
pela solucao do problema de Sturm-Liouville, associado ao operador Laplaciano, a
mesma ideia ocorre nos trabalhos em geometria cartesiana acima citados. O es-
pectro também é obtido pela solucao do problema de Sturm-Liouville associado ao

operador Laplaciano.

O objetivo deste trabalho de tese consiste na determinagao de uma re-
presentacao analitica para a solucao da equacao de cinética de difusao de néutrons
3D, em geometria cilindrica e dominio heterogéneo (duas células cilindricas), con-
siderando um modelo multigrupo de energia e I grupos de precursores de néutrons
atrasados. Inicialmente, construimos a solucao analitica para este tipo de problema,
considerando néutrons monoenergéticos. Uma vez determinada essa solucao obte-
mos de maneira hierarquica a solucao desse problema para o modelo de multigrupo.
Para alcancar a meta, inicialmente apresentamos a solugao para o problema 3D
de cinética de néutrons monoenergéticos (OLIVEIRA et al., 2016). A ideia prin-
cipal que foi usada para a determinacao da solucao consiste em supor que o fluxo
escalar (¢ (7,t)) e a concentragdo de precursores de néutrons atrasados (C' (7))
fossem expressos como o produto de funcoes que dependessem apenas das variaveis
independentes espaciais, por funcoes que dependessem apenas da variavel temporal.
Seguindo na determinacao da solucao, substituimos essa suposicao no sistema de
equacoes diferenciais parciais que modela o problema obtendo, por meio da técnica
de separacao de variaveis, um sistema de duas equagoes diferenciais lineares de pri-
meira ordem para as fungoes temporais e uma equagao diferencial parcial (EDP)
para as funcoes de varidveis espaciais que definem o fluxo escalar. A esse problema
desacoplado surge uma constante real (09) que foi determinada de acordo com as
condicoes de contorno, apropriadas para tornar o problema bem-posto, ou seja, a
existéncia e a unicidade de uma solucao de que depende continuamente das condigoes
iniciais e de contorno. Apesar de resultar no mesmo método espectral, a diferenca
proposta nesse trabalho para a obtencao da solucao, consiste em utilizar o operador

total do problema de cinética de difusao.



Definimos as condigbes de contorno (tanto para o caso cilindrico quanto
para o caso cartesiano) influenciados pela simetria do problema com respeito as
variaveis espaciais consideradas e, assim, solucionamos a EDP para a funcao es-
pacial através da técnica de separagao de varidveis (analisando todos os espectros
possiveis que compoem os valores da constante de separacao o), obtendo as auto-
funcoes espaciais associadas aos autovalores que caracterizam oy. A partir disso,
prosseguimos na obtencao da solugao para o problema de cinética de difusao, resol-
vendo o sistema de EDQO’s para as func¢oes temporais que supomos na definicao do
fluxo e da concentracao de precursores de néutrons atrasados. Pelo uso do principio
da superposicao de solucoes, considerando todas as separagoes de variaveis e os es-
pectros associados, obtemos a solucao geral para o sistema de EDP’s que modela
o problema de cinética de difusao. Ainda, definimos operadores integrais, os quais
aplicamos sobre as condigoes iniciais, tendo como objetivo determinar as constantes
expressas na solucao geral. Esses operadores integrais foram definidos de tal maneira
a aplicar a propriedade da ortogonalidade das autofuncoes espaciais, e, dessa forma,
determinar a solucdo tnica e exata (dependente apenas dos parametros nucleares
e das condigoes inicias e de contorno) tanto para o fluxo escalar, quanto para a

concentracao de precursores de néutrons atrasados.

Ao final do segundo capitulo, apresentamos uma solucao exata para o
problema de cinética de difusao espacial tridimensional de néutrons, considerando
um problema heterogéneo, no qual, o mesmo foi composto por duas células cilindricas
homogéneas. A heterogeneidade do problema é devido ao fato de que cada segao
cilindrica tem um conjunto de parametros nucleares diferentes. Mais especifica-
mente, consideramos um dominio composto por duas sec¢oes cilindricas com diferen-
tes parametros nucleares. Conhecida a solucao do problema de cinética espacial para
néutrons monoenergéticos, construimos a solugao para o modelo de multigrupo de
néutrons de maneira hierarquica. Nesse sentido, influenciados pela solucao obtida
para néutrons monoenergéticos, supomos que o fluxo escalar para cada grupo de

energia seria expresso como o produto de uma funcao que dependesse apenas das



variaveis espaciais por uma funcao que dependesse apenas da variavel temporal. Di-
ante disso, mostramos dois resultados que nos permitem supor que os fluxos escalares
e as concentragoes de precursores de néutrons atrasados tenham a mesma funcgao
espacial. Primeiramente, demonstramos que as fungoes espaciais definidas para os
fluxos escalares formam uma decomposi¢ao para a concentragao de precursores de
néutrons atrasados, ou seja, as mesmas funcoes espaciais definidas para os fluxos
também definem as concentragoes de precursores. Substituindo o que determinamos
no primeiro resultado para as equagoes de balango dos fluxos escalares, conseguimos
mostrar no segundo resultado que o perfil espacial das fungoes se distingue por uma
escala, ou seja as fungoes espaciais sao multiplas duas a duas. Ademais, o segundo
resultado nos sugere uma maneira de determinar essas fungoes espaciais por meio
da solucao de uma EDP. A partir disso, podemos estudar o problema original de
forma desacoplada: solucionando um sistema de EDO’s para as fungoes temporais e
solucionando uma EDP para a funcao espacial. Com as condigoes de contorno defi-
nidas, conseguimos determinar as autofuncoes espaciais que caracterizam os fluxos
e as concentracoes de precursores pela técnica de separacao de variaveis. A seguir,
apresentamos a solucao geral para o problema de cinética de difusao considerando
dois grupos de energia e um grupo de concentracao de precursores de neutrons atra-
sados. As constantes envolvidas na solugao geral para os fluxos e as concentragoes
de precursores foram determinadas pela aplicagao de operadores integrais sobre as
condicoes iniciais, os quais foram definidos pela propriedade da ortogonalidade das
autofuncgoes obtidas. Por fim, apresentamos resultados que validam o estudo das
solucoes obtidas para os fluxos rapido e térmico, bem como a solugao obtida para a

concentracao de precursores de néutrons atrasados, quando consideramos G = 2 e

I =1.

Nos capitulos 2 e 3 desta tese, vemos que as autofuncgoes que definem
o perfil radial para o problema em geometria cilindrica sao as funcoes de Bessel,
as quais tem seu espectro associado nao equidistante. Além disso, a caracteristica

geométrica do perfil cilindrico, para um raio muito grande (R >> 0), se aproxima
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de um perfil cartesiano. Em principio, podemos expandir qualquer solucao em uma
base ortonormal completa, e por essa razao, esse tipo de problema ainda nos motiva
a determinacao de uma representacao analitica para o problema de cinética de di-
fusao de néutrons multigrupo em geometria cilindrica pelo uso da solu¢ao do mesmo

problema em geometria cartesiana.

Para atingirmos o objetivo proposto, organizamos o trabalho da se-
guinte maneira: no capitulo 2 apresentamos a solugao para o problema de cinética
de difusao de néutrons monoenergéticos com um grupo de concentragao de néutrons
atrasados pelo método de separacao de variaveis, tanto para um modelo homogéneo
quanto para um modelo com duas células homogéneas; no capitulo 3 solucionamos
o mesmo problema considerando um modelo multigrupo (G grupos de energia) com
I grupos de precursores de néutrons atrasados. Em todos capitulos apresentamos
resultados numéricos que validam as solugoes obtidas. Por fim, apresentamos no

capitulo 5 as consideracoes finais e perspectivas futuras.



2 SOLUCAO ANALITICA EM GEOMETRIA
CARTESIANA E CILINDRICA (CASO
MONOENERGETICO)

Neste capitulo determinamos a solucao do sistema de equacgoes dife-
renciais parciais que modelam o problema de cinética de difusao de néutrons em
geometria cartesiana e cilindrica. Supomos um meio homogéneo, monoenergértico

com um grupo de concentragao de precursores de néutrons atrasados.

Considerando os fenomenos usuais de difusao de néutrons tais como:
absorcao, fissao e néutrons atrasados, onde Dy;¢ é o coeficiente de difusao, o sistema

de equagoes diferencias que modela este problema é

1o (7.) = Daif V2 (7', 1) = Sagp (7, 1) + (L = B) vy (7, 1) + AC (7' 1)

0

a(}’ (rt) =—=AC(7,t) + frEs¢ (1, 1)

onde o operador V?[-] é o operador Laplaciano que iremos tratar tanto para o
caso cartesiano quanto para o caso cilindrico, ¢ (7, t) é o fluxo escalar de néutrons
na posigao 7 no instante t e C' (7,t) é a concentragao de precursores de néutrons

atrasados na posicao 7 no instante ¢. As condigoes iniciais sao dadas em ambos os

Casos por

¢ (7,0) = o ()

¢ (7.0) =" gy 7)

(2.2)

e em todas as equagoes envolvidas, v é a velocidade de néutrons, ¥, é a secao de
choque macroscopica de absorc¢ao, [ é fracao de néutrons atrasados e A é a constante
de decaimento. Também temos em v¥; o produto da segao de choque macroscépica

de fissao pelo nimero médio de néutrons emitidos na fissao.



2.1 Separacao de Variaveis

Nesta secao apresentaremos o método de separacao de variaveis, ferra-
menta matematica que aplicamos, nesta tese, para resolvermos o problema proposto.
Devemos lembrar que estamos interessados na determinacao de funcoes nao triviais
o (7, t) e C(r,t) que satisfacam o sistema (2.1), ou seja estamos excluindo a solugao
em que ¢ (7,t) =0 e C(r,t) = 0 (observe que elas satisfazem o problema). Defini-
remos o par solugao de (2.1) sujeito as condigoes iniciais (2.2), ou simplesmente, a
solugao de (2.1) se hé duas fungoes ¢ (7,t) e C' (7,t) ndo ambas nulas que satisfaz

(2.1)-(2.2). Denotaremos o par solugao por (¢ (7,t); C (7, 1)).

Antes de aplicar o método reescrevemos (2.1), alternando as constantes

que expressam os parametros nucleares para facilitar a notagao

A=vDyys; B=v[1-0)vE;—X%,]; D=uvk
E = pviy; H=-\ ==

ou seja, escrevemos o problema (2.1)-(2.2) como

0 (7, t) = AV?¢ (F,t) + B (7, t) + DC (T, t)

% (2.4)
5,C (7 1) = B¢ (7.t) + HC (7' t)

com as mesmas condicoes iniciais

(2.5)

Para aplicarmos o método de separagao de varidaveis, supomos, para
cada ponto 7 no dominio € R3, que existem funcoes F} : Q@ — R, Fy : Q — R,
G :[0,+00) = Re Gy : [0,4+00) — R tais que ¢ (7, t) e C (7, ) possam ser expressos

CcOomo

(2.6)



Substituindo as expressoes (2.6) em (2.4) obtemos:

R S6i(1) = G0 [AVR () + BR (7] + DR(MG,  (27)
F(7) SGult) = BF, (1) Galt) + HE, (7) Gl (2.8)

em (2.8) dividimos a equagao por FyGy

d

G, B G

a2 _ ph G 9.
G, e, (2.9)

como x e t sdo varidveis independentes e a primeira parcela da equagao (2.9) s6
depende de 7, temos

4Gy, — HG F
a2 2 1

Tt g =FE— 2.10
G T E (2.10)
onde o7 é uma constante de separabilidade, pois o parametro o; independe de 7 (o
extremo esquerdo de (2.10) nao depende de 7) e ¢ (o extremo direito de (2.10) nao

depende de t). De (2.10) temos duas relagoes

Fﬂmzzgfuﬂ (2.11)

No préximo passo substituimos a relagao (2.11) na equagao (2.7) e dividimos toda
a equagao por F1G1. Com este processo obtemos:

4Gy AV?F, + BF, DEG,

G 2 + p—en (2.13)
novamente, como a primeira parcela s6 depende de 7 e a segunda parcela s6 depende
de t, temos

&G~ 5 G2 AV’F + BR,
G, T 2 (2.14)

onde gy é a constante de separabilidade. Com os procedimentos descritos acima,

temos as relagoes:

VR () + PR () = 0 (2.15)
6 (1) = o (1) + Z—f@ (t). (2.16)
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O foco de andlise nesse momento é determinarmos solugoes para as equagoes (2.11)-
(2.12)-(2.15)-(2.16), além de estudarmos os possiveis valores que as constantes en-
volvidas o7 e 09 possam assumir. Nas proximas duas segoes trataremos da solugao
das equagoes (2.11) e (2.15) que dependem apenas das varidveis espaciais tanto para
o caso cilindrico e cartesiano. Em um terceiro momento trataremos das equagoes

(2.12) e (2.16) que dependem apenas da variavel temporal.

2.2 Resolugao do problema espacial em geometria

cilindrica

Nesta subsecao apresentamos uma solugao analitica fechada para o
problema tridimensional em coordenas cilindricas que servira de apoio para com-
paracoes futuras. Para isso, consideremos as seguintes condicoes de fronteira para
cada varidvel espacial envolvida do vetor posigao 7 = (r,0,2) € Q. = (0, R] X

(—00,+00) x [0, Z] C R? para que o problema esteja bem posto. Sao elas
e Condicoes de contorno sobre a variavel espacial radial r

0

lim —

r—0+ Or

¢ (R,0,2,t) = 0 (2.18)

6(r0,2,t) = 0 (2.17)

paratodo 0 e R, 0<2< Zet >0
e Condicoes de contorno periddicas sobre a variavel angular
o(r,0,z,t) = ¢(r,0+2m,2,1) (2.19)
paratodo 0 <r< R, 0eR 0<z2<Zet >0
e Condicoes de contorno sobre a variavel azimutal z

0
5,0(r0.0.) = 0 (2.20)
o(r,0,Z;t) = 0 (2.21)

9



paratodo 0 <r < R, 06 €Ret>0.

A condigao de contorno apresentada na equagao (2.20) é devido ao fato que o pro-

blema admite uma simetria azimutal, ou seja:

Afirmagao 2.1. Para o caso cilindrico, o sistema de equagoes descrito em (2.1) é

simétrico com respeito ao eixo azimutal.

Dem.: 1. A demonstracao € feita considerando a componente azimutal do operador

Laplaciano. Logo, sejam os pontos do dominio tais que z = —z < 0, entdo
0? - o (0 - o (0 _ . dz
@ (T797Z7t) - E (&Cb(ﬁ@,zat)) - & (%Qﬁ(ra'gazﬂf) E) -

o (0 _ o (0 _ d
= —& (a—,ggb (7“,0,2,15)) = — (a—z (@,Qﬁ (T,Q,Z,t)) E) =

= 9= (r,0,z,t) (2.22)

Y

isso implica um sistema similar ao dado em (2.1) mesmo para valores negativos de

zZ.

Usando as condicoes de contorno descritas vamos determinar uma solucao
para a equagao diferencial dada em (2.15), sob a andlise da mesma técnica (Se-

paracgao de Variaveis). Escrevendo na equacao (2.15) o Laplaciano em coordenadas

cilindricas:
0? 10 1 02 0?
0 = wFl (r,@, Z) + ;EFl (r,@, Z) + ﬁwFl (7”,9,2’) + @Fl (7”,9,2) +
B —
(22 e 2

Seguindo, supomos que existem funcoes Fy : (0, R]x (—oc0, +00) — Reh : [0, 2] — R

tais que F (1,0, z) possa ser expressa como

F(r,0,2)=F (r,0) h(2) (2.24)

10



Reorganizando a equagao (2.15), temos

0:[5’_25(7«9”1835@9) L& & (re)}h(w

o2 2 062
d? B—-o
+ F(r,0) {Mh(z) + ( v 2) h(z)} (2.25)
ou
o N GURS AGURS: T RIGUNS
Fl (7’, 9)
d_22h B—o9 h
— dz <Z> +( A ) <Z) (2.26)
h(z)
onde o3 é a constante de separabilidade. Com isso, temos mais duas equagoes
diferenciais
0? ~ 10 ~ 1 0% ~
ﬁFl (T 9)+—8—F1 (’I“ 0)4“—2%171 (T 0)+O‘3F1 (’I“ 0) =0 (227)

jzh( )+ KB;U?) —03} h(z) =0 (2.28)

Seguindo com a separagao de varidveis, aplicamos a técnica sobre a equagao (2.27)

supondo que a fungao Fj (r,6) possa ser expressa como

Fy(r,0) = f(r)g (0) (2.29)

assim, ao substituir a relagao (2.29) em (2.27), teremos

2

0= [0 LI 4 e 0] 90+ Tma @ 50) 230

B0+ ) ot ()]
o ) -
B ;9229 (0)
7(0) (2.31)

onde o4 ¢é a constante de separabilidade. Isso implica a obtencao das duas ultimas

equacgoes a serem solucionadas para esse caso

jg () + Td%f(r) + (03r* —au) f(r) =0 (2.32)
j—;g (0) + 049 () =0 (2.33)



A partir desse momento, o objetivo principal é determinar as solucoes
para as equagoes (2.26) relacionadas a varidvel azimutal, (2.32) relacionadas a varidvel
radial e (2.33) relacionadas & variavel angular. Para solucionar esse problema, de-
vemos caracterizar as condigoes de contorno para essas equacoes de acordo com a

seguinte afirmagao

Afirmagao 2.2. Sob as condigoes de contorno dadas em (2.2), temos que

e lim LF(r) =0 e f(R) = 0;

r—0+ dr

e g(0) =g (0+2m), para todo 0 € R;

d
« —h(0)=0ch(Z)=0.

Dem.: 2. Mostraremos item por item

e Para demonstrar a afirmacdo do sequndo item, basta usar a equagao
(2.19). De ¢ (r,0,z,t) = ¢(r,0 + 2w, 2,t), para todo (7,t) € Quy X
(0, 4+00), temos

f(r)g (0) h(2)Gy () = f(r)g (6 + 27m) h(2)G1 () <
fr)h(2)Gr () [g(0) —g (0 +2m)] =0 <
f(r)h(2)Gy (t) = 0 ou g (0) — g (0 + 2m) =0

Mas observe que se f(r)h(z)Gy (t) =0 para todo0 <r < R, 0<z2<Z

et >0 mmplicaria

¢ (7t) = F1 () Gi(t) = f(r)g (0) h(2)Gy (t) = 0
Ainda mais, se f(r) =0 ou h(z) = 0, implicaria

F (7)) = FL(r0)h(z) = f(rg (@) h(z) =0 = R =0 =
C(7,t) = 0

12



ou, se Gi(t) = 0 implicaria, por (2.16), que Gy (t) = 0, ou seja
C(7,t) = 0. Logo, temos que f(r)h(z)Gy (t) # 0, o que nos mostra
ser vdlido g (0) = g (0 + 2m) para todo 6 € R.

e Para mostrar o primeiro item, usamos a relagao (2.18). FEntdo de
o (R,0,z,t) = 0, temos f(R)g(0)h(2)G1(t) = 0, para todo 6 € R,

0<z<Zet>0. Isso implica
f(R) =0 ou g(0)h(2)G1(t) =0

Porém, se g(0)h(2)G1(t) = 0, teriamos o par solugdo trivial. Isso
¢ justificado, pois jd sabemos que Gy (t) # 0 e h(z) # 0, pelo item
anterior, e se g (0) = 0, teriamos Fy () = 0, o que implicaria F5 (7) =0

(par solugao trivial). Logo, f(R) = 0.

Por outro lado, de (2.17)

.0 . d

0= tim 260,20 = g OGO 1 L 1)
, d

0= rlir(r)l‘*' %f(r)

d
Portanto f(R) =0 e lim — f(r) = 0 para todo 0 < r < R.
r—0+ dr

e Para o terceiro item, temos das relagoes (2.20) e (2.21) que

0= L5(0.0.0) = J(r)g (6) -h(O)C(1) = Th(0) = 0

0= o(rb Zt)=f(r)g(0) (2)G:i(t) = h(Z) =0
pois jd observamos que f(r) =0, ou g(0) = 0, ou G1(t) = 0 ndo vale
para todo 0 <r < R, 0 €R et >0.

Isso conclui o resultado.

Nesse momento, temos todas as suposicoes para determinar a solugao
para o problema. Assim, vamos procurar os autovalores associados a cada um dos

problemas estudados. Os trés casos possiveis sao

13



® 04 = —fz <0
Supondo o4 < 0, terfamos para a equagao (2.33) a solucao geral
g (0) = c1exp (§40) + coexp (—&40)

Mas ao aplicar a condigao g (¢) = g (0 + 2), terfamos:

¢y exp (£40)+coexp (—€40) =1 exp (&4 (0 + 27)) +coexp (—&4 (0 + 27)) =

exp (€48) [e1 — c1exp 27m&y] + exp (—&ub) [co — coexp —2m&y] = 0

Como o conjunto de fungoes de 6 {exp (£40); exp (—&40)} é linearmente

independente, temos
c1 (1 —exp (2m€40)) =0 e c2 (1 — exp (—271E40)) =0

O que implica ¢; = 0 e ¢o = 0, pois & # 0. Portanto, podemos
desconsiderar esse caso.
e 0,=0

Por (2.33), temos como solugao geral
g(0) =c1+ cob
Quando aplicamos a condigao g (6) = g (6 + 27), temos

ca+eld=c+c0+21) =

0=27mcy; = =0

o que implica g (f) = ¢;. Com isso, a equagao (2.32) se torna

o d? d 9 B
P2 oa )+ f )+ (3r®) f(r) = 0 (2:34)

Dentro da analise do valor de o4 = 0, analisaremos o valor de o3
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— 03 = —532) <0
Isso implica que a equagao (2.34) é a equagao modificada de Bessel

de ordem zero, na qual tem como solucao geral a expressao

f(r) = esly (&3r) + caKo (&37)

onde Iy é a funcao de Bessel modificada de primeira espécie de
ordem 0, e Ky é a fungao de Bessel modificada de segunda espécie

de ordem 0. Aplicando as condigdes de contorno temos

0 = lim if(r) = lim {Cg%]{) (&r) + c4iK0 (&;r)}

r—0+ dr r—0t dr

. d
& ¢4 =0, pois Tli)rgl+ %KO (r) = —o0

Por outro lado, 0 = f(R) = c3ly (§3R), o que implica c3 = 0, pois,
Iy (r) # 0 para todo r € R. Isso nos resultaria na solugao trivial,
portanto, podemos desconsiderar esse caso.

—03=0
A equagao (2.34) para essa suposicao é a equagao de Cauchy-Euler,

na qual a solugao geral é dada por:
f(r)=c3+cqlnr
Aplicando as condigoes de fronteira, temos

. d . d . Cy
0= gl = g gt rakhn =l o

S ce=0
Pela outra condi¢ao 0 = f(R) = c3, ou seja, a solugao trivial. Esse
caso também deve ser desconsiderado.
— 03 = gg >0
Com essa suposigao a equagao (2.34) é a equagao paramétrica de
Bessel de ordem 0, na qual sua solugao geral é expressa por
f(r) = 3o (&7) + caYp (&)
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onde Jy representa a funcao de Bessel de primeira espécie de ordem
0, e Yy é a funcao de Bessel de segunda espécie de ordem 0. Ao

aplicarmos a condi¢ao de contorno radial, temos:

. d : d d
0= lim —f(r) = rlir(r)lJr CgaJo (&3r) + 04%3/6 (&)

r—0+ dr

.. d
& ¢y =0, pois Tli)rél+ %YO (r) = o0

Por outro lado, 0 = f(R) = c3Jy(§&3R), o que implica &R =
a, onde Jy(a,) = 0 para todo n € N. Assim determinamos os
autovalores

Qn

E3n = = (2.35)

e as autofuncgoes f,(r) = c3nJo (%) que fazem parte da solugao

do problema. Caracterizamos
(0 n
Fy, (r,0) = anJdo Er , onde a, = ¢1c3 (2.36)
como as fungoes que satisfazem o problema da equacdo (2.27),
considerando o4 = 0 para cada o3, = (o‘—él)Q.
Para esse fato, atentamos para a n-ésima equacao em (2.28)

o)+ (E52) - (%) =0

Com isso, analisaremos mais trés casos

1.

B — 09 a\?
A (E) = ~&2a <0
A solucao geral para (2.37) é dada por

hin(2) = csexp (€2,02) + c exp (—E2,02)

Aplicando as condicoes de contorno para a variavel azimutal, te-

1mos

d
0 = Ehn(o) = 582 — Coban = oin (5 — o)

= 5 = Cg pois 2, # 0
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Pela outra condigao, temos
hy(Z) =0 = 0=c5(exp(§2.2) + exp (=20 2))

o que implica c¢5 = 0 = ¢g, logo desconsideramos esse caso

> 5 () -

A solucao geral é

hn(2) = ¢5 + co2

com as condigdes de contorno, temos 0 = Lh,(0) = cg e hy, (Z) =
0 = ¢5 o0 que nos dé a solucao trivial. Portanto, atentaremos para

o ultimo caso

A _<Eﬁ =& >0
A solugao geral para (2.37) é dada por

hin(2) = ¢5co8 (€2,2) + cosin (§2,n2)

Assim, obtemos

d
Ehn(()) =0= C@me = Cg = 0
Logo,
2k — 1
hn (Z) =0=csco8({anZ) = &onZ = 5T

pois, se c5 = 0, terfamos a solucao trivial, isso implica

2k —1
ok = ™, k=1,2,... ¢

G+ ()|

Dessa forma, obtemos uma solucao para as funcoes dependentes das

Oo2nk = B—A

variaveis espaciais

. % — 1
Fipi(r,0,2) = byiJo (%) cos ( 57 7TZ) (2.38)

E n 2k —1
FQ,n,k (7’,9, Z) = a—lbkag <%> coSs ( 57 7Tz> (2_39)
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onde b, = a,c5 5. Esse estudo de casos foi feito considerando o4 = 0,

ainda falta analisar o ultimo caso para g4 > 0.

U4zfz>0

Pela equagao (2.33), temos como solugao geral

g (0) = ¢ cos (£40) + cosin (€40)

Aplicando a condi¢ao de contorno para a variavel angular €, temos

0 = ¢y co8 (£40) + cosin (£40) — ¢ cos (&40 + 2mEy) +
+ Co sin (54‘9 + 277'54)
= c08 (£40) [c1 (1 — cos (2m&4)) — cosin (2mEy)] +

+ sin (£40) [c2 (1 — cos (27€y)) — ¢ sin (27&y)]

O que implica pelo fato de o conjunto {cos (40) ; sin (£,6)} ser um con-

junto linearmente independente

0 = c; (1 —cos(2m&,)) — cosin (2mEy)
0 = cy8in (27m&y) + ¢z (1 — cos (27Ey))
Para nao obter a solugao ¢; = ¢, = 0, deve ser vélido
0 = (1 —cos (27&y))* + sin? (27&,)
Scos(2méy) =1 & 2n&,=2ml, 1 =1,2,...

= &4y =1

Assim:

9" () = c1cos (10) + coysin (10) , com oy = 12

Logo, a equagao (2.32) ¢ escrita (em termos do parametro )
2

O(r) + T%f(l)(r) + (030 = I7) fOr)y =0

2
rf——
dr?

por essa tultima abordagem analisaremos o sinal de o3;:
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A equagao (2.44), conhecida como a equagao modificada de Bessel

de parametro [, tem a solucao geral dada por

FOr) = erly (&ay7) + es K (E3,7) (2.45)

onde [; é a funcao modificada de primeira espécie de Bessel de
ordem [, e K; é a funcao modificada de segunda espécie de Bessel
de ordem [. Aplicando as condigoes de contorno, temos a solugao

trivial ¢; = 0 = cg pelas propriedades destas fungoes

. d
Tli>r(r)1+ %Kl(r) =—00, | =1,2,... (2.46)
L(&4R)#0, R>0el=1,2,... (2.47)

2. 03,1 = 0

Com essa condigao, (2.44) é a equacdo paramétrica de Cauchy-

Euler de ordem [, na qual a solugao geral é dada por
FO@) = err! + egr™ (2.48)

o que resulta, ao aplicar as condicoes de contorno radial, ¢c; = 0 =

Cg, assim:

lim —lr~ Y = —00, 1=1,2,... (2.49)

r—0+

RI#£0, R>0el=1,2,... (2.50)

Com isso, temos o tltimo caso a analisar

Diante disso, (2.44) é a equagao paramétrica de Bessel de ordem

[, que tem como solucao geral

FOr) = ey di (&) + 511 (E37) (2.51)
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onde J; é a funcao de primeira espécie de Bessel de ordem [, e Y]

¢ a funcao de segunda espécie de Bessel de ordem [. Como

lim iY}(r) =0 (2.52)

r—0+ dr

temos cg = 0, ainda fU(R) = ¢7,J; (&3, R) = 0 implica

3l:%7 OndeJl anl :O’n:1’2,,,. 253
) R )

Dessa forma, estamos caracterizando uma nova classe de fungoes que
sao solugoes para nosso problema. As equacoes para a variavel azimutal

sao analisadas analogamente ao caso anterior, sendo valido que

B — 02.n,l Qn,l 2
— A _(R> :gg,n,l>0
O que implica
R0 (2) = Co €08 (§2npa2) , b =1,2,... (2.54)
2k—1)7

com & k1 = . Para essa classe de solucoes, determina-

27

mos os valores para og i

Oonil =B —A

() (E22)] e

Por fim, para essa classe de solugoes, obtemos

Fl(mkl) (r,0,2) = k1 (%7) (Cl,l sin (16) + C2,] COS (10))

(207 s
E

FM (r,0,2) = ZFH) (0, 2) (2.57)
01

onde by, 1., c1; € c2; sao constantes arbitrarias.
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2.3 Resolucao do problema de autovalores espaciais em

geometria cartesiana

Nesta secao apresentamos uma solucao analitica fechada para o pro-

blema tridimensional no caso cartesiano.

As condigoes de contorno impostas foram motivadas pelo fato de que
o sistema de equacoes que modela o problema é simétrico com respeito aos planos

r=0,y=0ez=0 (ver afirmacao (2.1)).
As condicoes de fronteira para cada variavel espacial envolvida do vetor

posicao 7 = (2,9, 2) € Qear = [0, X] x [0,Y] x [0, Z] C R? para todo t > 0 sao

e Condigoes de contorno sobre a variavel espacial x

0
%QS(O,y,z,t) =0
¢(X,y,2,t> =0

V(y,z) €[0,Y] x [0, 7] (2.58)

e Condigoes de contorno sobre a variavel espacial y

9
gz (® 028 =0 ¥ (z,2) € [0, X] x [0, Z] (2.59)

¢ (x,Y,2,t) =0
e Condicoes de contorno sobre a variavel espacial z

0
g0 (9,0, =0 V(z,y) €[0,X] x [0,Y] (2.60)

¢($7y7Z7t> :0

A definicao do operador de Laplace para geometria cartesiana permite

escrever (2.15) como

02 ’ i
0= @Fl (x,y,Z) + a_yQFl (.T,y,2> + aZQFl (l',y, Z) +
B —
N ( A@) Fi (2,9, 2) (2.61)
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Seguindo com a mesma técnica, vamos supor que existem fungoes F} :

[0,X] x[0,Y] >R eh:[0,Z] — R tais que F; (z,y, z) possa ser expressa como
£y (Q?,y,Z) :ﬁl (Q?,y) h(Z) (262>

Reorganizando a equagao (2.15), temos

0? ~ 0? ~ ~ d? B — oy
0= | ten) + i )| )+ Fuw | on) + (252 0o
b (@) + 2R (y)  Lonz) + (B52) h(z)
sy = — J - (2.63)
Fy (1'7 y) h(Z)
onde o3 independe de (z,y) e z. Portanto, caracterizamos duas equagoes
0? ~ 0? ~ ~
wﬂ (x,y)+a—y2F1 (z,y) +o3F1 (2,y) =0 (2.64)
d2 B — g9

Continuando a andlise sobre a equagao (2.64), supomos que F (x,y)

possa ser separavel como produto de duas fungoes

Fy (z,y) = f(2)g(y) (2.66)

Ao substituir essa relacao em (2.64), temos
dQ d2
0 = |43+ oas @) o) + 160) | 0t
L f @) +osf(x) _ az9W)
f@) 9(y)

aqui o4 independe de x e y. Com isso, apresentamos as duas tltimas equagoes para

= o, = (2.67)

% (2) + [o5 — 04] () = 0 (2.68)
j—;g@) ougy) =0 (2.60)

Como feito para o caso cilindrico, podemos obter as condi¢oes de con-

torno para as equagoes (2.65), (2.68) e (2.69).
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Afirmagao 2.3. Sob as condi¢oes de contorno dadas em (2.58), (2.59) e (2.60),

temos que

. %f(m —0 e f(X) =0

d

o d—yg([)) =0egY)=0;
d
. ah(O) =0eh(Z)=0.

A justificativa para essa afirmacao pode ser dada por meio de uma
adaptacao da demonstracao do terceiro item da afirmacao (2.1). Com todas as
hipdteses para solucionar o problema podemos adaptar o que foi visto para a anélise
das constantes o4, 03 e 0y no caso anterior. Logo, para a equagao (2.60), com
condigoes dadas em (2.3), o unico valor possivel de o4 para determinar solugoes nao
triviais é o4 = £7 > 0, no qual obtemos as autofuncoes

g(l) (y) = c11c08 (§a1y) (2.70)

(20— )7
2Y

onde c;; sao constantes arbitrarias e §; = sao autovalores associados com

[=1,2,--.

Seguindo com o mesmo raciocinio, as solugoes nao triviais para as (no-

vas) equagoes em (2.68) sao as autofungoes

9" (x) = o 008 (E5,0,7) (2.71)

~ . 2n—1)m .
onde ¢y ,; sao constantes arbitrarias e &3, = o sao autovalores associados
comn =1,2---. As equagoes em (2.68) s6 tém solugdes nao triviais se o3; — 04 =

&2, > 0, diante dessa relagdo, obtemos uma expressao para o3,

O30 = (%)2 + (%)2 (2.72)

Para finalizar essa analise, as solucoes nao triviais para as equagoes em

B — n ~
(2.65) s6 existem se (# - 0'37n7l> = ggm > ( e sao dadas por
h("’k’l)(z) = €31k, €08 ({2,n.k.17) (2.73)
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(2k — 1)
2Z

k=1,2,---. Portanto os valores de 09,1, sao dados por
2n—1)m\> (@2 -Dx\> [(2k—1)71\"
( 7x + % + 57 (2.74)

Por conseguinte, de acordo com as equagoes (2.11), (2.66) e (2.62) po-

onde c3,%,; sao constantes arbitrarias, e & k1 = sao autovalores com

Oonpg =B —A

demos caracterizar somente uma classe de solugoes

2n — 1 20— 1
Fl("’k’l) (2,9, 2) = by, oS <—( " )Wx) coS (—( : )Wy)

2X 2Y
(2k — 1)m
oS ( 57 ¢ (2.75)
(n,k,0) E k)
FZ (.T,y,Z) - _Fl (xayaz) (276)

01

com by, i = €1,C2.n,1C3n % CONstantes arbitrarias.

2.4 Solugao para a variavel temporal

Em toda abordagem feita até aqui podemos caracterizar duas classes de
solugdes para o caso cilindrico (o4 = 0 e 04 > 0), e uma classe de solugoes para o caso
cartesiano. Nesses dois casos determinamos autofuncoes para as variaveis espaciais
e valores para sequéncia oy, ;. Diante disso, podemos explorar as equagcoes (2.12)

e (2.16) que envolvem as fungdes temporais dos problema.

Na forma matricial as equagoes (2.12) e (2.16) sao expressas por

d Gl(t) 09 2—]15 Gl(t) 0

d ey | o B2 || @o| |o =0

Para continuar a analise sobre a solucao com respeito as fungoes da
variavel temporal, apresentaremos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 2.4. Considerando que o0s parametros nucleares sao todos positivos,

entao o discriminante da equacao caracteristica resultante da solucao do problema
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(2.77) para ambas as func¢oes G1(t) e Go(t) é sempre positivo, assim sendo essa

equacao caracteristica apresenta duas raizes reais distintas.

Dem.: 3. Apds aplicar o método da eliminacao para resolver o problema (2.77),

obtemos o sequinte operador diferencial de sequnda ordem

(di - (4 o)+l — DE) [} (2.78)

o qual obtemos a sequinte expressao para o discriminante da equagao

caracteristica

Agis = (—(H + 03))* =4 (02H — DE) = (H — 0,))* + 4DE > 0 (2.79)

Pois, D =vA >0 e E = pvY; > 0, dado que os parametros nucleares

sao todos positivos, e isso conclui o resultado.

Com essa afirmacao, podemos garantir a existéncia da solugao de fungoes
exponenciais a varidavel temporal. Resolvendo analiticamente esse sistema pelo

método da eliminagao. Obtemos as fungdes temporais G (t) e Ga(t)

Gl(t> = C10 €Xp (Alt) + C11 €Xp (A2t> (280)
Cip0 €XpP (Alt) C11 €Xp (Agt)
= 2.81
Ga(t) m( - - (2.81)
onde c¢1g € ¢11 sao constantes arbitrarias, e A; e Ay sdo definidas como
1 2
1 2

Observamos que a solugdo obtida para a fun¢ao temporal Gy(t) em

(2.81) evidencia a constante o1, a qual deveriamos estudar seus possiveis valores.

25



Entretanto como vimos anteriormente, a equagao (2.11), que relaciona as fungoes
das variaveis espaciais, apresenta um coeficiente fracionario com denominador dado
por o1. Logo, pela defini¢ao de C' (7, t) = F; (7') Ga(t) e pelas expressoes encontradas

para Fy () e Go(t), ndo precisamos estudar os possiveis valores dessa constante.

2.5 Solucgoes explicitas

Finalizaremos esse capitulo apresentando as solucoes explicitas para os
casos cilindrico e cartesiano. A partir do que ja foi abordado até o momento, nés

podemos explicitar as solugoes separando em casos as geometrias abordadas.

2.5.1 Solucao explicita para o caso cilindrico

Nesse caso, observamos uma subdivisao de classes de solugoes, primei-

ramente, considerando o4 = 0, e, depois g4 > 0.
e 0,=0

Nessa classe de solugoes, temos pelas relagbes em (2.6) as sequéncias de pares

solugdes (¢(mk); C(nk))

— o
¢(nvk) (Ta t) — (dl,nvk‘ eXp <A17n7kt) + d2,7’l/7k' eXp (A2’n7kt)) JO < R /r>
2k —1
oS (Qz) (2:84)

27
. dingexp (A pxt)  dongexp (Ao, it) p,
(n,k) _E 1,n,k €XP (LA 1,nk 2,n,k n, (_ )
C (7,t) ( Ao —H + oy — H Jo 7 r
(2k—1)=w
- 2.
cos( YA (2.85)
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e 0,>0

Para esse caso, temos pelas relagdes em (2.6), as sequéncias de pares solugoes

(¢(n,k,l) : C(n,k,l))

— a’I’L
D (7 1) = (dy g xP (A1pgst) + dops €Xp (Mg prit)) Ji < ! )

="
2k —1
(c1sin (16) + ¢, cos (19)) cos (%z) (2.86)
. ding €Xp (M pkit)  dopgiexp (Ao pit) Ol
(n,k,l) — 17 7k7l p 17 7k7l 27 7k7l p 27 7k7l 5
¢ () =E ( Aipps—H " Moy — H % ( R r)
2k —1
(c1,8in (10) + o cos (10)) cos (%z) (2.87)

Agora, observe que para essas duas classes de pares de solucoes, deve valer

(n7k) = — (n»k‘) _ % (2k — ]_) T
¢ (7,0) = ¢y " (1) = (ding + domi) Jo ( 7 r) cos (—22 z ] (2.88)

D (7,0) = 6 (1) = (dus + dznd) i ()

(¢ sin (10) + o, cos (10)) cos (%z) (2.89)

onde dy .k, dan ks dipkg € dopky Sa0 constantes nao ambas nulas. Ainda sabendo

que

(k) (7,0) = Pyk) (7,0) (2.90)
(k) (7,0) = p¢(n,k,l) (7,0) (2.91)

faremos a anédlise das condigoes iniciais apenas para (2.90), pois, para (2.91), é

analogo

E FE
—  Pl=di|P-———| =
A2,n,k’_H :| b 7k|: Al,n,k_H:|

dam = Cakdink (2.92)

d?,n,k |:

onde

C p = P (AZ,n,k - H) (Al,n,k - H) -k (A2,n,k - H) (2 93)
" E (Al,n,k - H) - P (AZ,n,k - H) (Al,n,k - H) ‘
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Usando o principio da superposicao de solugoes encontramos uma forma

fechada para a solucao do nosso problema

oo o0

¢ (1) = Z Z di,n 1 (€xp (A1 kt) + G exp (A2 pit)) Jo (%r)

n=1 k=1
oo

2k — 1) o

cos (( ) + Z Z (exp (A1 niat) + G exp (Ao rit))

n=1 k=1 I=1
Qng

' 2% — 1
J <7T> (€1m kg sin (10) 4 ¢k cos (16)) cos <%Z) (2.94)

— o N — €xp (Al,n kt) Cn k €XP (A2 n kt) (079
C(Ft) = > diniE ( - + fo— Jo (—r)

2k —1)7 e e exp (A niit)  Coprexp (Ao kit)
con (Pigg2) + L S () S e

Aok

n . 2k —1
J (aRl > (€1m k80 (10) 4 ¢k cos (16)) cos (%z) (2.95)

Determinamos as constantes envolvidas no problema, de acordo com as
condigoes iniciais. Primeiramente, para determinar as constantes d; ,; aplicamos,

sobre a expressao que representa a condicao inicial, o operador integral

— 0 / / / TJO —r cos((282Z1) >drdzd0 (2.96)

onde My s = 5 (1 + (o) (RS (am)) Z, para todo m, s € N fixos. Logo, temos

oS o[ [or(252)

n=1 1

(?%22) )dzdg}/o TJ()(O;L >J0<R )dr} (2.97)

pois
2T
/ cl,n,kz,l sin (l@) + cQ,n,k,l COS (ZQ) df = 0 (298)
0

para todo [ = 1,2,.... Isso implica

{(b() 7—3) M- 182{d1mk +Cm,k)M

/0 /OZ cos ( z) cos (%z) dzd@} (2.99)
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pela propriedade da ortogonalidade das funcgoes de Bessel de primeira espécie de

ordem 0, com respeito a fungao peso identidade. Continuando

2 21
3 o0 ()] = Myt (14 ) L2002 [
0

= N, i sMn,s = s (2.100)

Assim, obtemos as constantes dj
2 2%k — 1
Ay =M, / / (o (T° TJO ) cos ((2—th) drdzdf (2.101)

Para finalizar, devemos obter uma expressao para as outras duas sequéncias

Clnkl € Conki- Ao determinar ¢y, aplicamos em ¢ (7) o operador

Jsen| / // [-]rJu —r) sm(u@)cos(( D )drdzd@ (2.102)

portanto,

et )= 355 {0 [ [ [ (50 0 (2220

n=1k =1

(B0 o (1) MZ] [ e
(C1npysin (10) + coppqcos (160))] dO} (2.103)

2w
pois, / sin (uf) df = 0 para todo u € N. Como
0
27
0= / sin (uf) cos (16) df, para todo u,l € N (2.104)
0

2w
Ty = / sin (uf) sin (10) df, para todo u,l € N (2.105)
0
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onde ¢, é o Delta de Kroenecker. Logo

Jsen [0 (1)] = Wii {Clmv’w L+ G [ /0 o (a;zu ) & (@z,ur> dr}

n=1 k=1

o (o (255)0

_ %&Hi {Cl,n,s,u (1 +Cn,s,u)/0 rJ, (O‘]n%u ) J,, <CY2),UT) d”r’} =

n=1
Z 2
= W_Cl,m,s,u (]- + Cm,s,u) 5m,n (RJU-H (am,u)) —
2 2
m
= Z (1 + Cm,s,u) (RJU+1 (am,u>)2 ch,m,s,u (2106)
Definindo Py, 5. = % (14 Cnsu) (RJusa (Ozm,u))2 Z, obtemos
2m
Cin,kl = mnkl / / ¢0 TJ[ ) sin (l&)
2]{} — 1)
e — 2.1
cos ( 57 ) drdzdf (2.107)

Por um processo andlogo ao descrito para determinar c; , x; definimos
os valores de ¢z, 1, aplicando, sobre a expressao que representa a condi¢ao inicial,

o operador

it~ [ [ [

obtendo, assim, uma expressao para Cz

Conkl = mnkl/ //(bo TJ[ )cos(l&)

)7
cos <T drdzdf (2.109)

) cos (u#) cos (%z) drdzdf (2.108)

Com isso finalizamos o estudo da solucao analitica do sistema descrito

m (2.1), com condigoes iniciais dadas em (2.2) para o caso de geometria cilindrica.

Obtemos o par solucdo (¢ (r,0,z,t);C (r,0,z,t)) onde ¢ (r,0,2,t) é dado pela ex-
pressao (2.94), e C'(r,0,z,t) é dado pela expressao (2.95) onde as constantes ar-

bitrarias envolvidas sdo expressas em (2.101), (2.107) e (2.109).

30



2.5.2 Solucgao explicita para o caso cartesiano

O caso cartesiano apresenta uma classe de pares solugoes, a saber pelas
relagoes (2.75) e (2.76) juntamente com as expressoes (2.80) e (2.81) determinamos

as sequéncias de pares solucoes (gb(”’k’l); C’(”’k’l))

2n — 1
¢(n’k’l) (7,t) = (dingiexp (A ngit) + dopngiexp (Aanpit)) cos <%S€)

SYCEIERPNIEETIEN o

B <d1,n,k;,z exp (A1 ki) L d 1,1 €XD (AZ,n,kz,lt)>
Ny —H Nops—H

(07, (D7) (B0

CRD (7 4) =

onde dy ;€ dongy sS40 constantes nao ambas nulas (caso contrdrio terfamos a
solugdo trivial). Com a primeira equacao da condigao inicial (2.5) obtemos uma

relacao entre essas constantes, analogamente ao caso cilindrico temos que

Aam kg = Gkt kil (2.112)

onde

P(Aopps—H)(Mppy— H) — E(Noppy — H)

o 2.113
Sl E (Mg — H) = P (Mg — H) (Mg — H) ( )

Pelo principio da superposicao de solucoes conseguimos encontrar uma

forma fechada para o par solugao de (2.4) em coordenadas cartesianas

o (r,t) = Z Z Z Ayt (exp (A1 pnpit) + CGurrexp (Aongit))

s (207, (B2, (B0

o > exp (Avnpit) | Gokt©Xp (Ao npit)
C (T, t) = Z Z dl,n,k,lE < Al,n,k,l - H + A2,n,k,l - H

o (Y (P07 (=071
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As constantes dy ,x,; estdo relacionadas com a funcdo ¢g () por uma

integracao em todo o dominio. Para determiné-las definimos o operador integral

o [ e (B (2

)7
cos (T dxdydz (2.116)
XYZ (14 Cs)

d %msu:
onde B, . 3

aplicamos o operador sobre ¢ (7), e, entao,

oo o X

o (M] = B0 Z {dl,n,k,l (1 + Guk) [/OZ cos (%%

co< MZ) o] [ e (2507,
o (550 ) o] [ o (P5)

(2m —1)
cos < m Wm) dx} }
XY”Z B

_%r_rLsudlnkl(1+< )5nm5lu5ks 3

= dl,m,s,u (2117>

Portanto, obtemos uma expressao para as constantes dj , k.

st [ [ [ o (B (2510

cos (—) ) dxdydz (2.118)
27

A abordagem feita até aqui, construindo uma solugdo analitica (fe-
chada) para o problema de cinética de difusao em meio homogéneo, considerando um
grupo de energia e um grupo de precursores de neéutrons atrasados, servira de base
de comparacao para a solucao obtida por um método novo para a determinacao do
mesmo problema no caso cilindrico. Ainda vale ressaltar que neste trabalho determi-
naremos uma solucao analitica considerando mais grupos de energia e concentracao

de precursores de néutrons atrasados.
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2.6 Resultados numéricos

Nesta secao particularizamos a nossa solucao para um determinado
conjunto de parametros nucleares, além disso fixamos um cilindro de dimensoes
0<r<R=10cm, 0 < 2z < Z =10 em. Os parametros cinéticos bem como os

parametros das concentragoes de néutrons atrasados estao dispostos na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Parametros nucleares.

Parametro| Dgis v [em/s] Yo [em™H | vy [em™ | A B

[em]

0.96343 | 1.1035-107 | 1.5843-1072 | 3.3303-1072 | 0.08 | 0.0065

Fonte: Adaptada de Oliveira et al., 2007.

Nas figuras (2.1) e (2.2) representamos o fluxo (¢) como fungao do raio
do cilindro em z =4 c¢m e como fungdao de z em r =5 c¢m para diferentes valores
de tempo, assim observamos o comportamento decrescente com respeito a variavel
temporal. O mesmo comportamento observamos na figura (2.3) onde representamos
o fluxo como funcao da varidavel angular 0 < 6 < 27 para diferentes valores de

tempo, considerando r=5 cm e z=4 cm

x10° | x10®

Figura 2.1: Fluxo ¢ em z=4 cm. Figura 2.2: Fluxo ¢ em r=5 cm.
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Figura 2.3: Fluxo ¢ como funcao de 6.

Para uma melhor visualizacao desse comportamento temporal, mostra-
mos os graficos do fluxo obtidos em funcao de (r,t), (z,t) e (0,t), respectivamente
nas figuras (2.4)-(2.5)-(2.6). Consideramos z=4 cm e § = § no primeiro grafico,

r=>5cm e z=4 c¢m no segundo grafico e r=>5 c¢m e z=4 c¢m no terceiro grafico.

%107

(VRO
PRI
:\\\\\\\\\\\\\\ a

W

o
S
SREERS
Pt
SRS

SR

Figura 2.4: Fluxo em funcao de (r,t).  Figura 2.5: Fluxo em funcao de (z,t).
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Figura 2.6: Fluxo em funcao de (0,1).

Da anélise dos primeiros resultados apresentados nas figuras acima res-
saltamos o comportamento esperado do fluxo em que o méaximo encontra-se mais
proximo do centro radial do cilindro, enquanto que o fluxo é periédico e oscilatério
com respeito a variavel angular. Observa-se um comportamento exponencial decres-

cente quando avaliamos a varidvel temporal, isso é justificado pela determinagao
de

vy f
2a (1 + B 121L%“)

ey =

a10)? T\ 2 Dg; . .
onde By = (%) + <ﬁ> e L2T = 5 I Considerando os parametros nucleares

da Tabela 2.1 e Z = R = 10 ¢m, obtemos
keff ~035<1

o que nos leva a conclusdo de que o sistema é subcritico (LAMARSH, 2002), o que

esta de acordo com a solucao apresentada.

Devemos lembrar que a escala temporal da barra de controle é muito
maior do que a escala temporal da interacao dos néutrons, dessa forma, consideramos
a interface azimutal entre duas regides invariantes ao longo do tempo. O estudo
feito até este momento mostra que a estrutura da solucao determinada é valida

para qualquer um dos segmentos cilindricos, ou seja, a célula cilindrica superior z €
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[(1—k)Z,Z] ou a célula cilindrica inferior z € [0, (1 — k)Z] com 0 < k < 1. Como
mencionado, ambas as solugoes exibem invariancia sob transformagao de escala,
de modo que a escala arbitraria pode ser usada para coincidir com as solucoes na

interface z = (1 — k) Z. Sejam as solugdes nos respectivos elementos cilindricos

oM (7, 1) ,se 0 < 2 < (1 — k) Z;
= (2.119)

P (Fit),se (1-K)Z <2< 2.

entao o grau de liberdade da escala permite satisfazer

o (T 0, (1 — k) Z,t) = ¢ (r,0,(1 — k) Z,1); (2.120)
0
DUt (7, 1) = D, 26 (7.1) (2.121)

Os parametros nucleares para a simulacao numérica sao dados pela
Tabela 2.2 e para a nossa solugao obtida apresentamos alguns resultados (veja as

Figuras 2.7-2.10).

Tabela 2.2: Parametros nucleares para duas regioes

Ddif (Y Ea I/Ef A 5

Reg. 1| 0.96343 | 1.1035 x 107 | 0.015843 | 0.033303 | 0.08 | 0.0065

Reg. 2 | 0.96343 | 1.1035 x 107 | 0.115843 | 0.033303 | 0.08 | 0.0065

Nas figuras 2.11 e 2.12 mostramos, respectivamente, o fluxo escalar com
dependéncia temporal e azimutal com as projegoes sobre o plano zt, e o fluxo escalar
com dependéncia radial e azimutal com projegoes sobre o plano rz. Como estudo de
caso consideramos também a insercao de uma barra de controle até metade da altura
Z. Na Figura 2.11 é possivel observar a diminui¢ao do fluxo escalar com respeito ao

tempo para um valor inicial adotado para ¢q (7) e as condigdes de contorno em
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2z = 0ez = Z. Assim, apresentamos alguns resultados da queda da barra em
quatro posicoes diferentes em relacao ao eixo azimutal. Note-se que a insercao do
absorvedor em z = g nao é visivel como consequéncia da continuidade do fluxo
escalar na interface entre os dois elementos do cilindro. A conservacao da densidade

de corrente é mostrada na Tabela 2. A Figura 2.12 apresenta para t = 2 a projegao

no plano rz.

Figura 2.9: Fluxo considerando x = 0.6 Figura 2.10: Fluxo considerando x = 0.8

Novamente as condigoes de contorno (2.17)-(2.21) no centro e na borda
sao satisfeitas e uma linha no grafico de superficie indica a separagao entre os dois

segmentos de cilindro em z = 3 Conforme esperado a continuidade do fluxo é
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validada

11_{%(? (r,0,0.57Z +¢,t) = 11_I>Ié¢ (r,0,0.57 — €,t) (2.122)

e a densidade de corrente é conservada como mostrado na tabela 2.3 (numerica-

mente), onde alguns valores numéricos sdo mostrados em diferentes tempos para
Z
57

Z = e

STfey
e

o
O SOSSIT ATt
etes T
pasein
SSSSIOSSIS
e aae iy

Figura 2.11: O fluxo escalar com dependéncia temporal e azimutal com r = 5 e

o=1.
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Figura 2.12: O fluxo escalar com dependéncia radial e azimutal com ¢t = 2 and

h=1.

Tabela 2.3: Valores numéricos para a densidade de corrente j_"l e j_"Q, para diferentes

—Z ,_R -7
tempos e com 2 = 5, r =35 e = 7.

.;1 |z:0.5Z 52|z:0.5Z

t=1s | 8.03053522862e-07 8.03053522865e-07

t=5s | 5.83799858347e-07 5.83799858389¢-07

t = 10s || 3.91889240654e-07  3.91889240795e-07

t = 15s || 2.63064764268e-07 2.63064764463e-07
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3 SOLUCAO ANALITICA EM GEOMETRIA
CILINDRICA (CASO MULTIGRUPO)

3.1 O modelo

O objetivo dessa secao é formalizarmos por meio dedutivo a deter-
minacao (exata) da solucao para o sistema de EDP’s que modelam o problema
multigrupo de cinética de difusao de néutrons considerando um meio homogéneo em
geometria cilindrica tridimensional. Por isso, vamos considerar, para GG grupos de

energia e [ grupos de concentragoes de néutrons atrasados, o seguinte sistema

10 . (9) o < R ! d -
v—ga¢g (7’, t) = Dd“;’fV%g (r, t)—l-/zl Egg’¢g’ (7”, t)+Zl Xg)\ZCZ (7“, t) 3
5 ol = (7, 1) €Q(3.1)
5,Ci (7o) ==\Ci (7. 1) +/21 Bivg S g dg (7 1)
P

onde 1<g<G,1<i<Te

ngg’zfg’(l - ﬂ) + ng/%g; (g 7"é g,)
by

;) =

(3.2)

99 G
ngngg(l —B) = B9 — Z Ysgogs (9=9')

g9'#g

Nesse sistema vamos considerar 7 = (1,0, z) € Q = (0, R) X (—00, 00) X
(0,Z7) e o operador diferencial espacial V?[-] como o Laplaciano em coordenadas
cilindricas. Assim, iniciamos fazendo a hipé6tese (tinica) de que os fluxos podem
ser escritos como o produto de fungoes espaciais (dependentes apenas das varidveis
espaciais) por fungoes temporais (dependentes apenas da varidvel temporal). Sejam
as fungoes diferencidveis F, : Q CR* > Re fg : (0,+00) — R bem definidas para

todo 1 < g < G tais que

g (T51) = Fy (1) Ty (2). (3-3)



Reparamos que nessa hipotese estamos supondo, em um primeiro momento, fungoes
espaciais e temporais distintas para cada fluxo ¢,. Com essa hipétese podemos

concluir

Afirmacao 3.1. Supondo a decomposi¢io para cada fluxo como ¢, (7', t) = Fy () Tg(t)

com 1 < g <G, entdo, considerando o problema (3.1), podemos afirmar que

)= Gig(O)Fy (7) (3.4)

Dem.: 4. Considerando as equacgoes de balanco para os precursores de néutrons

atrasados de (3.1). Entao

o .. L 3
ECQ (7”, t) = _/\zcz (7”, t) + /Zlﬁi]/glzjtg/gbg/ (T, t)
g
:>6 aC( )+)\€)‘tC ZBV/Z /elgb (Tt)
ot = iYg' = fg g’
0
= o (MG Zﬁz’/g’zfg’F (7) X Ty (2)

G
= Ci(Ft)=> <5iyg/zfg/e&'t / NV, (t )dt> E, (7)
g'=1
Seja 9y (t) = ﬁiug/Efg/eAit/e)‘itTg/ (t)dt, e assim obtemos o resultado.

As conclusoes que podemos tirar desse resultado é que as funcoes es-
paciais definidas como fatores para os fluxos ¢, determinam uma decomposigao as

concentracoes de precursores de néutrons atrasados.

Podemos nesse momento analisar as equagoes de (3.1) para os fluxos ¢,.
Com isso, observamos que hé relacao entre as funcoes espaciais F, (), e ainda uma

maneira de determinar essas fungoes. Isso, procede conforme a seguinte afirmagao

Afirmacao 3.2. Considerando a decomposi¢do para cada fluzo ¢, (7, t) = F, (1) Tg(t)
que satisfazem as equagdes do problema (3.1), entdo podemos afirmar que para

1<g #9g<G
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1. Emistem ngy constantes reais nao nulas tal que
Fg (7) = ngg Fg (T)
2. Emiste o constante real tal que
V2[F, (7] = oF, () 1<g<G

Dem.: 5. Considerando as equagdes para os fluros ¢4 no sistema (3.1)

1 d

—Fy () 2 Ty(t) = DV Fy (M) Ty(t) + g Fy (7 +Z Sg Fy (7) Ty (£)+
g 9'#g
I
+ Z XaNiCi (7, t)
=1
A partir do resultado obtido na afirmacao 1, temos
1 d~
—F, (7) ZT,(8) = [ DEVE E, (9] + 40 Fy ()| T, 0+ Sy (71750
g
14
, G 979 (3.5)
DX Y Py () Fy (7)
=1 g'=1
Defina
~ v
E, (7) = —2— (DN [F, (M) + X, F, (7 .
() 3= gt (D2 1, (7] + Sy (1) (3.6)

e multiplique toda a equagao (3.5) por e_EQ(ﬁt, obtendo

e*FaW Ty(t) = Fy () e FaIT (¢ ng W ((7_? T (1) +
£
- m
+ZU9X ~Folt (9019 F, (F) Dig (t)>
i=1 9'#g
G
= di( Fq 'r)tT ) Z /((%) _Fq(F)tT ()+
g'#g Fo (7
I G
_F (7 Fy (") _F i~
> e g )+ S eih S e BB
i=1 g'#g g
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Cujo resultado €

~ F, ~
To(t) = v,y - é;;)ewﬁ / Ty (t)e Fs Mt i+
9'#g g
I
+) gl / Big(t)e Pt g4 (3.7)
=1
I G
Fy (7) Fye [~ By
IS Pg_(F)ng(*)t/% (e FoDtat
=1 g#g 9

Para concluir o resultado devemos analisar como sao as funcoes que en-
volvem as integrais do lado direito da igualdade de (3.7). Podemos observar que no
lado esquerdo da igualdade temos fungoes temporais (dependentes apenas da varidvel

temporal t) Tg(t). Com isso posto e usando a expansao em série das funcoes expo-

nenciais, temos

_ N _ o (ﬁg (F)t)n
Fy(t / Tyt Fongr |3
n:

n=0

/S5
_ {1—1—@1 ¢+ (B (7 t)2;+...] Ufg,(t)dt—ﬁg (f)/tfg,@)m
+(F, (F)>2 / ;TQ, (t)dit + .. }

= / Ty (t)dt + F, (7) (t / Ty (t)dt — / tfg/(t)dt) +

+ (ﬁg F))2 (2—2!/Tgl(t)dt—t/tfgl(t)dt+/;—2lfg,(t)dt) ...

= /fg/(t)dt + i <ﬁg (F))n Tng’(t)~

(ﬁg (7 t) "1, (t)dt]

—~

Analogamente ao que foi feito, podemos expressar as outras integrais como

eFo Mt / Big(t)e ot = / &ig(t)dt—i—i (ﬁg (F))ngzmg(t)dt (3.9)
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Portanto, concluimos

50— 45 o ((;,) ( / T“g,(t)dHi (%, (F))nfng/(t)> T

g'#g g

+ivgxﬁ& </<ng dt+z< f’)) Prig(t)d >+ (3.10)
+ZI: VgXgAi XG:I;‘;: (/@g dt+Z( F) ﬁm-g/(t)dt>

Como o lado direito dessa equacao deve depender apenas da varidvel

temporal para todo t > 0, temos que

Fg’ (7#)
Fy (7)

= Constante =1n,y, 1<¢ #9<G (3.11)

o que conclui o resultado para o primeiro item. Ainda, pelo fato do lado direito de

(3.10) depender de ﬁg (7), entao
ﬁg () = Constante = g, (3.12)

ou seja,

G (E—Ff’) Fy (1) =0 (.13)

Seja ¢’ # g e considera Fy () e Fy (F), entdo existem as constantes o,

e oy tais que valem

VEF, (M) = 0 Fy (7) e V2 [Fy (7)] = o Fy (7) (3.14)
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Pelo resultado obtido no primeiro item, temos que existem as constantes

reais € nao nulas ngy tais que

Ngg 0gFg () = ng/VQ [Fg (M] = V2 [ngg’Fg (M] = V2 [Fg/ (M] = oy by () =
) (3.15)

O-g’ngg’Fg (T

= ngg’Fg(F)(Ug_ag’):O = 04 =0y, 1<gd #9<G.

Assim, podemos concluir que

V2IF, (M =0F, (), 1<g<G, VFeQ. (3.16)

Finalizando a demonstracao da afirmacado.

O resultado dessa afirmacao, nos permite avancar a respeito da deter-
minac¢ao da solucao para o sistema de EDP’s, pois, podemos supor que os fluxos
e as concentragoes de precursores dependem da mesma funcao espacial. Ou seja,

podemos supor

(3.17)

Ao substituir essa decomposicao no sistema original, devemos apenas

determinar a solucao para os problemas

VF@E) =oF ()
(7,t) € Q x (0, +00) (3.18)

LG (t) = M (o) T (1),
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onde U(t) = [T1(t) Ta(t) -+ To () @1(t) pa(t) -+ @r()]", e M (o) é uma matriz
de ordem G + I, definida como

UUlDégH—En V1212 e (IPNTe UlX‘f)\l UlX({)\Z s U1X‘f)\1
Vg2l ov D(2)+2 Vg %P ANy - ax
224921 24 22 22.2G 2XoA1 UV1X1A2 V2XaAI
D 7 oD@ Ly d \ d N\ e
VGGl VG G2 ovg g t2aa VaXgA VaXgA2 Ve XGgA I
M(o)=
B2 PriveXipe o PivgXya -\ o - 0
52V12f1 B2V2Zf2 T 52VGEfG 0 —Ag e 0
BrinEs BreXyp - Brvgda 0 0 - =X

Podemos afirmar que, através da definicao das condigoes de contorno e
iniciais, conseguimos determinar uma solugao analitica (exata) quando G + I < 4.
Na préxima secao abordaremos um caso especifico, considerando G + I = 3 em

coordenadas cilindricas.

3.2 Solucgao considerando dois grupos de energia

Sejam os fluxos ¢ = ¢y (7, 1), ¢a = P2 (T,t) e a concentracao de pre-
cursores de néutrons atrasados C' = C (7, t), consideramos um problema que nao ha
espalhamento de néutrons do grupo térmico (¢ = 2) para o grupo répido (g = 1),

ou seja Yy 5 = 0 e também X} =1 = x4, x5 = 0 = x?. Assim, temos o seguinte
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problema

10
— 01 = Dfﬁ}V?aﬁl + (1= B)1Zp1 — Bar) 1 + 12X + AC

(%1 ot
L0 ) — DR + St — St (319)
s 8t 2 dif 2 s1—2@1 a2®¥2
oC
E = ﬁulZflqbl + 5V22f2¢2 - AC
o210 (0N Lo O
onde V H_Tar Tar H—i_rza@QH—i_azz[]'

As condigoes de contorno para esse problema sao dadas por

hm 2@59 (7?, t) - 0 — (,bg (R797Z7t) )

0

&Cbg (7”,9, 0>t) =0= ¢9 (T,Q,Z,t) )

bg (1,0, 2,1) = ¢y (r,0 + 27, 2, 1) ; g €{1,2} (3.20)
gbg (7?7 0) = ¢079 (F) ;

L By ;
C(r,0) = 2\ Z Vg Xrg Po.g (T)-
g'=1

Usando todo o estudo feito na se¢ao anterior, propomos que as funcoes

que representam os fluxos e a concentracao de precursores sao dadas por

bg (7 t) = F(F)T,(t); ge€{1,2}
(3.21)

C(rt) = F(r)Ts(t).

Nesse primeiro momento, determinaremos (se existir) a constante o tal

que

10 o ... 1 0? 0?
v (3P ) g (4 gaF =0k (7 (5.22)
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Considerando a técnica de separagao de varidveis supondo que F' (7)

f(r)j(0)h(z), determinamos mais trés equagoes diferenciais ordindrias

rzj—; (r) + rd%f(r) + [02 — (0 +01) 7"2} f(r)y=0 (3.23)
LI 0) =025 () =0 324
dd—;h(z) +o1h(z) =0 (3.25)

onde 07 e 09 sao constantes de separabilidade.

Por meio das condigbes de contorno propostas para ¢, em (3.20), con-

seguimos mostrar que devem valer as seguintes condicoes

lim L f(r) =0 = f (R):

r—0+ dr

d
—h(0)=0="h(Z); (3.26)
1 (0) (2);
j(0)=3(0+2m).
Ao resolver as equacoes com as condicoes de contorno acima, obtemos

solugoes nao triviais apenas quando consideramos o; > 0, 03 < 0e —(c+07) >0

(0 < 0). Assim, determinamos as autofungoes:

fra(r) = Ji (a’gr) (3.27)
Ji (0) = c1ycos(10) + coysen (10) (3.28)

he(2) = cos (W) (3.29)

para todo n,k € N* e [ € N onde ¢, co; sao constantes arbitrarias e «,,; ¢ tal que

Jy (any) =0 com n > 0.

As autofuncoes obtidas estao associadas aos autovalores

== (5 - (5) o
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Nesse momento, determinamos autofuncgoes espaciais que cumprem
V2EMED (7) = g, 1 FFD (7). Concluindo que

a%’”)[cl’l cos (10)+cq, sen (lG)]cos(%) . (3.31)

F(n,k,l) (7:‘) :Jl<

Com a determinacao das autofuncoes espaciais, devemos considerar os
nkl sistemas de EDO’s resultantes para as funcdes temporais 7. (1), Tén’k’l)(t) e

T{D (4). Definimos

A= Ung}; By = (Vlzfl (1 - B) — Oaq1 — Zslﬁ2) ; Dy = UlVQEfz (1 - 5) )

Ei=un A\ By = 09251 50; Ay = U2Dc(;3"§
Dy = —v3X09; Bs = 51/12]% D3 = 5V22f2;
By = -\

Temos a representacao em forma matricial

TmED () A0+ B D, E, TmED ()

d

| ) | = B, Ason i+ Do 0 T @) | (3.32)
T{mED () Bs Ds Es T (t)

Podemos resolver esse problema determinando os autovalores e os au-
tovetores que solucionam esse sistema de EDQO’s. A equacao caracteristica em A é

dada por

(A1onpi+B1 — A) (Ao ji+Do — A) (Es — A) + E4 By Dy —
E1B3 (AQO’ka—{—DQ — A) — DlBQ (E3 — A) = 0 (333)

Reorganizando os termos, podemos expressar a equagao caracteristica como
A +ay (n, k1) A* +ag (n,k, 1) A+ a3 (n,k,1) =0 (3.34)
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onde

ar (n, k,l) = —(A1onps + Br + Asoyp+Do + Es) (3.35)
as (n, k,l) = (A1on ks + B1) (A20n 1+ Do) + Es (A1on k) + Bi+

+ Asoppi+Ds) — E1By — D1 By (3.36)
as (n, k,l) = E1Bs(As0y1+D2)—Es (A10n g1+ Bi) (A20m 1+ Do+

+ D1ByE3 + FE1ByDs. (3.37)
Agora, observe que pelos parametros nucleares é valido que:

A = 18ay (n,k,1) ay (n, k, 1) az (n, k1) — 4a3 (n, k, 1) as (n, k1) +
+ a2 (n,k,1) a3 (n, k1) —4a3 (n, k1) — 27a3 (n, k,1) > 0 (3.38)

para todo n,k € N* e [ € N, o que nos mostra que todos os autovalores sao reais.

Para tanto, construimos os valores de A da seguinte forma

Ay = a3 (n, k1) —3ay (n, k,1) (3.39)
Ay = 2a} (n,k,1) —9a; (n, k1) ay (n, k, 1) + 27a3 (n, k, 1) (3.40)
sl Ay £ /A2 — 4A3
A, = {/ - L 0 (3.41)
2
e assim:
1 A
APRD — 2 k1) + pPA °); =0,1,2 3.42
D 3 al(nu 7)+:U’ 2+[lpA2 ) p » by ( )
1 3. 5 .
onde pu = 5 + 5 tal que i = —1. Para determinar os autovetores devemos
determinar uma base para nicleo de M — Aén’k’l)lgxg onde
Ao i+ By D, Ey
M = By Asopi+Dy 0 |
Bj D, Es
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ou seja, devemos determinar 53?’) (n,k,1), (zp)(n, k1) e S’T):(,)p)(n7 k,l) tal que

5P (n, k1)

(M — ACED T o) H57 (n,k, 1) | = Osxr (3.43)

5L (n, k1)

O que nos leva a seguinte base
S (n k1) = 1

E.B
Pn, k1) = =2

(AlankhLBl—A )(AQUnkl+D2_A(nkl)> DB,
D1532p) (n, k. 1) + B

A10n,k,z+B1—A1(on’k’l)

E, por conseguinte, as solucdes para T\ (), TS"FD (1) e TS (1)

g)gp) (TL7 kv l) = =

T (1) 5P (n, k, 1)
2
n kl
) | = 2 G SP k) (3.44)
p=
T3"H (1) 5 (n, k, 1)

Com isso, para todo n,k € N* e [ € N, conseguimos compor as solugdes para o

problema (3.19)

2k —1
(kD (7 4) = <%T>[cllcos(l0)+cﬂsen (16)]cos (M>

I 27
2
Zdnkl (n,k,1)e AGED (3.45)
b=
i ) . 2k —1
é kD) (7 t) = Jp (% >[CUCOS (10)+cz, sen (l@)]cos(( 97 )WZ)
2
Zdén,k,l)ﬁgp)(n7k7 l)eAfa"’k’”t (3.46)
p=0
(k) (= Qn,l M
C (7, 1) Jp ( R )[CllCOS (10)+c2, sen (19)]005( 57
2 (k)
Zdén,k,l)ngp)(n’ ke, et (3.47)
p=0
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(n,k,l)

onde ¢y, ca; € dp para p = 0, 1,2 sao constantes arbitrarias. Usando o principio

da superposicao das solugoes determinamos a solugao geral para o problema (3.19)

Bg (Ft) = > ¢t (7 1) + Z plnkd) (i g=1,2,  (3.48)

n,k=1 n,k,l=1

C(Ft) = Z Ck0) (7 Z cmkD (7 (3.49)

n,k=1 n,k,l=1

O) 1’ d(?’b,k‘,l) e 027ld§n7k7l)

Jky . ~
As constantes ¢ 4 c envolvidas na solucao geral do pro-
;0692 ) ) §

blema podem ser determinados aplicando operadores integrais sobre as condigoes
iniciais. Ao aplicar sobre as condigoes iniciais do problema, os seguintes operadores

definidos em
2s — )m
5(m.s:0) 1. :/ rJo (229 cos ((—z> dS} 3.50
1= [ L (St) — (3.50)

Jlmsw) 1] = /Q[-]TJU <a]n;’“ 7") sen (uf) cos <%z) dQ (3.51)

Jlmsu) [] = /Q[-]rJu <az’“ r) cos (uf) cos (%z) dQ (3.52)

podemos determinar, por meio da propriedade da ortogonalidade das autofuncoes
espaciais e da solucao de sistemas de equacoes lineares algébricas, as constantes

envolvidas na representacao da solucao

1 ld n,k,l)
—1
Clegn’k’l) = mgr,,k,g
e ld(n k)
- - (=) -
50, k1) 900, k1) 550, k1) 30D [60.1]
5, k1) 95, k1) 550, k1) 30D (60 o]
5.k, ) 98k, 58k 1) ||~ (B3 [0a D53 [0 |

52



(n7k7l)

)

k) | =mY
(&) ldgn ) - mn,k,l

5

(n7k7l)
CQ,ldQ

_ (=1 - -

50, k1) 900, k1) 5P 0, k1) 30D [60.4]

A n, k1) 5 n, k1) 50, k1) 3D (60 2]

5.k, ) 98k, 58k 1) ||~ (B [0a DI (0] |
onde

7Z (RJy ()’

, sel=0
m, ., = 2 (3.53)
o 7Z (RJz1 ()’
1111 ) sel>0

Com isso, obtemos uma solu¢do exata (analitica) para o problema de cinética de
difusao de neéutrons dependente apenas dos parametros nucleares e das condicoes de

contorno.

3.3 Resultados numéricos

Nessa segao apresentamos resultados numéricos apds aplicar o estudo
da teoria feito até o momento. Para tanto, consideraremos os seguintes parametros

nucleares
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Tabela 3.1: Parametros para as equagoes de cinética de difusao.

Parametro D, Vg Yag Ysg =g | VgXfg

[em] | [em/s] | [em™] | [em™1] | [em™!]

Grupo 1 (g =1) 1.0 107 0.02 0.01 0.005

Grupo 2 (g =2) 0.5 3-105 | 0.08 0 0.099

Fonte: Adaptada de Nagaya e Kobayashi, 1995.

Além disso, consideraremos 5 = 0.0065 e A = 0.08. A aplicacao foi feita
para um cilindro de R=10 ¢m e Z=10 em. Nas figuras (3.1) e (3.2) apresentamos
o comportamento gréfico dos fluxos rapido (¢ (7)) e térmico (¢9 (7)) com relacao a

T
variacao temporal para diferentes valores de r e considerando 6 = 18%= 5

%107

0.03 T T T T T 25

Rl

¢ (v

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
t [s] t [s]

Figura 3.1: Fluxo ¢; como fungao de ¢t. Figura 3.2: Fluxo ¢, como funcao de t.

Observamos o comportamento exponencial previsto pelas fungoes tem-
porais encontradas. Além disso, podemos verificar que o fluxo rapido é maior do

que o fluxo térmico. Como visto pela teoria apresentada, validamos por meio da
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figura (3.3), um comportamento similar ao da concentracao de precursores (C (7))

com respeito aos fluxos rapido e térmico.

0.04

~—~0.03
=
w3

&1=0.02
-

~—

O 0.01

0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.3: Concentragao C' como funcao de t.

Nas figuras (3.4) e (3.5) observamos o comportamento grafico decres-
cente dos fluxos com respeito a variavel radial 0 < r < R para diferentes valores
de t. O comportamento esta de acordo com o que propusemos nas condicoes de

contorno para a variavel radial.

%10

ki<

oo (7

Figura 3.4: Fluxo ¢; como fun¢ao de r. Figura 3.5: Fluxo ¢, como funcao de r.

Podemos analisar nas figuras (3.6), (3.7) e (3.8) o comportamento periddico
dos fluxos e da concentracao de precursores considerando a variavel angular 6, o que

vai ao encontro da condigao suposta para essa variavel com respeito a periodicidade.
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o ' | v ——~ v
Lt et 12
0.0157 —t—r=]s
= —t—(=]s ~ 10y —=1=10s 1
= —=t=10s e 4 ~emimals
<0.01f —=t=20s] | o
10 S
R PP R B e e e
5 6
0.005 4L
2 ‘
0 0 5 10 15
0 5 10 15 0 [rad)
0 [rad|

Figura 3.6: Fluxo ¢; como funcao de 6. Figura 3.7: Fluxo ¢, como funcao de 6.

0.025

0.02 /‘\/“\

e
= 0.015}

) 0.0 fpat ™ et

0.005

0 5 10 15
0 [rad]

Figura 3.8: Concentracao C' como funcao de t.

Além disso, podemos verificar que conforme o valor de ¢ aumenta, o
comportamento angular tende a ficar uniforme. Para uma melhor visualizagao,
apresentamos nas figuras (3.9) e (3.10) o comportamento grafico do fluxo répido e
da concentragao de precursores de néutrons atrasados como funcao do tempo e da
variavel azimutal. Observamos no grafico do fluxo a simetria com respeito a variavel

azimutal, fato estudado no capitulo 2.
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0.022
0.02

0.018
0.016
0.014
0.012
0.01

0.008
0.006
0.004

0.002

0.025
— 0.02
i
% 0.015
o5
L 001

0.005

0.025

0.015

0.005

Figura 3.9:Fluxo ¢ como funcéo de (z,¢). Figura 3.10: C'como fungao de (z,t).

Por fim, podemos perceber pela figura (3.11) a variagao do fluxo rapido

com respeito a variavel angular na medida em que ¢ cresce.

%107
16
0.015 14
= 12
w o 0.01
=~
s 10
& 0.005 .
0 6
4
2

Figura 3.11: Fluxo ¢; como fungao de (6,1).

No préximo capitulo descreveremos um método para solucinarmos o
problema de cinética espacial em geometria cilindrica, usando o espectro obtido
para o mesmo problema em geometria cartesiana, dando énfase para duas dimensoes

espaciais.
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4 CONCLUSOES

No presente trabalho determinamos uma solucao analitica para a equagao
de cinética espacial de néutrons considerando um conjunto de trés problemas, sendo
o primeiro respectivo aos néutrons monoenergéticos com um grupo de concentragao
de néutrons atrasados em geometria cilindrica. Dessa forma, a solucao ¢é analitica
na medida em que nenhuma aproximagao ¢ feita ao longo da derivacao da solugao.
Especificamente, a solugao para esse problema foi desenvolvida pelo uso da técnica
de separacao de variaveis, a qual também foi aplicada a um cenario com duas células
cilindricas homogeneizadas adjacentes com diferentes parametros nucleares em cada
secao. A escolha do conjunto de parametros foi para imitar a inser¢cao de uma barra
de controle, e como resultado, apresentamos o fluxo escalar com dependéncia espa-
cial e temporal. Para ilustrar, apontamos uma simulagao numérica, inicialmente,
para a solucao, considerando um meio homogéneo e, posteriormente, para a con-
figuragao levando em conta as duas células cilindricas adjacentes. Para esse fim,
todas as possiveis constantes de separacao foram analisadas, com finalidade de com-
por o espectro mais geral que faz sentido do ponto de vista fisico. Considerando a
heterogeneidade do dominio, os resultados encontrados estao de acordo com o que

foi esperado para tal cenario, ou seja quando o meio absorvente é inserido.

Uma das peculiaridades do presente problema é que condigoes iniciais
e de contorno mantém a invariancia de escala da solucao do problema de cinética
espacial. Este grau de liberdade de escala permite construir a solucao de cada célula
cilindrica homogénea, utilizando a mesma estrutura funcional, cuja a diferenca na
solugao provém do fato de que o espectro para cada célula é distinto devido as dife-
rencas nas suas propriedades fisicas, ou seja diferencas no conjunto de parametros.
Por outras palavras, utilizando os espectros apropriados, determinados a partir do
conjunto de parametros nucleares juntamente com a invariancia de escala, nos per-

mite fixar escalas de modo a obter uma solucao global. Ao passo que a continuidade

o8



do fluxo escalar esteja simplesmente ajustando a magnitude do fluxo, o segundo
grau de liberdade vem do fato de que embora a estrutura das funcoes de base seja
a mesma, uma escala espectral tipica é diferente, e portanto nao existe ortogonali-
dade entre as autofuncgoes utilizadas na célula 1 e na célula 2, respectivamente. De
fato, a densidade de corrente depende, além da magnitude do fluxo, de uma escala
tipica que define o espectro, de modo que a fixacao dessas escalas implica a conti-
nuidade do fluxo escalar por meio da borda celular e ainda estabelece a conservagao
na densidade de corrente. Vale ressaltar que o acoplamento na interface nao aparece
explicitamente no formalismo estabelecido, mas é conseguido por estiramento ou

contracao das escalas acima mencionadas.

Uma das grandes preocupagoes na determinacgao da solugao para o pro-
blema de cinética de difusao de néutrons é utilizar um método, que em principio,
permite derivar uma solucao exata. A presente abordagem é um primeiro passo para
obter uma solucao analitica para o sistema de equagoes que modelam o problema
de cinética 3-D em geometria cilindrica considerando também o modelo multigrupo

com dois grupos de energia e com seis grupos de precursores de néutrons atrasados.

Nos capitulos 2 e 3 desse trabalho, concluimos uma solucao analitica
sem recorrer a métodos numéricos. A solucao é analitica no sentido que nenhuma
aproximacao € feita na sua derivagao, sendo os coeficientes da série que a repre-
senta, calculados pela propriedade da ortogonalidade das autofuncoes envolvidas,
eliminando desse modo, a necessidade de truncamento. Assim, toda solucao obtida
depende apenas dos parametros nucleares envolvidos no modelo e das condigoes ini-
ciais e de fronteira. A férmula encontrada para a solucao do problema de cinética
considerado é apropriada para cédigos e implementacao de computacao simbdlica,
visto que s6 depende dos parametros nucleares do problema. Para efetuar o cédlculo
dos fluxos e da concentracao de precursores, as séries foram truncadas apropria-
damente, levando em consideracao a parte do espectro que produz a solugao com

precisao desejada. Cumpre ressaltar que essa representacao encontrada para o mo-
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delo multigrupo é exata quando consideramos G + I < 4 devido a garantia da
existéncia de uma solucdo exata para a equagao caracteristica (polinomial). Devido
a analiticidade, podemos calcular os fluxos escalares bem como as concentracoes de

precursores em qualquer ponto no interior do cilindro e em qualquer tempo.

Devido a dificuldade encontrada na determinacao dos autovalores, que
sao caracterizados com os zeros das funcoes de Bessel, relacionados as autofuncoes
radiais (ndo sdo igualmente espacados), apresentamos no capitulo 4 um método
que permite contornar o problema. Determinamos a solugao do problema cilindrico
usando as autofungoes espaciais que solucionam o problema em geometria cartesiana,
conseguimos, pelo método proposto nessa pesquisa, determinar a solugao para o
problema multigrupo (dois grupos de energia e seis grupos de precursores de néutrons

atrasados) com uma representacdo analitica para a solugao.

Cumpre finalmente observar que pelo Teorema de Cauchy-Kowalesky
esse problema tem solucao e é tunica. Estamos cientes do fato de que a solugao
estaria completa provando a convergéncia (além da existéncia e da unicidade) do
método abordado, mas apesar de determinarmos a solug¢ao com espectro completo,
nao abordamos o critério que relaciona a precisao da solugao com o truncamento do
espectro. Focamos nossa atencao na generalizagao dessa solugao analitica ao modelo
multigrupo em um meio heterogéneo, o qual nao podemos aplicar os métodos usados
neste trabalho para tentar soluciona-lo por se tratar de um problema em que os
parametros nucleares nao sao constantes. Essas questoes em aberto serao abordadas

em trabalhos futuros.
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