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Resumo

Sistemas nado-lineares podem apresentar um comportamento periddico, no qual o
ponto de equilibrio no diagrama de fase, quando se plota uma varidvel de estado versus
outra variavel de estado, é substituido por uma drbita circular, denominada ciclo limite. A
estimacdo de parametros desses sistemas ndo é uma tarefa simples, devido a nao
convexidade do problema de otimizagdo. A fim de estimar parametros em tais modelos,
este trabalho propde um método que quantifica o comportamento oscilatério do sistema
em funcdo do valor dos parametros, adicionando essa informagdo, na forma de uma
penalidade a funcdo objetivo do problema de otimizacdo associado reduzindo a nao
convexidade do problema, conduzindo o modelo a produzir o comportamento oscilatdrio.
Para avaliar a metodologia, primeiramente foi estudado o modelo de JObses et al. (1986),
onde foi comparada metodologia proposta com abordagens disponiveis na literatura. A
metodologia proposta também foi aplicada a modelos relativos a producao de petrdleo
offshore, onde foram considerados: o modelo simplificado de Meglio et al. (2009), com trés
estados dinamicos, representando apenas a regido do sistema pipeline/riser, o modelo
estendido de Diehl et al. (2017), com seis estados dindmicos, representando a dindmica das
regides anular/tubing e pipeline/riser e, por fim, a aplicagdo real, onde foram estimados os
parametros desse ultimo modelo com os dados de planta de producdo offshore de uma
plataforma de petréleo nacional. Os resultados mostraram que o método proposto foi
capaz de garantir o comportamento oscilatdrio, diferentemente das outras abordagens,
reduzindo a ndo convexidade do problema de estimacdo e forcando o comportamento
dinamico do sistema a produzir o ciclo limite, mesmo quando a otimizacdo fosse inicializada
a partir de valores fora da regido de ciclo limite.






Abstract

Non-linear systems may present a periodic behavior, where the phase diagram
equilibrium point, obtained by plotting a state variable versus another state variable, is
replaced by a circular orbit called limit cycle. The parameters estimation in these systems
is not an easy task due to the non-convexity of the optimization problem. In order to
estimate parameters in these models, this work proposes a method that quantifies the
system oscillatory behavior in function of the parameters values, adding this information
in the form of a penality to the objective function of the associated optimization problem,
reducing the non-convexity and leading the model to produce an oscillatory behavior.
Firstly, to evaluate the methodology, it was studied the Jobses et al. (1986) model, where
the proposed methodology was compared to the approaches available in the literature.
The methodology was also applied to models related to offshore oil production, where it
was considered: the simplified Meglio et al. (2009) model, with three dynamical states,
representing only the pipeline/riser region, the Diehl et al. (2017) extended model, with
six dynamical states, representing the dynamics of the anular/tubing and pipeline/riser
region and, lastly, to a real application, where the parameters were estimated with the
Diehl et al. (2017) model using real data obtained from a national oil plataform. The results
showed that the proposed approach was able to ensure the oscillatory behavior, differently
of other approaches, reducing the non-convexity of the estimation problem and forcing the
dynamical behavior of the system to produce the limit cycle, even when the optimization
was initializated with values outside the region of the limit cycle.
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Capitulo 1 - Introducao

1.1 Motivagao

Muitos processos dindmicos sdo suscetiveis a presenca de comportamento oscilatério
devido ao ciclo limite, o qual é uma trajetdria fechada no plano de fase onde ao menos uma
trajetoria espira dentro dela enquanto o tempo se aproxima do infinito. Um exemplo
cldssico de sistema com ciclo limite consiste no modelo de Lotka-Volterra, que descreve a
dinamica de sistemas bioldgicos quando duas espécies interagem: é o caso do predador-
presa, onde o predador e a presa estao continuamente se sobrepondo. Muitos trabalhos
reportam a presenca de ciclos limites em processos de fermentacao, conforme Wang et al.
(2014), Daugulis et al. (1997), McLellan et al. (1999) e J6bses et al. (1986). Da mesma forma,
Zamamiri et al. (2001) e Zhang & Henson (2001) abordaram uma analise de multiplicidade
e estabilidade de microorganismos em culturas continuas. Em reatores quimicos, Ourique
et al. (2002) mostram que dependendo das condi¢Ges de operacao, é possivel que se tenha
multiplos estados estacionarios e solugdes oscilatdrias.

Na producdo de petrdleo é comum a existéncia de um fendbmeno denominado golfada,
o qual é proveniente do regime de escoamento multifasico, sendo caracterizado pelo fluxo
intermitente de liquido seguido de ondas de gds. Segundo Filho (2011), existem diversos
mecanismos fisicos que geram as golfadas, sendo o mais relevante, o causado devido a
inflexdo das tubulagcbes de transporte. As golfadas ocasionam grandes oscilacdes de
pressdo no sistema afetando diretamente a produtividade, a vida util e a seguranca das
instalacGes. Pequenas perturbacdes do sistema podem causar uma mudanca dréstica de
comportamento do fluxo, levando-a a ocorréncia de golfadas, que sdo um sistema com
ciclo limite. Meglio et al. (2009) confirma esta hipdtese utilizando o critério Poincaré-
Bendixson (KHALIL, 2002). Um exemplo onde a identificacdo de um modelo com ciclo limite
é importante, é na producdo de petréleo em sistemas de producao offshore, onde se utiliza
o controle NMPC (GEREVINI et al., 2016).

A escolha por se operar em uma regido instavel, ou seja, onde o comportamento é
oscilatorio, pode ser vantajosa uma vez que é possivel que a maxima produgdo nesse ponto
de operacdo quando comparado a uma regiao estavel. Gerevini (2017) discute a relacdo da
abertura da valvula choke de producdo em relacdo a producdo de petrdleo na Figura 1.1,
onde é mostrado que quando se opera no regime das golfadas (ou com oscila¢des), se tem
a maxima producdo de petréleo e retorno financeiro. Enquanto isso, na operacao em malha
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aberta em uma regidao estavel, por conhecimento empirico e intuicdo das equipes de
operacao, se tem uma menor producao de petréleo.
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Figura 1.1: Relacdo entre as regides de operacao na producdo de petréleo em relacado a
maxima producgao, retorno financeiro e valor presente. Adaptado de Gerevini (2017).

A identificacdo de sistemas dindmicos ndo-lineares possui grandes demandas na
industria de processos, especialmente nas areas de controle e otimizacdo. O principal
objetivo da identificagdo do sistema dinamico é construir um modelo a partir das
observa¢Oes experimentais que reproduza a dindamica desses sistemas tdo fielmente
quanto possivel. Para Qiao & Han (2012), em muitas situagdes prdticas, no entanto, é
praticamente invidvel obter modelos matematicos precisos do sistema devido a falta de
conhecimento de alguns parametros. Dessa forma, a estimagdo dos parametros é uma
etapa fundamental para obtencao de modelos com capacidade preditiva. Em sistemas com
ciclo limite, a estimac¢ao de parametros é um problema mais complexo, quando comparado
aos sistemas com comportamento dinamico estavel convencional. Isso porque a
instabilidade destes sistemas tende a atrapalhar a convergéncia do problema de otimizacao
associado a estimacao.

A estimac¢do de parametros em modelos com ciclo limite é um tdpico que vém sendo
frequentemente abordados na literatura. Dentre os métodos existentes, destacam-se os
trabalhos de Guckenheimer et al. (1997), que foram aprimorados por Meerbergen &
Spence (2010) e Elman et al. (2012), além das abordagens propostas por Cedersund &
Knudsen (2005), Hynne et al. (1993) e Hynne et al. (2001) e Govaerts (2000), que descreve
a abordagem mais difundida para detecc¢do do ponto critico do ciclo limite, a bifurcacdo
Hopf. Nos trabalhos mencionados a maior dificuldade é a complexidade de implementacao
dessas metodologias, o que as torna, muitas vezes, invidveis de serem aplicadas,
dependendo do tamanho do modelo associado. Além disso, muitos deles exigem que
modificacGes algébricas nos modelos sejam realizadas, as quais nem sempre sdo facilmente
detectaveis.

Com base no que foi descrito, este trabalho propée uma metodologia de estimacdo de
parametros para modelos com ciclo limite simples de ser implementada e sem a
necessidade de modificacdes algébricas no modelo. A ideia consiste em se utilizar um
critério para detectar a presenca de ciclos limite, incluindo-o na forma de penalizacdo da
funcdo objetivo. Os modelos que serdo empregados nesta dissertacdo sao tipo caixa cinza,
ou seja, sao construidos sob fundamentos fisicos com parametros estimados a partir dos
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dados experimentais medidos. Segundo Romijn et al. (2008), esse modelo em caixa cinza é
um sistema combinando mecanistica (leis fisicas e quimicas) e componentes caixa preta
(empirico), onde a principal ideia é minimizar a extra experimentagao e pesquisa. Embora
seja mais dificil de construir, esses sistemas podem levar a modelos melhores quando
comparados a identificacdo caixa branca e caixa preta (KROLL, 2000), combinando as
vantagens desses dois Ultimos principalmente para sistemas em que o comportamento
ndo-linear precisa ser adequadamente capturado, como nos caso dos sistemas com ciclo
limite.

1.2 Objetivos do trabalho

O principal objetivo deste trabalho é desenvolver uma metodologia simples que facilite
a estimacdo de pardmetros em modelos com ciclo limite, tendo como objetivos
secundarios a aplicagdo em:

e estudos de casos representativos encontrados na literatura, como o modelo de
JOobses et al. (1986), que descreve a produc¢do de etanol com Zymmona mobilis e o
modelo de Meglio et al. (2009), que representa o regime de fluxo das golfadas em
tubos verticais, e

e um sistema real utilizando um modelo para producdo offshore em um pogo de
petréleo de uma empresa nacional que possui o fendmeno das golfadas.

1.3 Estrutura da dissertagao

Neste capitulo foi realizada uma apresentacdo geral deste trabalho, onde sdo
abordadas as principais motivacdes e objetivos para o desenvolvimento desta pesquisa.

O capitulo 2 apresenta a revisdo bibliografica que visa solidificar conceitos importantes
para o entendimento do trabalho.

A metodologia proposta nesta dissertacdo é descrita no capitulo 3 sendo aplicada no
capitulo 4 no estudo de caso simulado empregando o modelo de J6bses et al. (1986).

O capitulo 5 é aplicado na producao de petréleo offshore onde a metodologia proposta
foi aplicada no modelo simplificado de Meglio et al. (2009), no modelo estendido de Diehl
etal. (2017) e na aplicacdo real, onde foram estimados os parametros desse ultimo modelo
com os dados de planta de producdo offshore de uma plataforma de petrdleo nacional.

Ja o capitulo 6 apresenta as conclusdes finais e sugestdes de trabalhos futuros.



Capitulo 2 — Revisao Bibiliografica

Este capitulo é constituido por uma revisdao bibliografica dos principais assuntos
necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Inicialmente sdo abordados os
fundamentos da teoria e conceitos de bifurcacdo e, por conseguinte, conceitos sobre
andlise do plano de fase para o entendimento do ciclo limite. Na sequéncia é feita uma
revisdo sobre o ciclo limite e o ponto Hopf e, por Ultimo, é realizado um levantamento
sobre os principais métodos existentes para a detec¢do da bifurcacao Hopf.

2.1 Bifurcagao

O conceito de bifurcagao foi introduzido em 1880 pelo francés Poincaré, sendo definido
como uma mudanca da dinamica do sistema, sendo ela qualitativa ou quantitativa no plano
de fase de um sistema dinamico, decorrente da variacao de algum parametro de controle.
Assim, em um sistema de equacdes diferenciais, uma bifurcacdo no estado estacionario
acontece se ha alteragdes no numero de solucdes estaciondrias ou na estabilidade do
sistema (BEQUETTE, 1998). Ou seja, quando um determinado parametro do modelo
atravessa um valor critico, chamado de ponto de bifurcagdo(4). Em outras palavras,
segundo Bequette (1998), supondo um sistema continuo que apresente determinada
propriedade (como, por exemplo, o nimero de solug¢des de equilibrio ou sua estabilidade)
invariante para determinado parametro A em um intervalo aberto (a,b), mas essa
propriedade ndo se mantém para nenhum intervalo maior. Entdo os pontos a e b sao
chamados de pontos de bifurcacao.

O diagrama de bifurcacdo é uma importante ferramenta para o estudo do
comportamento dindmico de um sistema e consiste em avaliar graficamente a relacdo
entre um determinado parametro (1) e os pontos de equilibrio, também denominados
solucdes estaciondrias do sistema, os quais estdo associados a uma varidvel de estado.
Esses diagramas sdo gerados a partir da andlise da resposta do sistema a partir da variacdo
de um parametro, onde regides estaveis sao representadas por linhas continuas e regides
instdveis por linhas pontilhadas. Cada uma destas regibes é denominada ramo. Os
autovalores da Jacobiana do sistema estdo diretamente associados com o plano de fase,
onde pontos estaveis (parte real negativa) sdo atratores e pontos instaveis (parte real
positiva) sdo repulsores de solu¢ées. O surgimento de autovalores complexos conjugados
€ a causa da ocorréncia do ciclo limite.
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O fenbmeno da bifurcagao acontece em modelos nao-lineares, uma vez que nestes
sistemas as saidas ndo sdo diretamente proporcionais as entradas, ou a mudang¢a em uma
varidvel ndo produz uma mudanca proporcional na variavel relacionada. Ou seja, os valores
das saidas do sistema ndo sdo proporcionais aos valores em tempos préximos (WILLIAMS,
1997). Nesses sistemas, analises baseadas em simulacdo dinamica podem ser incapazes de
captar comportamentos caracteristicos relevantes. Assim, andlises da dindmica ndo-linear
sdo necessdrias para sistemas complexos como reatores quimicos e biorreatores
(BEQUETTE, 1998). Portanto, uma das técnicas mais importantes no estudo de sistemas
ndo-lineares é a analise dos diagramas de fase. Através dessa técnica é possivel caracterizar
comportamentos como o efeito das condicBes iniciais e da estabilidade de solucdes
estacionarias.

Nos ultimos 50 anos, o fendmeno de multiplicidade e solu¢des para um dado ponto de
operacao foi estudado de forma generalizada em pesquisas da engenharia quimica e
bioldgica e em particular, em reagdes quimicas/biolédgicas. O fascinio por esse fenémeno
tem sido amplamente difundido na literatura em sistemas como muitos trabalhos
reportam a presenga de oscilagdes principalmente em processos de fermentagao
(DAUGULIS; MCLELLAN; LI, 1997; JOBSES et al., 1986; MCLELLAN; DAUGULIS; LI, 1999;
WANG et al., 2014), reatores quimicos (OURIQUE; BISCAIA; PINTO, 2002) e na produgdo de
petréleo (DIEHL et al., 2017, MEGLIO; KAASA; PETIT, 2009). Parte da literatura de
matemadtica aplicada também estuda esse fenbmeno, mas de forma mais geral e em termos
mais abstratos sob o nome de “teoria de bifurcacdo” (ELNASHAIE; UHLIG, 2007).

Embora a literatura seja rica em investigacGes tedricas de bifurcacdo e em laboratérios
experimentais para verificacdo, ainda é pouco extensa no que diz respeito a esse fenébmeno
em sistemas industriais. Segundo Elnashaie & Uhlig (2007), apenas alguns trabalhos foram
publicados que abordam a questdo em relagcdo a quando a multiplicidade de estados
estaciondrios ou mudancga de dinamica do sistema é importante industrialmente. Ainda,
segundo o mesmo autor, a filosofia industrial tenta evitar regides problematicas de
operacao e parametros de projeto que sdo caracterizados por instabilidades, uma vez que
nestes casos o controle do sistema pode ser dificil. Essa filosofia conservativa era
justificdvel antes dos grandes avancos das ultimas décadas em relacdo a modelagem e
simulacdo de modelos, além dos avancos no ramo de tecnologia da informacdo e no
desenvolvimento de sensores e atuadores, os quais viabilizam a exploragao das vantagens
de se operarem regides de multiplicidade de solu¢gdes ou mudanca de comportamento
dinamico.

Em sistemas continuos de primeira ordem, tem-se os trés tipos de bifurcacdo mais
tradicionais: ponto limite, transcritica e forquilha. Essas possuem uma caracteristica em
comum, que é a mudanca de estabilidade em suas solu¢bes estaciondrias de um ramo
estavel para um ramo instavel. Ja o que as diferencia sdo as possiveis configuracdes, tal
como a existéncia de mais de um ramo de solucdes estacionarias (multiplicidade de
solucdes), para diversos parametros de controle. Esses tipos de bifurcacdo tradicionais sdo
descritos no Apéndice A. As bifurcacdes citadas consistem de solugdes estacionarias (y =
0=f(y,A)), enquanto fendbmenos com movimento podem ser representados por
oscilacdes regulares, onde se tem ciclos limites no plano de fase, enquanto que as demais
sdo apenas pontos no mesmo grafico. Dentre os diferentes tipos de bifurcacdo
mencionados, o enfoque deste trabalho é a bifurcacdo Hopf, que é o ponto critico do ciclo
limite, a qual é descrita mais detalhadamente no item 2.3, sendo que no item 2.2 é
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apresentado o conceito do plano de fase e o ciclo limite, necessario para o seu
entendimento.

2.2 Analise do plano de fase e o ciclo limite

A analise do plano de fase consiste em graficar curvas de uma varidvel de estado versus
outra varidvel de estado, onde cada curva é baseada em uma condigao inicial. Esse tipo de
anadlise é uma das técnicas mais importantes para estudar o comportamento de sistemas
nao-lineares, ja que frequentemente nao se tem solugdes analiticas para um sistema nao-
linear. Os padrdes de planos de fase mais comuns sdo: o no, a sela, o foco e o ciclo limite,
gue sao classificados desta forma devido ao comportamento de seus autovalores. Neste
caso é analisado profundamente apenas o ultimo tipo, tendo em vista que ele estd
associado ao objetivo principal deste trabalho, sendo que os demais padrdes de planos de
fase sdo descritos no Apéndice A.

Segundo Seydel (2010), um ciclo limite é uma solucdo peridédica (érbita periddica) que
acontece apenas para modelos ndo-lineares. Nesse caso, depois que um certo periodo de
tempo T é transcorrido, os valores da solu¢ao y de uma o6rbita periddica sdo os mesmos.

y(t+T)=y() (2.1)

O minimo valor de T > 0 que satisfaz essa equacdo é denominado periodo.
Considerando o surgimento do ciclo limite no exemplo da produgao de petréleo (GEREVINI,
2017) na Figura 2.1, sabe-se que neste caso o ponto de equilibrio do diagrama de fase é
substituido por uma érbita circular. Ou seja, para o caso onde se tem oscila¢des, o diagrama
de fase converge para o ciclo limite (terceiro ciclo) ao invés de um ponto (primeiro e
segundo ciclo).
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Figura 2.1: Surgimento do ciclo limite na producdo de petréleo em grafico de a) variavel
de saida versus tempo e b) analise de plano de fase de variavel de saida versus outra
variavel de saida e entrada. Adaptado de Gerevini (2017).

Nesse caso, percebe-se que o diametro da espiral no plano de fase aumenta com o
tempo, enquanto a amplitude da oscilacdo aumenta. Portanto, os ciclos limites
representam movimentos regulares e ndo sdo necessariamente uma Oorbita fechada.
Exemplos sdo impulsos nervosos, correntes elétricas em circuitos elétricos, dentre outros.
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2.3 A bifurcagcao Hopf

A bifurcacdo Hopf conecta um ramo de equilibrio com um ramo de oscilagbes
(movimento periddico), conforme apresentado na Figura 2.2 para o exemplo da produgao
de petrdleo.
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Figura 2.2: Transicdo de solugdes estacionarias para periddicas exibida em um a)
diagrama de bifurcacdo e em b) grafico da saida versus o tempo para a producdo de
petréleo. Adaptado de Gerevini (2017).

Nos diagramas de bifurcacdo se tem representacgées graficas da relacdo entre os valores
do pardmetro de bifurcacdo em relacdo ao comportamento do sistema no qual o
parametro é medido. Neste caso, considera-se que cada valor do parametro de bifurcacdo
é correspondente a medida da varidvel de estado no estacionario. No diagrama da Figura
2.2 observa-se que quando ocorre a birfucacdo Hopf, ou seja, a transicdo das solucdes
estaciondrias para as oscilatérias, o ramo de equilibrio é substituido por trés novos ramos:
a amplitude maxima (linha verde), minima (linha vermelha) e o ponto de equilibrio (linha
azul) das oscilacoes. Considerando um sistema de equacdes onde existe bifurcacdo Hopf
(SEYDEL, 2010):

Y1 ==y +y1(A—y{ —¥3) (2.2)
Y2 =J’1+3’2(A_Y12 _yZZ) (2.3)
a Unica solugdo estaciondria para o parametroA éy;, =y, = 0.

Os autovalores que advém do determinante da matriz Jacobiana associada a
linearizacdo do modelo, devem possuir necessariamente parte imagindria naforma a + if8
para ser bifurcacao Hopf. Neste caso, o equilibrio é estavel para a < 0 e instavel para a >
0, ou seja, existe uma perda de estabilidade em a = 0, mas ndo se tem mudanca de
estabilidade dentro do espaco de equilibrio. Na Figura 2.3, variando A, as drbitas formam
um ramo o qual se mescla A = 0 com o ramo de equilibrio. Nesse caso, perturbacdes no
sistema induzem a formacao de diferentes drbitas fechadas.
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Figura 2.3: Geracdo dos ciclos limitesem A = 0 (plano de fase dependente do
parametro). Adaptado de Seydel (2010).

No exemplo, em A = 0 existe uma mudanca de estabilidade do equilibrio estavel para
ciclo limite estavel. O ciclo limite cerca o equilibrio instdvel. A Figura 2.4 ilustra como o
comportamento temporal da varidvel de estado muda com o parametro de bifurcacao.
Apenas estados estdveis sdo mostrados. A figura deixa evidente o aumento da amplitude
das orbitas periddicas com a variagdo do parametro. Neste exemplo, a Jacobiana avaliada
no ponto Hopf possui um par de autovalores imaginarios.

variavel de estado

tempo
parametro (4)

Figura 2.4: Geracao de ciclos climites no ponto Hopf; dependéncia do tempo e do
parametro. Adaptado de Seydel (2010).

O Teorema de Hopf (1942) apresenta trés condi¢cdes que devem ser satisfeitas para se
ter a bifurcacdo Hopf, conforme a seguir:

(D fo, 20) =0;

(2) % (¥0, Ao) possui um simples par de autovalores imaginarios u(1y) = +if8 e nenhum

autovalor com parte real zero;
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3) d(Reu( /10)) £ 0

( dA

A origem dos ciclos limites ocorre em (y,, Ay). O periodo inicial (oscilagdo de zero
amplitude) é:

onde y é a varidvel de estado, A é o parametro de bifurcacdo, u sdo os autovalores nos
pontos de operagdo y, e Ay e B é a contribuicao imagindria dos autovalores.

A Figura 2.5 ilustra o comportamento dos autovalores no plano complexo quando
existe bifurcacdao Hopf para o exemplo da producado de petréleo.
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Figura 2.5: Plano complexo dos autovalores; caminho dos autovalores relacionados a
bifurcacdo Hopf em relagdo a abertura da valvula choke na producao de petrdleo.
Adaptado de Gerevini (2017).

A Figura 2.5 mostra que o caminho dos autovalores satisfazem u(4,) = if3,
lembrando que a hipétese (3) do teorema de Hopf é responsavel pelo cruzamento
transversal do eixo imagindrio. Quando a parte real dos autovalores é negativa, a solucao
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tende a convergir para uma solugdo, conforme as aberturas da valvula choke de 3% e 4%.
A bifurfacdo Hopf ocorre quando os autovalores cruzam o eixo real, ou seja, possuem parte
real igual a zero, onde a solucdo possui oscilacdes de frequéncia e amplitude constante,
segundo abertura da valvula choke de 5%. Ja quando a parte real dos autovalores é positiva,
as oscilacbes tendem a aumentar a frequéncia ou a amplitude, conforme aberturas da
valvula choke de 10% e 25%.

O ciclo limite existe, portanto, quando os autovalores complexos tém a sua parte real
diferente de zero com a parte imaginaria conjugada. Nesse caso, a parte real dos
autovalores pode estar localizada a direita ou a esquerda, conquanto que esteja proxima
do eixo imaginario. O ponto Hopf se d3, portanto, quando o autovalor real é zero, e existe
parte imaginaria conjugada.

Quanto a estabilidade do ponto Hopf, a bifurcacdo supercritica ocorre quando 6rbitas
estaveis circulam o equilibrio instavel (conforme primeira linha da Figura 2.6), enquanto na
bifurcacdo subcritica orbitas periddicas instaveis circulam o equilibrio estavel (segunda
linha da Figura 2.6). No caso da terceira linha da figura, um autovalor cruza o eixo
imagindrio transversalmente, de modo que a bifurcacdo Hopf se torna uma ramificacao
para érbitas periddicas instaveis, ndo importando a diregao.

[¥]

o .o,
-a - - == supercritico ;
' suberitico .- L
] - ' - -
A

— estacionario, estavel
————— estacionario, instavel
e e o 8 pericdico, estavel
v oo o periodico, instavel

L ] bifurcacdo Hopf

Figura 2.6: Comportamento de estabilidade local de bifurcacées Hopf.
Adaptado de Seydel (2010).
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2.4 Meétodos para estimagao de parametros em modelos com
bifurcagao Hopf

Conforme mencionado na se¢do 2.1, muitos trabalhos reportam a presenca de
oscilacOes principalmente em processos de fermenta¢do (DAUGULIS; MCLELLAN; LI, 1997;
JOBSES et al., 1986; MCLELLAN; DAUGULIS; LI, 1999; WANG et al., 2014), reatores quimicos
(OURIQUE; BISCAIA; PINTO, 2002) e na producdo de petréleo (DIEHL et al., 2017; MEGLIO;
KAASA; PETIT, 2009). No entanto, a estimacdo de parametros nesses modelos com ciclo
limite é dificil, ja que o comportamento oscilatério associado aos sistemas com ciclo limite,
tende a atrapalhar a convergéncia do problema de otimizacdo associado.

Alguns métodos para estimagdo de parametros em modelos com ciclo limite vém sendo
abordados na literatura. Dentre os trabalhos, Guckenheimer et al. (1997) propuseram dois
novos métodos que dependem da ampliacdo da condicdo de equilibrio para que a
bifurcagao Hopf ocorra em um ponto regular e isolado do sistema estendido. Esses novos
métodos sdo baseados em resultados cldssicos algébricos em relacdo as raizes das
equacoes polinomiais e propriedades do produto Kronecker para matrizes. A vantagem
deste método é que ele permite a estimacdo dos parametros que correpondem ao ponto
Hopf sem a necessidade de avaliar os autovalores da matriz Jacobiana. Entretanto, como
esse método utiliza a soma dos produtos Kronecker, ele envolve a solu¢dao de matrizes de
dimensdo quadrada, que é praticamente impraticdvel para aplicacdes em larga-escala
devido as dimensdes da matriz gerada pelo produto de Kronecker. Assim, o método so se
torna eficiente quando bons chutes iniciais estiverem disponiveis para o parametro e se o
autovalor for puramente imagindrio.

Meerbergen & Spence (2010) propuseram um método para obter bons chutes iniciais
para o método de Guckenheimer et al. (1997), baseado em encontrar os autovalores
imaginarios de um problema de dois parametros para autovalores, os quais advém de um
processo de linearizacdo. Esse problema é reformulado como um método de iteracdo
inexato inverso que requer a solu¢ao de uma sequéncia de equagdes de Lyapunov com um
baixo rank no lado direito. Elman et al. (2012) refinaram o método de iteragdo inversa a fim
de torna-lo mais robusto e eficiente. Neste caso o algoritmo proposto pertence a classe de
métodos iterativos interna-externa, onde a iteracdo externa é inversa para o problema
especial de autovalores, e o problema interno se resume em resolver uma equacao de
Lyapunov. Baseando-se na teoria existente de métodos de iteragao interna-externa, as
equacoes de Lyapunov ndo necessitam ser resolvidas com alta precisdo; ao invés disso, uma
tolerancia suave é o suficiente.

Uma abordagem diferente foi proposta por Cedersund & Knudsen (2005), os quais
mostraram como o conhecimento da bifurcacdo Hopf pode ser reformulado em um
problema de otimizacdo ndo-linear com restricdes através da adicdo de n novos
parametros descrevendo o ponto fixo correspondente a estimativa dos atuais parametros.
Isso permite a introducdo de n+1 novas restricoes, e o resultado é que o espaco de busca
é reduzido a um grau de liberdade. O preco para a reducdo é que mais métodos avancados
de otimizacdo podem ser utilizados. Devido ao comportamento da restricdo, os métodos
de otimizacdo utilizados devem garantir que os parametros estimados nunca cheguem
longe demais da regido possivel, e por isso, indica-se a utilizacdo dos métodos de
eliminacdo e métodos de gradientes reduzidos.
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A estimacdo de parametros para modelos com bifurcagdo Hopf também foram
estudados por Hynne et al. (1993) e Hynne et al. (2001), mas eles eram focados na avalia¢do
algébrica de modelos, ndo incluindo o uso de séries temporais coletadas durante a fase de
estimacdo. Cedersund & Knudsen (2005) contribuiram com um método de identificacdo
que inclui o conhecimento da localizacdo da bifurcacdo Hopf em um algoritmo de
otimizacdo que usa toda a série temporal durante a simulacdo. Esse método é realizado
utizando uma sobre-parametrizacdo no problema original, onde é permitida a adi¢cdo de
restricGes extras, levando a reducdo do espaco de busca.

Ainda que os métodos apresentados anteriormente se mostrem teoricamente
eficientes, quando se trata da modelagem de sistemas reais com bifurcacao Hopf, eles sdo
de dificil aplicacdo pratica. Isso porque eles sdo demasiadamente complexos, em termos
matematicos, de modo que, dependendo da dimensao do sistema, nimero de pardmetros
a serem estimados e da qualidade dos dados experimentais disponiveis, o problema de
otimizacdo associado a estimagcdo se torna computacionalmente impraticdvel. Neste
contexto, a abordagem mais difundida para detec¢do de bifurcacdo Hopf consiste no
método descrito por Govaerts (2000). Esse método é muito utilizado pelos softwares
tradicionais para andlise de bifurcacdo em modelos dindamicos, tais como MatCont
(DHOOGE; GOVAERTS; KUZNETSOQV, 2003) e PyDsTool (CLEWLEY, 2012). Baseando-se neste
critério, o método considera que, como na bifurcagdo Hopf existem autovalores complexos
cruzando o eixo imaginario, a seguinte igualdade pode ser escrita:

Jo = ug (2.5)

onde J é a Jacobiana em seu ponto de equilibrio e u sdo os autovalores associados ao
autovetor ¢. Neste caso onde se tem um problema de bifurcagao Hopf, os autovalores
possuem apenas a contribuicdo imaginaria, de modo que

p=1ip (2.6)
onde 3 é o termo de contribui¢do imaginaria do autovalor.

A fim de multiplicar a matriz que possui autovalores complexos, é utilizado o produto
bialternado ® (GOVAERTS; SIJNAVE, 1999), e para evitar o determinante de matrizes
singulares se tem o métodos de matrizes delimitadas Gy, (WERNER, 1996)

Gpor(2JOL,) =0 (2.7)

onde I, é a matriz identidade de tamanho n. Segundo o autor, a igualdade apresentada
pela Equacdo 2.9 garante a existéncia de um ponto de bifurcacdao Hopf no sistema.

O produto bialternado de 2/®1,,, segundo Govaerts & Sijnave (1999), pode ser obtido
explicitamente da seguinte forma:
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—Jkn sem =1,
Jkm sem ken=1,
2101 —J Jetiu sem=ken=1, 2.8
2Jo n)(k'l)’(m'n) Jin sem=ken+#1, (2.8)
= Jjim sen =1,
0 outro

Ja a matriz delimitada Gy, de 2J®I,,, conforme Werner (1996), é dada por

(& 0)@=0) 29

onde as variaveis para resolucdo desse problema sdo dadas na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Variaveis para resolugdo da matriz delimitada G,

Anm) 2J®I,
Matriz U da decomposicdo em valores singulares de A
Matriz V da decomposicdo em valores singulares de A

Mdaximo entre men
Corank de A
s—m+r
s—n+r
O0(g.p)

Numero de linhas da matriz J
Numero de colunas da matriz |
Numero de linhas da matriz [,

Numero de colunas da matriz I,
Resultado da fatoragao LU do sistema dada pela Equagao 2.10
V[=1%*p:,:]
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Capitulo 3— Metodologia

Neste trabalho foi desenvolvida uma metodologia para a detec¢ao do ciclo limite, que
é baseada no conceito do fator de amortecimento de sistema de segunda ordem, oriundo
da teoria de fungdes de transferéncia, e na utilizacdo de uma modificagdo do método de
penalidade exata para otimizacdo com restricdes. Todas as implementa¢des foram
realizadas em linguagem Python, pois além de ser um software livre, suporta a instalagao
de pacotes com diferentes ferramentas numéricas e de otimizagdo. Para a simula¢do dos
modelos dinamicos foi utilizada a plataforma livre JModelica (AKESSON et al., 2010), que é
uma extensao da linguagem Modelica para a otimizagao, simulacado e analise de sistemas
dindmicos complexos. O JModelica integra as ODE/DAE utilizando o SUNDIALS (SUite of
Nonlinear and Dlfferencial/Algebraic equation Solvers) para o solver CVode, e o RADAU5S
(HAIRER; WANNER, 1987) para o solver Radau5DAE, sendo esses os principais solvers
utilizados neste trabalho. Esta plataforma foi desenvolvida para ser incorporada ao
ambiente Python, juntamente com outros pacotes que possibilitam o tratamento de dados,
otimizacdo do modelo e visualizacdo dos dados.

Para toda a metodologia apresentada neste trabalho, considera-se que todos os
modelos possuem equagdes que sao fungdes de seus estados Xx;, de suas entradas u;, e de
seus parametros 6; (sendo o parametro de bifurcacdo A um deles), de modo que as saidas
sdao y;, conforme Equacgdo 3.1.

feu 0;) =y (3.1)
3.1 Critério {-Hopf

O fator de amortecimento é uma medida adimensional que descreve como a amplitude
das oscilagdes em um sistema decaem apds o mesmo ser perturbado. Usualmente esse
parametro é denotado pela letra grega T (zeta). Na teoria de controle, o fator de
amortecimento caracteriza o grau de oscilacdo da resposta de uma funcao de transferéncia
de segunda ordem cujo o denominador consiste no seguinte polindbmio de segunda ordem:

1252+ 2{ts + 1 (3.2)

14
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Neste trabalho é considerado que o ciclo limite pode aparecer desde o caso
subamortecido ({ <1), onde a solucdo decai exponencialmente, até o ponto Hopf, que é
equivalente ao caso ndo-amortecido ({ = 0). Neste caso, quanto mais préximo de zero
estiver o valor de {, maior a possibilidade de o sistema gerar uma resposta oscilatéria. Ou
seja, o ponto Hopf é o caso em que { = 0, enquanto o ciclo limite abrange este ponto e os
demais que ficam na proximidade de { = 0, possuindo oscilacdes constantes, crescentes
ou decrescentes. Considera-se que as suas raizes (ou polos) sdo encontradas utilizando a
férmula quadratica da Equacdo 3.2:

—2{T+/ 4272472 I J2-1
pl = 2,[2 o _;_ T (33)

Como é considerado o caso subamortecido, onde o ciclo limite pode aparecer entre 0O
< (<1, s3o obtidos dois complexos conjugados:

[(1=C2

T T

no qual as partes real () e imaginaria (f) sao escritas, respectivamente como:

a=—§ (3.5)
p =Y (3.6)

Portanto, a partir da razdao entre o termo imaginario e o termo real do polo é obtido o
parametro {:

1 a?

{ - .3)2 - az+p2
a

(3.7)

Quando se lineariza um sistema de equacgdes diferenciais utilizando a matriz Jacobiana,
o0 numero de autovalores é equivalente a dimensdao desssa matriz (ou ao numero das
variaveis de estado). Portanto, para um sistema com mais de quatro equacdes diferenciais,
para um problema com ciclo limite, dificilmente existem dois pares de autovalores
conjugados. O que é mais comum acontecer é a troca da posicdo desses pares de
autovalores conjugados, sendo o calculo do parametro { realizado com o par mencionado.

Da Equacdo 3.7 é possivel determinar o grau de oscilacdo do sistema em um
determinado ponto, indo desde o caso menos oscilatério/mais amortecido (¢ > 1), até o
caso mais oscilatdrio (ponto Hopf T = 0) a partir dos autovalores da matriz Jacobiana. Para
essa medida é utilizada a informacdo dos autovalores no seu ponto estacionario, obtida
através da linearizacdo do modelo em cada estado x no sistema de n equacdes:

fx(x) =0 (3.8)
ou seja, a Jacobiana é avaliada no seu ponto de equilibrio

Ofi (s sy Ofics s
axl(xl’xn) ayn(xl'y"

3.9)
0fn S .S 0fn S .S (
9x4 (xlr xn) dyn (xl' xn)

J(x%) =
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onde ] é a Jacobiana e x*é o valor do estado estacionario.

Como a solucdo de um problema com ciclo limite é oscilatéria, a determinagdo de seu
ponto estaciondrio ndo é direta, assim como no caso de um sistema amortecido. Dessa
forma sera utilizada a determinagdo de pontos estacionarios definida por Seydel (2010).

dxi _ dxn

7 -0 = 0. (3.10)

No ponto de equilibrio o sistema esta em repouso: solugdes no equilibrio sdao solugdes
constantes. Esses pontos (x7, x;) sdo também denominados solugBes estaciondrias, que
sao as solugdes do sistema de equacgao dadas pelo lado direito das equagdes diferenciais.

fl(Xf,Xﬁ) = O)fn(vaxrsl) =0 (3-11)

Para modelos simples, geralmente é possivel determinar as raizes das equacgdes, ou
seja, os valores das varidveis de estado no estaciondrio, utilizando o método de Newton.
No entanto, para modelos mais complexos, é adequado a formulacdo de um problema de
otimizacdo que visa minimizar os residuos quadraticamente somados das respectivas
equacoes, o qual pode ser resolvido através de métodos baseados em aproximacdes
lineares, tais como o BOBYQA (Bound Optimization BY Quadratic Approximation) e o
COBYLA (Constrained Optimization BY Linear Approximation). Como a penalidade oferece
apenas um “direcionador” da regido Hopf, é possivel fazer uma aproximacao do estado
estaciondrio simulando o modelo para o dado conjunto de pardametros e avaliando:

S  ..S
g (xn_mm"'xn,max) (3.12)

Xn = 2
O modelo linearizado pode ser obtido através do calculo da Jacobiana simbdlica
utilizando o pacote SymPy, que é um pacote para matematica simbdlica. Outra forma que
pode ser empregada quando se tem modelos mais complexos e/ou ordem maior do que
quatro, consiste no calculo da Jacobiana numericamente através do pacote Numdifftools
(D’ERRICO, 2006), que resolve problemas de diferenciagdes numéricas em uma ou mais
variaveis.

3.2 Adaptacao do método de penalidade exata

O método da penalidade exata é uma técnica para a solugdo de problemas de
otimizacao com restricdo (NOCEDAL; WRIGHT, 2006) da forma:

min g (x*, ug; 6) (3.13)

s.t. ci(x®,uy; 6;) (3.14)

onde g(x®, uy; 8;) é a fungdo objetivo original do problema (minimos quadrados, no caso
deste trabalho) e c¢;(x°,uy; ;) é a sua restricdio no estado estacionario x°, com as
entradas u e no valor do parametro 8. Este método é capaz de substituir a utilizagdo de
restricoes em um problema de programacdo ndo-linear, incorporando-as na funcdo
objetivo na forma de uma penalidade, de modo que para certas escolhas de parametros de
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penalidade, a minimizacdo pode levar a solucao exata do problema. A funcdo objetivo de
um problema com penalidade exata, conforme Equacgdes 3.13 e 3.14 pode ser escrita como:

mein g5, U 0) + @ Yigelci (x5, uy; 0x)| (3.15)

onde @ é o parametro de penalidade. Este parametro de penalidade deve ser atualizado a
medida que o problema se aproxima da solu¢do. Nocedal & Wright (2006) apresentam um
algoritmo para a avaliacdo de um problema classico de penalidade exata:

Dado ¢, > 0, tolerancia tol > 0, ponto inicial 8;;
Parak =0,1,2,...
Encontrar um minimizador 8 aproximado de F,;(x°®, uy; 0y, ¢x), comegando em 6;
Se |c;(x%,0;,)| < tol
Parar com a solugdo aproximada 6y;
Fim (se)
Escolher um novo parametro de penalidade @y, 1 > @y;
Escolher um novo ponto de partida 6y, 1;
Fim (para)

Usualmente o esquema mais simples para atualizar o parametro ¢y consiste na
multiplicacdo deste por um multiplo contante (por exemplo, 5 ou 10). Para o caso da
metodologia proposta, o primeiro loop inicia com um valor de parametro de penalidade
elevado (@, = 1 X 10* até 1 x 10'?) multiplicado ao valor de ¢, a fim de direcionar o
primeiro passo da otimiza¢ao para um conjunto de parametros que leve a uma solu¢dao com
ciclo limite. Diferentemente do algoritmo de penalidade exata apresentado por Nocedal &
Wright (2006), a escolha do prdximo parametro de penalidade é obrigatoriamente menor
ou igual ao anterior.

Pr+1 = P (3.16)

Assim, na metodologia proposta neste trabalho, o valor do pardametro de penalidade é
atualizado através da multiplicacdo do parametro de penalidade anterior pelo fator de
amortecimento determinado pela equacdo 3.7.

Pr+1 =" P (3.17)

Desta forma, @y, pode se manter igual se a solugao for amortecida ( - 1), ou pode
diminuir a medida que a solugdo se torna mais oscilatéria ({ > 0), conforme Figura 3.1a.
Considerando que no decorrer das iteracdes a solucdo ja possui carater oscilatorio, a
penalidade se aproxima de zero a medida que os parametros se aproximam da regido de
Hopf (Figura 3.1b). Deste ponto em diante o termo dos minimos quadrados (g (x*, uy; 6x))
passa a ser o que possui 0 maior peso na funcado objetivo, ajustando a aderéncia do modelo
aos dados experimentais.



18 Metodologia

0.5

0.0 0
1 TP AU P AR R 0 3 n e 5 o

2n .
wyt / rad b) iteracao

a)

Figura 3.1: Comportamento da a) resposta da saida y para diferentes valores de { e b)
penalidade ¢ ao longo das iteragdes na estimagdo de parametros.

E importante observar que a utilizagdo do conceito do fator de amortecimento resulta
em um valor entre O e 1, que é capaz de ponderar de forma normalizada o grau de oscilagdo
para dado conjunto de parametros. A vantagem em se utilizar a abordagem proposta, em
relacio a um método com restricdo é que, apenas a utilizagdo de uma restricdo,
considerando que T =0, ndo é o suficiente para a obtencdo dos resultados esperados, uma
vez que o ciclo limite ndo se encontra apenas nesse ponto. A utilizagdo de uma restricao de
desigualdade também ndo seria o mais adequado, pois apesar de se conhecer o limite
inferior (Z = 0), o limite superior é desconhecido. O ciclo limite pode existir, portanto, na
proximidade T - 0, que pode ser encontrado utilizando o método da penalidade exata
descrito neste item. Esta hipotese serd abordada nos estudos de caso (Capitulo 4 e 5), onde
este resultado fica evidente.

3.3 Fungao objetivo

A funcao objetivo é a responsavel por direcionar o problema de otimizac¢ao. No caso da
estimacdo de parametros, a sua finalidade é avaliar o comportamento do modelo frente
aos dados. Uma vez que a identificacdo de modelos fenomenoldgicos tem por objetivo
gerar modelos representativos de sistemas reais, tal avaliacdo consiste em analisar a
discrepancia entre os valores dos estados reais medidos e dos estados simulados frente a
um determinado conjunto de parametros (BOTELHO, 2012).

A seguinte metodologia utiliza em sua fungao objetivo o termo de minimos quadrados,
que procura minimizar o quadrado dos erros/residuos, adicionado ao termo de penalidade,
conforme equacao abaixo:

min T2, (; = y(O0)” + 95(6:) (3.18)

onde y; representa as saidas medidas, y, representa as saidas preditas pelo, ns é o nimero
de amostras disponiveis, ¢ é o parametro de penalidade e { é o fator de amortecimento, e
0, é o conjunto de parametros a ser estimado.

Conforme descrito no item 3.1, o termo de penalidade é importante para a obtencao
de solugbes oscilatérias com ciclo limite. No primeiro passo é necessdario o calculo do
estado estacionario para dado conjunto de parametros; a partir do modelo linearizado
(Jacobiana) e dos valores das varidveis de estado no estacionario, sdo avaliados os
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autovalores do sistema para o conjunto de parametros atual. Por conseguinte, calcula-se a
penalidade, dada pelo critério -Hopf multiplicado pelo parametro de penalidade ¢.

3.4 Estimacgao dos parametros utilizando o método single-
shooting

A metodologia para a estimacdo dos parametros deste trabalho é baseada no método
single-shooting (BIEGLER; GROSSMANN, 2004), o qual consiste um método sequencial
onde dadas as condi¢Ges iniciais e um conjunto de pardmetros, o modelo de equacgdes
diferenciais é integrado e resolvido em um Joop interno, enquanto este conjunto de
parametros é atualizado do lado externo do loop utilizando um algoritmo de otimizagdo. O
método single-shooting é adequado para esta metodologia, pois a cada passo da
otimizagao é necessario atualizar o valor dos estado, da Jacobiana e do {, sendo que tudo
isso depende da simulacdo do modelo sob dadas condi¢cdes e conjuntos de parametros
fornecidos pelo otimizador.

A sub-rotina desenvolvida para a estimacdo dos parametros foi baseada na utilizacao
do pacote NLopt (JOHNSON, 2008), que é uma biblioteca livre para a otimizacdo nao-linear.
Essa suporta otimizacGes em larga escala e contém diferentes algoritmos NLP. Para este
trabalho foi utilizado o método COBYLA. Sua vantagem é que este solver ndo necessita do
calculo do gradiante da funcdo objetivo sendo baseado em aproximacgdes lineares da
funcdo objetivo e de cada restricdo. Ele foi desenvolvido por Powell (1994), e em cada
iteracdo uma aproximacdo do problema de programacao linear é resolvido para se obter
um canditado para a solu¢do 6tima. A solucao candidata é avaliada utilizando a funcgao
objetivo original e as restri¢des, resultando em um novo ponto de dados no espaco de
otimizacdo. Essa informacdo é utilizada para melhorar a aproximac¢do do problema de
programacao linear usado para a préxima iteracdo do algoritmo. Quando a solu¢do nao
pode ser mais melhorada, o tamanho do passo é reduzido, refinando a busca. Quando o
passo se torna suficientemente pequeno, o algoritmo termina.

As Figuras 3.2 e 3.3 mostram um esquema simplificado de como é realizada a estimacgao
de parametros com o método single-shooting para os estudos de caso deste trabalho, onde
a Figura 3.2 exibe o loop externo e a Figura 3.3 o loop interno da metodologia.

l l

Conjunto de chutes Parametro de
iniciais para os penalidade inicial
pardametros (pstart

Método single-
shooting

Melhor solugdo

Sim

Atualizagdo do
parametro de
penalidade
¢ =97

Novo conjunto
de parametros

Figura 3.2: Loop externo da metodologia proposta para a estimacdo dos parametros.
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Figura 3.3: Loop interno da metodologia proposta para a estimac¢do dos parametros.



Capitulo 4 — Estudo de caso

Neste capitulo primeiramente sdo apresentadas as abordagens, incluindo a proposta,
que tém como objetivo direcionar o problema de otimiza¢do a regides com ciclo limite. O
estudo de caso apresentado neste capitulo é o modelo proposto por Jobses et al. (1986),
o qual representa a fermentac¢do continua da glicose com a bactéria Zymomonas mobilis.
Nesse estudo de caso é realizada uma andlise detalhada, onde sdo comparados os
resultados de todas as abordagens mencionadas.

4.1 Meétricas para otimizacao

4.1.1 Abordagens para a otimizagdo do problema com ciclo limite

A fim de comparar a metodologia proposta com as metodologias para estimagao de
parametros previamente discutidas, diferentes abordagens foram consideradas nos
estudos de caso, as quais serao discutidas a seguir.

e Abordagem 1. Método dos minimos quadrados classico sem restri¢des:

O problema de otimizacdo ndo possui nenhuma restri¢cdo, possuindo apenas o termo
de minimos quadrados:

min %75, (v; - %.(0)° (4.1)

e Abordagem 2. Inclusdo do fator de amortecimento () como penalidade na funcdo
objetivo (metodologia proposta)

O problema de otimizacdo possui uma funcdo de penalidade  adicionada ao termo de
minimos quadrados, resultando na funcao objetivo da Equacao 4.2, conforme descrito no
no item 3.4.

min T, (v: = 3.(@)” + ¢ (4.2)

e Abordagem 3. Com o valor real do autovalor (a) como penalidade
21
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Considerando os autovalores do modelo linearizado

p=atjp (4.3)

onde a é contribuicdo real e § é a por¢do imaginaria dos autovalores. O comportamento
do ciclo limite requer autovalores complexos conjugados, conforme estudado no item 2.4,
com a parte real igual a zero. Portanto, a penalidade advém da restricdo de igualdade

c;=a (4.4)
a qual é incorporada na funcdo objetivo:
: ns —5\2
min X (vi - %.(0) +¢-a (4.5)

e Abordagem 4. Inclusdo do fator de amortecimento () como restricao

O problema de otimizacdo possui uma restricdo de igualdade (Equacdo 4.7) associada
ao fator de amortecimento:

min %72, (y; — %®)° (4.6)

——=0 (4.7)

e Abordagem 5. Método de Govaerts (2000). Este método foi previamente apresentado
na secdo 2.4. Neste caso, o problema de otimizacdo é dado por:

min £, (v = %:(0))” (4.8)
s.t. Gpor (2JOL,) (4.9)

onde Gy, € 0 método de matrizes delimitadas (WERNER, 1996), utilizado para evitar o
determinante de matrizes singulares; ® é o produto bialternado (GOVAERTS; SIJNAVE,
1999), que multiplica as matrizes quando elas possuem autovalores complexos; | é a
Jacobiana no ponto de equilibrio e I,, € a matriz identidade com tamanho n.

4.1.2 Avaliagdo numérica dos resultados

A avaliacdo numérica dos resultados da otimizacdo pode ser realizada através do erro
guadrdtico e da variancia.

O erro quadratico médio (Mean Squared Error) da estimacdo de parametros é calculado
utilizando as saidas medidas que aparecem na fungao objetivo, conforme demonstrado na
Equacao 4.10.

1
MSE = - ?zl(yexp - ysim(g))z (4.10)

n

onde n é o numero de pontos.
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Ja o cdlculo da variancia é dado por

)2

v =y, A2 (4.11)
onde y; é o calculo da varidvel de saida no ponto i, y é a média da varidavel de saidaen éo
numero de pontos. Além do erro, foi escolhida a andlise da variancia, pois com seu
resultado é possivel verificar se o conjunto de dados possui oscilagdes ou ndo. Por exemplo,
para casos com oscilagdes, a variancia tende a ser elevada uma vez que o somatdrio da
diferenga entre os picos (ou vales) em relagao a média é alto. Se o conjunto de dados nao
for oscilatério, a diferenca entre a média e o ponto atual é baixa, entdo a variancia é
pequena.

Portanto, é avaliada a relagdao entre a variancia simulada e a variancia experimental
para apenas uma das varidveis de saida:

P, = Lsim (4.12)

Vexp
O objetivo de r; é relacionar o valor da variancia simulada e experimental, de modo
que, como os dados de V,,,, sdo oscilatérios eles tendem a apresentar variancia elevada.
Dessa forma, a medida que Vy;;,,, € Voxp se tornam similiares, € provavel que o modelo
tenha capturado de forma satisfatéria o comportamento oscilatério dos dados. Sendo
assim, valores de 1, = 1 indicam que tais variancias sdo iguais (Figura 4.1b). Para os
estudos de caso deste trabalho, valores muito pequenos indicam baixa aderéncia ao
comportamento oscilatério (Figura 4.1a) e valores muito elevados denotam que o
comportamento oscilatério detectado é demasiadamente elevado (Figura 4.1c).

th Y y f ;‘0’20. e r'=1.0 -15 s -":T)(I'.: 1)1
20 5 I O I R T R : 5w 5@ 5 @ B4 205 B 0 15 2 0
a) t b) t c) t

Figura 4.1: Relagdo de variancias entre os dados simulados e experimentais.

4.1.3 Intervalo de confianca dos pardmetros

O intervalo de y % de confianga ao conjunto de resultados, segundo a curva de
distribuicao de probabilidades, concentra y % dos resultados admissiveis. Portanto,

sdo descartados os (100 — y)% resultados menos provaveis (SCHWAAB; PINTO,

2007). Para calcular o intervalo de confianca dos pardmetros estimados é calculada a
matriz de covariancia:

2
Ve, V6,6,  Vo,0np
2
Vg = 170132 ng vengP (413)
2
Vonpo:  Vonpo, Vonp

onde NP é o numero de parametros do modelo e §; sdo os parametros do modelo. Os

elementos da diagonal sdo as variancias de cada parametro i, enquanto que os demais
elementos sdo as covariancias dos parametros ij.
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Para modelos ndo-lineares a matriz covariancia é obtida, de forma aproximada, da
seguinte forma:

Vo= (B"V, 'B)™" (4.14)

onde B é a matriz de sensibilidade dada por:

[ 91 9y1 | 7
26,1, 26np
OYNE OYNE
26, |, 30npl,
B = 0 0 4.15
o 27, (4.15)
26,1, 26npl,
OYNE OYNE
[ 06, 1, 26np; |

e NE é o numero de experimentos (niUmero de saidas X numero de pontos), t, é o tempo
inicial, e t,, € o tempo final. Por ndo se conhecer a variancia V,,, entdo considera-se a
estimativa da variancia experimental:

o o2 _ Fobj
V& s? =2 (4.16)

onde F,;,; € o valor da fungdo objetivo de minimos quadrados.
Assim, o intervalo de confianca é dado por

_3 1-x
0; = 0; £ Vg, tyr“np (4.17)
no qual éi € o valor estimado, s, € o desvio padrdo do parametro obtido através da matriz
de covariancia e tS é a distribuicdo t-Student com NE — NP graus de liberdade e um nivel
de confianga igual a 1 — y. Para todos os estudos de caso é utilizado o intervalo de
confianca de 95%.

4.2 Modelo de JOobses et al. (1986)

O sistema proposto por Jobses et al. (1986) representa a fermentacdo continua da
glicose com a bactéria Zymomonas mobilis, o qual € um modelo n3do-segregado e
estruturado que divide a biomassa em dois compartimentos e introduz uma nova variavel,
o componente chave, que leva em consideracdo a influéncia da concentracdo de produto
no meio reativo. Este modelo é caracterizado pela existéncia de multiplicidade de
equilibrios, bifurcacdo Hopf e mudanca de estabilidade do sistema.

4.2.1 Modelagem matemdtica

O modelo dindmico definido em J6bses et al. (1986) é constituido por quatro estados:
substrato (S), biomassa (X), produto (P) e o componente chave (e), os quais sdo dados
pelas equacdes do balanco material (4.18) a (4.21):
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T = b () (202 = msCx + Dy (Cso = Cs) (4.18)
LK = Y (Kcssfgs) + D (Cyo — Cy) (4.19)

%52 = fmax Uy = kaCp + k3CP) (5255) + Dy (Cop — Co) (4.20)
%8 = Yo (i) (&) +mpCy + Dp(Cpo — Cp) (4.21)

onde C, é aconcentragdo do componente chave E (kg/m3), Cp é a concentragdo de produto
(kg/m3), Cs é a produgdo de substrato (kg/m3) e Cx é a concentragdo de biomassa X
(kg/m3). Cs, é a concentragdo de substrato de alimentagdo (kg/m?3) e Dy (h') é a taxa de
diluigdo. Os demais termos referem-se aos parametros do modelo conforme descrito na
Tabela 4.11.

O consumo de substrato por microorganismos e a a taxa de crescimento de biomassa
podem ser respectivamente expressos por:

1
r, = (Q) r, + mgCy (4.22)

T = UmCx (4.23)

A taxa de formacdo de e leva em consideracdo a concentragdo de substrato, produto e

.,

do componente chave “e”:
Te = f(Cs)f(Cp)Ce (4.24)

A relacdo entre a concentragao de substrato e a taxa de crescimento especifico é dada
pela equagao de Monod, onde K é a constante de Monod e ;4 € @ taxa especifica de
crescimento maxima.

f(Cs) = .umax( s ) (4.25)

Ks+Cs

A fungdo f(C,) é dada pela relagdo de Monod e f(C,) € um polinébmio que advém dos
dados experimentais, fornecido por:

f(Cp) = ky — kyCp + k3(Cp)? (4.26)

Na Tabela 4.1 sdo mostrados os parametros do modelo Jobses et al. (1986), seus valores
e suas respectivas unidades.
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Tabela 4.1: Valores originais para os parametros do modelo de J6bses et al. (1986).

Parametro Valor Unidade
C.,- Concentragao de alimentagao da biomassa E 0 kg/m3
Cp,- Concentragdo de alimentagdo do produto 0 kg/m3
Cx,- Concentragao de alimentagdo de biomassa 0 kg/m?3
Dy — Taxa de dilui¢do 0,07 ht
K — Constante de Monod 0,5 kg/m?3
k, — Constante da taxa de reagdo 16,0 hl
k, — Constante da taxa de reagao 0,497 m3/kg h
ks — Constante da taxa de reagdo 0,00383 m®/kg? h
mg — Fator de manutengdo baseado na formagao 2,16 kg/kg h
de substrato
Umax — taxa especifica de crescimento maxima 1 h-t
m,, — Fator de manutencdo baseado na formagdo - kg/kg h
de produto
Ysx — Fator de redimento da conversao de - kg/kg
substrato em biomassa
Ypx — Fator de rendimento da conversao de - kg/kg
biomassa em produto

Sendo que as condi¢des iniciais da simulagdo sdo Cs = 80,67 kg/m3, Cx = 1,47 kg/m3, C,,
= 0,08 kg/m? e C,, = 58,08 kg/m>.

4.2.2 Cendrios

Para avaliar as metodologias apresentadas neste trabalho, simulacdes do modelo de
Jobses et al. (1986) foram realizadas considerando uma série de cenarios previamente
definidos. Para isso, inicialmente os parametros m,, Ysx e Ypx foram selecionados para
serem estimados, a partir do método de andlise de identificabilidade proposto por Botelho
etal (2012).

Modificagdes nos valores originais dos parametros selecionados foram realizadas a fim
de que o comportamento de bifurcacdo Hopf fosse atingido. Para isso os cendrios foram
estruturados considerando os diagramas de bifurcacdao do fator de manutencao baseado
na formagdo de produto (m,) e no fator de rendimento da conversdo de biomassa em
produto (Ypy), enquanto o fator de rendimento da conversdo de substrato em biomassa
( Ysx) foi mantido constante em 0,02339905. Dados “experimentais” foram gerados
considerando estes valores de parametros (sendo os demais mantidos de acordo com a
Tabela 4.1). Em seguida, desvios nos seus valores foram realizados, sendo estes usados
como chutes iniciais na etapa de estimacdo. A Tabela 4.2 apresenta os valores dos
parametros usados para a gera¢ao dos dados bem como os chutes iniciais para a estimacao.
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Tabela 4.2: Cenarios para a simulacdo do modelo de Jobses et al. (1986).

- Chute inicial
, . Valores para geragao
Cenario paraa
dos dados e xw
estimacgao
m, =13
A Yp, =0,06 85%
my, = 1,4
B Yp, = 0,05 60%
my, = 1,7
C Yp, = 0,045 40%
m, =1,55
D P 60%
Yp, = 0,05 °

* Em relagdo aos valores usados para a geragdo dos dados.

Para a geracdo dos dados “experimentais” simulacdes do modelo foram realizadas
considerando a configuracdo para os parametros previamente discutida. Além disso, a
concentragdo de alimentagdo de substrato (Cs,) foi perturbada conforme ilustrado na

Figura 4.2.
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Figura 4.2: Perturbacao na concentragao de alimentagdo de substrato.

Disturbios ndo-medidos, i.e., que ndo foram levados em conta como entrada para a

estimacdo dos parametros, foram adicionados a taxa de diluicdo em dois dos cenarios
propostos. Foi considerado um disturbio no cendrio B de acordo com a Figura 4.3a e um
disturbio no cenario C, conforme apresentado nas Figura 4.3b.
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Figura 4.3: Disturbios na taxa de diluicdo para o (a) cenario B e o (b) cenario C.

Para a geracdo do cenario D, um erro estrutural no modelo foi adicionado. Neste caso
a Equacdo 4.20 do modelo de Jobses et al. (1986) é substituida pela Equacdo 4.27. Cabe
salientar que esta modificacdo foi realizada apenas para a geracao de dados considerados
como sendo experimentais:

2
e  tnanCrlls Halr HaCh) (LE5C ) 4 Dy (Cap = Co) (4.27)

Embora o modelo de Jobses et al. (1986) tenha quatro varidveis de estado
(Ce, Cp, Cs, Cx), apenas duas varidveis de saida sdo consideradas medidas (C,, C;) no
problema de minimos quadrados, uma vez que essas sdao as medidas mais factiveis de
serem medidas em um processo de fermentacdo real. A estas saidas um ruido branco com
magnitude de 5% em relagdo aos estados foi adicionado em todos os cendrios na geragao
dos dados experimentais.

Utilizando os dados gerados em cada cenario, os parametros my,, Ysx e Ypyx foram
estimados de acordo com as abordagens descritas na secdo 4.1. Em cada caso o chute inicial
para os parametros foi conforme a Tabela 4.2.

4.2.3 Andlise da fungdo objetivo

Uma andlise preliminar considerando os valores da funcdo objetivo em funcdo dos
parametros Yp, € m,, que sdo os mais sensiveis em relagdo ao ciclo limite, para as as
abordagens 1 e 2 e cendrio A (i.e., minimos quadrados classicos e fator de amortecimento
como penalidade) foi realizada. Os resultados sao ilustrados na Figura 4.4:
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Yox [kg})/(g? 0.08

Y0'04 .
c) 0100 d) pX[kg})kg(]S 0.08 . PR
Figura 4.4: Grafico da fungdo objetivo do modelo de Jobses et al. (1986) (a) abordagem 1:
minimos quadrados classicos (¢ = 0) e abordagem 2: com o parametro de penalidade
para (b) @ = 5e3, (c) ¢ = 1le4 e (d) ¢ = 1,5€4.

A Figura 4.4a mostra que, quando a estimac¢ao de parametros é realizada considerando
apenas o método de minimos quadrados, o problema é altamente ndao-convexo, de modo
gue existem varios minimos locais préximos ao minimo global. Isto implica que um chute
inicial distante do valor correto para os parametros pode levar a uma solugao distante do
otimo global. No entanto, quando a metodologia sugerida neste trabalho é utilizada (Figura
4.4c) com um valor de parametro de penalidade suficientemente alto a ndo-convexidade
do problema, dependendo do valor de ¢, é eliminada ou pelo menos reduzida. E
importante destacar que o parametro de penalidade apds um certo valor ndo influencia
mais na convexidade da funcdo objetivo.

Dessa forma a vantagem da metodologia proposta é que mesmo para um chute inicial
distante, o conjunto de parametros converge para valores que levam a simulacdo para
préoximo da regido com ciclo limite (( = 0) e enquanto { estd proximo de zero, a
atualizagdo do parametro de penalidade ¢ resulta em um valor muito pequeno,
praticamente desconsiderando a penalidade. Entdo, com os proximos passos iniciando
apenas com o termo de minimos quadrados na fung¢do objetivo, e com um bom chute inicial
para o comportamento de ciclo limite, o solver pode ajustar o modelo aos dados
experimentais mais adequadamente.
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4.2.4 Resultados e discussdo

Os resultados para a estimagao de parametros do modelo de J6bses et al. (1986) para
os cendrios A, B, C e D sdo mostrados na Tabela 4.3 como o erro quadratico médio (MSE)
das variaveis de estado Cp e (g, variancia (ry) da varidvel Cp e tempo de otimizagdo (T,;)
dado em minutos.

Tabela 4.3: Resultados dos erros quadraticos do modelo de Jobses et al. (1986) para
todos os cendrios e seus respectivos casos.

Cenario
Abor A B C D
MSE 1, Top| MSE 1, Top| MSE 1, Top MSE 1, T,

1 208 011 08045 009 110|066 0,12 1,7| 067 008 1,6
038 100 11 o005 100 30007 103 28 | 035 1,10 24
193 0,77 32 051 1,78 73 0,71 040 51 |0,34 104 73
258 08 13170 448 115|078 144 34,080 0,64 18

v A W N

202 031 1,7)|1897 514 16| 120 0,37 15 |1300 204 1,5

Conforme apresentado na Tabela 4.3, os melhores resultados para os erros
guadrdticos, ou seja, os valores mais baixos sdo dados pela abordagem 2, seguido da
abordagem 1. Em relacdo a variancia, as abordagens 2, 3 e 4 e sdo as que indicam
numericamente a presenca de oscilacdes (ou seja, valores préximos ou maiores do que
um), enquanto a abordagem 1 é a que possui valores mais préoximo de zero, indicando que
essa pode ser incapaz de representar o comportamento oscilatério de forma similar aos
dados. Ja a abordagem 5 foi a que apresentou valores da variancia muito pequenos ou
muito grandes (dados muito defasados em relacdo a sua média). Ademais, destaca-se que
a abordagem 2 possui valores da variancia muito préximos a um, o que pode indicar que
além dos dados serem oscilatérios, eles podem ter aderéncia aos dados experimentais.

A fim de analisar o comportamento do modelo utilizando o conjunto de parametros
obtidos através das abordagens 1 e 2, sdo apresentados os resultados da simulagao do
modelo com os parametros estimados para o modelo de Jobses et al. (1986) para os
cenarios A, B, C e D, nas Figuras 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8, respectivamente.
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Figura 4.5: Cendrio A do modelo de Jobses et al. (1986) (a) abordagem 1: sem penalidade
e b) abordagem 2: com penalidade . Os “dados experimentais” sao representados pela
linha pontilhada azul e os dados estimados pela linha sélida vermelha.
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Figura 4.6: Cendrio B do modelo de Jobses et al. (1986) (a) abordagem 1: sem penalidade
e b) abordagem 2: com penalidade Z. Os “dados experimentais” sdo representados pela
linha pontilhada azul e os dados estimados pela linha sélida vermelha.
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Figura 4.7: Cenario C do modelo de Jobses et al. (1986) (a) abordagem 1: sem penalidade
e b) abordagem 2: com penalidade {. Os “dados experimentais” sdo representados pela
linha pontilhada azul e os dados estimados pela linha sélida vermelha.
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Figura 4.8: Cendrio D do modelo de JOobses et al. (1986) (a) sem penalidade e (b) com
penalidade ¢. Os dados “experimentais” sdo representados pela linha pontilhada azul e os
dados estimados pela linha sdélida vermelha.

Para o caso sem penalidade (abordagem 1), o resultado alcangca um conjunto de
parametros que levam o sistema a um comportamento sem ciclo limite, visto que os
estados simulados pelo modelo convergem para um valor estaciondrio. No entanto, para
casos onde a penalidade T é adicionada ao termo de minimos quadrados, os resultados
mostram o compartamento tipico do ciclo limite. Mesmo para chutes iniciais relativamente
ruins, como 40% do valor original, e com disturbios na taxa de alimentacdo, a otimizacao
alcanca um bom conjunto de parametros.

O tempo de otimizagdo (T,,;), dado em minutos na Tabela 4.3, mostra que as
abordagens que utilizam penalidade sdo as que demandam mais tempo de otimizagao. Isso
acontece pois sao necessarias varias iteracdes do método single-shooting, conforme o
método de penalidade exata, para finalizar a estimagao. Enquanto isso, os outros métodos
(incluindo com a presenca das restricoes) demoram muito menos tempo. Apesar da
abordagem 2 demorar em média 16,5 minutos para otimizar, enquanto a abordagem 1
demora apenas 1,3 minuto em média, ela é a que retorna os melhores resultados.

Os valores dos parametros estimados e seus respectivos intervalos de confianca para
cada cendrio, utilizando a abordagem 2, sdo mostrados na Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Valores dos parametros estimados para todos os cendrios do modelo de
Jobses et al. (1986) utilizando a abordagem 2.

Cenario

Parametros

A

C

D

m,, (kg/kg h)

Yoy (kg/kg)
Y5 (kg/kg)

1,3413+0,000136

0,0585+0,000182
0,0222+0,005203

1,4037+0,000006

0,0500+0,000007
0,0233+0,002082

1,7220+0,002031

0,0443+0,002672
0,0228+0,075816

1.6870+0,000108

0,0463+0,000179
0,0204+0,004484
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Apesar de a abordagem 2 ter obtido o melhor resultado dentre as demais, ela ainda nao
foi capaz de alcancar o valor exato dos parametros que geraram os dados simulados. Essas
pequenas diferencas podem ser justificadas pelos ruidos e distirbios ndao-medidos
aplicados no modelo para a geracao dos dados.

Na Figura 4.9 sdo mostrados os planos de fase para os cendrios A, B, C e D considerando
os parametros 6timos determinados pela estimacdo de parametros.
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Figura 4.9: Planos de fase para os cenarios A, B, Ce D do modelo de J6bses et al. (1986).

4.2.5 \Validagdo

Com os modelos ja identificados, é realizada uma etapa de validacdo, a qual consiste
em verificar a capacidade de predicdo dos modelos obtidos considerando um novo
conjunto de dados experimentais. Portanto, a qualidade do modelo pode ser verificada
através da sua simulacdo, onde sdo obtidos dados sob diferentes condicdes operacionais
com os parametros estimados através da etapa de estimacdo e esses sdo comparados com
os dados obtidos através dos parametros originais.

O modelo foi simulado para os cenarios A, B, C e D utilizando a abordagem 2 com um
disturbio na taxa de dilui¢do Dy conforme a Figura 4.10.
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Figura 4.10: Disturbio na taxa de diluicdo para a etapa de validagao para o modelo de
Jobses et al. (1986).

A Tabela 4.5 apresenta os resultados destas simulagdes para os subconjuntos de
parametros estimados na etapa anterior sob condi¢des experimentais diferentes, onde o
erro quadratico médio das varidveis de estado Cp e Cs é dado por MSE, e a variancia da
varidvel Cp é dada por 7;.

Tabela 4.5: Resultados dos erros quadraticos e variancias do modelo de Jobses et al.
(1986) para todos os cenarios e abordagem 2.

Cenario MSE T,
A 0,92 0,98
B 0,12 0,86
C 1,16 1,11
D 2,31 2,07

Através da Tabela 4.5 analisa-se que os maiores erros sdo dados pelos cenarios Ce D,
enguanto que os valores de varidancia mais distantes de 1 sdo os dos cenarios Be D. Com o
objetivo de verificar o comportamento do modelo sob as condicdes de validagdo, sdo
apresentadas as Figuras 4.11 e 4.12.
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Figura 4.12: Validacdo do modelo de J6bses et al. (1986) para o (a) cendrio C e (b) cenario
D. Os dados “experimentais” sdo representados pela linha pontilhada azul e os dados

estimados pela linha sélida vermelha.

Os cendrios B e D mostram uma maior diferenca modelo/experimental, pois possuem
os chutes iniciais mais distantes do valor original, além da presenca da discrepancia
paramétrica no ultimo cendrio. Apesar disso, constata-se que, de uma forma geral, o
padrdo de qualidade dos resultados se manteve em relacdo a etapa de estimacao.



Capitulo 5 — Aplicacao na producao de
petrdleo offshore

Neste capitulo é estudada a aplicagdo da metodologia proposta na producdo de
petréleo offshore, uma vez que essa foi a principal motivagao deste estudo. Existem varios
trabalhos que abordam a modelagem dinamica simplificada do fen6meno da golfada na
producdo de petréleo. Primeiramente é considerado o modelo simplificado de Meglio et
al. (2009), que possui apenas trés estados dinamicos e representa apenas a regido do
sistema pipeline/riser. Em sequéncia, é abordado o modelo estendido de Diehl et al. (2017),
com seis estados dinamicos, que representa a dindmica das regiGes anular/tubing e
pipeline/riser. Por fim se tem a aplicacdo no modelo FOWM, onde é realizada a estimacdo
de parametros nesse modelo com os dados de planta de producdo offshore de uma
plataforma de petréleo nacional.

5.1 Modelo de Meglio et al. (2009)

Meglio et al. (2009) propuseram um modelo simples para representar o regime de fluxo
das golfadas em tubos verticais, onde é considerado um fluxo unidimensional composto de
uma fase liquida e uma fase gasosa compressivel. Esse modelo pode ser aplicado a uma
grande classe de sistemas, indo desde tubos verticais puros até geometrias mais
complexas, como aquelas encontradas nas instala¢des de extragdo de petréleo submarinas
reais. A fim de reproduzir os regimes periddicos caracteristicos deste tipo de escoamento,
foi introduzida uma valvula virtual localizada no fundo do tubo, o qual também traz
conhecimento da fisica associada ao fenébmeno das golfadas.

36



5.1 Modelo de Meglio et al. (2009) 37

Output choke

Liquid

Gas _\ }‘,"

Figura 5.1: Diagrama esquematico do sistema. Fonte: Meglio et al. (2009).

5.1.1 Modelagem matemdtica

O modelo é proposto considerando os principios de balango de massa, segundo a Figura
5.1. Considera-se que o tubo contém trés distintos volumes, dois deles sdo preenchidos
com gas, e separados por uma valvula virtual horizontal, enquanto o ultimo volume é
preenchido com liquido. Esse esquema salienta a possivel existéncia de uma interface de
obstrucdo de liquido em um certo local no riser (tubo longo que conecta o reservatério as
instalacGes da superficie para a producdo de éleo), o qual é modelado por uma valvula
virtual, impedindo o gés de fluir normalmente. Isso produz a formacdo de uma grande e
alongada bolha atrds dessa interface. Nesta bolha alongada, a pressao acumulada ocorre e
eventualmente gera instabilidades associadas as oscilagdes. As varidveis de estado sao as
massas de gas na bolha alongada (mgy), no riser (mg ), e da massa do liquido no riser
(my,-). A conservagao de massa leva a:

dmgb

o 1- E)ngn - Wy ®) (5.1)
dmg,
d_:] = EWgin + Wy () — Wgout(t) (5.2)
damy,
dtl = Wiin — Wioue (8) (5.3)

onde Wyin € Wyoye S30 as vazdes massicas de gas na entrada e na saida do riser,
respectivamente; w;;, € w;,,,+5a0 as vazdes massicas de liquido na entrada e na saida do
riser, respectivamente e w,; € a vazdo massica de gas através do orificio da valvula virtual
choke. O fluido petrolifero ao ser extraido alcanca a cabeca do poc¢o produtor com um
elevado valor de pressdao em fung¢do das caracteristicas do reservatério ou do método de
elevacdo artificial; neste ponto utiliza-se a valvula choke para quebrar a pressdao do
escoamento produzido e permitir o controle da vazdo do poco produtor, harmonizando-a
a pressao de trabalho dos equipamentos a jusante (“Escoamento em tubulac¢des
horizontais”, [s.d.]). Neste modelo, uma fracdo da vazao de gas flui diretamente até a parte
superior do tubo, e o0 gas remanescente acumula na parte inferior do volume V,;,, causando
0 acumulo da pressao.
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Conforme mencionado anteriormente, os fluxos de gas (wy;;,) e liquido (wy;,) sdo
assumidos constantes. A massa de gas no riser é negligenciada, visto que representa uma
quantidade muito pequena quando comparada a massa de liquido no tubo. No entanto, se
Woue € @ massa total da vazao mdssica através da produgdo da valvula choke entdo:

m m
gr gr
Wy out = out ~ Wout (5.4)
9, Mgr+myy my
miy
w =Wy W 5.5
Lout Mgr+my out out ( )

As Unicas modifica¢des feitas no modelo de Meglio et al. (2009) foram as suavizacdes
das equacdes de valvulas; elas sdo funcdes da queda de pressao sobre a valvula choke em
consideracdo (real ou virtual). Meglio et al. (2009) também assumem que ndo ha nenhum
fluxo de volta através dessas valvulas, levando as seguintes expressdes para os fluxos ndo-
constantes:

(e_r)+(e_r)2+
Wg:Cgpbpb Vzpbpb 3 (56)
( rt— s)+\/( Tt™ s)2+
Woutr = Coutu\/pl Brt? Zp P 72 (5.7)

onde p,,, € a pressao de gas na bolha alongada, p,, € a pressao do gas corrente abaixo da
valvula choke, p,+ é a pressdo acima da choke de producdo, e p, é a pressao de separagao.
Cy e Coye S30 constantes positivas.

As pressdes no riser sao dadas pela lei de gases ideais. O volume na bolha alongada V/,,
é assumido constante, onde o gds corrente abaixo da choke virtual é assumido como
compressivel. O seu volume V,,. depende da massa do liquido nesta parte:
mpr

Vor = Vi = 22 (5.8)

onde V,. é o volume do tubo. Além disso, supde-se que a queda de pressao sobre o riser é
dominada pela gravidade (friccao sendo negligenciada).

RT
Peb = 31, — Mg (5.9)
gsinf
Pro = Pre +—— (M + Mygpinr) (5.10)
RT
Drt = my-+migeinl mgr (511)
M<VT_ Py * )

onde p,p € a pressao na bolha acumulada, p,;, é a pressao a montante da valvula virtual,
Dyt € a pressao no topo do riser, 6 é a inclinigdo do riser, e A é a area do corte transversal.

Na Tabela 5.1 sdo mostrados os parametros do modelo de Meglio et al. (2009), seus
valores e suas respectivas unidades.
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Tabela 5.1: Parametros do modelo de Meglio et al. (2009).

Parametro Valor Unidade
p; — Densidade do liquido 900 kg/m3
ps — Pressdo de separagao 6,6e5 Pa
T — Temperatura 363 K
M — Massa molar do gas de elevagao 0,022 kg/mol
6 — Inclinagdo do riser /4 rad
A — Area do corte transversal 0,0177 m?
D — Diametro do riser 0,15 m
L — Comprimento do riser 5200 m
my s¢iy — Massa minima de liquido no riser 37300 kg
Wgin — Vazdo massica de gas entrando no riser 0,82 kg/s
Wi, — Vazao massica de liquido entrando no riser 11,75 kg/s
C4 — Coeficiente de fluxo da bolha alongada le-4 m-?
€ — Fracdo de vazao de gas 0,78 -
V.p —Volume da bolha alongada 48,0 m3
Cout — Coeficiente de fluxo da choke 2.8e-3 m-1

Onde as condig¢des iniciais da simulagdo sdo mg, = 5413,2 kg, my,= 270,4 kg e my,. =

4967 kg.

5.1.2 Cendrios

Alguns dos parametros do modelo de Meglio et al. (2009) foram selecionados para

serem estimados, sendo eles 0 Cy, €, Ve, € Cyy¢- Essa selegdo foi feita de acordo com um
método de identificabilidade pratica de Botelho et al. (2012). Os cendrios foram
estruturados mantendo os mesmos valores para os parametros conforme Tabela 5.1,
modificando apenas o chute inicial de todos os parametros para a otimizacao.

Tabela 5.2: Cenarios para a simulacdo do modelo de Meglio et al. (2009).

Cendrio | Chute
inicial*
A 50%
B 40%
C 110%
D 50%

* Relativo aos valores originais.

O cenario D contém uma discrepancia estrutural no modelo, onde as Equacdes (5.6) e
(5.7) sdo substituidas pelas Equacbes (5.12) e (5.13) para a geracdo de dados
experimentais, que sdo as versdes nao suavizadas dessas fungdes, originais do modelo de
Meglio et al. (2009).

wy = Cymax(0, (Pep — Prv)) (5.12)



40 Aplicacdo na producdo de petroéleo offshore

Wout = Coutu\/ pl(prt - ps) (5.13)

Dados experimentais foram gerados a partir da simulagdao do modelo, considerando os
valores originais apresentados na Tabela 5.1, considerando a abertura da choke constante
e igual a 0,3%. Além disso, um ruido branco com magnitude de aproximada 5% dos valores
de saida foi adicionado aos estados na gera¢do dos dados experimentais. A partir dos dados
gerados, a estimacao dos parametros selecionados foi realizada considerando como chute
inicial para otimiza¢ao os valores descritos na Tabela 4.6.

O modelo de Meglio et al. (2009) possui trés variaveis de estado (mgeb,mgr,mlr), que
ndao possuem possibilidade de serem medidas na pratica. Portanto, no problema de
minimos quadrados sdo consideradas apenas as medi¢des das varidveis p,+ € p,y,, Uma vez
gue essas sao medidas reais no processo.

5.1.3 Andlise da fungdo objetivo

Uma analise preliminar considerando os valores da func¢do objetivo em funcdao dos
parametros €, V,,, para as as abordagens 1 e 2 (i.e., minimos quadrados cldssicos e fator
de amortecimento como penalidade) foi realizada. Os resultados sao ilustrados na Figura
4.9. Dentre os parametros selecionados para a estimagdao, optou-se por estes para a
realizacdo da analise da fun¢do objetivo devido a maior incidéncia de minimos locais gerada
para este caso.
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Figura 5.2: Grafico da funcdo objetivo do modelo de Meglio et al. (2009) (a) abordagem 1:
minimos quadrados classicos (¢ = 0) e abordagem 2: com o parametro de penalidade
para (b) ¢ = 10, (c) ¢ = led4 e (d) ¢ = 1e5.

Conforme ilustrado na Figura 5.2a, utilizando apenas a funcdo objetivo de minimos
guadrados, é possivel verificar varios minimos locais préximos do minimo global. Dessa
forma, qualquer chute distante do valor original para o problema de otimizacdo pode levar
a solucdo para um minimo local. Ja na Figura 5.2c, para a funcdo objetivo com penalidade,
observa-se que a funcdo objetivo é ndo-convexa, pois apresenta um conjunto de minimos
locais para o parametro V,;, no valor fixo de 48 m3. Isso acontece, pois no intervalo de €
entre 0,5 e 1,0, para V,,, fixo em 48 m3 o valor de { estd préximo de zero, significando que
para todo esse segmento de € o sistema oscila. Assim, apesar de ndo existir exatamente
um minimo local na fungdo objetivo, o termo de minimos quadrados pode compensar essa
possivel dificuldade através da aderéncia do modelo aos dados experimentais. Neste caso
também se observa que o parametro de penalidade, apds um certo valor, ndo influencia
mais na convexidade da funcdo objetivo.

5.1.4 Resultados e discussdo

Os resultados do erros quadratico médio (MSE) das variaveis p, € p,p, € da variancia
da varidvel p,+ (1) da estimagdo de parametros do modelo de Meglio et al. (2009) para os
cenarios A, B, C e D sdo apresentados para as trés abordagens que obtiveram os melhores
resultados para o estudo de caso de Jobses et al. (1986), conforme Tabela 5.3.
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Tabela 5.3: Resultados dos erros quadraticos do modelo de Meglio et al. (2009) para os
cendrios e seus respectivos casos.

Cenario
Abordagem A B C D
MSE Ty MSE Ty MSE Ty MSE Ty
1 8,81 0,04 20,23 2,71 8,87 0,07 8,81 0,04
2 4,81 1,08 7,47 0,83 7,61 0,56 4,75 0,55
3 7,20 0,25 7,28 0,28 5,38 0,50 NO NO

Conforme apresentado na Tabela 4.7, os erros quadraticos sdao significativamente
menores para todos os cendrios quando a penalidade T é utilizada (abordagem 2).
Numericamente, através da anadlise das variancias, a abordagem 1 ndo possui
comportamento oscilatério, com exce¢do do cendrio B, enquanto que para a abordagem 2
os resultados ficam mais préximos de 1, exceto para o cenario D. A abordagem 3 obteve
resultados piores para o erro comparado a abordagem 2, enquanto que em relagdo a
variancia, ela também ndo foi capaz de representar o comportamento oscilatério do
sistema. Além disso, para esa mesma abordagem, para o cenario D n3o foi possivel realizar
a otimizagao (NO).

A fim de ratificar essa constatacdo, sdo analisados os resultados da estimacdo de
parametros do modelo de Meglio et al. (2009) para os cenarios A, B, C e D nas Figuras 5.3,
5.4, 5.5 e 5.6, respectivamente, onde sdo mostrados graficamente apenas os resultados
das abordagens 1 e 2.
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Figura 5.3: Cendrio A do modelo de Meglio et al. (2009) (a) sem penalidade e b) com
penalidade ¢. Os dados “experimentais” sdo representados pela linha pontilhada azul e os
dados estimados pela linha sélida vermelha.
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Figura 5.4: Cenario B do modelo de Meglio et al. (2009) (a) sem penalidade e b) com
penalidade C. Os “dados experimentais” sdo representados pela linha pontilhada azul e os
dados estimados pela linha sélida vermelha.
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Figura 5.5: Cendrio C do modelo de Meglio et al. (2009) (a) sem penalidade e b) com
penalidade C. os dados experimentais sao representados pela linha pontilhada azul e os
dados estimados pela linha sélida vermelha.
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Figura 5.6: Cenario D do modelo de Meglio et al. (2009) (a) sem penalidade e b) com
penalidade ¢. Os dados “experimentais” sdo representados pela linha pontilhada azul e os
dados estimados pela linha sélida vermelha.

De forma similar ao estudo de caso anterior, as figuras deixam evidente que para o
modelo de Meglio et al. (2009) a formula¢dao da funcdo objetivo com penalidade gera
resultados superiores quando comparadas ao método de minimos quadrados.

Utilizando a abordagem 1 os parametros estimados sdo incapazes de capturar o
comportamento oscilatério caracteristico do sistema, exceto do cendrio B. Além disso,
apesar de se dispor de chutes iniciais distantes do valor original, a abordagem 2 consegue
alcangar um comportamento oscilatério nas varidveis de saida observadas. Entretanto,
uma discrepancia é observada nos instantes iniciais da simulacdo em todos os casos, as
quais podem ser atribuidas a inicializagdo do modelo. Entretanto, apds transcorrido o
periodo de inicializagdao dos modelos, a tendéncia dos dados experimentais foi capturada.
No cenario B, a abordagem sem penalidade resultou em um comportamento oscilatdrio,
mas apenas quando foi adicionada a penalidade na fun¢dao objetivo é que se obteve um
comportamento similar aos dados experimentais (aderéncia aos dados).

Os valores dos parametros estimados a partir da abordagem 2 e seus respectivos
intervalos de confianca, para cada cendrio, sdo apresentados na Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Valores dos parametros estimados para todos os cendrios do modelo de
Meglio et al. (2009) utilizando a abordagem 2.

Cenario
Parametros A B o D
Cg (m?) 1,02e-4+1,39e-5 8,94e-517,34e-5 1,15e-4+ 1,78e-4 1,81e-4+ 5,2e-4
€ 0,7600+0,0004 0,7664+0,0018 0,8243+0,0017 0,8610+ 0,0017
Veb(m-l) 48,4481+0,0094 52,2164+0,0741 50,6012+ 0,0709 | 48,1205t 0,0624
Cout (m?) 0,0029+1,60e-6 0,002949,18e-6 0,0031+ 9,25e-6 0,0028+ 6,63e-6
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Pode-se observar através da Tabela 5.4, que apesar de a abordagem 2 ter obtido o
melhor resultado dentre as demais, ela ainda ndo foi capaz de alcancar o valor exato dos
parametros da Tabela 5.1, sendo que o parametro C; € o menos preciso deles segundo os
intervalos de confianca. Apesar disso, o comportamento do modelo com os parametros
estimados foi satisfatério, sendo capaz de capturar a tendéncia dos dados experimentais.

Na Figura 5.7 sdo apresentados os planos de fase para os cenarios A, B, C e D,

considerando os parametros 6timos determinados pela estimacao de parametros.
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Figura 5.7: Planos de fase para os cendrios A, B, C e D do modelo de Meglio et al. (2009).

5.2 Fast Offshore Well Model (FOWM)

O modelo proposto por Diehl et al. (2017), denominado FOWM, é baseado no modelo
de Meglio et al. (2009) e Jahanshahi et al. (2012). Essse modelo foi desenvolvido através do
balanco de massa do sistema ilustrado na Figura 5.8, que é dividido em quatro subsistemas:
anular, tubing, flowline e riser.
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Figura 5.8: Sistema da producdo de dleo e gas no mar modelado pelo FOWM. Retirado de
Diehl et al. (2017).

5.2.1 Modelagem matemdtica

Ao todo, o FOWM descreve o sistema de producao de petréleo com elevacao tipo gds-
lift através de 6 EDOs e 25 EAs.

O anular é o compartimento vertical da entrada e acimulo de gds natural, que envolve
a coluna de producdo, conectada ao tubing pela valvula de injecdo de gas natural. Neste ha
presenca somente de gas e o balanco massico é descrito por:

dmgg
—5 = Woe — Wiy (5.14)

onde mg, € a massa de gas no anular, wy. € a vazdo massica de gas natural entrando no
anular e w;,, é a vazao massica de gdas natural através da valvula de inje¢do na tubulagdo
chamada normalmente de tubing. O tubing é o compartimento vertical que conecta o
reservatoério ao leito do mar, através da rocha impermedavel onde ocorre a mistura do gas
natural ao dleo. Neste subsistema ha duas fases: a gasosa (g) e a liquida (/) formada por
Oleo e 4gua do mar, sendo o balanco dado por:

dm
Tgt = Wrlgy + Wiy — Wypg (5.15)
d

= w (1= agy) = Wn (5.16)
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onde mgy, e my; sdo, respectivamente, a massa de gas e liquido no tubing, w, € a vazdo
massica total proveniente do reservatorio, wy,,4 € Wy,p,; 30, respectivamente, as vazdes
massicas de gas e liquido saindo do tubing, e ag,, € a fracdo massica de gas presente no
tubing dada por mgy./(my +my) . O flowline e o riser sdo compartimentos de
encaminhamento da mistura gas/dleo do leito do mar a superficie. O flowline é a regido
junto ao leito do mar e o riser é a regido vertical até o mainfold de producao, localizado na
superficie. No FOWM as regides do flowline e do riser sao consideradas apenas um
subsistema e a dindamica de golfadas causada pelo acimulo no ponto baixo é abstraida pela
presenca de uma bolha alongada e vélvula virtual no ponto de inflexdo, proposto por
Meglio et al. (2009). Assim, o balango no flowline/riser é dado por:

dmgb

pre (1= €e&wypg —wy (5.17)
dmgy,
dtg = EWyng + Wy — Wyour (5.18)
amy,
5= Wyn — Wiour (5.19)

onde mg;,€é a massa de gas acumulada na bolha a jusante da valvula virtual, mg,. e my, sdo,
respectivamente, as massas de gas e liquido no riser, w, € a vazdo massica de gas através
da valvula virtual, wg gy € Wigy s30 as vazdes massicas de gas e liquido através da valvula
de producdo, respectivamente, e € é a fracdo de gas que é desviada pela valvula virtual.

As vazOes madssicas ja suavizadas, em kg/s, sdo dadas por:

— — 2
Wiy = Coutqul (pre ps)+\/2(prt ps)?+e (5.20)
— — 2
w, = C, ®eb prb)"‘\/z(peb Prp)®+e (5.21)
— — 2
Wy = Kw\/pl (et prb)"‘\/z(ptt DPrp)ite (5.22)
(Pai—Peb)+V Pai=Dep)*+
Wiy = Ka\/pai 2 Peb ZP Peb 2 (5-23)
Wiout = A Woyt (5.24)
Wgout = AgWout (5.25)
Wwhg = AgtWwh (5.26)
Wywnt = (1 — @ge)Wyn (5.27)
2
w, =K, (1 ~0,2 (%) ~0,8 (%) ) (5.28)

onde p,; € a pressao no ponto de inje¢do de gas de elevagao no anular, p;;, € a pressao no
ponto de injecao de gas de elevagdo no tubing, p;: € a pressao no topo do tubing, p,p, € a
pressao a montante da valvula virtual, p,, é a pressao no ponto de injecdo de gas de
elevagdo no tubing, p, é a pressdo no reservatorio, p,+ € a pressao no topo do riser, ps é a



48 Aplicacdo na producdo de petroéleo offshore

pressao no separador e p,p, € a pressao na bolha acumulada; p,; € a massa especifica do
gas no anular, p; € a massa especifica do 6leo; ay; € a fragdo massica de gas no tubing, a;
é a fragdo massica de liquido no flowline/riser, a; é a fragdo mdssica de gds no
pipeline/riser; K, é o coeficiente de fluxo da valvula de injegdo, K,, é o coeficiente de fluxo
da darvore de Natal, K, é o coeficiente de fluxo do reservatério; C,,; € o coeficiente da
vdlvula de producdo (choke) e u é a abertura da choke.

As pressoes sao calculadas por:

RT
Peb = mmgb (5.29)
in6
Prp = Dre T % (M + Mygein) (5.30)
RT
prt = M(Vr_mlr+mlstill) mgr (5.31)
Pl
pqtRT
o0 =" (5.32)
Ptb = Pt + Pme9Hyg (5.33)
Ppag = Ptp t pmresg(deg - val) (5.34)
Pbh = Ppag T Pmresg (H — deg) (5.35)
RT L
Pai = (1 + 952) Mga (5.36)

onde V, é o volume do anular, V., é o volume da bolha acumulado a jusante da valvula
virtual, /. é o volume do riser, p,,,» € @ massa especifica do liquido no riser, pyes € @ massa
especifica do liquido no reservatorio, p,,; € a massa especifica do liquido no tubing, py; €
a massa especifica do gas no tubing; m;;; € @ massa minima de liquido no riser, Mé a
massa molar do gas de elevagdo; g é a constante gravitacional, T é a temperatura do
sistema, R é a constante dos gases; H, é o comprimento do anular, H; € o comprimento
do tubing, Hpqg4 € a distancia até o medidor de pressdo no tubing, H, 4, € a distancia até o
ponto de injecdo de gas de elevagao no tubing e 6 é a inclinagdao do ponto de inflexao do
riser.

As massas especificas, expressas em kg/m?3 sdo calculadas considerando gas ideal, ou
seja:

m
Pgt = ﬁ (5.37)
Maor+m
Pme = =5 — (5.38)
Mpgi
Pai = (5.39)

RT
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onde V;; € o volume de gas no tubing e V; € o volume do tubing.

As fragGes mdssicas sao calculadas por:

Mgy
ag = ——— (5.40)
a=1-ay (5.41)

_ _ Mgt
gt = o (5.42)

Os calculos geométricos sdao dados por:
Vgt = Vt - % (5.43)
pL

2
v, =22 (5.44)

2
v, = % (5.45)

2

A= % (5.46)

onde D é o diametro do riser, D, é o diametro equivalente do anular e D; é o diametro do
tubing.

O modelo possui ao todo 27 parametros, sendo 18 desses relacionados diretamente as
caracteristicas fisicas do sistema, conforme descrito na Tabela 5.5.
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Tabela 5.5: Parametros do Fast Offshore Well Model.

Parametro Valor Unidade
a4y — Fracdo de gas no reservatorio 0,0188 -
D, — Diametro equivalente do anular 0,140 m
D — Diametro do riser 0,152 m
D; — Diametro do pogo 0,150 m
g — Constante de gravidade 9,81 m/s?
Hp,q4 — Distancia vertical entre a arvore de natal e 916 m
o ponto de medicdo de PDG
H; — Distancia vertical entre a arvore de natal e o 1279 m
fundo do poco
H,q — Distancia vertical entre a arvore de natal e 1117 m
o ponto de injecdo de gas lift
L, —Comprimento do anular 1118 m
L; —Comprimento do pogo 1639 m
M — Massa molar do gas 18 kg/kmol
py — Pressdo no reservatério 2,25e6 Pa
ps — Pressdo no separador 1013250 Pa
R — Constante dos gases 8314 m3Pa/kmol.K
p; — Massa especifica do dleo 987,45 kg/m3
Pmres — Massa especifica da mistura no 891,9523 kg/m3
reservatorio
T — Temperatura 298 K
6 — Inclinagao do riser /4 rad
Myseinn — Massa minima de liquido no riser - kg
C4 — Coeficiente de fluxo da bolha alongada - m-t
Coyt — Coeficiente de fluxo da choke - m1
V.p —Volume da bolha alongada - m3
€ — Fracdo de gas preso na bolha alongada - -
K,, — Coeficiente de fluxo do topo do pogo - m-t
K, — Coeficiente de fluxo do anular para o pogo - m-t
V. —Volume a montante da valvula virtual - m?3
K, — Vazdo madssica estimada para o pogo - m?

Onde as condigbes iniciais da simulagdo sdo my, = 9347,55 kg, my,= 5347,54 kg, my; =
35014,12 kg, mgy), = 2395,94 kg, my,.= 1788,01 kg e m,, = 11725,32 kg.
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5.2.2 Cendrios

Nove parametros do modelo de Diehl et al. (2017) foram selecionados para serem
estimados, sendo eles 0 M1, Cg, Couts Ve, €, Ky, Kq- V- € K. Essa selegdo foi feita de
acordo com um método de identificabilidade pratica de Botelho et al. (2012). Dois Unicos
cenarios para este modelo utilizando dados “experimentais” simulados foram
estabelecidos mantendo o mesmo conjunto de parametros, modificando apenas o chute
inicial, conforme mostrado na Tabela 5.7.

Tabela 5.6: Cenadrios para os dados experimentais provenientes da simulagao do FOWM.

Cendrio | Valores originais Chute
simulagao inicial*
A Mysrin= 1957,03 20%
Cy =2,05e-4,

Cout=1,97e-2,
Vep = 83,5091
€ =0,57
B K,, = 8,68e-4 140%
K, =1,59-4
V. =630,36
K,=131,31

* Relativo aos valores originais.

As entradas referente a vdlvula choke e a vazdo de gas lift foram mantidas constantes
e iguais a 5,0% e 0,69 kg/s, respectivamente. Um ruido branco nas variaveis de saida Ppag,

Pre € Det-

O FOWM possui seis variaveis de estado (mgq, mge, My, Mgp, Mgy € My;), QU N30
possuem possibilidade de serem medidas na pratica. Portanto, no problema de minimos
quadrados sdo consideradas apenas as medigbes das variaveis ppqg, Prt € Prt, UMa vez que
essas sao medidas reais no processo.

5.2.3 Andlise da fungdo objetivo

A anadlise da fungao objetivo para o FOWM é realizada confrontando os valores dos
dados experimentais (simulados) com os dados advindos da estimacdo de parametros.
Optou-se por utilizar os dados simulados, uma vez que a visualizacdo da funcdo objetivo
tridimensional fica mais compreensivel. Foram selecionados os parametros m;yi; € C,,
pois eles se mostram os mais sensiveis em relacdo aos demais para a andlise do minimo
global, conforme Figura 5.9.
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Figura 5.9: Grafico da fungao objetivo do FOWM para a (a) abordagem 1: minimos
quadrados classicos (¢ = 0) e abordagem 2: com o parametro de penalidade para (b)
@ =1led,(c)p = 1e8e(d) p = 1lel2.

A Figura 5.9a mostra que o grafico da fungdo objetivo sem penalidade possui inUmeros
minimos, o que dificulta muito a busca do solver pela melhor solu¢do para o conjunto de
parametros estimados. Por conseguinte, a Figura 5.8c, no qual a a penalidade é adicionada
a funcdo objetivo, exibe um minimo local bastante visivel, possuindo uma geometria
totalmente diferente do que da Figura 5.9a. A funcdo objetivo da abordagem 2 para um
valor de ¢ suficientemente alto (Figura 5.8c), baseando-se apenas nos graficos, é muito
mais adequada para a estimacdo de parametros do que a abordagem 1 (Figura 5.8a). Da
mesma forma que para os outros estudos de caso, apds certo valor do pardmetro de
penalidade, a convexidade da funcado objetivo ndo muda.

5.2.4 Resultados e discussdo

Os resultados do erros quadratico médio (MSE) das variaveis ppag, Prt € Det) €
variancia da variavel p,q4 (7y) da estimagdo de parametros do Fast Offshore Well Model
utilizando dados experimentais simulados para os cendrios A, B, C e D para as abordagens
1 e 2 sao mostrados na Tabela 5.7.
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Tabela 5.7: Resultados dos erros quadraticos do FOWM com dados experimentais
simulados para os cenadrios e seus respectivos casos.

Cenario
Abordagem A B
MSE Ty MSE T,
1 18,87 0,21 13,16 0,12
2 5,46 1,31 3,27 0,82

Conforme observado, o erro quadratico para a abordagem 2 chega a ser mais do que
trés vezes menor do que o erro da abordagem 1. Em relagdo a variancia, a abordagem 1
possui valores préximos a zero indicando que o o sistema ndo estd oscilando, enquanto
que na abordagem 2 o comportamento é oscilatério, pois os valores da variancia estao

maiores ou proximos de um.
Nas Figuras 5.10, 5.11, 5.12 e 5.13 sdao mostrados os resultados graficos dos cenarios A,

B, C e D para as abordagens 1 e 2, respectivamente.
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Figura 5.10: Cenario A do FOWM sem penalidade utilizando dados experimentais
simulados. Os dados “experimentais” sdao representados pela linha pontilhada azul e os
dados estimados pela linha sélida vermelha.
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Figura 5.11: Cenario A do FOWM com penalidade utilizando dados experimentais
simulados. Os dados “experimentais” sdo representados pela linha pontilhada azul e os
dados estimados pela linha sdlida vermelha.
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Figura 5.12: Cenario B do FOWM sem penalidade utilizando dados experimentais
simulados. Os dados “experimentais” sdo representados pela linha pontilhada azul e os

dados estimados pela linha sdlida vermelha.
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Figura 5.13: Cenario B do FOWM com penalidade utilizando dados experimentais
simulados. Os dados “experimentais” sdo representados pela linha pontilhada azul e os
dados estimados pela linha sdélida vermelha.

A partir das figuras observa-se que os resultados utilizando a penalidade adicionada a
fungdo objetivo (Figuras 5.11 e 5.13) s3ao os que possuem maior aderéncia aos dados
experimentais, além de possuirem o comportamento oscilatério caracteristico do ciclo
limite, conforme esperado. Enquanto isso, utilizando a funcdo objetivo sem a penalidade,
obtém-se resultados que convergem um resultado nao-oscilatério (Figuras 5.10 e 5.12).

Os valores dos pardametros estimados a partir da abordagem 2 e seus respectivos
intervalos de confianca, para cada cendrio, sdo apresentados na Tabela 5.8.

Tabela 5.8: Valores dos pardametros estimados para todos os cendrios do FOWM
utilizando dados experimentais simulados utilizando a abordagem 2.

Cenario

Parametro A B

Mygeins (ke) 1398,5:82,5281 | 1135,4+72,3007

Cy (m)
Cour (M)
Vep (M)
€
Ky (m™)
Kq (m™)
V- (m?)
Ky (m?)

1,35e-4+1,3e-4
1,84e-216,41e-5
68,479+0,1459
0,2621+0,0046
4,99e-418,95e-6
9,47e-511,36e-5
753,74+3,0440
95,348+0,4104

2,15e-4+4,90e-4
2,20e-2+8,41e-5
89,740+0,1431
0,6582+0,0015
9,74e-4+2,80e-5
2,14e-413,68e-5
567,80+1,4145
167,334+0,6534

Apesar de os resultados dos parametros da Tabela 5.8 serem semelhantes aos valores
da Tabela 5.3, as pequenas discrepancias podem ser justificadas pela presenca do ruido e
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pela ndo-linearidade do modelo (observado principalmente no cenario B). Além disso, os
valores menos precisos, segundo os intervalos de confianga, foram para o parametro (g
Assim, estimar os parametros do modelo para o caso em que os dados experimentais sdao
simulados foi importante para testar se a metodologia era capaz de obter um bom
resultado para um modelo tdo complexo e extenso. A partir disso, é possivel partir para o
caso em que os dados experimentais sao reais, conforme a sub-se¢ao a seguir.

Na Figura 5.14 sdo apresentados os planos de fase para os cendrios A e B considerando
os parametros 6timos determinados pela estimacdo de parametros.
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Figura 5.14: Planos de fase para os cendrios A e B do modelo FOWM.

5.3 Aplicagdao do modelo FOWM utilizando dados reais

Nesta secdo é realizado o ajuste do Fast Offshore Well Model utilizando os dados
advindos dos sistemas de producdo offshore de uma plataforma de petréleo nacional.

5.3.1 Cendrios

Na aplicacao real é estimado o mesmo conjunto de parametros da seg¢ao 5.2, sendo
eles 0 Mg, Cg) Couts Ven, €, Kw) Kq. V- € K;.. O Unico cenario formulado para este caso
possui o chute inicial para os parametros baseados nos valores sugeridos por Diehl et al.
(2017).
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Tabela 5.9: Cenadrios para os dados experimentais e reais provenientes da simulagao do
FOWM.

Cendrio | Valores originais Chute
dados reais** inicial*
A Mygein= 62,22 120%
Cg =1,137e-3
Cour=2,039e-3
V.p = 60,98
€ =0,1545
K,, =6,876e-4
K, =2,293e-3
V. =126,9 -
K,.=227,1
* Relativo aos valores originais. **Valores retirados de Diehl et al. (2017).

A abertura da valvula choke possui comportamento conforme ilustrado na Figura 5.15.
Ja vazdo de gas lift é mantida constante e igual a aproximadamente 33,7 kg/s.

o 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000
t[s]

Figura 5.15: Entradas no modelo real do FOWM da abertura da valvula choke.

O FOWM possui seis variaveis de estado (mgq, mg;, My, Mgp, Mgy € My,), qUe N3O
possuem possibilidade de serem medidas na pratica. Portanto, no problema de minimos
quadrados sdo consideradas apenas as medi¢bes das variaveis ppqg, Prt € Pre, UMa vez que
essas sdo medidas reais no processo.

5.3.2 Resultados e discussdo

Os resultados do erros quadratico médio (MSE) das variaveis ppag, Prt € Die, € da
variancia da variadvel p,q4(1y) para a estimagdo de parametros do Fast Offshore Well Model
utilizando dados reais para os cendrios A sdo apresentados na Tabela 5.10 através dos erros
guadraticos (Equacdo 3.27) para as duas primeiras abordagens.



58 Aplicacdo na producdo de petréleo offshore

Tabela 5.10: Resultados dos erros quadraticos do FOWM com dados reais para o cenario
A e seus respectivos casos.

Abordagem MSE Ty
1 4,77 0,31
2 8,65 1,50

Conforme resultados da Tabela 5.10 o erro quadratico para o caso sem penalidade é
menor do que para o caso com penalidade. Essa diferenga se deve ao bias do modelo obtido
em relacdo aos dados experimentais, o que aumenta consideravelmente o erro quadratico
mensurado através do problema de minimos quadrados. No entanto, observando os
resultados da variancia, a abordagem 2 foi capaz de capturar de forma mais apropriada o
comportamento oscilatério dos dados.

Nas Figuras 5.14 e 5.15 sdo mostrados graficamente apenas os resultados das
abordagens 1 e 2, respectivamente. Ja na Figura 5.7 é mostrado o resultado para o mesmo
conjunto de dados reais obtido por Diehl et al. (2017).
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Figura 5.16: Resultados utilizando a metodologia proposta para o cendrio A do FOWM
sem penalidade (linha verde) e com penalidade (linha vermelha) utilizando dados reais
(linha azul).
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Figura 5.17: Resultados obtidos por Diehl et al. (2017) (linha vermelha) para o mesmo
conjunto de dados reais (Azul).

Na Figura 5.16, partindo-se da otimiza¢do apenas com o termo de minimos quadrados
na fungao objetivo, da mesma forma que para os estudos de caso do capitulo anterior, foi
obtido um conjunto de parametros que leval o modelo a convergir para um estado nao
oscilatério). Ja utilizando a penalidade proposta neste trabalho adicionada a fungao
objetivo, o modelo foi capaz de atingir o comportamento oscilatério esperado.

Apesar de o conjunto de parametros estimados utilizando a abordagem 2 ndo mostrar
uma aderéncia maior aos dados experimentais (Figura 5.16), ela ficou semelhante ao
resultado obtido por Diehl et al. (2017) (Figura 5.17).

Da mesma forma que Diehl et al. (2017), embora o comportamento dindmico do poco
estudado seja ndo-uniforme, o Fast Offshore Well Model foi capaz de predizer a pressdo na
PDG com relativa boa performance. Além disso, este modelo proposto pode contribuir para
muitos aspectos da producdo de petréleo, incluindo o monitoramento em tempo real,
controle e otimizacdo. Nesses casos, o offset entre o modelo obtido na identificacdo e os
dados reais acaba sendo ndo muito problemdtico para o controlador, de forma que esse
bias pode ser corrigido através da utilizacdo de um estimador de estados durante a
estimacdo de parametros.

Na Tabela 5.11 sdo apresentados os valores dos nove parametros simulados na
estimacdo de parametros para a abordagem 2, junto a seus respectivos intervalos de
confianca.
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Tabela 5.11: Valores dos parametros estimados para todos os cendrios do FOWM
utilizando dados reais para a abordagem 2.

Cendrio

Parametro

A

Myseinn (kg)
Cy (m™)
Cout (M)
Vep (m?)
€
Ky (m)
K (m?)
Vi (m?)
Ky (m)

71,8293+ 12865,15
1,3290e-3+ 0,3442
3,9747e-3%+ 1,7e-3
70,473+ 20,4848
0,2095+ 0,1772
5,9363e-4+ 2,03e-4
4,2365e-5* 2,4693e-5
153,1257+ 113,4982
246,9820+ 91,9644

Os resultados da Tabela 5.11 mostram uma pequena diferenca dos valores da Tabela
5.9, o que pode ser justificada pela utilizacdo de metodologias diferentes na estimacao dos
parametros nos dois casos. Observa-se que os parametros mg;;; € C4 S0 Menos precisos,
uma vez que seus intervalos de confianca sdo maiores que o valor de seus parametros. Ja
na Figura 5.18 é apresentado o plano de fase para o cendrio A considerando os parametros
6timos determinados pela estimacao de parametros.
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Figura 5.18: Planos de fase para o cendrio A do modelo FOWM utilizando dados reais.

Portanto, a vantagem da metodologia proposta em relacdo ao que foi apresentado no
trabalho de Diehl et al. (2017) é, além de ndo ser necessaria a utilizacdo de um solver global,
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gue o método single-shooting com a penalidade { ndo precisa de nenhuma modificacdo ou
ser aplicado mais de uma vez. Ou seja, o procedimento aplicado por por Diehl et al. (2017)
foi repetido diversas vezes, além de ter sido necessdria a modificacdo manual dos
parametros para direcionar o problema ao seu 6timo, enquanto isso, para a metodologia
proposta fez tudo automaticamente, demorando cerca de 12 horas para encontrar o seu
6timo.



Capitulo 6 — Considerag¢oes Finais

6.1 Conclusoes

A estimacdo de parametros em modelos com ciclo limite é relevante para diferentes
processos, tais como fermentagdo, reatores quimicos e na producdo de petréleo. A
estimacdo de parametros nesses modelos dindamicos ndo-lineares é complexa devido a
ndo-convexidade da funcdo objetivo, onde se tem a presenca de minimos locais. Dessa
forma, o objetivo principal deste trabalho consistiu em elaborar uma metodologia eficiente
para estimacdo de parametros em modelos com ciclo limite, considerando todas as suas
possiveis aplicacdes, tanto em escala laboratorial como industrial. Nela foi possivel suavizar
a dificuldade mencionada reduzindo o espaco de busca (através da adicdo de restricdes),
ou desencorajando a busca em dreas invidveis do espaco de busca (através da adicdo de
penalidade na funcdo objetivo). Baseado nesta ideia, a proposta de apresentar um método
para estimacdo de parametros em sistemas com ciclo limite foi alcancada.

O conhecimento contendo a localizacdo do ciclo limite foi reformulado como uma
penalidade adicionada na funcao objetivo do problema de otimizacao. Isso foi feito com o
auxilio do critério -Hopf adicionado como uma restricdo de igualdade na funcdo objetivo,
onde o método de penalidade exata foi adaptado a esse problema. Neste caso, depois do
primeiro passo do método single-shooting, o parametro de penalidade decresce enquanto
{ se aproxima de zero (comportamento do ciclo limite). Com a penalidade quase
desconsiderada, o modelo pode ser ajustado aos dados experimentais com o termo de
minimos quadrados.

A metodologia proposta neste trabalho foi aplicada a dois estudos de caso que
utilizaram dados experimentais simulados, sendo eles o modelo de J6bses et al. (1986) e o
modelo de Meglio et al. (2009). Em ambos os casos a adicdo da penalidade T a funcao
objetivo se mostrou mais eficiente do que as demais abordagens, sendo elas: sem
penalidade, utilizando a parte real do autovalor como penalidade, incluindo o critério (-
Hopf como restricdo, ou até mesmo considerando a restricdo que se baseia no critério Hopf
que é empregado por programas de anadlise de bifurcacdo, descrito por Govaerts (2000).
Desta forma, a utilizacdo da penalidade  é a que resulta em comportamentos tipicos do
ciclo limite, além de ajustar melhor o modelo aos dados através do termo de minimos
quadrados.

62



6.2 SugestGes para trabalhos futuros 63

Além disso, quando foram observados os graficos das funcdes objetivo dos estudos de
caso mencionados, foi perceptivel que a utilizacdo da penalidade  reduziu os minimos
locais proximos ao maximo global. Com a funcdo objetivo mais convexa, foi possibilitada a
utilizacdo de chutes iniciais mais distantes do valor original, impedindo respostas
indesejadas para o problema de otimizag¢ao, como a resposta de um modelo resultando em
linha reta para dados com caracteristica oscilatdria.

A aplicagdo real desde trabalho, a qual usa dados experimentais advindos dos sistemas
de producdo offshore de uma industria de extracao nacional, também trouxe resultados
promissores, considerando a dificuldade do modelo fenomenolégico utilizado para
estimacdo dos parametros. Os resultados obtidos utilizando a metodologia proposta neste
trabalho ficaram muito semelhantes ao que foi apresentado por Diehl et al. (2017). Além
disso, o modelo proposto pode contribuir para muitos aspectos da producdo de petrdleo,
incluindo na etapa de controle, que ja é apresentado por Gerevini et al. (2016).

Por fim pode-se concluir que a metodologia para estimagdo de parametros em modelos
com ciclo limite possui potencial de utilizacdo pratica com sucesso, sendo essa de
implementacdo simples e de facil compreensao.

6.2 Sugestoes para trabalhos futuros

e Adicionar uma etapa de pré-tratamento e selecdo de dados experimentais, cujo
objetivo é utilizar a menor quantidade de dados possivel que traga a maior
guantidade de informacdes sobre o modelo.

e Utilizar estimadores de estado em adicdo a estimagao de parametros, de modo que
seja reduzido o efeito dos disturbios desconhecidos. Esses podem comprometer a
qgualidade da estimacao, principalmente para processos reais.
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Apéndice A

A.1 Analise do plano de fase

Considerando um sistema nao-linear, onde p, e u, sao os autovalores do problema:
A.1.1 Plano de fase de nds
H1, U TeQIS, Uy “ Hp >0, py # (A.1)

Neste caso, onde ambos os autovalores sao reais e possuem o mesmo sinal, o ponto
estaciondrio é denominado um né. Esse caso se divide em dois subcasos:

a) u < 0:nd estavel (stable node)

b) u > 0: nd instavel (unstable node)

Figura A.1: N6 estavel no plano de fase para o caso ndo-linear (autovalores sao
pontilhados). Fonte: Seydel (2010).
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Na Figura A.1, os eixos sdo as variaveis de estado do sistema, no qual se tem um noé
estavel. O autovalor real u define as quatro linhas sdlidas que passam pelo ponto
estaciondrio, e cada uma delas é uma trajetdria do sistema de equacdes lineares do
problema. Se |u| é grande (pequeno), o movimento correspondente é rapido (lento). Um
autovalor negativo u significa que a trajetdria é direcionada em dire¢ao ao ponto de
equilibrio, no caso em que o nd é estavel, enquanto um nd positivo é associado a um
afastamento do ponto de equilibrio, ou seja, o né é instavel.

A.1.2 Plano de fase de selas
U1, Mo reais, py * piy <0 (A.2)

Quando os autovalores reais possuem sinais diferentes, o ponto estacionario é
denominado ponto de sela. Uma vez que um dos autovalores é positivo, duas das quatro
trajetdrias associadas com os autovalores deixam o equilibrio. Um ponto de equilibrio de
sela, portanto, é sempre instavel, conforme Figura A.2.

iy =10

Figura A.2: Sela em um plano de fase (autoespago é indicado pelo seu autovalor u).
Fonte: Seydel (2010).

A.1.3 Plano de fase foco
Nesse caso, |y, 1L, sao complexos conjugados com parte real diferente de zero. Assim:
My = a+iB, pp = a—if (A.3)

Onde a e +[3 denotam as partes reais e imagindrias, respectivamente. Nesse caso, o
equilibrio correspondente é denominado foco estavel (o < 0), centro (a = 0) e foco
instavel (o > 0).
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Figura A.3: Mudanca de estabilidade do foco em um plano de fase. Fonte: Seydel (2010).

A.2 Analise de bifurcagao

A.2.1 Bifurcagdo ponto limite (turning point)

Também denominado de bifurcacdo dobra (fold bifurcation), né de sela (saddle node)
ou de ponto limite (limit point), pode ser introduzindo usando as seguintes equacdes
escalares:

0=y2—21oul0=y%2+21 (A.4)

As solugdes de y(1) de 0 = y2 — 1 formam uma parabola que é definida apenas para
A>0. Em A = 0 existe apenas uma solu¢do (y = 0), onde para A > 0 existem duas
solugbes y = +Vle y = —V1.0 ponto onde as solugdes comegam a existir (A =0,y =0
nesse exemplo) é um ponto de inflexdo. Os pontos de inflexdo geralmente surgem em
pares, resultando em efeitos de histerese. Na Figura A.4, o ramo vem de um lado (direcdo
de A) e vira no ponto de inflexdo.

[y]

(a)

(b ~.

Figura A.4: Bifurcacdo ponto limite. Fonte: Seydel (2010).
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O ponto de inflexdo sela (saddle node) é motivado pelo comportamento de estabilidade
das solucdes quando elas sdo interpretadas como equilibrio das equacdes diferenciais. No
caso, por exemplo, da equacdo diferencial abaixo:

y=y2+2 (a.5)

o equilibrio ++/2 é estavel, enguanto que —/2 é instavel. Na Figura A.5 a estabilidade da
equacdo é mostrada graficamente, onde distingue-se o equilibrio estavel e instavel pela
utilizagao de uma linha continua para o primeiro e de uma linha pontilhada para o segundo.

)

stahle (node)

04 <

unstable (saddle)

Figura A.5: Estabilidade da bifurcacdo ponto limite. Fonte: Seydel (2010).

Ou seja, a bifurcacdo do tipo sela é uma bifurcagdao descontinua, uma vez que no ponto
critico A, se tem o fim de um ramo estdvel. Se houver um caminho sobre o ramo estdvel
através de A, entdo a bifurcacdo é continua e deixa de ser um ponto limite.

A.2.2 Bifurcagdo transcritica (transcritical bifurcation)

Na bifurcagao transcritica ocorre a mudanga de estabilidade das solugdes. O exemplo
mais simples dessa bifurcacdo é:

y=2y—y? (A.6)

O equilibrio é dado por y =0 e y =A. Nesse caso, o ramo trivial y = 0 perde
estabilidade no ponto de bifurcagdo (y,1) = (0,0). Simultaneamente ha uma troca de
estabilidade no outro ramo. A Figura 8 indica os ramos estdveis por linhas continuas,
conforme a seguir:
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Figura A.6: Bifurcacao transcritica. Fonte: Seydel (2010).

A.2.3 Bifurcagdo forquilha (pitchfork bifurcation)

O tipo de bifurcacao forquilha é caracterizada pelo aparecimento e desaparecimento
de equilibrios e pela ocorréncia de mudanca de estabilidade. Esse tipo de bifurcacdo é
caracterizado pelo fato de que x = 0 é um conjunto de solucbes estdticas e existe uma
segunda curva que a intercepta f(x, A.) situada inteiramente em um dos lados de A..

No plano (x, 1), a segunda curva de equilibrios fica inteiramente no lado direitode A =
A se a segunda derivada é positiva, ao passo que se a segunda derivada for negativa, a
curva se localiza no lado esquerdo. Assim, quando o equilibrio ndo-trivial aparece para 1 >
A¢, se diz haver uma bifurcagdo foquilha supercritica, ja para 4 < A, se tem uma bifurcagao
forquilha subcritica.

O exemplo mais simples de bifurcacdo forquilha supercritica (supercritical pitchfork
bifurcation) é:

y=Ay—y3 (A7)

Para A > 0 existem dois equilibrios ndo-triviais, y = +V2. A transicao da estabilidade
é ilustrada na Figura A.7.
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stahle

stable unstable A

stable

Figura A.7: Bifurcacao forquilha supercritica. Fonte: Seydel (2010).

Existe uma simetria na equacgao utilizada neste exemplo: ou seja, substituindo y —» —y
tem-se a mesma equacao, logo, a equacdo é invariante em relacdo a essa transformacao.
A simetria também é encontrada nas solugdes estacionarias. Além da transformacao y —
—y, os dois ramos que surgem das condig¢des iniciais (y,, 1¢9) = (0,0) sdo idénticos e assim
pode ser identificado.

O exemplo mais simples de bifurcacao forquilha subcritica é:
y=2+y (A.8)

Neste caso ha também perda de estabilidade no ponto de bifurcagdo (yy, 4¢) = (0,0).
Diferente do exemplo da bifurcacdo forquilha supercritica, ndo ha mudanca de
estabilidade. Ao invés disso, a estabilidade é perdida localmente no ponto de bifurcagdo. A
equacdo diferencial e as solu¢des estacionarias possuem a mesma simetria como o
exemplo anterior.

y

unstable

LT T
-
= -

stable ' unstable

unstable

Figura A.8: Bifurcacao forquilha subcritica. Fonte: Seydel (2010).
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A.3 Fungoes teste de bifurcacao

Supondo que uma cadeia de solugdes

L), % 42), ... (A.9)

Para f(y,A) = 0 foram aproximadas e que um ponto de bifurcacdo é dado por
(yj_l,Aj_l) e (yj,Aj). Portanto, a partir desses dados das solugdes é possivel reconhecer
se uma bifurcagdo (y,, 4¢) esta proxima utilizando as fungdes teste (y, 1), as quais sdo
avaliadas durante a varredura dos ramos. Uma bifurcacdo é indicada por um zero de 1, ou
seja, uma funcdo teste da bifurcacdo que satisfaz a propriedade

(Yo, 40) =0 (A.10)

e é continua em um intervalo suficiente grande que inclui 4,. Uma mudanga de sinal de t
em (y,,4¢) é conveniente. A aplicagdo de 7 é ilustrada na Figura x. A parte de cima da
figura mostra muitas solucdes calculadas em um ramo. Durante essas computacoes, 0s
valores da funcdo teste da bifurcacdo sdo monitorados (parte de baixo da figura). Uma vez
qgue é improvavel obter-se exatamente o zero (ou a bifurcacdo, respectivamente), faz
sentido checar uma mudanca de sinal de 7. Uma bifurcacdo é mais provavel de ocorrer se:

t(y/™ 4-1)t(y7, ) < 0 (A.11)

é satisfeito.

Figura A.9: Valores da fungao teste abrangendo um zero. Fonte: Seydel (2010).



