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Resumo

O modelo de sacola difusa é um modelo hadronico que possui aspectos tanto do modelo de
sacola do MIT (conservacdo da energia e momentum, energia de vicuo da QCD) quanto
dos modelos de potencial relativisticos (confinamento obtido através de um potencial).
O modelo desenvolvido também é um modelo quiral, com a propriedade tnica de que
0 campo pibnico é suprimido no interior da sacola por meio de um potencial escalar,
e no entanto a simetria quiral é preservada. O modelo também €é nico em que pode-
se controlar o quanto o campo pidnico pode penetrar no interior da sacola (em todos
os outros modelos, os pions ou entram livremente na sacola ou permanecem totalmente
excluidos de seu interior). N6s calculamos as massas do octeto fundamental dos bérions
levando em conta as correcoes de centro de massa, troca de um glion e troca de um pion.
Também calculamos a constante de acoplamento pion-nicleon, a carga axial do nicleon,
assim como os raios de carga, momentos magnéticos e fatores de forma eletromagnéticos
do préton e do neutron. Exceto pelos fatores de forma eletromagnéticos, a concordancia
com os resultados experimentais foi excelente, e os resultados indicam que o campo pidnico

¢ suprimido somente na vizinhanca do centro da sacola.



Abstract

The fuzzy bag is a hadronic model which has features both of the MIT bag model (energy-
momentum conservation, QCD vacuum energy) and of relativistic potential models (con-
finement achieved through a potential). It is also a chiral model, with the unique property
that the pion field is suppressed in the interior of the bag by means of a scalar potential,
and yet chiral symmetry is preserved. It is also unique in that one can control how far
the pion field can penetrate in the interior of the bag (in all other models the pions either
enter the bag freely or are not allowed to enter the bag). We calculate the masses of the
fundamental baryon octet taking into account the center-of-mass, one-gluon exchange and
one-pion exchange corrections. We also calculate the pion-nucleon coupling constant, the
nucleon axial charge, as well as the charge radii, magnetic moments and electromagnetic
form-factors of the proton and neutron. Except for the electromagnetic form-factors, the
agreement with experiment is excellent, and the results indicate that the pion field is
suppressed only very near the center of the bag.
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Introducao

O modelo de sacola tem uma longa histéria, comecando em 1974, quando foi publicado o
artigo original pelo grupo do MIT [1]. Conhecido simplesmente como o “modelo de sacola
do MIT”, este é provavelmente o modelo hadrénico mais simples encontrado na literatura.
E é justamente nisto que reside o grande apelo gerado pelo modelo: a capacidade de
traduzir e implementar em termos simples as principais caracteristicas da fisica de hadrons
para estados ligados. E como o modelo de partons criado por Feynman para descrever
o espalhamento profundamente ineldstico — com poucos ingredientes, consegue-se fazer
uma, quantidade enorme de fisica.

O modelo de sacola do MIT tem sido aplicado a intimeras areas da fisica, como por
exemplo no estudo de estrelas de quarks, estrelas de néutrons, espalhamento hadron-
hédron, decaimento do préton, efeitos nucleares devidos & subestrutura de quarks, etc.,
além, é claro, de ser aplicado no estudo das propriedades hadronicas tradicionais, como
fatores de forma eletromagnéticos, constantes de acoplamento, etc. Devido ao seu suces-
s0, o0 modelo do MIT deu origem a varios outros modelos, inclusive ao modelo de sacola
difusa, que é assunto desta tese. Deve-se ressaltar entretanto que, na fisica de mésons, mo-
delos deste tipo nao obtiveram resultados muito bons, recorrendo-se entao a formulagoes
alternativas, como por exemplo a equagdo de Bethe-Salpeter [2, 3, 4].

A sintese de principios fisicos sélidos com um modelo matematico simples é freqiiente-
mente uma indicacdo de que os fendmenos fisicos relevantes para o entendimento de uma,
determinada 4rea da fisica foram bem compreendidos. Muitas vezes esta sintese permi-
te também vislumbrar com clareza quais ingredientes fisicos estao faltando ao modelo.
No caso do modelo de sacola do MIT, as propriedades de confinamento dos quarks e de
liberdade assintética estavam incorporadas no modelo ja desde a sua formulagao, assim
também como a diferenca de energia entre os vicuos perturbativo e ndo-perturbativo da
Cromodinamica Quéntica (QCD). Apds as primeiras aplicagées do modelo & fisica ha-
dronica, verificou-se a falta de um importante ingrediente fisico, a conservacao parcial da
simetria quiral. Esta simetria desempenha um papel fundamental na fisica hadrénica,
como ¢é atestado na relacao de Goldberger-Treiman e na teoria de perturbacdo quiral,
apenas para citar dois exemplos.

Para tratar de modo mais correto a simetria quiral no modelo do MIT, adicionou-se ao

modelo o campo pibnico [5]. Ocorre que a simetria quiral, por si mesma, ndo é suficiente



para fixar univocamente a interacdo entre quarks e pions, como ocorre com as simetrias
de calibre. Isto teve como conseqiiéncia uma dezena de novos modelos hadrénicos, que
diferem basicamente no modo como o pion é tratado. Assim, em alguns modelos os pions
podem entrar no interior da sacola; em outros modelos os pions sao mantidos somente no
exterior. Diversos tipos de acoplamento pion-quark foram estudados, assim como varias
realizagOes (linear e néo-linear) da simetria quiral. Nos tratamentos iniciais, o campo
pibnico era tratado como um campo classico, passando mais tarde a ser quantizado.

A quantizagdo do campo pibnico [6, 7] foi um passo muito importante, permitindo
um estudo mais realistico da fenomenologia hadronica. Neste novo formalismo é possivel
descrever a criacdo e destruicao de barions, assim como na teoria de campos quanticos,
apesar dos barions serem tratados como estados ligados de trés quarks, e ndo como campos
elementares. As flutuagoes quanticas dos campos dos pions e dos barions foram deste modo
incorporadas aos modelos de sacola e de potencial relativistico, sendo fundamentais no
calculo de determinados observaveis. Por exemplo, sem estas flutuagoes o calculo do raio
de carga do néutron fornece um resultado nulo, j4 que a carga elétrica do néutron é zero.
Ao levarmos em conta as flutuagoes quénticas, o vetor de estado do néutron recebe uma,
contribuicao de estados de um préton e um pion, ambos com carga elétrica diferente de
zero, e com isto o raio de carga do néutron torna-se negativo, em acordo com os resultados
experimentais.

A quantizacdo do campo pibénico também trouxe, sob o ponto de vista formal, um
problema grave para o modelo de sacola do MIT. No formalismo quantico, um quark
pode emitir um pion e logo depois absorvé-lo. Neste processo, o estado quantico do quark
¢ modificado quando o quark emite o pion, e volta ao estado original quando o pion é
absorvido. No estado intermedidrio, 0 momento angular e energia do quark dependerao
dos valores respectivos para o pion. Estas flutuagées quanticas tém como conseqiiéncia
que o propagador dos quarks seja modificado, de modo que a massa dos quarks seja
alterada, gerando assim uma contribuicao para a auto-energia do quark. Nos modelos de
sacola e de potencial relativistico, em geral sdo utilizados somente quarks de valéncia na
descricao dos bérions, mesmo para os estados intermediarios. Mas, em principio, todos
os estados possiveis devem ser levados em conta neste processo. No estudo do modelo
de sacola do MIT, descobriu-se que, quando todos os estados intermedidrios possiveis sao
levados em conta, a auto-energia do quark diverge, e esta divergéncia é causada pelo fato
da superficie da sacola do MIT ter uma espessura infinitesimal. Esta divergéncia nao é
renormalizdvel e, sendo originada por uma caracteristica intrinseca ao modelo do MIT,
significa que este modelo chegou ao seu limite.

Para salvar o modelo do MIT, Y. Nogami e colaboradores criaram o modelo de sacola
difusa [8, 9] (fuzzy bag model). Na sua versdo original, o modelo de sacola difusa pretende
ser uma modificagao minima do modelo do MIT, no qual somente a superficie da sacola
¢ alterada, adquirindo uma espessura finita. A intencdo era preservar os aspectos positi-



vos do modelo do MIT — liberdade assintética, confinamento, incorporacao de efeitos do
vacuo — e eliminar a tnica caracteristica reconhecidamente negativa — a superficie da
sacola com espessura infinitesimal. Com isto, a divergéncia da auto-energia que mencio-
namos acima é eliminada, ou melhor, nem aparece, pois a superficie da sacola tem uma
espessura finita. O modelo de sacola difusa possui ainda uma outra propriedade interes-
sante, que estd relacionada com o mecanismo que torna espessa a superficie da sacola.
Este mecanismo faz com que o modelo de sacola difusa fique muito parecido com modelos
de potencial relativistico, mas permite que, num determinado limite, o0 modelo do MIT
seja recuperado. Deste modo, o modelo de sacola difusa serve como uma “ponte” entre o
modelo do MIT e os modelos de potencial relativistico, que antes eram vistos como sendo
bastante diferentes.

Entretanto, na versao original do modelo de sacola difusa foi esquecida uma propriedade
importante: a conservagdo da energia e do momento linear. Esta propriedade é satisfeita
no modelo do MIT e é, de fato, uma das principais caracteristicas deste modelo. Na versao
completa do modelo do MIT, a sacola pode ser, em principio, deformada arbitrariamente.
A requisicao de que a acdo seja minima com respeito a pequenas deformagcoes da sacola,
leva a uma equacao que fixa dinamicamente a forma da sacola. Deste modo, a forma da
sacola passa a depender do movimento dos quarks no seu interior. Uma das conseqiiéncias
disto é que a energia e o momento linear sdo conservados no modelo do MIT. Assim, ao
tratarmos um préton, por exemplo, usando a sacola do MIT, podemos considerar este
préton como sendo um sistema dinamico fechado: para crid-lo, é necessario fornecer uma,
quantidade finita de energia, e esta energia é conservada pelo sistema, nao sendo dispersa
para o meio exterior. Em contraposi¢ao, nos modelos de potencial relativistico e na versao
original do modelo de sacola difusa, a energia e o momento linear ndo sao conservados.
Assim, ao tratarmos um préton, por exemplo, seguindo estes modelos, nao poderemos
considera-lo um sistema dindmico independente.

Nesta tese, no capitulo 1, apresentamos uma nova versao do modelo de sacola difusa
[10] que incorpora a propriedade de conservagio da energia e do momento linear. De fato,
esta propriedade é imposta no modelo. Uma das conseqiiéncias € que a constante B do
modelo do MIT adquire uma dependéncia na varidvel radial B — B(r), deixando portanto
de ser uma constante. Fisicamente, a constante B representa a diferenca de densidade de
energia entre o vdcuo perturbativo da QCD (presente no interior dos hddrons) e o vécuo
ndo-perturbativo da QCD (presente no exterior dos hddrons). A constante B é positiva,
pois o vacuo perturbativo da QCD é um estado meta-estavel que, na auséncia de quarks,
decai para o vacuo verdadeiro, que é nao-perturbativo. Na nossa versao do modelo de
sacola difusa, a dependéncia radial faz com que a diferenca de energia entre os estados de
vécuo, representada por B(r), tenha um valor positivo em 7 = 0 e diminua & medida que
r aumenta, chegando ao valor nulo quando a fronteira da sacola é ultrapassada. Vemos

assim uma transi¢ao continua entre o interior e o exterior da sacola, o que representa uma



transicdo continua do vacuo perturbativo para o vacuo nao-perturbativo, a medida que
passamos do interior para o exterior da sacola. Em contraposicao, no modelo do MIT esta,
transicao é abrupta e descontinua. Portanto, a incorporacao da conservacido da energia
e do momento linear no modelo de sacola difusa, além de permitir que considere-se a
sacola como sendo um sistema dindmico fechado, permite também um tratamento mais
consistente da energia de vacuo.

Voltando ao assunto da inclusao do campo piénico em modelos de sacola e de potencial
relativistico, lembramos que o desenvolvimento do modelo de sacola difusa foi motivado
pela ja comentada divergéncia da auto-energia devida a interagdo pion-quark. Um outro
ponto de interesse é se o campo pidnico pode ou nao entrar no interior da sacola. Al-
guns autores argumentam que sim, o campo pidnico pode existir no interior da sacola,
justificando que, no interior da sacola, o campo pibnico simularia a presenca de pares
quark/anti-quark. Entretanto, pode-se levar em conta a presenca de pares quark/anti-
quark diretamente, sem necessidade de simular este efeito recorrendo-se ao campo pionico.
Outros autores argumentam que nao, o campo piodnico nao pode entrar no interior da sa-
cola, justificando que o interior e o exterior da sacola representam estados diferentes do
vacuo da QCD e estdo relacionados com modos diferentes de realizacdo da simetria quiral.
No interior da sacola, a simetria quiral seria realizada no modo de Wigner e, no exterior,
no modo de Goldstone. Como os pions sao bésons de Goldstone, eles podem existir so-
mente no exterior da sacola (isto serd visto com mais detalhes no capitulo 2). Esta é, sem
divida, a posicdo mais bem aceita na comunidade da fisica hadrénica. Podemos ainda
adicionar um outro argumento em favor da exclusdo do campo pidnico do interior da
sacola: a presenca do campo pibdnico no interior da sacola fere a propriedade de liberdade
assintética, que é uma propriedade somente da interagdo quark-glion, e, sendo assim, os
pions devem existir somente no exterior da sacola.

Portanto, vimos que um modelo hadrénico realistico deve manter o campo pidnico
somente no exterior dos hadrons. No entanto, sob o ponto de vista pragméatico, muitos
autores postulam a existéncia do campo pidnico entre no interior dos hadrons. O motivo
era a falta de um mecanismo de exclusao do campo piénico nos modelos de potencial
relativistico. Somente para o modelo do MIT era conhecido um mecanismo possivel,
estando ele relacionado com o fato da superficie da sacola do MIT ter uma espessura
infinitesimal. Para modelos de potencial relativistico e para o modelo de sacola difusa, no
qual a superficie tem uma espessura finita, é essencial que também se tenha um mecanismo
que possa excluir o campo pidnico do interior do hadron.

Um mecanismo possivel foi apresentado em nossa dissertagdo de mestrado [11], e
também publicado [12], sob o nome de modelo de sacola difusa modificado. O meca-
nismo foi inspirado [13] pelo préprio modelo de sacola difusa em sua versdo original [8, 9],
no qual uma assim chamada funcao de supressao dava origem a um potencial confinante
para os quarks. No modelo de sacola difusa modificado, é introduzida uma funcao de su-



pressao para os pions, dando origem a um potencial escalar para os pions que os impede
de entrar no interior da sacola. O ponto importante é que, mesmo com a presenca deste
potencial escalar para o campo pibdnico, a simetria quiral ainda é preservada. Isto serd
revisto em detalhes no capitulo 2 deste trabalho, constituindo um resultado sem similar
na literatura.

Devemos ressaltar, no entanto, que a versdao do mecanismo de supressao do campo
pidnico apresentado nos nossos trabalhos [11, 12], por implicar em uma densidade Lagran-
geana muito complicada (para o significado mais preciso desta afirmacdo, ver o capitulo
2), impedia a quantizagdo do campo piénico no modelo. Nesta tese, resolvemos este
problema obtendo uma densidade Lagrangeana mais simples, que permite facilmente o
procedimento de quantizacdo. Com isto, podemos aplicar o modelo de sacola difusa de
maneira mais realista.



Parte 1

Uma nova versao do modelo de

sacola difusa



Capitulo 1
O campo dos quarks

Neste capitulo vamos apresentar uma nova versdo do modelo de sacola difusa (Fuzzy
Bag Model, FBM). A idéia principal é incluir a conservagio de energia e momento linear
dos quarks no modelo. Esta propriedade nao estd presente na formulacdo original do
FBM [8, 9], mas é de suma importancia para a interpretacdo do modelo como sendo um
modelo de sacola — isto é, como um modelo onde o raio da sacola é determinado pelo
equilibrio entre a pressao interna de expansao dos quarks e a pressao externa do vicuo
ndo-perturbativo da QCD. Ao incluir a conservacao de energia e momento no modelo, a
presente versao do FBM pode ser entao apropriadamente considerada como um modelo
de sacola.

Para que a energia e o momento linear sejam conservados no nosso modelo, é ne-
cessario introduzir um termo B na densidade Lagrangeana. Este termo B é completa-
mente andlogo & constante B do modelo de sacola do MIT [1], e também tem o papel de
simular alguns efeitos do vicuo nao-perturbativo da QCD. Uma conseqiiéncia imediata da
conservacao de energia e momento é que a “constante” de sacola B nao é mais constante,
como no modelo do MIT, mas adquire uma dependéncia da varidvel radial, B = B(r).
Além disso, a forma desta dependéncia em r pode ser estabelecida sem nenhuma arbitra-
riedade, além da escolha do potencial confinante dos quarks.

Adotaremos, nesta nova abordagem do FBM, o enfoque de trabalhos anteriores [11, 12],
nos quais consideramos a sacola como tendo uma regido interior, onde os quarks sao livres,
uma regiao de superficie, onde a funcao de onda dos quarks é gradualmente suprimida,
e uma regidao exterior, onde a funcdo de onda dos quarks é nula. A regido interior da
sacola representa o vicuo perturbativo da QCD, a regido exterior representa o vicuo nao-
perturbativo da QCD, e a superficie da sacola representa a regidao de transi¢cdo entre os
dois tipos de vacuo.

Esperamos que os pontos discutidos acima tornem-se mais claros no decorrer deste
capitulo. Na secao 1.1 introduzimos o modelo de sacola do MIT. A apresentacdo serd
breve, tendo como objetivo principal esclarecer os fundamentos conceituais do modelo.

Uma discussao mais extensa e com varios detalhes técnicos pode ser encontrada na nossa
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dissertagdo de mestrado [11]. Na segfio 1.2 apresentamos o modelo de sacola difusa, ji
na nossa nova versao. A secdo 1.3 apenas introduz os conceitos necessarios para a secio
1.4, na qual veremos explicitamente o surgimento da dependéncia da constante B com
respeito a varidvel radial, B = B(r). Na se¢do 1.5 obtemos a equagdo dindmica para a
funcao de onda dos quarks, sendo na secdo 1.6 derivadas as condigoes de contorno para
esta funcdo. Na secdo 1.7 estipulamos uma forma para o potencial confinante dos quarks,
sendo as secgoes 1.8 até 1.10 dedicadas essencialmente a solucao das equacoes dinamicas
dos quarks. Por fim, na secao 1.11 calculamos a massa de um bérion segundo o nosso
modelo.

1.1 Modelo de sacola do MIT

O modelo de sacola do MIT tem como proposta descrever os hddrons em geral, tanto os
barions como os mésons, de uma maneira que seja a0 mesmo tempo simples, mas rica em
fisica. Resumidamente, os aspectos fisicos levados em conta sdo a liberdade assintética,
o confinamento, o movimento relativistico dos quarks e algumas consideragdes sobre o
vacuo da QCD. No que segue, veremos em detalhes como estas motivacoes fisicas sdo
incorporadas no modelo.

Quando os quarks estdo préximos uns dos outros, eles interagem muito fracamente, isto
é, comportam-se aproximadamente como particulas livres. Esta propriedade foi chamada,
de liberdade assintética, pois é observada experimentalmente em espalhamentos envol-
vendo grandes tranferéncias de momento, g2 — co. Neste regime de altas tranferéncias de
momento, pode-se tratar a QCD com métodos perturbativos e demonstrar formalmente a
propriedade de liberdade assintética. No modelo de sacola do MIT os quarks sao tratados
como particulas livres, no sentido restrito do termo, enquanto estiverem no interior da
sacola. Sendo os quarks particulas de spin 1/2 e visto que a sua velocidade no interior dos
hadrons é relativistica, é adequado descrevé-los usando espinores de Dirac. Denotando o
campo dos quarks por ¢(z) e por m a respectiva massa, vemos que a densidade Lagran-
geana mais simples que incorpora os aspectos fisicos acima mencionados é a densidade
Lagrangeana de uma particula de Dirac livre,

e H 7~ i
57" 0uq = 0,37 q) —mqq. (1.1)

De acordo com a propriedade de confinamento, os quarks devem permanecer sempre
ligados uns aos outros no interior dos barions e mésons. Esta propriedade ndo poéde ainda
ser derivada a partir da QCD, mas temos indicagées de que seja correta, por exemplo,
através dos cdlculos de QCD na rede e através da derivacao do potencial linear entre
dois quarks estdticos, de massa infinita. Além do mais, caso pudesse ser produzido um
quark livre, a sua deteccao seria imediata e sem ambigiiidades, e isto ndo aconteceu até
este momento. No modelo de sacola do MIT, o mecanismo de confinamento consiste na
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multiplicagdo da densidade Lagrangeana (1.1) pela fun¢do degrau de Heaviside, (R — ),
onde R € o raio da sacola,
i

(7" 8.9 —8,qv"q) —maq|O(R—7). (1.2)
P

A distribuigéo §(R — r) é definida por

1 ,r<R
H(R—r)z{o ro R (1.3)

assim vemos que o campo dos quarks s6 existe na regiao esférica r < R, que é chamada
de sacola. Na regido » > R a densidade Lagrangeana é identicamente nula: nao existe
nada fora da sacola, nem mesmo flutuagées quanticas dos campos dos quarks.

Em r = R temos a superficie da sacola, que é a fronteira entre o seu interior e o
seu exterior. No modelo do MIT, a superficie tem uma espessura infinitesimal, que na
literatura é chamada de superficie delgada, em contraposicdo a superficie da sacola no
modelo de sacola difusa, que tem espessura finita, como serd visto na préxima secao.
Com o fim de obter a condicao de contorno correta para o campo dos quarks na superficie
da sacola, isto é, na regido em que r = R, acrescenta-se mais um termo a densidade
Lagrangeana (1.2),

i 1
5(67”3uq—3u67"q)—m6q O(R—r)=5dqq56(R—r). (1.4)

O novo termo envolve a fungéo delta de Dirac, (R —r), e também pode ser compreendido
como o caso limite de um potencial confinante sobre os quarks. Isto é, a funcao delta de
Dirac seria o limite de um potencial escalar confinante V,(r), na medida em que a regido
onde V,(r) age torne-se cada vez menor enquanto que os valores de V,(r) nesta regido
tendam a infinito. Voltaremos a este ponto novamente na préxima secao.

Como vimos, as propriedades de confinamento e de liberdade assintética foram incor-
poradas no modelo de sacola do MIT. Estas propriedades também fazem parte de todos
os modelos hadronicos, em especial dos modelos de potencial. Em termos de concepcao
fisica, o modelo de sacola do MIT pretende ir um pouco além, procurando levar em conta,
também algumas propriedades do vicuo da QCD. Mais exatamente, procura-se incorpo-
rar no modelo, de maneira aproximada, uma distincao entre as duas fases do vicuo da
QCD.

Acredita-se que, se pudéssemos resolver a QCD, veriamos que o vacuo é dividido em
duas fases, chamadas de vacuo perturbativo e vacuo nao-perturbativo da QCD. O vacuo
nao-perturbativo corresponde a regido exterior aos hddrons, envolvendo fenémenos que
ocorrem na escala de 1 fm ou que envolvam transferéncias de momento na ordem de
200 MeV/c, para os quais a constante de acoplamento da QCD assume valores altos.

No interior dos hadrons, a regidao na qual as interagdes quark-glion ocorrem é menor,
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tornando-se mais relevantes as contribuicées com alta transferéncia de momento, e assim
a constante de acoplamento da QCD assume valores menores (liberdade assintética),
possibilitando o uso de métodos perturbativos. Segundo estas consideragoes, o vicuo
perturbativo seria um estado meta-estavel: se retirarmos os quarks, ele decai para o
vacuo “verdadeiro”, que é ndo-perturbativo. Portanto, a fase perturbativa do vicuo deve
ter uma energia maior que a fase nao-perturbativa. No modelo de sacola do MIT, esta
diferenca de energia é representada pelo termo BV, onde V é o volume da sacola e B é a
chamada na literatura de constante do modelo de sacola do MIT. No modelo que iremos
desenvolver a partir da préxima secao, esta quantidade B adquirird uma dependéncia na
varidvel radial . Para manter uma terminologia uniforme em todo este trabalho, vamos
nos referir a B como sendo a energia do vicuo, lembrando que, de fato, B é a diferenca
entre as densidades de energia das duas fases do vacuo da QCD.

A incorporacao da energia de vidcuo ao modelo pode ser feita adicionando-se a densidade
Lagrangeana (1.4) o termo —B6#(R — r). A densidade Lagrangeana completa para o
modelo de sacola do MIT é, finalmente, dada por
%(67" 0uq—0,q7"q) —mgq— B|O(R—7) - %Gq S(R—r).  (15)

Vejamos agora algumas conseqiiéncias fisicas decorrentes de (1.5). Em primeiro lugar,

»CMIT =

vemos que a energia da sacola Ep,, é a soma das auto-energias E; dos quarks e da contri-
bui¢do do termo BO(R — r). Integrando a densidade Lagrangeana (1.5) sobre o espago, a
contribuic¢do deste termo é igual a BV (com sinal positivo, ji que a densidade de energia
é a transformada de Legendre da densidade Lagrangeana). Temos entdo

Ep"=> " E,+BV. (1.6)

Note-se que o termo BV, e portanto a energia da sacola, cresce a medida em que o raio R
da sacola aumenta. Os auto-valores de energia dos quarks tém o comportamento inverso:
eles crescem a medida que R diminui, e isto pode ser compreendido qualitativamente. Na,
mecanica quintica, quando uma particula estd confinada a uma certa regido do espaco, a
energia minima F, que esta particula pode ter estd relacionada com o tamanho da regidao
(seja isto em 1, 2 ou 3 dimensdes do espago). Quanto menor for o tamanho desta regido,
maior vai ser a energia minima; e, inversamente, quanto maior for o tamanho da regiao,
menor vai ser a energia minima. A dependéncia qualitativa da energia da sacola Ejgg
como funcdo do raio R é mostrada na figura 1.1. Vemos que a energia da sacola sempre
terd um ponto de minimo para um valor determinado de R, e este ponto é tnico.

No modelo de sacola do MIT, o raio R da sacola é determinado dinamicamente, como
conseqiiéncia de requerer-se que a acao seja invariante frente a pequenas alteracoes em R
(ver, por exemplo [11]), o que é equivalente a requerer-se que a energia da sacola Ep,, seja

minima com respeito a R,
O0F}qq

OR

=0. (1.7)
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Figura 1.1: Comportamento qualitativo da energia da sacola como fungdo de R.

Esta mesma condicao também pode ser obtida a partir do requerimento de conservacao do
tensor energia-momento. Intuitivamente, isto pode ser pensado como um cancelamento
da pressao interna dos quarks, que tende a expandir a sacola, com a pressdo externa
exercida pelo vacuo nao-perturbativo, que tende a comprimir a sacola. Para um certo
valor de R estas pressOes sdo iguais e a sacola estard em equilibrio.

O fato do raio da sacola no modelo do MIT ser determinado dinamicamente diferencia
este modelo de todos os outros modelos hadronicos na literatura. Note-se como é im-
portante a inclusdo do termo BO(R — r), que representa a diferenca de energia entre as
duas fases do vdcuo da QCD, na densidade Lagrangeana (1.5). E ele que proporciona o
crescimento da energia da sacola com respeito a R, como vimos na figura 1.1, e faz com
que a solugdo de (1.7) exista e seja finita.

A obtencao das equacoes dindmicas para o modelo de sacola do MIT, a sua solucéo e
interpretacao estao além desta breve exposicdo. Uma descri¢ao mais detalhada do modelo
pode ser encontrada, por exemplo, no capitulo 2 de minha dissertacdo de mestrado [11].

1.2 Modelo de sacola difusa

O modelo de sacola difusa foi criado originalmente com o objetivo de sanar um problema
relacionado & superficie delgada do modelo de sacola do MIT [8, 9]. O modelo continuou
a ser desenvolvido por nés [11, 12], onde tratamos principalmente da inclusdo do campo
pionico, o que serd visto no capitulo 2. Nesta tese, além de avangarmos no tratamento do
campo pidnico, iremos também melhorar o modelo no setor dos quarks, que é o assunto
do presente capitulo.

Para que fiquem claras as motivagoes para o modelo de sacola difusa, voltemos ao
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problema com o modelo do MIT mencionado acima. O problema surge quando os pions
sao incorporados ao modelo do MIT e tenta-se calcular a auto-energia de um hadron
devida & interagdo dos quarks com o campo pibnico. Foi mostrado (ver referéncias e
mais detalhes em [11]) que esta auto-energia diverge, sendo a divergéncia ocasionada
pela superficie delgada da sacola do MIT. Portanto, o problema ¢ intrinseco ao modelo de
sacola do MIT. Como a divergéncia é gerada pelo fato da superficie da sacola ter espessura
infinitesimal, se a superficie da sacola adquirisse uma espessura finita, a divergéncia seria
eliminada. E justamente isto que é feito no modelo de sacola difusa.

A maneira de fazer com que a superficie da sacola tenha uma espessura finita é subs-
tituir as distribuigées §(R — ) e §(R — r) na densidade Lagrangeana do MIT (1.5) por
fungdes suaves F'(r) e G(r),

i 1
L= 5(67"3uq—3ﬂv"q)—mﬁq—3 F(r) = 599G(r). (1.8)

Estas funcgoes F(r) e G(r) podem ser entendidas como sendo representacoes das distri-
buigées (R —r) e 6(R —r), de modo que, num certo limite distribucional, a fungio F(r)
tenda a distribuigdo (R — r), e a fungdo G(r) tenda & distribuicdo §(R — r),

F(r) — 6(R—r)

(1.9)
G(r) —o0(R—r).

Neste limite, 0 modelo de sacola difusa tende ao modelo de sacola do MIT. Isto é, todas as
quantidades fisicas que podem ser calculadas nos dois modelos assumem o mesmo valor,
ja que as densidades Lagrangeanas (1.8) e (1.5) tornam-se idénticas. Mesmo que o limite
(1.9) nédo seja efetuado na prética, ele é uma importante referéncia sob o ponto de vista
conceitual, pois auxilia na interpretacao de varias quantidades fisicas no FBM e auxilia
também na reinterpretacao de outras tantas quantidades fisicas no modelo do MIT, como
veremos a seguir neste capitulo.

Mais adiante veremos com detalhes as propriedades das fungGes F'(r) e G(r), nesta
secao estamos interessados em considerar apenas o comportamento qualitativo destas
funcgoes, apresentado na figura 1.2. Sob o ponto de vista matemadtico, estamos supondo

que F'(r) assuma a seguinte forma,

1 , 7 < Ry
F(T) = F(’I") 7R0 S T S Rl ) (110)
0 ,’I">R1

onde a fungio F(r) faz a transi¢do continua entre o valor F(r) = 1 em r = Ry e o valor
F(r) = 0em r = R;. A transicdo entre o interior e o exterior da sacola é entdo feita
de maneira gradual, e a regido onde ocorre esta transicdo é denominada de superficie da
sacola. Torna-se claro que a superficie da sacola ndo tem mais uma posicao bem definida,
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em r = R, como no modelo do MIT, e também que a superficie tem uma espessura finita,
compreendendo no exemplo da figura 1.2 aproximadamente a regido 0.5 < r < 1.7. O
fato da superficie da sacola nao ter uma posicao bem definida deu origem ao nome deste
modelo: modelo de sacola difusa.

Figura 1.2: Comportamento qualitativo das fungdes F(r) e G(r).

O papel das fungoes F(r) e G(r) na densidade Lagrangeana (1.8) é fazer com que o
campo dos quarks exista somente em uma regido limitada do espago — elas suprimem o
campo ¢(z) de modo que torne-se nulo no exterior da sacola. Por este motivo, as fungoes
F(r) e G(r) sdo chamadas de fun¢des de supressdo. E para que seja feito corretamente o
limite (1.9), no qual o modelo de sacola difusa tende ao modelo do MIT, devemos requerer
que F(r) e G(r) sejam representagdes das distribui¢oes (R —7) e (R —r). Estas fungoes
devem portanto estar relacionadas segundo a equacao

dF(r)
dr

que ¢ andloga a relagdo satisfeita por (R—r) e 6(R—r). As equagdes (1.8), (1.9) e (1.11)

=-G(r), (1.11)

deixam bastante clara e explicita a relacdo entre o modelo de sacola do MIT e o modelo
de sacola difusa.

A formulacdo do modelo de sacola difusa, no entanto, ainda nao estd completa. No
trabalho original [9] sobre o modelo, foi mostrado que as solugées para o campo dos quarks
¢(z) divergem quando r tende a infinito, e isto acontece para qualquer potencial que tenha
a propriedade confinante — isto é, para qualquer potencial V.(r) que divirja quando r
tende a infinito. Sendo assim, o campo ¢(z) ndo pode representar o campo fisico dos
quarks. Seguindo [9], definimos um novo campo ¢ (z) a partir do campo ¢(z),

Y(t,7) =/ F(r) q(t,7) . (1.12)
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Este campo 1(z) tem o comportamento assintético correto, isto é, tende a zero quando
r tende a infinito, e representa o campo fisico dos quarks no modelo de sacola difusa.
Note-se no entanto que, no limite (1.9) em que o modelo do MIT é recuperado, os campos
¥(z) e ¢(x) tornam-se idénticos. A densidade Lagrangeana (1.8) pode ser expressa em
termos do novo campo ¥(z), obtendo-se

=2 (97" B~ 0,574 %) — [m+ Vi) B~ BF(r) (1.13)

Na férmula acima, V.(r) é o potencial escalar responsével pelo confinamento dos quarks no
interior da sacola, sendo chamado de potencial confinante. Este potencial estd diretamente
relacionado as fungbes F'(r) e G(r) de acordo com as equagdes

G(r) _ 1 dF(r)

Velr) = 2F(r) _2F(7") dr

(1.14)

Detalhes destes cdlculos podem ser vistos em [11]. A forma esquemdtica para o potencial
confinante dos quarks deve ser consistente com a expressdo (1.10) para F'(r), sendo dada

por
0 , T < RO

Ve(r) = Ver) ,Ro<r< R . (1.15)
00 , 7> Ry

onde V,(r) faz a transicdo continua entre o valor V. (r) = 0 em r = Ry e o valor

Vi(r) = oo em r = R;. Finalmente, vemos que a equacdo (1.14), quando colocada
na forma F'(r)V.(r) = G(r)/2, deixa clara a relagéo entre o potencial escalar confinante
do modelo de sacola difusa e o termo envolvendo a fungao delta de Dirac na densidade
Lagrangeana (1.5) do modelo do MIT. Além disso, a reformulagéo do modelo introduzida
pela transformagéo (1.12) deixa evidente a sua semelhanga com modelos de potencial re-
lativistico. Podemos assim classificar o modelo de sacola difusa como uma “ponte”, uma
transicao suave, entre o modelo do MIT e os modelos de potencial relativistico.

Para que o modelo de sacola difusa seja capaz de reproduzir com maior fidelidade as
massas dos barions e outras propriedades hadrénicas, adicionamos ao modelo descrito por
(1.13) um potencial escalar constante /2 e um potencial vetorial 7° [V,/2 + V,(r)], como
é feito em geral na literatura. O potencial total assume entéo a forma (1++°) V(r), sendo
V(r) = Vo/2 + V(r). Esta forma reduz a intera¢do spin-6rbita, em acordo com o que é
observado no espectro hadrénico [14]. A densidade Lagrangeana para o modelo é entdo
dada por

Lom =3 (378,63, B7"0) =B [m+ (1 +) V()] 6 = BO)Fl),  (1.16)

onde incluimos adicionalmente a dependéncia radial na constante da sacola, B — B(r),
que serd justificada na secio 1.4, onde investigaremos a conservacao de energia e momento

no modelo.
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Note-se que todas as consideragoes fisicas que motivaram o modelo do MIT também
servem de base para o modelo de sacola difusa. As propriedades de confinamento e
liberdade assintética sdo satisfeitas assumindo-se para F'(r) um comportamento similar
ao da figura 1.2. Se isto for garantido, a funcdo G(r) e o potencial confinante V,(r),
que podem ser calculados a partir de F'(r) respectivamente através de (1.11) e de (1.14),
também terdao o comportamento esperado, condizentes com o confinamento de quarks e a
liberdade assintética. A energia de vicuo, que no modelo do MIT é dada por BV, agora
é calculada como

Eyoe = /d?’r B(r)F(r) =4rn /000 drr® B(r) F(r) , (1.17)

e, como veremos em detalhes nas préximas duas secoes, cumpre no FBM o mesmo papel
que no modelo do MIT, que é o de garantir a conservacao de energia e momento e de
equilibrar a pressao interna dos quarks com a pressdo externa do vicuo nao-perturbativo
da QCD.

Além de assegurarmos, nesta nova versdo do FBM, as propriedades de confinamento
e liberdade assintética, e levarmos em conta a diferenca de energia entre as duas fases
do vacuo da QCD, tratamos a superficie da sacola de modo mais satisfatério que no
modelo do MIT. Como a superficie tem espessura finita, a divergéncia da auto-energia
causada pela interacdo quark-pion deixa de existir. Ademais, ndo é de se esperar que
a transicao entre o interior e o exterior dos hddrons seja tdo abrupta como no modelo
do MIT. Deste modo, a superficie da sacola torna-se no FBM uma regido extendida,
com uma espessura bem definida, e tem a funcao de confinar os quarks no interior da
sacola. Em contraposicao, no modelo do MIT a superficie da sacola tem espessura nula e
simplesmente separa o interior do exterior da sacola.

No FBM, o interior, a superficie e o exterior da sacola podem ser definidos matema-
ticamente através da funcio de supressdo F'(r). Relembrando a figura 1.2, vemos que o
interior da sacola é representado pela regido em que F'(r) = 1. Nesta regido, que na figura
corresponde aproximadamente ao intervalo 0 < r < 0.5, o potencial confinante é nulo,
Ve(r) = 0, e os quarks sdo livres. A superficie da sacola corresponde, na figura 1.2, &
regido 0.5 < r < 1.7, na qual a funcdo de supressdo decresce até atingir o valor F'(r) = 0.
Simultaneamente, o potencial confinante aumenta, tendendo a infinito. O exterior da
sacola corresponde a regiao r > 1.7, na qual os quarks foram totalmente suprimidos,
sendo F(r) = 0 e V.(r) = co. Lembramos que a figura 1.2 é apenas esquemética, repre-
sentando o comportamento qualitativo da fungdo de supressdo F'(r). Feita esta ressalva,
é interessante notar que, segundo esta figura, a espessura da superficie da sacola seria
1.7—-0.5=1.2 fm. A funcdo de supressao sera definida mais precisamente na secao 1.7.
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1.3 Tensor energia-momento

Na secao anterior foi mencionado que a energia do véicuo, representada nesta nova
versdo do modelo de sacola difusa pelo produto B(r)F(r), seria determinada a partir
da conservacao de energia e momento. Nosso objetivo agora é calcular o tensor energia-
momento e a sua divergéncia, deixando para a se¢do seguinte a determinacio de B(r).

Para uma densidade Lagrangeana que seja um funcional de um campo fundamental

¢(z), o tensor energia-momento tem a forma

0L[q, 0,q]
a(aMQ)

onde deixamos explicita a dependéncia funcional de £. No formalismo que desenvolvemos,

OL]q, uq]

T =
9(0,9)

0"q +0"q — 9" Llq,0,4] , (1.18)

o campo fisico dos quarks 1 (z) foi definido a partir do campo original ¢(z), e todas as
quantidades que envolviam ¢(z) passaram a ser expressas em termos de 1(x). Seria 1til
também poder expressar o tensor energia-momento diretamente como funcional de ¢(z).
O primeiro passo é escrever T*” como um funcional do campo 1 (z), que é o campo fisico
dos quarks, ao invés de ¢(x). Como veremos, este procedimento é bastante similar a uma
transformacao de varidveis no caso de uma funcao. De acordo com a secdo anterior, a lei

de transformacao dos campos é dada por
Y(z) = VF(r)q(z)

8, 9(z) = V/F(r) 9, q(z) + Ou F'(r) (1.19)

WQ(@ )

sendo a transformacao inversa facilmente obtida,

06) = s )
. (1.20)
he) = s Ou(e) — 5 V)

A derivada parcial com respeito a d,¢, que aparece na definicdo (1.18) do tensor energia-

momento, pode ser escrita como

) 0(8,) O v 9 )

00,0 ~ 00,0) 00,0 00,0 00V Vo Y
portanto os termos que envolvem J,¢ em (1.18) transformam-se no seguinte modo,
aﬁ[‘b alt ] v a‘C[’(/}:aﬂ’(/}] 1 v _ ayF(’l“)
8@ 1=V 5@ ( 700 VT ARy d’) .
v L0 0ua) (1 F() 2\ s 9L, 9, |
e 6(%’; B ( F(r) Y- 2F (r)3/? d’) Fir) a(a,j) '
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A soma destas duas expressoes é simplesmente

3[,[1/1,3M1/1] v VT 3[,[1/1,3M1/1] _ ayF(r) 3[,[1/1,3M1/1] — 3[,[1/1,3M1/1]
26) VT 0 o | o) YT ewm |0 P

No caso da densidade Lagrangeana do FBM (1.16), o termo entre colchetes é igual a

zero. Deste modo, o tensor energia-momento, expresso como funcional do campo fisico

dos quarks, tem a forma
OLIY, 0,Y]

OL[Y, Oup] -
TH = — TR G+ OVp —— B — M L, D] (1.24)
0(0u)) 0(0,¥) ’
que é andloga a forma (1.18) do tensor energia-momento como funcional do campo original
q(z). Este é um resultado interessante, dado que v (z) é um campo suprimido. O tensor
energia-momento pode entdo ser calculado diretamente a partir da densidade Lagrangeana
(1.16) para o modelo de sacola difusa, obtendo-se

T = L[99 = ] - ¢ L (125

Em teoria de campos, a conservacao de energia e momento estd relacionada a di-
vergéncia do tensor energia-momento. Se a divergéncia for nula, entdo energia e momento

sao conservados. A divergéncia de T*” é calculada como

8, T = % [0, By 0 + 78, 8" — B, "Dy — 8Py, ]
OB B0 Y- T - OB (g
+ & [B(r)F(r)] +md” [¢¢] +V(r) 8" [¢ (1 +7°) ¢]
+P 1+ 90" V(r)

onde a primeira linha corresponde & derivagdo dos termos entre colchetes em (1.25) e as
trés dltimas linhas a derivacdo da densidade Lagrangeana. Cancelando termos similares,

temos
OuTH = i [Qup 7' 0" — O " ] +md” [Yy] + 8" [B(r) F(r)]
+V(r) 0 A+ +9(1+4°) 9" V(r),

A seguir, rearranjamos os termos de maneira mais conveniente,

(1.27)

0,T" = [z Outp v +mip+ 1 (1+14°) V(r)] o 1p
— 09 107 Y —my = (1+1) V(1) Y| (1-28)
+ 0" [B(r) F(r)] + ¢ 1+~ yd"V(r)..

Podemos reconhecer, nas expressoes entre colchetes na primeira e na segunda linha, as

equacgoes dinamicas para ¥ (z) e 9(z), respectivamente. A equacio dinamica para (z)
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serd vista mais adiante na secdo 1.5, sendo dada pela férmula (1.36). Nao obstante,
usando as equacdes dinamicas para 1 (z) e (), chegamos ao resultado

8T =8 [B(r)F(r)] + ¢ (1 +7°) ¢ 8V(r) . (1.29)

Na equacdo acima, o termo 1 (1 + v°) ¢ é independente do tempo, pois a exponencial
e~ proveniente de 1 é cancelada pela exponencial et proveniente de 1. Portanto, esta.
equacao é trivialmente satisfeita para v = 0, pois nao ha nenhuma dependéncia temporal.
Para o estado fundamental, o termo 1 (1 + v°) ¢ também é independente das varidveis
angulares, j4 que a combinacdo 1 ++° elimina a componente inferior do espinor de Dirac.
Para v = 1,2, 3, podemos escrever 0, = 7” 0., e o critério de conservacdo de energia e

momento linear, 8, T = 0, implica entao em
O [B(r)F(r)] +> %, (1+7°) 140, Vi(r) =0, (1.30)
q

onde agora colocamos explicitamente a soma sobre os quarks.

Para entender corretamente a equagio (1.30), devemos postular que a fun¢do de su-
pressdo F'(r) tenha uma forma especifica adequada, como serd visto na secdo 1.7. Isto
implica que o potencial confinante tenha uma forma bem determinada, através de (1.14),
e que as funcoes de onda dos quarks também sejam conhecidas, pois basta entao resol-
ver as equacoes dinamicas, o que serd feito na secdo 1.5. Portanto, a tnica incégnita na
equagdo (1.30) é a funcdo B(r), que descreve a dependéncia radial da diferenca de den-
sidade de energia entre o vicuo perturbativo e o vicuo nao-perturbativo da QCD, como
foi discutido no inicio do capitulo. Na préxima secdo veremos que é possivel determinar
completamente a forma de B(r) a partir da equacgdo (1.30).

1.4 Energia do vacuo

Nesta se¢do vamos resolver a equagdo diferencial (1.30) para a energia do vdcuo. Note-
se que a equagdo (1.30) dificilmente poderd ser satisfeita se B(r) for uma constante, ji que
as funcbes de onda 1(z) dependem diretamente do potencial confinante V.(r) que atua
sobre os quarks, e o potencial V,(r) é definido a partir da fungéo de supressdo F'(r). Vemos
assim que a dependéncia radial de B(r) surge de modo natural e necessdria nesta nova
versdo do FBM. Sendo (1.30) uma equacdo diferencial de primeira ordem, serd possivel
determinar completamente a forma funcional de B(r), desde que se fornega condigdes de
contorno apropriadas. Neste caso, basta conhecer a fungdo B(r) para um determinado
valor de 7.

Para enfim resolver a ja citada equacdo diferencial, vamos nos antecipar um pouco e

utilisar as equagoes (1.38) e (1.48), que permitem escrever

Patatyy=2 L0

An r2

(1.31)
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onde u(r) é a funcdo de onda reduzida dos quarks definida em (1.48), o fator 1/4x é
devido aos esféricos harmonicos e o fator 2 provém da soma matricial 1 +~°. A equacdo
diferencial (1.30) passa entdo a ser escrita como

d 1 uglr) dvi(r)
dr [B(T) F(T)] o r2 dr (1.32)

Integrando a equacdo acima de r = 0 até um certo valor r da varidvel radial, assumindo
que F(0) =1 e definindo By = B(0), obtemos

ug(r') dVe(r')
12 '

B(r) F(r) — By = —% Z/O dr’ = (1.33)

dr’

Falta-nos apenas determinar o valor da constante By. Para tanto, é bom lembrar que o
produto B(r)F(r) representa a diferenca de energia entre o vicuo perturbativo e o vicuo
nao-perturbativo, e portanto deve tender a zero quando r aproxima-se do exterior da
sacola, r — R;. Admitindo-se entdo que B(R;)F(R;) = 0, obtemos a partir de (1.33) que

1 Be 2(r') dv (v
By = %Z/ dr' ) (1.34)
q 0

T dr!

Esta é portanto a condigdo de contorno para B(r). Vemos que a energia do vicuo B(r)
fica univocamente determinada a partir das fungées de onda reduzidas u,(r) de cada quark
e da derivada do potencial confinante, dV,(r)/dr. Substituindo (1.34) em (1.33), podemos
finalmente escrever

BO)F0) =53 [ ar wlr) Velr) (1.35)

Com a determinagéo da funcio B(r), a formulagio desta nova versdo do FBM estd com-
pleta. Em resumo, o modelo é descrito pela densidade Lagrangeana (1.16), pela equagdo
(1.14), que relaciona a funcdo de supressdo F'(r) com o potencial confinante V,(r), e pela
equacdo (1.35), que fixa a forma de B(r). Para podermos aplicar o modelo ao estudo
dos bdrions, devemos estipular uma forma explicita para a fun¢do F'(r). Isto é anédlogo a
escolher o potencial confinante em modelos de potencial, e sera feito na secao 1.7.

1.5 Equacao dindmica para os quarks

A equacdo dinamica para o campo dos quarks é obtida a partir da densidade Lagran-
geana (1.16) usando-se as equagoes de Euler-Lagrange, sendo dada por

i 8 —m+ (1+7°) V(r)]¢=0. (1.36)
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Segundo foi visto na se¢do 1.2, o potencial V(r) é a soma de uma parte constante, V;/2,
e do potencial confinante, V,(r),

V(r)= %VoJrVC(T)- (1.37)

Como o potencial V(r) ndo depende nem do tempo nem das varidveis angulares, podemos

escrever o campo ¢(z) na forma

1) = eiBt ¢1(7) — o iEt g(r) ]]ze(f)
¥(z) (@(F) ) (if(r) - () ) : (1.38)

Assim, o operador ¢v* 9, é simplificado para 7* E 447 - 6, e lembramos que as matrizes

7@:((1) _01) y:(fgi). (1.39)

A equagdo para ¢(z) desdobra-se entdo no seguinte sistema de equacgoes
E¢i4i-Vés—[m+2V(r) ¢ =0
E¢y+id Vo +mes=0.

~v* sao dadas por

(1.40)

Para resolver este sistema, o primeiro passo ¢ examinar a acao do operador & -V sobre as

componentes superior e inferior do espinor de Dirac. Usando a identidade

= o . Z
5-V=(5-f)(%—"7> (1.41)
e também
G-Loa= (/43—1)@527
e ainda
G-V (F) = =V5(7)
obtemos, finalmente,
T fd 1+4+k i
10-Vo = —1 (5 + . ) g9(r) ]]'11(7")
(1.44)

PG Vg = (ir-i- 1;"”“) Fr) VE(#) .

Com isto, o sistema de equacgoes (1.40) pode ser escrito somente em termos das fungdes
radiais g(r) e f(r),

Ba)+ (42 ) 10 = fm+ 2V ()] g0) =0
(1.45)
B10) - (5 + ) o)+ mi) =0,
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Vemos de imediato que a segunda equacao no sistema acima pode ser usada para deter-
minar a func¢do f(r) em termos de g(r),

F(r) = Eim (%+ “;”“) o(r) (1.46)

Eliminando f(r) na outra equagdo, vemos que a func¢do g(r) satisfaz a seguinte equacdo
diferencial de segunda ordem,

d?g(r) N 2dg(r)
dr? rdr

L(L+1)

r2

+ [(E +m)(E—m—2V(r)) — ] g(r)=0, (1.47)

onde usamos a identidade £ (£ 4 1) = k (k4 1). E no entanto mais conveniente tratarmos
com a fungdo de onda reduzida u(r), definida como

g(r) = u(r)/r, (1.48)
e que obedece 3 equacio
d2dz;gr) +la—2(E+m)Vilr) - g(éﬂ%l) u(r) =0, (1.49)
onde
a=(E+m)(E—m-Vp). (1.50)

Resolvendo a equagéo para u(r) e impondo condigdes de contorno apropriadas (que serdo
obtidas na se¢do seguinte), podemos determinar os auto-valores E de energia correspon-
dentes a determinados valores de m e V4. Tendo em vista o ajuste de pardmetros do

modelo, vamos definir novas varidveis
!
E'=FE-V,/2

(1.51)
m' =m+V/2,

de modo que a equagdo (1.49) dependa explicitamente apenas de E' e m/, j4 que a =
E'?2—-m'?e E4+m=E'+m, e ndo dependa explicitamente de Vj.
Um resultado que facilita a determinacdo numérica do auto-valor de energia é mostrar

que a > 0. Observamos primeiramente que (uv') = v'? + uu”, e portanto

Ry Ry Ry
—/ dru'?(r) = —/ dru'?(r) , (1.52)
0 0

0

/0 1d7" u(r)u'(r) = u(r) u'(r)

onde a segunda igualdade foi obtida aplicando-se as condigdes de contorno u(0) = u(R;) =

0, que serdo justificadas na préxima se¢do. Agora, multiplicando (1.49) por u(r) e rear-

ranjando os termos, obtemos

/0R1 dr [2 (E +m) Ve(r) u?(r) + w W2(r) + u'2(r)]

7

/OR1 dr u?(r)
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Por suposi¢ao, o auto-valor E de energia é positivo, j4 que estamos investigando estados
de particula (e ndo de anti-particula). O potencial confinante V.(r) também é positivo,
por construcdo, para todos os valores de r. Deste modo, todos os termos na expressao
acima sdo positivos, e portanto a > 0. Isto significa, em particular, que E' > |m/|.

1.6 Condicoes de contorno para a funcao de onda dos

quarks

Vejamos agora as condigdes de contorno para a fungdo de onda dos quarks. Como ¢ (z)
obedece & equagdo de Dirac (1.36), que é uma equagdo diferencial de primeira ordem,
vamos exigir que 1(z) seja continua e finita em todo o intervalo. Assim, em r = 0, vamos
exigir simplesmente que as componentes radiais g(r) e f(r) sejam finitas. Para a fungéo de
onda reduzida u(r) = g(r)/r, isto significa que u(0) = 0. Deste modo ficam determinadas
as condicoes de contorno para a funcao de onda dos quarks em r = 0, isto é, na origem
do sistema de coordenadas.

Ao final da secdo 1.4, mencionamos que a fun¢éo de supressdo F'(r) tem inicialmente
o valor 1 e, & medida que r aumenta, F'(r) diminui até atingir o valor zero em r = R;.
Como também foi mencionado, ndo interessa neste momento se R; é finito ou infinito. Em
conseqiiéncia deste comportamento de F'(r), o potencial confinante V,(r) parte do valor
zero e cresce indefinidamente & medida que r aumenta, divergindo em R;.

Visto que o potencial confinante V,(r) diverge em r=R), torna-se necessirio examinar
com cuidado o comportamento da funcdo de onda neste ponto. Se estivéssemos tratando
de uma particula nao-relativistica, a funcao de onda obedeceria a equacao de Schrédinger,
e a condigdo de contorno seria ¢¥(R;)=0. No caso de uma particula relativistica de spin
1/2, a funcdo de onda obedece & equagdo de Dirac, e a condigdo de contorno néo é
¥(Ry) =0, como mostraremos a seguir.

O procedimento para determinarmos a condicdo de contorno que a funcdo de onda
deve satisfazer no ponto em que o potencial torna-se infinito é o mesmo, tanto no caso
nao-relativistico como no caso relativistico. O primeiro passo é considerar um potencial
Ve(r) que em principio pode ter uma forma funcional qualquer, desde que seja finito em
r < Ry, constante na regido r > R; e continuo em r = R;. Devido a continuidade do
potencial em R;, vemos que V,(r)=V,(R;) para r > R;. O segundo passo é obter a forma
geral da solucdo para a fun¢do de onda. Lembramos entao que, para um potencial central,
o espinor de Dirac pode ser escrito na forma (1.38), onde a componente radial inferior
f(r) é determinada através de (1.46) pela componente radial superior g(r), e por sua vez
g(r) é obtida a partir da funcdo de onda reduzida u(r) definida em (1.48) e que satisfaz
a equagdo (1.49). Na regido r < R;, podemos escrever a func¢do u(r) na forma

u(r) = AU(r) 7 < Ry (1.54)
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onde U(r) é uma solugdo da equagdo (1.49) para u(r) e A é uma constante de normalizagio.
Na regido r > Ry, podemos resolver explicitamente a equacdo para u(r), encontrando no
caso £ = 0 a solucao

u(r) = Be™*" , 7> Ry (1.55)

onde

kE=+/(E+m)2V.(R)+Vo+m—E) (1.56)

e B é uma constante de normalizacao. O terceiro passo é impor condices de continuidade
para a funcdao de onda no ponto r = R;. Como a equacdo de Dirac é uma equacao
diferencial de primeira ordem, devemos supor que o espinor seja continuo em todo o
intervalo. Isto implica que tanto g(r) como f(r) devam ser continuas ou, equivalentemente,
que u(r) e sua derivada sejam continuas, o que é consistente com o fato de u(r) obedecer
uma equagcao diferencial de segunda ordem. Assim sendo, pelo critério de continuidade
obtemos as equacgoes

AU(R)) = Be "

1.57
AU'(R)) = —k Be 1 | (1.57)

Substituindo a primeira equacao na segunda, temos
U (R) =—-kU(Ry) . (1.58)

O 1ltimo passo é examinar o comportamento da funcdo de onda no limite em que o
potencial na regido r > R; torna-se infinito, V,(R;) — oo. Neste limite, ¥ também torna-
se infinito, e, para que a componente radial inferior f(r) do espinor de Dirac permaneca
finita, U'(R;) deve ser finita, e portanto, de acordo com a equagio (1.59), U(R;) deve
tender a zero. Assim, o valor de U'(R;) é finito porém indefinido, j4 que é proporcional
ao produto oo - 0. Concluimos entdo que o fato do potencial tornar-se infinito em R; nao
restringe de modo algum os valores possiveis de u'(R;), mas determina de modo univoco
o valor de u(R;). As condigoes de contorno para a fun¢do de onda reduzida sdo entdo

(1.59)
u'(Ry) constante ,

e observamos que estes requerimentos sao apropriados para uma funcao que satisfaz uma
equacdo diferencial de segunda ordem. Para o espinor de Dirac, as condigbes (1.59)
significam que a componente superior é nula em R; e a componente inferior pode assumir
qualquer valor, desde que seja finita.

Portanto, a condi¢do de contorno ndo é simplesmente 1(R;) = 0, como no caso néo-
relativistico, como comentamos no inicio desta secdo. Além disso, a condicdo de contorno
(1.59) ndo é a mesma do modelo de sacola do MIT e do modelo de Bogoliubov (ver [11]),

nos quais o confinamento dos quarks é produzido por um potencial puramente escalar.
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No modelo que estamos considerando, o potencial é do tipo (1 + ")V (r), tendo uma
componente escalar e uma componente vetorial. Assim vemos que, para um espinor
de Dirac, a natureza do potencial confinante tem conseqiiéncias sobre as condigoes de

contorno.

1.7 Funcao de supressao e potencial confinante

Como foi visto na segdo 1.2, a funcgdo de supressdo dos quarks F'(r) tem o comporta-
mento de uma funcio #(R — r) suavizada, sendo representada de maneira qualitativa na
figura 1.2. Também foi visto que a funcao de supressao pode ser usada para delimitar
com precisdo o interior, a superficie e o exterior da sacola. Postulamos para F(r) a forma

esquemética dada em (1.10),

1 , 7 < Ry
F(T) = F(’I") 7R0 S T S Rl ) (160)
0 , 7> Ry

A forma correspondente para o potencial confinante foi dada em (1.15). Neste capitulo
vamos supor que R; é finito, assim podemos caracterizar precisamente o interior, a su-
perficie e o exterior da sacola. O interior é representado pela regidao r < Ry, na qual os
quarks sdo livres, V.(r) = 0. A superficie é representada pela regido Ry < r < Rj, na
qual os quarks sdo gradativamente suprimidos e o potencial confinante cresce de seu valor
nulo em R, para infinito em R;. O exterior é representado pela regiao r > R;, na qual os
quarks séo totalmente suprimidos e V,(r) é infinito.

Embora a fun¢éo de supressdo F'(r) tenha sido considerada até este momento como
algo mais fundamental que o potencial confinante V,(r), sendo este calculado a partir de
F(r) segundo (1.14), sob o ponto de vista fisico é mais natural estipular diretamente a
forma de V,(r). Assim, integrando a equagdo (1.14), podemos determinar F(r) a partir
de V.(r),

F(r) = exp <_2/0T dr’Vc(r’)> | (1.61)

Com isto, adquirimos a liberdade de escolher a forma de V,(r) sem ferir o mecanismo de
confinamento do FBM, que é sintetizado na relacdo (1.14).

Vejamos agora alguns requerimentos que o potencial confinante deve satisfazer. A for-
ma esquemdtica de V.(r) foi dada em (1.15), deste modo podemos expressar as condigoes
impostas sobre o potencial confinante em termos de V,(r). A primeira condicdo, que ji
foi mencionada no inicio desta se¢do, é a continuidade de V,(r), que implica em

VelFo) (1.62)

=0
Ve(R1) = o0 .
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Além disso, como a derivada de V,(r) aparece na expressdo (1.35) que determina a funcdo
B(r), exigimos que
dV.(r)
T
Pode-se verificar facilmente que uma forma possivel para V,(r) que satisfaz todos estes

continua em 0 < r < R;. (1.63)

requerimentos é dada por

(r — Ry)? o
7R0 S r S R
Vo(r) = { (Ba = Ro)® (Ri— Ry)” : (1.64)
—_ R, <r<R
(By —1)? ==

onde introduzimos um novo parametro «, que regula a intensidade do potencial. A varidvel

Ry néo é livre, em vista da condigdo (1.63). Exigindo-se que a derivada de V,(r) seja

continua em R,, obtemos o seguinte valor para R,

_ R+ Ry
2

E claro que as condicdes (1.62) e (1.63) estdo longe de especificar univocamente a forma de

R, (1.65)

V.(r), sendo (1.64) apenas uma entre varias possibilidades. No entanto, a forma especifica
de V.(r) escolhida em (1.64) permite a obtencdo de solugdes analiticas para a fungéo de
onda dos quarks, como serd visto nas préximas se¢oes, e por este motivo foi selecionada.

A expressdo de F(r) correspondente ao potencial confinante (1.64) é calculada a partir
da relagdo (1.61), chegando-se ao resultado

2(r — Ry)® «
_ Ry <r<R
F(r) exp( 3(Rq — Ro)® (R1 — Ry)? IR
r) = :
2C¥(Rq—R0) 1 1
i e s V) — R <r<R
eXp( 3(R1 — Ry)? a[Rl—T Rl—RqD =T =

Pode-se verificar também que a funcido de supressao, assim definida, é continua em todos
os valores de 7, e especificamente em Ry, R, e R;.

Na maneira como foram definidas, a fungéio de supressdo F'(r) e o potencial confinante
V.(r) dependem de trés pardmetros: Ry, R; e a. O valor de Ry representa a escala
em que os quarks podem ser considerados livres, e o valor de R; representa a escala de
confinamento, na qual a funcdo de onda dos quarks é completamente suprimida. O valor
de «, como ja foi dito, regula a intensidade do potencial.

1.8 Solucoes para a funcao de onda dos quarks

Nesta se¢do vamos mostrar as solugdes para a fungdo de onda reduzida u(r). Conside-
raremos somente o caso £ = 0, o que é suficiente, pois mais tarde trataremos apenas de
bérions no estado fundamental. Vimos que o potencial confinante é definido por (1.15) e
(1.64), e portanto a equagdo (1.49) para u(r) terd solugdes diferentes nas virias regides
da sacola. Vamos entdo discutir cada caso separadamente.
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Regiao 0 < r < Ry
No interior da sacola, isto é, para 0 < r < Ry, a equagdo para u(r) é

d?u(r)
dr?

+au(r)=0 (1.67)
e a solugdo que é regular (finita) em r =0 é
u(r) = Nysen(+v/ar) . (1.68)

Regiao Ry <r < R4

Na superficie da sacola, devemos considerar separadamente a solugdo u(r) para Ry < r <
R, e para Ry <7 < R;. No primeiro intervalo temos

d?u(r) (r — Ry)? o
ponill (E+m) (Fo— Ro)? (Fo— By’ u(r) =0 (1.69)
Introduzindo a notacao
2(FE 32 (FE
g = (E+m) o _32(E+m)a (1.70)

(Rq— Ro)? (Ri — Rg)>  (Ri—Ry)* ’
onde a segunda igualdade provém de (1.65), e efetuando a troca de varidvel
T=0(r— Ry)?, (1.71)

podemos reescrever a equagio para u(r) como

d?u(z) 49 du(z)

4
o dz? dz

+ [a/B — 2] u(z) =0. (1.72)
Supondo que a solugdo possa ser escrita como u(z) = e~*/?2w(z), a equacio diferencial
para w(z) é
. d?w(z) dw(z) 1-a/B
dz? dz 4
Esta é a equacdo 13.1.1 de [15], cuja solugdo geral pode ser dada usando-se as férmulas

13.1.11, 13.1.12 e 13.1.13 da mesma referéncia,

+ [1/2 — 2] w(z) =0. (1.73)

u(r) = Ny e Plr=Fo)*/2 [N2 M(l_a/ﬂa 3, B(r — Ro)?)

4 2
+Ns VB (r - Ro) M(S42,3, 5(r - Bo)?)]| (1.74)

sendo M(a, b, z) uma fungdo hipergeométrica confluente.
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Regiao By <r < Ry
No segundo intervalo que compde a superficie da sacola temos

d?u(r)
dr?

+ [a —2(E+m) u(r)=0. (1.75)

o
(1 —r)?
Efetuando a troca de varidvel x = y/a (R, — r), obtemos a equagdo

d?u(z) 2(E+m)«
o[

] u(r) =0. (1.76)

T2

A solugdo desta equagéo que satisfaz a condi¢do de contorno (1.59) em r = R; é, usando
a férmula 9.1.49 de [15],

Ri—r J,(a(Ri—r))
Ry — Ry J; (va(R1 — Ry))’

u(r) = Ny Ny (1.77)

onde

c=+2(E+m)a+1/4. (1.78)

Em suma, a funcdo de onda dos quarks é dada pelas expressoes (1.68), (1.74) e (1.77).
Elas foram escritas de forma conveniente: os coeficientes Ny, No, N3 e N4 sao adimensio-
nais, e o coeficiente Ny é, de fato, o fator de normalizacdo da funcao de onda.

Sendo conhecida a forma analitica da funcao de onda dos quarks e do potencial confi-
nante, podemos verificar se a integral na expressdo (1.35), que determina a fun¢éo B(r),
¢ finita para os valores de r no intervalo 0 < r < R;. Uma rapida inspecao mostra que a
integral é finita em quase todo o intervalo, exceto possivelmente no ponto r = R, onde
o integrando possa ser divergente. Para analisar esta questao com mais cuidado, vejamos
qual é o comportamento do integrando na vizinhanca do ponto R;. Usando a férmula
9.1.7 de [15], segundo a qual J,(z) = cte z° para z = 0, o termo dominante do integrando
no limite » — R; é dado por

u(r)® dVi(r) _ cte
r2 a2

- 1 cte o
(R1 - 7")2 +1 m = F (R1 — 7")2 2 . (179)

Portanto, a integral serd finita se a inequagdo 20 —2 > —1 for satisfeita. Através de (1.78),
podemos expressar esta condicdo em termos do parametro o« do potencial confinante,
obtendo (E +m)a > 0. Como «, E e m sdo positivos, a inequagio é sempre satisfeita, e
a integral é sempre finita.

1.9 Equacoes de continuidade e de autovalores

Sendo a equacao de Dirac uma equacao diferencial de primeira ordem, a fun¢ao de onda
¥ (z) deve ser continua para todos os valores de r. Na expressdo (1.38) escrevemos ) (z)
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em termos das fungdes radiais g(r) e f(r), e estas fungdes, por sua vez, foram escritas em
termos da func¢do de onda reduzida u(r) através da equacgdo (1.48). Pode-se verificar que
a continuidade de ¢(r) implica na continuidade de u(r) e, devido & equacdo (1.46), que a
continuidade de f(r) implica na continuidade de du/dr. Isto é o que esperdvamos, pois
u(r) satisfaz uma equacéo diferencial de segunda ordem.

Deste modo, tanto u(r) como u'(r) devem ser continuas para todos os valores de r,
e isto vale em particular para os pontos Ry e R,. Para estabelecermos as equacoes de
continuidade, vamos precisar da derivada de u(r) nas diversas regides definidas na se¢do
precedente, que sdo dadas abaixo:

Regiao 0 < r < Ry

Nesta regifo a derivada de u(r) é calculada com facilidade,

u'(r) = Ny va cos(var) . (1.80)

Regiao Ry <r < Rq

Usando a férmula 13.4.8 de [15], M'(a,b,2) = a/b M(a+1,b+ 1,z), a derivada de u(r)
pode ser expressa, sem muito trabalho, como

W(r) == B (r— Ro)u(r) + Ni Ny /B e PR P M (3418,
+ N B (r = Ro) PR/ Ny (1 - 0/ 8) M(>52

+N3 \/B(T_RO) 3_30‘//6 M(7_Z/ﬂ7g713(r_R0)2) ’

onde a primeira parcela provém da derivacao da exponencial, podendo entdo ser escrita
em termos da prépria fun¢do u(r).
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Regiao By <r < Ry

Usando a férmula 9.1.27 de [15], J,(2) = —Ju11(2) + v/2 J,(2), a derivada de u(r) é
calculada como

’U/(T) — Ny Ny Js (\/a (Rl - T))

- 2/(Ri — Ry) (R — 1) Js (Va(R1 — Ryq))

R1 —-T \/E
~ NN R TR, T, (Va (Ri - Ry)

g Va4 T am-n)| s

o o+1/2 Jo (Va (R —1))
- oM \/(R1 —Ry) (Ri—71) Jo (Va (Ri — Ry))

R —71 Jo (Va(Ri—1))
Ry — Ry J; (Va(Ri — Ry))

+ Ny Nya

Condigoes de continuidade

Podemos agora examinar as condigbes de continuidade nos pontos Ry e Ry. A conti-
nuidade de u(r) e de sua derivada em r = Ry implicam em

Sen(\/ERO) = N2
va cos(vaRy) = /BNy,

o que permite determinar imediatamente os coeficientes Ny e N3. A continuidade de u(r)

(1.83)

em r = R, implica em

e v [N2 M2 L y) + Ns g M3, %,y)] =Ny, (1.84)
onde achamos conveniente introduzir a variavel y,

y=B(Ry— Ro)’ = 2(E+m)a, (1.85)

para simplificar um pouco as férmulas. Usando os valores de N, e N3 obtidos nas equacgdes
(1.83) e substituindo-os em (1.84), obtemos o valor de N;. A continuidade de u/(r) em

r = R4 tem como conseqiiéncia a equagao

— B(Rq — Ro) Ny + N3 /Be P Ra=Ro)* 2\ (3=4l8 |3 g _ Ry)?)

+ B (Rq — Ro) e P(Ra=F0)"/> [N2 (1—a/B) M(322, 3, B(Rq — Ro)?)

+N;3 /B (Ry — Ry) 3 _3a//6 M(7‘Z/ﬂ, 2 B(Rq— Ro)?)
o+1/2

_ Joi1 (Va (Ry — Ry))
= Nig R, TNV Va (B~ Ry))

(1.86)
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Multiplicando esta equagdo por (Rq — Ry), podemos usar a varidvel y, obtendo

- yN4 + N3 \/ge—y/Q M(3_Z/ﬂ7 %7y)

Fye N (- /8) MESE2, 80) 4 7 2= M, )

1 Jcr+1 (\/_( q)
5) Vv, - R S R)

Como os valores de Ny, N3 e Ny ja foram determinados, a dinica incégnita nesta equagiao

= —N, (0 + ) (1.87)

é E, a energia dos quarks. Desta forma, a condi¢do de continuidade (1.87) torna-se a
equacao de autovalores de energia.

Comportamento do autovalor com respeito aos parametros do

modelo

Vimos que a equagdo (1.87) determina os autovalores de energia. Seria interessante
podermos conhecer o comportamento do autovalor com respeito aos parametros do mo-
delo, que sao Ry, Ry, o, m e V. Nas figuras que veremos abaixo, fizemos o grafico do
autovalor de energia E’ para o estado fundamental como fun¢do de um dos pardmetros,
sendo cada curva obtida com valores diferentes dos outros parametros. Decidimos traba-
lhar com as varidveis E' e m/, pois assim eliminamos a dependéncia em V. Lembramos
que as varidveis originais E e m estdo relacionadas com E' e m’ através de (1.51).

Na figura 1.3, vemos o grafico do autovalor de energia E' do estado fundamental co-
mo funcdo de m'. Cada curva corresponde a uma combinacdo dos pardmetros Ry =
{0.4,0.8} fm, Ry = {1.0,1.8} fm, o = {0.01,0.1,1.0,10.0} fm, perfazendo ao todo 12 cur-
vas. O objetivo, tanto nesta como nas figuras seguintes, nao é identificar cada curva, mas
sim obter uma idéia intuitiva do comportamento do autovalor de energia. Percebemos
entdao que, nao importando qual seja a combinacao especifica dos parametros Ry, R, € «,
a dependéncia de E’ com respeito a m’ lembra uma hipérbole, e se |m'| — oo vemos que
E' é proporcional a m’. Este é o comportamento esperado, tendo em vista que, & medida
que |m'| = oo, a energia potencial torna-se desprezivel em relagdo a massa, sendo assim
aplicdvel a férmula E? = m? + p? da relatividade especial.

As figuras 1.4, 1.5 e 1.6 foram feitas com a mesma motivagdo da figura 1.3, e mostram
a dependéncia de E’ respectivamente como funcio de R;, Ry e a. A partir da figura
1.4, notamos que a energia sempre decresce com R;, o que é razoivel se lembrarmos
a discussao a respeito do modelo do MIT feita acima da figura 1.1, onde diziamos que
quanto maior for o tamanho da regido de confinamento, menor serd a energia dos quarks.
Na figura 1.5, vemos que quanto maior for Ey, menor é a energia. Isto é o que se espera,
ja que, ao aumentarmos Ry proporcionalmente em relacdo a R;, aumentamos a regiao em

que os quarks estao livres. O que surpreende na figura é que, para certas combinacgoes de
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parametros, o autovalor seja aproximadamente constante com relacdo a Ry. Finalmente,
a figura 1.6 mostra que a energia sempre aumenta com ¢, pois este é o parametro que
regula a intensidade do potencial confinante.

1250 ‘ ]

10007\”///7
\—// Figura 1.3: O autovalor de energia E' do

750@ estado fundamental como funcdo de m/;

cada curva corresponde a uma combinacao

5"0\/\/// dos parémetros Ry = {0.4,0.8} fm, Ry =

{1.0,1.8} fm, o = {0.01,0.1, 1.0, 10.0} frn.

E (MeV)

200 400

1600

1200 | Figura 1.4: O autovalor de ener-
gia E' do estado fundamental como
funcdo de Ri; cada curva corresponde a
uma combinacio dos pardmetros Ry =
{0.4,0.8}fm, m' = {0,200}MeV, o =

{0.01,0.1,1.0,10.0} frn.

1.10 Normalizagao da func¢ao de onda dos quarks

A funcdo de onda dos quarks é normalizada segundo a condi¢ao usual de que a proba-
bilidade de encontrarmos um quark seja 100% na regido de confinamento,

[t =1. (1.88)

Como foi mencionado na secao 1.8, isto determina o coeficiente N; da funcdo de onda
reduzida u(r). Devemos ter em mente que, com as solugdes obtidas na se¢do 1.8, a integral
acima s6 poderd ser resolvida numericamente. Ocorre que a dificuldade em tratar esta

integral é a mesma encontrada no calculo da familia de integrais
(r") = /d?’ﬂ/JT(F) " (7) (1.89)
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que fornecem o valor esperado de r™ nas fun¢oes de onda dos quarks. Se n = 0, obtemos
a integral que aparece em (1.88); se n = 2, a integral fornece o raio quadratico médio da
func¢do de onda dos quarks, que serd visto no capitulo 4. Usando a expressdo (1.38) que
expressa 1(z) em termos das componentes superiores e inferiores do espinor de Dirac,
obtemos

(ry = /0 dr e [2(r) + 72(r)] (1.90)

Note-se que a integragdo sobre as varidveis angulares ji foi feita, restando somente a
varidvel radial r. Usando as relagdes (1.48) e (1.46), que expressam ¢(r) e f(r) em termos
de u(r), ficamos com o resultado

)= [y s [Care [0 "““T(T)r

- /0 Carrm e P— /0 Carrm [(d“(r)y | 2nulr) dulr) | &)

(E 4+ m)?

(1.91)
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Utilizando a identidade

(r"v'u) =r"u? +r" v u+nr" W, (1.92)

e notando que r™u'u = 0 tanto para r =0 como para r = R, podemos fazer integracio
por partes e obter

(r™y = /ORldr " u2(r)+71 2 /ORldr r" Pu”(r) u(r) + 26 =1 u'(r)u(r) + /<;2u22(7")

(E+m T T
(1.93)
Utilizando ainda a identidade
1 ' —1
[5 rrt u2] ="' u+ n2 %y’ (1.94)

podemos fazer uma nova integracio por partes,

(r™y = /ORldrr"u2(r)+7( = 2 /ORldr " [—u"(r)u(r) + [ = (e =n/2)(n = 1)]u2(r)] :

E+m r2
(1.95)
Substituindo a equagdo diferencial (1.49) para u(r) na expressdo acima, obtemos
Ry 2 2 Ry
o n 2 /4;—/<;n+/<;+n/2—n/2/ n_g 9
(r )—/0 drr™u®(r) + (E+m)? i dr " u*(r)
1 fu ((0+1
+ 7/ drmu2(r) (B +m) [E —m—2v(r)] - LD
(E+m)2 0 T2
fu n(n—1)/2 —kn [ (1.96)
— dr ™ 2 + / d n—2,2
/0 " u’(r) (E+m)? i " u(r)
1 fu
+ (B+m) /0 drr"v?(r) [E—m—2V(r)],

onde usamos k(k + 1) = £(£ 4+ 1). Para simplificar esta expressio, juntamos o primeiro
com o terceiro termo, chegando ao resultado final para o valor esperado de r7,

w2 B oo n?—n—2kn (B o,
(r™y = m/o drr"u (r)[E—V(r)] +W/@ drr"2u(r).  (1.97)

A condicdo de normalizacdo da funcdo de onda envolve o valor esperado de ¥ = 1.
Colocando n = 0 na expressao acima, obtemos

Ry

(E—?-im)/o dru?(r)[E-V(r)] =1. (1.98)
Enfatizamos que este resultado é valido nao somente para os estados com £ = 0, mas
para qualquer funcdo de onda na forma (1.38). Como a forma de u(r) para r < Ry é
bastante simples, podemos fazer o calculo analiticamente. Para r > Ry o calculo é feito

numericamente. A equacdo final para Ny é

N12 E Ry (1 _ COS(\/EI\{;%S;;(\/ERO)> n Q/Roldr uQ(T) [E’—VC(T)] = E+m . (1_99)
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1.11 Massa dos barions

Segundo o modelo que estamos desenvolvendo, a energia contida num bérion é dada
pela soma das auto-energias dos quarks e da energia de vdcuo, que foi definida em (1.17),

Bug =Y B, + /d3rB(r) Fr) . (1.100)

Formalmente, a férmula acima é bastante similar & expressdo (1.6) para a energia de um
bérion no modelo de sacola do MIT. No modelo do MIT, B(r) é constante, B(r) = B, F(r)
é a fungdo O(R — r) de Heaviside, e a integral acima pode ser feita facilmente, obtendo-se
como resultado BV, onde V' é o volume da sacola. Recuperamos entdo a férmula (1.6)
para a energia de um béarion no modelo do MIT, e vemos que a energia de vicuo no
modelo do MIT ¢ devida ao volume da sacola.

No nosso modelo, a integral em (1.100) pode ser trabalhada mais explicitamente
usando-se as expressoes para B(r) obtidas na se¢fo 1.4. Fazendo primeiramente as integais
angulares em (1.100), obtemos

Eyog = ZE‘I + 47r/0 drr? B(r) F(r) . (1.101)
q

Note-se que, segundo a expressdo (1.35), a fungdo B(r) é obtida através de uma integral,
e portanto a integral acima em r é de fato uma integral dupla. Podemos simplificar a
expressao acima aplicando o método de integracdo por partes na forma

% (? B(r) F(r)) =r?B(r) F(r) + 7;)—3 di'i [B(r) F(r)] - (1.102)

Como 7° B(r) F(r) é nulo tanto em r = 0 como em 7 = 0o, vemos que

Epag = ZE - — dr 7 dir [B(r) F(r)] . (1.103)

Usando a equagdo (1.32), a expressdo para a energia de um bérion pode entdo finalmente

Eyag = ZE + - Z/ drruj(r) d7("r)' (1.104)

Sendo dV (r)/dr > 0, a contrlbulgao da energia de vécuo serd sempre positiva.

ser escrita como

E interessante notar que, na expressao final para a energia de viacuo, apenas a superficie
da sacola contribui. No nosso modelo, portanto, a energia de vicuo é devida a superficie
da sacola, e nao ao volume, como no modelo do MIT. De certo modo, é mais natural que
seja assim, pois, sob o ponto de vista da construgdo do modelo (tanto o nosso como o do
MIT), a origem da energia de vdcuo é a conservagdo da energia e momento da sacola, e

é somente na superficie da sacola que o fluxo de energia e momento dos quarks deve ser
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compensado por um outro fluxo, de modo que o fluxo total de energia e momento seja
nulo, como pode ser depreendido da equagio (1.30).

No presente modelo entdao a energia de vacuo é devida a superficie da sacola, como foi
calculado em (1.104). No limite em que o nosso modelo aproxima-se do modelo do MIT,
isto é, no limite em que a funcgdo de supressdo dos quarks F'(r) tende & fungéo 8(R — 1),
a espessura da superficie da sacola torna-se infinitesimal, e recupera-se o resultado do
MIT, de que a energia de vacuo é devida ao volume da sacola. (E claro que este processo
limite em que F(r) — §(R—r) é dificil de ser aplicado diretamente & expressdo (1.104), na
obtencao da qual foram feitas varias integragoes por partes, mas pode ser obtido quase que
trivialmente a partir de (1.100), como de fato foi feito no texto que segue esta expressdo.)
No entanto, se a superficie da sacola tiver espessura finita, por menor que seja, a energia
de vacuo serd devida a esta superficie.

Finalmente, para determinarmos a massa de um barion, vamos supor que o momento
carregado pelo barion é nulo. Esta suposicao é natural, ja que a sacola é estdtica, estando
fixa na origem do sistema de coordenadas. A partir da conhecida férmula da relatividade,
M? = E? — P2, e considerando nulo o termo P2, vemos que a massa da sacola é igual 3
energia nela contida, M = E, e portanto temos

M= ZE += Z/ dr r u( dir). (1.105)

No capitulo 3, veremos que o valor esperado do quadrado do momento linear total da sa-

cola ndo é nulo, (P?) # 0, e a férmula acima para a massa da sacola serd apropriadamente
corrigida.

Levantamento de degenerescéncias

A férmula (1.105) permite calcular a massa de qualquer bérion nesta nova versdo que
desenvolvemos do modelo de sacola difusa. Na pratica, aplicaremos o modelo ao estudo
do octeto bariénico fundamental, que é constituido pelos barions para os quais os seus
quarks constituintes estdo todos no estado de mais baixa energia. Estes barions estdo

(N, A) , (A, 5, 2*) , (E E) , (Q—) , (1.106)

sendo que 0s parénteses agrupam os barions de mesma estranheza, em ordem decrescente,

listados abaixo,

de 0 até —3 (o quark s tem estranheza —1). Em todo o trabalho, estaremos considerando
que as massas dos quarks u e d sdo iguais, mas diferem da massa do quark s. Como a
expressdo (1.105) para a massa de um barion depende somente do conteddo de sabor de
cada bdrion, e ndo da sua func¢io de onda completa, os estados que agrupamos em (1.106)
sao degenerados.

No capitulo 3 iremos adicionar vdrias corre¢oes & expressio (1.105) para a massa de um

barion. Temos a correcdo de centro de massa, a troca de um glion, e a renormalizacao
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devida a interacao dos quarks com o campo pidnico. Veremos que estas correcoes sao
capazes de levantar completamente as degenerescéncias entre as massas dos barions do
octeto fundamental. Antes disso, porém, discutiremos a inclusdo do campo pidnico nesta,
nova versao do FBM, que é o assunto do capitulo 2.
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Capitulo 2
O campo pidnico

Neste capitulo vamos tratar da inclusao do campo pidnico no modelo de sacola difusa.
O formalismo que desenvolveremos terd semelhancas com o formalismo do capitulo 1,
envolvendo uma funcdo de supressao e um potencial escalar que atuam sobre o campo
pionico. Como conseqiiéncia, obtemos um resultado tinico na literatura: apesar do campo
pibnico estar sujeito a um potencial escalar, a simetria quiral ndo é violada. Deste modo, o
nosso modelo é o inico em que o campo pidnico € suprimido gradativamente & medida que
entra na sacola. Isto permite que os pions sejam tratados de modo menos conflitante com
as propriedades esperadas da QCD, como serd discutido adiante. Além disso, o formalismo
para o campo pionico desenvolvido no presente trabalho representa um avango em relacio
aos nossos trabalhos anteriores [11, 12], pois a densidade Lagrangeana que obtivemos
permite quantizar o campo pidénico, o que antes nao era possivel, e deste modo levar em
conta efeitos de flutuacdes quanticas do campo pidnico e da sacola.

Na secao 2.1, vamos introduzir a simetria quiral e explicar por qué ela é tao importante
para a fisica de hddrons. Na secao 2.2 serd visto que esta simetria é necessariamente
violada em modelos hadrénicos. Para curar este problema, adiciona-se um campo pionico
a estes modelos, e 0 modo como isto é tradicionalmente feito serd visto na secdo 2.3,
onde veremos também algumas deficiéncias destes métodos. Na secdo 2.4 é explicado o
mecanismo de supressdo pionica, sendo na secao 2.5 mostrado explicitamente que este
mecanismo preserva a simetria quiral. Na secdo 2.6 fazemos conexao com o capitulo 1,
mostrando como o acoplamento pion-quark é capaz de restaurar a simetria quiral, que é
violada se considerarmos somente o setor dos quarks. Na secao 2.7 definimos uma forma
possivel para a funcao de supressao dos pions, e na secao 2.8 discutimos a obtencao das
solucOes para o campo piodnico. Na secdo 2.9 obtemos um critério para a normalizagao
das funcoes de onda do pion. Finalmente, na secao 2.10 obtemos a solucao particular do
campo pidnico, que é gerada pelo termo de fonte devido aos quarks.
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2.1 Simetria quiral

O principal motivo para a inclusao do campo pionico em modelos hadronicos é a res-
tauracao da simetria quiral, que é violada no setor dos quarks. Para que isto fique claro,
vamos primeiramente lembrar o que é a simetria quiral.

Considere-se entao as correntes barionicas vetorial e axial entre estados de isospin bem
definidos e de estranheza, charme, etc., nulos. Isto é, consideraremos somente o nicleon,
a ressonéncia Delta e estados excitados destas particulas. A corrente bariénica vetorial
pode entdo ser denotada por J;(z), onde u = 0,1,2,3 é o indice de Lorentz e a = 1,2,3 ¢
o indice de isospin, que corresponde aos 3 geradores do grupo SU(2). Do mesmo modo, a
corrente baridnica axial é denotada por AZ(IE), e comporta-se como um pseudo-vetor sob
transformacoes de Lorentz. E importante distingiiir a estrutura de grupo gerada pelas
correntes vetorial e axial. Deste modo, dizemos que a corrente vetorial estd relacionada
ao grupo SUy(2), e a corrente axial ao grupo SU4(2). Os geradores de cada um destes
grupos podem ser expressos em termos das correntes J;}(z) e A%(z),

Qu(t) = / ErieE) Q4 = / dr A3(z) . (2.1)

Se ambas as correntes forem conservadas, os geradores serao independentes do tempo e
os estados barionicos obedecerdo & estrutura do grupo SUy (2) x SU4(2). Ocorre que, sob
acao dos geradores (), os estados referentes ao setor axial também sao transformados
e, sob acao dos geradores )%, os estados referentes ao setor vetorial sao transformados.
Para que a estrutura de grupo torne-se mais transparente, introduz-se os geradores

Qr=5@QV+0Q%) Q1 =5QV-Q%). (2.2)
Pode-se mostrar (ver, por exemplo, [16]) que Q% e Q% comutam entre si e que separada-
mente sdo geradores do grupo SU(2). Com estes geradores, a estrutura de grupo passa a
ser escrita como SUg(2) x SUL(2). Este é o chamado grupo quiral, sendo R e L os dois
estados possiveis de quiralidade. O gerador ()% mistura apenas estados com quiralida-
de R, enquanto que Q)% mistura somente estados com quiralidade L. A simetria quiral
corresponde a esta possibilidade de transformar de modo independente estados com qui-
ralidades diferentes. O operador de paridade completa a estrutura do grupo, misturando
estados com quiralidades opostas.

A simetria quiral desempenha um papel muito importante na Fisica Hadroénica, possibi-
litando inclusive relacionar propriedades da interacao forte com propriedades da interacao
fraca. Apenas para citar alguns tépicos relacionados & simetria quiral, mencionamos a
conservagio parcial da corrente axial (PCAC), teoremas para pions de baixo momento,
hipétese da dominincia do pélo do pion no espalhamento a baixas energias, relacdo de
Goldberger-Treiman, 4lgebra de correntes e a teoria de perturbagdo quiral. De fato, a
simetria quiral é, depois da simetria de isospin, a que melhor é satisfeita na Fisica Ha-
droénica.
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Tratando-se quarks e glions como campos cléssicos, a simetria quiral também estd
presente na QCD. As causas para a leve quebra desta simetria sdo as massas finitas dos
quarks e a anomalia quiral, que tem origem no processo de renormaliza¢ao. No nivel em
que estaremos trabalhando, a violacao da simetria quiral serd ocasionada pelas massas dos
quarks e pela massa do pion. Enquanto estivermos verificando se esta simetria é satisfeita
ou nao, consideraremos nulas tanto m, como m;. A violagdo da simetria quiral introduzida
por my # 0 e m; # 0 é esperada e estd de acordo com os resultados experimentais. O
que nao é esperado e também nao se reflete nos resultados experimentais é a violacao da
simetria quiral ocasionada pelos termos de confinamento nos modelos hadrénicos, o que

serd visto na préxima se¢io.

2.2 Violacao da simetria quiral

Na 4rea de modelos fenomenolégicos para hadrons, é comum falar-se em simetria quiral
quando o que se estd realmente verificando é a conservagao da corrente axial. Ocorre que,
como a corrente vetorial é em geral conservada, a condi¢cdo para que a simetria quiral seja
valida é a conservacdo da corrente axial. Os dois assuntos estdo correlacionados, como
vemos, sendo que um implica no outro, mas eles ndo devem ser confundidos. No que
segue, continuaremos falando em simetria quiral, mas estaremos de fato investigando a
conservacao da corrente axial.

Considerando que os barions sao compostos por quarks, as correntes baridnicas vetorial
e axial podem ser expressas em termos das correntes vetorial e axial carregadas pelos
quarks, que sao dadas por

7#(z) = ¢() v Y (2)
a*(z) = P(z) 9" P(z) .
As funcgoes de onda dos quarks com quiralidade bem definida sdo escritas como
V(@) =51+ @)  ¢plz) =51 —")¢P(z). (2.4)

Pode-se verificar facilmente que as correntes vetorial e axial ndo misturam estados de

(2.3)

quiralidade oposta,
() = ¥r(@) v (@) + ¥r(z) v ¥y, (2)
a*(z) = P p(x) Y*7° Yr(z) — P1(2) ¥7° Pr(2)
no entanto, 0 mesmo nao acontece com a densidade escalar,
$(2) ¥(z) = Yg(2) ¥r,(2) + Pp(2)Yg(z) - (2.6)

Portanto, termos do tipo (2.5) satisfazem a simetria quiral, j4 que podemos aplicar trans-

(2.5)

formagoes independentes sobre 1g(z) e ¥, (z) mantendo j#(z) e a*(x) invariantes. En-
quanto isso, termos do tipo (2.6) violam a simetria quiral, pois para manter 1 (z) ¢ (x)
invariante, devemos conjugar a transformagéo de 9, (z) com a de ¥, (z).
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Observando-se as densidades Lagrangeanas (1.5) e (1.16) respectivamente do modelo
do MIT e do modelo de sacola difusa, vemos que os termos cinéticos, que envolvem a,
derivada 0y, sdo similares a (2.5), preservando a simetria quiral. J4 o termo proporcional
a funcdo 6(R — r) encontrado em (1.5) e o termo proporcional ao potencial confinante
V.(r) encontrado em (1.16) sdo do tipo (2.6), violando a simetria quiral. Estes ultimos
termos, no entanto, sdo essenciais para o confinamento dos quarks. Em qualquer modelo
hadrénico, o confinamento dos quarks sempre envolve um termo escalar na densidade
Lagrangeana, ja que um potencial vetorial ndo pode confinar particulas relativisticas de
spin 1/2, e deste modo a simetria quiral sempre serd quebrada.

Como o setor dos quarks necessariamente viola a simetria quiral, introduz-se nos mo-
delos hadrénicos um novo campo, o campo dos pions, cuja funcao primordial é restaurar a
simetria. Na préxima se¢ao vamos ver como isto é feito nos modelos em geral, comentando
as deficiéncias destes procedimentos tradicionais. Na secdo 2.4, veremos como 0 campo
pibnico é levado em conta no modelo de sacola difusa.

2.3 O campo pionico em modelos hadrénicos

Em grande parte dos modelos de sacola e de potencial relativistico, o campo pidnico
pode entrar livremente no interior de um barion. Exceto pelo acoplamento dos pions com
os quarks, que iremos considerar mais adiante, os pions comportam-se como particulas

livres, e a densidade Lagrangeana correspondente é dada simplesmente por
1 - - -
L= 3 Oub- "¢ —m2 ¢?| . (2.7)

Contrastando com esta situacao, em algumas versées do modelo de sacola, o campo pionico
¢ impedido de entrar no interior dos barions. A superficie da sacola pode entdo ser pensada,
como uma, parede que impede os quarks de sairem e os pions de entrarem. Assim, o campo

pionico é descrito pela densidade Lagrangeana
1 g g 2 72
L= |0u6-0"F-m2 52| 06— R), (2.8)

onde a fungdo degrau 8(r — R) é igual a zero no interior da sacola e igual a 1 no exterior,
de modo que os pions existem somente no exterior da sacola.

A principal vantagem de (2.7) é a simplicidade do tratamento. Alguns autores [6, 17]
defendem (2.7) argumentando que a presenca do campo pidnico no interior do barion é um
substituto para efeitos de pares quark/anti-quark. No entanto, o modelo descrito por (2.7)
sofre de uma grande deficiéncia, pois nao satisfaz a propriedade de liberdade assintética.
Isto é, para grandes valores do momento transferido, ou para processos ocorrendo em
pequenas regides do espaco, os quarks ndo seriam aproximadamente livres, pois estariam

ainda interagindo pela troca de pions. Lembramos que a liberdade assintética é uma
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propriedade da interagdo quark-glion, pois neste caso a constante de acoplamento tende
a zero quando o momento transferido aumenta. Como a interacao quark-pion nao possui
a propriedade de liberdade assintética, a inica maneira de se garantir esta propriedade
em modelos hadronicos é eliminar o campo piénico do interior dos barions. O modelo
descrito por (2.8), portanto, possui liberdade assintética, j4 que o campo pibnico, por
definicao, nao existe no interior do barion.

Uma outra justificativa para (2.8) apoia-se na concepcio de que o vicuo da QCD tenha
duas fases. Mencionamos no inicio do capitulo 1 esta propriedade do vacuo da QCD e
as suas conseqiiéncias para os quarks. Vamos agora discutir os efeitos do vacuo da QCD
sobre os pions. Assim, no interior dos hadrons, o vacuo é perturbativo e a simetria quiral
é realizada no modo de Wigner. No exterior, o vicuo é nao-perturbativo e a simetria
quiral é realizada no modo de Goldstone! Os pions sdo considerados bésons de Goldstone,
e s6 podem existir onde a simetria quiral for realizada no modo de Goldstone. Deste
modo, em um modelo realistico os pions devem ser excluidos do interior da sacola, pois
ali o vacuo da QCD é perturbativo e a simetria quiral é realizada no modo de Wigner.

Temos assim duas fortes indicacoes provenientes da QCD no sentido de excluir o campo
pionico do interior dos hadrons. Uma é a liberdade assintética, a outra é a concepcgao
de que o vicuo da QCD tenha duas fases nas quais a simetria quiral seja realizada de
modos diferentes. A densidade Lagrangeana (2.8) estd em harmonia com ambas estas
propriedades e, deste modo, deve ser preferida em relacdo a densidade Lagrangeana (2.7).

No entanto, a opgéo representada por (2.8) é bastante restritiva, pois somente faz
sentido se os quarks estiverem confinados numa sacola como a do MIT, que tem um raio
R bem definido. Em modelos de potencial, o raio de um barion nao tem uma defini¢ao
tao precisa. Na maioria destes modelos a funcao de onda dos quarks extende-se até o
infinito, e o raio do barion é definido em geral como sendo o raio quadratico médio.
Nestes modelos, portanto, ndo ha como atribuir um sentido fisico a exclusao do campo
piénico a partir de um raio R, como é feito em (2.8). Por outro lado, como foi comentado
na se¢ao 1.2, o fato da sacola do MIT ter um raio R bem definido ocasiona a divergéncia
da auto-energia de um hédron devida a interagdo pion-quark.

Chegamos entdao a um impasse. A teoria fundamental das interacgoes fortes, QCD, fa-
vorece a densidade Lagrangeana (2.8), que somente faz sentido em conjunto com o modelo
do MIT. No entanto, o modelo do MIT ¢ fisicamente inconsistente, pois a auto-energia
hadronica diverge. O impasse seria resolvido se houvesse um mecanismo de exclusao do
campo pidnico que ndo pressuponha um raio R bem definido para os barions. Uma ma-

neira de impedir-se que o pion entre no interior dos barions é submeté-lo a um potencial

INo modo usual de realizaciio de uma simetria, o modo de Wigner, a presenca de uma simetria
manifesta-se em estados degenerados de energia. No modo de Goldstone, a presenca da simetria manifesta-
se no aparecimento de uma, particula de massa nula e spin inteiro, chamada de béson de Goldstone. A
quebra da simetria conduz, no modo de Wigner, ao levantamento das degenerescéncias e, no modo de
Goldstone, a uma massa ndo-nula para o béson de Goldstone.
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com forma apropriada. Mas novamente esbarramos numa, dificuldade, pois este potencial
violaria a simetria quiral.

Veremos no que segue o mecanismo de supressao do campo piénico proposto no modelo
de sacola difusa. Este mecanismo nao pressupoe que o barion tenha um raio bem definido,
estando em harmonia com o modelo hadronico desenvolvido no capitulo 1, no qual a
superficie da sacola tem uma espessura finita. Mostraremos que o mecanismo age, de
fato, através de um potencial para o campo pidnico, impedindo-o de entrar no interior
da sacola. Veremos também, na secao 2.5, que no entanto a simetria quiral é preservada.
Assim sendo, este modelo é tinico na literatura, sendo consistente com as propriedades j4
mencionadas da QCD e ao mesmo tempo consistente do ponto de vista da fisica, pois a
auto-energia hadronica devida a interacao pion-quark nao diverge.

2.4 Supressao do campo pionico

Para estabelecermos o mecanismo de supressao do campo piénico no modelo de sacola
difusa, vamos substituir a funcdo #(r — R) na densidade Lagrangeana (2.8) por uma funcio
de supressio suave F,(r),

=3[08 05— m2 | Fu(r) (2.9)

Note-se que a substituicdo de 8(r — R) por F,(r) ndo afeta em nada as propriedades da
densidade Lagrangeana em relacdo & simetria quiral, e portanto (2.9) continua possuindo
esta simetria. A equacao dindmica para o campo 5(:5) é obtida através da aplicacao das
equacoes de Euler-Lagrange a densidade Lagrangeana acima, sendo dada por

8,0M¢ + m2§ ) Fr(r) + 0, Fy(r) 8¢ =0. (2.10)
7

A aparéncia ndo-usual de (2.9) e (2.10) nos induz a redefinir o campo pidnico de modo a
tornar mais intuitivo o papel da funcdo de supressdo. Definindo o campo pidnico fisico
de maneira similar & defini¢do (1.12) do campo fisico dos quarks,

#(z) = Fx(r) $(2) , (2.11)

podemos escrever a equagdo dindmica para o campo pidnico em termos de 7(z), obtendo
11, 12]

8,07 + [m2 4+ ve(r)| #=0. (2.12)
Observe-se que a equagdo dindmica é agora facilmente interpretada: o campo 7(z) des-
creve pions com massa m, sujeitos ao potencial escalar v,(r). Ao fazermos a passagem
de (2.10) para (2.12), vemos também que o potencial escalar v,(r) é determinado pela
funcdo de supressdo F,(r), e tem a forma

(r) = 0,0 VF, 1 d*F, 1 dF; 2+ 1 dF;
ve\) = VE,  2F, dr? 2F, dr rE, dr ~

(2.13)
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Para determinarmos uma densidade Lagrangeana mais intuitiva para o campo pionico
fisico 7(z), devemos percorrer um caminho um pouco mais tortuoso. Primeiramente,
aplicando-se a transformagcdo (2.11) na densidade Lagrangeana (2.9) para @(z), chegamos
a seguinte densidade Lagrangeana

272, (2.14)

7. Ohit 229 F (1) OF.
£=%<3M7?-8“7?—7T 0 W@MFW(T)+7T 0, F(r)0 7T(7")) B

Fr(r) 4 F2(r)

E ficil, porém demorado, verificar que a equacio de movimento (2.12) pode ser obtida
a partir da densidade Lagrangeana acima usando-se as equacoes de Euler-Lagrange. No
entanto, em vista da simplicidade da equagdo dindmica para o campo pibnico 7(z), a
densidade Lagrangeana (2.14) parece ser excessivamente complicada. De fato, pudemos
descobrir a identidade abaixo,

R OMT OuFi(r) n 72 0 Fr(r) 0* Fr(r)
Fre(r) 4F2(r)

=2
=9, (2% amr) — ()72, (2.15)

o que permite escrever a densidade Lagrangeana (2.14) como

=2
L=-0,7 07— % [m2 + v, (r)] 7% — 8, (”— am,) . (2.16)

2F;

[N R

O termo de divergéncia total pode ser eliminado, e a densidade Lagrangeana para o campo
pionico fisico no nosso modelo é entdo dada por

1 1
L, = 3 0,7 - Ot7 — 5 [m2 + v, (r)] 72 . (2.17)

Enfatizamos que (2.17) é equivalente a (2.14), pois diferem somente por um termo de
divergéncia total. Note-se também que a obtenc¢do da equagdo dindmica (2.12) fica bem
mais simples se usarmos a densidade Lagrangeana (2.17). Note-se também que em (2.14)
a funcdo de supressdo Fy(r) parece acoplar-se (ndo-linearmente) com o campo pibnico de
maneira semelhante a um campo de uma particula elementar (escalar). Mas como Fy(r)
nao representa um campo de uma particula, o procedimento de quantizacao da densidade
Lagrangeana (2.14) torna-se dibio. Em contraste, na densidade Lagrangeana (2.17) o
campo pibdnico estd sujeito a um potencial escalar, e o procedimento de quantizagao é
direto, ocorrendo na maneira usual de se expandir o campo quantico nos modos normais

do campo classico, sendo os coeficientes de expansdo operadores de criacdo e destruicao.

2.5 Invariancia quiral do campo pidnico

Na secao anterior vimos que o mecanismo de supressao do campo pibdnico equivale a
introducao de um potencial escalar para o pion. Também foi comentado que a simetria
quiral foi preservada em todos os passos que levaram a formulacdo deste mecanismo de
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supressao. No entanto, é sabido que potenciais escalares em geral violam a simetria quiral,
e isto foi mostrado em detalhes para o caso dos quarks na secao 2.2. E interessante entdo
entender por que a simetria quiral é preservada no modelo de sacola difusa, apesar da
presencga do potencial escalar v, (r).

Vejamos primeiramente como a simetria quiral é realizada para o campo pidnico livre.
Neste caso, o campo pidnico é descrito pela densidade Lagrangeana (2.7), e a transfor-
macgao quiral infinitesimal é dada por

$'(x) = §(=) + f= 0, (2.18)

onde f = 93MeV é a constante de decaimento do pion. Considerando-se nula a massa do
pion, esta transformagdo deixa (2.7) invariante, sendo portanto uma simetria do sistema.
A transformagdo (2.18) também é uma simetria das densidades Lagrangeanas (2.8) e
(2.9), que descrevem respectivamente pions totalmente suprimidos e pions suprimidos
suavemente no interior da sacola. Isto deve estar claro, pois (2.8) e (2.9) sdo iguais &
densidade Lagrangeana para pions livres (2.7), exceto pela multiplicagdo por §(r — R) em
um caso e por Fy(r) no outro.

Para o campo pionico suprimido 7(z), a transformacgio quiral é determinada pelas

equagles (2.11) e (2.18), sendo entdo dada por

7'(2) = 7(2) + far/Fe(r) 0 . (2.19)

Para a realizagdo da simetria quiral, o termo de divergéncia eliminado em (2.16) é impor-
tante. Deste modo, é mais simples trabalharmos diretamente com a densidade Lagran-
geana (2.14). Com o objetivo de mostrar explicitamente a invaridncia quiral de (2.14)
quando m, = 0, calculamos a variacao desta densidade Lagrangeana sob a transformacao
quiral (2.19) na seguinte forma,

oL oL
0T +

oL =57 (8,7

- 6(0,7) . (2.20)

Sendo a variagdo no campo 7(z) determinada através de (2.19), temos 07 = fr vV Fx g,
Utilizando também a relacdo §(9,7) = 9,,(d7), obtemos

[ O ROMF, FO,FROMF, o
6£_<— F + 12 )(fw\/F,Te)

+ (6“7?— %ﬁ&“ﬂ) e OO+ fo VE0,0)  (2.21)
= fﬂ' VFTI' (au'ﬁ— %ﬁ@“Fﬂ) aug

™

Na transformagdo quiral (2.19), assim como em (2.18), o pardmetro infinitesimal § é uma
constante, e deste modo aue" = 0. Assim, obtemos 6L = 0 e portanto fica mostrada a
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invaridncia quiral no modelo. Como foi mencionado, este resultado era esperado, ja que a
passagem de (2.9) e (2.18) para (2.14) e (2.19) é apenas uma transformacio de varidvel.

Em resumo, vemos que a simetria quiral é preservada no modelo, apesar da presenca do
potencial escalar v, (r), por que a prépria transformagdo quiral adquire uma forma dife-
rente da forma original, o que pode ser visto comparando-se (2.18) com (2.19). Observe-se
que, para uma transformacgao quiral global, o parametro g da transformacao é uma cons-
tante e, para uma transformacao quiral local, o pardmetro 7] pode depender do espaco-
tempo, § = 5(:5) Em ambos os casos a transformagéo (2.19) é sempre uma transformacéo
local, independentemente da natureza de 5, pois F, depende de r. Isto lembra a inva-
riancia de calibre na eletrodinamica, que permite fixar a fase da funcao de onda do elétron
de modo arbitrario em cada ponto do espago-tempo, sendo a informacao sobre as fases
carregada pelo campo dos fétons. No caso que estamos considerando, podemos adicionar
a0 campo pidnico uma quantidade infinitesimal arbitraria fwm § em cada ponto do
espaco, sendo esta informagcdo carregada pelos termos envolvendo Fi.(r) em (2.14) ou mais
simplesmente pelo potencial v,(r) em (2.17).

Para determinarmos a corrente axial carregada pelo campo pibnico 7(z), deixamos que
g tenha dependéncia local, podendo deste modo serem utilizadas as equacoes de Gell-
Mann e Levy (ver por exemplo [11]). Estas equagGes permitem obter tanto a corrente
como a sua divergéncia a partir da variacao da densidade Lagrangeana com respeito a
uma determinada transformacdo dos campos. Sob agdo da transformagio quiral (2.19),
a variagdo da densidade Lagrangeana ainda é dada por (2.21), mesmo que § tenha de-
pendéncia local. Obtemos entao

~ a(6L) ( L1 )

()= = fVF, | O"T — — T O*F, 2.22
i) = g5 = 51 . 2.2
- (6L

Oujan(T) = (ae_,) =0. (2.23)

Note-se que a corrente axial também pode ser escrita como j:fw(:v) = wawa“q?, que é a
corrente axial para o campo @(z). Além disso, o resultado (2.23) mostra mais uma vez a

invaridncia quiral.

2.6 Acoplamento pion-quark

Na secao 2.2 vimos que a simetria quiral é violada na densidade Lagrangeana dos
quarks, e comentamos também que esta simetria seria restaurada pela interacao pion-
quark. Nas secoes 2.4 e 2.5 tratamos do campo piénico isoladamente. Nesta secdo, serd
visto como acoplar quarks e pions, e assim restaurar a simetria quiral.

A partir da discussdo em torno das expressoes (2.5) e (2.6), deve estar claro que a parte
da densidade Lagrangeana do modelo de sacola difusa (1.16) que viola a simetria quiral é
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—[mg + V(r)] 4. Vamos entdo substituir ¢ ¢ por
Per TPy (2.24)

onde ¢(x) é o campo pidnico ndo-suprimido, e verificar que deste modo a simetria quiral

¢ preservada. A transformacdo quiral para o campo dos quarks é dada por
W(z) = e y(a)
¥'(@) = la) e

(Note-se que em ambos os casos a exponencial tem sinal negativo, isto é devido essenci-

(2.25)

almente & relacdo de anti-comutacdo v57, + 7,75 = 0.) Aplicando-se a transformacéo
acima & expressdo (2.24), obtemos

El efiﬂ-f%f-’.d)’ d}, _ Ee_%%ie eﬁr%f'd" e—%vﬁ'@ ¥ . (2.26)

Exigindo-se que a transformacado do campo pseudo-escalar satisfaca a condigao

N

APy i T — 7.0
eTn BT = g7 3T o5 BT gy Tl (2.27)
o termo de interagdo (2.24) serd invariante frente & transformacdo quiral,
—! R — g
D e T Y = e T (2.28)

No caso de uma transformacao infinitesimal, |§| < 1, e para campos piénicos nao muito
intensos, |$| & fr, podemos expandir as exponenciais e a expressdo (2.27) torna-se mais
simples,

() = d(z) + 120, (2.29)
coincidindo com o que vimos em (2.18). O termo de acoplamento pion-quark é entdo
escrito a partir de (2.24) como

— [y + V(F)] G et 70 = — [my + V(r)] (” iv5f-$+--') Y. (230)

™

A expansdo em série da exponencial mostra que o termo —[m, + V(r) ]9, que é es-
sencial para o confinamento dos quarks, ainda estd presente na densidade Lagrangeana.
Como vimos acima, este é o termo que viola a simetria quiral, mas agora temos infinitos
outros termos em (2.30) que envolvem o campo dos pions e que compensam a violagdo,
restaurando a simetria.

Como ¢ usual em modelos de sacola e de potencial relativistico, vamos levar em conta a
expansdo em séries (2.30) somente até a primeira ordem no campo dos pions. Utilizando
a defini¢do (2.11) para o campo pibnico fisico, obtemos a densidade Lagrangeana de
interacao no modelo de sacola difusa,

Lr=—[mg+ V()] (m V5 T - 7?) (U (2.31)
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A densidade Lagrangeana completa para o modelo é dada por (1.16), (2.17) e por (2.31),

i _
Lasroa = 5 [ 00t = 0,8 Y] = BF(r) =¥ lmg + (149 V()] ¥
1 1 i[mg + V(1)) - (2.32)
+ 20,7 0P — = [m2 + g (r)] 72 — q— 77
2% R L v/ x B
A partir das equagoes de Euler-Lagrange obtemos as equagoes dindmicas para o campo
dos quarks 1(z) e para o campo dos pions 7(z),

70, — mq a+vn«n¢=igﬁggﬂ%ff¢ (2.33)
mWﬁ+wﬁ+wvﬂﬁ=—@%¥g%§@%f¢. (2.34)

2.7 Funcao de supressao e potencial para o campo
pidnico

Na sec¢do 2.4 foi introduzida a funcgdo de supressdo F(r) para o campo pibnico, onde
mencionamos que Fy(r) é uma forma suavizada da fungéo de Heaviside 8(r — R). Vimos
também que o papel de F;.(r) é andlogo ao da fungéo de supressdo F'(r) dos quarks. No
entanto, a funcdo de supressdo dos pions impede que o campo pidnico entre no interior
da sacola, em vez de confina-lo, como no caso do campo dos quarks.

Para obtermos uma forma esquemdtica para a funcdo F;(r), lembramos primeiramente
que o interior da sacola é definido por 0 < r < Ry e representa a regido onde a simetria
quiral é realizada no modo de Wigner, sendo portanto uma regido na qual o campo pibénico
é nulo. Colocando F(r) = 0 no interior da sacola, impedimos que o campo pidnico entre
nesta regido. O exterior da sacola é definido por r > R; e representa a regido onde a
simetria quiral é realizada no modo de Goldstone, sendo portanto uma regiao na qual
nao ha nenhuma supressao do campo pidnico. E natural entdo estipular que tenhamos
F.(r) = 1 no exterior da sacola. A superficie da sacola é definida pela regido Ry < r < Ry,
e representa a transicao entre as duas fases do vacuo da QCD. Nesta regido, supomos que
a funcdo de supressdo aumente monotonicamente a partir do seu valor 0 em R, até 1 em

R;. Assim sendo, a forma geral de F;.(r) pode ser escrita como

0 , T < RO
Fa(r)=Q Fx(r) ,Ro<r <R, (2.35)
1 ,7 > Ry

onde F,(r) é uma fungdo ainda a ser estipulada. Sendo F,(r) uma funcdo continua,
devemos ter F,(Ry) = 0e Fr(Ry) = 1.
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A forma esquemdtica para o potencial piénico v.(r) correspondente a (2.35) pode
também ser facilmente estipulada. No exterior da sacola, r > R;, o campo piénico ndo
é suprimido, e portanto v,(r) = 0. Na superficie da sacola, Ry < r < Ry, inicia-se
a supressdo, e deste modo v, (r) deve aumentar continuamente. No interior da sacola,

0 < 7 < Ry, o campo pidnico é completamente suprimido, assim v, (r) = co. Temos entdo

o0 , T < Ry
Un(r) = Va(r) ,Ro<r <R . (2.36)
0 >Ry

onde V,(r) é uma fun¢do ainda a ser estipulada. Sendo v,(r) uma fungio continua,
devemos ter V;(Rp) = oo e V(R;) = 0.

Lembramos que a equagdo (2.13) relaciona o potencial pidnico v,(r) com a fungéo de
supressdo Fy(r), permitindo que se calcule v, (r) a partir de F;(r). No entanto, do mesmo
modo que no capitulo 1, sob o ponto de vista fisico ¢ mais natural e pratico estipular
primeiro a forma do potencial. Escrevendo a equagdo (2.13) na forma

1 d>VF, 2 dJF;
U (r) = = : (2.37)
VE; \ dr? rdr
podemos obter uma equacao diferencial para /F,
&\VE, 2 dJVF;,
- — Ux FTI' =V, 2.
dr? + r dr Un(T) v (2.38)

que pode ainda ser simplificada, obtendo-se

% — ua(r) (T \/1?77) 0. (2.39)

Para um dado potencial v,(r), devemos determinar a solugdo desta equagdo que satisfaz
as condigdes de contorno Fy(Ry) = 0 e F;(R;) = 1. Sendo esta uma equagdo diferencial
de segunda ordem, a solucao fica assim univocamente determinada.

Podemos enfim estipular uma forma funcional para V,(r). Exigindo que o potencial
vz(r) seja continuo e que fornega solugdes analiticas para a fungdo de supressdo do campo
dos pions, escrevemos

(T_aiwm)y ,RBo <7 < Ry
Vr(r) = : (2.40)

Ol (R, — )
R.<r<R
(Rr—Ro)? (Ri—Ry) "= =1

Verifica-se facilmente que V;(r) — oo quando r — Ry, e também que V;(r) = 0 em
r = R;. Além disso, vé-se que o potencial V,(r) é continuo em R,. Os pardmetros Ry
e R; ja tinham sido introduzidos no capitulo 1. Agora estamos introduzindo mais dois
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Figura 2.1: Gréfico do potencial piénico v,(r) para Ry = 1.0, R = 2.0 e oy = 1.0.

parametros, o, e R;. Para diminuir o nimero de parametros, vamos determinar R, de
modo que a derivada de V,(r) seja continua em r = R,. Isto torna o potencial V,(r) mais
suave e fornece como resultado

2R+ Ry

R,=°""11°7% 2.41
) (2.41)

Ficamos deste modo somente com um parametro livre adicional, ¢, que regula a inten-
sidade do potencial pionico. Na figura 2.1 apresentamos o gréfico de v, (r).

Determinacao da funcao de supressao do campo pidnico

A fungéo de supressdo do campo pidnico Fr(r) obedece & equacdo diferencial (2.39),
estando sujeita as condigbes de contorno Fr(Ry) =0e Fr(R;) = 1.

Regiao Ry < r < R;

Nesta regifo, a equagdo diferencial para F(r) é

d* (rVFy) Q
_ O VE)=0. 9.42

dr? (r — Rg)? (T ) (242)
Fazendo a mudanca de varidvel x = r — Ry e definindo uma nova funcéo y(x) = r v/ Fr(r),

temos
?y(z) an

dz? z2

Supondo que a solucdo possa ser escrita na forma y(z) = Az™, obtém-se facilmente os

n=1/2+/a,+1/4. (2.44)

y(z)=0. (2.43)

valores possiveis de n,
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Estes dois valores de n representam as duas solugdes linearmente independentes para y(z).
Como ¢ é positivo, a;; > 0, o sinal positivo em (2.44) implica em n > 0, enquanto que o
sinal negativo implica em n < 0. A condig¢do de contorno F(Ry) = 0 implica em y(0) = 0,
e deste modo somente o valor positivo de n é aceitavel. A solugdo para r\/m na regiao
Ry < r < R, é dada por

r/ Fr(r) = A(r — Ro)'PrVoesti/t, (2.45)

Regiao R, <r < R;

Nesta regifo, a equagdo diferencial para F(r) é

&* (rV/Fx) Q (R, — )
ar* (R — Ro)® (Ri— Ry) (rVEe) =0 (2.46)

Fazendo a mudanca de varidvel x = (R; — r)/(R; — R;) e definindo uma nova funcio
y(x) =1 +/Fr(r), temos

d’y(z) _ (B — Rr)’ _
27 (By— Ro)? a;zy(z)=0. (2.47)

Usando a equacdo (2.41) que determina R, ficamos com

?y(z) o
dx? 4

zy(z)=0. (2.48)
De acordo com [15] (pdgina 377), a solucdo desta equagdo pode ser escrita como

y(z) = BVz L3 (Varz®?[3) + C vz K3 (Varz®?/3) . (2.49)

A condigéo de contorno F,(R;) = 1 implica em y(0) = R;. Para um valor pequeno de
seu argumento z, as fungdes de Bessel modificadas tém o seguinte comportamento [15]
(férmulas 9.6.7 e 9.6.9),

L)

Iy(z)z% K, (2) ~ =2 (2/2) 7, (2.50)

e a condi¢do y(0) = Ry permite determinar o coeficiente C' em (2.49),

C = F?ﬁ;) <\/g‘_”>1/3 : (2.51)

Os coeficientes A e B sdo determinados pela condi¢do de continuidade de F,(r) e sua

derivada em r = R;, ou equivalentemente pela condi¢do de continuidade de y(x) e sua
derivada em z = 1. Assim, a continuidade de y(z) em z = 1 implica em

A(Ry — RVt A = BT 13 (an /3) + C Ky s (Vax/3) (2.52)
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e a continuidade da derivada de y(z) em z = 1 implica em

ARW—ROI/”\/“"“/‘*:L C Ky (Jar/3)— Blys (Ve /3)] . (2.53
( ) g+m[ /3 (Vax/3) 3 (vex/3)] . (2.53)

Para obter a expressao acima, fizemos diversas manipulagoes e usamos a férmula 9.6.26

de [15], que desdobra-se nas equagdes
I(z) = L (2) + = L(2) Ky(2) = Ko@)+ K, (2) . (254)

As equagdes (2.52) e (2.53) formam um sistema linear que permite determinar univo-
camente os coeficientes A e B. Notando que o lado esquerdo destas equacGes é igual,
podemos expressar B como

V@ Kis (var/3) = (3 + o + §) Kijs (vr/3)
C
Vi Luys (var/3) + (3 +/ax + 1) Lys (Var/3)

e entdo o coeficiente A pode ser determinado a partir de (2.52). O gréfico de Fy(r) pode

B =

, (2.55)

ser observado na figura 2.2.

08— ,

F.(r)

04— —

02+ -

Figura 2.2: Gréfico da fungio de supressdo Fy(r) para By = 1.0, Ry = 2.0 e oy = 1.0.

2.8 Solucao da equacao diferencial homogénea para
0 campo pionico

No modelo de sacola difusa modificado, mesmo quando os pions nao interagem com os
quarks, o campo pibnico nédo é livre, pois estd submetido ao potencial v,(r). A equagdo
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diferencial homogénea para o campo pidnico segue da equagdo (2.34) desprezando-se o
termo de fonte, sendo dada por

0,0F 7+ [m2 + v (r)|T=0. 2.56
[ it

A solugdo de (2.56) é separdvel, podendo ser escrita como o produto de fungGes envolvendo

as varidveis angulares, a variavel radial, o tempo e a parte de isospin,
R(1,7) = ae R(r) Y0, 6) , (2.57

onde & é um vetor unitdrio no espago de isospin, wi = k?+m2 e Y;"(0, ¢) sdo os harmonicos
esféricos. Interessa-nos somente a solu¢do para momento angular orbital £ = 1. A equacéo
para R(r) é, entdo,

R"(r) + %R'(r) + <k2 - 7"% - vw(r)> R(r)=0. (2.58)

Introduzindo a funcdo de onda reduzida y(r) para o campo pibnico, escrevemos R(r) na

R(r) = @% : (2.59)

v+ (¥ - 5= o)) utr) =0, (2.60)

forma

e obtemos a equacao diferencial

Devido & forma do potencial piénico v,(r) estipulada em (2.40), esta equagdo deve ser
resolvida numericamente nos intervalos Ry < r < R, e R, <r < R;. Para r > Ry, o
potencial piénico é nulo e a solucdo pode ser obtida analiticamente. Antes de discutirmos
o método numérico para a obtengéo da funcdo de onda y(r), vejamos como fica a equagdo
diferencial (2.60) em cada um dos intervalos mencionados.

Na regido Ry <r < Ry, a equagdo diferencial para y(r) é dada por

dzi@ + <k2 - f—2 ai ey _0‘7]’%0)2) y(r) =0, (2.61)

e lembramos que a condi¢do de contorno para y(r) é y(Ry) = 0. Efetuando a troca de

varidvel x = kr, obtemos a equacgao

d?:c(j) + (1 - % - (z_aino)J y(z) =0, (2.62)

onde Xy = kRy. A condi¢do de contorno para y(z) é y(X,) = 0. Para z =~ X, a
equacdo diferencial acima aproxima-se da equagdo (2.43), cuja solugdo foi obtida em
(2.45). Portanto, para pequenos valores de z — Xy, a solugdo para y(z) é dada por

y(z) = Ny (z — X0)1/2+V antl/t (2.63)
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onde N; é uma constante. Este resultado é importante para estabelecermos a convergéncia
de certas integrais que aparecerdo em outros capitulos deste trabalho, e é importante
também para verificar se o método numérico de resolucao da equacao diferencial estd
funcionando corretamente.

Na regido R, <r< Ry, a equacgdo diferencial para y(r) é dada por

d? (7") 9 2 o (Rl — 7“)
dgj& * (k T2 (B - Ry? (Ri— Rﬁ)> y(r)=0. (2.64)

Usando a férmula (2.41) para R, e efetuando a mudanca de varidvel x = kr, temos

onde X1 = le
Na regido 7> Ry, o potencial é nulo, v, (r) = 0. Assim, a solugéo para y(r) é

y(r) = \/g Ny kr [N i (kr) + Ny g (k)| (2.66)

onde Ny e N3 sfo constantes. O fator 2k/7 foi inserido por conveniéncia, estando re-
lacionado com a condi¢do de normalizacdo da fungao de onda do pion. Na figura 2.3,
apresentamos o grafico de R(r) para k = m, = 0.70fm™!, Ry = 1.0, R = 2.0 e a; = 1.0.

0.25

0.15

0.1+

R()

0.05+

-0.05

e
r (fm)

10

Figura 2.3: Gréafico da fungdo radial do pion R(r) para Ry = 1.0, B; = 2.0 e a,; = 1.0.
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2.9 Normalizacao da funcao de onda do pion

As fungbes R(r) devem ser ortonormais. Com o campo pidnico quantizado sendo escrito
na forma (A.17), isto implica na condigdo (A.19),

%ku@ / dr 2 Ry, (r) R (1) = 6(kr — ko) | (2.67)
0

que fixa a constante de normalizagdo N; de R(r). Podemos escrever a condigdo (2.67) em
termos da fungéo de onda reduzida y(r), que foi definida em (2.59),

/ dr ye, (1) Yk, (1) = (k1 — k2) - (2.68)
0
Utilizando a equagdo diferencial (2.60) para y(r), obtemos

(K} — k3) ks () Yo (1) = Ya () 0, (1) — Yo (7) e, (1) (2.69)

e assim a integral de normalizacdo pode ser expressa como
o0 1 o0
/ dr Yk, (T) Yk, (T) =772 i / dr [ykl (T) y;clz (T) — Yk, (T) y;cll (T)] . (270)
0 (kl - k2) Ro
Usando a identidade
[ ()03, () = s (P03, (1)) = i, (P () + s ()i (7) = W, ()0, (1) — s ()i, ()

"

= Yy (1) Yhy (1) = Yo (7)1, (1)

(2.71)
podemos fazer integracao por partes, obtendo
o0 1 o0
/ dr y, (T) Yk (T) = m [ykl (T) yllw (T) — Yk (T) yllm (T)]
0 ! ) 2 Ro (2.72)
= (k% _ k%) Tllglo [ykl (T) yllcz (T) — Yk, (T) yllcl (T)] y

onde a segunda igualdade segue, pois em r = Ry a funcdo y(r) é igual a zero e y'(r) é
finita. Deste modo, a tnica contribuicdo para a integral de normalizacao vem da parte
assint6tica da funcdo de onda do pion. Para valores grandes de 7, a funcdo y(r) é dada
por (2.66). Usando as identidades

) sinx cosz

jl(x) = 2
Tt T (2.73)
cosr sing

yi(z) = —

- )
2 T

T

e desprezando os termos que decaem com r, temos

y(r) =~ —\/gj\ﬁ [N4 cos(kr) + N5 sen(kr)] : (2.74)
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Usando esta aproximagdo na expressao entre colchetes em (2.72), obtemos

Yea (7) Yy () = Yo (1) W ()

2N2
- {[N4 cos(kyr) + Njsen(k;r) ] N, cos(kor) + N5 sen(kor)

|
|

ko [N4 cos(ky7) + N sen(klr)] [ — Nysen(kor) + Nj cos(kQT)]

!
[N4 cos(kar) + Ny sen(kor) ] Ny cos(kyr) + Nssen(kir) ] }

2N2{

-k [N4 cos(kar) + N sen(ky")] [ — Nysen(kyr) + Ny COS(/W")] }

2N?
= Tl{ — ko N7 cos(kir)sen (ko) + koNy Ny cos(ki7) cos(kqr)

— koNyNssen (kir)sen(kor) + ko NZsen (k1) cos(kor)
+ k1 N7 cos(kqr)sen(kyr) — ky Ny N5 cos(kor) cos(kyr)
+ kyNyNssen(kor)sen(ki7) — ki Nisen (kyr) cos(klr)}
(2.75)

e, aplicando identidades trigonométricas conhecidas, ficamos com
Ui (7) Yo (1) — Yo (7) Yy ()

N2

- { koN; [sen(ky" klr)—i—sen(klr—i—kﬂ) + ko Ny N cos(klr kor) 4 cos(kir+kor -

— ko Ny N5 [cos(klr—kgr) — cos(klr-l—kﬂ)] + ko N, [sen(klr kor) + sen(kir+kor

)
)
+ kN2 [sen(klr—ky") + sen(k27"+k1r)- — kyNyNs | cos(kor— k1) + cos(k27"+k1r)

+ k1 N4N; [COS(kQT—le) — COS(k2T+k1T):| — kN, [sen(kﬂ kir) + sen(kor+ki7) }

2

N
:ﬁ{(lﬁ + k2)(Nf + Ng) sen(kir—kor) + (k1 — kQ)(Nf - Ng) sen (k17 +kor)

- 2(]{}1 - k2)N4N5 COS(k1T+k2T)} .

(2.76)
A integral de normalizagdo assume entdo a forma
o0 . N2(N? + N2 sen(kyr — kor
| ) = i L) senlhr 2 )
+ lim N2 (N2 — N2) sen(kir + kor)
r—o0 T kl —+ k2
i 2 NP Ny N [cos(kir + kor) ] (2.77)
r—00 T | kl + k2

= NZ(NZ+ N2)6(ky — ko) + N2 (N? — N2) 6(ky + ko)
2 N12 N4 N5 -COS(kl’I" + kQT)-
— lim
T—00 T | ki + ko
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Sendo k£ > 0, as contribuigdes da fungdo §(k; + k2) e do termo envolvendo o co-seno serdo

sempre nulas. Ficamos entdo com

/ dr g, (r) v (1) = N2 (N2 + N2) 8y — h) (2.78)
0
e a condigdo de normalizacdo (2.67) entdo implica em
1
N=— (2.79)

VN +NE
2.10 Solucao particular para o campo pidénico

A equagdo diferencial com fonte para o campo pidnico 7(z) foi obtida em (2.34) na
secdo 2.6, que trata do acoplamento pion-quark. Escrevendo agora explicitamente a soma
sobre quarks u e d, a equagdo (2.34) assume a forma

i[my + V(r)]

onde m, é a massa dos quarks u e d. A solu¢do homogénea desta equacio ja foi determi-

8, 0" 7 + [m2 + v (r)]| 7 = — D By Vs Tyt (2.80)
q

nada. Neste momento estamos interessados somente na solucao particular, que é gerada
pelo termo de fonte. Considerando-se um determinado béarion B do octeto fundamental,
o campo pidnico gerado por ele satisfaz a seguinte equacao

— — Z mu + V T - —
B, 0" T+ [m2 + v (r) |7 = _imu + V()] (B|Zz/1q'y57'qz/1q|B) : (2.81)
fVE) A
Como o lado esquerdo desta equacdo ndao depende do tempo — a exponencial e *Fat
iFgt

proveniente de ¢, () é cancelada pela exponencial e*"¢* proveniente de Eq(:v) — a solucao
particular para o campo pibénico também ndo depende do tempo, 7(¢,7) = 7(F). A
equagdo que resulta para 7(7) é

i[my + V(r)]

fr A/ Fa(r)

A solugdo desta equagio pode ser escrita em forma separdvel de acordo com [18],

#(7) = (B ) (G, 7) 7lB) h(r), (2.83)

V27— [ml + v ()] 7 =

(Bl Y 7 7 %lB) - (2.82)

onde h(r) é uma funcdo que depende somente da varidvel radial . Esta maneira de
escrever a solucao geral é equivalente, tanto na parte angular como na de isospin, a ex-
pressdo (2.57), que foi utilizada para determinarmos as solugdes homogéneas para o campo
pi6nico. Entretanto, para os cdlculos que seguem, a forma (2.83) é mais conveniente. O

gradiente do campo pidnico pode ser calculado utilizando-se [18] a identidade
5 h(r)

VG, 7 h(r)] =h(r)F (&, -7) + — (G, — 7 (8, 7)] , (2.84)
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onde a segunda parcela é obtida pelo seguinte célculo

o . T, Ois  TiT; 1 P
3z'(0q'7“)=3i(0qj7“j)=0qjai;]=0qj <—]— 2 >=—[0qz~—n(0q-r)]- (2.85)

T T3 T

O laplaciano V27 é obtido através da aplicacdo do divergente a 67?, com o resultado
20" 2h
Vi = (h" +— - —) (B| Z Gy 7) T4B) . (2.86)

A equacdo para a parte radial do campo pidnico fica entao sendo escrita como

2h 2h oA o
@“wy—mﬁwmw—ﬁ)mgywwwm»=
q
i[my +V(r

m |Z1/1 Vs T g/ B) . (2.87)

Vamos agora trabalhar o lado esquerdo desta equacgido, que envolve os campos dos quarks.
A funcéo de onda dos quarks pode ser obtida a partir de (1.38). Levando-se em conta que

A (oMY _ L [ 90) ;
W) = (%(F)) " Vi \ i, e ) (2:55)

onde s é o spin do quark (que pode ser 1/2 ou —1/2) e x* é o espinor correspondente,
x'/? = (1,0) e x~/2 = (0,1). Deste modo, obtemos

o=t (02 (0 0)(2)

£ =0, temos

= ¢l d — ¢}
= —5- 9 (1) T (G- 7) X
e, portanto,
i[my +V(r) _ my +V(r)
fﬂ' Fﬂ-(T) | Z’(/} Vs Tq ’(/JQ| > 27_‘_'],.77\/?() B| Z 0‘1 T‘I|B (289)

Com isto, a equagdo diferencial para a parte radial do campo pidnico, h(r), fica sendo

dada por
n 2h my + V(r)

" _ 2 3 —
I . (m7T + v (r) + r2> h —27wa 0

Observe-se que os valores esperados de (&, - 7) 7, nos dois lados da equagdo cancelam-se

g(r) f(r). (2.90)

mutuamente. Isto garante que a parte radial do campo pibnico seja a mesma para todos
os béarions do octeto fundamental (bdrions nos quais todos os quarks estdo no estado
fundamental).
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Vejamos agora as condiges de contorno para a fun¢do h(r). Como o campo pidnico
ndo entra no interior da sacola, exigimos que h(Ry) = 0. Como o campo dos quarks é
nulo no exterior da sacola, o termo de fonte também é nulo, e assim vemos que h(R;) =
0. Utilizando estas condi¢bes de contorno, resolvemos numericamente a equagéo (2.90)
usando o método descrito em [19]. A figura 2.4 apresenta o grafico da solugdo particular.

0.03

0.025 — —

0.02 — —

0.015— —

h(r)

0.01 —

0.005 —

Figura 2.4: Gréfico da fungao radial do pion h(r) para Ry = 1.0, Ry = 2.0, a; = 1.0, m’' =
181MeV e a =T7.0.
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Parte 11

Propriedades hadronicas segundo o
FBM
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Capitulo 3

Correcoes a massa dos barions

3.1 Correcao de centro de massa

O tratamento da correcao de centro de massa é um problema inerente a maioria dos
modelos hadrénicos. Tanto os modelos de sacola do tipo do MIT e modelos de potencial
relativistico bem como outros tipos de modelos hadrénicos tratam de maneira inadequada
o movimento do centro de massa dos hadrons. Nestes modelos, 0 mecanismo de confina-
mento é representado por um potencial ou por algo semelhante que atua em cada quark
separadamente. Isto permite que as equacoes dindmicas do sistema sejam resolvidas para
cada quark de modo completamente independente dos demais quarks, o que representa
uma grande vantagem. Porém, como nao hi nenhuma correlacao entre o movimento de
um quark e o movimento dos outros quarks, perde-se informacao sobre o0 momento to-
tal do hddron. Assim, a energia cinética do movimento do hddron como um todo nao
pode ser calculada. O problema entdo é estimar o quanto esta energia contribui para a
massa do hadron. Na literatura existem varias prescri¢oes para estimar a contribuicdo
da energia cinética do centro de massa, mas um método definitivo parece ainda nao ter
sido encontrado. No apéndice B descrevemos em detalhe o método de C. W. Wong [20],
que devido a sua simplicidade é utilizado em muitos modelos hadronicos e também serd
utilizado neste trabalho. De acordo com esta prescricao, a correcao de centro de massa
AE,,, para a massa de um hddron é dada pela expressdo (B.15),

A =\ (S Y82 — Sy, 1)

onde ( pg ) é o valor esperado do quadrado do momento linear do g-ésimo quark, calculado
a partir das funcoes de onda independentes de cada quark,

(57) = i) 50,0 (32)

Vemos portanto que, obtido o valor esperado ( pg ), a corre¢do de centro de massa AE,,
pode ser facilmente calculada a partir de (3.1).
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No restante desta se¢do vamos nos dedicar a simplificar a expressdo para ( pg ). Faremos
o cdlculo para um auto-estado qualquer com a forma (1.38), nfo somente para estados
com £ = 0, do mesmo modo como foi feito o cdlculo do fator de normalizacao da funcao de
onda dos quarks no capitulo 1. Utilizando entdo a forma (1.38) para o campo dos quarks
e lembrando que

= - T2 (3.3)

podemos expressar (p2) em termos das funcdes radiais g(r) e f(r),

(5?) = /ORldw {g(r) [—dd—; _2d et ”]gm

rdr "
+ f(r) [_j_; _ % d% N K’(E’Ti;i-l)]f(r)} | (3.4)

onde suprimimos o indice ¢ momentaneamente. De acordo com (1.46), a funcgdo f(r) é
proporcional a derivada de g(r), e deste modo a expressdo acima envolve a terceira deri-
vada de g(r). Veremos no entanto que, utilizando vérios truques de integracdo, podemos
chegar a uma expressio que ndo contém nenhuma derivada de g(r).

O primeiro passo é separarmos as contribuicdes de g(r) e f(r) para (p?),

<ﬁ2>:Ig+If

B 2 2d ‘(Ul+1

I"’:/o dwg(r)[_ﬁ_?dﬂr (; )]g(r) (3.5)
Ry 2 2d W +1

If=/0 d?“?“2f(7“)[—w—;%+7( 7; )]f(r).

Substituindo-se a equacdo diferencial (1.47) para g(r) na expressdo para I,, obtemos

. /0 Cdrr ) [(B 4 m) (B - m— 2V()]g(r), (3.6)

e, escrevendo ¢(r) em termos da fungéo de onda reduzida u(r), ficamos com

I, = (E+m) /0 S [E-m—2vi). (3.7)

Esta expressao ndo envolve nehuma derivada da funcdo de onda. O préximo passo é
simplificar o calculo de I, e para isto devemos determinar a equagao diferencial que a
funcdo f(r) obedece.

A equacgao diferencial para f(r)

Vimos que as fungdes g(r) e f(r) obedecem as equagbes (1.45). A primeira equagdo deste
sistema pode ser escrita na forma

o) =~ tgve (g + ) SO0 (55)
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Assim, podemos calcular a derivada de g(r),

dg(r) _ 2V'(r) d 1-k £r)
dr~ [E—-m-—2V(r)]2 \dr T "
a (3.9)
_ 1 & 1-kd 1-k £(r)
E—m—-2V(r) \ dr? o dr 72 '
Substituindo-se este resultado na segunda equagdo do sistema (1.45), temos
2V'(r) d 11—k
FE =— -
(£ +m) f(r) [E—m—2V(r)]? (dr * T ) 1)
1 d? 1-kd 1-k
_E—m—2V(r)<W+ roodr 2 )f(r)
1 l+x d 1-k?
T E—-m-2V(r) ( r a2 ) Jr) (3.10)

_ 2V'(r) d 1-—-k
T TE—m-2vVP (%+ . )f(r)

_ 1 d_2+gi_w f()
E—m-=2V(r)\dr?2 rdr 72 o

onde usamos x(k — 1) = £'(¢' + 1). Finalmente, multiplicando esta equagdo por E —m —
2V (r), chegamos & equacdo diferencial obedecida pela fungéo radial f(r),

rdr dr T

d2f 2df L +1)f 2V'(r) df (1—-k)f
W—i_rdr r? +E—m—2V(r)<_+7>

+(E+m)[E-m—2V(r)]f=0. (3.11)

Continuando...

Para simplificar o cdlculo da contribuicao I ao valor esperado do momento ao quadrado
de um quark, vamos substituir a equacéo diferencial para f(r) na expressdo para Iy,

I; = /ORldTT2f{E_2TnVI_(T2)V(T) (%-ﬁ- 1_Tﬁ;f> + (E+m) [E—m— 2V(7“)]f}
(3.12)

Utilizando a equagéo (3.8), podemos simplificar o primeiro termo entre chaves na integral

acima,

= [ art io{ =2 + Em E-m-2vE) 0}, 613
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e usando (1.46) para escrever f(r) em termos de u(r), obtemos

Iy= /0 Carfue + NV ryulr) + (£ - m— 2V ()] [u () +

1
E+m

/oRldr W) =2V (") + [B—m—2V()]u'(r) |

t /ORldr @{ —2V'(r)u(r) + 2[E —m — 2V (r)]u'(r) }

K2 B w?(r)
+E+m/0 dr ] [E—m—2V(r)] .

Notando-se a identidade
{[E —m —2V(r)]u(r) u(r)}’ =[E—m =2V (r)]u'3(r) — 2V'(r) u'(r) u(r)
+[E—m =2V (r)]u"(r) u(r)
podemos fazer integracao por partes, obtendo

1
E+m

I =— /0 dr (B — m — 2V(r)] u(r) u(r)

+ E—i—Lm /ORldr @{ —2V'(r)u(r) + 2[E —m — 2V(r)]u'(r)}

K}2 R ’LL2(7")
E—m-=-2
+E+m/0 dr 3 [ m V(r)],

e notando-se a identidade

u(r)

I~y

{[E —m— 2V (r)] @} — 9B —m—av(r)] LU gy

u’(r)

—[E—m =2V (r)]

7

podemos fazer integracao por partes, obtendo

I — 1
r= E+m

/0 P4 (B —m— 2v(r)

/0 Ar[E = m — 2V ()] " (r) u(r)

u(r)

r2

K
E+m

+

K2 B w2(r)
e E—m-=-2 }
i E+m /0 dr 72 [ m =2V ()]

Usando a equacdo diferencial para u(r) e rearranjando os termos, ficamos com
1
E+m

+ ﬁl(;—:_rrlb) /0 1d7" ujﬂ(;) [E —-—m— 2V(r)] .

Iy =

/0 dr2(r) [E = m — 2V(r)] [(E +m)[E—m—2V(r)] -
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m(r)] }

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

L(£+1)
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Notando que k(k + 1) = £(£+ 1), temos

I = /0 A () B —m — V() (3.20)

Finalizando...

Reunindo os resultados para I, e I, vemos que o momento ao quadrado de um quark
pode ser expresso como

(F?) = 2/0R1dr P)[E - V()] [E —m—2v(r)] . (3.21)

Tendo em vista ainda uma maior simplificagio desta expressio, vamos escrever (7 ?)

como

(F?) =2 (E—m)/0 drd(r)[E - V(r)] - 4/0 2O VEE-VE)].  (3.22)

Usando a condi¢do de normalizagéo (1.98), podemos escrever o valor esperado do momento
ao quadrado de maneira bastante elucidativa na forma

(p?)y=FE*—m?— 4/0R1 dru?(r)V(r) [E—-V(r)] . (3.23)

Deste modo, percebe-se facilmente como a famosa férmula de Einstein é modificada pela
presenca de um potential do tipo (1 ++°)V(r). Além disso, esta férmula nio contém
nenhuma derivada da funcao de onda, o que facilita tanto os cdlculos numéricos como os
calculos analiticos.

Para o célculo efetivo de (7 ?) é no entanto mais conveniente usarmos as varigveis F’

e m' definidas em (1.51). Assim, re-escrevemos (3.21) como

(5?) = 2/0R1dr W) (B~ Vilr)] (E'—m! 2 Vi(r))

R R (3.24)
— 2 (B'—m) / drd(r) [E' = Vi(r)] — 4 / dr d2(r) Va(r) [B' = V(r)] -
0 0
e, usando a condigdo de normalizac¢do (1.98), obtemos a expressdo
Ry
(F2) = B — g 4/ dr d(r) Vilr) [E' = Vi(r)] (3.25)
Ro

que é bastante similar & férmula (3.23).

Restricao para os valores possiveis do parametro o

Para que o valor esperado do momento ao quadrado (ﬁqQ) seja finito, as integrais em
(3.5) que definem I, e I devem ser finitas. O extremo de integragdo r — 0 ndo oferece
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problemas, pois tanto as funces de onda g(r) e f(r) como as suas derivadas tendem a
zero ou sdo finitas neste limite. A dificuldade vem do outro extremo, r — R, no qual
o potencial confinante diverge. Na vizinhanca de R;, a solucdo para a funcio de onda
u(r) é dada por (1.77), e usando a aproximacio J,(z) =~ cte z* para pequenos valores do
argumento z da fun¢éo de Bessel (férmula 9.1.7 de [15]), vemos que

u(r) = cte (R, — r)7+Y2% (3.26)

Deste modo, no caso de I, o comportamento dominante do integrando na vizinhanga de
R, é ,
d 2 d
rg(r) [—— - = —]g(r) ~ cte (R —r)* 172 (3.27)

onde o fator 20 + 1 no exponente provém essencialmente de u?(r) e o fator —2 provém
da derivada segunda. Para que a integral seja finita, devemos ter 20 +1 —2 > —1, e isto
implica na condigdao o > 0, que é trivialmente satisfeita. No caso de I¢, o comportamento
dominante do integrando na vizinhanca de R; é
2

onde o fator —4 provém da derivada segunda e do fato de f(r) ser proporcional & derivada
de g(r). Para que a integral seja finita, devemos ter 20 + 1 — 4 > —1, e isto implica em
o > 1. Sendo ¢ dado por (1.78), obtemos a condigdo

(E4+m)a> g . (3.29)

Levantamento de degenerescéncias

Para finalizar esta segdo, observamos que a corre¢do de centro de massa (3.1), assim como
a expressdo (1.105) para a massa de um bdrion, depende somente do conteiddo de sabor
de cada barion. Portanto, apds a correcdo de centro de massa, as massas dos barions
continuam com o mesmo padrdo de degenerescéncia apresentado em (1.106).

3.2 Troca de um glion

No modelo de sacola difusa, assim como em outros modelos hadrénicos, o potencial
confinante modela a parte ndo-perturbativa da interacao quark-glion, sendo a parte per-
turbativa calculada na aproximacao de troca de um glion. Nesta se¢ao veremos como
calcular a contribuicdo da troca de um glion para a massa dos barions de acordo com o
FBM.

Para incorporarmos os glions no nosso modelo, vamos adicionar a densidade Lagran-

geana (2.32) dos quarks e pions a densidade Lagrangeana da QCD,

1 _
L,= == F&FM 4+ ghytA, b A2, (3.30)

4 mY— a
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onde suprimimos os indices de cor e sabor dos quarks. O primeiro termo em £, descreve
o campo nao-abeliano dos glions, sendo o tensor Fy, dado por

Fy, = 0,45 — 0,45 + g fane ALAS - (3.31)

Nesta expressdo, fu. € a constante de estrutura do grupo SU(3) e g é a constante de
acoplamento da QCD, tendo o mesmo valor nas auto-interagoes de trés e de quatro glions
e também na interacao quark-glion, que é descrita pelo segundo termo em L,.

Como estaremos considerando somente a troca de um glion, podemos desprezar os
termos de auto-interacao dos glions. Isto equivale a considerar nulas as constantes fgp.,
de modo que o terceiro termo em (3.31) desaparece. Nesta aproximagcdo, a QCD torna-se
muito semelhante a QED, com a diferenca de que temos oito tipos de “f6ton” para levar
em conta. Do mesmo modo que na eletrodinamica cldssica, os campos elétrico e magnético
de cor sdo definidos através do tensor Fjj, na forma

Ei(z)=F'a)  Bila) =5 M) (3.32)

Estes campos interagem com a corrente vetorial de cor dos quarks, que é definida como

Ja(z) = (@) 7" Aatp(2) . (3.33)

Lembrando a forma (1.38) para v(z), vemos que a corrente vetorial de cor dos quarks

é independente do tempo, pois a exponencial e~*Fs?

iBgt

proveniente de ¥,(x) é cancelada
pela exponencial e*#4* proveniente de 1, (z). Sendo j¥(z) a fonte para os campos elétrico
e magnético de cor, segue que estes campos também sdo independentes do tempo. As

equagdes de Maxwell estdticas para os campos E %(7) e B%(7) sdo

VoE@ =g ?)  VxB@) =g
v

; . Lo (3.34)
x E*(7) =0 V-B7) =0

onde p*(7) = j%°(F) é a densidade dos quarks. Observe-se o sinal negativo multiplicando
a corrente dos quarks, que é contrdrio ao da eletrodindmica. Sendo (3.34) um conjunto

de equacoes lineares, podemos separar as contribuicoes de cada sabor de quark para os
campos E9(7) e B4(7),

B =3 ENR) BR) = BYR). (3.35)

No estado fundamental, a parte temporal e a parte espacial da corrente de cor dos quarks
para um determinado sabor ¢ sao dadas por

a

p(r) = 0 [420) + 2]

} \ (3.36)
3q(7) = 5. 94(r) fo(r) (F X ) .
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A contribuicao da troca de um glion para a massa de um hddron é dada pela soma das
energias eletrostdtica e magnetostatica de cor e da energia de interacao entre quarks e
glions,

AE, _Z/d?’ ( EY(7)-E(F) + = B“(F) BY(7) + g j(7) - A“(?*)) (3.37)

Em geral, a contribuicao da energia eletrostatica de cor é muito pequena, sendo da ordem
de 5MeV [21]. Assim, consideraremos somente a contribui¢do magnetostética de cor, que
é bem maior (da ordem de 100MeV), e que é dada por

A =3 [ (B Btr) + 0229 ) (5.38)

A energia magnetostatica de cor

Usando a identidade vetorial V - (A x B) = B - (V x A) — A+ (V x B) juntamente com
as equacoes B =V x AeV x B=—gJ, obtemos B- B = —gj-ff—i—V-(/_fx E), ea
energia magnetostatica de cor pode ser escrita na forma

AEgy = %Z/d?’r (gj'a-A'a +V- (A'axéa)) : (3.39)

O segundo termo no integrando é uma divergéncia total e pode ser facilmente integrado,
e como os campos B,(7) e A, () sdo nulos no infinito (|| — oc), obtemos

AEypy =2 2303 / &rje () - Aa(7) (3.40)
qiq’ a
onde usamos a linearidade das equacgoes dos campos para expressar tanto a corrente dos
quarks como o campo vetorial de cor como uma soma das contribuicées de cada quark no
hédron. Note-se que, na expressdo acima, os termos de auto-energia dos quarks (¢ = ¢')
nao foram considerados, pois ja sao levados em conta na massa m, de cada quark.

Para calcularmos a contribuicdo magnetostatica de cor a massa dos barions, vamos
expressar AFEg ), diretamente em termos das correntes dos quarks. Assim, a equagao
V x Ea =—gq fa para o campo magnético de cor pode ser escrita em termos do potencial
vetorial A, (7),

-

VX (VXxA)=V(V-4A,) - V24, =—gJ.. (3.41)

Escolhendo o calibre de Coulomb, no qual V - /_fa = 0, obtemos V? /_fa = gfa. E, em vista
da identidade,

V2< = ) = —4n§(F—7"), (3.42)

|7 — 7|
podemos ver que o campo vetorial tem a seguinte dependéncia em relagao a corrente dos
quarks,

A7) = 497T/d3 330 (3.43)

=7
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Substituindo-se a férmula acima na expressao para AE,ys, temos

AE,y = ——ZZ/d?’ & "Lj‘i’('). (3.44)

q#q a

Se os quarks estiverem todos no estado fundamental, esta expressao pode ser escrita de
maneira mais explicita usando-se a equacdo (3.36) para j:‘;(f’),

AE,y = __ZZ/d3 2 Ag 9q(T) fo(r) (F X Gg) - Ngy gy (") [ (') (7' X Gyr) |

=% 472 |7 — |

(3.45)
Como veremos, esta expressao pode ser bastante simplificada. O primeiro passo é fazer a

integracdo angular em 7', que pode ser isolada remanejando-se a expressdo acima,

Mg ==L 3 Y e [ o) 1) 6 3)

g#q a (346)

7 X Gy
-/dr'r'2gq( I) fql(Tl)/dQI (|F_7:3|) )

Escrevendo o vetor unitdrio 7/ em termos dos harmonicos esféricos,

= (sin @' cos ¢',sin #' sin ¢’, cos ')

_ A (YO0, 8) £ Vi (0,8) Y0, d) = Vi (0.8)
4 ( v , i ,Y1,0(0,¢)),

(3.47)

e usando a identidade

|-» B = Z Z (01 ¢) lm(07¢)7 (348)

=0 m=—

onde r« = min(r,r") e 7~ = maz(r,r'), obtemos

"I
1194
[ 7o

/dQ’47rZZ 2z+1r2 Yin (0, ) Yim (6, ¢)

=0 m=-1
4_7T _1/1,1 (0I7 ¢I) + 1/1,—1(0,7 ¢I) _Yl,l (0I7 ¢I) - 1/1,—1(0,7 ¢I) IV ) (349)
X 3 ( \/5 y \/E’L y 1/1,0(0 ’ ¢ )
_ 4_7T T_< 4_7T <_1/1,1(0, ¢) + Y17—1(07 ¢) _1/1,1 (07 ¢) - Yl,—1(07 ¢) Y, (0 ¢)>
= 3 Tg 3 \/5 y \/E’L » £1,01\Y)
AT re
32
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Com este resultado para a integragdo angular em 7, a energia magnetostatica de cor fica

sendo escrita como

2
g aya o =
AEgy = ~ 3573 E E A /d3r 9q(1) fo(r) (7 X 3y)

a#q a

4

[ £ 5 G x0T

P > (3.50)
alarype Z Z A /dr 72 g4 (1) fo(r)

a#q a

./dr'r'2gq( N fa(r) = /dQ(rxoq) (7 X 3y) ,

>

onde na segunda igualdade foi isolada a integracdo na parte angular em 7. Notando que
(7 X Gg) - (F X Oy) = €ape 7° Ff €0ae 715G = Gy - Gy — (7 - Gg)(F - Gy), esta integral pode ser

feita sem dificuldades,

4 8
/dQ (F % &) - (F x &) = (47r - %) Gy Gy = %5’(1 Gy, (3.51)

fornecendo entao

R Rl
A== S Sy [ o 1) [ g 100

a7q a

2 7

(3.52)
onde agora colocamos os limites de integracdo para as duas integrais radiais. A integral

r2

em 7’ pode ser trabalhada na seguinte forma,

bid] P
1= [Car ) 1) 5
0 s

) o ) (3.53)
= [ o) £ St [ e ) 00 55
Como f(r) = ¢'(r)/(E + m), podemos usar as identidades
1 1 '
o) 1) = i (54°0))
E 2
1 ooem ; (3.54)
(3207) =a0 g+ S0
e fazer integracao por partes, obtendo
r R
I— 1 192’ (,rl) P30 §/Td7“’ 92/ (,rl) M2l 4+ T 192’ (,rl) 1
(EQ’ + mQ’) r? 279 0 2 Jo g (EQ’ + mQ) 271 , (3 55)

3 T
— _ dr' a2 (r" r'2 |
2(Eq,+mq,)r2/0 gy (r)
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Deste modo, a nova expressao para a energia magnetostitica é

AEp = 5 55 E+mq’035,imq,)/0 drg,(r) 9 ()/dr 22 (3.56)

gt @

Observamos ainda que
d 1 2 Td ! 2 n 12 _ ! Td 1 2 n 12 1 2 2 2 3 57
o ng(r) i T gg (r") 7' ) = gq(7) g4 (T) i T gy (r') ' + igq(r) gg(ryr, (3.57)

e assim, fazendo integracao por partes, temos

1

/ORldrgq( PAG )/dr 2 () 12 = —E/ORldrgg(r) (). (3.58)

Portanto, a expressdo que resulta para a energia magnetostdtica é

Ry
Q. ,aq 5 o )
AEgy = — ,
== > (&, +mq Y (Ey +mq)/0 drr° gg(r) gg(r) , (3.59)

qiq’ a

onde introduzimos a constante de acoplamento o, = g?/4w. Note-se que o calculo de
AE, s tornou-se agora muito mais simples que a forma original (3.44), envolvendo somente
uma integracdo em uma varigvel.

Como de praxe na literatura, escrevemos explicitamente as contribuicoes para AEg s
quando os quarks ¢ e ¢’ forem dois quarks u, um quark v e um quark s, ou dois quarks s,

AE‘gM =G (auu qu + Qys Ius + Qs Iss) ’ (360)

sendo as constantes I,y relacionadas a parte espacial da funcao de onda dos quarks,

16 oo
I = d 2 2 2’ 3 61
99 9(Eq+mq) (qu-i-mq,)/o T gq(r)gq (7") , ( )

e as constantes a4y relacionadas a parte de spin e de cor,

B| Z XeXS Gy - Gy |B) (3.62)

onde B é um estado hadronico. Os valores de a4y para os barions do octeto fundamental
podem ser vistos na tabela 3.1.

Levantamento de degenerescéncias

Observando a tabela 3.1, vemos que a troca de um glion levanta completamente a dege-
nerescéncia, entre as massas dos béarions do octeto fundamental. A razdo disto pode ser
encontrada na equagédo (3.62), onde notamos que os coeficientes a,, dependem da fungéo
de onda no espaco de sabor e spin de cada barion.

73



NJA|IA | X ¥ E |&2*|Q
Oy | =3 | 3 | =3 ] 1 110 107]0
ays | 0 1O | 0O | =42 |-4]2 |0
ass | 0 0] O 0 ]0]1 113

Tabela 3.1: Coeficientes a4y para o cdlculo da energia magnética de cor.

3.3 Troca de um pion

Nos modelos hadrénicos quirais, o pion deve ser tratado como um campo quantico,
que interage com os quarks criando uma nuvem piénica em torno dos barions. Este tipo
de tratamento foi explorado somente no inicio dos anos 80 com os trabalhos de C. E.
De Tar [6, 17] e no Cloudy Bag Model [7, 22, 23, 24, 25], e é de fato uma adaptacéo
do formalismo de Chew e Low [26, 27, 28] para a interagdo pion-nicleon. Na teoria de
Chew e Low, o nicleon é tratado em uma aproximacao estatica, permanecendo fixo em
um ponto do espaco, sem propagar-se. Isto também significa que: (i) o recuo do nicleon
é desprezado, isto é, os nicleons comportam-se como se possuissem massa infinita; (ii)
os pares nucleon/anti-niicleon néo sdo incluidos na teoria de perturbagéo. Este tipo de
formalismo adapta-se perfeitamente aos modelos hadrénicos, nos quais o barion permanece
fixo na origem do sistema de coordenadas, tornando-se padrao tanto em modelos de sacola
como em modelos de potencial relativistico.

Formalismo Hamiltoniano de segunda quantizacao
Comecamos escrevendo o Hamiltoniano total para o sistema barion-pion como
H=Hs+H.+Hr, (3.63)

onde Hp é o Hamiltoniano para o barion, H, é o Hamiltoniano para os pions, e H; é o
Hamiltoniano de interagao pion-bdrion. O Hamiltoniano Hp para um bérion livre pode

ser escrito, em uma notacdo compacta, na forma

Heg=)» M{B'B, (3.64)
B

onde Bf e B séo operadores de criacio e destruiciio para estados bariénicos com massa
M3. Obviamente, como estaremos tratando os barions segundo o modelo de sacola difusa,
a massa M3 é dada pela soma das energias dos quarks e da energia de vdcuo, conforme
a equagdo (1.105). Os auto-estados de Hp sdo os estados de sacola livre que estudamos
no capitulo 1. Estes estados serdo agora denotados por |B), onde B é um dos bérions do
octeto baridnico fundamental,

(N, A) , (A, 5, 2*) , (E E) , (Q—) . (3.65)
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Os parénteses agrupam bérions de mesma estranheza. Como o pion nao tem estranheza,
somente os estados bariénicos de um mesmo grupo serao misturados pelo Hamiltoniano
de interacdo. A normalizacao dos estados barionicos é

(B|B) = dpm - (3.66)

O Hamiltoniano para os pions, na versdo do modelo de sacola difusa apresentada no
capitulo 2, é determinado a partir da densidade Lagrangeana (2.17), sendo dado por

W = %/d?’r (07 - 0.7 + V7 - 97 + [m2 + va(r)] 7). (3.67)

Os auto-estados de H, sao determinados pelos modos normais do campo, encontrados na
secdo 2.8. O campo pibnico quantizado, na aproximagdo estédtica (¢t = 0), pode ser escrito
como (ver apéndice A)

5 =2 S R (B Ym0y o) 668)

onde c.h. denota o conjugado Hermiteano da expressdo precedente, Rye(r) é a funcdo

radial do pion que definimos na secio 2.8, e a; to (k) e ajem (k) sio operadores de criagio e
destrui¢ao de pions com isospin j, momento angular dado por £ e m, médulo do momento
linear k e energia w? = m2 + k2. O Hamiltoniano (3.67) ¢ diagonal nesta representacio,
obtendo-se

He=Y / ak i @l (k) as6m (k) (3.69)

7€m
Os auto-vetores de estado pibnicos serdo denotados na forma |m;m(k)) para o estado
de um pion, |mjpm(k), mjem (K')) para o estado com dois pions, etc. Estes estados séo
normalizados de acordo com

<7Tjgm(k)|ﬂ'jlglml(kl)> = (5]']'1 (Sggl (Smml (5(]5 - k’) . (370)

O Hamiltoniano de interaciao pion-barion é obtido a partir da densidade Lagrangeana
(2.31) para a interacdo pion-quark, sendo dado por

'H1=i/d3rwz¢ Vs Tq * Ty (3.71)
fr V Fr(

onde o somatério é feito apenas sobre os quarks uw e d que constituem o barion, pois
somente estes quarks participam da interacdo com o pion. Como consideramos que os
quarks u e d tém a mesma massa, m, = mgq, 0 termo m, aparece fora do somatério na
férmula acima. Tendo em vista expressar o Hamiltoniano de interagéo (3.71) em termos
dos operadores de criacao e destruicao de barions e pions, vamos considerar somente os
elementos de matriz de H; que conectam estados barionicos entre si,

’H1=;—;TZ< |( d*r mu-l—V 21/1 V5 Tq F)%) B)B"B (3.72)

BB’
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onde a soma sobre B e B’ inclui todos os estados em (3.65). Usando a expressio (3.68)
para o campo pidnico, obtemos

HI—ZZ/(UC BITBaﬂm(k) ]em(k)_i_BTB’ ]em(k) _?Z]?r;f(k)] : (373)

BB’ jém

onde as fungdes v; em(k) sao denominadas fungoes de vértice, pois determinam a amplitude
para que a interacao ocorra, sendo definidas como

BB/ ik e my + V(r

Vjom (k) = N TT(T) |Z¢ Y5 Tiq¥q|B) Riue(r) Yo (0,8) . (3.74)

No Hamiltoniano de interagdo (3.73), os operadores al

gem(k) e Qjom(k) criam e destréem

pions com componente j no espaco de isospin. Sob o ponto de vista fisico, € mais vantajoso
escrever H; em termos de operadores que criam e destroem estados pionicos com carga
elétrica bem definida. Estes estados sao determinados de acordo com as combinagoes
lineares

|72) + Z|7Ty> N ) — Z|7Ty>

5 ) =lm),  nT) = VR

do mesmo modo que as componentes esféricas de um vetor no espaco de isospin. Para

Ity = — (3.75)

criar ou para destruir um destes estados, devemos atuar com as componentes esféricas
dos operadores de criagdo ou de destrui¢do. Em vista da expressdo (3.74) para a funcdo
de vértice, o somatdrio sobre j no Hamiltoniano de interagdo (3.73) envolve somente os
operadores de criagdo e destruigdo e as matrizes 73, e indica um produto escalar no espago
de isospin. Este produto pode ser escrito em termos das componentes esféricas como

Z“ﬂm(’f) 7= aem(k) 7] . (3.76)

j=-1

No lado esquerdo da equacao, j denota as componentes cartesianas de um vetor no espaco
de isospin, assumindo os valores 1, 2 e 3, o que corresponderia no espaco real aos eixos
z, y € z. No lado direito da equacao, j denota as componentes esféricas de um vetor no
espaco de isospin, assumindo os valores —1, 0 e 1, o que corresponde aos estados com
carga elétrica —1, 0 e +1. Portanto, escrevendo

(k)= —— [ d B)R Yom (0, 3.77
i) = e [ A e ﬁ (B3 a6 ilB) Rielr) V(0,6) - (7)
e assumindo que j = —1,0, 1 no somatério em (3.73), estaremos trabalhando com estados

pionicos de carga elétrica bem definida.
Nas aplicagoes que faremos, os quarks estardo sempre no estado fundamental. Isto

permite simplificarmos um pouco a expressao para a funcao de vértice. Usando a equacao
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(2.89), obtemos

TR0 = gy [ 7 B B Ralr) (0 1) Vi 0,6)
(3.78)

As varidveis angulares podem ser integradas expressando-se o vetor unitdrio 7 em termos

de esféricos harmonicos,

7 = (sen @ cos ¢, sen f sen ¢, cos 6)

_ \/E (_Y1,1(9, $) — Y110, 9) _Y1,1(9, $) +Y1_1(0,9)
3 V2 ’ iv/2

e, devido a ortogonalidade dos esféricos harmoénicos, vemos que somente os pions com

(3.79)

’ 1/1,0(07 ¢)> ’

momento angular £ = 1 contribuem para a interacdo. O resultado pode ser escrito como

) = e Bl B) [ arrt P R 601 10), 50

T/ 3w Ro FW(T)
onde o vetor unitario 7,, é dado por
6m1_6m—1 6m1+6m—1 )
Fm = [ -2 oL o =15 . 3.81
" ( V2 w2 " (381)
Este vetor unitrio projeta & no conjugado hermiteano de suas componente esféricas,
o . 1 .
g-f = 7 (0 —ioy) = o
Giy=0, =0l =0} (3.82)
= A 1 . -l—
G-y = 7 (g +i0y) =0', .

Deste modo, podemos finalmente escrever

bid]
T = iy ® okt B) [ are P R 001 100 089
Como ja foi dito, a funcao de vértice determina a amplitude para a troca de um pion
entre dois bérions Na expressdo acima, reconhecemos um fator puramente “geométrico”
(B>, o;fnq 7j, IB)), que é calculado usando-se teoria de grupos, e fatores dinamicos (os
outros fatores da expressdo), que envolvem as fungdes de onda dos quarks e dos pions.
Uma palavra deve ser dita ainda sobre a convergéncia da integral acima. No extremo
r = Ry, os termos relevantes sdo V (r) g(r) f(r), e em vista da condi¢do (3.29), a integral
é convergente. No extremo r = Ry, os termos relevantes sio Ry(r)/+/Fr(r), e em vista
de (2.45) e (2.63), a integral também é convergente.

Nas equagoes (3.64) e (3.69) expressamos os Hamiltonianos para bérions e pions em

forma diagonal e em termos de operadores de criacao e destruicio. O Hamiltoniano de
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interacdo entre barions e pions também foi expresso em (3.73) de acordo com o formalismo
de segunda quantizacdo. No entanto, o Hamiltoniano H; nao é diagonal nesta represen-
tacdo. Deste modo, o problema que temos agora é obter os auto-estados e auto-valores
do Hamiltoniano total, 7{. Este problema pode ser resolvido com teoria de perturbacao,

COIMO Veremos a seguir.

Teoria de perturbacao

Para desenvolvermos a teoria de perturbacao, é conveniente utilizarmos a representagao

de interacdo. Assim, vamos separar o Hamiltoniano total # em dois termos,
H="Ho+Hs, (3.84)

onde Hy = Hp + H, descreve barions e pions livres e H; é o Hamiltoniano de interacio.
Os auto-estados de H, sao obtidos pelo produto direto dos auto-estados de Hg e de H,,
de modo que

Ho|B) = My|B)
Ho[B, Tjem(k)) = (Mg + wi)|B, Tjem (k) (3.85)
Ho|B, e (k), Tjreme (') = (Mg + wi + wi)|B, Tjem (K), mjrems (K))
sendo ébvia a extensao do resultado para estados com 3 ou mais pions. Os auto-estados

e auto-valores de H serdo denotados respectivamente por |B) e Mg, sendo também deno-
minados de estado e massa fisica do barion. Deste modo, temos

H|B) = M3|B) . (3.86)
Uma simplificagdo do formalismo surge [29] ao considerarmos para o sistema de bérions e
pions livres um novo Hamiltoniano H, que produz a massa fisica Mg do bérion, ao invés
da massa ndo-renormalizada M3. Assim, definindo a quantidade
SM =) (Ms— M})B'B, (3.87)
B
vamos trabalhar com os Hamiltonianos

Ho=Ho+0M=>> MpB'B+)_ / dk w !, (k) jem (k)
B 0

7€m

Hr=H;— 6M = Zz/w dk (B’T B ajm (k) 032 (k) + c.h.) — oM,
0

BB’ jfm

(3.88)

e observamos que o Hamiltoniano total permanece invariante, H = Hy + H; = Ho + Hr.
Com estas definicoes, os auto-estados de Hy e de H(y sdo os mesmos, mas os seus auto-

valores ndo sao iguais,
7'20|B> = Mz|B)
Ho[B, Mjem(k)) = (Ms + wi)|B, Tjem (k) (3.89)
Ho|B, Wjtm k), Tjrarms (K')) = (M + wi, + wi) 1B, Tjm (k) Tjrams (K)) -
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Na representacao de interagao, os auto-estados do Hamiltoniano total H sdo escritos como
combinagoes lineares dos auto-estados de Hy. Assim, o vetor de estado fisico de um béarion

B assume a forma esquematica
B) = Zy*1B) + [x)n , (3.90)

onde Zp é a probabilidade de encontrarmos a componente de bérion livre |B) no vetor
de estado fisico, e |x)p denota uma série infinita contendo estados com um bérion e um

pion, um béarion e dois pions, etc.

O vetor de estado do barion fisico

A equagdo de auto-valores (3.86) para o Hamiltoniano total também pode ser escrita

na forma
(Ho + H;)|B) = Mg|B) . (3.91)

Rearranjando os termos desta equagéo e usando a expressdo (3.90) para o estado bariénico
fisico, obtemos

Hr|B) = (Ms - F1o) B) = (M — Ho) (Z5°[B) + x)s) (3.92)
e sendo |B) auto-vetor de Hy com auto-valor Mg, chegamos ao resultado
H1|B) = (Mg — Ho)|x)s - (3.93)

A igualdade acima deve ser manipulada com algum cuidado. No lado direito, obviamente
néo existe nenhuma componente na direcdo de |B), pois |x)s é uma combinagdo linear de
estados com um ou mais pions, e o operador H, ndo é capaz de destruir pions. No lado
esquerdo, o estado |B) contém um termo na direcio da componente |B), e o operador
H; é capaz de destruir pions. Assim, temos virios termos proporcionais ao estado IB),
mas eles cancelam-se mutuamente. De fato, usando (3.93), podemos facilmente obter o

resultado
(B|H;|B) =0. (3.94)

Como o vetor de estado |x)p é uma combinagdo linear dos auto-estados de Ho, € como o
vetor #;|B) ndo possui componentes na direcio de |B), o inverso do operador My — #,
é bem-definido. A partir de (3.93), podemos expressar o vetor de estado |x)p em termos
de |B) na forma

=~ _ H;B). 3.95
7 lB) (3.95)

Substituindo a expressdo acima na defini¢do (3.90) do vetor de estado do bérion fisico
IB), obtemos uma equacio que envolve |B) tanto no lado esquerdo como no lado direito,

. 1 - .
IB) = Z*|B) + ~ = HilB). (3.96)

B_HO
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Sabemos que o vetor H;|B) ndo possui componentes na diregéo de |B), e que isto acontece
devido ao cancelamento de varios termos. No entanto, estes termos provém de diferentes
ordens na expansdo em séries de |B). Para eliminar estas contribuigdes espirias na dire¢do

de |B) em cada ordem na série, vamos introduzir o operador A = 1 — |B)(B|,

- 1 - .
IB) = Z*|B) + WA’HI|B> : (3.97)

B — 70

Iterando esta equacdo uma vez, ficamos com

~ 1 ~ 1 ~ 1 L~
|B>:z];/2|B>+z];/2HAHI|B>+ — AL, = AH;B)y,  (3.98)

B — Ho Mg —Hy Mg —Hy
e, ao aplicarmos sucessivas iteraces, geramos a série perturbativa para o vetor |B). Em

primeira ordem, o resultado pode ser lido de (3.98),

- 1 .
BY=Z2BY+ 2~ AH,B). 3.99
IB) = Z5/"|B) + Zg T 7|B) (3.99)

B — Ho
A acdo de AF{; sobre o vetor |B) pode ser trabalhada no seguinte modo,
AH;|B) = A (Hr — 6M)|B) = A H;|B) = #,;|B) , (3.100)

e agora podemos sentir a utilidade do operador A: o vetor H;|B) ndo possui componentes
na diregdo de |B), pois é formado por estados de um bdrion e um pion, e a contribuigdo
espuria 6M|B) na diregdo de |B) foi eliminada. Usando a expressdo (3.73) para Hj,

H;|B) ZZ/dk Vi (k) B, Tjem(K)) (3.101)

B’ jém

obtemos

de modo que o vetor de estado do barion fisico fica sendo dado em primeira ordem por

5 oBB (ke
B) = Z*|B) — 1/222/ dkMBlek(_)M B, iem (k) - (3.102)

B’ jfm

O valor de Zy é determinado pela condi¢ao de normalizacdo dos estados fisicos,
(B|B)) = dpp - (3.103)

Utilizando também as condi¢bes de normalizagdo (3.66) e (3.70) dos estados de bdrion e
pion nao-perturbados, Zg é dada em primeira ordem por

Z3t=14+> > / dk O UJB‘]?’;T(]C) (3.104)
N MBI + Wi — MB) .

B’ jfm

A série (3.98) pode ser interpretada em termos de diagramas de Feynman. Na figura 3.1,

mostramos os diagramas correspondentes a primeira ordem na interagio.
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Figura 3.1: Renormalizacio da fung¢do de onda.

A massa do barion fisico

A massa fisica da sacola Mg é determinada a partir do resultado (3.94),
(B|H;|B) = (B|H; — 6Mg|B) =0, (3.105)
que implica em (Mg — MS) (B|B) = (B|#;|B), que pode ser escrito como
Mg = M3 + Z;'*(B|#,;|B) . (3.106)

Para o célculo em primeira ordem, podemos utilizar a férmula (3.102) para o vetor de
estado fisico do bérion, obtendo

BB
0 ]Zm ( ) '
My = M3+ (BHB) - 33 :/ U g (BB T (k) - (3.107)

B’ jém

O segundo termo nesta expressao é nulo, pois o Hamiltoniano #; somente conecta estados
que difiram em uma unidade no nimero de pions. Usando a expressdo (3.73) para H;,
vemos facilmente que

(BH1|B', wjom(k)) = vEE. (k) (3.108)

7ém

de modo que a massa fisica do barion fica sendo dada em primeira ordem por

My = M} ZZ/ i oimF) V! () (3.109)
P My +wp, — My

B’ jfm

Definindo a correcio pidnica para a massa de um bérion como AE,3 = My — M3, temos

ABp=-) Z/ dk i (k) Vi () (3.110)
MBI + W — MB

B’ jfm

O diagrama de Feynman que corresponde a série perturbativa para a auto-energia, em
primeira ordem, é apresentado na figura 3.2.
Resultados para o octeto baridnico fundamental

Vejamos agora quais sao os efeitos da troca de um pion levando-se em conta somente
os barions do octeto fundamental. Como a troca de pions ndo altera a estranheza dos
barions, e como os estados barionicos nao-perturbados sdo degenerados, Mp = Mg,

81



Figura 3.2: Diagrama de Feynman para o cdlculo da auto-energia de um bérion.

podemos simplificar as férmulas (3.102) para o vetor de estado barionico, (3.104) para a
constante Zg e (3.110) para a corregdo pibnica para a massa de um bérion,

BB't
ad o V; m (k)
B) = z3*B) - 23/* Y "> / Al 25 B, Tyam (K))
0

B’ jfm
oo BB (k) BB (k
75t = 1+ZZ/ i, 2emt )w;"” ) (3.111)
B jtm v0 k
o BB (k)b (k)
AE’]TB — _ / dk jem jem :
BB'

sendo a fungdo de vértice v, (k) definida em (3.83). Para obtermos os valores esperados

7em

(B’ > ojnq T;q |B), notamos primeiramente que, para o nicleon, um célculo explicito

conduz ao resultado

mq ' jq

NS ot L IN) = g(N|amTj|N), (3.112)

onde no lado esquerdo desta equacao o nicleon é visto como uma particula composta por
quarks e, no lado direito, como uma particula elementar. Usando a relacao de Goldberger-
Treiman, que relaciona a constante de decaimento do pion f; = 93 MeV com a constante
de acoplamento axial g4 = 1.2573, a massa do nicleon My e a constante de acoplamento
plon-nicleon g%y, /47 = 14.1,

My ga = gnnz fr (3.113)

e usando a relagio entre as constantes de acoplamento pion-ntcleon e fZ . = 0.08,

NNz _ VAT NNz

= 3.114
e T (3.114)
podemos obter a relacdo aproximada
1 _ 2ViAT e (3.115)
fﬂ' My ga . .
Deste modo, vemos que
N ol 71 IN 5 2v/4
< |Zq q ]q| > _° 7TfNNﬂ' <N|0_m Tj |N> . (3116)

fﬂ' 3 Mrga
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Seguindo a literatura [30, 31|, generalizamos esta equagfo para quaisquer estados ba-
ribnicos, obtendo

<BI| Zq O-Inq T]q |B> N ? PAVEYs fBB’ﬂ'
fﬂ' 3 Mgz ga

(B'|Sf, 7/ B) . (3.117)

As constantes frpp/, sdo definidas pela equacdo acima, sendo chamadas de constantes de
acoplamento do SU(6), e seus valores [30, 31] estdo na tabela 3.3. No lado esquerdo
da equacdo acima, o barion é visto como uma particula composta por quarks e, no lado
direito, como uma particula elementar. As matrizes S,, e 7; que aparecem no lado direito
sdo matrizes de spin de Pauli usuais se B’ = B e, se B’ # B, sao matrizes de spin de
transicdo. A expressdo (3.83) para a funcdo de vértice passa a ser escrita como

BR 20 fep'x du k

]Zm(k) 3\/5 M ga \/—

Para trabalharmos mais explicitamente a dependéncia de v] Im (k) em relacao a cada bérion,

15,7 8) [ arrt ™D R 40 1) 2118)

Ro FW(T)

é conveniente definir uma nova fungio de vértice v(k) na forma

' k
Ve (k) = 8e1 (B8], T} 1B) fomr —=v(k) , (3.119)
com v(k) sendo dado por
20 R my + V(r)
v(k) = ——— drr® 2 ——=" Ry (r) g(r) f(r) . 3.120
0= s || Fa RIS 120
Deste modo, percebendo que
: k2
S BB R) ol (k) = (Z<B|sm7; BYBS, T} |B>) Fhvn "), (312
jém mj

podemos expressar a constante Zg e a correcdo pidnica para a massa de um barion dadas
m (3.111) como

k2 v?(k
Z]gl:l—i-ZCBBfféB,w/ dk w()
B 0

k

2 Q(k) (3.122)
ABps =" Con fys / ar 2
"~ 0 wi
sendo os coeficientes Crp' definidos por
Cry = » _(B|Sa T; [B) (B|S], ;' [B) . (3.123)

im

Os valores de Cpp para as combinacoes relevantes de B e B’ sdo dados na tabela 3.3.

Introduzindo as integrais
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BB’ fopa/fane  Chp
NN 1 9
NA 6v/2/5 4
AN 6v/2/5 1
AA 1/5 225
AA 0 0
AY —2v/3/5 9
YA —2/3/5 3
¥y 4/5 6
AY* —6/5 6
YA —6/5 1
ry —2v/3/5 4
D)D) —2/3/5 2
Yy 2/5 30
EE ~1/5 9
BEE* —2v/3/5

e —2/3/5 3
=k 1/5 45

Tabela 3.2: Constantes de acoplamento fpp/, € coeficientes Cpp' para varios barions.

o] 2 o0 2
Z, :/ ke E :/ ak k2 8 (3.124)
0 W, 0 Wy,
e a constante Cp,
Crfine = > Con fapry » (3.125)
BI
obtemos
Zz' =14 Zy fanCn AEp = — 0r fox,Cn . (3.126)

Os valores de Cg podem ser encontrados na tabela 3.3.

bdrion | N | A | A | & | 2 | 2 |= |
C 513 | 297 | 324 | 180 | 180 | 81 | 81 )
B 195 |25 | 25| 25| 25 | 25|25

Tabela 3.3: Coeficientes Cy para a corre¢ao de troca de um pion.

Levantamento de degenerescéncias

As equagdes (3.126) fornecem a corre¢do da troca de um pion para as massas dos bérions

do octeto fundamental. Esta correcdo também depende da funcao de onda no espago de
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sabor e spin de cada béarion, como é o caso da correcao devida a troca de um glion, mas
as degenerescéncias nao sao levantadas completamente, ji que Cx = Cs+ € Cg = Czx, €
portanto AFE,;y = AE;x- ¢ AE,z = AFE,=-. E claro que, ao incluirmos tanto a correcao
da troca de um pion como a correcao da troca de um glion, nenhuma degenerescéncia

restard entre as massas dos barions do octeto fundamental.

O vetor de estado do barion fisico, novamente

Com a redefini¢do (3.119) da fungdo de vértice, o vetor de estado de um bérion fisico
dado por (3.102) passa a ser escrito como

B) = Z°B) — 25 Y (BSn T; B) fowis / ar :3(/2) B (k) - (3.127)
jmB’ k

Tendo em vista os cdlculos a serem feitos no capitulo seguinte, é 1til escrever explicita-

mente os vetores de estado fisico para o préton e para o néutron. Para o préton, temos
) = 2% = 2 e [ AP (80 + VR (8]
N ) 2 ny, i ()
= 20 e [0k T (I 8+ 2 I 09) 4 5 A O9)
+2|AL,, 7 (K) + 2 AL, md(k)) + 2 AT, ,, m0(k))

5 1A, 7 () + Y2 AL, i (B)) + 5 A%, 1, 7 (B)))
(3.128)

e, para o néutron,
i) = 2 ) = 2 fose [ ’“wz(/ﬁ( V2 pr, 75 (K)) — 2 [py, i (K))
= [ns, 7§ (8)) = V2 |y, 7)) )

kv(k -
- Z;I/2fNAﬂ- dk 3(2) + |A3 277‘- l(k)> + f |A1 2’7T0 (k)> + % |At1 277‘-1 (k)>

‘P[ |A3/277T 1 (k) + |A1/277T0(k)> + 3 |A—1/277T1(k)>

H A7 7 (B) + 2 AL, 75 (k) + 25 IA:1/2,7r1+(k)>) :
(3.129)

O fator de normalizacao Zy pode ser calculado diretamente a partir dos vetores de estado
acima ou a partir da férmula (3.126), com o resultado

013
I3 =149 foxe Zn + 4 Ran Zn = 1+ 5 Foa Zn - (3.130)

85



Capitulo 4
Propriedades do ntucleon

Considerando-se as propriedades fisicas dos barions “leves”, entre as mais facilmente
determinadas pela via experimental encontram-se a massa, o spin, o isospin e a estranheza.
Estas sao também as propriedades que identificam univocamente um bérion. Nos modelos
de sacola e de potencial relativistico, o spin de um bérion é carregado completamente pelos
quarks, de modo que o spin total do barion é obtido corretamente ao utilizarmos funcoes
de onda apropriadas. A mesma consideracdo vale para o isospin e a estranheza. Deste
modo, a determinacdo da massa dos barions passa a ser o objetivo principal dos modelos
bariénicos, ja que é uma propriedade dindmica e portanto depende do modelo considerado.
No modelo que desenvolvemos, a massa de um barion foi obtida primeiramente no capitulo
1, sendo no capitulo 3 calculados trés tipos de correcao para a férmula da massa.

E claro que um modelo hadrénico nao deve limitar-se somente ao célculo de massas.
Outras propriedades fisicas também sdo de interesse primordial. De maneira bastante
ampla, podemos classificar as propriedades bariénicas em dois grandes grupos: as pro-
priedades intrinsecas e as propriedades de interacdo. As propriedades intrinsecas de um
bérion sao aquelas que dependem somente do barion em questao, como o seu tamanho,
distribuicao de carga elétrica, momento magnético, fatores de forma, etc. Em geral, para
o calculo destas propriedades pode-se considerar que o barion esta fixo em uma posicao do
espaco, e por isto estas propriedades sao chamadas na literatura de propriedades estaticas.
As propriedades de interacdo envolvem os diversos modos de decaimento de cada bérion,
assim como as interagoes com outros barions.

Em geral, nos modelos de sacola e de potencial relativistico, as propriedades estaticas
sdo mais faceis de serem calculadas do que as propriedades dinamicas. Além disso, as
primeiras sao determinadas experimentalmente com muito maior precisao do que as se-
gundas. Mais ainda, entre todos os barions, aquele que tem suas propriedades fisicas mais
bem determinadas é o préton, vindo logo apds o seu companheiro de isospin, o néutron.
Neste capitulo portanto, fixamos nossa atencao nas propriedades estaticas do nticleon.

Na primeira secao fazemos uma abordagem inicial ao calculo do raio quadratico médio

do préton e do néutron. Na segunda secao calculamos o fator de forma da interagao pion-
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nicleon, sendo na terceira secao calculado o fator de forma axial do nicleon. Na quarta
e ultima secao deste capitulo, calculamos os fatores de forma eletromagnéticos do préton

e do néutron.

4.1 Raio de carga do nicleon

Segundo o modelo de quarks, os barions nao sao particulas elementares, pontuais,
mas sao compostos por quarks. E natural entdo que queira-se determinar o tamanho
aproximado destas particulas. Uma medida para o tamanho aproximado de um sistema
quantico é o raio quadratico médio deste sistema. O raio quadratico médio, por sua vez,
estd bastante relacionado com a distribuicdo de carga elétrica dentro do barion, e o que
é determinado experimentalmente é o raio quadratico médio desta distribuicdo de carga,
também chamado de raio de carga. Considerando-se que o vetor de estado de um barion
seja descrito por somente uma sacola (correspondendo a uma particula nua), o raio de
carga do barion é definido pela expressao

rh = Z €q (7"2) , (4.1)

onde e, e (rZ) sdo respectivamente a carga elétrica e o raio quadrético médio de um dos
quarks e o somatoério é feito sobre todos os quarks que constituem o barion. Como esta-
remos interessados em calcular o raio quadrético médio do préton e do néutron, podemos
assumir desde ja que todos os quarks estao no estado fundamental e tém a mesma massa.
Com isto, o valor de (7"2) é igual para todos os quarks, e podemos escrever

rh = (Z eq) (7"2) =ep (r?), (4.2)

onde ep é a carga elétrica do barion. Vemos assim que o raio de carga de um bdrion esta
diretamente relacionado com o raio quadratico médio da funcao de onda de um quark no
estado fundamental, que é definido como

@) = [ Erut@r v . (43)

A integral acima foi calculada na se¢do 1.10 para o caso geral em que, em vez de r2, temos
r™ no integrando. Colocando-se entdo n = 2 na férmula (1.97), que refere-se ao caso geral,
obtemos

(r*) = ﬁ/o 1 drr®u®(r) [E' — Vc(r)] + ﬁ/{) 1 dr u?(r) . (4.4)

Para r < R, podemos fazer o cédlculo analiticamente, mas para » > Ry o cdlculo deve

ser feito numericamente. A expressao final para o raio quadritico médio de um quark no
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estado fundamental pode ser escrita como

(r?) = E'Rg Nt [1 + 1 4 cos(v/aRy) sen(v/aRy) I ] cos?(v/aRy)
E'+m' |3 2aR2 VaR, 2aR2
3Ry NY [ _ cos(vaRy)sen(vaR)
2(E"+m')? VaR,

2 fu 3 fu
dr 2 2(r) [E' -V, 7/ dr u2(r) |
+ Fo /Ro rreu (r)[ (7")] + CEE ru’(r)

2
aR;

(4.5)

Usando as expressoes (3.128) e (3.129) para as funcées de onda renormalizadas do
préton e do néutron respectivamente, podemos calcular o raio de carga destas particulas.
Para o préton, vemos que

(Bl 75 |P) = Zx (p|75 |P) + Zx faxn Zx [3 (0|75 |P) + 6 (n| 75 )]

4 2
+ 25 B 2o [2(ATITGIAT) 4 3 (AT |A) + 2 (%] A

2 2 2 16 2 2 (4'6)
= ZN <Tu> +3ZNfNN7rZ7T <Tu> + ?ZNfNAﬂ'Zﬂ' <Tu>
459
= Zn(ry) <1+ —5f§Nwa> :

onde Z, é dado por (3.124), Zx é determinado pela normalizacdo do estado fisico (3.130),

2

2) é o raio quadrdtico médio da fun¢éo de onda dos quarks u e d. Para o néutron,

e (r

(fil 5 |7) = Zx (n| T% [n) + Zx fRxe Zn (6 (p| 75 |P) + 3 (n| 53 7)]

2 4
+ In fxar Zn | 3 (AT 15 |AT) + 5 (A% rg [A%) + 2(A7[rp |A7)

2 4 2 i (4.7)
= 6ZNfNN7rZ7T<Tu> - gZNfNAﬂ'Zﬂ'<Tu>

o4
= %ZNflgINﬂ'Zﬂ'<TZ> :

Note-se que, ao levarmos em conta o valor de Zy calculado em (3.130), vemos que a
expressdo (4.6) para o raio do préton é sempre menor que o valor ndo-renormalizado, que
é (r2). Para o néutron, o valor ndo-renormalizado é nulo, e o efeito da renormalizagao é
tornar o raio de carga um pouco maior do que zero.

Os célculos acima supéem que o fé6ton no espalhamento elétron-nicleon interaja somen-
te com os quarks. Mas o fé6ton também pode interagir com a nivem pidnica ao redor do
nucleon. A maneira mais adequada de quantificar-se os efeitos desta interacido é através
de fatores de forma, e isto serd visto na secao 4.4.
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4.2 Fator de forma da interacao pion-nicleon

A interacao pion-nticleon pode ser vista de maneira simples tratando-se o pion e o
nicleon como particulas elementares e supondo-se que o acoplamento seja do tipo Yu-
kawa. Esta interacdo seria descrita pelo primeiro diagrama de Feynman na figura 4.1. A
densidade Lagrangeana correspondente pode ser escrita como

L= % (OnY*Outox — Buny"¥x) + % (8,6 06 — m2 $%) — i garw xYs -G Un  (4.8)
onde g,nN € a constante de acoplamento da interacdo pion-nicleon e o fator ¢ no termo
de acoplamento garante a hermiticidade de L.

Na figura 4.1 vemos que outros diagramas também contribuem para a interagdo pion-
nicleon. Isto se deve as flutuagdes quanticas da funcdo de onda, em que, por exemplo,
um préton passa momentaneamente para um estado de um néutron e um pion ou para

um estado de uma ressonancia A e um pion.

| | |
| | |
7! Tl e
| | |
| | |

—_— U U
N N NT LN/ N NT L A N
a>=-" a>=-"

Figura 4.1: O acoplamento entre nicleons e pions elementares.

Estas flutuagoes quénticas nao sdo detectadas experimentalmente. No laboratério,
observa-se um ntcleon no estado inicial e um niucleon no estado final; o que acontece
durante a interacdo nao é passivel de medicao. Entretanto, pions com momenta diferentes
irdo acessar componentes diferentes da fungao de onda do nicleon, e portanto irdo interagir
de maneira diferente com ele. Sob o ponto de vista experimental, o efeito observavel das
flutuagoes quanticas é como se, para cada valor do quadri-momento ¢ do pion, a constante
de acoplamento g,nn tivesse um valor diferente.

Deste modo, sob o ponto de vista experimental, a interacdo pion-nicleon acontece
como na figura 4.2, onde temos um nicleon no estado inicial, um niucleon no estado
final e nenhuma flutuacdo quéantica. No entanto, a constante de acoplamento depende
do quadri-momento ¢ do pion, o que é simbolizado pela bola no vértice do diagrama de
Feynman. A densidade Lagrangeana que descreve esta interacao é idéntica a expressao
(4.8), com a ressalva de que a constante de acoplamento g,xx é substituida pelo fator
de forma g,xx(g?). Dito de maneira mais explicita, o fator de forma g,xx(g?) é o valor
da constante de acoplamento g,xn para um determinado valor do quadri-momento ¢ do
pion.
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Figura 4.2: O fator de forma para o acoplamento entre niicleons e pions elementares.

No modelo de quarks, o fator de forma g,xx(g?) é resultado nio somente das flutuagdes
quanticas da funcdo de onda do nicleon, como também da sua prépria estrutura interna
de quarks. O nicleon passa a ser visto como uma particula composta, de tamanho finito, e
pions com momenta diferentes irao explorar regioes diferentes de seu interior, acarretando
efetivamente numa variacdo da constante de acoplamento ¢g,nyx em relacdo ao quadri-
momento q. Nesta descricio do nicleon, o pion interage diretamente com os quarks,
como pode ser visto na figura 4.3.

Figura 4.3: O fator de forma para o acoplamento entre niicleons e pions elementares.

Na se¢do 5.7 de nossa dissertagdo de Mestrado [11], mostramos a derivagdo completa
da férmula para o fator de forma g,xx(¢?). Resumidamente, o que fizemos foi seguir o
procedimento padrio [32] e obter o fator de forma g;nn(¢?) exigindo que o valor espe-
rado do Hamiltoniano de interagao pion-niicleon (N|H;|N') tenha o mesmo valor quando
calculado de duas formas: (i) entre estados de nicleon elementares e (ii) entre estados
de ntcleon compostos por quarks. Quando o elemento de matriz (N|H;|N') é calculado
entre estados de nicleon elementares, o Hamiltoniano de interacdo é dado basicamente
pelo termo de Yukawa,

H; = ingN/d?’T UnYs gy . (4.9)

Quando o elemento de matriz é calculado entre estados de niicleon compostos por quarks,
o Hamiltoniano de interacdo é obtido a partir do Lagrangeano de interacdo (2.31),

Z/ 3 mu+v ),(/}q 57—_:1.7—_(:,(/}(1, (410)

onde a soma, é feita sobre todos os quarks com sabor u ou d. Comparando os elementos de
matriz (N|H;|N') para os dois Hamiltonianos acima com estados de nicleon apropriados,
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pode-se mostrar [11] que o fator de forma de interagdo pion-nicleon é dado por

20 My oodrr2mU+V(T)
3fxq Jo F.(r)

gmww(q”) = g(r) F(r) Ry(r) - (4.11)
Uma maneira de conferir que a expressao acima esta correta é compara-la com a expressao
usual [32, 33] para g,nn(g%). Fazendo a funcio de supressio, Fy(r), tender a 1, o potencial
para o campo pionico tenderd a 0, e a funcao de onda do campo pidnico tenderd a funcao
de onda do campo livre normalizada. Neste caso, a expressdao para g,xnx(¢?) toma a forma,

usual, o
20My [, 4 :
dox(@) =~ [ VO fr i) (@12)

E interessante notar a semelhanca da férmula (4.11) com a expressdo para a funcédo de

vértice dada por (3.120). Vemos entéo que o fator de forma da interagdo pion-niicleon é
proporcional a funcao de vértice,

V3T Mg ga My
frq

v(q) . (4.13)

genn(g?) = —

Constante de acoplamento pion-niicleon

O fator de forma g;nx(¢?) fornece a constante de acoplamento pion-niicleon em fungiao
do quadri-momento do pion, ¢2. Quando o pion est4 na camada de massa, ou seja, quando
o pion é real, temos ¢> = m2. O valor de g,xx(m2) fornece, entdo, o valor da constante

de acoplamento pion-nicleon, ¢g,xn. Formalmente, g,y € definida por

gaNN = ngN(mfr) . (4.14)

No entanto, é usual na literatura calcular-se a constante de acoplamento pion-nicleon

através da aproximagdo g;xy = ¢rnn(0). Lembrando que para valores pequenos de ¢

temos j1(gr) =~ ¢r/3, a férmula (4.12) implica em
0 M, [
g (0) = =g / dr v [my + V()] g(r) () - (4.15)
T 0

O valor experimental da constante de acoplamento da interacao pion-nicleon é dado por
[34]

g2NN
TN =14.1. 4.16
P (4.16)
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4.3 Fator de forma axial do nicleon

Os fatores de forma da corrente axial para o nicleon sdo de suma importancia para
a interacdo fraca e para a interacdo pion-nicleon. A corrente axial AL(IE) transforma-se
como um vetor nos indices de isospin e como pseudo-vetor nos indices de Lorentz. Toman-
do o elemento de matriz da corrente axial entre estados de niicleon livres e elementares,

temos

(N(p', 8")| 4}, (0)|N(p, 5)) = .

or(@) L 9r@) Ty us(p) . (417)

oM T oM

Uy (P) | 94(6%) v +

Esta é a forma mais geral possivel para este elemento de matriz. Aqui, u,(p) é a funcdo
de onda plana de um nicleon com quadri-momento p e projecdo de spin s e g =p —p
é o quadri-momento transferido. Vemos trés fatores de forma sendo definidos, correspon-
dentes as trés Unicas combinagoes que fornecem um iso-vetor pseudo-vetor com espinores
de Dirac: ga(q?) é o fator de forma axial, gp(g*) é o fator de forma pseudo-escalar indu-
zido e gr(q¢?) é o fator de forma pseudo-tensorial induzido. Em termos de diagramas de
Feynman, o elemento de matriz (4.17) corresponde & figura 4.4, onde néo interessa como

a corrente axial foi gerada, e leva-se em conta apenas a sua interagdo com o nucleon.

N, s)

N(p, s)

Figura 4.4: Interagdo de uma corrente axial com o nicleon.

Fator de forma axial

O fator de forma axial aparece em processos de baixa energia que envolvem a corrente
axial bariénica, como por exemplo no decaimento £ do nicleon na figura 4.5. Nesta figura,
a bola cheia representa todos os diagramas de Feynman possiveis para o decaimento f3,
sendo os dois diagramas de mais baixa ordem apresentados no lado direito da igualdade.
O fator de forma axial g4(¢?) é uma parametrizagio de todos estes diagramas.

No modelo de quarks, o néutron e o préton sdao particulas compostas, e neste caso
sao os préprios quarks que sofrem o decaimento 5. O fator de forma axial é determina-
do por diagramas analogos aos da figura 4.5, sendo os diagramas de mais baixa ordem
apresentados na figura 4.6.
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Figura 4.6: Decaimento S segundo o modelo de quarks.

O fator de forma g4(g?) é definido pelo requerimento de que o valor esperado da corrente
axial do nicleon entre estados de particula elementar,

B _ 7
G (9) = 94(8) ¥ s 5 U (4.18)

seja igual ao valor esperado da corrente axial entre estados do nicleon constituidos por
quarks,

.

Hiaa) = [ @re [Z G +J‘£,w<f>] . (4.19)

Nesta expressdo, j:ff,q(F) e L’fW(F) sdo respectivamente as contribui¢des dos quarks e dos
pions para a corrente axial total carregada pelo nicleon. Nos modelos de sacola, ambas
estas correntes sdo determinadas como funcdo da posicdo 7, por isso devemos tomar a,
transformada de Fourier, como foi feito acima. Tomando-se o valor esperado de (4.18) e
(4.19) entre estados apropriados do niicleon, vemos que

(NIo', XN galg?) = (N / d’r T [Z JAq(7) + fﬁ,w(F)] IN) .- (420)

Contribuicao dos quarks

A contribuicao dos quarks para o fator de forma axial do nicleon é descrita no primeiro
diagrama de Feynman na figura 4.6. Para calcula-la, vemos que a corrente axial carregada
pelos quarks é dada por

‘.‘Z' el i 7?
JA4(F) =07 s 5"% : (4.21)
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Usando a expressdo (1.38) de duas componentes para a fungéo de onda dos quarks, po-

demos escrever 74 (7) como

=34 (05 ) (5 ) (70)=(2)

¢1 04 q¢1+ (;520.7_"(1@52
1 1 1 T
= 54°0) [¥ Om] 0LV, T+ 5 £20) V()] Y377

= L {20+ [1 - 2sen?(0)] £} 07

(4.22)
1

N po |

onde deixamos implicitos os graus de liberdade de spin e isospin dos quarks. Colocando
a expressdo acima em (4.20), vemos que a contribui¢do dos quarks para o fator de forma
axial é

(N|o% 7 |N) gaq(d®) =
1 / & 77 {g2(r) + [1 - 25en2(8)] F2(r)} (N] 35,7V} . (4.23)

Os elementos de matriz nos lados esquerdo e direito da equacao acima estao relacionados
por (ver, por exemplo, [35])

- = 5 - =
(NI Y Gy7aN) = 5 (N|Gw7|N) , (4.24)

e portanto
5
9aq(q®) = on /d3r e’ {g?*(r) + [1 — 2sen®(0)] f3(r)} . (4.25)
A integral angular na expressao acima pode ser feita usando-se os resultados

/ Wd& sen(f) et cos0) — 2sen(qr)
0 u (4.26)

T ) 2
/ df sen(f) €' ) [1 — 2sen’(9)] = sen(gr) i 8 cos(qr)  8sen(qr)

0 qr (g (@)
obtendo-se

o D [ 5[ 4, 2sen(gr) o 2sen(gr) 8 cos(qr) 8sen(gr)
sadd) = [ are [0 2L 4 ) (B0 2R D]

(4.27)
Notamos que a fungdo f(r) é a derivada de ¢(r), o que complica a avaliagdo numérica
da integral. Para tornar a expressao acima mais simples, vamos examinar o termo que
depende de f(r). Assim, usando-se (1.46), uma integral do tipo

/0 “drr? f2(r) I(r) = m / a2 () 1) 4.28)
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onde I(r) é uma fun¢do qualquer de r, pode ser transformada através de integragdo por
partes. Observando que

[ g(r) g'(r) I(r)] =27 g(r) g'(r) I(r) + 1° g"*(r) I(r) + v* g(r) ¢"(r) I(r)
+7r2g(r) g'(r) I'(r)

=270 1)+ 0 10) [g"0) + 2 40)] + ) ) 110

(4.29)
e, deste modo,
[arr P10 = s [ {a010) |90+ 20)] < s g0 100}
(4.30)
A partir da equacdo diferencial (1.47) para g(r), temos
oC 1 oC
drr?® f2(r)I(r) = —=———— | drr*g*(r) I(r) [E; — my, — 2V (r)]
/0 (B +m) /0 (4.31)

! / “drr g(r) ¢ (1) I'(r)

C(E+m)?
A segunda integral na expressao acima pode ainda ser simplificada, novamente através de
integracao por partes. Observando que

5@ (D] =12 g(r) g'(r) I'(r) + 7 g*(r) I'(r) + 57> g*(r) I"(r) , (4.32)

temos

/0 e Pr) I(r) = 7 K = /0 A () I(r) [E = m — 2V (r)]
2

+ S - = /0 drr? () [I”(r) - I’(r)] .

Substituindo-se este resultado em (4.27) e aplicando-se a notagdo g(r) = u(r)/r, temos

9a4(¢%) = g/oodr u?(r) sen(gr) + > /Ooodr w*(r) I(r) [E—m —2V(r)]

(4.33)

3Jo qr 3(E+m)
+ o /oc;lr u?(r) [I"(r) + gI’(?")] .
6 (E+m)? Jo r ,
onde
I(r) = sen(qr) n 4 cos(qr)  4sen(qr) _ —ljo(qr) _ éj2(qr) : (4.35)

qr (g (ar)® 3 3
e jo(qr) e ja(gr) sdo fungbes de Bessel esféricas. Usando as equagoes diferenciais para as
funcoes de Bessel esféricas, temos

aaal) = 5 [ drac ) iar)

B m /Ooodr u*(r) [E —m —2V(r)] [jo(ar) + 452(qr)] (4.36)
5¢? 9

+ m/{) dr u2(7") [jO(QT) + 4j2(q7") — W‘h(qr)
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Este é o resultado final para a contribuicao dos quarks ao fator de forma axial. O restante
das integraces em (4.36) deve ser feito numericamente.
Para a comparacao com resultados experimentais, vamos calcular a constante de aco-

plamento axial, que é definida como sendo o fator de forma axial calculado em ¢? = 0, ou

seja, ga = ga(0). A equagdo para g é

GAq = g/ooodT u2(r) — 9(E57+m) /Ooodr u2(7") [E —m — 2V(7“)] . (4.37)

Usando a condigdo de normalizagéo (1.98), podemos simplificar bastante o cédlculo de g4 4,
obtendo 50 5
9a4= g dru (r) — 9" (4.38)
0

Contribuicao dos pions

A contribuicido dos pions para o fator de forma axial do nicleon é descrita no segundo
diagrama de Feynman na figura 4.6. Para calcula-la, vemos que a corrente axial carregada
pelos pions é dada por

Jin(@) = fr V' Fx (8%? - % 7?8%}) : (4.39)

Substituindo (4.39) na equacdo (4.20) para o fator de forma axial, vemos que a contri-
buicao pidnica é dada por

. L 1 .
(N|o®, " INY gan(®) = fx N|/d3 i@ JF, (az —ﬁﬁazz«;> INY.  (4.40)

No que segue, estaremos interessados somente na constante axial do nicleon, que vimos
ser dada por g4 = g4(0). Deste modo,

(V1o 5N g = e V] [ ErV/Er (07 - g 7O ) W) ()

Nos modelos encontrados na literatura, a contribuigdo piénica para g é nula [18]. Este é
um resultado geral, que pode ser derivado a partir da forma geral da corrente axial pionica.
No nosso modelo de sacola, entretanto, a forma da corrente axial pionica é diferente da
usual, por causa da supressdo do campo pidnico, como pode ser visto em (2.22), e assim
obtemos uma contribuicdo nao-nula para o segundo diagrama na figura 4.6. Utilizando a

identidade ]
O (V) =07+ 7; oF, (4.42)
podemos fazer integracao por partes, e obtemos
] 7? 1 = A
(Vioh 5 IN) gan = ~f2 (V] [ dr S AOEIN) (4.43)
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Para os modelos encontrados na literatura, podemos assumir que Fy(r) = 1, deste modo
a integral acima torna-se nula. No nosso modelo, a contribuicao é finita.

No célculo de g4 », 0 campo pibnico ndo representa um estado de espalhamento (que é
solugdo da equagdo diferencial homogénea (2.56)), como acontece no cdlculo de g,yy. O
que acontece é que o campo pidnico é criado pela corrente axial dos quarks, que é o termo
de fonte na equagdo diferencial para o campo pidnico, equagoes (2.34) e (2.80). Devemos,
portanto, utilizar no cdlculo de g4, a solu¢do particular (2.83) para o campo pibnico
[18]. Substituindo (2.83) em (4.43), obtemos

; Tn 1 Lo .
<N|01Zv7|N> gax = —Ix (N|/d37“ = Z(aq-r) Ty h(r) 8'F, |N)
T q

Vi

] (4.44)
_ (N|/d3r v Xq:(&q-f) 7 h(r) 0, Fy 7 N |
e usando-se a relagdo (4.24), ficamos com
(Nlo?, 2|y 2 (v /d3r L Gy A h(r)0.F,#|N) . (4.45)
g, — T = — * rdmw . .
N gA, 3 \/E N N
A integral sobre as varidveis angulares na expressdo acima é calculada como
W o AT
/d0 dpsen(f) (Gy - 7) 7" = 5 oy, (4.46)
onde utilizamos a identidade
G, - 7 =sen(f) cos(¢) o, + sen(f) sen(¢) o, + cos(#) o, . (4.47)
Deste modo, a contribuicao pioénica a constante de acoplamento axial é dada por
07nfe [ 9 o F,
r=— drr h(r)— . 4.48
anr == [T arrtnin 2 (4.48)
O valor experimental de g4 é [36]
ga = 1.2573 £ 0.0028 . (4.49)

4.4 Fatores de forma eletromagnéticos do niicleon

Os fatores de forma eletromagnéticos do nicleon surgem na descricdo do espalhamento
elétron-nicleon, como descrito pelo diagrama de Feynman 4.7, onde se supdem que somen-
te um féton é trocado. Os fatores de forma eletromagnéticos do niicleon foram revisados e
discutidos de maneira extensa em [37]. Verificou-se que a aproximagéo de troca de apenas
um féton é bastante boa, assim a amplitude de espalhamento é dada essencialmente pelo

produto das correntes leptonica e barionica. Para o elétron, a corrente é simplesmente a,
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expressdo usual para um espinor de Dirac, ¢y*1). Para o nicleon, a corrente tem uma
estrutura mais complexa, sofrendo corre¢ées devido a interacdo forte. A despeito do modo
como estas interacoes sejam levadas em conta, a simetria de Lorentz e a conservacao da
corrente eletromagnética implicam que a forma mais geral possivel para o elemento de
matriz da corrente eletromagnética J,(z) entre estados de nicleon livres e elementares

seja escrita como

e F5(q*)

(N, ) Tu(0)N(p, 5)) = 1y (¢') e Fi(g") 1 + O Mx

10,q” | us(p) - (4.50)
Aqui, us(p) é o espinor de Dirac correspondente a um nicleon com quadri-momento p e
proje¢io de spin s, ¢ = p’ —p é o0 quadri-momento transferido e F}(¢?) e Fy(¢?) sdo fatores
de forma. Obviamente, a interagdo eletromagnética quebra a simetria de isospin, e fala-se
no “nicleon” apenas por medida de economia. Como o préton e o néutron tém cargas
elétricas e momentos magnéticos diferentes, os fatores de forma sao especificos para cada

um.

Figura 4.7: O espalhamento elétron-nicleon.

Enquanto que os fatores de forma do préton podem ser medidos diretamente a partir
do espalhamento elétron-préton, os fatores de forma do néutron sdo determinados de
maneira indireta a partir do espalhamento elétron-déuteron. Isto faz com que os dados
experimentais para o néutron sejam bem menos precisos que os do préton. Uma maneira
de diminuir-se os erros experimentais na determinacido dos fatores de forma é trabalhar

com as combinagdes [37]

2

Gr(¢®) = Fi(¢®) + 46171% Fy(¢) (4.51)

Gul(q*) = Fi(¢*) + F2(¢%)
que definem os fatores de forma elétrico e magnético para o nicleon. FEles sdo assim

chamados pois a derivada em relacio a ¢* de Gg(¢*) e Gur(¢*) fornecem respectivamente

o raio de carga e a distribuicao espacial do momento magnético do nicleon. Deveriamos
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ainda em (4.51) colocar indices para denotar os fatores de forma para o préton e néutron,
G%"(¢%) e GE'(¢®). Apesar da simetria de isospin ser quebrada, s vezes é conveniente
trabalhar-se com os fatores de forma iso-escalar e iso-vetorial, definidos através de

G%,M(q2) = G%,M(q2) + GE,M(Q2)

(4.52)
%,M(q2) = G%,M(q2) - GE,M(QQ) .

Os fatores de forma Gg(q?) e Gu(¢®) podem ser entendidos como sendo as transformadas
de Fourier das densidades de carga e de dipolo magnético. Assim, para ¢> = 0, estes
fatores de forma para o préton e néutron sao normalizados de acordo com a carga elétrica

e momento magnético andémalo da respectiva particula,

1 G%(0) =0 (4.53)
G?,(0) = 2.79 G, (0) = —1.91. (4.54)

Calculo dos fatores de forma eletromagnéticos em modelos ha-

dronicos

Depois desta breve introducao aos fatores de forma eletromagnéticos do nicleon, ve-
jamos como calculd-los usando modelos hadrénicos. O célculo torna-se mais simples no
referencial de Breit. Separando as componentes temporal e espaciais da corrente eletro-

magnética, obtemos

2 \1/2
(1 * ﬁ) (N(@/2, )| O)IN(~/2,5)) = e Xlyxs [G3() + 7 GH ()]

2 \1/2 i
(1+ 9 ) (N@/2, ) TONC3/2,5)) = extb XD [65,(2) + 1G]

AM2 9 My
(4.55)
onde 73 = +1 para o préton e 73 = —1 para o néutron. No limite estdtico (My — o0),
definindo
lim (N(g/2, s')|J*(0)|N(=/2, 5)) = (N(0,5")|J*(—=7*)IN(D, 9)) , (4.56)

Mn—oo

e denotando por |N(s)) um préton ou néutron com momento nulo e proje¢io de spin s,

podemos calcular os fatores de forma elétrico e magnético segundo

2 \1/2
1+ L) (N (=) IN(s)) = extixs [GE(a?) + 75 G4(¢)]
( 4MN> (4.57)

2 \1/2 } 5
<1 N 4q71%> (N()I(=g*)IN(s)) = exy (MZNQ_)XS [G31(¢%) + 73 G (d?)] -
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Lembramos que a corrente eletromagnética carregada pelo niicleon no espaco de momento
estd relacionada com a corrente eletromagnética no espaco real através de uma transfor-

mada de Fourier
JH(—q?) = / &Pr JH(7) e (4.58)
Ao considerarmos a corrente eletromagnética, devemos lembrar que ela é a soma da cor-

rente dos quarks e a corrente dos pions

JH(F) = JE(T) + JE(7) (4.59)

sendo que a corrente eletromagnética total dos quarks J¥ () é a soma das correntes j¥(r)

de cada quark,
3 3

A GED S AGED A AGREACR (4.60)

g=1 g=1
O indice ¢ em J*(7) refere-se ao “cerne” do nicleon, que é composto por quarks. Lem-
bramos ainda que em (4.57) devemos usar o estado fisico do nicleon.

4.4.1 Fator de forma elétrico

Vamos primeiro calcular o fator de forma elétrico do nicleon e, de acordo com o que
vimos acima, considerar em separado as contribuicoes dos quarks e dos pions.

Contribuicao dos quarks

Na secao anterior vimos que o fator de forma elétrico do nicleon esta relacionado ao
valor esperado da componente temporal da corrente eletromagnética entre estados do
nucleon fisico. A contribuicdo dos quarks é dada por

(N(s)IJ2(=q*)IN(s)) = ZquqQ')IN 5)) - (4.61)

Nas aproximacoes que utilizamos, o nicleon fisico é composto somente por quarks u e d,
que consideramos ter a mesma massa. Como estes quarks ocupam o estado fundamental,

podemos escrever a componente temporal da corrente vetorial jé‘(F) como

) = 1= (90 + 0] (1.62)

onde o indice ¢ foi omitido, ja que as funcées de onda sdao as mesmas para todos os quarks.
A transformada de Fourier de j°(7) pode entdo ser facilmente calculada,

PN = [P e"“qz— / d¢ / df sen(f / drr? [g%(r)+f3(r)] e )
=5 [ [Care o) en = [T an? [0+ 760 ).

100

(4.63)



onde jo(z) = sen(z)/z é a funcio de Bessel esférica de ordem zero. O termo envolvendo
a funcdo radial f(r) pode ser simplificado usando-se integragdo por partes. Vemos que

oC 1 oC

drr? f2(r) j = 7/ drrg'? 4.64
/0 rre f4(r) jo(gr) T(ETmE ), rrg *(r)sen(qr) (4.64)
e, com a identidade abaixo,

% [rg(r) ¢'(r) sen(gr)] = g(r) ¢'(r) sen(gr) + r g'*(r) sen(gr) (4.65)

+1g(r) g"(r)sen(qr) + qr g(r) ¢'(r) cos(gr) ,

obtemos
/Ooo drr? £2(r) jo(gqr) = m /Ooo dr [g(r) g'(r)sen(qr)

+7g(r) g"(r) sen(gr) + qr g(r) ¢ (r) cos(gr)| - (4.66)

Usando integracdo por partes novamente no primeiro e terceiro termos do integrando

acima, chegamos a expressao

/00 drr? f2(r) jo(qr) = ! E /0°° dr [92(7") cos(qr)

0 (E+m
~ (1) g'(r)sen(ar) — 5 g°(r)sen(ar)] . (4:67)

Finalmente, subtituimos a equacdo diferencial (1.47) para g(r) na integral acima e ex-
pressamos g(r) em termos de u(r), obtendo

[T arr eian) = s [ ar [ costan

2

+ L 9) <; ¢(r) + [a - 2(B + m)Vi(r)] g(r)) sen(gr) — @ sen(qr)| , (4.68)

e, com uma nova integracao por partes, chegamos a expressao

/000 drr? f2(r) jo(qr) = (E-iz—lim)Q /000 dr [ql—ru2(r) [a — 2(E 4+ m) V,(r)] sen(gr)
u?(r)

7

—g sen(qr)] . (4.69)

Deste modo podemos escrever

(@) = ﬁ /000 dr [(E +m)?u?(r) sen(gr)

E+m qr

+ e u*(r) [a — 2(E + m) V,(r)] sen(qr) — g wi{r) sen(qr)] , (4.70)
qr T
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ou, de modo equivalente,

2E-V, 2 o sen(gr)
0/ 0 q 2 q
7@ = E+4+m 2(E+m)2]/0 dru(r) qr

2 o0
- dru®(r) sen(gr)
E+m [, qr

Ve(r) . (4.71)

Definindo a carga elétrica eg de um barion através de

(B| Z€q|B> =eB, (4.72)

e usando o estado fisico do nicleon (ver equagdo (3.127)),

- *®  Lku(k
N) = ZVIN) = 2 BISa T IN) e [ AP B, (479
Wi,

jmB 0

obtemos

(N(s) (=) N(9)) = 650 1°(2) (N(5)| D _ €qN(5))
=t (4.74)

= 655’ ]0((7) ZN

?

eN + Z CYNB71' € fl%Bﬂ' Z’TI’
B

onde Z, foi definido em (3.124). A férmula acima permite que se obtenha o valor esperado
de J2(—@?) tanto para o préton como para o néutron.

Para o préton, os estados intermedidrios possiveis |Br), multiplicados pelo coeficiente
de Clebsch-Gordan correspondente, sao

V2/[3[nat), —/1/3lpr%), V/1/2|A% ), —/1/3|Ax%), /1/6|A%*) . (4.75)

Destes estados, [nmt) e |[A%7T) ndo contribuem, pois para eles o barion tem carga elétrica

nula. Assim, para o préton temos

~ 9y [« : 1 4
(BT (=T*)|(s)) = dos €5°(2) Zx |1 + 5 Oe froww Zr + 5 Onare fan Zn| - (476)

A férmula acima pode ser interpretada em termos dos diagramas de Feynman mostrados
na figura 4.8. O primeiro termo entre colchetes é representado pelo primeiro diagrama, e
corresponde a interagdo do féton diretamente com o préton (contribuicdo do estado néo-
perturbado |p)). O segundo termo entre colchetes é representado pelo segundo diagrama,
e corresponde a interacao do féton com um estado intermedidrio de préton, sendo o
pion somente um espectador (contribui¢io do estado |pr?)). Os terceiro e quarto termos
entre colchetes sao representados pelo terceiro diagrama, e correspondem a interagao do
fé6ton com estados intermedidrios de ressonancia A, sendo o pion somente um espectador
(contribuigdo dos estados |[ATTr™) e |Al7T)).
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Figura 4.8: Contribuigdes dos quarks para o fator de forma elétrico do nicleon.

Finalmente, usando a tabela 3.3 chegamos a expressao

B IN(=TD)B(5)) = baw €5°(8) [1 +

Usando a notacgao

459

00 2 e - (4.77)

i) = (14557) 0= (14 1) [ars? e 0) lar), 075

podemos escrever a contribuicao dos quarks para o fator de forma elétrico do préton como

459

G% (4%) = Zx [1 +t 35

Z. f] e (4.79)

Para o néutron, os estados intermedidrios possiveis |B7), multiplicados pelo coeficiente
de Clebsh-Gordan correspondente, sao

V1/3Int®), —/2/3lpr7), V/1/6|ATTT), —/1/3|A%°), /1/2|ATr) . (4.80)

Destes estados, [n7°) e |[A%r?) ndo contribuem, pois para eles o béarion tem carga elétrica
nula. Assim, para o néutron temos

(A=) (5)) = B € 5°(a) Z |0+ > Covwr Fle Zn = 5 Oxaw Roae Za| - (481)
A férmula acima também pode ser interpretada em termos dos diagramas de Feynman
mostrados na figura 4.8. O primeiro termo entre colchetes é representado pelo primeiro
diagrama, e corresponde & interagdo do f6ton diretamente com o néutron (contribui¢do do
estado ndo-perturbado |n)). Como foi mencionado, a contribuigdo deste diagrama é nula,
pois a carga elétrica do néutron é zero. O segundo termo entre colchetes é representado
pelo segundo diagrama, e corresponde a interacao do féton com um estado intermediario de
préton, sendo o pion somente um espectador (contribuicdo do estado |[pr~)). Os terceiro e
quarto termos entre colchetes sdo representados pelo terceiro diagrama, e correspondem a
interacao do féton com estados intermediarios de ressonancia A, sendo o pion somente um
espectador (contribuigdo dos estados |[AT7~) e |[A~7t)). Usando a tabela 3.3 chegamos

A expressao
54

(s I(=T)I7(s)) = bss € 5°() Zx [25

Z fNNTI':| ) (482)
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e podemos escrever a contribuicao dos quarks para o fator de forma elétrico para o néutron

como
54

Bald) = x| 52 20 Fne] G (4.83)

Contribuicao pionica

Vejamos agora a contribuicao dos pions para o fator de forma elétrico do niicleon. Em
primeira ordem, esta contribuicdo é dada pelos diagramas de Feynman na figura 4.9. Mas
os pions, assim como os nicleons, sao particulas compostas. Portanto, esperamos também
para a interacao féton-pion um fator de forma, andlogo aos fatores de forma que estamos
calculando para o ntcleon.

Ocorre que estamos tratando o pion como uma particula elementar, sem estrutura in-
terna. Nao tentaremos aplicar o nosso modelo de sacola ao pion, pois, tradicionalmente,
modelos de sacola e similares ndo reproduzem bem as propriedades do pion, como por
exemplo a sua massa. Acredita-se que a razao disto é que o pion ocupe um lugar es-
pecial no espectro hadrénico, jogando o papel de béson de Goldstone e estando assim
estreitamente ligado a quebra de simetria quiral e as propriedades do viacuo da QCD.

7 {7
T_C_ T_C_
,’ \\ ,’ \\
/'/l_>_\ /'/l_>_\
N N N N A N

Figura 4.9: Contribuigées pionicas para o fator de forma elétrico do nicleon.

Seguiremos entdo célculos similares feitos por outros autores [33, 25, 38|, nos quais o fa-
tor de forma do pion é introduzido fenomenologicamente. Lembramos entdo as defini¢oes
dos fatores de forma iso-escalar e iso-vetorial dadas em (4.52). A maior contribui¢do do
pion é para o fator de forma iso-vetorial, e esta é também a contribuicido mais conhe-
cida tanto teéricamente (modelo de dominédncia vetorial) como experimentalmente. A

contribui¢ao piénica para o fator de forma elétrico iso-vetorial do niicleon é dada por
1
GYn(d?) = GE 0 ) ™ = G 0) (1= ) ™0, a8

onde F;(g?) é o fator de forma do pion, (r2)s/* = 0.78 fm é o valor experimental do raio de
carga do pion e exp(—¢®A*/4) é um fator de corte, com A* = 2fm?. A constante G}, .(0)
tem o papel de assegurar que as cargas elétricas do préton e do néutron estejam corretas.

O seu valor é 1
Grx(0) = 25 N Z e - (4.85)
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A contribuicdo piénica para o fator de forma elétrico iso-escalar do nicleon é considerada
nula. Deste modo, os fatores de forma elétricos do préton e do néutron sao dados por

459 54 1 s
Gh(q°) = Zx [1 + o5 L ffmw] G(g®) + % Zx Zr fina (1 ~ 5 (r2)wq2> e~ TA/1
54 54 1 )
G(¢%) = Zn [% Zx fﬁNw] Gr(e*) - % 7N Zn fixa (1 ~ 5 (7"2)77612) e TA%/4

(4.86)

4.4.2 Raio de carga do nicleon

Na secao 4.1 calculamos a contribuicao dos quarks para o raio de carga do préton e
do néutron, e mencionamos que faltava ainda a contribuicdo pioénica. Tendo em vista o
calculo feito na secao anterior do fator de forma elétrico para o nicleon, podemos agora
calcular o raio de carga do préton e do néutron através da férmula

0GE (g%
2 B
=—-6 ——=~ ) 4.
<T >N 6 aq2 q2:0 ( 87)
A partir de (4.86) temos
459 G(q ) 54 3
(r’)p = =6 Zx [1 + o fﬁNw] ;} o5 I Zn s (<r2>w +35 A2) -
54 9G%(¢%) 54 3 '
N _ o4 2 2 9 42
(r)n = —6 Zx [25 Zr fNNn-:| o oo 25 VAN i ((7" )a + 5 A ) -

Lembrando a expressao (4.78) para G%(q¢?) e a defini¢do de j°(§) feita logo apds a equagdo
(4.63), vemos que

0GH(") _ 1 (1+ ¢ )‘I/Qjo(q_)

2 8 M2 AMZ
9 v ) - (4.89)
q o T [ cos(qgr sen(gr 9 9
1 _ — .
- ( +4M2> /0 drr 2¢ ( gr (gr)? ) g0+ £r)]
Tomando o limite ¢> — 0, obtemos
0GY ( %) 3 9
_ 4,
0 52 om0 AME (e (4.90)

onde (r?), foi calculado em (4.5). Portanto

459 3 54 , s 3,
(=2 |1+ 55 2 | (= + 0%0) + 5 25 2 Foe (17024 57)

o4 3 o4 3
(r*)n = Zx [25 Zn fNNﬂ':| <—4— vz T (7"2>q> — 55 2N Zx fisn ((7“2>w + 51\2) :
(4.91)
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4.4.3 Fator de forma magnético

Assim como fizemos no cédlculo do fator de forma elétrico do nicleon, vamos também,
para o fator de forma magnético, considerar em separado as contribui¢coes dos quarks e
dos pions.

Contribuicao dos quarks

De acordo com a equagdo (4.57), o fator de forma magnético do niicleon estd relacionado
ao valor esperado das componentes espaciais da corrente eletromagnética entre estados
do nicleon fisico. A contribuicdo dos quarks para a corrente eletromagnética é dada por

(N(s")|T(=7*)IN(s)) ZquqQ')IN s)) - (4.92)

Se os quarks estiverem todos no estado fundamental, as componentes espaciais da corrente
vetorial j¥(r) de cada quark sdo dadas por

Ja(P) = —g( ) f(r) (7 5y) - (4.93)

O célculo da transformada de Fourier de fq(F) é simples, mas envolve algumas sutilezas.

Vamos primeiramente escrever
7@ = /d?’rj'q(r #i = [() x &, , (4.94)
onde na segunda igualdade usamos a varidvel temporaria I(q), que é definida por
(g = % / &r i g(r) F(r) €™ (4.95)

Como I () é um vetor, e o tnico vetor disponivel é ¢, deduzimos que T (q) deve ser

necessariamente proporcional a ¢, portanto

@) = 5= [ @ rdgr) 7). (4.96)

Calculando esta integral, temos

(67) = —/ d¢/ dfsen(6) cos(6) /Ooo drr? g(r) f(r) eiareos®

=g / du / dr 2 g(r) f(r) € (4.97)

=2i§ / Tare? g(r) f(r)ir(gr) ,

0
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onde j,(z) = sen(z)/2% — cos(z)/z é a fungao de Bessel esférica de ordem um. Definindo
a funcdo j¢(§) através de T (@) = —i§j¢(q), podemos expressar a transformada de Fourier
de 7,(7) como

Ja(@) = —i (T % 5) 1(@) = i (G, x @) (D)

ro=- [ Tdre? g(r) 1) ular)

0

(4.98)

O valor esperado das componentes espaciais da corrente eletromagnética entre estados do

nicleon fisico pode entao ser escrito como
~ ~ ~ 3 ~
(N(s") | Je(=7*)IN(s)) = i 5°(@) (N(5")| Y _ €q (34 x )N (5)) - (4.99)
g=1

Usando o estado fisico do nticleon (4.73), pode-se mostrar [25] que, para o préton,

B(s")| T(—=qH)[B(s)) = eix}, (G x @) x5 J(@) Z
20

1
X [1 + _CNNTI' flgTN'rrZﬂ' + _CNATI' fl%Aﬂ' ZTI' +

128
Zr| ,
27 27 5 I ]

15
(4.100)

e, para o néutron,

()T~ i(s)) = =3 eixh (7 % D) xe 4°(0) 2

X [1 -+ § CNNTI’ fl%NTl’ Zﬂ' + E CNAW fl%Aﬂ- Zﬂ- + g fl%Nﬂ- Zﬂ-:| ’
(4.101)

As férmulas acima podem ser interpretadas em termos dos diagramas de Feynman mos-
trados na figura 4.10. O primeiro termo entre colchetes é representado pelo primeiro
diagrama, e corresponde a interacdo do féton diretamente com o nicleon. O segundo
termo entre colchetes é representado pelo segundo diagrama, e corresponde a interagao
do féton com um estado intermedidrio de nicleon, sendo o pion somente um espectador.
O terceiro termo entre colchetes é representado pelo terceiro diagrama, e corresponde a
interacao do féton com um estado intermedidrio de ressonancia A, sendo o pion somen-
te um espectador. O quarto termo entre colchetes é representado pelo quarto e quinto
diagramas, e corresponde a interacao do féton com um estado intermedidrio de nicleon
gerando um estado intermedidrio de ressonancia A (quarto diagrama) e & interagdo do
féton com um estado intermediario de ressonancia A gerando um estado intermedidrio de
nicleon (quinto diagrama), sendo o pion somente um espectador.

Finalmente, usando a tabela 3.3 chegamos a
~r N T =2\ | ~ -t = .e 87 2
(B()I(=T)P(s)) = eixg (0 X )Xo (D) In |1+ = frwn Zn| (4.102)
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Figura 4.10: Contribuigdes dos quarks para o fator de forma magnético do nicleon.

e, para o néutron,

(-T2 (s)) = = eixh (6% D) xo @) I [1 418 fos Z2) , (4.103)

Usando a notacgao

2\ 1/2
q e
G(e) =2ny (1410 ) i@
N

2 1/2 00
= —% (1 + f@) /0 drr?g(r) f(r) 51(qr) ,

(4.104)

podemos escrever a contribuicao dos quarks para os fatores de forma magnéticos do préton
e do néutron (em unidades de magnéton nuclear, uy = e/2Mpy) como

87
Glyale?) = 25 |1+ Fone 2] Ghi(@)
(4.105)

2
G’,(M(f) =-3 Zx [1 + 18 fix, ZW] G, (¢?) .

Contribuicao pionica

A contribuigao pidnica para o fator de forma magnético do niicleon é representada pelos
diagramas Feynman da figura 4.9, que também representam a contribuicao para o fator
de forma elétrico. No caso da contribuicdo para o fator de forma magnético, o cdlculo é
bastante longo [25], sendo o resultado no limite ¢> — 0 dado, em unidades de magnéton

nuclear, por
528 v2(k)

GX/I,W(O):H% NZNflgINn-/O dk & ol (4.106)
k
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A dependéncia de GV em relacdo a ¢? é dada de maneira fenomenoldgica, através de
fatores de forma, como f01 feito para o caso de G, na equagéo (4.84),

Ghra(¢?) = Ghp0(0) Frlg?) M/

528 )V (k) 1o 5\ _eara (4.107)
_7-3%MNZNfNNW/ dk k o 1—6(7")7Tq e )

Assim como no caso do fator de forma elétrico, a contribuicdo dos pions se da somente
na componente iso-vetorial. Deste modo, os fatores de forma magnéticos do préton e do
néutron sao dados por

87
Y Fove 28] G (@)

2 1 2A2
= 200 2 iy [ @bk S (1= et ) e
Wi

Ghy(¢%) = Zx [1 +

(4.108)
n 2 2 2
Gy(g) = — 5 Zx [1+18fNN7rZ] (@)
3
H28 2 v (k) 1 9 9 —q2A2/4
%MNZNfNNw/ dk k o (1 6(7")7Tq e )

4.4.4 Momento magnético do nicleon

O momento magnético do nicleon, em unidades de magneton nuclear, pode ser calcu-

lado tomando-se o limite ¢> — 0 do fator de forma magnético. Temos entao

87 528 k
,U,;,,ZZN |:1+€f1%N7TZ7T:| G(Z)\/I(O)—i_%MNZNfI%N”/ dkk2 vw( )
k 4.109
5 , . 528 o)
'un = — — ZN |:1 + 18 fNNTl' Z’Tr] GM(O) T Tor MN ZN fNNTr dkk '
3 25 0 Wi

O valor de G%,(0) é calculado através de (4.104) usando-se j;(z) =~ 2z/3, com o resultado

G2(0) = —g My /0 ar e g(r) £(r) (4.110)

Substituindo-se a equagdo (1.46), que expressa f(r) em termos de g(r), temos
4 My 0
0 _ 3
G40 =~ [ 4779 g0)

2My oo 2 2
:E’+m’/0 drrsg°(r),

(4.111)

onde usamos integracao por partes para obter a segunda igualdade.
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4.5 Ajuste dos parametros e resultados

O modelo de sacola que apresentamos tem 8 parametros: m,, m,, Ry, R, o, V,
o, € o.. Este pode ser considerado um conjunto minimo de parametros, tendo-se em
vista todos os ingredientes fisicos do modelo. As massas dos quarks, por exemplo, sdo
imprescindiveis em qualquer modelo hadronico, e devem ser ajustadas de acordo com
cada modelo especifico. O mesmo se aplica a constante de acoplamento quark-gluon c..
As constantes V; e « fixam a profundidade e a intensidade do potencial confinante dos
quarks, e portanto ambos pardmetros tém sentido fisico. De modo similar, o, regula a
intensidade do potencial dos pions. Finalmente, Ry fornece a escala em que podemos
considerar os quarks como sendo livres e os pions completamente suprimidos e R, fornece
a escala em que podemos considerar os quarks como sendo completamente suprimidos e
os pions sendo livres.

Para ajustarmos os 8 parametros mencionados acima, exigimos que os valores calcula-
dos para determinadas quantidades fisicas fossem o mais préximo possivel dos respectivos
valores experimentais. As quantidades fisicas envolvidas no ajuste foram as massas dos
barions do octeto fundamental, a constante de acoplamento pion-nicleon, o raio qua-
dratico médio e momento magnético do préton e do néutron. A constante axial do niicleon
nao foi envolvida no ajuste dos parametros. O melhor ajuste ocorreu com as seguintes

combinacgoes dos parametros,

m,= 181MeV m,=356MeV V= —368MeV
a=17.0 a;=0.002 a, =0.77 (4.112)

o que implica em
my= 366MeV m;= 540MeV . (4.113)

Os resultados para as massas dos barions do octeto fundamental estdo na tabela 4.1, onde
discriminamos as contribuicoes de cada termo de energia. Lembramos que a massa de um

barion é composta pelos seguintes termos
M = Ep + Eyy. + AE,, + AE, + AE, (4.114)

onde Ep é a soma das energias de cada quark, F,,. é a energia de vicuo, AE,, é a
correcao de centro de massa, AE, é a correcao devida & parte magnética de cor da troca
de um glion, e AE, é a correcdo devida a troca de um pion.

Os resultados para a constante de acoplamento pion-nticleon, a constante axial do
nicleon, e para o raio quadratico médio e momento magnético do préton e do néutron
estao na tabela 4.2.

Os graficos dos fatores de forma elétricos do préton e do néutron podem ser vistos nas
figuras 4.11 e 4.12.
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hadron N A A p >

experim. || 939 | 1232 | 1116 | 1193 | 1385 | 1318 | 1533 | 1672
teoria 941 | 1232 | 1123 | 1185 | 1383 | 1328 | 1526 | 1662

Ep 1144 1260 1375 1491
Evac 312 304 296 287
AE,y, —246 —229 —215 —204
AE, | —-113| 113 | -113| —95 | 104 | —103| 96 | 88

AE, | —156 | —91 | —99 —55 —26 0

Tabela 4.1: A massa dos barions do octeto fundamental (todas as quantidades em MeV).

9727NN/ 4m ga <7"2>p <7"2>n Hp Hn
experim. 14.1 1.2573 0.743fm2 —0.119fm2 2.7928 | —1.9130
teoria 14.58 | 1.1837 | 0.740fm? | —0.094fm? | 2.730 | —2.11

Tabela 4.2: Propriedades do nicleon.

Os graficos dos fatores de forma magnéticos do préton e do néutron podem ser vistos
nas figuras 4.13 e 4.14.

Os resultados para os fatores de forma eletromagnéticos do nicleon apresentam boa
concordancia com os resultados experimentais para valores pequenos de momentum trans-
ferido, exceto no caso do fator de forma elétrico no néutron, para o qual as incertezas
experimentais também sao grandes. Para valores maiores do momentum transferido, os
resultados apresentados devem ser corrigidos pelas corregoes de recuo e de centro de massa
(38].

— 06 T
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Capitulo 5

O potencial de oscilador harmonico

O potencial de oscilador harménico foi consagrado na fenomenologia hadrénica como
sendo um dos tipos mais utilizados de potencial confinante para os quarks. Isto se deve
a trés caracteristicas importantes: este potencial permite obter solugoes exatas para as
funcées de onda dos quarks, permite obter expressoes analiticas para diversas quantidades
fisicas, e, além disso, reproduz fielmente varias propriedades dos hiadrons.

Ao estudarmos o modelo hadrénico desenvolvido nos capitulos anteriores usando um
potencial confinante do tipo oscilador harmoénico, poderemos fazer dois tipos de avaliagao
do modelo. Por um lado, ao comparar os resultados obtidos nos capitulos anteriores com
os resultados deste capitulo, poderemos avaliar como o nosso modelo se comporta quando
é sujeito a potenciais confinantes diferentes. Por outro lado, ao comparar os resultados
obtidos neste capitulo com os resultados de modelos hadronicos encontrados na literatura
que utilizam o mesmo potencial de oscilador harmoénico, poderemos avaliar como o nosso

modelo se comporta em relagao a outros modelos.

5.1 O campo dos quarks

5.1.1 Funcao de supressao dos quarks

Se recordarmos a formulagdo do nosso modelo feita no capitulo 1, o ponto de partida
é a densidade Lagrangeana (1.16), que reproduzimos novamente aqui,

Lome= 3 (570, 0= 0,99 8) = BO) F() = § [m+ (1) V()] . (51)

Nesta expressdo, ¢¥(z) é o campo, m é a massa e F'(r) é a fungéo de supressdo dos quarks.
A funcdo B(r) desenvolve um papel andlogo & constante B do MIT, sendo determinada
pelo requerimento de conservagdo de energia e momento total da sacola. O potencial V (r)

¢ definido como
V(r)=W/2+V(r), (5.2)
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onde V; é uma constante e V,(r) é o potencial confinante. Lembramos ainda que em (5.1)
est4 implicita uma soma sobre os sabores de quarks.
Como foi mencionado no inicio deste capitulo, iremos trabalhar com um potencial do

tipo oscilador harmoénico. Assim o potencial confinante para os quarks serd definido como

Vi) = (5.3)

Lembramos que o potencial confinante V,(r) e a fungéo de supressdo F(r) estdo relacio-
nados um com o outro. Inicialmente deduzimos a relagdo (1.14), que depois foi invertida
em (1.61), permitindo deste modo a determinagdo de F'(r) a partir de V.(r). A expressdo
para a funcao de supressao dos quarks correspondente ao potencial de oscilador harmonico
é entao dada por

F(r) = exp (% 7"3> . (5.4)

Na secao 1.7, a funcao de supressao e o potencial confinante foram definidos de modo a
satisfazerem varios critérios, tanto de natureza fisica como matematica. Em face a estes
critérios, a fun¢do de supressdo (5.4) tem um comportamento adequado, j& que tende a
1 quando r — 0 e tende a 0 quando 7 — co. Mas com a fungio de supressdo (5.4), no
entanto, ndo ha uma separacao clara entre o interior e o exterior da sacola, como foi o
caso no capitulo 1, onde usamos a fungdo de supressdo definida por (1.10) e (1.66). Isto
também pode ser conferido visualmente na figura 5.1, onde é apresentado o gréafico da
funcao de supressao e do potencial confinante para um determinado valor de .

151 c

05

1 15
r (fm)

25

Figura 5.1: Gréfico de F(r) e V,(r) (em fm™!) para A = 1.66fm 3.
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5.1.2 Funcao de onda dos quarks

Como vimos no capitulo 1, a funcdo de onda dos quarks pode ser escrita de modo
separdvel na forma (1.38),

g 90 VE)
v ( ) ,m)) )

onde E é o auto-valor de energia. Se o quark estiver no estado fundamental, a relagao

entre as funcdes de onda radiais g(r) e f(r) é dada por (1.46). Tomando-se kK = —1, temos
1 dg(r)
= . 5.6
f(r) E+m dr (5.6)

Além disso, é util escrever a fungéo g(r) de acordo com (1.48) em termos da fungio de onda
reduzida, g(r) = u(r)/r. A equagdo diferencial para u(r) quando os quarks estdo sujeitos
a um potencial do tipo V(r) = V;/2 + V,(r) foi determinada em (1.49), sendo vilida
para qualquer forma do potencial confinante V,(r). Substituindo V,(r) pelo potencial do
oscilador harménico (5.3) na equagéo (1.49), temos

d2d1;gr) +la-A(E+m) -t (KTJ{ Nuey =0, (5.7)

onde a = (E 4+ m) (E — m — V;). Para resolver esta equagdo diferencial, escrevemos u(r)

na forma
u(r) =t e 28 G(r) | (5.8)

onde 75 = A (E 4+ m). Substituindo a expressio acima para u(r) em (5.7), vemos que a
funcdo G(r) satisfaz a equacgdo

EG(r)  (2(0+1) dG(r) 3+ 2
— =0. 9.9
iz ( T 7"0> ar (a e ) Gr) =0 (59)
Efetuando a troca de varidvel 7 — z = r2/r2, e sendo G(r) = L(z), obtemos
d?L(z) 3 dL(z) ard £ 3
2 o _*_° —0. 1
2 + (ﬁ-l— 5 z) P 7 "3 1 L(z)=0 (5.10)

Esta é uma equacao diferencial de segunda ordem, e portanto tem duas solugoes line-
armente independentes. Levando em conta a condi¢do de contorno u(r) — 0 quando
7 — 00, a Unica solugdo possivel é o polinémio generalizado de Laguerre [15],

B
,B-I—oz) 2"
L 5.11
onde @ = £+ 1/2 e f é um ndmero inteiro. O valor de 5 é
2
g=n_*t_3 (5.12)



A condigdo de que 3 seja um nimero inteiro faz de (5.12) a equagéo de auto-valores para
a energia dos quarks. A solucdo geral, entdo, é dada por

N
u(r) = = bt e /28 L%a) (r*/rd) (5.13)
To

onde N é o fator de normalizacao. No estado fundamental, os valores de £ e 8 sdo £ =0
e B =0, as componentes superior e inferior do espinor de Dirac ficam sendo dadas por

g(r) = - e/t
r
’ Nr 2 2 (514)
fr)=—5m——e /%,
rs (E +m)

e a equacio de auto-valores para a energia (5.12) pode ser escrita como ar? = 3, ou

E+m
A

(E—m—-V)=3. (5.15)

O fator de normalizacao N é determinado de modo que a funcao de onda para os quarks
satisfaca a condicao

/d3r iy =1, (5.16)

que no capitulo 1 foi simplificada a0 méximo, sendo obtida a expressdo (1.98),

) e g [ e e =1 (.17

El+ml _El+ml

Resolvendo-se as integrais, o fator de normalizacao para o estado fundamental pode ser

escrito como
8(E'+m')

VT BE +m!)

Na figura abaixo vemos o grifico das fun¢des de onda radiais ¢g(r) e f(r) para os quarks

N? =

(5.18)

u e s com os valores dos parametros obtidos em (5.74) e (5.75).

5.1.3 Equacao de autovalores

Para determinarmos os auto-valores de energia dos quarks, serd conveniente expressar

os resultados em termos das seguintes varidveis,

E'=E—V,/2

(5.19)
m' =m+V/2,

que também foram utilizadas no capitulo 1. A equagéo de auto-valores (5.15) assume

entdo a forma

VE +m! (B'—m') =3V, (5.20)
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Figura 5.2: Grafico das fung¢bes de onda radiais g(r) e f(r) para os quarks u (——) e s (- ——);
note-se que g(r) é sempre positiva, enquanto que f(r) é sempre negativa.

Para resolver esta equacao, vamos primeiro eleva-la ao quadrado, obtendo
E?—m'E?—m?E +m? =9)\. (5.21)

Esta é uma equacdo ciibica em E’. Dependendo do valor do discriminante D, ela pode
ter trés tipos de solugdes: se D > 0, temos uma solugao real e duas solucées complexas
conjugadas; se D = 0, temos trés solugdes reais, sendo pelo menos duas iguais; e se
D < 0, temos trés solucoes reais, onde nenhuma é igual a outra. No caso que estamos
considerando, o discriminante é dado por

81A2 8Am/3 812 32m'3
D = _ — 1— . 5.22
4 3 4 ( 243 A ) (5:22)
Isto significa que, se a condi¢ao @ < 1 for satisfeita, onde
32m'3
== 5.23
243\ 7 (5:23)

entdao temos somente uma solucdo real para a equacado de autovalores. Usando a férmula
tradicional para a solucao real de uma equacdo cibica encontrada em livros de ma-
tematica, temos

13 13 !
B =S D 2 T

5~ 27 2
_ (%)1/3 [(1-e2+vT=0)"+ (1-0/2-vI=0a)”| + (5.24)

(0/4)"" |+
(1—a/2+VI— )3

ml
3
1/3 '
= (%) [(1—0[/2—}-\/1—04)1/34— m?
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A expressdo final dada acima para E’, na terceira igualdade, tem a vantagem de ser
numericamente estavel para valores pequenos de «, enquanto que a expressdo na segunda
igualdade é mais adequada para valores de o préximos de 1.

Se a condicao a < 1 nao for satisfeita, € mais simples resolver numericamente a equacgao
de autovalores do que encontrar as raizes analiticamente. Devemos notar que esta condicdo
implica em

m' < 3878 \/3MeV | (5.25)

com A sendo dado nas unidades naturais (neste caso, fm™3).

5.1.4 Energia de vacuo

Tendo sido determinados a funcao de onda e os autovalores de energia dos quarks,
podemos calcular a forma da fun¢do B(r), que é responsivel pela conservagio da energia
e momento da sacola, sendo o andlogo & constante B do modelo do MIT. No capitulo 1
vimos que B(r) obedece & equagédo (1.35),

BO)F) =523 [ o lr) dvlr). (5.26)

Substituindo na expressdo acima a forma da fungéo de onda (5.14) e do potencial confi-

nante (5.3), podemos resolver a integral analiticamente,

)\ N2 T
B(r) F(r) = .- / drr e
T roq

2/TOq
z / - (5.27)
2 _—r2/r2
A7 Z Ny e Iroa.
q

5.1.5 Massa dos barions

No capitulo 1 vimos que a massa de um barion é dada pela soma das auto-energias E,
de cada quark e da energia de volume da sacola, de acordo com a equagdo (1.100). Temos

entao

M:ZEq—i—/d?’rB ZE _,_)\Z N2/ dr 2 e /"8
q
(5.28)
VTA 2 s 2/ A (E+m))
1 %:N => .

a"0g Bt 3E! +m},

q

Escrevendo a equagdo de autovalores (5.20) na forma

E? —m?=3,/A(E}+m}), (5.29)
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podemos expressar a massa de um barion como
(EI2 12)
M = E, . 5.30
(5 sah o nty (530

5.2 O campo pidnico

5.2.1 Potencial para o campo pionico

Lembrando a discussao feita no capitulo 2, vimos que o campo pidnico é introduzido
em modelos hadronicos com o intuito de restaurar a simetria quiral, que é quebrada no
setor dos quarks. Também no capitulo 2 foi desenvolvida a teoria para a supressao do
campo pidnico, onde argumentamos que o campo pionico deve ser excluido do interior
da sacola, de modo que a propriedade de liberdade assintética dos quarks seja respeitada
e que o tratamento do pion como um béson de Goldstone seja mais consistente com as
idéias atuais sobre o vacuo da QCD.

De acordo com estas idéias, a densidade Lagrangeana para o campo pidnico fisico no
nosso modelo foi obtida em (2.17), sendo reproduzida aqui,

1
Lr= 20,7 0T — 5 [m2 + v, (r)] 72 . (5.31)

Nesta expressdo, 7(z) é o campo dos pions, m, é a massa dos pions e v,(r) é o potencial
escalar que atua sobre o campo piénico. Lembramos que o potencial v, (r) estd diretamente
ligado & func¢do de supressdo do campo piénico, F;(r). Em principio, a fungéo de supressdo
determina a forma do potencial v,(r), mas, do mesmo modo que no capitulo 2, vamos
entender a relagdo entre ambos como sendo dada pela equagdo diferencial (2.39), que
determina F(r) a partir de uma dada forma funcional de v, (r),

% — (1) (r \/1777) =0. (5.32)

A fim de estipular uma forma adequada para o potencial piénico, lembramos que o
papel primordial de v,(r) é impedir que o campo pidnico entre no interior do hddron,
porém deixando que o pion propague-se livremente no exterior do hadron. Deste modo,
vz(r) deve ser um potencial repulsivo e deve tender a zero quando r aumenta. Guiados
pela idéia de efetuar analiticamente a maioria dos cédlculos no restante deste capitulo,
escolhemos o potencial para o campo piénico na forma

2

m ) Rﬂ'

vw(r):{ 8‘/7" TiR . (5.33)
7”‘ T

Com isto, temos dois novos parametros no modelo, o, e R;. O significado fisico de
o, € bastante claro: o, regula a intensidade do potencial. Como o termo de repulsao
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Figura 5.3: Gréfico de v;(r) como fungdo de r. Na curva inferior temos o, = 0.05, na curva
acima desta temos o, = 0.1, vindo depois as curvas referentes a a,; = 0.25, a; = 0.5 e, na curva

superior, a; = 1.0.

o /r? decai muito lentamente com 7, introduzimos o pardmetro R, que simboliza uma
distancia a partir da qual o potencial pidnico pode ser considerado nulo. A introducao
deste pardmetro R, também possibilitard que a funcdo de supressdo F,(r) tenha uma
forma funcional adequada, como veremos a seguir. O grafico de v, (r) pode ser observado
na figura 5.3 para vdarios valores de a;.

Para determinar a func¢io de supressdo do campo pionico Fy(r), substituimos o po-
tencial v, (r) dado por (5.33) na equagdo diferencial (5.32). Para r < R,, esta equagdo

assume a forma

d? (rvFy) O (7" \/17”) —0, (5.34)

dr? 72

e a sua solugdo finita em r = 0 pode ser encontrada na férmula 2.148 de [39),

Ve +1-1
T) , (5.35)

Folr) = (=

(67

onde o é uma constante ainda a ser determinada. Para r > R;, a equacgdo diferencial
(5.32) para a fungdo de supressdo do campo pidnico assume a forma

d* (r v Fr)
dr?

e a sua solucao pode ser facilmente encontrada,

=0, (5.36)

Fe(r)=(1+B/r)*, (5.37)

onde § é uma constante a ser determinada. A forma para F;(r) encontrada acima é
razoavel sob o ponto de vista fisico, pois claramente tende a 1 quando r — oo, 0 que
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significa que o campo pidnico ndo é suprimido quando estd afastado da sacola. Entretanto,
o novo parametro 8 em (5.37) nos parece supérfluo, pois, para r > R, o potencial v.(r)
¢ identicamente nulo, e esperariamos que nao houvesse nenhuma supressao do campo
piénico, ou seja, esperariamos que F(r) tivesse exatamente o valor 1. Tomaremos entdo
B = 0. Exigindo que F;(r) seja continua em R, pode-se deduzir facilmente que o = R;.
Portanto, a forma final para a funcao de supressao é

Viar+1-1
F(r) = { (r/Rx) 7 < Ry

5.38
1 , 7> R, ( )

Note-se que foi a introdugdo do pardmetro R, com v,(r) = 0 parar > R,, que possibilitou
que pudéssemos obter F(r) = 1 assintoticamente. O grifico de F(r) pode ser observado
na figura 5.4 como funcdo de r/R, para vérios valores de a.

F.(n)

N | I I I
00 0.2 0.4 0.6 0.8 1

r'R

T

Figura 5.4: Gréafico de F;(r) como fun¢io de r/R,. Na curva superior temos o, = 0.05, na
curva abaixo desta temos o, = 0.1, vindo depois as curvas referentes a a; = 0.25, a; = 0.5,

a; = 1.0, a; = 2.0 e, na curva inferior, a; = 4.0.

5.2.2 Funcgao de onda do pion

A equagéio para a parte radial do campo pidnico R(r) foi escrita para um potencial
vz (r) arbitrdrio em (2.58). No caso particular do potencial dado por (5.33), esta equagdo
adquire, para r < R,, a forma

2 +2°‘”> R(r) =0, (5.39)

e sua solucao regular na origem pode ser facilmente obtida,

_ Tt My
2 Vkr
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Figura 5.5: Gréfico de R(r) como fungdo de r para a; = 0.06. Na curva continua temos

k = 4my, na curva tracejada temos k = m, e na curva pontilhada temos & = 0.5m,.

sendo v = y/a; +9/4. Para r > R;, a equagdo para a parte radial do campo pibnico
R(r) é

2 2
R0 + 2R )+ (- 5 ) Rar) =0, (5.41)
e sua solucao pode ser facilmente obtida,
™ N1 .
R(T) = — [NQ J3/2(]€7") + N3 YE),/Q(]CT)] = N1 [N2 jl(kT) + N3 5 (k?")] . (542)
2 Vkr

Exigindo-se a continuidade de R(r) e de sua derivada em r = R, pode-se determinar as
constantes Ny e N3 de acordo com o sistema de equacées

Ny J3jo(kRyr) + N3 Ys/2(kRy) = J,(kRy)

v—3/2 (5.43)

N2 J5/2(kRﬂ-) + N3 K')/Q(kRﬂ-) == Jy+1 (kRﬂ-) - ]{}R Jy(kRﬂ-) .

No modo como foi escrita, a funcao de onda do pion ja estd normalizada conforme a
condi¢do de normalizagdo (A.19). Na figura 5.5 podemos ver o grifico de R(r) para

k=0.5mg, mg,4m;.

5.2.3 Solucgao particular para o campo pionico

A equagdo para o campo pidnico com fonte foi investigada na se¢do 2.10. Lembramos
que a solugdo foi escrita na forma (2.83),

7(7) = (B ) (3, 7) 74l B) h(r), (5.44)
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onde a funcdo de onda radial h(r) obedece & equagdo diferencial (2.90),

!

2 2 !
hll+7h_ <m721.+’[)77(7")+r—2>h_ mu+‘/c(7")

B 27Tf7r\/ FW(T)

Substituindo-se na equagdo acima as expressoes encontradas neste capitulo para v, (r),

g(r) f(r). (5.45)

F.(r), Vi(r), g(r) e f(r), obtemos as seguintes equagdes para a funcdo de onda radial
h(r),

2h 2+ a, —92)\ (EI + m/) om' + \? (R, Voar+1/4-1/2 I o
— | m2 + h u L u -n r2/r}
r T

hII -
* T 72 (3E! +m) 32 f, To

2A(E! +ml) 2ml, + Ar? 1

14 2
no A 2, 4
e (e ) e e

—1"2/1"(2)

(5.46)

A equacao de cima vale para r < R, enquanto que a equacdo de baixo vale para r > R,.
Fazendo a troca de varidvel = r/ry em ambas as equagbes e usando a definigdo de 7y,
obtemos

ze *

" +2—hl —(mird + 2+ 0r h —2(Ey —my) 2my, + Mriz® ( Ry Vert1/4-1/2
z 710 x2 3(3E! +m) m3/2f, roT
2h’ 2 _2(E12 _ le) 2m[ + )\7"2:52 ,
" 2, 2 5 /2 ’ 2 B
h +?_<mwr0+ )h 3(3E, + ) T Te

T2

(5.47)

onde a equacdo de cima vale para z < R;/ry, enquanto que a equagio de baixo vale para
z > R;/ro. Ao ajustarmos os parametros do modelo, veremos que o valor de R, /ry é
maior que 6, e isto implica que o termo de fonte na segunda equagdo em (5.47) é muito
pequeno, pois z3e~* < 5-10~ para z > 6. Deste modo, podemos considerar que o termo
de fonte é nulo para z > R, /1, e portanto que a fun¢éo de onda particular h(z) também
¢ nula neste mesmo intervalo. Como conseqiiéncia, temos de resolver somente a primeira
equagdo em (5.47), sendo as condiges de contorno dadas por h(0) = h(R,/ry) = 0. Na
figura 5.6 podemos ver o grafico de h(z) como funcio de z.

5.3 Correcoes a massa baridénica

5.3.1 Correcao de centro de massa

A correcdo de centro de massa é um ingrediente importante nos modelos de sacola e
de potencial relativistico, j4 que nestes modelos os quarks sdo tratados com funcées de
onda de particula unica. A motivacdo para a correcdo de centro de massa foi vista no
capitulo 3, enquanto que a teoria foi revisada no apéndice B. A quantidade que controla,
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Figura 5.6: Grifico de h(z) como funcdo de z para a; = 0.06 e R;/ro = 11.1.

a grandeza da correcdo de centro de massa é o valor esperado do quadrado do momento
linear dos quarks,

(5?) = / gl (7 7 (7). (5.48)

No capitulo 3, depois de diversas manipulacoes desta expressao, obtivemos a férmula
(3.23),

(F?) =2 /0 A [E=V()] [E—m—2V)(r) | (5.49)

que, com as fungées de onda e o potencial do oscilador harmoénico, pode ser avaliada

analiticamente, fornecendo o resultado

(11El + ml) (EI2 _ ml2)

(P?) = 6 BE + ) (5.50)
A corregdo para a massa dos barions é dada pela férmula (3.1),
3 2 3 1/2
AE,, = (Z Eq> >y -D_E,. (5.51)
g=1 g=1 g=1

Os valores de AFE,,, para cada barion do octeto fundamental podem ser vistos na tabela,
5.1, sendo todos da ordem de 175MeV. Para o nicleon e para a ressonancia A, isto
significa uma correcio de 18% sobre a energia dos quarks Eg. Para os outros barions a

correcdo € menor, tanto em valor absoluto como em valor relativo.

5.3.2 Troca de um glion

A correcio & massa dos béarions devida a parte magnética de cor da troca de um glion,
AE,, serd feita de maneira andloga aos cdlculos no capitulo 3. Vimos que AE, é escrita
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na forma (3.60)
AE‘g =0 (auu qu + ays Ius + ags Iss) ) (552)

onde os coeficientes a4y para os barions do octeto fundamental podem ser vistos na tabela
3.1 e os valores de I,y sdo dados por (3.61),

16 0o
I, = d 2 2 2’ . 5 53
" 9 (Ey +myg) (Eg +mg) /0 77T 94 (r) 9q (r) ( )

Usando a expressao para a funcao de onda dos quarks, podemos calcular diretamente o

valor de Iy, obtendo

2 A2
Iy = 5= % Ay / drr2e " AWrdgt1/rg,)
9 TogToq’ (Eq +myq) (Eg +my) Jo
16 N2 N2, o0
= 0.2 ,2 1 7 TRYIE / dz 3% e (5.54)
91875y (Bq + my) (Eg +my)(1/rg, +1/75,) 0
256 1 1 1
9vm (3Ey+my) (BEy +ml,) (rg, +7o,)%?"
Usando a equagdo de autovalores na forma (E'? —m/?)ry = 3, podemos escrever
256 1 1 1
Iy = , (5.55)
O 9yrm RS, (3E,+m}) (3E), +ml,)
onde o termo R,y é definido como
3 3
R, = + : (5.56)
" ) B )

5.3.3 Troca de um pion

Como vimos no capitulo 3, a expressdo para a fungéo de vértice (3.120) pode ser escrita

2 o0 /
v(k) = L / drp2 T T 780 + Ve(r)
3v3rmgzga Jo Fr(r)

onde o indice u serve para salientar que somente os quarks u e d dos barions contribuem

9u(7) ful(r) Ri(r) , (5.57)

para a troca de pions (lembramos que estamos supondo m, = my, e portanto as fungoes
de onda para os quarks u e d sdo as mesmas). Substituindo as fun¢bes de onda dos quarks,
o potencial confinante e a funcao de supressao do campo piénico nesta expressao, obtemos

\/40[,,—1—1—%

1
20N, N2?R:? Rr m 4+ 3Ar? o J,(kr)
— 1 drr® ——2——_ e/
3WV6mega 7o (E+m) o raVientl=g Vkr
20N, N2 /°° ym 4+ A7

— drr
3v6mgega 7o (E+m) Jg, Vkr

v(k) =

€_T2/T(2) |:N2 J3/2(k7") + N3 Y},/Q(k’l")] .

(5.58)
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Escrevendo as integrais em v(k) usando a varidvel adimensional z = r/ry, temos

®) 20N, N? (Rw> 3Viarti=; /Rw/rod ,m 4 A rg x2 2 Jy(krz)
v = — — rx €
3vV6myga (E +m) To 0 pzVionti-3 Vkroz

o0 m' + Iar2 22
+ / dz 2® # e [N2 Js2(krox) + N3 YE’,/2(kro:E)] }
Rr/ro 0

(5.59)

A segunda integral na expressdo acima é improépria, pois a regido de integracdo é infinita.
Entretanto, a presenca da funcdo exponencial e~*" leva a crer que a contribuicao de
valores grandes de x seja muito pequena. Esta integral serd entao avaliada numericamente
integrando-se em z de 1 até um certo valor finito y. O erro incorrido nesta aproximacao
pode ser facilmente estimado,

oo

d 3m’+l)\r§x2
rr —— A

VEkrox
/ 43 |m/| + 1)\7"0:5 o

Vkroz

lerro| =

—w2 |:N2 J3/2(]€7"0£E) + N3 YE),/Q(]CT()IE)] ‘

(5.60)
dz® (|m/| + Lar2a?) e

mo/
e [, (v 1\ 1. ,(v"
LA N v 1] .
< _2kro[|m|<2+2>+2)\r0 i

A primeira desigualdade segue por que o valor absoluto maximo da funcdo de Bessel

pode ser estimado (férmula 9.1.60 de [15]) como |J,(z)| < 1/4/2 se v > 1; a segunda
desigualdade segue pois x > 1; a ultima desigualdade segue resolvendo-se explicitamente

a integral. Escolhendo, por exemplo, y = 6 podemos ver que o erro serd bem pequeno,
2 /
lerro| < 107 (@ + 8\ r§> : (5.61)

A funcao de vértice fica entdao sendo dada por

DR/ romery g ,
o(k) = — 20N, N2 { (Rw> zVidartl—3 /Rw/ de 43 m' + l)\ 7“3 IE2 _g2 Ju(kroz)
0

= e
3vV6mag4 (E + m) To gzViertl- Vkrox

6 m + Ixr2z?2
+ d 30 27 0% -z Ny J. k +N Y, k }
/R,r/ro o krox ™" [Ny J3a(kroz) + N3 Y3z (kro)]

(5.62)

Tendo sido calculada a funcao de vértice, podemos determinar os valores dos fatores
de renormalizacdo Z, e d,, que foram definidos em (3.124). Lembramos que Z, é o
fator de renormalizacdo da funcdo de onda baridnica, enquanto que d, estd relacionado a
renormaliza¢do da massa (termo de auto-energia). As integrais (3.124) para Z, e 6, ficam
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mais simples se mudarmos a variavel de integragdo de k para k' = kry,

[T g2 R [ VK
Zo= | AkE 5= AR K
0 0

w; m2re + k'2)3/2
5.63)
o0 2 1 o0 2( 1 (
(571':/ dkk2v(f):_/ dkl]d%,
0 Wi To Jo (m2re + k'?)
sendo v(k') = V& v(k), ou seja,
20N, N2 R, 3Viar+I-§ (Rx/ro P Ly 202 ,
o(k) = ! <_> / ALt AL LA TR
3\/_mﬂ-gA E+m) To 0 IE2 dar+1
\/7\/_/ dz2® (m' + 3Arg27) e [N2 ji(K'z) + N3y (k'z)] } :
Rr/ro
(5.64)

5.4 Fator de forma da interacao pion-ntucleon

Como foi visto na secio 4.2, o fator de forma da interagdo pion-nicleon g,xx(g*) pode
ser calculado, levando-se em conta a sub-estrutura de quarks do nicleon, a partir da
interagao pion-quark. Segundo esta concepgdo, a expressdo para gpxn(q?) é dada por

(4.11),
20My [ my + V(1)
() = — drr? 2 _—27
gn(7) 3fzq Jo F.(r)

Para o célculo explicito do fator de forma da interacao pion-nticleon, lembramos que

g(r) f(r) Ry(r) . (5.65)

grnx(g?) € proporcional & fungio de vértice v(k) definida em (3.120), como foi visto na
equagdo (4.13). Com os quarks sujeitos ao potencial de oscilador harménico, a fungdo de
vértice foi calculada na se¢do 5.3.3.

Vejamos agora o valor da constante de acoplamento pion-nicleon, ¢g,xy. Esta constante
foi definida em (4.14) de modo que seja igual ao fator de forma da intera¢do pion-niicleon
quando o quadri-momento transferido é igual & massa do pion, g:xy = gann(m2). Lem-
bramos também que, na literatura, freqiientemente usa-se a aproximagio g,xn = gann(0)
para facilitar os célculos, de modo que a expressio para g.xy seja dada por (4.15). Apli-
cando esta mesma aproximacao & nossa férmula (5.65), obtemos

— 13 2
grnn(0) = (llgr(l) grnn (g°)

20My [, 4my+V(r) m N1
— drr* ———=g(r) f(r

20 M, 2t V(r) Nl(qr/2)
BE \[/ JE) g(r)f()ff( +1)
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onde usamos a expansio da func¢do de Bessel J,(z) para pequenos valores do argumento z
(férmula 9.1.7 de [15]), e o 1ltimo resultado segue pois v = 1/a, + 9/4 ¢ é sempre maior
que 3/2. A férmula (4.15) usada na literatura pode ser obtida no nosso modelo no limite
em que o potencial piénico v, (r) torna-se nulo, ou seja, a; = 0, o que implica também
que Fr(r) =1 e v = 3/2. No entanto, com «, # 0, devemos calcular a constante de

acoplamento pion-niicleon a partir da férmula g,xx = grnx (M2).

5.5 Constante de acoplamento axial do ntcleon

A constante de acoplamento axial do nicleon foi descrita na secdo 4.3, e vimos que ela
recebe contribuicoes em separado dos quarks e dos pions. A contribuicdo dos quarks foi
calculada em (4.38),

20 [ )
9Aq = 5/0 dr u?(r) — 9" (5.67)

Com o potencial de oscilador harmoénico e a funcdo de onda dos quarks obtidas neste
capitulo, a integral acima podem ser feitas analiticamente. O resultado pode ser escrito

como
5(5E"+Tm')

Y49 =9 BB +m')
A contribuigéo dos pions foi calculada na equagéo (4.48), que pode ser expressa na forma

_ A0rnfe [ 9 0, F;
gar = 3 /0 drr h(r)\/ﬁ_}

(5.68)

407 fr *
= — gf (Vo +1 — 1)/0 drrh(r)«/Fy (5.69)
0 S or+1/4—1/2
= —% (Vo +1 — 1)/ dz z h(z) <ﬂ> :
0 T

5.6 Raio de carga do nucleon

O raio de carga de um hadron foi definido na se¢ao 4.1. Nos modelos de sacola, existem
dois tipos de contribuicao para o raio de carga. Em um tipo o fé6ton interage com os quarks
que constituem o hadron, no outro tipo o fé6ton interage com a nuvem pionica em volta
do hadron. O célculo de ambas estas contribuicoes foi feito na secao 4.4, com o resultado

final dado pela equagdo (4.91), que reproduzimos aqui,
459 3 54 3
2 _ 2 2 2 2 2
(=25 |1+ 50 2 o] (= o + D) + 3 22 e (024 5 2)

o4

o [P () - B azm (eI
n T EN g5 CINN |\ Ty TV ) T gy NS NN \ e T R )

e lembramos que (7"2)717/ > = 0.78fm é o valor experimental do raio de carga do pion e
A provém de um fator de corte fenomenolégico, tendo o valor A2 = 2fm?. Além disso,
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(r2) é o raio quadratico médio de um quark no estado fundamental, que foi calculado na
férmula (4.4) da secdo 4.1. O valor de (r?) pode ser calculado analiticamente usando-se
as funcoes de onda dos quarks encontradas neste capitulo, obtendo-se o resultado
(11E" +m')

(BE +m')(E? —m'?) (5.71)

= [@rvtre=3

A incluséo dos efeitos da nuvem pionica (mais especificamente, renormalizagdo da funcdo
de onda), produz [25] o raio de carga negativo para o néutron e altera levemente o raio
de carga do préton.

5.7 Momento magnético do nicleon

O momento magnético do nicleon, em unidades de magneton nuclear, pode ser calcu-

lado tomando-se o limite ¢> — 0 do fator de forma magnético. Temos entao

g7 528 2 VK
tp = Zn [1+€f§NWZ] G(Z)\/I(O)‘i'%MNZNfl%N”/ dek? w(4)
0 k
5.72
5 , . 528 2 [T 2 VA(R) ©7)
pn = = 3 Zx [L+18 fane Z] Gy (0) = o M 2 fwe | dBK"—7=,
3 25 0 Wy,

sendo GY%,(0) dado através de (4.111) por

2MN e 4JWN

0 _ 2 92, N _
G1,(0) drrg*(r) = SE Lo

= F ), (5.73)

5.8 Ajuste dos parametros do modelo

O modelo apresentado neste capitulo tem 7 parametros: m,, m,, Vg, A, &, o; € R.
Este pode ser considerado praticamente um conjunto minimo de parametros, tendo-se em
vista todos os ingredientes fisicos do modelo. As massas dos quarks, por exemplo, sdo
imprescindiveis em qualquer modelo hadrénico, e devem ser ajustadas de acordo com cada
modelo especifico. O mesmo se aplica a constante de acoplamento quark-gluon a,.. As
constantes Vj e A fixam a profundidade e a intensidade do potencial confinante dos quarks,
e portanto ambos parametros tém sentido fisico. Para o potencial dos pions temos o, e
R,. O valor de o, regula a intensidade do potencial pioénico, sendo portanto fisicamente
necessario, enquanto que R, é de natureza mais matematica do que fisica, tendo o papel
de possibilitar que F;(r) tenha o comportamento assint6tico adequado, como foi explicado
logo apéds a equacdo (5.38). Deste modo, somente um dos pardmetros do modelo, R, ndo
tem uma fundamentacao fisica realmente forte.

Para ajustarmos os 7 parametros mencionados acima, exigimos que os valores calcula-
dos para determinadas quantidades fisicas fossem o mais préximo possivel dos respectivos

valores experimentais. As quantidades fisicas envolvidas no ajuste foram as massas dos
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barions do octeto fundamental, a constante de acoplamento pion-nicleon, o raio qua-
dratico médio e momento magnético do préton e do néutron. A constante axial do niicleon
nao foi envolvida no ajuste dos parametros. Com o objetivo de otimizar os programas de
computador, o ajuste foi feito usando-se combinacgoes dos parametros. Assim, notando
que R, aparece em todas as férmulas sempre dividido por r¢, (que é o valor de 7y, definido
no texto logo apés a equagédo (5.8), calculado para o quark u), usamos como pardmetro a
varidvel R;/ro. As outras combinagbes que utilizamos foram m/, e m/, sendo m’ definida

em (5.19). O melhor ajuste ocorreu com as seguintes combinagoes dos pardmetros,

m)=148MeV m.=305MeV V= —-275MeV A= 1.4fm3 6571
d.
a.= 0.8 o= 0.07 R,/ro =16

o que implica em
my= 285.5MeV my=4425MeV R,=10.8fm . (5.75)

Os resultados para as massas dos barions do octeto fundamental estdo na tabela 5.1, onde
discriminamos as contribuicoes de cada termo de energia. Lembramos que a massa de um

barion é composta pelos seguintes termos
M = Ep + Eyye + AEy, + AE, + AE, (5.76)

onde Ep é a soma das energias de cada quark, F,,. é a energia de vicuo, AE,, é a
corregao de centro de massa, AFE, é a corre¢do devida & parte magnética de cor da troca
de um glion, e AE, é a correcdo devida a troca de um pion.

Os resultados para a constante de acoplamento pion-nticleon, a constante axial do
nicleon, e para o raio quadratico médio e momento magnético do préton e do néutron
estao na tabela 5.2.

hadron N A A p >

[1
(1
N

experim. (| 939 | 1232 | 1116 | 1193 | 1385 | 1318 | 1533 | 1672
teoria 935 | 1250 | 1116 | 1192 | 1393 | 1327 | 1528 | 1655

Ep 1168 1268 1369 1469
Eyac 296 289 282 275
AE,, -206 -196 -187 -179
AE, -113 | 113 | -113 | -96 | 105 | -104 | 97 90

AE, -209 | -121 | -132 -73 -33 0

Tabela 5.1: A massa dos bérions do octeto fundamental (todas as quantidades dadas em MeV).
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genx/4m | ga (r%)p (r%)n I fin
experim. | 14.1 | 1.2573 | 0.743fm | —0.119fm? | 2.7928 | —1.9130

teoria 124 1.1496 | 0.853fm | —0.100fm? | 2.9458 | —2.2728

Tabela 5.2: Propriedades do nicleon.

5.9 Fator de forma elétrico do nicleon

Na secao 4.4.1 foram calculados os fatores de forma elétricos do préton e do néutron,
com o resultado final sendo expresso na equagio (4.86),

459
—ZfI%NW] & () +

25
o4
25

o4
25

[ NN

G (¢%) = Zx [1 + ZnZ f2x, (1 - (7"2)7Tq2> e~ A/
1

(5.77)
ot <7“2> q2> e—q2A2/4
6" " '

= [ ] - 2 1

Lembramos que em ambas as equagoes acima a primeira parcela corresponde a contri-
buicdo da interacao féton-quark, e a segunda parcela a contribuicido da interagao féton-
pion. A func¢io GY%(q?) foi obtida em (4.78),

2 1/2 o0
q .
ch) = (1+40m) [ arr o)+ 2o akar). (5.78)
e, com as funcoes de onda do oscilador harménico, chegamos ao resultado
2

2 1/2
q q —¢%r2/4
Gr(¢*) = <1+4M2> [1—2(E,+m,)(3E,+m,) e 9 o/t (5.79)

Os graficos dos fatores de forma elétricos do préton e do néutron podem ser vistos nas
figuras 5.7 e 5.8.

5.10 Fator de forma magnético do nticleon

Na secao 4.4.3 foram calculados os fatores de forma magnéticos do préton e do néutron,
com o resultado final sendo expresso na equagdo (4.108),

87
g fl%NTl’ Z:| G(Z)M(q2)

928 i 2(k 1 252
+ — My Zx fNNW/ dk k? Uw—(4) (1 — - (r2)wq2> e UM/
0

Ghy(¢%) = Zx [1 +

25 6

) k (5.80)
CRle?) = — 2 2 [1 418 fi, 7] G4(a?)
_ % MN ZN fNN']T/ dk k2 v (f) (1 _ 1 <T2>ﬂ_q2> e—q2A2/4 )
25 W] 6
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Lembramos que em ambas as equagoes acima a primeira parcela corresponde a contri-
buicdo da interacao féton-quark, e a segunda parcela a contribuicido da interagao féton-
pion. A funcio GY,(¢*) foi obtida em (4.104),

4MN q2 1/2 o0 0 .
6@ =" (14 L) [arensmie), G
q N 0
e, com as funcoes de onda do oscilador harménico, chegamos ao resultado
4MN q2 1/2 _g2 g2
GY(®) = o—— (14 s o/t 5.82
m(@’) 3E’+m’< +4M§> ¢ (5.82)

Os gréficos dos fatores de forma magnéticos do préton e do néutron podem ser vistos nas
figuras 5.9 e 5.10.

Os resultados para os fatores de forma eletromagnéticos do nicleon apresentam boa
concordancia com os resultados experimentais para valores pequenos de momentum trans-
ferido, exceto no caso do fator de forma elétrico no néutron, para o qual as incertezas
experimentais também sao grandes. Para valores maiores do momentum transferido, os
resultados apresentados devem ser corrigidos pelas corregoes de recuo e de centro de massa
(38].
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Figura 5.7: Fator de forma elétrico do préton como funcgio de ¢2.
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Figura 5.8: Fator de forma elétrico do néutron como funcio de ¢°.
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Figura 5.9: Fator de forma magnético do préton como funcio de ¢2.
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Figura 5.10: Fator de forma magnético do néutron como funcio de ¢°.
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Conclusao

Neste trabalho, apresentamos um novo modelo hadronico e o aplicamos na descri¢ao
das massas do octeto baridénico fundamental e nas propriedades estaticas do nicleon.

No setor dos quarks, o modelo que desenvolvemos apresenta caracteristicas tanto de
modelos de potencial relativistico como de modelos de sacola do tipo do MIT. Assim,
o modelo incorpora a energia de vacuo, que representa a diferenca de energia entre os
vacuos perturbativo e nao-perturbativo da QCD, incorpora a conservagdo de energia e
momentum, mas nao possui as descontinuidades do modelo do MIT, tendo uma superficie
suave, com espessura finita.

No setor pidnico, o modelo apresenta caracteristicas inovadoras na realizacao da si-
metria quiral, tendo como conseqiiéncia o fato 1inico na literatura de que esta simetria é
conservada, mesmo sendo o campo pidnico submetido a um potencial escalar. Em vista
disso, o calculo de varias propriedades hadronicas é modificado. Em particular, o valor
da carga axial g4 passa a receber uma contribuicdo dos pions, enquanto que em outros
modelos esta contribui¢do é nula [18].

O modelo de sacola que desenvolvemos também permitiu (no &mbito fenomenoldgico) a
conciliacao das duas mais importantes propriedades hadrénicas: o confinamento e a sime-
tria quiral. Nos modelos hadronicos, a propriedade de confinamento é realizada através
de um termo escalar na densidade Lagrangeana. Este termo viola a simetria quiral e,
para restaurd-la, é introduzido o campo pionico. De acordo com o pensamento atual,
no interior hadronico a simetria quiral é realizada no modo de Wigner e, no exterior, no
modo de Goldstone. Como os pions sdao bdsons de Goldstone, eles ndo devem estar pre-
sentes no interior dos hadrons. Além disso, a propriedade de liberdade assintética seria,
violada se os pions pudessem entrar no interior hadrénico. Nos modelos do tipo do MIT,
por terem uma superficie de espessura infinitesimal, é possivel excluir os pions do interior
dos hadrons. No entanto, o fato da superficie ter espessura infinitesimal ocasiona a di-
vergéncia da auto-energia devida & interagdo pion-quark [8]. Por outro lado, nos modelos
de potencial relativistico, a auto-energia que mencionamos é finita, mas nao é possivel
excluir os pions do interior hadrénico. Somente no modelo que desenvolvemos é possivel
excluir os pions e manter finita a auto-energia devida a interacao pion-quark, e assim
pudemos conciliar o confinamento dos quarks com os modos de realizacao da simetria

quiral.
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No nosso modelo, portanto, podemos considerar de maneira consistente que o interior
da sacola representa o viacuo perturbativo da QCD, onde os quarks sdao aproximadamente
livres, devido a liberdade assintética, e os pions nao estao presentes, pois a simetria quiral
é realizada no modo de Wigner. Analogamente, o exterior da sacola representa o vicuo
nao-perturbativo da QCD, onde os quarks niao estao presentes, devido ao confinamento, e
os pions sao livres, pois a simetria quiral é realizada no modo de Goldstone. O interior e o
exterior da sacola estao separados pela superficie, que representa uma regido de transicao,
onde o vacuo perturbativo transforma-se gradualmente em vacuo nao-perturbativo e a
realizacdo da simetria quiral transforma-se gradualmente do modo de Wigner para o
modo de Goldstone.

Na formulagao do modelo feita nos capitulos 1 e 2, procuramos realcar as caracteristicas
acima mencionadas nas func¢ées de supressdo dos quarks F'(r) e dos pions F(r). Assim,
estas funcoes dependem dos pardmetros Ry e R;, sendo que R, assinala a regido 0 <
r < Ry em que os quarks podem ser considerados livres e os pions nao estdo presentes,
e R, assinala a regidao r > R; onde os quarks nao estdo presentes e os pions sao livres.
Nesta formulacgao, boa parte dos calculos teve de ser feita numericamente. Deste modo,
apresentamos no capitulo 5 uma formulacao mais simples, que no entanto tem a vantagem
de permitir a obtencao de resultados analiticos para a maior parte dos observaveis.

Os resultados que obtivemos na formulacdo do modelo feita nos capitulos 1 e 2 (que
passaremos a denominar de versdo 1) foram apresentados na se¢do 4.5, e os resultados da
formulagéo feita no capitulo 5 (que passaremos a denominar de versdo 2) foram apresen-
tados nas secoes 5.8, 5.9 e 5.10. Na tabela 5.3 comparamos os resultados para as massas
dos barions do octeto fundamental obtidos nas duas versées apresentadas do nosso modelo
com os resultados de outros modelos da literatura (um modelo de potencial relativistico
e o modelo de sacola do MIT). Vemos que a versdo 1 de nosso modelo apresenta o ajuste
mais homogéneo, pois o erro médio é 5.5MeV e o maior erro é de 10MeV, ocorrendo
para as massas dos barions = e 27, enquanto que a versdao 2 apresenta um erro médio de
7.75MeV e um erro maximo de 18 MeV para a massa do barion A, o modelo de potencial
relativistico apresenta um erro médio de 6.25MeV e um erro maximo de 16 MeV para as
massas dos barions = e A, e o modelo do MIT apresenta um erro médio de 12MeV e um
erro maximo de 49MeV para a massa do barion X.

Na tabela 5.4 comparamos os resultados para diversas propriedades do nicleon obtidas
nas duas versoes apresentadas do nosso modelo com os resultados de outros modelos da
literatura (um modelo de potencial relativistico, o modelo de sacola do MIT e o cloudy
bag model). Para a constante de acoplamento pion-nicleon g,xy, o resultado da versdo
1 é claramente superior. A constante de acoplamento axial g4 é razoavelmente bem
reproduzida por todos os modelos, exceto o modelo do MIT. Entretanto, nos modelos
P-REL e CBM foi aplicada uma correcao de centro de massa. O raio quadratico médio
do préton é obtido quase que exatamente na versao 1, sendo mal reproduzido nos outros
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hadron N A A b)) > =

(1

* 0O

experimento 939 | 1232 | 1116 | 1193 | 1385 | 1318 | 1533 | 1672
versdo 1 (cap. 1e2) || 941 | 1232 | 1123 | 1185 | 1383 | 1328 | 1526 | 1662
versdo 2 (cap. 5) | 935 | 1250 | 1116 | 1192 | 1393 | 1327 | 1528 | 1655
P-REL (ref. [30, 33]) | 939 | 1231 | 1132 | 1196 | 1392 | 1334 | 1539 | 1673
MIT (ref. [21]) 938 | 1233 | 1105 | 1144 | 1382 | 1289 | 1529 | 1672

Tabela 5.3: Comparacao das duas formulacoes do modelo de sacola difusa com trabalhos de
outros autores para os resultados da massa dos barions do octeto fundamental. Todas as quan-
tidades sao dadas em MeV.

modelos, especialmente no modelo do MIT e no CBM. O raio quadratico médio do neutron
¢ bem reproduzido por todos os modelos, exceto o modelo do MIT, sendo que o modelo
P-REL fornece quase exatamente o resultado experimental. Para o momento magnético
do préton, o modelo do MIT fornece o pior resultado, e a versdao 1 e o modelo P-REL
fornecem os resultados mais préximos ao experimental. Para o momento magnético do
neutron, o modelo do MIT fornece novamente o pior resultado, enquanto que a versao 1,
o modelo P-REL e o CBM fornecem resultados de mesma magnitude.

gaxx/4Am | g4 | (rP)p(fm?) | (r*)a(fm?) | pp(py) | pnluy)
experimento 14.1 1.2573 0.743 —0.119 2.7928 | —1.9130
versdo 1 (cap. 1 e 2) 14.58 | 1.1837 0.740 —0.094 2.730 | —2.11
versdo 2 (cap. 5) 124 1.1496 0.853 —0.100 2.9458 | —2.2728
P-REL (ref. [30,33]) || 13.0 | 1.182 | 0.624 —0.118 | 2.730 | —1.975
MIT (ref. [21]) — 1.09 | 0.533 0 1.9 | —1.267
CBM (ref. [25)) — 1.33 0.533 —0.130 26 | —2.01

Tabela 5.4: Comparacao das duas formulacoes do modelo de sacola difusa com trabalhos de

outros autores para os resultados das propriedades do nicleon.

Novamente, lembramos que os resultados do modelo P-REL e CBM incorporam cor-
recoes de centro de massa para todos os observaveis apresentados. Na literatura exitem
varios tipos de prescricdo para estas correcoes, mas elas muitas vezes nao concordam nem
mesmo se o sinal da corregao é positivo ou negativo. Por este motivo, nos abstivemos
de aplicar este tipo de correcdo nos nossos resultados, exceto no cdlculo das massas ba-
ribnicas, para o qual as diversas prescri¢oes sao muito parecidas. Esperamos no entanto
que estas correcoes possam melhorar os resultados do nosso modelo, assim como é o ca-
so nos modelos P-REL e CBM. Reservamos para uma ocasido futura uma investigacao
detalhada da correcdo de centro de massa e sua aplicacdo no nosso modelo.
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Nas secoes 4.5, 5.9 e 5.10 apresentamos os resultados das duas versoes de nosso modelo
para os fatores de forma eletromagnéticos do nicleon. Os resultados das duas versoes sao
quase idénticos, apresentando boa concordincia com os resultados experimentais para
valores pequenos de momentum transferido, exceto no caso do fator de forma elétrico
no néutron, para o qual as incertezas experimentais também sao grandes. Para valores
maiores do momentum transferido, os resultados apresentados devem ser corrigidos pelas
correcoes de recuo e de centro de massa. Um estudo destas correcoes estd planejado para
o futuro.

Concluimos que o modelo hadrénico desenvolvido nesta tese representa um avango em
relacdo a modelos similares, como o modelo de potencial relativistico, o0 modelo do MIT
e 0 CBM. Acreditamos que as fundamentacbes conceituais presentes em nosso modelo
sejam mais sélidas que as dos modelos citados, e acreditamos que este fato é refletido nos
resultados que obtivemos.
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Apéndice A

Quantizacao do campo pidnico em

modos normais esféricos

Neste apéndice mostraremos como expressar o campo piénico quantizado em termos de
operadores de criacao e destruicdo que excitam modos normais radiais e angulares. Este
assunto nao é usualmente abordado em livros de teoria de campos. Uma das excessoes é
o livro de E. Henley e W. Thirring [40].

A.1 Campo pidnico livre

Na sua forma usual de apresentacdo, o Hamiltoniano que descreve pions livres é escrito

como .
’szi/d?’r (atﬁ-atﬁ+6ﬁ-6ﬁ+miﬁ2) , (A1)
e 0 campo pidnico livre quantizado 7;(¢, ) é dado por

. dk
T m)d2 | Sy,

(aj (E) eiE~F—iwkt + a} (E) e—iE~F+iwkt) : (A.2)

sendo a;r(E) e aj(E) operadores de criacdo e destruicio de pions com isospin j € momento
linear k. Além disso, temos as relagoes de comutacao

[0, (¢, 77):”]" St, 7_:::)] =1 5]]’_‘5(7?_: ) (A.3)
[a;(K), a‘j’(k )] = 6i5 6(k — k)

A solugdo (A.2) para o campo pibnico permite colocar o Hamiltoniano em ordem normal,
obtendo-se

o= / 0%k oy ol (F) a; (F) (A4)

Queremos expressar o campo pibdnico através de operadores de criagao e destruicao
com momento angular bem definido. O primeiro passo é expandir a onda plana, que é
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um estado com momento linear bem definido, em harmonicos esféricos, que sao estados

com momento angular bem definido,

eF T = 4w2z je(kr) Z YOk, 8) Yer (01, 1) - (A.5)

m=—~¢

Substituindo esta férmula na expressdo (A.2) para o campo pionico livre, obtemos

m = / o a~(E>§ji‘je(kr>2er* Bk &) Yo (6, 6r) €™ + ch. | . (A.6)
J \/7—1_ \/w_k J pan £m ’ m\Yr> ¥r

m=—~

Usando a notacao d€); = dfrd¢y sin 8y, definimos um novo operador de destruicao,
(k) = itk / A a; (k) Y (Or, 1) (A.7)

e assim a expressao para o campo pidnico quantizado livre assume a forma,

m;(F) = \/7 Z/ \(/lgﬂ (ajem(k) Yo (0r, ¢r) e_iwkt"‘c-h') : (A.8)

Podemos ver que a defini¢do (A.7) estd correta, pois usando a relacdo de comutagio (A.3)

e a identidade

1
"~ k2 sin by

0(k — k') 6(6k — Ow) 6 (dk — dr) (A.9)
obtemos
[ajem(K), @b (K')] = i kK / Y5, (0%, br) / A% Yo (Bhs, 1) (), al, (k)]

= 8y 7 B [A00Y3 00 60) (A% Yo (00 60)5(F — )
= b3y 8(E = )7 [ A0 Y5 By 1) Yo (B0, 1)
= 81 O Oy O(k — K') .

Um célculo andlogo mostra que as seguintes regras de comutagao também sao validas,
[ajen (k) ajrem (K)] = (@l (K), @lrp (K)] = 0. (A-11)

Da mesma maneira, podemos ver que a definicdo (A.8) estd correta, pois, usando as
propriedades

> sen(t) Yin(0,6) Vi (¢,) = 60 — ) 8(6 = )

2
T

(A.12)
7"' / ak K2 jo(kr) jolkr") = 8(r — o)
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e partindo da relacdo de comutagio (A.3),

0, (7, 1), 70 (7 t)]—zzZ/ dkk dKK ) o ()
t g s Uy gl ) _7'(' et £t \/m\/m kJe Je

x (= i [agem (), @} (K] Yo O ) Vi (61, 60) €700 4 c . )

.2 « . .
= =i =85 > Yom(0r, &) Y 0], 1) / dk k® jo(kr) je(kr')
m

. 1 *
= —1 (Sjjl 7“_2 6(T - TI) Z nm(eﬂ ¢7‘) Yvém(eiﬂ ¢;‘)
m
b
2 sen(6,.)

= —i6;/6(Z— ") .

8(r =) 6(0r - 0,) 6(r — &;)

= —i 05

(A.13)

Na representacdo de momento angular (A.8) para o campo piénico, o Hamiltoniano, quan-
do colocado em ordem normal, é dado por

He=) / dk wy, aly,, (k) ajem (k) - (A.14)

7em
A.2 Campo pidénico sujeito a um potencial

O formalismo para o campo pibnico sujeito a um potencial (ou campo piénico supri-
mido) foi desenvolvido no capitulo 2, onde no entanto nfo tratamos da quantizagdo do
campo. O importante aqui é lembrar que a parte radial da funcao de onda do pion obedece
a equagdo (2.58)

LL+1)

72

R"(r) + ;R'(r) + <k2 — — vw(r)> R(r)=0. (A.15)
Fazendo a mudanca de varidvel y = kr, vemos que podemos expressar a parte radial da
funcdo de onda do pion como R,(kr).

Na secdo anterior vimos que a quantizagao do campo pidnico é baseada nas regras de
comutacdo (A.3), que envolvem o momento canénico conjugado, ;7. A partir da densi-
dade Lagrangeana para o campo pi6nico suprimido (2.17), podemos ver que o momento
candnico conjugado a 7(x) é

Eadyy 3 (A.16)

Portanto, no modelo de sacola difusa modificado, 0 momento canoénico conjugado, ﬁ(:v),
tem a forma usual. O mesmo resultado pode ser obtido a partir da densidade Lagrangeana
(2.14). A quantizagdo do campo piénico suprimido procede-se entdo nos mesmos moldes
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da quantizacao candnica. O campo pidnico suprimido quantizado pode ser escrito como

5 =2 > [ T Relhr) (w5em0) Vi@, e ), (A7)

.l.
7em

onde os operadores a, (k) e ajm(k) criam e destréem, respectivamente, estados de um
pion cujo isospin é j, cujo momento angular orbital é £(£+ 1), cuja projegdo do momento
angular orbital no eixo z é dada por m, e cujo médulo do momento linear é k. A relacao
de comutagdo (A.3) para o campo pidnico implica em uma condi¢do de normalizagéo para

as funcgdes Ry(r),

2 / dk K2 Ry (kr) Ry(kr') = 6(r — 1) (A.18)

™

que é andloga & condi¢do de normalizagdo (A.12) para as funcoes de Bessel esféricas. A

condi¢do acima pode ser escrita na sua forma mais usual (e completamente equivalente),

ZkK [ drr Re(lr) Ra(k'r) = 6k~ K) (A.19)
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Apéndice B
Correcao de centro de massa

Descreveremos neste apéndice um dos métodos utilizados para fazer a correcdo devida
ao movimento espurio do centro de massa no cdlculo de observaveis hadrénicos. Nao ha
consenso na literatura sobre qual seja o método mais adequado, mesmo depois de varias
abordagens do tema, [41, 42, 20, 43, 38, 44, 45]. Neste trabalho adotaremos a prescrigéo de
C. W. Wong [20], cujo principio bésico é restaurar a simetria translacional, sendo baseado
na projecdo de Peierls e Yoccoz [46], conhecida na fisica nuclear.

Como veremos, a férmula final para a correcdo de centro de massa, segundo a prescri¢ao
de C. W. Wong, é bastante simples. No entanto o embasamento para esta férmula final é
um tanto intrincado. Denotaremos por |3g, X ) o estado hadrénico que podemos calcular
de acordo com algum modelo de quarks, indicando que este estado é constituido pelas
funcées de onda independentes de 3 quarks e que o centro do hadron é dado pelo vetor
X. Vamos também supor que no mesmo espago de Hilbert gerado pelos vetores |3¢, X )
existam estados hadronicos com momento linear total P bem definidos. Estes estados
serdo denotados por |H,(P)), onde n simboliza o n-ésimo estado excitado do hédron, e
H é o0 hadron que estamos tratando.

Formalmente, podemos escrever o estado |3q,)? ) como uma combinagdo linear dos
estados |H,(P)),

0, %) = 3 [ P oo, B2 |H,(P) (B.1)

onde deixamos explicito que os coeficientes da expansio ¢(n, 13, X ) dependem também de
onde a sacola (ou a origem do potencial central) estd posicionada, isto é, do vetor X. A
expressao (B.1) é geral e exata, mas devemos observar que os estados hadrénicos | H,, (P))
nao sao conhecidos. Supondo que a contribuicdo mais importante provenha do estado
fundamental n = 0, simplificamos a notacdo com |Hy(P)) = |H(P)), e obtemos

50, %) = [ P3P R) H(P) (B.2)

Usualmente, a expressdo (B.2) é o ponto de partida para os cdlculos de corregéo de centro
de massa que utilizam a projecdo de Peierls-Yoccoz. O coeficiente ng(ﬁ,)? ) pode ser
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escrito na forma (P, X) ¢(P) sendo ¢(P, X) a amplitude para que um hddron livre com
momento linear P esteja posicionado em X e sendo ¢(13) a amplitude para que o hadron
tenha momento P. Supondo-se que 0 movimento do hadron seja nao-relativistico, isto é,
para baixos valores do momento total do hadron, faz-se a aproximacao de que 1/1(13 , X ) seja
uma onda plana. O correto seria utilizar um espinor de Dirac para nicleons, um espinor
de Harita-Schwinger para a ressonancia Delta, etc. Mas, de acordo com a aproximacao

mencionanda, temos entao

50, %)= [ VCVI(I;) &P X o(B) | H(P)), (B.3)

—

onde a normalizacdo dos estados hadronicos |H(P)) é dada por

(H(P)|H(P") = (2r)*6(P - PYW (P), (B.4)
. (M2 + P?)
W(P) = (B.5)

A escolha (B.5) é conveniente mas arbitrdria, os resultados fisicos ndo dependem dela.
Entretanto, falta ainda determinar a funcio ¢(P).

Um conceito chave na prescricdo de Peierls-Yoccoz é a funcdo de overlap de Hill-
Wheeler, I(X), definida como

I(X) = (3¢,0]3¢, X) . (B.6)

A funcao de overlap deve ser calculada a partir das funcées de onda independentes para,
os quarks, que sao obtidas segundo o modelo hadrénico utilizado. No entanto, usando-se
a aproximagio (B.3), é possivel relacionar I ()? ) com a funcéo ¢(13),

. *P  déP
1) :/W(P") W(B)
PP PP 5% i3 3 3¢(B B 5

= (2r)? / pr e X g2(P) .

o
>

¢"(P') ¢(P) (H(P')|H(P))

A transformada de Fourier de I(X) ¢ definida como

1
(27)?

I(P) =

/ $X e iPX [(X) | (B.8)

Tomando-se a aproximagio (B.7) para I(X), vemos que

I(P) = / B px PP x O 0) (27)3 () (B.9)

W (P") W(P)
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Deste modo, calculando a funcdo de overlap a partir das funcoées de onda dos quarks
através de (B.6) e obtendo-se a sua transformada de Fourier através de (B.8), podemos
calcular os coeficientes ¢(P) de acordo com

1
(27)3

Portanto, ao obtermos a funcao de overlap, podemos calcular os coeficientes na aproxi-

¢*(P) = W(P)I(P) . (B.10)

magdo (B.3).

Tendo sido determinada a funcéo ¢(13), é agora possivel estimar o valor esperado de
qualquer fungdo que dependa do operador momento total do hddron, F(P), para os
estados hadrénicos que o modelo de sacola (ou de potencial relativistico) fornece. Estes
estados sdo dados usualmente por |3g, 6), 0 que corresponde a situacdo em que o centro
do hadron coincide com a origem do sistema de coordenadas. Temos entao

aeér  d&p
W(P') W (P)
aeér  d&p -

- W(ﬁ/) W(ﬁ) ¢*(P') ¢(P) F(P) (2r)*6(P — P YW (P)

(34,0 F(P) 3¢,0) = ¢"(P') ¢(P) (H(P")| F(P) |H(P))

o (B.11)
=2r)® | —=-¢° Ij ffj
e [ 25 o) 7P
- / &P I(P)F(P),

onde vemos novamente o papel fundamental da funcao de overlap.
O célculo de (B.11) é, na prética, bastante complicado. Uma simplificagdo surge quan-
do F(P) = P2. Sendo P? = 52 + p2 + 2, obtemos diretamente

<3Q7 6| P2 |3Q7 6) = <3Q7 6| 512 + 522 + 532 |3Q7 6)
= <1Q7 6| 512 |1Q7 6) + <1Q7 6| 522 |1Q7 6) + <1Q7 6| 532 |1Q7 6)

onde |1q, 6) sao as fungoes de onda independentes dos quarks calculadas no modelo ha-

(B.12)

droénico.

A correcao para a massa de um hadron

Vejamos entao como obter a correcdo para a massa de um hadron em um modelo
hadrénico segundo a prescricio de C. W. Wong. Se o valor esperado de P? fosse nulo, a
massa do hadron seria claramente dada pela soma das energias dos quarks, M = Eiy =
22:1 E,. Mas como (P2) # 0, temos

M = (4/E? P2y, (B.13)

otal —
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Segundo [45], uma boa aproximagio para o valor esperado acima consiste em calcular

M = [ Boa) = P = (S0iE) — i) (B.14)

A correcdo para a massa dos hadrons é entdo dada por

A= [ (SE) — S0 02) - X5, (B.15
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