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Resumo

Nesta dissertacao realizamos um estudo sobre dois resultados classicos da lite-
ratura referentes a dualidade para acao de dlgebras de Hopf: a dualidade de Cohen-

Montgomery e a dualidade de Blattner-Montgomery.

No primeiro caso estendemos o resultado de Cohen-Montgomery ao contexto
de acao parcial de grupos e no segundo caso estendemos o resultado de Blattner-

Montgomery ao contexto de acao parcial de algebras de Hopf.

Esta dissertacao foi elaborada tendo como base o artigo de C. Lomp, ”Duality

for partial groups actions”, arXiv: 0711.0849v1[math.RA], 2007.

Abstract

In this dissertation we are concerned with the following two classical results on
duality: the Cohen-Montgomery duality and the Blattner-Montgomery duality; and
we present their corresponding versions in the context of partial action of groups

and partial actions of Hopf algebras, respectively.

The subject of this dissertation is based on the C. Lomp’s paper: ”Duality for
partial group actions”, arXiv: 0711.0849v1 [math.RA], 2007.



Introducao

O conceito de agao parcial de grupos foi definido pela primeira vez por Ruy Exel
[17] no contexto de dlgebras de operadores e tornou-se uma ferramenta poderosa
para o estudo de C*—algebras geradas por isometrias parciais sobre um espago de

Hilbert.

Um primeiro tratamento puramente algébrico sobre o tema foi apresentado por
M. Dokuchaev e R. Exel em [9]. Nesse artigo os autores introduzem pela primeira
vez as nogoes formais de ac¢ao parcial de um grupo sobre uma K —algebra (K sendo
anel comutativo), de skew anel de grupo parcial e de envolvente global de uma agao

parcial.

O trabalho de Dokuchaev e Exel despertou, em particular, o interesse de vérios
algebristas, levando-os a obter novos resultados, relativos a agao parcial de grupos,
no contexto da teoria de anéis tais como [1], [2], [6], [7], [11], [12], [10], [13], [14],
[15], [16], [18], [19] e [25].

A acao parcial de um grupo G sobre uma K —algebra A induz naturalmente um
determinado tipo de acao do anel do grupo KG sobre A, fato este que deve ter
inspirado e levado S. Caenepeel e K. Janssen [5] a definir as nogoes de acao parcial
de algebras de Hopf e de produto smash parcial usando o conceito de estruturas
entrelagadas parciais. Anteriormente a esse trabalho S. Caenepeel e E. De Groof
[4] j4 haviam dado os primeiros passos na dire¢ao de acao parcial de dlgebras de
Hopf, estendendo, em particular, resultados sobre teoria de Galois parcial, obtidos

por Dokuchaev, Ferrero e Paques em [13], ao contexto de coanéis de Galois.

Sobre dualidade no contexto de produtos smash para acao de algebras de Hopf
ha, particularmente, dois resultados classicos devidos, respectivamente, a M. Cohen

e S. Montgomery [8] e a R.J. Blattner e S. Montgomery [3].

Em [21], C. Lomp trata desses dois resultados no contexto de agao parcial de

grupos e de algebras de Hopf.



O conteudo desta dissertacao versa exatamente sobre o trabalho de Lomp.

Esta dissertagao esta dividida em trés capitulos. No primeiro capitulo tratamos
de resultados preliminares relativos a acao parcial de grupos e skew anel de grupo
parcial (segao 1.1), & agao de dlgebras de Hopf e produto smash (segao 1.2) e a acédo
parcial de dlgebras de Hopf e produto smash parcial (segao 1.3).

O segundo capitulo é dedicado a versao da dualidade de Cohen-Montgomery

para acao parcial de grupos e no terceiro tratamos da versao da dualidade de

Blattner-Montgomery para acao parcial de algebras de Hopf.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos apresentar as defini¢oes e teoremas mais importantes para

o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Acao Parcial de Grupos e Skew Anel de Grupo
Parcial

Em todo este texto K denotarda um anel comutativo com unidade 1x, A uma
K-algebra com unidade 14 e G um grupo com elemento identidade e. Também, em
todo este texto usaremos o simbolo ®, ao invés de ®k, para denotar a operacao

“produto tensorial sobre K.

A nogao de agao parcial foi introduzida na literatura por R. Exel em [17]. Uma
versao desta nocao num contexto puramente algébrico foi dada por M. Dokuchaev

e R. Exel em [9].

Definicao 1.1.1  Uma acao parcial de G sobre A ¢é determinada por um par
a = ({Dy}gec;{ag}tsec), onde para cada g € G, D, € um ideal de A gerado por um

idempotente central 14 e ag : Dy-r — D, é um isomorfismo de K-dlgebras, que

g

satisfazem as sequintes condicoes:
(i) Do = A e a, = 14,
(ii) oy (Dg-1 N Dp) = Dy N Dy, Vg, h € G,
(il) ag (an () = agn (z), Vo € Dy-1 N Dyy-1, Vg, h € G.

Observagao 1.1.2 (1) Na definicao de agao parcial dada em [9] os ideais D,,

considerados pelos autores, nao sao necessariamente gerados por idempotentes.

(2) Se D, = A, Vg € G entdo G age sobre A por K-automorfismos e dizemos



que « € uma ac¢ao global de G sobre A.

O exemplo a seguir nos da uma férmula para construir exemplos de acao parcial

de grupos a partir de uma acgao global.

Exemplo 1.1.3 Considere B uma K -dlgebra, Auty(B) o grupo dos K -automorfis-
mos de B, G um grupo, 3 : G — Autg(B), g — B(g9) = B, Vg € G, um
homomorfismo de grupos e A C B um ideal de B gerado por um idempotente
central 14. Considere também para cada g € G o ideal de B, D, = AN Gy(A) e
ag = Py |p,_,. Claramente Dy € ideal de A e Vg € G, ag(Dg-1) = G4(Dyg1) =
Be(AN By-1(A)) = By(A) NA = Dy, ou seja, ag : Dg-1 — Dy € um isomorfismo
de K-dlgebras. Além disso, Dy = Al,, com 1, = 1408,(14), Vg € G.

Afirmamos: o = ({Dy}gea, {ag}gec) € uma agao parcial de G sobre A.
De fato,

(i) se e denota o elemento identidade de G entao . = f[(e) = Igp e D, =
ANp.(A)=AnIp(A) = A.

(i) Vg, h € G,

ag(Dyi N Dy) = By(AN Bym1(A) N Ga(4))
= B,(A)NAN Bu(A)
= (AN Ge(A) N (AN Ben(A))
= D, N Dy,

(iii) Yg,h € G, Vo € Dg-1 N Dgy-1, temos ay(x) € Dy N Dy-1 e, portanto,
an(ag(x)) = Brlag(x)) = Bu(Be(x)) = Prg(x) = ang(). O

Observacao 1.1.4 De acordo com o Theorem 4.5 de 9] toda a¢do parcial de grupos,

como definida em 1.1.1, pode ser obtida conforme descrito no Exemplo 1.1.3.

A seguir apresentamos a nocao de skew anel de grupo parcial conforme intro-

duzida em [9].

Definicao 1.1.5 O skew anel de grupo parcial Ax,G € definido como sendo a soma



direta €@ D,g com multiplica¢do dada por:
geG

(ag) (bﬁ) = ay (ag-1 (a) b) gh = aa, (b1,-1) gh,

para todo a € Dy, be Dy, e g,h €G.

Observacao 1.1.6 Se « é uma ag¢ao global de G sobre A entdio Ax, G é um skew

anel de grupo e serd denotado simplesmente A x G.

Os lemas apresentados a seguir serao de grande utilidade para a demonstragao

dos resultados do capitulo 2.

Para qualquer g € G definimos a aplicagao K—linear - : KGQ A — A, com
g®ar— g-a:=qay(al,~1),Va € A.
Lema 1.1.7 A aplicagao K-linear - conforme definida acima satisfaz as sequintes
propriedades:

(i) g-14a =1, Vg € G.

(ii) g+ (19-11,) = 1,10, Vg, h € G.

(ili) e - a = a, Ya € A.

(iv) g- (ab) = (g -a)(g-b), Ya,b € A, Vg € G.

(v) g+ (h-a) = ((gh) - )1y = (g~ 14)((gh) - @), Ya € A, ¥g,h € G.

(vi)g- (g7t a)=al, = (g-1a)a, Va € A, Vg € G.

(vii) (g-a)b=g- (a(g~ D)), Ya,b € A, Vg € G.
Demonstracao: (i) g- 14 = ay(1aly-1) = ay(1,-1) = 1,.

(ii) Desde que 1p ,np, = 1l4-114 € oy : Dyj=1 — D, é um isomorfismo de
g

K-élgebras, entao g - 1,-11, = g - 1Dg_1mDh = 19.(Dg_1ﬂDh) = 1p,np,, = lglgn-
(iii) € - a = ae(ale-1) = I4(aly) = a.

(iv) g - (ab) = ag(ably-1) = ay(aly-1b1,-1) = ag(aly—1)ay(bl,—1) = (g-a)(g - b).
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g-(h-a) = aglap(aly-1)1-1) = az(an(alp-1)151,-1)
= aglap(alp-1)ap(lp-11gny-1)) = ag(an(alp-11gn-1))
= agp(alp-11gny-1) = agn(algny-1)ogn(1p-11ign)-1)
= agn(algn1)lgly = ag(algn-1)1,

= (g9-14)((gh) - a).

.a) = (e-a)l, = (g- La)a.

(vi) g- (g
(vii) (9-a)b = ag(aly-1)b = ag(aly-1)1b = ay(aas-1(bly)) = g-(a(g'-b)). O
Lema1.1.8g-a=0<=a€c A(ly—1,-1),YVac A, Vg G.

Demonstragao: Note que @ = aly,1 + a(la—1,-1). Logo, g-a = 0 &

Qg (algq) :O@alga :Oﬁa:a(lA — 1971) S A(lA— 1971). L]

Observacao 1.1.9  Observemos que com a notacao g - a conforme introduzida

acima, a multiplicacao em A %, G pode ser reescrita da seguinte maneira:

(ag)(bh) = a(g - b)gh, Ya € D,, b € Dy, g,h € G.

1.2 Algebra de Hopf e Produto Smash
Defini¢ao 1.2.1 Uma K-dlgebra de Hopf € uma quddrupla (H, A€, S), onde:
(i) H é uma K-dlgebra.

(i) A\t:H— H®H ee: H— K siao homomorfismos de K-dlgebras que

satisfazem as sequintes condicoes:
(ARIg)ocA=(Ig@A)oA e
<€®IH)OAI 1K®[H € (IH®€)OA:]H®1K

(i) S : H — H € um anti-homomorfismo de K-dlgebras, chamado antipoda,

que satisfaz a sequinte condi¢ao:
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o(S®@Ig)oA=1lge=po(Ig®S)oA,
com i : H® H— H a multiplicacao de H.

Observagoes 1.2.2 (1) Usaremos no texto as notagoes (H, A€, S) ou simples-

mente H para referir-se a uma K-dlgebra de Hopf.
(2) As condigoes em (ii) e (iit) da defini¢ao de uma K-dlgebra de Hopf podem
ser descritas na forma:

A(Rl) = ARAQ), Aly) = lyen = 1y ® 1y,

e(hk) = e(h)e(l), e(1y) = 1k,

Z(hll )jl ® ( i1 J2 ® h22 Z hn ® Z2 J1 (hi2>j27

i,
Z e(hi Jhi, = h = thls i2)
ZS 21 12 = 6<h)1H = Zhus(hlz)a
Vh,l € H, com A(h> = Zhll ® hi,, A(hH) = Z(hil)jl ® (hi1)j2 € A(hm) =
( J
Z(hi2>j1 ® (h'iQ)jQ‘
J

Lema 1.2.3 Assuma que H ¢ uma K-dlgebra de Hopf finitamente gerada como

K-mddulo. Entao a antipoda S € bijetiva.

Demonstracgao: E suficiente provar que S é sobrejetiva [24, Theorem VI.15]
ou, equivalentemente, que S = S® Iz : H® K — H® K, com K = K/M, é
sobrejetiva, para todo ideal maximal M de K [20, Lemma 1.3.5].

Agora, é facil ver que (H = H ® K,A,¢,S) é também uma K-éalgebra de Hopf
com A : H — H®wH dado por A(h® 1) = Z(hil ®1%) @ (hiy, ® 1), YVh € H

)

comA(h):Zhh@hiz,e:E®[§e§:S®Iﬁ

Além disso H é uma K-algebra de dimensdo finita, pois H é um K-mdédulo

finitamente gerado.
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Logo, S é bijetiva ([23, Theorem 2.1.3] ou [22, Theorem 4.2]) e a demonstracio

estd completa. O

Exemplos 1.2.4 H& intmeros exemplos de dlgebras de Hopf na literatura. Aqui,
destacaremos apenas trés, que sao de particular interesse para o contexto desta

dissertacao.

(1) Se (H,A,e,5) € K-dlgebra de Hopf livre de posto finito como K-mdédulo,
entio (H* = Homg(H, K), A, €., Si) também é uma K-dlgebra de Hopf livre e
de mesmo posto como K-modulo. A multiplicacao em H* € dada pelo "produto

convolucao”

frg=po(f®g)oA,
Vf,g € H*, compu: H® H — H a multiplicagcao de H. O elemento identidade
para essa opera¢ao € 1y« = €.

A, €, € S, sao dadas pelas aplicacoes duais de A, e e S respectivamente, isto €,

Zle®fzz<:>fmy Zf“ Vfiuy), ¥f € H*, z,y € H.

&.(f)=f(ly), Vf € H* e S.(f) = fo S, Vf e H*.

Se {x1,...,x,} C H e{p1,...,pn} C H* sao as respectivas bases duais de H
e H*, isto €, pi(x;) = 0;;, V1 < 1,7 < n, entao € fdcil ver que existem constantes
estruturais cﬁ'”, m};l e K,1< 14,k 1l <n tais que:

) TR = E mklxZ e A(z;) E Ckﬂik Q x;.

k=1

) Dk *pr = chlpzeA pi) kalpkébpz.
k,l=1

(2) Para qualquer grupo G, a dlgebra do grupo KG € uma K-dlgebra de Hopf
com Ag) =g®g, €(g) =1k e S(g) =g7', Vg € G.

(3) Se G for um grupo finito, entao a K-dlgebra KG* = Homyg (KG, K) também
¢ uma K-dlgebra de Hopf. FEste é um exemplo particular da situacao geral consid-

erada em (1). Se {p, | ¢ € G} C KG* ¢ a base (dual) de KG*, entdo temos
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que:

(i) a multiplicagao * é dada por

Pg * P = 0g.nPg = Ph * Dg, Vg, h € G,

ou seja, os elementos py, g € G, sao idempotentes ortogonais dois a dots,

(i) o elemento identidade é dado por 1y =€ = Zpg,
geG

hl=g

(iv) €x(py) = py(1kc) = py(€) = bey, Vg € G, onde e denota o elemento identi-
dade de G.

(v) Si(pg) = pg-1, Vg € G.

Para a definicao do produto smash, necessitamos antes definir a nocao de H-

modulo algebra.

Definicao 1.2.5 Sejam H uma K-dlgebra de Hopf e A uma K-dlgebra. Dizemos
que A € um H-mddulo dlgebra a esquerda se as sequintes condigoes sao satisfeitas:
(i) A € um H-mddulo a esquerda via h ® a — h-a,Ya € A,Vh € H,
(ii) b+ (ab) = (hi, - a)(hi, - b), Va,b € A e h € H com A(h) =Y hy, & h,
(ifi) k- 14 = e(h)14, Vh € H.

A nocao de H-modulo algebra a direita se define de maneira analoga.

Exemplos 1.2.6 (1) Se A é uma K-dlgebra e G € um grupo de K-automorfismos
de A entdo A é um KG-mddulo dlgebra d esquerda via g-a = g(a), Ya € A, Vg € G.

(2) Se A é uma K-dlgebra graduada por um grupo finito G, isto é, existem K-
submddulos Ay de A, g € G, tais que A = BgecAy e AgAy C Agy, entao A € um

KG*-mddulo dlgebra a esquerda via

Py A=A, Vg €G.

14



FE reciprocamente, se A € um KG*-maodulo dlgebra a esquerda entao A é G-gra-

duada.

(3) Toda K-dlgebra de Hopf H, que é K-mddulo livre de posto finito, € um
H*-mddulo dlgebra a esquerda (resp. a direita), via f — h = Zf(hiQ)hil (resp.
he f=> hif(hy)),Vf € H e he H com A(h) = h;, ®;%.

(4) Se H € uma K-dlgebra de Hopf, que é K-mddulo livre de posto finito, entao

H* é um H-mddulo dlgebra a esquerda (resp. a direita) via (h — f) : g — f(gh)
(resp. (f ~h):g+— f(gS(h))), Vf € H", g,h € H.

(5) Sejam A uma K-dlgebra e H uma K-dalgebra de Hopf. Se H é K-mddulo

livre de posto finito entdo A @ H é H*-maodulo dlgebra a esquerda via
fr(a®h)=a®(f —~h),Yae A, he H, f € H*.

Definicao 1.2.7 Sejam H uma K-dlgebra de Hopf e A um H-mddulo dlgebra a
esquerda. A K-dlgebra produto smash A#H € definida da sequinte forma:

(i) A#H = A® H como K—maddulos,

(i) a multiplicagao em A#H € dada por:

(a#th) (b#k) = > alhi, - b)#hik

Va,b€ A, hyk € H com A(h) =) hi, ® h,.
Para um H-mdédulo algebra a direita A define-se um correspondente produto

smash H#A de forma similar.

Exemplos 1.2.8 (1) Se A é um H-mddulo dlgebra a esquerda via a agdo trivial
h-a=e(h)a, Va € A, h € H, entao A#H ~ A® H como K-dlgebras. De fato,
basta observar que
(a#h)(0#k) = > alhi, - b)#hi,k =3 ae(hi, )b#thik
= ab# ) e(hi)hik = absthk, Va,b € A, Vh k € K

15



(2) Se A € um KG-mddulo dlgebra entdo é fdcil ver que G age sobre A por
K-automorfismos de A, ou seja, existe um homomorfismo de grupos  : G —

Autg(A), g — By, tal que By(a) =g-a, Vg € G, Va € A.
E neste caso A#KG ¢ naturalmente isomorfo ao skew anel de grupo A x G.
(3) Se G € um grupo finito e A é um KG*-mddulo dlgebra entdo a multiplica¢ao
em A#KG* pode ser descrita, fazendo uso da base dual {p, | g € G} de KG*, na
sequinte forma:

(a#tpg) (b#pn) = Y _ a(pr - b)#p1* pn = Y _ a(pr - b) #0100 = a(pgn-1 - b)#pn.

kl=g kl=g

(4) Sejam H uma K-dlgebra de Hopf e A um H-mddulo dlgebra a esquerda. Se
H ¢ um K—mddulo livre de posto finito entao A#H ¢ um H*-mddulo dlgebra a
esquerda via f > (a#h) = a#(f — h),Ya € A, h € H, f € H*, e podemos entao
considerar o produto smash A#H#H*.

Lema 1.2.9 Seja H uma K-dlgebra de Hopf e assuma que H é K-modulo livre
de posto finito. Entao a aplicagao N\ : H#H* — Endg(H) (resp. p: H*#H —
Endic(H)) dada por AR#£)(k) = (f — k) (resp. p(f#h)(k) = h(k — f)),
Vh,k € H, f € H*, € um homomorfismo (resp. anti-homomorfismo) de K -dlgebras.

Demonstracao: Consideremos {xy,...,2,} C H e {p1,...,pn} C H* bases (du-

ais) de H e H* respectivamente.

(i) Sejam A (z;) = Z cgzrxq ® x, e A(xy) = Z c’;txs ® x;. Entao,

r,q=1 s,t=1
A ((zj#tpi) (xje#pie)) (o) = A (Z zymi, (pe = ) #p1 *m) €
k=1

= Z mzl)\ (25 (px — @) #p1* pir) (k)

k=1

n
= > i (ps = xy0) (p pr — )
k=1

16



Por outro lado,

A (l’j#pi)

Z mk lxj Z qr'rqpk Ty Z Cs txspl * Dy (xt>

k,l=1 r,q=1 s,t=1
§ mk J1Tj E :xqpk ) § st%E c?z'pp )
k=1 r,q=1 s,t=1
E mk 1T E :Cjkxq E c txsclz
k,l=1 s,t=1

n

i gkt

E mk,lcé,kcs,tcl,i’xjqus'

k,,q,s,t=1

Awyttpe) (we) = A(wi#pi) (A (2ytpe) (21))
(

= Xa#pi) (xy (pr — w1))

= )\ (J}]#pz) <CL’J’/ Z Clz’txspi’ (xt)

s,t=1

= A #p) (zvj > ks xt)

s,t=1

= Z C tpl :Et x]#pz) (.CE]/.CES)

s,t=1

= Z Cf,tpi’ (@) mj (pi = xj5)
s,t=1

n n
= > e @)y Y mi (k=

st=1 k=1

) (pr

—\ 'TS)

= > mich el upir () pr (22) pr (T0) 252420

n

_ ik i1 s
= E mk,le,z'/C;,kCu,lxjxq%'
s,k,lLqgu=1

Portanto, A ((x;#p:) (xy#pi)) = A (x;#p:) A (x#Dpir).

Além disso, A (Lggm+) = lpnag ) = Iu. De fato, V1 < k < n temos:

A(Lgn-) (zr)

n

Tk

= Z iy (x) = Z kwgen (x) = x = Iy ().

s,t=1 s,t=1
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(ii) Note que A(p;)
tl=1

p (pi#txs) p (pi#ay) (vr)

Por outro lado,

p ((pj#xy) (pi#es)) (vr)

Portanto, p (pi#xw) p (pj#j) =

Finalmente mostremos que p preserva unidade. De fato, V1 < k < n temos:

p (Laeyn) (z1) =

p (La-#1pg) (z1) =

Z mt Pt @ pr. Entao,

p (pi#tzi) (p (pi#xy) (7))
P (pz'#l‘z') ((llfk — pj) SCj/)
(((zr = pj) xj0) = pi) Tt
> iy (= py) = po) (@ —p) @
2.

tl=

l
1 (@e = pj*pe) (T = p) .

xz) (zx)

(@0 = pr) wir) (1)

n
p (Z my p; * Pt (x50 = pr)
t,l=1

Zmup j* Dt

t,l=1

E mtl

tl=1

pj*pe) (x50 —pi)

P ((pj#xj’) (pi#xi’))'

n

= Z c];q:z:qu* (zp) 1y = Z Cl;,qquH* (xp)

pq—l
p,q=1

A demonstragao esta completa.

p,q=1

QZqGH l’p —xk—IH (:Uk)

]

Este trabalho foi motivado basicamente pelos seguintes dois resultados clédssicos

sobre dualidade para acao de dlgebras de Hopf.

Teorema 1.2.10 (Cohen - Montgomery duality, [8]).

Sejam K um anel comu-

tativo, A uma K-dlgebra e G um grupo finito de ordem n, agindo sobre A por
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K -automorfismos de A. Entao (Ax G)#KG* € isomorfo a K—dlgebra de matrizes
M, (A).

Teorema 1.2.11 (Blattner - Montgomery duality, [3]). Sejam K wm corpo, H
uma K-dlgebra de Hopf de dimensao finitan e A um H-mddulo a esquerda. Entao

A#HH#H*, A#H*#H e M,(A) sao K-dlgebras isomorfas.

1.3 Acao Parcial de Algebras de Hopf e Produto
Smash parcial

A nocao de acao parcial de algebras de Hopf foi introduzida pela primeira vez
na literatura por S. Caenepeel e K. Janssen [5] e foi inspirada pela a¢ao parcial de
grupos. Efetivamente o modelo de inspiragao desses autores se encontra no seguinte

exemplo:

Exemplo 1.3.1 Sejam K um anel comutativo, A uma K-dlgebra, G um grupo
e a = ({Dy}gea {agtseq) uma agio parcial de G sobre A, conforme definida na
secao 1.1. Neste caso, cada D, €é uma K—dlgebra com elemento identidade 1,
Dy =Aly ey : Dy-r — Dy € um isomorfismo de K-dlgebras. Esta agdo parcial
a de G sobre A induz naturalmente a sequinte aplicacdo K-linear - : KGRA — A,
g®a+— g-a:= aglaly1), Ya € A, Vg € G. Decorre do Lema 1.1.7 que esta

aplicagao K-linear satisfaz, em particular,
(i) g - (ab) = (g-a)(g-b),
(i) lxg - a = a,
(iii) g- (h-a) =(g-1a)(gh-a), Va,be€ A, g,h € G.

Definicao 1.3.2 Sejam K anel comutativo, A uma K-dlgebra e H uma K -dlgebra
de Hopf. Uma ac¢ao parcial de H sobre A é uma aplicagao K-linear - : HRQA — A,

h® av+—— h-a, que satisfaz as sequintes propriedades:

(i) h-(ab) = (hy, - a)(hi, - D),

i
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(i) 1y -a=a,

(i) h- (1-a) = ) (hiy - 1a)((hip)) - a),

i

Va,b € A, Vh,l € H, com A(h) = hi, @ h,.

Observagao 1.3.3 Notemos que (ii) e (iii) generalizam a no¢ao de H-mddulo. De
fato, se a agdo - de H sobre A fosse global, isto €, se a propriedade h-14 = €(h)14,

Vh € H, também fosse satisfeita entao de (iii) teriamos

he(l-a)=> (hiy 1a)(hiyl)-a) = Y e(hi)la((hsl) - a)

% )

= (Q_e(hi)hi)l)-a
= (hl) " a,
Va € A, Vh,l € H, com A(h) =Y hy, @ h,.
Conforme vimos no Exemplo 1.3.1, se o é uma agao parcial (nao global) de um

grupo G sobre uma K-édlgebra A, entao

T KGRA— A gRar— g-a=oag4(aly)
¢ uma agao parcial da K-algebra de Hopf KG sobre A, a qual também nao é global
pois g-1la =1, # 14 =€(g)la, Vg € G, g #e.

Aparentemente, este parece ser o unico exemplo, até agora conhecido, de agao

de &lgebra de Hopf parcial (nao global).

Dados A e H como na Defini¢ao 1.3.2, dizemos também que H age parcialmente

sobre A e que A é um H-mdédulo algebra parcial (a esquerda).

Definicao 1.3.4 (Produto Smash Parcial). Sejam H uma K-dlgebra de Hopf e A

um H-mddulo dlgebra parcial via
T H®A— Ah®ar— h-a,Yae A he H
Consideremos sobre o A-médulo a esquerda A ® H a multiplicacdo (associativa)

(@@h)(b@1) = alhi, -b) @ hyl,

i
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Va,b € A, h,1 € H, com A(h) = hi, @ hs,.

O produto smash parcial de H sobre A € definido como sendo a K-subdlgebra
de A® H dada por A#H = (AQ H)(14® 1g), isto €, a K-subdlgebra gerada pelos
elementos da forma

Za(hil . 1A) X hiQ,
Va€ H, h€H, com A(h) =Y hj, @ hs,.

Exemplo 1.3.5 Sejam A uma K-dlgebra, G um grupo e o = ({Dy}geq, {g}gec)

uma acao parcial de G sobre A. Entdo, a aplicag¢do
0:Ax, G — A#KG

tal que Z agg — Z a,®g = Z ag(g-14)®g, € um isomorfismo de K -dlgebras.
g 9

9
De fato, desde que (ag)(bh) = acy(bl,-1)gh temos 0((ag)(bh)) = ac,(bl,1) @ gh =
a(g-b)®@gh = (a®g)(b®h),VYa € Dy, b e Dy eg,h € G. Ou seja, 8 é homomorfismo
de K-dlgebras.

Claramente 0 € sobrejetor e, como AR KG é um A-mddulo a esquerda livre com

base {14 ® g | g € G} entao Zag@)g = 0 se e somente se a;, = 0, Vg € G, ou

g
seja, 6 € injetor. O]

Concluimos esta secao mostrando que se a K-algebra de Hopf H, vista como
K-médulo, é livre de posto finito, entao o produto smash parcial A#H é um H*-
modulo édlgebra a esquerda e que, portanto, o produto smash (A#H)#H* também

pode ser considerado.

Recordemos que se H é assumida ser de posto finito como K-moddulo livre, entao

H é H*-médulo lgebra & esquerda via f — h = > f(hi,)hi,, Vf € H*, Vh € H
com A(h) =Y hy, & h,.
Proposicao 1.3.6 Assuma que H é uma K-dlgebra de Hopf, livre de posto finito

como K-mddulo, agindo parcialmente sobre uma K-dlgebra A. Entao a K-dlgebra
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A® H (conforme definida em 1.5.4) é um H*-mddulo dlgebra, via

fra®h—a® (f —h),Yae A\Vhe HVf € H

e A#H ¢é um H*-submddulo dlgebra.

Demonstragao: Dados a,b € A, f,g € H* e h,l € H com A(h) = Zhil ® hi,,

A(hll) = Z(hu )jl ® (hn )jza

J

A(U = Zlkl ® lkz e A*(f) = thl ® ft27 temos
k t

felgra®h) = a®(f—(9—"n))

f(a@h)(bel)

N A (Zg(hz@)hn)

- a® Z g(h;)f((hm)jg)(hz'l)jl
- a® ig((h@)h)f((hlé)jl)hil
= a® i(f % g) (hiy) iy

= a®((f*xg)—n)

= (fxg)>a®h.

£ alh, - b) @ hyyl

ilga(hzl +0) @ f((iy) jolks ) (hi )y iy

ikta(hil +b) @ fu, ((hiy) o) foo (L) (hiy ) gy Ik
%;ta(hh +0) @ (fur ((hiy) o) (hiy ) j2) (fro (L ) i)
: afy, ((hiy)js)hiy - b ® (hiy)jy (frs = 1)
iaftl(h@)(hil)jl D@ (hi))s(fry = 1)

Z(a ® ft1 (hlz)hll)(b ® (ft2 - l))

it
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= 3@ (fu = WO @ (fir = 1)

t

= D (fur (@®@h)(fi > (b))

t

Além disso,

lp«>a®h = e>a®h=a® (e~ h)

= Za ® €(hiy)hy =a® h,

7

fDlA@,H = f[>1A®1H:1A®(f41H)
= 4@ f(lg)lpg = f(lp)la® 1y

= &(f)lagn-

Portanto, A ® H é um H*-moédulo algebra a esquerda. Resta provar que

A#H é um H*-submédulo, ou seja, que H* > A#H C A#H.

Mas isto é imediato, desde que

fr@eh)(la®ly) = > fu>(@@h)(fi, > (1a® 1))

= Y @® (fu = W)(1a @ (fu = 1)

t

= Y (a®(fr, = )14 ® fi,(1n)1n)

t

= Z(CL@ (ftl - h))(lA ® 6*(ft2)1H)

t

= Y (@® (efu)fu = 1) (1a® 1g)

t

= (@@ (f=h)(la®1y) € A#H,

Vfe H* VYae A Yh e H. O
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Capitulo 2

Dualidade para Acao Parcial de
Grupos

Sejam K um anel comutativo, A uma K-algebra, G um grupo finito e o uma

agao parcial de G sobre A.

Nosso objetivo neste capitulo é estabelecer a versao parcial da dualidade de
Cohen-Montgomery para o produto smash (Ax,G)#KG*. Comegaremos por provar

a seguinte proposicao.
Proposicao 2.1 D = Ax, G é um KG*-mddulo dlgebra via a a¢ao

KG*@ D — D, dada por p, ® ag — pp > ag = dg4 a9,
para todo g, h € G,a € D,.
Demonstracao: Note que para todo g,h,l € G e para todo a € Dy e b € Dy,
temos:

(i) pi> (pn>ag) = g,h D1 P> (ag) = dg.n0g,1ag. Logo se g = [ entao p; > (Pt ag) =
dg.00g = (pr* pn)>ag. E se g # 1 entao p > (pp > ag) = 0= (p; * pr) > ag. Portanto,

pi®> (pn > ag) = (pi* pp) > ag.
(ii) 1ge > ag = th >ag = Zégﬁag = ag.
h h

(iii) p; > ((ag)(bh)) = p, > a(g - b)gh = a(g - b)d; gngh = & gn(ag)(bh) e
Z(pt > ag)(py > bh) = Z(émag)(éh’t/bﬁ). Desde que V¢,t" € G tal que tt' = [,

tt'=l tt'=l
Vgt F0edpy #0<=t=get' =h<=1=1tt' = gh < d 4, # 0, temos entao

pt> ((ag)(bh)) = D (pe > ag)(py > bh).

tt'=l

(iV) pr > 1p =pp > (1Aé> = 5e,h1Aé = 6*(ph)1D. O

Podemos entao obter o produto smash D#KG*, o qual é uma K-dlgebra com
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multiplicagao dada por (ver Exemplo 1.2.8 (3)):
(ag#tpn) (bk#p) = (ag)(pu-1 & bk)#p
= (ag)(on—10k)#p,
= a(g-b) Q_k#5h,kzpb
Va,be A g h k1€ G.

Denotemos B = D#KG*. O elemento identidade de B é: 1g = 1p#lgg =

Lae# Y pn= Y lac#py.

heG heG

Seja n a ordem de G e denotemos por (ag,h)gﬁee os elementos de M, (A), isto
é as matrizes n X n com coeficientes em A. Em particular as matrizes (6,)gnec

serao denotadas por K p,.
O lema seguinte sera utilizado para demonstrar a préxima proposicao.

Lema 2.2 Quaisquer que sejam g,h,l € G, a,b € A tem-se:

() g b)) = ()7 (g7 a)) (17 (7 0))

Demonstracgao: De fato,

= ((gh) ™ (a(g-b) = 17 [((gh)™" -a) ((gh)™" - (g- b))



conforme queriamos demonstrar. O

Proposicao 2.3 A aplica¢ao: ¢ : B — M, (A) dada por

> agng#tonr— Y (97" agn) Egnn

g,heG g9,heG

¢ um homomorfismo ndo unitdrio de K -dlgebras.
Demonstragao: E suficiente mostrar que ¢ é multiplicativa. De fato, para todo
g, h, ke G,ae€ Dy be Dy temos:
¢ ((ag#pr) (bk#p)) = ¢ (a(g-b) gk#6nup)
= 17" ((gh) ™" - (alg b)) Egrradnm
() (57 ) (17 (57 8)) By Buasbng
= (h (7" a)) (7 (K- 0)) EgunE
(- (g7 - @) B ] [+ (K77 0)) B
= ¢ (ag#pn) ¢ (bk#n1)
o que conclui a demonstragio. O

Proposigao 2.4 Ker (¢) = @ A(1a — 1gn) 1494 D0
g,heG

Demonstragao: Seja v = Z agng#pn € Ker (¢). Se ¢ ( Z agyhg#ph> =0

g,heG g,heG
segue que Z Tt (g_l . ag7h) Egnpn =0, 0useja, h'-(¢g7'-a,,) =0, Vg, h€Qq.

g,heG
Logo, pelo Lema 1.1.8. temos:
g agn € A(la— 1) N Dy1 = A1y —13) 1,1
e conseqiientemente

agnh =9 - (g’1 -am) € A(g- ((1a— 1) 15-1)).

Além disso, desde que

g- ((1A - 1h) 19*1) =g (19*1 - 1h19*1) = 19 - lglgh

26



temos

agn € A(lg —1ylgn) = A(1a — 1gn) 1,

Portanto, v € @ A1 —1,,) 1,G#Dpn.
g,heG

Reciprocamente, desde que A (14 —14) 1, = A(g - ((1a — 1) 1,-1)) =
A(g-(1a—14))1,=A(g- (14 —13)), entao Va € A, Vg, h € G, temos:

¢(ag-(La—1n)g#pr) = R (97 - (ag- (1a —11))) Egnn
= h ' ((¢7" a) (1a—14) 1g1) Egnp
= [P (g7 - a)][h™h - ((La — 1) 1g-1)| Egn
= h'- (97" a)0=0,

conforme Lema 1.1.8. Portanto, @ A(1a —1,,) 1,9#ps = Ker (). O
g,heG

Coroldrio 2.5 ¢ restrita a Ax,G € injetora, ou seja, Axo G ~ ¢(A*,G) C M, (A).

Demonstracao: Comecemos por observar que Va € Dy, g € G, temos:

aglp = aglp#lke

= ag (Z 1,46#1%)

heG

= Z a(g-1a) ge#pn

heG@

= > al,g#pn

heG

= Z ag#pfw

hed
ou seja, A x, G imerge em B = A x, G#KG* via:

ag — aglp = Zag#ph,Vg € G,Va e D,.
heG

Agora, se x € (A%, G) N Ker (¢) temos x = Z (Z ag§> #pp e ¢ (x) =0 ou,
heG \ged
equivalentemente, a, € A (14 — 1,,) 1,5, Vg, h € G. Em particular, se h = e temos

quea, € A(ly—1,)1,=0,Vg € G. O
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A seguir vamos descrever ¢ (B) como subdalgebra de M, (A).

Seja v = Z agng#py, um elemento qualquer de (A x, G) #KG* = B. Entao,
g,heG

o(v) = Z ht (g_l ) ag,h) Egnh

g,heG

= Z ((gh)_l . ag,h) 1h_1Egh,h

g,heG

= D ((gh)" - agn) Ligm- 11 Egnn

g,heG

= Z (Til * a/rs_l,s> 1T_115_1ET7S

r,s€G
= (reliile), g

com by s =1r"' a1, Vs € G.

Proposicao 2.6 ¢(B) = {<bg:hlg_11h_1)g,heG | (bgn) g ne € Mn (A)} Em par-

ticular, ¢ (B) = EM, (A)E, com E = Zlg—lEg’g um idempotente central de
geG

M, (A).

Demonstragao: Notemos que dado (byn), ,cq € My (A) temos:

E(bgn)gnecE = O 1B bgnEen)(D 11 Eig)

IeG aih keG
. E by li-1 11 By By p B g
9,hkleC
== E bg,hlg*1 1h*1Eg7h
g,heG

= (bg,hlg‘1 1h_1)g,h€G :

Logo, do que ja vimos anteriormente ao enunciado desta proposicao, temos

¢ (B) C EM, (A)E.

Reciprocamente, observemos inicialmente que pela definicao de acao parcial de
grupo temos que Vg,h € G, Dy N Dy, = ay(Dyg-1 N Dy). Entdo Dy-1 N Dp-1 =
ay-1 (Dg N Dyp-1). Logo, dado b € A existe a € A tal que:

bly1lp-1 = ay (algh& 1g> = g_1 . (algh&)
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e portanto,

6 (alylgr (h70) #m) = W' ((hg™) - (a1 1gnn)) By
= (a glgn—1 )1h—1Eg,h
Ve (algn-1) 1111 Eyp
= 9_1 (algn—1) 11 Eg p
= blalpa 1y By,

- blg—l 1h—1 Eg,h

Disto segue que V (bg,n), e € Mn (A) existem agp € A, g, h € G tais que:

QZS ( Z a97h1919h71 <gh_1> #Z%) = Z b97h19—1 1h*1Eg,h = (bgvh)g,heG’
g,heG g,heG

ou seja, ¢ (B) = EM, (A) E.

Observacao 2.7 Note que E ¢ a imagem do elemento identidade de B, pois,

¢(lp) = ¢ (Z 1A€#ph> = Z Wt (e7' - 14) Eonp

heG heG
= Z ht (e 14) Epy = Z (7' 14) 11 By,
heG he@
= Z 1h—1 1h—1Eh,h - Z 1h—1Eh,h - E
heG heG

As ultimas proposi¢oes implicam nosso resultado principal nesta segao.
Teorema 2.8 (Ax, G)#KG* ~ Ker (¢) x EM, (A) E.

Demonstragao: Observemos que

B = (DgnecA(la — 1gn) 1,99 p1n) © (DgneaAlgnlyg#on) = Ker(¢) @ 1,

com I = @y peaAlynlyg#pn.

Além disso I é um ideal de B pois, Vbk#tp, € B e Valy,1,g#pn € I temos,

(algnlyg#pn) (bk#p) = algnly (g - b) gk#Snupr = algnly (g - b) gkdp #py
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0el, se h # kl

= algn(g - b)(gk - Onw) gk#p = o
a(g - b)lglegk#p € I, se h =kl

Analogamente,

(bk#p) (algnleg#pn) = b(k - algnly) = kg#6ignpn

=b(k-(a(Lp11gn) (1x-11y))) k_g#CSl,ghph =b(k-a) 1k1kgh1kgk_g#6l,ghph

0el, se l # gh
b(k - a)d1.gnlignligkg#tpn € I, sel= gh

Finalmente, desde que EM,(A)E = ¢(B) = ¢(Ker¢ @ I) = ¢(I), temos

=b (k- a) LignlrgkgSign#tpn =

B~ Ker¢ x I ~ Kerp x EM,(A)E,
o que conclui a demonstracao. O

Finalizamos este capitulo mostrando que a K-dlgebra E M, (A)FE ¢é em particular

uma extensao separavel de ¢(A *, G) ~ A *, G.

Dado uma extensao de anéis R C S dizemos que S é separavel sobre R se existe

x:in(X)yieS®RStalquex5:sx,V5€Seriyizls.

i=1 =1
E fécil ver que se ¢ : S — S’ é um homomorfismo de anéis sobrejetor e S 6
separavel sobre R entao S’ = ¢(S) é separavel sobre R' = ¢(R). De fato, basta
observar que se r = le ®y; € S ®r S satisfaz as condigoes de separabilidade
inyi = lgexs = sz, Vs € S entdo 2/ = ng(xz) ® ¢(y;) € 8" @p S’ satisfaz

3 K3
condicoes idénticas.

Corolario 2.9 EM, (A) E ¢ separdvel sobre ¢ (A, G) ~ Ax, G.

Demonstragao: E suficiente mostrar que B é separdavel sobre Ax,G. Claramente,
a multiplicacdo de B induz uma estrutura de D-bimédulo sobre B = D#(KG)* e
uma estrutura de B-bimdédulo sobre B ®p B.

Mostremos entao que f = Z(é#pg) ® (e#py) € B ®p B satisfaz as condigoes

geCG
necessarias para que B seja separavel sobre D. De fato,
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Z(é#pg)(é#pg) = é# Zpg = é#lKG* = 1B7

geG geqG
e desde que Va € A, h € G temos

ah#py = (ah) - (e#pn),
flah) = e#p, @ ahftpr-1g =Y ah#tpy-1y @ e#py-1y = (ah)f.

geG geqG

f(e#pn) = (e#pn) f,

segue que f-b="b-f, Vbe B.
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Capitulo 3

Dualidade para acao parcial de
algebras de Hopf

O nosso objetivo neste capitulo é provar o Teorema 3.1, enunciado a seguir, o
qual caracteriza uma versao, no contexto de agao parcial de algebras de Hopf, do

classico teorema de dualidade devido a R. Blattner e S. Montgomery [3].
Para o enunciado do Teorema 3.1 necessitamos de alguma preparacao.

Seja (H, A€, S) uma K-dlgebra de Hopf, livre de posto finito como K-mddulo

e A uma K-algebra. Assumiremos que H age parcialmente sobre A.
Recordemos (ver segoes 1.2 e 1.3) que:

(i) A® H tem uma estrutura de K-algebra com multiplicacdo dada por:

Va,b € A, h,g € H com A(h) =Y hy, @ hy,.

(ii) O produto smash parcial A#H = (A® H)(14® 1) é a K—algebra gerada

pelos elementos de A ® H da forma:

(@a®@h)(1a®1y) =Y alhy -1a)® i, Va € A h e H.

(iii) (H*, A, €, Si) é uma K-algebra de Hopf e a antipoda S, é bijetiva.
(iv) H é um H*-modulo algebra a esquerda (resp. a direita) via a agao:
Fh=) f(hihi (vespho— f =3 f(hi)hi,).

Vfe H* he€ Hcom A(h) => hj; ® hs.
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(v) A® H e A#H sdo H*-mdédulos édlgebra a esquerda via as respectivas agoes:
fo(a®@h)=a®(f =h) e

f > ((CL(X) h)lA) = f > (Z a(hi1 ’ 1A) & hlz) - Za<hi1 ’ 1A) & (f - hiz)v

i A

Vaec Ahe He f e H.

Recordemos também os seguintes homomorfismo e anti-homomorfismo de K-

algebras, respectivamente (ver Lema 1.2.9):
(i) \: H#H* — Endg(H) dado por:

Ah#tf)  k— h(f — k),Yh,k € H, f € H".

(ii) p: H*#H — Endg(H) dado por:

p(f#h) + k — (k — f)h,Yh,k € H, f € H".

Finalmente, consideremos os seguintes homomorfismos de K-modulos:

(i) V: H#H* — A® Endg(H) dada por:

U(httf) = 14 @ N(h#tf),Yh € H, f € H*.

(i) ¢ : A — A® Endg(H) dada por:
o(a) = Z(xl -a) @ p(S7H (pi)#1y),Va € A.

=1

(i) ¢ : A®@ H#H* — A ® Endg(H) dada por:

O(a @ h#f)=d(a)V(h#f),Yae A,he H, f € H".

Agora estamos em condigoes de enunciar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.1 A aplicagao ® é um homomorfismo nao unitirio de K-dlgebras e

O(A#H#H*) C e(A® Endk(H))e, onde e é o idempotente de AQ Endyx(H) dado

pore= (x;-14) ® p(S; (i) © 1n1).

i=1

33



Para a demonstracao deste teorema necessitamos de alguns resultados auxiliares.
Lema 3.2 A aplicacdo ¢ € um homomorfismo nao unitirio de K-dlgebras.

Demonstracao: E suficiente mostrar que ¢ é multiplicativa. E Va,b € A temos:

n

> (i (ab) @ p (S (i) #11) =

i=1

- zn; (;_:1 cy (g - a) (2 - b)) ®p (S5 () #1u)
_ k;l (zx-a) (z,-b) @ p (S;l <§; cig,zpz-) #1H>
_ gn;l (z-a) @ p (S5 (pr * 1) #1p)
_ Z (2 - @) (20-5) @ p (ST (pr) ST (pr) #11)
_ Z (o1 @) (0 ) @ p (S (o) #1ar) (S (pr) #11))
_ ;:_1 (z - a) (21-0) @ p (S (pe) #1m) p (S (p) #1k)
_ (i (- a) @ p (S (pk>#1H)> (i (z-b)®p (S, (pz)#lH)>
— b@o0).
Lema 3.3

(1) Ah# f)plg#1n) = Zp 9s:#1)A((h = S(9s,))#[), Vh € H, e, f,g € H".

(i) (La) W (A )0 Z¢> i a)W(hi#f). Ya€ A, heH, feH".

Demonstragao:

(i) Primeiro mostramos que

p(F#Lm) XA (k#1g) = A (k= fo,) #1a) p (fu# 1), Yk € H.
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De fato, Vm € H temos:

(p (FA#L) X (kL)) () = p (F#1i) (N (kL) (m)
= p(f#1n) (k (1g- = m))
= p(f#Ln) (km) = ((km) = ) L
= (km) = f = (km),, f((km),,)
= Zkhmlzf(kjlmh)
gl

= Z kj2ml2ft1 (kji) ft? (mll)

j7l7t

= Z kj2ft1 (kj1) mu, ft, (mh)
g,l.t

= Z(k;l_ftl)(m;ftz)
= Z/\((k;fn)#lH*)p(ftz#lH) (m).

Agora, aplicando este resultado obtido acima temos que:
Z (gsz#lH) (h 5951#1H*) =

Z A (( = 59s) = (952)q1> #1H*> p <(952)q2 #1H> :

Vale Z A((h = Sgs,) “ (gsn)ar) #1m+) p ((9s2)@u# 1) = A (h# 1) p (9#1n) -

De fato,

A (h# 1) p(9#1m) (k) = AN (h#lm-) (p(9#1n) (K))
= XN(h#lg-) (k= g)1n)
= A (h#lH )( )

= A(h#ly-) ijzg J1>
= Zg( JI)A(h#lH ) (kjy)

J
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= Zg (kjl) h (1H* - ka)
J
= > g(k) h(ky),, Lae ((k),,) -
7,7
Por outro lado,

Y A= 595) = (952)0) #1) p ((952) e #Lw) () =

- ZA ((h = 50) = (922)a) #1-) (0 ((952)os#110) (K))

= Zq A(((h = 5gs,) = (9sa)q) #1u+) (K = (9s2)g2)

= zq: A(((h = 59s,) = (9s2)a) #1+) (Kj2 (95 )gr (Fji))

= gws»@ (ki) A (B = Sg3) = (922)a) #12-) ()

= gws»@ (ki) (B = S94,) = (95a)ar) (L= = )

= Z (9oa)as (ki) (B = S90) = (90a)ar) (i), e ((Ria),)

- Z (9oa)as (i) (hizS g (i) = (952)a) (ki) Lo ((Kia),,)

- Z<g> (3.) 89, (hiy) (hsy = (902)as) (ki) T ((B),,)

= ]qZ (9s2)as (Kji) Sgsy (hiy) (hiz)p, (9s2)an ((hm)pl) (kja),, La- ((Kj,),.)
= “’i (9s2)an (krj1 (hz-z)pl) 89 (hiy) (hiy),, (ko) L= ((kj),,)
- Z (9os)ar (K (hiz)y, ) G (S (i) (i), (R, T ((K),,)
- Zg (K i)y S (i) (i), Gr)y, L (),,)

- Z 90539 (B, S (1)) (i), (), L (B),)

- Z 9 (k) g (i), S (i), ) B (ki) Lt (),,)
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= Zg (k1) g (€ (hiy) 1ar) By (Kjy), Lie ((Rjo),,)

Z7J7T

= Zg (kji) g (1H) € (hll) hiz (k]é)rl 1H* ((ka)m)

2,J,r
= > ki) h(kp),, Lu- ((ki),,) -
2,J,r

Similarmente,

NAa#tf) p (L #k) = > 0 (Lot (oo = k) A (Lt fr,)-

A(Lu#f) p (L-#k) (m) =
= A(1g#f) (p (Ly#k) (m))
= AN(1u#f) (m — 1g)k

= N(1u#f) (Zm,21H m;, ) )

= LA W) (k) L ()

= ZlH — k) 1= (my,)

= Z (f = M) L (miy) Y (migh),, f ((misk),, ) Lae (i)

i ij
= Z (mi2>j1 kjlftl <(mi2)j2> ftz (ka) 1H* (mh) .
©,5,t

S o (Lt (fio = B) A (Lt fi,) (m) =

t

= Do (U (s = B Lt (fy = m)

t

= Zp(lH*#(ft2 - k)) (ftl - m)

t

= Zp(lH*# (ftz - k))zmhfh (mlz)

t

= Zp(lH*# (ftg - k)) (mll) ft1 (mlz)
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= Z (miy < 1a<) (fr, = k) fir ()

it

= Z (mil)jQ L <<mi1)j1) kji fro (Kj) fro (may) -

i?.j?t

Finalmente,

A(h#tf) p(g##lu) = A(h#tlg) A (Lu#f) p (9#1n)
= A(h#tlae) p (g##1a) A (Luitf)
= Zp((g@)tll#lH))‘(h’;8981#1H*))‘(1H#f)

= Y p((ge)a#La) X (h — Sgo,#f).

q7s

(ii) Vamos mostrar que a igualdade vale para os elementos bésicos, isto é, se
n

Al(zy) = 2 cfixi ® zj entdo ¢ (1)U (zp#f) ¢ (a) = ilcﬁj¢(xi-a)w(xj#f).
Sejam A (xj) = i 1 @ @y, 1y = i myx., A(p,) :J i my ;P @ p;, temos:
] = =
Z by i a) W (st f) =
_ Z & lz (a1 (i @) @ p (S (pr) 1) | [1a @ A (s )]
_ Z k(- (i 0) @ p (ST () 1) N (1)
— Zt:l (z1- (z:-a) @ p (S () #1m) A (¢ jaipi () #F)
o
_ lz (1 (21 @) @ p (S () #10) A (s — i) #F)
_ ; 2 &y (e 1) (s ) © p (ST () #1m) A (22 — pi) #7)
_ ié‘; (s - 1a) (mew; - a) @ p (ST (ypr) #1m) A (2 — pi) #1)

38



n

n

= > (e Ly) (2 a) @p (ST (s po) #1u) A (2 — pi) #1)

2,r,8,t=1
n

= > mi(zs-1a) (z,-a) @ p (ST (ps) #1n)

i,r,8,t=1

p (ST (pe) #1m) A ((mi — pi) #f)

n

= Z [(xs-lH)@)P(S;l (ps) #1H)]

i,7,8,t=1

(2, - a) @ my,p (ST () #1m) A ((2r = pi) #F)]
= ¢(1) Z (z, - a)@p(S (mtzpt) #1H) ((xr = pi) #f)

i,rt=1

n

= ¢(1) (zr-a) @ p (ST (my i) #1m) A (z — (S (ST (p1))) #£)

= O (@) © Ao (5 () #1n)

= () (xr#f) ¢ (a) .

Agora estamos em condicoes de demonstrar o Teorema 3.1.

Demonstracao do Teorema 3.1. Para qualquer a,b € A, h,k€ He f,g € H*

temos:

Para qualquer a,b € A, h,k € He f,g € H* temos:

O (a@h#tf)@(b@k#tg) = ¢(a)y (h#f) 6 (b)Y (k#g)
= ¢(a) ¢ (1) (h#f) ¢ (b) ¥ (k#g)
= Z¢ b)) (hay# 1) ¥ (k#g)

_ Z¢<a (hiy - ) % ((hiy ) (fg))
= > dlalhs 5) i (= K 9)
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= & (Za(hh D) @ hiy (ft, = k) #fi, * 9)

it

= ®((a®@h)(b® (fr, = k))#fim *9)
= O((a@h)(fi, > (b@K)#fry * )
= O ((a®h#f) (b k#g)).

Logo, ® é um homomorfismo de K-algebras. Além disso temos que

) (1A#7H#H*> = ¢ <1A#1H#1H*)
= ¢(1a) Y (Lu#lu-)
B [Z (- 14) @ p (S7" () #1u) | [La @ A (L#Lp)]

=1
n

= 2 (@i 1) ta @ p (S () #10) A (Lt L)

= Z(Iz 14) @ p (S (90) #1m) A (Liggen+)

= Z (i - 1a) @ p (S (p) #111) Lgnag )
i—1

= S @1 @0 (ST () #ln) e

=1

e, por conseguinte, e é um idempotente. Finalmente, Vy € A#H#H"* temos

@ (7) = @ (Lagmrpn-rLagmpn- ) =@ (7)e € (A Endyc (H)) e. O
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