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Resumo

Nesta dissertação realizamos um estudo sobre dois resultados clássicos da lite-

ratura referentes à dualidade para ação de álgebras de Hopf: a dualidade de Cohen-

Montgomery e a dualidade de Blattner-Montgomery.

No primeiro caso estendemos o resultado de Cohen-Montgomery ao contexto

de ação parcial de grupos e no segundo caso estendemos o resultado de Blattner-

Montgomery ao contexto de ação parcial de álgebras de Hopf.

Esta dissertação foi elaborada tendo como base o artigo de C. Lomp, ”Duality

for partial groups actions”, arXiv: 0711.0849v1[math.RA], 2007.

Abstract

In this dissertation we are concerned with the following two classical results on

duality: the Cohen-Montgomery duality and the Blattner-Montgomery duality; and

we present their corresponding versions in the context of partial action of groups

and partial actions of Hopf algebras, respectively.

The subject of this dissertation is based on the C. Lomp’s paper: ”Duality for

partial group actions”, arXiv: 0711.0849v1 [math.RA], 2007.
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Introdução

O conceito de ação parcial de grupos foi definido pela primeira vez por Ruy Exel

[17] no contexto de álgebras de operadores e tornou-se uma ferramenta poderosa

para o estudo de C∗−álgebras geradas por isometrias parciais sobre um espaço de

Hilbert.

Um primeiro tratamento puramente algébrico sobre o tema foi apresentado por

M. Dokuchaev e R. Exel em [9]. Nesse artigo os autores introduzem pela primeira

vez as noções formais de ação parcial de um grupo sobre uma K−álgebra (K sendo

anel comutativo), de skew anel de grupo parcial e de envolvente global de uma ação

parcial.

O trabalho de Dokuchaev e Exel despertou, em particular, o interesse de vários

algebristas, levando-os a obter novos resultados, relativos à ação parcial de grupos,

no contexto da teoria de anéis tais como [1], [2], [6], [7], [11], [12], [10], [13], [14],

[15], [16], [18], [19] e [25].

A ação parcial de um grupo G sobre uma K−álgebra A induz naturalmente um

determinado tipo de ação do anel do grupo KG sobre A, fato este que deve ter

inspirado e levado S. Caenepeel e K. Janssen [5] a definir as noções de ação parcial

de álgebras de Hopf e de produto smash parcial usando o conceito de estruturas

entrelaçadas parciais. Anteriormente a esse trabalho S. Caenepeel e E. De Groof

[4] já haviam dado os primeiros passos na direção de ação parcial de álgebras de

Hopf, estendendo, em particular, resultados sobre teoria de Galois parcial, obtidos

por Dokuchaev, Ferrero e Paques em [13], ao contexto de coanéis de Galois.

Sobre dualidade no contexto de produtos smash para ação de álgebras de Hopf

há, particularmente, dois resultados clássicos devidos, respectivamente, a M. Cohen

e S. Montgomery [8] e a R.J. Blattner e S. Montgomery [3].

Em [21], C. Lomp trata desses dois resultados no contexto de ação parcial de

grupos e de álgebras de Hopf.
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O conteúdo desta dissertação versa exatamente sobre o trabalho de Lomp.

Esta dissertação está dividida em três caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo tratamos

de resultados preliminares relativos à ação parcial de grupos e skew anel de grupo

parcial (seção 1.1), à ação de álgebras de Hopf e produto smash (seção 1.2) e à ação

parcial de álgebras de Hopf e produto smash parcial (seção 1.3).

O segundo caṕıtulo é dedicado à versão da dualidade de Cohen-Montgomery

para ação parcial de grupos e no terceiro tratamos da versão da dualidade de

Blattner-Montgomery para ação parcial de álgebras de Hopf.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo iremos apresentar as definições e teoremas mais importantes para

o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Ação Parcial de Grupos e Skew Anel de Grupo

Parcial

Em todo este texto K denotará um anel comutativo com unidade 1K , A uma

K-álgebra com unidade 1A e G um grupo com elemento identidade e. Também, em

todo este texto usaremos o śımbolo ⊗, ao invés de ⊗K , para denotar a operação

“produto tensorial sobre K”.

A noção de ação parcial foi introduzida na literatura por R. Exel em [17]. Uma

versão desta noção num contexto puramente algébrico foi dada por M. Dokuchaev

e R. Exel em [9].

Definição 1.1.1 Uma ação parcial de G sobre A é determinada por um par

α = ({Dg}g∈G, {αg}g∈G), onde para cada g ∈ G, Dg é um ideal de A gerado por um

idempotente central 1g e αg : Dg−1 −→ Dg é um isomorfismo de K-álgebras, que

satisfazem as seguintes condições:

(i) De = A e αe = IA,

(ii) αg (Dg−1 ∩Dh) = Dg ∩Dgh, ∀g, h ∈ G,

(iii) αg (αh (x)) = αgh (x), ∀x ∈ Dh−1 ∩D(gh)−1, ∀g, h ∈ G.

Observação 1.1.2 (1) Na definição de ação parcial dada em [9] os ideais Dg,

considerados pelos autores, não são necessariamente gerados por idempotentes.

(2) Se Dg = A, ∀g ∈ G então G age sobre A por K-automorfismos e dizemos
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que α é uma ação global de G sobre A.

O exemplo a seguir nos dá uma fórmula para construir exemplos de ação parcial

de grupos a partir de uma ação global.

Exemplo 1.1.3 Considere B uma K-álgebra, AutK(B) o grupo dos K-automorfis-

mos de B, G um grupo, β : G −→ AutK(B), g 7−→ β(g) = βg, ∀g ∈ G, um

homomorfismo de grupos e A ⊂ B um ideal de B gerado por um idempotente

central 1A. Considere também para cada g ∈ G o ideal de B, Dg = A ∩ βg(A) e

αg = βg |Dg−1 . Claramente Dg é ideal de A e ∀g ∈ G, αg(Dg−1) = βg(Dg−1) =

βg(A ∩ βg−1(A)) = βg(A) ∩ A = Dg, ou seja, αg : Dg−1 −→ Dg é um isomorfismo

de K-álgebras. Além disso, Dg = A1g, com 1g = 1Aβg(1A), ∀g ∈ G.

Afirmamos: α = ({Dg}g∈G, {αg}g∈G) é uma ação parcial de G sobre A.

De fato,

(i) se e denota o elemento identidade de G então βe = β(e) = IB e De =

A ∩ βe(A) = A ∩ IB(A) = A.

(ii) ∀g, h ∈ G,

αg(Dg−1 ∩Dh) = βg(A ∩ βg−1(A) ∩ βh(A))

= βg(A) ∩ A ∩ βgh(A)

= (A ∩ βg(A)) ∩ (A ∩ βgh(A))

= Dg ∩Dgh.

(iii) ∀g, h ∈ G, ∀x ∈ Dg−1 ∩ D(hg)−1 , temos αg(x) ∈ Dg ∩ Dh−1 e, portanto,

αh(αg(x)) = βh(αg(x)) = βh(βg(x)) = βhg(x) = αhg(x).

Observação 1.1.4 De acordo com o Theorem 4.5 de [9] toda ação parcial de grupos,

como definida em 1.1.1, pode ser obtida conforme descrito no Exemplo 1.1.3.

A seguir apresentamos a noção de skew anel de grupo parcial conforme intro-

duzida em [9].

Definição 1.1.5 O skew anel de grupo parcial A∗αG é definido como sendo a soma
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direta
⊕
g∈G

Dgḡ com multiplicação dada por:

(aḡ)
(
bh̄
)

= αg (αg−1 (a) b) gh = aαg (b1g−1) gh,

para todo a ∈ Dg, b ∈ Dh e g, h ∈ G.

Observação 1.1.6 Se α é uma ação global de G sobre A então A ∗αG é um skew

anel de grupo e será denotado simplesmente A ∗G.

Os lemas apresentados a seguir serão de grande utilidade para a demonstração

dos resultados do caṕıtulo 2.

Para qualquer g ∈ G definimos a aplicação K−linear · : KG
⊗

A → A, com

g ⊗ a 7−→ g · a := αg (a1g−1) ,∀a ∈ A.

Lema 1.1.7 A aplicação K-linear · conforme definida acima satisfaz as seguintes

propriedades:

(i) g · 1A = 1g, ∀g ∈ G.

(ii) g · (1g−11h) = 1g1gh, ∀g, h ∈ G.

(iii) e · a = a, ∀a ∈ A.

(iv) g · (ab) = (g · a)(g · b), ∀a, b ∈ A, ∀g ∈ G.

(v) g · (h · a) = ((gh) · a)1g = (g · 1A)((gh) · a), ∀a ∈ A, ∀g, h ∈ G.

(vi) g · (g−1 · a) = a1g = (g · 1A)a, ∀a ∈ A, ∀g ∈ G.

(vii) (g · a)b = g · (a(g−1 · b)), ∀a, b ∈ A, ∀g ∈ G.

Demonstração: (i) g · 1A = αg(1A1g−1) = αg(1g−1) = 1g.

(ii) Desde que 1Dg−1∩Dh
= 1g−11h e αg : Dg−1 −→ Dg é um isomorfismo de

K-álgebras, então g · 1g−11h = g · 1Dg−1∩Dh
= 1g·(Dg−1∩Dh) = 1Dg∩Dgh

= 1g1gh.

(iii) e · a = αe(a1e−1) = IA(a1A) = a.

(iv) g · (ab) = αg(ab1g−1) = αg(a1g−1b1g−1) = αg(a1g−1)αg(b1g−1) = (g · a)(g · b).
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(v)

g · (h · a) = αg(αh(a1h−1)1g−1) = αg(αh(a1h−1)1h1g−1)

= αg(αh(a1h−1)αh(1h−11(gh)−1)) = αg(αh(a1h−11(gh)−1))

= αgh(a1h−11(gh)−1) = αgh(a1(gh)−1)αgh(1h−11(gh)−1)

= αgh(a1(gh)−1)1gh1g = αgh(a1(gh)−1)1g

= (g · 1A)((gh) · a).

(vi) g · (g−1 · a) = (e · a)1g = (g · 1A)a.

(vii) (g · a)b = αg(a1g−1)b = αg(a1g−1)1gb = αg(aαg−1(b1g)) = g · (a(g−1 · b)).

Lema 1.1.8 g · a = 0 ⇐⇒ a ∈ A (1A − 1g−1) ,∀a ∈ A, ∀g ∈ G.

Demonstração: Note que a = a1g−1 + a (1A − 1g−1) . Logo, g · a = 0 ⇔

αg (a1g−1) = 0 ⇔ a1g−1 = 0 ⇔ a = a (1A − 1g−1) ∈ A (1A − 1g−1) .

Observação 1.1.9 Observemos que com a notação g · a conforme introduzida

acima, a multiplicação em A ∗α G pode ser reescrita da seguinte maneira:

(aḡ)(bh̄) = a(g · b)gh, ∀a ∈ Dg, b ∈ Dh, g, h ∈ G.

1.2 Álgebra de Hopf e Produto Smash

Definição 1.2.1 Uma K-álgebra de Hopf é uma quádrupla (H,∆, ε, S), onde:

(i) H é uma K-álgebra.

(ii) ∆ : H −→ H ⊗ H e ε : H −→ K são homomorfismos de K-álgebras que

satisfazem as seguintes condições:

(∆⊗ IH) ◦∆ = (IH ⊗∆) ◦∆ e

(ε⊗ IH) ◦∆ = 1K ⊗ IH e (IH ⊗ ε) ◦∆ = IH ⊗ 1K .

(iii) S : H −→ H é um anti-homomorfismo de K-álgebras, chamado ant́ıpoda,

que satisfaz a seguinte condição:
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µ ◦ (S ⊗ IH) ◦∆ = 1Hε = µ ◦ (IH ⊗ S) ◦∆,

com µ : H ⊗H −→ H a multiplicação de H.

Observações 1.2.2 (1) Usaremos no texto as notações (H,∆, ε, S) ou simples-

mente H para referir-se a uma K-álgebra de Hopf.

(2) As condições em (ii) e (iii) da definição de uma K-álgebra de Hopf podem

ser descritas na forma:

∆(hl) = ∆(h)∆(l), ∆(1H) = 1H⊗H = 1H ⊗ 1H ,

ε(hk) = ε(h)ε(l), ε(1H) = 1K ,∑
i,j

(hi1)j1 ⊗ (hi1)j2 ⊗ hi2 =
∑
i,j

hi1 ⊗ (hi2)j1 ⊗ (hi2)j2 ,∑
i

ε(hi1)hi2 = h =
∑

i

hi1S(hi2),∑
i

S(hi1)hi2 = ε(h)1H =
∑

i

hi1S(hi2),

∀h, l ∈ H, com ∆(h) =
∑

i

hi1 ⊗ hi2, ∆(hi1) =
∑

j

(hi1)j1 ⊗ (hi1)j2 e ∆(hi2) =∑
j

(hi2)j1 ⊗ (hi2)j2 .

Lema 1.2.3 Assuma que H é uma K-álgebra de Hopf finitamente gerada como

K-módulo. Então a ant́ıpoda S é bijetiva.

Demonstração: É suficiente provar que S é sobrejetiva [24, Theorem VI.15]

ou, equivalentemente, que S = S ⊗ IK : H ⊗ K −→ H ⊗ K, com K = K/M, é

sobrejetiva, para todo ideal maximal M de K [20, Lemma 1.3.5].

Agora, é fácil ver que (H = H ⊗K,∆, ε, S) é também uma K-álgebra de Hopf

com ∆ : H −→ H⊗KH dado por ∆(h⊗1K) =
∑

i

(hi1⊗1K)⊗K (hi2⊗1K), ∀h ∈ H

com ∆(h) =
∑

i

hi1 ⊗ hi2 , ε = ε⊗ IK e S = S ⊗ IK .

Além disso H é uma K-álgebra de dimensão finita, pois H é um K-módulo

finitamente gerado.
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Logo, S é bijetiva ([23, Theorem 2.1.3] ou [22, Theorem 4.2]) e a demonstração

está completa.

Exemplos 1.2.4 Há inúmeros exemplos de álgebras de Hopf na literatura. Aqui,

destacaremos apenas três, que são de particular interesse para o contexto desta

dissertação.

(1) Se (H,∆, ε, S) é K-álgebra de Hopf livre de posto finito como K-módulo,

então (H∗ = HomK(H,K),∆∗, ε∗, S∗) também é uma K-álgebra de Hopf livre e

de mesmo posto como K-módulo. A multiplicação em H∗ é dada pelo ”produto

convolução”

f ∗ g = µ ◦ (f ⊗ g) ◦∆,

∀f, g ∈ H∗, com µ : H ⊗ H −→ H a multiplicação de H. O elemento identidade

para essa operação é 1H∗ = ε.

∆∗, ε∗ e S∗ são dadas pelas aplicações duais de ∆, ε e S respectivamente, isto é,

∆∗(f) =
∑

i

fi1 ⊗ fi2 ⇐⇒ f(xy) =
∑

i

fi1(x)fi2(y), ∀f ∈ H∗, x, y ∈ H.

ε∗(f) = f(1H), ∀f ∈ H∗ e S∗(f) = f ◦ S, ∀f ∈ H∗.

Se {x1, . . . , xn} ⊂ H e {p1, . . . , pn} ⊂ H∗ são as respectivas bases duais de H

e H∗, isto é, pi(xj) = δi,j, ∀1 ≤ i, j ≤ n, então é fácil ver que existem constantes

estruturais cik,l, m
i
k,l ∈ K, 1 ≤ i, k, l ≤ n tais que:

(i) xkxl =
n∑

i=1

mi
k,lxi e ∆(xi) =

n∑
k,l=1

cik,lxk ⊗ xl.

(ii) pk ∗ pl =
n∑

i=1

cik,lpi e ∆∗(pi) =
n∑

k,l=1

mi
k,lpk ⊗ pl.

(2) Para qualquer grupo G, a álgebra do grupo KG é uma K-álgebra de Hopf

com ∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1K e S(g) = g−1, ∀g ∈ G.

(3) Se G for um grupo finito, então a K-álgebra KG∗ = HomK(KG,K) também

é uma K-álgebra de Hopf. Este é um exemplo particular da situação geral consid-

erada em (1). Se {pg | g ∈ G} ⊂ KG∗ é a base (dual) de KG∗, então temos
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que:

(i) a multiplicação ∗ é dada por

pg ∗ ph = δg,hpg = ph ∗ pg,∀g, h ∈ G,

ou seja, os elementos pg, g ∈ G, são idempotentes ortogonais dois a dois,

(ii) o elemento identidade é dado por 1H∗ = ε =
∑
g∈G

pg,

(iii) ∆(pg) =
∑
hl=g

ph ⊗ pl, ∀g ∈ G,

(iv) ε∗(pg) = pg(1KG) = pg(e) = δe,g, ∀g ∈ G, onde e denota o elemento identi-

dade de G.

(v) S∗(pg) = pg−1, ∀g ∈ G.

Para a definição do produto smash, necessitamos antes definir a noção de H-

módulo álgebra.

Definição 1.2.5 Sejam H uma K-álgebra de Hopf e A uma K-álgebra. Dizemos

que A é um H-módulo álgebra à esquerda se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) A é um H-módulo à esquerda via h⊗ a 7−→ h · a,∀a ∈ A,∀h ∈ H,

(ii) h · (ab) =
∑

i

(hi1 · a)(hi2 · b), ∀a, b ∈ A e h ∈ H com ∆(h) =
∑

i

hi1 ⊗ hi2 ,

(iii) h · 1A = ε(h)1A, ∀h ∈ H.

A noção de H-módulo álgebra à direita se define de maneira análoga.

Exemplos 1.2.6 (1) Se A é uma K-álgebra e G é um grupo de K-automorfismos

de A então A é um KG-módulo álgebra à esquerda via g ·a = g(a), ∀a ∈ A, ∀g ∈ G.

(2) Se A é uma K-álgebra graduada por um grupo finito G, isto é, existem K-

submódulos Ag de A, g ∈ G, tais que A = ⊕g∈GAg e AgAh ⊆ Agh, então A é um

KG∗-módulo álgebra à esquerda via

pg · A = Ag,∀g ∈ G.
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E reciprocamente, se A é um KG∗-módulo álgebra à esquerda então A é G-gra-

duada.

(3) Toda K-álgebra de Hopf H, que é K-módulo livre de posto finito, é um

H∗-módulo álgebra à esquerda (resp. à direita), via f ⇀ h =
∑

i

f(hi2)hi1 (resp.

h ↼ f =
∑

i

hi2f(hi1)), ∀f ∈ H∗ e h ∈ H com ∆(h) =
∑

i

hi1 ⊗ hi2 .

(4) Se H é uma K-álgebra de Hopf, que é K-módulo livre de posto finito, então

H∗ é um H-módulo álgebra à esquerda (resp. à direita) via (h ⇀ f) : g 7−→ f(gh)

(resp. (f ↽ h) : g 7−→ f(gS(h))), ∀f ∈ H∗, g, h ∈ H.

(5) Sejam A uma K-álgebra e H uma K-álgebra de Hopf. Se H é K-módulo

livre de posto finito então A⊗H é H∗-módulo álgebra à esquerda via

f B (a⊗ h) = a⊗ (f ⇀ h), ∀a ∈ A, h ∈ H, f ∈ H∗.

Definição 1.2.7 Sejam H uma K-álgebra de Hopf e A um H-módulo álgebra à

esquerda. A K-álgebra produto smash A#H é definida da seguinte forma:

(i) A#H = A⊗H como K−módulos,

(ii) a multiplicação em A#H é dada por:

(a#h)(b#k) =
∑

i

a(hi1 · b)#hi2k

∀a, b ∈ A, h, k ∈ H com ∆(h) =
∑
i

hi1 ⊗ hi2 .

Para um H-módulo álgebra à direita A define-se um correspondente produto

smash H#A de forma similar.

Exemplos 1.2.8 (1) Se A é um H-módulo álgebra à esquerda via a ação trivial

h · a = ε(h)a, ∀a ∈ A, h ∈ H, então A#H ' A ⊗ H como K-álgebras. De fato,

basta observar que

(a#h)(b#k) =
∑
i

a(hi1 · b)#hi2k =
∑
i

aε(hi1)b#hi2k

= ab#
∑
i

ε(hi1)hi2k = ab#hk, ∀a, b ∈ A, ∀h, k ∈ K
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(2) Se A é um KG-módulo álgebra então é fácil ver que G age sobre A por

K-automorfismos de A, ou seja, existe um homomorfismo de grupos β : G −→

AutK(A), g 7−→ βg, tal que βg(a) = g · a, ∀g ∈ G, ∀a ∈ A.

E neste caso A#KG é naturalmente isomorfo ao skew anel de grupo A ∗G.

(3) Se G é um grupo finito e A é um KG∗-módulo álgebra então a multiplicação

em A#KG∗ pode ser descrita, fazendo uso da base dual {pg | g ∈ G} de KG∗, na

seguinte forma:

(a#pg)(b#ph) =
∑
kl=g

a(pk · b)#pl ∗ ph =
∑
kl=g

a(pk · b)#δl,hph = a(pgh−1 · b)#ph.

(4) Sejam H uma K-álgebra de Hopf e A um H-módulo álgebra à esquerda. Se

H é um K−módulo livre de posto finito então A#H é um H∗-módulo álgebra à

esquerda via f B (a#h) = a#(f ⇀ h), ∀a ∈ A, h ∈ H, f ∈ H∗, e podemos então

considerar o produto smash A#H#H∗.

Lema 1.2.9 Seja H uma K-álgebra de Hopf e assuma que H é K-módulo livre

de posto finito. Então a aplicação λ : H#H∗ −→ EndK(H) (resp. ρ : H∗#H −→

EndK(H)) dada por λ(h#f)(k) = (f ⇀ k)h (resp. ρ(f#h)(k) = h(k ↼ f)),

∀h, k ∈ H, f ∈ H∗, é um homomorfismo (resp. anti-homomorfismo) de K-álgebras.

Demonstração: Consideremos {x1, . . . , xn} ⊂ H e {p1, . . . , pn} ⊂ H∗ bases (du-

ais) de H e H∗ respectivamente.

(i) Sejam ∆ (xj′) =
n∑

r,q=1

cj
′

q,rxq ⊗ xr e ∆ (xk) =
n∑

s,t=1

cks,txs ⊗ xt. Então,

λ ((xj#pi) (xj′#pi′)) (xk) = λ

(
n∑

k,l=1

xjm
i
k,l (pk ⇀ xj′) #pl ∗ pi′

)
(xk)

=
n∑

k,l=1

mi
k,lλ (xj (pk ⇀ xj′) #pl ∗ pi′) (xk)

=
n∑

k,l=1

mi
k,lxj (pk ⇀ xj′) (pl ∗ pi′ ⇀ xk)
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=
n∑

k,l=1

mi
k,lxj

n∑
r,q=1

cj
′

q,rxqpk (xr)
n∑

s,t=1

cks,txspl ∗ pi′ (xt)

=
n∑

k,l=1

mi
k,lxj

n∑
r,q=1

xqpk (xr)
n∑

s,t=1

cks,txs

n∑
p=1

cpl,i′pp (xt)

=
n∑

k,l=1

mi
k,lxj

n∑
q=1

cj
′

q,kxq

n∑
s,t=1

cks,txsc
t
l,i′

=
n∑

k,l,q,s,t=1

mi
k,lc

j′

q,kc
k
s,tc

t
l,i′xjxqxs.

Por outro lado,

λ (xj#pi)λ (xj′#pi′) (xk) = λ (xj#pi) (λ (xj′#pi′) (xk))

= λ (xj#pi) (xj′ (pi′ ⇀ xk))

= λ (xj#pi)

(
xj′

n∑
s,t=1

cks,txspi′ (xt)

)

= λ (xj#pi)

(
xj′

n∑
s,t=1

cks,txspi′ (xt)

)

=
n∑

s,t=1

cks,tpi′ (xt)λ (xj#pi) (xj′xs)

=
n∑

s,t=1

cks,tpi′ (xt)xj (pi ⇀ xj′xs)

=
n∑

s,t=1

cks,tpi′ (xt)xj

n∑
k,l=1

mi
k,l (pk ⇀ xj′) (pl ⇀ xs)

=
∑

mi
k,lc

k
s,tc

j′

q,rc
s
u,vpi′ (xt) pk (xr) pl (xv)xjxqxu

=
n∑

s,k,l,q,u=1

mi
k,lc

k
s,i′c

j′

q,kc
s
u,lxjxqxu.

Portanto, λ ((xj#pi) (xj′#pi′)) = λ (xj#pi)λ (xj′#pi′).

Além disso, λ (1H#H∗) = 1EndK(H) = IH . De fato, ∀1 ≤ k ≤ n temos:

λ (1H#H∗) (xk) = λ (1H#1H∗) (xk) = 1H (1H∗ ⇀ xk) = 1H∗ ⇀ xk

=
n∑

s,t=1

cks,txs1H∗ (xt) =
n∑

s,t=1

cks,txsεH (xt) = xk = IH (xk) .
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(ii) Note que ∆(pi) =
n∑

t,l=1

mi
t,lpt ⊗ pl. Então,

ρ (pi#xi′) ρ (pj#xj′) (xk) = ρ (pi#xi′) (ρ (pj#xj′) (xk))

= ρ (pi#xi′) ((xk ↼ pj)xj′)

= (((xk ↼ pj)xj′) ↼ pi)xi′

=
n∑

t,l=1

mi
t,l ((xk ↼ pj) ↼ pt) (xj′ ↼ pl)xi′

=
n∑

t,l=1

mi
t,l (xk ↼ pj ? pt) (xj′ ↼ pl)xi′ .

Por outro lado,

ρ ((pj#xj′) (pi#xi′)) (xk) = ρ

(
n∑

t,l=1

mi
t,lpj ? pt# (xj′ ↼ pl)xi′

)
(xk)

=
n∑

t,l=1

mi
t,lρ (pj ? pt# (xj′ ↼ pl)xi′) (xk)

=
n∑

t,l=1

mi
t,l (xk ↼ pj ? pt) (xj′ ↼ pl)xi′ .

Portanto, ρ (pi#xi′) ρ (pj#xj′) = ρ ((pj#xj′) (pi#xi′)).

Finalmente mostremos que ρ preserva unidade. De fato, ∀1 ≤ k ≤ n temos:

ρ (1H∗#H) (xk) = ρ (1H∗#1H) (xk) = (xk ↼ 1H∗) 1H

=
n∑

p,q=1

ckp,qxq1H∗ (xp) 1H =
n∑

p,q=1

ckp,qxq1H∗ (xp)

=
n∑

p,q=1

ckp,qxqεH (xp) = xk = IH (xk) .

A demonstração está completa.

Este trabalho foi motivado básicamente pelos seguintes dois resultados clássicos

sobre dualidade para ação de álgebras de Hopf.

Teorema 1.2.10 (Cohen - Montgomery duality, [8]). Sejam K um anel comu-

tativo, A uma K-álgebra e G um grupo finito de ordem n, agindo sobre A por
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K-automorfismos de A. Então (A ∗G)#KG∗ é isomorfo à K−álgebra de matrizes

Mn(A).

Teorema 1.2.11 (Blattner - Montgomery duality, [3]). Sejam K um corpo, H

uma K-álgebra de Hopf de dimensão finita n e A um H-módulo à esquerda. Então

A#H#H∗, A#H∗#H e Mn(A) são K-álgebras isomorfas.

1.3 Ação Parcial de Álgebras de Hopf e Produto

Smash parcial

A noção de ação parcial de álgebras de Hopf foi introduzida pela primeira vez

na literatura por S. Caenepeel e K. Janssen [5] e foi inspirada pela ação parcial de

grupos. Efetivamente o modelo de inspiração desses autores se encontra no seguinte

exemplo:

Exemplo 1.3.1 Sejam K um anel comutativo, A uma K-álgebra, G um grupo

e α = ({Dg}g∈G, {αg}g∈G) uma ação parcial de G sobre A, conforme definida na

seção 1.1. Neste caso, cada Dg é uma K−álgebra com elemento identidade 1g,

Dg = A1g e αg : Dg−1 −→ Dg é um isomorfismo de K-álgebras. Esta ação parcial

α de G sobre A induz naturalmente a seguinte aplicação K-linear · : KG⊗A −→ A,

g ⊗ a 7−→ g · a := αg(a1g−1), ∀a ∈ A, ∀g ∈ G. Decorre do Lema 1.1.7 que esta

aplicação K-linear satisfaz, em particular,

(i) g · (ab) = (g · a)(g · b),

(ii) 1KG · a = a,

(iii) g · (h · a) = (g · 1A)(gh · a), ∀a, b ∈ A, g, h ∈ G.

Definição 1.3.2 Sejam K anel comutativo, A uma K-álgebra e H uma K-álgebra

de Hopf. Uma ação parcial de H sobre A é uma aplicação K-linear · : H⊗A −→ A,

h⊗ a 7−→ h · a, que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) h · (ab) =
∑

i

(hi1 · a)(hi2 · b),
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(ii) 1H · a = a,

(iii) h · (l · a) =
∑

i

(hi1 · 1A)((hi2l) · a),

∀a, b ∈ A, ∀h, l ∈ H, com ∆(h) =
∑

i

hi1 ⊗ hi2.

Observação 1.3.3 Notemos que (ii) e (iii) generalizam a noção de H-módulo. De

fato, se a ação · de H sobre A fosse global, isto é, se a propriedade h · 1A = ε(h)1A,

∀h ∈ H, também fosse satisfeita então de (iii) teŕıamos

h · (l · a) =
∑

i

(hi1 · 1A)((hi2l) · a) =
∑

i

ε(hi1)1A((hi2l) · a)

= ((
∑

i

ε(hi1)hi2)l) · a

= (hl) · a,

∀a ∈ A, ∀h, l ∈ H, com ∆(h) =
∑

i

hi1 ⊗ hi2 .

Conforme vimos no Exemplo 1.3.1, se α é uma ação parcial (não global) de um

grupo G sobre uma K-álgebra A, então

· : KG⊗ A −→ A, g ⊗ a 7−→ g · a = αg(a1g−1)

é uma ação parcial da K-álgebra de Hopf KG sobre A, a qual também não é global

pois g · 1A = 1g 6= 1A = ε(g)1A, ∀g ∈ G, g 6= e.

Aparentemente, este parece ser o único exemplo, até agora conhecido, de ação

de álgebra de Hopf parcial (não global).

Dados A e H como na Definição 1.3.2, dizemos também que H age parcialmente

sobre A e que A é um H-módulo álgebra parcial (à esquerda).

Definição 1.3.4 (Produto Smash Parcial). Sejam H uma K-álgebra de Hopf e A

um H-módulo álgebra parcial via

· : H ⊗ A −→ A, h⊗ a 7−→ h · a,∀a ∈ A, h ∈ H

Consideremos sobre o A-módulo à esquerda A⊗H a multiplicação (associativa)

(a⊗ h)(b⊗ l) =
∑

i

a(hi1 · b)⊗ hi2l,
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∀a, b ∈ A, h, l ∈ H, com ∆(h) =
∑

i

hi1 ⊗ hi2 .

O produto smash parcial de H sobre A é definido como sendo a K-subálgebra

de A⊗H dada por A#H = (A⊗H)(1A⊗ 1H), isto é, a K-subálgebra gerada pelos

elementos da forma ∑
i

a(hi1 · 1A)⊗ hi2 ,

∀a ∈ H, h ∈ H, com ∆(h) =
∑

i

hi1 ⊗ hi2 .

Exemplo 1.3.5 Sejam A uma K-álgebra, G um grupo e α = ({Dg}g∈G, {αg}g∈G)

uma ação parcial de G sobre A. Então, a aplicação

θ : A ∗α G −→ A#KG

tal que
∑

g

agḡ 7−→
∑

g

ag⊗g =
∑

g

ag(g ·1A)⊗g, é um isomorfismo de K-álgebras.

De fato, desde que (aḡ)(bh̄) = aαg(b1g−1)gh temos θ((aḡ)(bh̄)) = aαg(b1g−1)⊗ gh =

a(g·b)⊗gh = (a⊗g)(b⊗h), ∀a ∈ Dg, b ∈ Dh e g, h ∈ G. Ou seja, θ é homomorfismo

de K-álgebras.

Claramente θ é sobrejetor e, como A⊗KG é um A-módulo à esquerda livre com

base {1A ⊗ g | g ∈ G} então
∑

g

ag ⊗ g = 0 se e somente se ag = 0, ∀g ∈ G, ou

seja, θ é injetor.

Conclúımos esta seção mostrando que se a K-álgebra de Hopf H, vista como

K-módulo, é livre de posto finito, então o produto smash parcial A#H é um H∗-

módulo álgebra à esquerda e que, portanto, o produto smash (A#H)#H∗ também

pode ser considerado.

Recordemos que se H é assumida ser de posto finito como K-módulo livre, então

H é H∗-módulo álgebra à esquerda via f ⇀ h =
∑

i

f(hi2)hi1 , ∀f ∈ H∗, ∀h ∈ H

com ∆(h) =
∑

i

hi1 ⊗ hi2 .

Proposiçaõ 1.3.6 Assuma que H é uma K-álgebra de Hopf, livre de posto finito

como K-módulo, agindo parcialmente sobre uma K-álgebra A. Então a K-álgebra
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A⊗H (conforme definida em 1.3.4) é um H∗-módulo álgebra, via

f B a⊗ h 7−→ a⊗ (f ⇀ h),∀a ∈ A,∀h ∈ H, ∀f ∈ H∗

e A#H é um H∗-submódulo álgebra.

Demonstração: Dados a, b ∈ A, f, g ∈ H∗ e h, l ∈ H com ∆(h) =
∑

i

hi1 ⊗ hi2 ,

∆(hi1) =
∑

j

(hi1)j1 ⊗ (hi1)j2 , ∆(l) =
∑

k

lk1 ⊗ lk2 e ∆∗(f) =
∑

t

ft1 ⊗ ft2 , temos

f B (g B a⊗ h) = a⊗ (f ⇀ (g ⇀ h))

= a⊗ f ⇀ (
∑

i

g(hi2)hi1)

= a⊗
∑
i,j

g(hi2)f((hi1)j2)(hi1)j1

= a⊗
∑
i,j

g((hi2)j2)f((hi2)j1)hi1

= a⊗
∑

i

(f ∗ g)(hi2)hi1

= a⊗ ((f ∗ g) ⇀ h)

= (f ∗ g) B a⊗ h.

f B (a⊗ h)(b⊗ l) = f B
∑

i

a(hi1 · b)⊗ hi2l

=
∑

i

a(hi1 · b)⊗ (f ⇀ (hi2l))

=
∑
i,j,k

a(hi1 · b)⊗ f((hi2)j2lk2)(hi2)j1lk1

=
∑
i,j,k,t

a(hi1 · b)⊗ ft1((hi2)j2)ft2(lk2)(hi2)j1lk1

=
∑
i,j,k,t

a(hi1 · b)⊗ (ft1((hi2)j2)(hi2)j1)(ft2(lk2)lk1)

=
∑
i,j,t

aft1((hi2)j2)hi1 · b⊗ (hi2)j1(ft2 ⇀ l)

=
∑
i,j,t

aft1(hi2)(hi1)j1 · b⊗ (hi1)j2(ft2 ⇀ l)

=
∑
i,t

(a⊗ ft1(hi2)hi1)(b⊗ (ft2 ⇀ l))
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=
∑

t

(a⊗ (ft1 ⇀ h))(b⊗ (ft2 ⇀ l))

=
∑

t

(ft1 B (a⊗ h))(ft2 B (b⊗ l)).

Além disso,

1H∗ B a⊗ h = ε B a⊗ h = a⊗ (ε ⇀ h)

=
∑

i

a⊗ ε(hi2)hi1 = a⊗ h,

e,

f B 1A⊗H = f B 1A ⊗ 1H = 1A ⊗ (f ⇀ 1H)

= 1A ⊗ f(1H)1H = f(1H)1A ⊗ 1H

= ε∗(f)1A⊗H .

Portanto, A ⊗ H é um H∗-módulo álgebra à esquerda. Resta provar que

A#H é um H∗-submódulo, ou seja, que H∗ B A#H ⊂ A#H.

Mas isto é imediato, desde que

f B (a⊗ h)(1A ⊗ 1H) =
∑

t

ft1 B (a⊗ h)(ft2 B (1A ⊗ 1H))

=
∑

t

(a⊗ (ft1 ⇀ h))(1A ⊗ (ft2 ⇀ 1H))

=
∑

t

(a⊗ (ft1 ⇀ h))(1A ⊗ ft2(1H)1H)

=
∑

t

(a⊗ (ft1 ⇀ h))(1A ⊗ ε∗(ft2)1H)

=
∑

t

(a⊗ (ε∗(ft2)ft1 ⇀ h))(1A ⊗ 1H)

= (a⊗ (f ⇀ h))(1A ⊗ 1H) ∈ A#H,

∀f ∈ H∗, ∀a ∈ A, ∀h ∈ H.
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Caṕıtulo 2

Dualidade para Ação Parcial de
Grupos

Sejam K um anel comutativo, A uma K-álgebra, G um grupo finito e α uma

ação parcial de G sobre A.

Nosso objetivo neste caṕıtulo é estabelecer a versão parcial da dualidade de

Cohen-Montgomery para o produto smash (A∗αG)#KG∗. Começaremos por provar

a seguinte proposição.

Proposição 2.1 D = A ∗α G é um KG∗-módulo álgebra via a ação

KG∗⊗D −→ D, dada por ph ⊗ aḡ 7−→ ph . aḡ = δg,haḡ,

para todo g, h ∈ G, a ∈ Dg.

Demonstração: Note que para todo g, h, l ∈ G e para todo a ∈ Dg e b ∈ Dh

temos:

(i) pl . (ph . aḡ) = δg,hpl . (aḡ) = δg,hδg,laḡ. Logo se g = l então pl . (ph . aḡ) =

δg,haḡ = (pl ? ph) . aḡ. E se g 6= l então pl . (ph . aḡ) = 0 = (pl ? ph) . aḡ. Portanto,

pl . (ph . aḡ) = (pl ? ph) . aḡ.

(ii) 1KG∗ B aḡ =
∑

h

ph B aḡ =
∑

h

δg,haḡ = aḡ.

(iii) pl B ((aḡ)(bh̄)) = pl B a(g · b)ḡh = a(g · b)δl,ghḡh = δl,gh(aḡ)(bh̄) e∑
tt′=l

(pt B aḡ)(pt′ B bh̄) =
∑
tt′=l

(δg,taḡ)(δh,t′bh̄). Desde que ∀t, t′ ∈ G tal que tt′ = l,

δg,t 6= 0 e δh,t′ 6= 0 ⇐⇒ t = g e t′ = h ⇐⇒ l = tt′ = gh ⇐⇒ δl,gh 6= 0, temos então

pl B ((aḡ)(bh̄)) =
∑
tt′=l

(pt B ag)(pt′ B bh).

(iv) ph B 1D = ph B (1Aē) = δe,h1Aē = ε∗(ph)1D.

Podemos então obter o produto smash D#KG∗, o qual é uma K-álgebra com
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multiplicação dada por (ver Exemplo 1.2.8 (3)):

(aḡ#ph)
(
bk̄#pl

)
= (aḡ)(phl−1 B bk̄)#pl

= (aḡ)(δhl−1bk̄)#pl

= a (g · b) gk#δh,klpl,

∀a, b ∈ A, g, h, k, l ∈ G.

Denotemos B = D#KG∗. O elemento identidade de B é: 1B = 1D#1KG∗ =

1Aē#
∑
h∈G

ph =
∑
h∈G

1Aē#ph.

Seja n a ordem de G e denotemos por (ag,h)g,h∈G os elementos de Mn(A), isto

é as matrizes n × n com coeficientes em A. Em particular as matrizes (δg,h)g,h∈G

serão denotadas por Eg,h.

O lema seguinte será utilizado para demonstrar a próxima proposição.

Lema 2.2 Quaisquer que sejam g, h, l ∈ G, a, b ∈ A tem-se:

l−1 ·
(
(gh)−1 · (a (g · b))

)
=

(
(hl)−1 ·

(
g−1 · a

)) (
l−1 ·

(
h−1 · b

))
.

Demonstração: De fato,

l−1 ·
(
(gh)−1 · (a (g · b))

)
= l−1 ·

[(
(gh)−1 · a

) (
(gh)−1 · (g · b)

)]
= l−1 ·

[
((gh) · a)

((
h−1g−1

)
· (g · b)

)]
= l−1 ·

[(
(gh)−1 · a

) ((
h−1g−1g

)
· b
)
1(gh)−1

]
= l−1 ·

[(
(gh)−1 · a

) (
h−1 · b

)
1(gh)−1

]
= l−1 ·

[(
(gh)−1 · a

) (
h−1 · b

)]
=

[
l−1 ·

(
(gh)−1 · a

)] [
l−1 ·

(
h−1 · b

)]
=

(
(ghl)−1 · a

)
1l−1

(
(hl)−1 · b

)
1l−1

=
(
(ghl)−1 · a

) (
(hl)−1 · b

)
1l−1

=
(
(ghl)−1 · a

)
1(hl)−1

(
(hl)−1 · b

)
1l−1

=
[
(hl)−1 ·

(
g−1 · a

)] [
l−1 ·

(
h−1 · b

)]
,
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conforme queŕıamos demonstrar.

Proposição 2.3 A aplicação: φ : B −→Mn (A) dada por∑
g,h∈G

ag,hḡ#ph 7−→
∑

g,h∈G

h−1 ·
(
g−1 · ag,h

)
Egh,h

é um homomorfismo não unitário de K-álgebras.

Demonstração: É suficiente mostrar que φ é multiplicativa. De fato, para todo

g, h, l, k ∈ G, a ∈ Dg, b ∈ Dk temos:

φ
(
(aḡ#ph)

(
bk̄#pl

))
= φ

(
a (g · b) gk#δh,klpl

)
= l−1 ·

(
(gk)−1 · (a (g · b))

)
Egkl,lδh,kl

=
(
(kl)−1 ·

(
g−1 · a

)) (
l−1 ·

(
k−1 · b

))
Egh,hEkl,lδh,kl

=
(
h−1 ·

(
g−1 · a

)) (
l−1 ·

(
k−1 · b

))
Egh,hEkl,l

=
[(
h−1 ·

(
g−1 · a

))
Egh,h

] [(
l−1 ·

(
k−1 · b

))
Ekl,l

]
= φ (aḡ#ph)φ

(
bk̄#pl

)
,

o que conclui a demonstração.

Proposição 2.4 Ker (φ) =
⊕

g,h∈G

A (1A − 1gh) 1gḡ#ph.

Demonstração: Seja γ =
∑

g,h∈G

ag,hḡ#ph ∈ Ker (φ). Se φ

(∑
g,h∈G

ag,hḡ#ph

)
= 0

segue que
∑

g,h∈G

h−1 ·
(
g−1 · ag,h

)
Egh,h = 0, ou seja, h−1 · (g−1 · ag,h) = 0, ∀g, h ∈ G.

Logo, pelo Lema 1.1.8. temos:

g−1 · ag,h ∈ A (1A − 1h) ∩Dg−1 = A (1A − 1h) 1g−1

e conseqüentemente

ag,h = g ·
(
g−1 · ag,h

)
∈ A(g · ((1A − 1h) 1g−1)).

Além disso, desde que

g · ((1A − 1h) 1g−1) = g · (1g−1 − 1h1g−1) = 1g − 1g1gh
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temos

ag,h ∈ A (1g − 1g1gh) = A (1A − 1gh) 1g.

Portanto, γ ∈
⊕

g,h∈G

A (1A − 1gh) 1gḡ#ph.

Rećıprocamente, desde que A (1A − 1gh) 1g = A(g · ((1A − 1h) 1g−1)) =

A (g · (1A − 1h)) 1g = A(g · (1A − 1h)), então ∀a ∈ A, ∀g, h ∈ G, temos:

φ (ag · (1A − 1h) ḡ#ph) = h−1 ·
(
g−1 · (ag · (1A − 1h))

)
Egh,h

= h−1 ·
((
g−1 · a

)
(1A − 1h) 1g−1

)
Egh,h

= [h−1 ·
(
g−1 · a

)
][h−1 · ((1A − 1h) 1g−1)]Egh,h

= h−1 ·
(
g−1 · a

)
0 = 0,

conforme Lema 1.1.8. Portanto,
⊕

g,h∈G

A (1A − 1gh) 1gḡ#ph = Ker (φ) .

Corolário 2.5 φ restrita a A?αG é injetora, ou seja, A?αG ' φ(A?αG) ⊆Mn(A).

Demonstração: Comecemos por observar que ∀a ∈ Dg, g ∈ G, temos:

aḡ1B = aḡ1D#1KG∗

= aḡ

(∑
h∈G

1Aē#ph

)
=

∑
h∈G

a (g · 1A) ḡe#ph

=
∑
h∈G

a1gḡ#ph

=
∑
h∈G

aḡ#ph,

ou seja, A ?α G imerge em B = A ?α G#KG∗ via:

aḡ 7−→ aḡ1B =
∑
h∈G

aḡ#ph,∀g ∈ G, ∀a ∈ Dg.

Agora, se x ∈ (A ∗α G)∩Ker (φ) temos x =
∑
h∈G

(∑
g∈G

agḡ

)
#ph e φ (x) = 0 ou,

equivalentemente, ag ∈ A (1A − 1gh) 1g, ∀g, h ∈ G. Em particular, se h = e temos

que ag ∈ A (1A − 1g) 1g = 0, ∀g ∈ G.
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A seguir vamos descrever φ (B) como subálgebra de Mn (A) .

Seja γ =
∑

g,h∈G

ag,hḡ#ph um elemento qualquer de (A ?α G) #KG∗ = B. Então,

φ (γ) =
∑

g,h∈G

h−1 ·
(
g−1 · ag,h

)
Egh,h

=
∑

g,h∈G

(
(gh)−1 · ag,h

)
1h−1Egh,h

=
∑

g,h∈G

(
(gh)−1 · ag,h

)
1(gh)−11h−1Egh,h

=
∑
r,s∈G

(
r−1 · ars−1,s

)
1r−11s−1Er,s

= (br,s1r−11s−1)r,s∈G

com br,s = r−1 · ars−1,s, ∀r, s ∈ G.

Proposição 2.6 φ (B) =
{

(bg,h1g−11h−1)
g,h∈G

| (bg,h)g,h∈G ∈Mn (A)
}
. Em par-

ticular, φ (B) = EMn (A)E, com E =
∑
g∈G

1g−1Eg,g um idempotente central de

Mn(A).

Demonstração: Notemos que dado (bg,h)g,h∈G ∈Mn (A) temos:

E(bg,h)g,h∈GE = (
∑
l∈G

1l−1El,l)(
∑
g,h

bg,hEg,h)(
∑
k∈G

1k−1Ek,k)

=
∑

g,h,k,l∈G

bg,h1l−11k−1El,lEg,hEk,k

=
∑

g,h∈G

bg,h1g−11h−1Eg,h

= (bg,h1g−11h−1)
g,h∈G

.

Logo, do que já vimos anteriormente ao enunciado desta proposição, temos

φ (B) ⊂ EMn (A)E.

Reciprocamente, observemos inicialmente que pela definição de ação parcial de

grupo temos que ∀g, h ∈ G, Dg ∩ Dgh = αg (Dg−1 ∩Dh). Então Dg−1 ∩ Dh−1 =

αg−1 (Dg ∩Dgh−1). Logo, dado b ∈ A existe a ∈ A tal que:

b1g−11h−1 = αg−1 (a1gh−11g) = g−1 · (a1gh−1)
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e portanto,

φ
(
a1g1gh−1

(
gh−1

)
#ph

)
= h−1 ·

((
hg−1

)
· (a1g1gh−1)

)
Eg,h

= g−1 · (a1g1gh−1) 1h−1Eg,h

= g−1 · (a1gh−1) 1g−11h−1Eg,h

= g−1 · (a1gh−1) 1h−1Eg,h

= b1g−11h−11h−1Eg,h

= b1g−11h−1Eg,h.

Disto segue que ∀ (bg,h)g,h∈G ∈Mn (A) existem ag,h ∈ A, g, h ∈ G tais que:

φ

(∑
g,h∈G

ag,h1g1gh−1

(
gh−1

)
#ph

)
=
∑

g,h∈G

bg,h1g−11h−1Eg,h = (bg,h)g,h∈G,

ou seja, φ (B) = EMn (A)E.

Observação 2.7 Note que E é a imagem do elemento identidade de B, pois,

φ (1B) = φ

(∑
h∈G

1Aē#ph

)
=
∑
h∈G

h−1 ·
(
e−1 · 1A

)
Eeh,h

=
∑
h∈G

h−1 · (e · 1A)Eh,h =
∑
h∈G

(
h−1 · 1A

)
1h−1Eh,h

=
∑
h∈G

1h−11h−1Eh,h =
∑
h∈G

1h−1Eh,h = E.

As últimas proposições implicam nosso resultado principal nesta seção.

Teorema 2.8 (A ∗α G) #KG∗ ' Ker (φ)× EMn (A)E.

Demonstração: Observemos que

B = (⊕g,h∈GA(1A − 1gh)1gḡ#ph)⊕ (⊕g,h∈GA1gh1gḡ#ph) = Ker(φ)⊕ I,

com I = ⊕g,h∈GA1gh1gḡ#ph.

Além disso I é um ideal de B pois, ∀bk̄#pl ∈ B e ∀a1gh1gḡ#ph ∈ I temos,

(a1gh1gḡ#ph)
(
bk̄#pl

)
= a1gh1g (g · b) gk#δh,klpl = a1gh1g (g · b) gkδh,kl#pl
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= a1gh(g · b)(gk · δh,kl)gk#pl =

 0 ∈ I, se h 6= kl

a(g · b)1gkl1gkgk#pl ∈ I, se h = kl

Analogamente,(
bk̄#pl

)
(a1gh1gḡ#ph) = b (k · a1gh1g) = kg#δl,ghph

= b (k · (a (1k−11gh) (1k−11g))) kg#δl,ghph = b (k · a) 1k1kgh1kgkg#δl,ghph

= b (k · a) 1kgh1kgkgδl,gh#ph =

 0 ∈ I, se l 6= gh

b(k · a)δl,gh1kgh1kgkg#ph ∈ I, se l = gh

Finalmente, desde que EMn(A)E = φ(B) = φ(Kerφ
⊕

I) = φ(I), temos

B ' Kerφ× I ' Kerφ× EMn(A)E,

o que conclui a demonstração.

Finalizamos este caṕıtulo mostrando que a K-álgebra EMn(A)E é em particular

uma extensão separável de φ(A ∗α G) ' A ∗α G.

Dado uma extensão de anéis R ⊆ S dizemos que S é separável sobre R se existe

x =
m∑

i=1

xi ⊗ yi ∈ S ⊗R S tal que xs = sx, ∀s ∈ S e
m∑

i=1

xiyi = 1S.

É fácil ver que se ϕ : S −→ S ′ é um homomorfismo de anéis sobrejetor e S é

separável sobre R então S ′ = ϕ(S) é separável sobre R′ = ϕ(R). De fato, basta

observar que se x =
∑

i

xi ⊗ yi ∈ S ⊗R S satisfaz as condições de separabilidade∑
i

xiyi = 1S e xs = sx, ∀s ∈ S então x′ =
∑

i

ϕ(xi) ⊗ ϕ(yi) ∈ S ′ ⊗R′ S ′ satisfaz

condições idênticas.

Corolário 2.9 EMn (A)E é separável sobre φ (A ∗α G) ' A ∗α G.

Demonstração: É suficiente mostrar que B é separável sobre A∗αG. Claramente,

a multiplicação de B induz uma estrutura de D-bimódulo sobre B = D#(KG)∗ e

uma estrutura de B-bimódulo sobre B ⊗D B.

Mostremos então que f =
∑
g∈G

(ē#pg) ⊗ (ē#pg) ∈ B ⊗D B satisfaz as condições

necessárias para que B seja separável sobre D. De fato,
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∑
g∈G

(ē#pg)(ē#pg) = ē#
∑
g∈G

pg = ē#1KG∗ = 1B,

e desde que ∀a ∈ A, h ∈ G temos

ah̄#ph = (ah̄) · (ē#ph),

f(ah̄) =
∑
g∈G

ē#pg ⊗ ah̄#ph−1g =
∑
g∈G

ah̄#ph−1g ⊗ ē#ph−1g = (ah̄)f.

e

f(ē#ph) = (ē#ph)f ,

segue que f · b = b · f , ∀b ∈ B.
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Caṕıtulo 3

Dualidade para ação parcial de
álgebras de Hopf

O nosso objetivo neste caṕıtulo é provar o Teorema 3.1, enunciado a seguir, o

qual caracteriza uma versão, no contexto de ação parcial de álgebras de Hopf, do

clássico teorema de dualidade devido a R. Blattner e S. Montgomery [3].

Para o enunciado do Teorema 3.1 necessitamos de alguma preparação.

Seja (H,∆, ε, S) uma K-álgebra de Hopf, livre de posto finito como K-módulo

e A uma K-álgebra. Assumiremos que H age parcialmente sobre A.

Recordemos (ver seções 1.2 e 1.3) que:

(i) A⊗H tem uma estrutura de K-álgebra com multiplicação dada por:

(a⊗ h)(b⊗ g) =
∑

i

a(hi1 · b)⊗ hi2g,

∀a, b ∈ A, h, g ∈ H com ∆(h) =
∑

i

hi1 ⊗ hi2 .

(ii) O produto smash parcial A#H := (A⊗H)(1A⊗ 1H) é a K−álgebra gerada

pelos elementos de A⊗H da forma:

(a⊗ h)(1A ⊗ 1H) =
∑

i

a(hi1 · 1A)⊗ hi2 , ∀a ∈ A, h ∈ H.

(iii) (H∗,∆∗, ε∗, S∗) é uma K-álgebra de Hopf e a ant́ıpoda S∗ é bijetiva.

(iv) H é um H∗-módulo álgebra à esquerda (resp. à direita) via a ação:

f ⇀ h =
∑

i

f(hi2)hi1 (resp.h ↼ f =
∑

i

f(hi1)hi2),

∀f ∈ H∗, h ∈ H com ∆(h) =
∑
i

hi1 ⊗ hi2.
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(v) A⊗H e A#H são H∗-módulos álgebra à esquerda via as respectivas ações:

f B (a⊗ h) = a⊗ (f ⇀ h) e

f B ((a⊗ h)1A) = f B (
∑

i

a(hi1 · 1A)⊗ hi2) =
∑

i

a(hi1 · 1A)⊗ (f ⇀ hi2),

∀a ∈ A, h ∈ H e f ∈ H∗.

Recordemos também os seguintes homomorfismo e anti-homomorfismo de K-

álgebras, respectivamente (ver Lema 1.2.9):

(i) λ : H#H∗ −→ EndK(H) dado por:

λ(h#f) : k 7−→ h(f ⇀ k),∀h, k ∈ H, f ∈ H∗.

(ii) ρ : H∗#H −→ EndK(H) dado por:

ρ(f#h) : k 7−→ (k ↼ f)h,∀h, k ∈ H, f ∈ H∗.

Finalmente, consideremos os seguintes homomorfismos de K-módulos:

(i) Ψ : H#H∗ −→ A⊗ EndK(H) dada por:

Ψ(h#f) = 1A ⊗ λ(h#f),∀h ∈ H, f ∈ H∗.

(ii) φ : A −→ A⊗ EndK(H) dada por:

φ(a) =
n∑

i=1

(xi · a)⊗ ρ(S−1
∗ (pi)#1H),∀a ∈ A.

(iii) Φ : A⊗H#H∗ −→ A⊗ EndK(H) dada por:

Φ(a⊗ h#f) = φ(a)Ψ(h#f),∀a ∈ A, h ∈ H, f ∈ H∗.

Agora estamos em condições de enunciar o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 3.1 A aplicação Φ é um homomorfismo não unitário de K-álgebras e

Φ(A#H#H∗) ⊂ e(A⊗EndK(H))e, onde e é o idempotente de A⊗EndK(H) dado

por e =
n∑

i=1

(xi · 1A)⊗ ρ(S−1
∗ (pi)⊗ 1H).
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Para a demonstração deste teorema necessitamos de alguns resultados auxiliares.

Lema 3.2 A aplicação φ é um homomorfismo não unitário de K-álgebras.

Demonstração: É suficiente mostrar que φ é multiplicativa. E ∀a, b ∈ A temos:

n∑
i=1

(xi · (ab))⊗ ρ
(
S−1
∗ (pi) #1H

)
=

=
n∑

i=1

(
n∑

k,l=1

cik,l (xk · a) (xl · b)

)
⊗ ρ

(
S−1
∗ (pi) #1H

)
=

n∑
k,l=1

(xk · a) (xl · b)⊗ ρ

(
S−1
∗

(
n∑

i=1

cik,lpi

)
#1H

)

=
n∑

k,l=1

(xk · a)⊗ ρ
(
S−1
∗ (pk ∗ pl) #1H

)
=

n∑
k,l=1

(xk · a) (xl · b)⊗ ρ
(
S−1
∗ (pl)S

−1
∗ (pk) #1H

)
=

n∑
k,l=1

(xk · a) (xl · b)⊗ ρ
((
S−1
∗ (pl) #1H

) (
S−1
∗ (pk) #1H

))
=

n∑
k,l=1

(xk · a) (xl · b)⊗ ρ
(
S−1
∗ (pk) #1H

)
ρ
(
S−1
∗ (pl) #1H

)
=

(
n∑

k=1

(xk · a)⊗ ρ
(
S−1
∗ (pk) #1H

))( n∑
l=1

(xl · b)⊗ ρ
(
S−1
∗ (pl) #1H

))
= φ (a)φ (b) .

Lema 3.3

(i) λ(h#f)ρ(g#1H) =
∑

s

ρ(gs2#1H)λ((h ↼ S(gs1))#f), ∀h ∈ H, e, f, g ∈ H∗.

(ii) φ(1A)Ψ(h#f)φ(a) =
∑

i

φ(hi1 · a)Ψ(hi2#f), ∀a ∈ A, h ∈ H, f ∈ H∗.

Demonstração:

(i) Primeiro mostramos que

ρ (f#1H)λ (k#1H∗) =
∑

t

λ ((k ↼ ft1) #1H∗) ρ (ft2#1H), ∀k ∈ H.
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De fato, ∀m ∈ H temos:

(ρ (f#1H)λ (k#1H∗)) (m) = ρ (f#1H) (λ (k#1H∗) (m))

= ρ (f#1H) (k (1H∗ ⇀ m))

= ρ (f#1H) (km) = ((km) ↼ f) 1H

= (km) ↼ f =
∑

i

(km)i2
f
(
(km)i1

)
=

∑
j,l

kj2ml2f (kj1ml1)

=
∑
j,l,t

kj2ml2ft1 (kj1) ft2 (ml1)

=
∑
j,l,t

kj2ft1 (kj1)ml2ft2 (ml1)

=
∑

t

(k ↼ ft1) (m ↼ ft2)

=
∑

t

λ ((k ↼ ft1) #1H∗) ρ (ft2#1H) (m) .

Agora, aplicando este resultado obtido acima temos que:∑
s

ρ (gs2#1H)λ (h ↼ Sgs1#1H∗) =

=
∑
s,q

λ
((

(h ↼ Sgs1) ↼ (gs2)q1

)
#1H∗

)
ρ
(
(gs2)q2

#1H

)
.

Vale
∑
s,q

λ (((h ↼ Sgs1) ↼ (gs2)q1) #1H∗) ρ ((gs2)q2#1H) = λ (h#1H∗) ρ (g#1H) .

De fato,

λ (h#1H∗) ρ (g#1H) (k) = λ (h#1H∗) (ρ (g#1H) (k))

= λ (h#1H∗) ((k ↼ g) 1H)

= λ (h#1H∗) (k ↼ g)

= λ (h#1H∗)

(∑
j

kj2g (kj1)

)
=

∑
j

g (kj1)λ (h#1H∗) (kj2)
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=
∑

j

g (kj1)h (1H∗ ⇀ kj2)

=
∑
j,r

g (kj1)h (kj2)r1
1H∗

(
(kj2)r2

)
.

Por outro lado,∑
s,q

λ (((h ↼ Sgs1) ↼ (gs2)q1) #1H∗) ρ ((gs2)q2#1H) (k) =

=
∑
s,q

λ (((h ↼ Sgs1) ↼ (gs2)q1) #1H∗) (ρ ((gs2)q2#1H) (k))

=
∑
s,q

λ (((h ↼ Sgs1) ↼ (gs2)q1) #1H∗) (k ↼ (gs2)q2)

=
∑
s,q,j

λ (((h ↼ Sgs1) ↼ (gs2)q1) #1H∗) (kj2(gs2)q2 (kj1))

=
∑
s,q,j

(gs2)q2 (kj1)λ (((h ↼ Sgs1) ↼ (gs2)q1) #1H∗) (kj2)

=
∑
s,q,j

(gs2)q2 (kj1) ((h ↼ Sgs1) ↼ (gs2)q1) (1H∗ ⇀ kj2)

=
∑
s,q,j,r

(gs2)q2 (kj1) ((h ↼ Sgs1) ↼ (gs2)q1) (kj2)r1
1H∗

(
(kj2)r2

)
=

∑
i,j,q,r,s

(gs2)q2 (kj1) (hi2Sgs1 (hi1) ↼ (gs2)q1) (kj2)r1
1H∗

(
(kj2)r2

)
=

∑
i,j,q,r,s

(gs2)q2 (kj1)Sgs1 (hi1) (hi2 ↼ (gs2)q1) (kj2)r1
1H∗

(
(kj2)r2

)
=

∑
i,j,p,q,r,s

(gs2)q2 (kj1)Sgs1 (hi1) (hi2)p2
(gs2)q1

(
(hi2)p1

)
(kj2)r1

1H∗
(
(kj2)r2

)
=

∑
i,j,p,q,r,s

(gs2)q1

(
kj1 (hi2)p1

)
Sgs1 (hi1) (hi2)p2

(kj2)r1
1H∗

(
(kj2)r2

)
=

∑
i,j,p,q,r,s

(gs2)q1

(
kj1 (hi2)p1

)
gs1 (S (hi1)) (hi2)p2

(kj2)r1
1H∗

(
(kj2)r2

)
=

∑
i,j,p,r

g
(
kj1 (hi2)p1

S (hi1)
)

(hi2)p2
(kj2)r1

1H∗
(
(kj2)r2

)
=

∑
i,j,p,r

g (kj1) g
(
(hi2)p1

S (hi1)
)

(hi2)p2
(kj2)r1

1H∗
(
(kj2)r2

)
=

∑
i,j,p,r

g (kj1) g
(
(hi1)p2

S (hi1)p1

)
hi2 (kj2)r1

1H∗
(
(kj2)r2

)

36



=
∑
i,j,r

g (kj1) g (ε (hi1) 1H)hi2 (kj2)r1
1H∗

(
(kj2)r2

)
=

∑
i,j,r

g (kj1) g (1H) ε (hi1)hi2 (kj2)r1
1H∗

(
(kj2)r2

)
=

∑
i,j,r

g (kj1)h (kj2)r1
1H∗

(
(kj2)r2

)
.

Similarmente,

λ (1H#f) ρ (1H∗#k) =
∑

t

ρ (1H∗# (ft2 ⇀ k))λ (1H#ft1).

λ (1H#f) ρ (1H∗#k) (m) =

= λ (1H#f) (ρ (1H∗#k) (m))

= λ (1H#f) (m ↼ 1H∗) k

= λ (1H#f)

(∑
i

mi21H∗ (mi1) k

)
=

∑
i

λ (1H#f) (mi2k) 1H∗ (mi1)

=
∑

i

1H (f ⇀ mi2k) 1H∗ (mi1)

=
∑

i

(f ⇀ mi2k) 1H∗ (mi1)
∑
i,j

(mi2k)j1
f
(
(mi2k)j2

)
1H∗ (mi1)

=
∑
i,j,t

(mi2)j1
kj1ft1

(
(mi2)j2

)
ft2 (kj2) 1H∗ (mi1) .

E, ∑
t

ρ (1H∗# (ft2 ⇀ k))λ (1H#ft1) (m) =

=
∑

t

ρ (1H∗# (ft2 ⇀ k)) 1H (ft1 ⇀ m)

=
∑

t

ρ (1H∗# (ft2 ⇀ k)) (ft1 ⇀ m)

=
∑

t

ρ (1H∗# (ft2 ⇀ k))
∑
i,t

mi1ft1 (mi2)

=
∑
i,t

ρ (1H∗# (ft2 ⇀ k)) (mi1) ft1 (mi2)
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=
∑
i,t

(mi1 ↼ 1H∗) (ft2 ⇀ k) ft1 (mi2)

=
∑
i,j,t

(mi1)j2
1H∗

(
(mi1)j1

)
kj1ft2 (kj2) ft1 (mi2) .

Finalmente,

λ (h#f) ρ (g#1H) = λ (h#1H∗)λ (1H#f) ρ (g#1H)

= λ (h#1H∗) ρ (g#1H)λ (1H#f)

=
∑
q,s

ρ ((gs2)q1#1H)λ (h ↼ Sgs1#1H∗)λ (1H#f)

=
∑
q,s

ρ ((gs2)q1#1H)λ (h ↼ Sgs1#f) .

(ii) Vamos mostrar que a igualdade vale para os elementos básicos, isto é, se

∆ (xk) =
n∑

i,j=1

cki,jxi ⊗ xj então φ (1) Ψ (xk#f)φ (a) =
n∑

i,j=1

cki,jφ (xi · a) Ψ (xj#f).

Sejam ∆ (xl) =
n∑

s,t=1

cls,txs ⊗ xt, xtxi =
n∑

r=1

mr
t,ixr, ∆ (pr) =

n∑
t,i=1

mr
t,ipt ⊗ pi, temos:

n∑
i,j=1

cki,jφ (xi · a) Ψ (xj#f) =

=
n∑

i,j=1

cki,j

[
n∑

l=1

(xl · (xi · a))⊗ ρ
(
S−1
∗ (pl) #1H

)]
[1A ⊗ λ (xj#f)]

=
n∑

i,j,l=1

cki,j (xl · (xi · a))⊗ ρ
(
S−1
∗ (pl) #1H

)
λ (xj#f)

=
n∑

i,j,l=1

(xl · (xi · a))⊗ ρ
(
S−1
∗ (pl) #1H

)
λ
(
cki,jxjpi (xi) #f

)
=

n∑
i,l=1

(xl · (xi · a))⊗ ρ
(
S−1
∗ (pl) #1H

)
λ ((xk ↼ pi) #f)

=
n∑

i,l=1

n∑
s,t=1

cls,t (xs · 1H) (xtxi · a)⊗ ρ
(
S−1
∗ (pl) #1H

)
λ ((xk ↼ pi) #f)

=
n∑

i,l,s,t=1

(xs · 1H) (xtxi · a)⊗ ρ
(
S−1
∗
(
cls,tpl

)
#1H

)
λ ((xk ↼ pi) #f)
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=
n∑

i,s,t=1

(xs · 1H) (xtxi · a)⊗ ρ
(
S−1
∗ (ps ∗ pt) #1H

)
λ ((xk ↼ pi) #f)

=
n∑

i,r,s,t=1

(xs · 1H) (xr · a)⊗ ρ
(
S−1
∗ (ps ∗ pt) #1H

)
λ ((xk ↼ pi) #f)

=
n∑

i,r,s,t=1

mr
t,i (xs · 1H) (xr · a)⊗ ρ

(
S−1
∗ (ps) #1H

)
ρ
(
S−1
∗ (pt) #1H

)
λ ((xk ↼ pi) #f)

=
n∑

i,r,s,t=1

[
(xs · 1H)⊗ ρ

(
S−1
∗ (ps) #1H

)]
[
(xr · a)⊗mr

t,iρ
(
S−1
∗ (pt) #1H

)
λ ((xk ↼ pi) #f)

]
= φ (1)

n∑
i,r,t=1

(xr · a)⊗ ρ
(
S−1
∗
(
mr

t,ipt

)
#1H

)
λ ((xk ↼ pi) #f)

= φ (1)
n∑

i,r,t=1

(xr · a)⊗ ρ
(
S−1
∗
(
mr

i,tpi

)
#1H

)
λ
(
xk ↼

(
S∗
(
S−1
∗ (pt)

))
#f
)

= φ (1)
n∑

r=1

(xr · a)⊗ λ (xk#f) ρ
(
S−1
∗ (pr) #1H

)
= φ (1) Ψ (xk#f)φ (a) .

Agora estamos em condições de demonstrar o Teorema 3.1.

Demonstração do Teorema 3.1. Para qualquer a, b ∈ A, h, k ∈ H e f, g ∈ H∗

temos:

Para qualquer a, b ∈ A, h, k ∈ H e f, g ∈ H∗ temos:

Φ (a⊗ h#f) Φ (b⊗ k#g) = φ (a)ψ (h#f)φ (b)ψ (k#g)

= φ (a)φ (1)ψ (h#f)φ (b)ψ (k#g)

=
∑

i

φ (a)φ (hi1 · b)ψ (hi2#f)ψ (k#g)

=
∑

i

φ (a (hi1 · b))ψ ((hi2#f) (k#g))

=
∑
i,t

φ (a (hi1 · b))ψ (hi2 (ft1 ⇀ k) #ft2 ∗ g)
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= Φ

(∑
i,t

a (hi1 · b)⊗ hi2 (ft1 ⇀ k) #ft2 ∗ g

)
= Φ((a⊗ h)(b⊗ (ft1 ⇀ k))#ft2 ∗ g)

= Φ((a⊗ h)(ft1 B (b⊗ k))#ft2 ∗ g)

= Φ ((a⊗ h#f) (b⊗ k#g)) .

Logo, Φ é um homomorfismo de K-álgebras. Além disso temos que

Φ
(
1A#H#H∗

)
= Φ (1A#1H#1H∗)

= φ (1A)ψ (1H#1H∗)

=

[
n∑

i=1

(xi · 1A)⊗ ρ
(
S−1
∗ (pi) #1H

)]
[1A ⊗ λ (1H#1H∗)]

=
n∑

i=1

[
(xi · 1A) 1A ⊗ ρ

(
S−1
∗ (pi) #1H

)
λ (1H#1H∗)

]
=

n∑
i=1

(xi · 1A)⊗ ρ
(
S−1
∗ (pi) #1H

)
λ (1H#H∗)

=
n∑

i=1

(xi · 1A)⊗ ρ
(
S−1
∗ (pi) #1H

)
1EndK(H)

=
n∑

i=1

(xi · 1A)⊗ ρ
(
S−1
∗ (pi) #1H

)
= e.

e, por conseguinte, e é um idempotente. Finalmente, ∀γ ∈ A#H#H∗ temos

Φ (γ) = Φ
(
1A#H#H∗γ1A#H#H∗

)
= eΦ (γ) e ∈ (A⊗ EndK (H)) e.
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