
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL

INSTITUTO DE MATEMÁTICA

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇ�O EM MATEMÁTICA

COMPACTIFICAÇÕES DIFERENCIÁVEIS EM

ESPAÇOS SIMÉTRICOS DE TIPO N�O COMPACTO

FÉLIX NIETO CACAIS

PORTO ALEGRE, ABRIL DE 2017



Dissertação submetida por Félix Nieto Ca
ais

1


omo requisito par
ial para a

obtenção do grau de Mestre em Matemáti
a pelo Programa de Pós-Graduação em

Matemáti
a do Instituto de Matemáti
a da Universidade Federal do Rio Grande do

Sul.

Ban
a Examinadora

Prof. Dr. Álvaro Krüger Ramos (PPGMat-UFRGS)

Profa. Dra. Patrí
ia Kruse Klaser (PPGMat-UFRGS)

Prof. Dr. Samuel Volkweis Leite (UFRGS)

Profa. Dra. Miriam Teli
hevesky (Orientadora, PPGMat-UFRGS)

Data de Defesa: 05/04/2017.

1

Bolsista da Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nível Superior (CNPq).



Agrade
imentos

Primeiro quero agrade
er ao programa de Pós-Graduação em Matemáti
a da

UFRGS pela a
olhida e a CNPq (Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de

Nível Superior) pelo in
entivo �nan
eiro, à professora Miriam Teli
hevesky por não

apenas ter-me orientado, senão por ser a responsável da maior parte da minha

formação 
omo mestre, pois foi minha professora durante todo o mestrado.

También quiero dar gra
ias a Dios por su generosidad a lo largo de mi vida y por

esta oportunidad. Igualmente agradez
o a mi familia por el apoyo in
ondi
ional en

todos los años que he dedi
ado a mi forma
ión, en espe
ial a mi madre Doris Maria

Ca
ais Caleño y mi padre Ernesto Nieto porque han sido (serán) mi motiva
ión día

tras día.

Por supuesto quiero dar gra
ias a mi 
ompañera, mi amiga, mi novia... Natalia

Vanessa Ramirez Peña. Han pasado ya mu
hos años desde que a partir de un


afé pensamos en que era posible estudiar juntos fuera de nuestro país, ahora ese

pensamiento �utópi
o� superó la realidad y nos muestra un futuro que no es menos

fá
il, pero que nuestras manos juntas muy unidas, 
ontinuarán 
onstruyendo.

i



Resumo

Neste trabalho estudaremos alguns resultados propostos por Benoit Kloe
kner

[Kl2℄ em sua tese de doutorado. Apresentamos prin
ipalmente a prova da não-

existên
ia de 
ompa
ti�
ações diferen
iáveis de Hadamard em espaços simétri
os de

tipo não-
ompa
to de posto k ≥ 2.

Palavras-
have: Variedades de Hadamard; Bordo assintóti
o; Espaço simé-

tri
o; Posto; Compa
ti�
ações diferen
iáveis de Hadamard.
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Abstra
t

In this dissertation we will study some results proposed by Benoit Kloe
kner [Kl2℄

in his do
toral thesis. We mainly present the proof of non-existen
e of diferentiable

Hadamard 
ompa
ti�
ations in symmetri
 spa
es of non
ompa
t type of rank ≥ 2.

Keywords: Hadamard manifolds; Asymptoti
 boundary; Symmetri
 spa
e;

Rank; Di�erentiable Hadamard 
ompa
ti�
ation.
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Introdução

No �nal do sé
ulo dezenove e 
omeço do vinte são bem 
onhe
idos os avanços na

geometria Riemanniana, tais avanços têm permitido o desenvolvimento de 
ampos

de pesquisa 
omo as variedades de 
urvatura negativa, as quais são um dos eixos

fundamentais na geometria e sua 
onstante evolução. Neste sentido vale a pena

men
ionar 
omo exemplo o teorema de Hadamard:

Teorema 0.0.1 (Teorema de Hadamard). SejaM variedade Riemanniana 
ompleta

simplesmente 
onexa 
om 
urvatura se

ional k 6 0. Então M é difeomorfa ao Rn
.

Nas variedades que satisfazem as hipóteses deste teorema (são ditas de Hada-

mard) é possível de�nir um bordo assintóti
o M(∞) para M , ademais também é

possível dar à uniãoM ∪M(∞) uma estrutura de espaço topológi
o 
ompatível 
om

a estrutura de M , tal espaço topológi
o é homeomorfo a uma bola unitária, ou seja,

o bordo gera uma 
ompa
ti�
ação topológi
a de M . A variedade gerada pela união

poderia ter uma estrutura de ordem de diferen
iabilidade superior a zero, 
omo na

proposição:

Proposição 0.0.1. Se M é uma variedade de Hadamard satisfazendo −b2 6 kM 6

−a2 < 0, então M ∪M(∞) admite uma estrutura de 
lasse Hölder C
a
b
.
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Mas mesmo neste 
aso a 
ompa
ti�
ação ainda pode não ter estrutura diferen-


iável, e des
obrir tal aspe
to pare
e não trivial.

Portanto, neste trabalho estudaremos alguns resultados propostos por Benoit

Kloe
kner [Kl2℄ em sua tese de doutorado. Benoit Kloe
kner apresenta uma de�nição

de 
ompa
ti�
ação diferen
iável, mas 
omo foi men
ionado anteriormente provar isto

pare
e ser não trivial, de fato o objetivo prin
ipal da dissertação é apresentar a prova

do teorema:

Teorema 0.0.2. Seja M um espaço simétri
o de tipo não 
ompa
to de posto k > 2,

então M não admite 
ompa
ti�
ação diferen
iável de Hadamard.

Este, por sua vez, pre
isamente garante não existên
ia de 
ompa
ti�
ações dife-

ren
iáveis.

Assim, o primeiro 
apítulo do trabalho vai abar
ar noções fundamentais da geo-

metria Riemanniana, espe
ialmente aquelas permitem uma 
ompreensão do Teorema

de Hadamard. No �nal do 
apítulo, vamos mostrar as de�nições de bordo assintó-

ti
o e suas 
onsequên
ias, em seguida vamos forne
er uma prova do Teorema 1.3.3

que diz que o bordo M(∞) gera uma 
ompa
ti�
ação topológi
a.

Para o segundo 
apítulo faremos uma apresentação de grupos de Lie, álgebras de

Lie e representações de grupos, tais 
on
eitos são muito importantes no momento

da prova do teorema 
entral, parti
ularmente o Teorema 2.3.1.

Tal 
omo foi indi
ado no teorema 
entral, a não existên
ia está garantida para

espaços simétri
os de tipo não 
ompa
to de posto k > 2. Assim no Capítulo 3

de�niremos espaços simétri
os de tipo não 
ompa
to e posto, junto 
om uma ideia

das provas das Proposições 3.2.2 e 3.2.5 vitais para a 
onstrução de building dos

próximos 
apítulos. Para 
on
luir o 
apítulo na última seção faremos uma breve
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apresentação da 
lassi�
ação dos espaços simétri
os de tipo não 
ompa
tos 
om

posto um.

Finalmente nos 
apítulos quarto e quinto apresentaremos a prova do teorema


entral. Dita prova será ordenada da seguinte maneira: em prin
ípio de�niremos


ompa
ti�
ação diferen
iável, posteriormente provaremos que H2 × R não admite


ompa
ti�
ações diferen
iáveis (é importante ressaltar que a ideia desta prova é a

mesma do teorema 
entral) logo, no 
omeço do último 
apítulo vai-se generalizar

este resultado no Teorema 5.0.1, onde H2
é tro
ado por um espaço simétri
o de tipo

não 
ompa
to 
om posto um. Deixamos a ultima seção do último 
apítulo apenas

para provar o Teorema Central 5.1.1.
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Capítulo 1

Teorema de Hadamard e bordo

assintóti
o

Neste 
apítulo apresentaremos alguns resultados fundamentais da geometria Ri-

emanniana, prin
ipalmente aqueles que permitem a 
ompreensão do Teorema de

Hadamard-Cartan. O leitor familiarizado 
om aspe
tos bási
os da geometria Rie-

manniana pode 
omeçar a leitura na seção 1.3.

1.1 Geodési
as e apli
ação exponen
ial

Para ini
iar assumiremos que M é uma variedade diferen
iável 
om uma métri
a

〈 , 〉, e denotaremos por TpM o espaço tangente a M em p ∈ M . Os resultados que

seguem são bem 
onhe
idos, e suas demonstrações podem ser en
ontradas em [Do1℄.

De�ni
ão 1.1.1. Um 
ampo de vetores X emM é uma 
orrespondên
ia que asso
ia

a 
ada ponto p ∈M um vetor X(p) ∈ TpM .

Como os vetores são de�nidos agindo em funções diferen
iáveis, então faz sentido
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pensar o 
ampo agindo em funções

X : D(M) −→ F(M)

f 7−→ X(f)

onde F(M) é o 
onjunto das funções em M e D(M) as funções diferen
iáveis, tam-

bém:

X(f) :M −→ R

p 7−→ X(p)(f)

em outras palavras, (X(f))(p) = X(p)(f). Se X(f) ∈ D(M) para todo f ∈ D(M),

então X é dito diferen
iável. Notaremos o 
onjunto dos 
ampos diferen
iáveis por

X(M).

Observação: Na anterior de�nição estamos assumindo que o leitor esta familia-

rizado 
om os 
on
eitos de diferen
iabilidade em variedades diferen
iáveis.

Proposição 1.1.1. Sejam X, Y ∈ X(M). Existe um úni
o Z ∈ X(M) tal que:

Z(f) = X(Y (f))− Y (X(f))

para todo f ∈ D(M).

De�ni
ão 1.1.2. O 
ampo de vetores Z dado pela proposição de a
ima é 
hamado

o 
ol
hete de X por Y , denotado por [X, Y ].

Observação: se X, Y ∈ X(M), então [X, Y ] ∈ X(M).

Na seguinte de�nição vamos a apresentar o que é 
onhe
ido 
omo a generalização

da primeira forma fundamental da Geometria Diferen
ial em variedades diferen
iá-

veis.

De�ni
ão 1.1.3. Uma métri
a Riemanniana em uma variedade diferen
iável M é

uma 
orrespondên
ia que a 
ada p ∈M asso
ia um produto interno:

〈· , · 〉 : TpM × TpM −→ R,
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que varia diferen
iavelmente 
om o ponto, ou seja, se U é uma vizinhança de p e

x : U → M é parametrização, as funções:

gij : U −→ R

q 7−→ 〈 ∂
∂xi
, ∂
∂xj

〉x(q),

são diferen
iáveis em U .

Usando o fato que as mudanças de 
oordenadas são difeomor�smos é possível

provar que a de�nição de diferen
iabilidade independe do sistema de 
oordenadas.

De�ni
ão 1.1.4. Uma variedade diferen
iável dotada de uma métri
a Riemanniana

é 
hamada variedade Riemanniana.

De�ni
ão 1.1.5. Sejan M,N variedades Riemannianas e ϕ : M → N um difeo-

mor�smo global. ϕ é dito isometria se,

〈u, v〉p = 〈(dϕ)p(u), (dϕ)p(v)〉ϕ(p), ∀p ∈M, ∀u, v ∈ TpM.

Neste 
aso, M e N são ditas isométri
as e, no 
ontexto da geometria Riemanniana,

são a mesma variedade.

Do mesmo modo se ϕ é um difeomor�smo lo
al em p ∈ M , é dito isometria lo
al

em p, se exite uma vizinhança V de p tal que ϕ|V : V → ϕ(V ) é isometria global.

Se para todo p ∈M temos que ϕ é uma isometria lo
al, então M é dita lo
almente

isométri
a a N .

Agora vamos a apresentar uma de�nição que permite obter uma �derivada� de


ampos ao longo de uma 
urva c, obtendo outo 
ampo ao longo de c.

De�ni
ão 1.1.6. Seja M uma variedade diferen
iável. Uma 
onexão a�m em M é

uma apli
ação:

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M)

(X, Y ) 7−→ ∇(X, Y ) = ∇XY,
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satisfazendo:

i . ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇YZ

ii . ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

iii . ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY,

onde X, Y, Z ∈ X(M) e f, g são funções diferen
iáveis em M .

Um fato importante é que (∇XY )(p) depende apenas de X(p) e de 
omo Y se


omporta ao longo de uma 
urva que passa por p e que tenha a X(p) 
omo tangente

em p.

Proposição 1.1.2. Seja M uma variedade diferen
ial 
om uma 
onexão a�m ∇.

Existe uma úni
a apli
ação

D
dt

(
hamada derivada 
ovariante) que asso
ia a 
ada


ampo V ao longo da 
urva c : I →M um úni
o 
ampo

DV
dt

satisfazendo:

i .

D
dt
(V +W ) = DV

dt
+ DW

dt
.

ii . Se f : I → R é diferen
iável,

D

dt
(fV ) =

df

dt
V + f

DV

dt
.

iii . Se Y ∈ X(M) é tal que Y (c(t)) = V (t) (Y é extensão de V ), então

DV

dt
= ∇c′(t)Y.

De�ni
ão 1.1.7. Seja M uma variedade diferen
iável:

i . Se V é um 
ampo ao longo de uma 
urva c : I →M tal que

DV
dt

≡ 0, então V

é dito paralelo ao longo de c.

7



ii . Se M é variedade Riemanniana, uma 
onexão a�m em M é 
ompatível 
om a

métri
a se para todo par V,W de 
ampos paralelos ao longo de c vale:

d

dt
〈V,W 〉 = 0

.

iii . Uma 
onexão a�m em M é dita simétri
a se:

∇XY −∇YX = [X, Y ],

para todo X, Y ∈ X(M).

Teorema 1.1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M , existe uma

úni
a 
onexão a�m simétri
a 
ompatível 
om a métri
a.

A 
onexão do anterior teorema é 
hamada a 
onexão de Levi-Civita ou 
onexão

Riemanniana.

Para a próxima de�nição ∇ será a 
onexão de Levi-Civita e

Dγ′

dt
é a derivada


ovariante do 
ampo γ′ ao longo da 
urva γ.

De�ni
ão 1.1.8. Seja M uma variedade Riemanniana e γ : I → M uma 
urva. γ

é dita geodési
a se γ′(t) é um 
ampo paralelo ao longo de γ, ou seja,

Dγ′

dt
≡ 0, ∀t ∈ I.

Proposição 1.1.3. Dados p ∈M e v ∈ TpM , existem ǫ > 0 e uma úni
a geodési
a

γ : (−ǫ, ǫ) →M tal que γ(0) = p e γ′(0) = v.

Se v ∈ TpM , vamos denotar por γv a úni
a geodési
a de M que passa por p ∈M


om velo
idade v.

Seja U = {v ∈ TpM : γv esta definida num intervalo contendo [0, 1]}.

8



De�ni
ão 1.1.9. A apli
ação expp : U → M de�nida por expp(v) := γv(1) (γv é

a úni
a geodési
a de M que passa por p ∈ M 
om velo
idade v no tempo zero), é

denominada apli
ação exponen
ial.

É possível mostrar que expp é diferen
iável, expp(0) = p, e também que para


ada v ∈ TpM , a geodési
a γv é dada por γv(t) = expp(tv) para todo t ∈ R.

Proposição 1.1.4. Dado p ∈M , exite ǫ > 0 tal que, expp : B(0, ǫ) ⊆ TpM → M é

um difeomor�smo de B(0, ǫ) sobre um aberto de M .

1.2 Curvatura

Nesta seção tem 
omo objetivo dar o 
on
eito de 
urvatura se

ional, um dos mais

importantes na geometria Riemanniana.

De�ni
ão 1.2.1. O tensor de 
urvatura numa variedade Riemanniana é uma 
or-

respondên
ia que asso
ia a 
ada par de 
ampos X, Y uma apli
ação R(X, Y ) :

X(M) → X(M) dada por;

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z

Observação: (R(X, Y )Z)(p) depende apenas de X(p), Y (p), Z(p). Assim dado

p ∈M e x, y, z ∈ TpM 
al
ular R(x, y)z = (R(X, Y )Z)(p) para quaisquer X, Y, Z ∈

X(M), 
om X(p) = x, Y (p) = y, Z(p) = z.

Proposição 1.2.1. Sejam p ∈ M e σ ⊆ TpM um subespaço de dimensão dois.

Então,

k(x, y) =
〈R(x, y)x, y〉

‖x‖2‖y‖2 − 〈x, y〉2

independe da es
olha de {x, y} base de σ.

9



Esta proposição permite obter uma boa de�nição de 
urvatura se

ional, que

pretende generalizar a 
urvatura de Gauss da Geometria Diferen
ial. Pre
isamente

quando temos variedades ou subvariedades de dimensão dois a 
urvatura se

ional

e de Gauss 
oin
idem.

De�ni
ão 1.2.2. Sejam M variedade Riemanniana, p ∈ M e σ ⊆ TpM subespaço

bidimensional. A 
urvatura se

ional de M segundo σ é kp(σ) := k(x, y) onde {x, y}

é base de σ ⊆ TpM .

Observação: é 
omum, em geometria, en
ontrar resultados que envolvem hipó-

teses na 
urvatura se

ional k, muitos destes são resultados topológi
os.

De�ni
ão 1.2.3. Seja γ : [0, a] → M uma geodési
a. Um 
ampo J é dito 
ampo de

Ja
obi se J satisfaz,

D2J

dt2
(t) +R(γ′(t), J(t))γ′(t) = 0, ∀ t ∈ [o, a]

A equação de a
ima é 
onhe
ida 
omo a equação de Ja
obi, é linear de segundo

ordem e suas soluções estão determinadas pelas 
ondições ini
iais J(0) = 0, DJ
dt
(0).

Assim existem 2n soluções linearmente independentes ao longo de γ.

Observação: para fa
ilitar a notação denotaremos a

DJ
dt
(t) e D2J

dt2
(t) por J ′(t) e

J ′′(t) respe
tivamente.

Proposição 1.2.2. Sejam γ : [0, a] → M geodési
a normalizada e J um 
ampo de

Ja
obi ao longo de γ 
om J(0) = 0, então J(t) = d(expp)tγ′(0)(tJ
′(0)).

Dada γ : [0, a] →M uma geodési
a. γ(t0) 
om t0 ∈ [0, a], é dito ponto 
onjugado

a γ(0) ao longo de γ se existe um 
ampo de Ja
obi J não nulo ao longo de γ, tal

que J(0) = 0 e J(t0) = 0.
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Uma das maiores importân
ias da existên
ia dos pontos 
onjugados ao longo de

uma geodési
a γ, é que eles impli
am a existên
ia de pontos 
ríti
os na apli
ação

exponen
ial. Igualmente a não existên
ia impli
a que apli
ação exponen
ial de�ne

un difeomor�smo lo
al. Isto é porque os 
ampos de Ja
obi que se anulam tem uma

forma expli
ita.

De a
ordo 
om a expansão de Taylor dos 
ampos de Ja
obi da Proposição 2.7 e

o Corolário 2.9 do 
apítulo V de [Do1℄ pode-se 
on
luir o seguinte 
orolário.

Corolario 1.2.1. Se k 6 0, nenhuma geodési
a tem pontos 
onjugados.

Como 
onsequên
ia, se k 6 0 então expp é um difeomor�smo lo
al.

1.3 Teorema de Hadamard-Cartan e bordo assintó-

ti
o

Nesta seção vamos a apresentar o Teorema de Hadamard, para isso 
omeçaremos


om a de�nição de variedade Riemanniana 
ompleta.

De�ni
ão 1.3.1. Uma variedade Riemanniana M é dita 
ompleta se para todo

p ∈M , a apli
ação exponen
ial, expp, está de�nida para todo v ∈ TpM , isto é, se as

geodési
as γ(t) que partem de p estão de�nidas para todos os valores do parâmetro

t ∈ R.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Hadamard). SejaM variedade Riemanniana 
ompleta

simplesmente 
onexa 
om 
urvatura se

ional k 6 0. Então M é difeomorfa ao Rn
.

Como M não tem pontos 
onjugados pelo Corolário 1.2.1 e p ∈ M , então expp

é um difeomor�smo lo
al. Assim, a prova do teorema de Hadamard, 
onsiste em

11



realidade provar que expp de�ne um difeomor�smo global, mais detalhes no 
apítulo

Vll de [Do1℄.

De�ni
ão 1.3.2. Uma variedade Riemanniana 
ompleta simplesmente 
onexa, 
om


urvatura se

ional k 6 0 é dita variedade de Hadamard.

De�ni
ão 1.3.3. Seja M uma variedade de Hadamard, um raio geodési
o é uma

geodési
a de�nida da forma γ : [0,+∞] →M , 
om |γ′(t)| = 1. Dois raios geodési
os

γ1, γ2 são ditos assintóti
os (γ1 ∼ γ2) se existe um C > 0 tal que, d(γ1(t), γ2(t) 6

C, ∀t ∈ [0,∞).

Exemplo 1. R
n
é uma variedade Riemanniana de Hadamard, duas semirretas em

Rn
são ditas assintóti
as se são paralelas e 
om o mesmo sentido.

Observação: A relação ser assintóti
o ∼ é uma relação de equivalên
ia, este fato

de
orre da desigualdade triangular.

De�ni
ão 1.3.4. O bordo assintóti
o de M é o 
onjunto,

M(∞) = {raios geodési
os}/ ∼

Proposição 1.3.1. Dado α : [0,∞] →M raio geodési
a e p ∈M . Então existe um

úni
o γ : [0,∞] →M raio geodési
o 
om γ(0) = p e γ ∼ α.

Antes da prova vamos a apresentar o seguinte lema. Mais detalhes do lema em

[Eb℄ seção 1.6.

Lema 1.3.2. Se α e β são dois raios geodési
os em M , então a função t →

d(α(t), β(t)) é 
onvexa.

Demonstração. Da proposição 1.3.1 
onsidere (tn)n∈N 
om tn → ∞, e para 
ada

n de�nimos γn 
omo o segmento de geodési
o normalizado ligando p a α(tn). Por
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ompa
idade da esfera unitária em TpM , {γ′n(0)}n∈N tem uma subsequen
ia 
onver-

gente a v 
om ‖v‖ = 1. Agora, de�nimos γ : (0,∞] →M por γ(t) = expp(tv). Para

provar que γ ∼ α 
onsidere C > 0 tal que d(p, α(0)) 6 C e a sequên
ia (sn)n∈N 
om

γn(sn) = α(tn). Segue que:

d(α(0), α(tn)) 6 d(α(0), p) + d(p, γn(sn)) (1.1)

d(α(0), α(tn)) − d(p, γn(sn)) 6 d(α(0), p) (1.2)

tn − sn 6 d(α(0), p). (1.3)

Do mesmo modo,

d(p, γ(sn)) 6 d(α(0), p) + d(α(0), γn(sn)) (1.4)

d(p, γn(sn)) − d(α(0), α(tn)) 6 d(α(0), p) (1.5)

sn − tn 6 d(α(0), p). (1.6)

Das equações (1.3), (1.6), obtemos que:

|tn − sn| 6 d(α(0), p) 6 C.

Fixe s > 0 e tome n o su�
ientemente grande tal que s 6 sn ∀n > n0. Pelo lema

1.3.2, a função t→ d(γn(t), α(t)) é 
onvexa, deste modo obtemos:

d(γn(s), α(s)) 6 max{d(γn(0), α(0)), d(γn(sn), α(sn))}.

Como γn(0) = p, obtemos d(γn(0), α(0)) 6 C, ademais;

d(γn(sn), α(sn)) = d(α(tn), α(sn)) = |tn − sn| 6 C.
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Assim, d(γn(s), α(s)) 6 C, �nalmente usando a 
ontinuidade da apli
ação expo-

nen
ial temos d(γ(t), α(t)) 6 C, i.e. γ ∼ α.

Para provar a uni
idade supõe que existe a geodési
a β ∼ α 
om β(0) = p

e ‖β ′(0)‖ = ‖γ′(0)‖ mas, θ = ∢(β ′(0), γ′(0)) > 0. Utilizando a lei de 
ossenos

(Teorema de Preissman) obtemos d2(β(t), γ(t)) > 2t2(1 − cosθ), que tende a ∞

quando, t→ ∞, uma 
ontradição pois β ∼ γ.

Umas das 
onsequên
ias da proposição, é que existe uma 
orrespondên
ia biu-

nívo
a entre a esfera unitária Sp em TpM e M(∞), a saber, dado v ∈ Sp 7→ [γv] ∈

M(∞), onde, γv(t) = expp(tv).

As proposições e de�nições anteriores, estão dire
ionadas a de�nir uma 
om-

pa
ti�
ação topológi
a em variedades de Hadamard. Para este propósito é pre
iso

de�nir uma topologia sobre o bordo assintóti
o, que neste 
aso será a topologia dos


ones. Um 
one 
om vérti
e em p ∈ M , abertura θ ∈ (0, π) e eixo v ∈ TpM é da

forma Cp(v, θ) = {expp(tw)|∢(w, v) < θ, com t > 0}, além disso, um 
one trun
ado

de�ne-se 
omo, Tp(v, θ, R) := Cp(v, θ)\B(p, R), onde, B(p, R) é a bola 
om 
entrada

em p de raio R > 0. Finalmente as bolas abertas de M e os 
ones trun
ados são

uma base topológi
a para o 
onjunto M :=M ∪M(∞). M(∞) tem a topologia de

subespaço topológi
o, ver o Capítulo 1 de [Eb℄.

Teorema 1.3.3. Sejam p ∈ M e B(p, 1) a bola fe
hada unitária em TpM , 
ujo

bordo ∂B(p, 1) = Sp. Seja f : [0, 1] → [0,∞] um homeomor�smo. Então a função

ϕ : B(p, 1) → M ;ϕ(v) = expp(f(‖v‖)v),

é um homeomor�smo.

Demonstração. Primeiro, note queM é Hausdor�, pois pela Proposição 1.3.1, quais-

14



quer dois pontos de M(∞) podem ser separados por 
ones 
om o mesmo vérti
e e

B(p, 1) é um sub
onjunto 
ompa
to de TpM . Além disso, ϕ de�ne uma 
orres-

pondên
ia biunívo
a, já que o fe
ho no in�nito do homeomor�smo f , signi�
a que

limx→1− f(x) = ∞. Então, temos uma bijeção de um 
ompa
to num espaço Haus-

dor�, assim só é ne
essário provar que ϕ é 
ontinua em v ∈ Sp para 
on
luir que é um

homeomor�smo. Se ‖v‖ < 1, temos que ϕ �
a de�nida pela apli
ação exponen
ial,


omo M é de Hadamard, ϕ é um difeomor�smo. Dada T (v, θ, R) uma vizinhança

de ϕ(v), v ∈ Sp,

ϕ−1(T (v, θ, R)) = {x ∈ B(p, 1)| expp(f(‖x‖x)) ∈ T (v, θ, R)} (1.7)

= {∢(x, v) < θ e (f(‖x‖)x) > R} (1.8)

= {∢(x, v) < θ} ∩ {(f(‖x‖)x) > R} (1.9)

logo temos que ϕ−1(T (v, θ, R)) é a interseção de dois abertos, e portanto ϕ é


ontinua.

A 
onsequên
ia para ressaltar é que B(p, 1) e M são homeomorfos, assim, M é


ompa
to. Esta 
ompa
ti�
ação topológi
a será 
hamada de Hadamard.

A partir de agora se [γ] ∈M(∞), denotaremos [γ] por γ(∞), da mesma maneira

se γ : R → M é geodési
a denotaremos por γ+, γ− a γ|[0,+∞] e γ|[−∞,0] respe
tiva-

mente. Igualmente [γ+] = γ(+∞) e [γ−] = γ(−∞).
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Capítulo 2

Grupos e álgebras de Lie

Neste 
apítulo apresentaremos de�nições e resultados dos grupos e álgebras de Lie

que são uma ferramenta fundamental na evolução dos próximos 
apítulos. No �nal

do 
apítulo temos uma breve introdução às representações de grupos que serão muito

importantes na prova do teorema 
entral 5.1.1.

2.1 Grupos de Lie

De�ni
ão 2.1.1 (Grupo de Lie). Um grupo de Lie é um grupo G munido de uma

estrutura diferen
iável 
ompatível 
om a operação de grupo, ou seja,

G×G −→ G

(x, y) 7−→ xy−1

é diferen
iável. Deste modo �xado x as traslações a direita Rx e esquerda Lx,

Rx −→ G

y 7−→ yx

Lx −→ G

y 7−→ xy

são difeomor�smos.

A partir de agora, G denota sempre um grupo de Lie, um exemplo importante
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de grupo de Lie é o grupo das isometrias G = iso(M), onde M é uma variedade

Riemanniana.

Dizemos que uma métri
a Riemanniana em G é invariante à esquerda se;

〈u, v〉y = 〈(dLx)y(u), (dLx)y(v)〉Lx(y)

para todo x, y ∈ G, u, v ∈ TyG, isto é, se Lx é uma isometria. Analogamente de�ne-

se métri
a Riemanniana invariante à direita. Uma métri
a Riemanniana invariante

à esquerda e direita, é dita bi-invariante.

Agora, tomando um produto interno 〈 , 〉e em TeG, onde e é a identidade de G,

é possível de�nir a seguinte métri
a invariante à esquerda em G:

〈u, v〉x := 〈(dLx−1)x(u), (dLx−1)x(v)〉e, x ∈ G, ∀u, v ∈ TxG.

do mesmo modo é possível de�nir uma métri
a invariante a direita.

Quando G for 
ompa
to é bem sabido (ver, por exemplo [Da℄, 
apítulo 4) que

G admite uma métri
a bi-invariante. Re
ipro
amente, se G admite uma métri
a

bi-invariante então, G = K × F , onde K é um grupo 
ompa
to e F é abeliano.

2.2 Álgebras de Lie

De�ni
ão 2.2.1. Um 
ampo de vetores X em G é dito invariante à esquerda se é

preservado pelas traslações a esquerda, ou seja,

(dLx)y(X(y)) = X(Lx(y)).

Em parti
ular, se X é invariante à esquerda e x ∈ G tem-se; X(x) = X(Lx(e)) =

(dLx)e(X(e)), ou seja, o valor de X em qualquer ponto de G está determinado por
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seu valor na identidade e. Assim, dado v ∈ TeG, existe um úni
o X(x) = (dLx)e(v)


ampo invariante à esquerda em G tal que X(e) = v.

Proposição 2.2.1. Se X, Y são 
ampos invariantes à esquerda, então [X, Y ] é um


ampo invariante à esquerda.

Agora faz sentido a seguinte de�nição.

De�ni
ão 2.2.2. Dados u, v ∈ TeG, de�nimos o 
ol
hete de Lie 
omo [u, v] :=

[X, Y ](e), onde X e Y são os 
ampos invariantes a esquerda tais que, X(e) = u e

Y (e) = v. Com esta operação TeG é 
hamada a álgebra de Lie de G, denotada por

g.

Observação: A identidade de Ja
obi para 
ampos de vetores dá a g a estrutura

de álgebra de Lie.

No que segue os elementos de g serão pensados 
omo 
ampos invariantes à es-

querda ou elementos de TeG.

Lembremos um resultado de EDO em Rn
que por ser lo
al ainda 
ontinua valendo

para variedades.

Proposição 2.2.2. Se M uma variedade Riemanniana e X ∈ X(M), então para

todo p ∈ M , existe uma vizinhança U de p, ǫ > 0 e ϕ : (−ǫ, ǫ)× U → M (ϕ(t, q) =

ϕt(q)) apli
ação diferen
iável tal que,

d
dt
ϕt(q)|t=0 = X(q), ∀q ∈ U ϕt é o �uxo de

X.

Observação: Se X ∈ X(M) e ϕt é seu �uxo, vale: X(ϕt(p)) = (dϕt)p(X(p)).

De�ni
ão 2.2.3 (Campos de Killing). Um 
ampo diferen
iável X em M variedade

Riemanniana é dito 
ampo de Killing se seu �uxo é por isometrias, isto é, dado

18



qualquer p ∈ M , ϕt : U → ϕt(U) é uma isometria para todo t ∈ (−ǫ, ǫ), onde a

existên
ia de ǫ > 0 e U (vizinhança de p) é garantida pela proposição anterior.

Proposição 2.2.3. Se X é um 
ampo de Killing em M variedade Riemanniana


ompleta, então seu �uxo esta de�nido para todo t ∈ R.

Demonstração. Seja p ∈ M e I ⊆ R o intervalo maximal onde ϕt(p) esta de�nido

para todo t ∈ I. Por absurdo, suponha que sup I <∞. Seja {tn}n∈N uma sequên
ia


onvergindo para sup I. Agora provaremos que {ϕtn(p)}n∈N é de Cau
hy, pois dados

tn < tm, usando que ϕt é uma isometria e pela observação anterior obtemos:

d(ϕtn(p), ϕtm(p)) 6

∫ tm

tn

‖
d

dt
ϕt(p)‖dt =

∫ tm

tn

‖(dϕt)p(X(p))‖dt (2.1)

=

∫ tm

tn

‖(X(p))‖dt (2.2)

= ‖(X(p))‖(tm − tn) → 0 (2.3)

para m,n indo para in�nito. Assim, ϕtn(p) → p∗ ∈ M , pela 
ontinuidade de ϕt

temos ϕsup I(p) = p∗, de este modo numa vizinhança de p∗ o �uxo ϕt é uma isometria

e portanto ϕt pode-se estender além de sup I, 
ontradição. Análogo para o inf I,

logo I = R.

De�ni
ão 2.2.4 (Exponen
ial de Lie). Se X ∈ g, a apli
ação exp : g → G dada

por exp(X) = ϕ1(e), onde ϕt é o �uxo de X, é 
hamada exponen
ial de Lie.

Para veri�
ar que ϕ1 esta de�nido, é su�
iente mostrar que temos uma métri
a

em G tal que X é de Killing. Como X é invariante à esquerda; X(g) = (dLg)e(u),
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X(e) = u. Agora,

d

dt
ϕt(g)|t=0 = (dLg)e(X(e)) = (dLg)e(

d

dt
ϕt(e)|t=0) =

d

dt
Lg(ϕt(e))|t=0 (2.4)

=
d

dt
gϕt(e)|t=0 (2.5)

=
d

dt
Rϕt(e)(g)|t=0 (2.6)

Dotando a G 
om a métri
a invariante à direita dada pela traslação Rϕt(e), obte-

mos Rϕt(e) é uma isometria para 
ada t, e portanto ϕt é uma isometria, o que mostra

que X é de Killing.

Observação: Note que �xado X ∈ g, o �uxo ϕt(e) é um homomor�smo de (R,+)

sobre G, assim ϕR(e) será dito subgrupo a 1-parâmetro de G. Então também pode se

de�nir apli
ação exponen
ial a partir da ação de um úni
o subgrupo a 1-parâmetro

{exp(tX), t ∈ R} satisfazendo

d
dt
exp(tX)|t=0 = X . Em o
asiões es
reveremos

exp(tX) = etX .

De�ni
ão 2.2.5. Seja a ⊆ g um subespaço vetorial de g, a é dita:

i . Subálgebra se [a, a] ⊆ a.

ii . Subálgebra abeliana se [a, a] = {0}.

iii . Lie triple system se [[X, Y ], Z] ∈ a, para quaisquer X, Y, Z ∈ a.

Observação: Toda subálgebra abeliana é um Lie triple system.

Para a seguinte de�nição denotaremos por GL(g)={Grupo linear das transfor-

mações lineares de g} e gl(g) seu álgebra de Lie 
om o 
ol
hete [A,B] := AB−BA.

De�ni
ão 2.2.6 (Adjuntas). Seja G um grupo de Lie e g seu 
orrespondente álgebra

de Lie. Para 
ada g ∈ G, de�ne as apli
ações

ψg : G −→ G, Ad : G −→ GL(g)

h 7−→ hgh−1 g 7−→ Ad(g) = (dψg)e
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Finalmente de�nimos ad : g → gl(g) por ad := d(Ad)e.

Na seguinte seção apresentaremos alguns resultados de representações de grupos,

fundamentais para nosso objetivo.

2.3 Representações de grupos

Nesta seção G vai ser um grupo de Lie e V um espaço vetorial de dimensão �nita

sobre R. Em 
asos mais gerais as representações podem-se de�nir sobre espaços de

dimensão in�nita e sobre qualquer 
orpo de 
ara
terísti
a zero.

De�ni
ão 2.3.1 (Representação linear). ρ é uma representação linear de G em V

se é um homomor�smo de G sobre GL(V ). i.e.

ρ : G −→ GL(V ), g 7−→ ρ(g)

satisfaz

ρ(hg) = ρ(h)ρ(g), ∀g, h ∈ G.

Se V é um espaço vetorial de dimensão n, dizemos que ρ tem grau ou é de

dimensão n.

Exemplo 2. O exemplo mais imediato é 
onsiderar o grupo de matrizes GL(n,R)

e de�nir a representação sobre o espaço Rn
onde asso
iamos a 
ada matriz A ∈

GL(n,R) a mesma matriz A, tal representação é de dimensão n. Outra representa-

ção imediata é a representação trivial: dado um grupo G e V um espaço vetorial de

dimensão �nita, a todo g ∈ G asso
iamos-lhe a transformação identidade.

Exemplo 3. Seja p ∈M , a derivada é uma representação (pela regra da 
adeia) de

Isop(M) = {ϕ ∈ Iso(M);ϕ(p) = p} sobre TpM .
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Um subespaço V0 ⊂ V é invariante por ρ, se e somente se, ρ(g)v0 ∈ V0 para todo

g ∈ G e v0 ∈ V0. Nesse 
aso, ρ0 := ρ|V0 é uma representação de G em V0, 
hamada

sub-representação própria de ρ.

De�ni
ão 2.3.2. Seja ρ uma representação linear de G em V . ρ é dita irredutível,

se e somente se, não existe subespaço vetorial próprio V0 de V , tal que ρ é invariante.

Podemos dizer também que ρ é irredutível, se e somente se, ρ não tem sub-

representações próprias não triviais.

De�ni
ão 2.3.3. Sejam ρ, ρ′ duas representações de G nos espaços vetoriais V e

V ′
respe
tivamente. Uma apli
ação linear F : V → V ′

, é dita um operador de

entrelaçamento entre ρ e ρ′, se e somente se, para 
ada g ∈ G, temos:

Fρ(g) = ρ′(g)F,

i.e. se o seguinte diagrama 
omuta,

V
F

//

ρ(g)
��

V ′

ρ′(g)
��

V
F

// V ′

ρ e ρ′ são 
hamadas equivalentes, se e somente, F é um isomor�smo, assim, es
re-

veremos ρ ∼ ρ′.

Outra propriedade importante é que dadas duas representações ρ, ρ′ de um grupo

G nos espaços vetoriais V, V ′
, então pode-se de�nir a soma direta ρ⊕ ρ′ por

(ρ⊕ ρ′)(g)(v ⊕ v′) := ρ(g)v ⊕ ρ′(g)v′, para todo v ⊕ v′ ∈ V ⊕ V ′.

Por exemplo, se V = Rn, V ′ = Rm
e ρ(g) = A(g) ∈ GL(n,R), ρ′(g) = A′(g) ∈

GL(m,R), duas matrizes, a soma direta é dada pela matriz diagonal por blo
os,

(ρ⊕ ρ′)(g) =

(

A(g) 0

0 A′(g)

)

∈ GL(n +m,R).
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De�ni
ão 2.3.4. Uma representação ρ é dita 
ompletamente redutível se é soma

direta de representações irredutíveis, i.e. ρ = ρ1 ⊕ ρ2 ⊕ ρ3 ⊕ ... ⊕ ρk, onde os

ρi são sub-representações irredutíveis. Assim, dizemos que ρ de
ompõe-se em sub-

representações irredutíveis.

Teorema 2.3.1. Toda representação ρ de um grupo de Lie 
ompa
to G é 
ompleta-

mente redutível, além disso dita de
omposição em sub-representações em irredutíveis

é úni
a(a menos de isomor�smos).

Este resultado é bem forte e para ter uma ideia da prova sugiro dar uma lida à

seção Vll.9.3 de [Ba℄.
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Capítulo 3

Espaços simétri
os e de
omposição

de Cartan

Neste 
apítulo apresentaremos de�nições bási
as de espaço simétri
o e uma breve


onstrução da de
omposição de Cartan. Estes dois 
on
eitos são fundamentais para

o objetivo prin
ipal de estudo neste trabalho.

3.1 Espaços simétri
os

De�ni
ão 3.1.1. Uma variedade Riemanniana S é dita um espaço simétri
o se

∀x ∈ S existe sx ∈ Iso(S) = {grupo das isometrias de S em S}, 
om as seguintes

propriedades:

i . sx(x) = x.

ii . (dsx)x : TxS → TxS é dada por (dsx)x = −idTxS.

sx é dita simetria.

Exemplo 4. Tomando S = Rn

om a métri
a eu
lideana. Para 
ada ponto x ∈ Rn

temos a re�exão sx(x + v) = (x − v), que é uma simetria. Assim, Rn
é um espaço
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simétri
o.

Exemplo 5. Se S = Sn
a esfera unitária em Rn


om a métri
a 
an�ni
a. Cada

simetria em x ∈ Sn
é a re�exão em Rn

em torno da reta {tx|t ∈ R}, i.e. sx(y) =

−y + 2〈x, y〉x para y ∈ Sn
.

Exemplo 6. Considere o espaço hiperbóli
o real Hn
, para isso tomamos Rn+1


om

o produto es
alar de Lorentz

(x, y) :=
n
∑

i=1

xiyi − xn+1yn+1, x, y ∈ R
n+1.

Agora de�nindo Hn

omo sendo:

H
n = {x ∈ R

n+1|(x, x) = −1 e xn+1 > 0},

note que em R3
temos que o 
onjunto {x ∈ R3|(x, x) = −1} é um paraboloide 
om

duas 
omponentes 
onexas, neste 
aso H2
é a 
omponente positiva deste paraboloide.

Finalmente, Hn
é uma variedade Riemanniana 
om a métri
a dada pelo produto

es
alar de Lorentz restrito a Hn
e as simetrias sx são de�nidas 
omo na esfera, ou

seja, para 
ada x ∈ Hn
de�ne-se sx(y) = −y + 2(x, y)x, y ∈ Hn

.

Lema 3.1.1. Se γ : (−ǫ, ǫ) → S é geodési
a no espaço simétri
o S então,

sγ(0)(γ(t)) = γ(−t)

Proposição 3.1.1. Todo espaço simétri
o é geodési
amente 
ompleto.

Demonstração. Seja γ : [0, t0] → S geodési
a em S, provaremos que γ esta de�nida

para todo tempo. De fato es
olha y1 = γ(t1), onde t1 ∈ ( t0
2
, t0), note que sy1(γ|[0,t1])

prolonga γ após de t0, e portanto γ esta de�nida para todo tempo.
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A seguinte de�nição dá uma boa vantagem, que é que todos os pontos da varie-

dade podem se rela
ionar por uma isometria.

De�ni
ão 3.1.2. Uma variedade Riemanniana M é dita homogênea se ∀x, y ∈ M

existe ϕ ∈ Iso(M) tal que ϕ(x) = y.

Proposição 3.1.2. Todo espaço simétri
o é homogêneo.

Demonstração. Sejam x, y ∈ S, 
omo S é 
ompleto, então existe γ : [−ǫ, ǫ] → S tal

que, γ(−ǫ) = x e γ(ǫ) = y. Tomando m = γ(0) e sm a 
orrespondente simetria.

Fazendo

sm(x) = sm(γ(−ǫ)) = γ(ǫ) = y,

assim, sm(x) = y e portanto S é homogêneo.

Re
ipro
amente seja S homogêneo, se existe p ∈ S e sp simetria em p, então S é

espaço simétri
o, já que dado outro ponto q ∈ S e ϕ ∈ Iso(S) 
om ϕ(p) = q, obtemos

que sq := ϕspϕ
−1

é simetria em q, ou seja, para que uma variedade homogênea seja

um espaço simétri
o, basta haver simetria em um ponto.

3.2 De
omposição de Cartan

Para esta seção vamos estudar a relação entre o grupo de Lie G = Iso(S) e o espaço

simétri
o S, mais pre
isamente a relação de S 
om à álgebra de Lie g de G. Nesta

álgebra de Lie é possível fazer uma de
omposição en dois subespaços, onde um deles

permite uma identi�
ação 
om S via exponen
ial de Lie.

Para ini
iar, �xamos p ∈ S e tomamos a 
orrespondente simetria. De�na a

apli
ação:

σ : G −→ G

g 7−→ spgs
−1
p .
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Note que pela de�nição de simetria obtemos que s2p = spsp = e ∈ G, e deste modo

a apli
ação de�nida a
ima é uma involução, ou seja, σ2 = idG. Mais ainda, para

atingir a álgebra de Lie é pre
iso de�nir σ∗ =: (dσ)e,

σ∗ : g −→ g.

g Pela involução σ novamente temos que σ2
∗ = idg, assim σ∗ é uma apli
ação linear

de g em g e possui exatamente dois autovalores {1,−1}, portanto dois subespaços

de�nidos pelos autovalores {1,−1}. Denotaremos por p a (-1)-subespaço e por l a

(1)-subespaço.

Finalmente, dado X ∈ g podemos es
rever X = 1
2
(X + σ∗(X)) + 1

2
(X − σ∗(X))

onde,

1
2
(X+σ∗(X)), 1

2
(X+σ∗(X)) perten
em a l e p respetivamente, assim obtemos

a de
omposição g = l⊕ p, 
hamada de
omposição de Cartan no ponto p, e σ∗ é dita

involução de Cartan.

Proposição 3.2.1. Seja g a álgebra de Lie do grupo G e g = l⊕ p a de
omposição

de Cartan. Então

i . σ∗ é um homomor�smo de álgebras de Lie, i.e. além da linearidade temos,

σ∗[X, Y ] = [σ∗X, σ∗Y ].

ii . [l, l] ⊆ l, [p, p] ⊆ l e [l, p] ⊆ p.

Demonstração. Ver seção 2.3 de [Eb℄.

De�ni
ão 3.2.1 (Flat e posto). Seja S um espaço simétri
o.

i . As subvariedades totalmente geodési
as 
om 
urvatura R ≡ 0 são ditas �ats de

S.
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ii Um �at é maximal se não esta propriamente 
ontido em outro �at.

iii O posto de S é a dimensão de um �at maximal.

Lembremos que uma subvariedade A →֒ S é totalmente geodési
a se toda geodé-

si
a em A é geodési
a em S. Agora alguns exemplos de �ats e posto de um espaço

simétri
o.

Exemplo 7. Para 
omeçar se S é um espaço simétri
o os �ats tem dimensão maior

igual a um (uma geodési
a tem 
urvatura R nula) e menor igual que dimS, nesse

sentido o posto k de S é um inteiro 1 6 k 6 dimS. O exemplo mais imediato é

S = Rn
, onde S mesmo é o �at maximal e portanto o posto de S é n.

Exemplo 8. Agora mostraremos que o espaço hiperbóli
o Hn
é de posto um. De fato


omo a 
urvatura se

ional do hiperbóli
o kHn = −1, então se A é uma subvariedade

totalmente geodési
a de dimA > 2 e dado um subespaço de dimensão dois σ ⊆ TpA

(p ∈ A) que ao mesmo tempo é um subespaço de TpH
n
, temos que kHn(σ) = −1 < 0,

isto impli
a que dada uma base {x, y} de σ o produto 〈R(x, y)x, y〉 < 0, assim

R(x, y)x é não nulo e portanto A não é um �at em 
onsequên
ia o posto de Hn
é

um.

Exemplo 9. Seja o espaço simétri
o S = H2 × R. Se γ é uma geodési
a em H2
, é

fá
il veri�
ar que γ ×R é um �at, de fato um �at maximal e portanto o posto de S

é dois, ver a seguinte �gura 3.1.
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Figura 3.1:

Da proposição 3.2.4 abaixo poderemos 
on
luir que os �ats maximais têm a

mesma dimensão e neste sentido o posto �
a bem de�nido. No que segue nos referi-

remos aos �ats maximais 
omo max �ats. Para �nalizar o 
apítulo apresentaremos

resultados sobre espaços simétri
os de tipo não 
ompa
to que vai nos ajudar na


onstrução da estrutura de Building do próximo 
apítulo.

De�ni
ão 3.2.2. Um espaço simétri
o S é dito:

i . De tipo eu
lideano se tem 
urvatura se

ional identi
amente nula.

ii . De tipo 
ompa
to se tem 
urvatura se

ional maior o igual a zero mas não

identi
amente nula.

iii . De tipo não-
ompa
to se tem 
urvatura se

ional menor o igual a zero mas

não identi
amente nula.

Observação: Os espaços simétri
os também 
lassi�
am se de a
ordo 
om seu

posto. Em próximas seções referen
iaremos estas 
lassi�
ações. No que segue do

texto assumimos S 
omo espaço simétri
o de tipo não-
ompa
to.

Proposição 3.2.2. As geodési
as partindo de um p ∈ S são 
urvas da forma σ :

t → exp(tX)(p), onde X ∈ p e exp : g → G é a exponen
ial de Lie do grupo

G = Iso(S).
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Demonstração. Para 
omeçar de�ne a projeção πp : G → S dada por πp(g) =

gp, a�rmaremos sem demostração que π∗ := (dπp)e : g → TpS é uma apli
ação

sobrejetora (ver [Es℄ seção 4) 
om kernel l. Neste sentido π|p : p → TpS é um

isomor�smo linear. Agora dada uma geodési
a γ : R → S 
om γ(0) = p, pela

identi�
ação de a
ima devemos ter γ′(0) = (dπp)e(X), para algumX ∈ p uni
amente

de�nido. Para todo t ∈ R denotamos o ponto médio entre p e γ(t) por pt, ademais

de�nimos Tt := sptsp. Note que Tt é um subgrupo a 1-parâmetro de G e que

Tt(p) = γ(t). Além disso:

d

dt
Tt(p)|t=0 =

d

dt
πp(Tt)|t=0 = (dπp)e(

d

dt
Tt)|t=0.

Por outro lado

d
dt
Tt(p)|t=0 = (dπp)e(X), em 
onsequên
ia

d
dt
Tt|t=0 = X . Assim,

exp(tX) = Tt, para todo t ∈ R e portanto exp(tX)(p) = γ(t).

Corolario 3.2.1. Se F é uma subvariedade totalmente geodési
a de S, então existe

um subespaço a de p tal que exp(a)(p) = F , onde p ∈ S.

A proposição anterior é muito importante porque ela permite estabele
er uma

relação entre os pontos da variedade e a álgebra de Lie do grupo de isometrias. Tal

relação permite obter resultados 
omo a Proposição 3.2.5.

Proposição 3.2.3. Sejam p ∈ S, a ⊆ p um subespaço e N = exp(a)(p). Então N

é uma subvariedade 
ompleta de S e N é totalmente geodési
a se e somente se, a é

um Lie triple system.

Uma prova desta proposição pode se ler em [He℄ nas páginas 189-191.

No próximo resultado G0 = Iso0(S) denota a 
omponente 
onexa de G que


ontem a identidade eK = {g ∈ G|g(p) = p} é o subgrupo de isotropia em p ∈ S. Do

mesmo modo K0 é a 
omponente 
onexa de K que 
ontem a identidade. Finalmente
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de�niremos a apli
ação B : g× g → R ou C dada por B(X, Y ) = tra(ad(X)ad(Y ))


hamada a forma de Killing.

Proposição 3.2.4. Se A1 e A2 são �at maximais em S e p1, p2 são pontos de A1

e A2 
orrespondentemente, então existe g ∈ G0 tal que g(p1) = p2 e g(A1) = A2.

Demonstração. (Ideia) Dada a de
omposição de Cartan g = l⊕p é su�
iente mostrar

que para qualquer par de subálgebras maximais abelianas a1, a2 em p, existe k ∈

K tal que Ad(k)a1 = a2. Es
olhe Xi de modo que ad(Xi) é diagonalizável 
om

autovalores distintos, e 
onsidere a função 
ontinua f : K → R dada por f(k) =

B(Ad(k)X1, X2). Poderíamos mostrar que se k é um mínimo de f , então Ad(k)a1 =

a2. Mais detalhes em Lema 6.3 em Capitulo V de [He℄.

Proposição 3.2.5. Dado S espaço simétri
o de posto k > 1, obtemos:

i . Se p ∈ S 
om g = l⊕ p a 
orrespondente de
omposição de Cartan, então 
ada

max �at A de S que 
ontem a p é da forma A = exp(a)(p), onde a ⊆ p é uma

subálgebra maximal abeliana.

ii . Se γ : R → S é geodési
a de S, então existe pelo menos um max �at A que


ontem γ.

Demonstração. (i) Seja g = l⊕ p a de
omposição de Cartan e F um max �at. Pelo

Corolário 3.2.1 existe um subespaço a de p tal que exp(a)(p) = F , onde p ∈ S. Como

R ≡ 0 então dados x, y ∈ a temos que [[x, y], z] = 0 para todo z ∈ p. Assim [x, y] = 0

e portanto a é uma subálgebra abeliana. Note que a deve ser maximal, 
aso 
ontrário

existe outra subálgebra abeliana a′ a 
ontendo, nesse 
aso pela Proposição 3.2.3

exp(a′)(p) é uma subvariedade totalmente geodési
a 
om 
urvatura zero 
ontendo a

F , uma 
ontradição. Isto 
on
lui (i). Para provar (ii) usamos, pela Proposição 3.2.2,
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que γ tem forma eXt(p) onde X ∈ p. Seja a a maior subálgebra abeliana 
ontendo

a X , então F = exp(a)(p) é um max �at que 
ontem a p e eXt(p). Portanto γ está


ontido num max �at.

3.3 Classi�
ação de espaços simétri
os de posto um

Nesta seção apresentaremos um teorema que 
lassi�
a os espaços simétri
os de tipo

não 
ompa
to de posto um. No próximo 
apítulo este teorema será bastante impor-

tante na prova dos resultados �nais.

Teorema 3.3.1. Seja S um espaço simétri
o de tipo não 
ompa
to de posto um.

Se S tem dimensão par, então as simetrias estão 
ontidas em G0 = Iso(M)0 (
om-

ponente 
onexa que 
ontem a identidade). Se S tem dimensão impar, então S é o

espaço hiperbóli
o real H2m+1
, onde dim(S) = 2m+ 1.

Na prova do Teorema 3.3.1, usa o resultado (ver [He℄ 
apítulo IX) que os espaços

simétri
os de tipo não 
ompa
to de posto um são: o espaço hiperbóli
o real, o espaço

hiperbóli
o 
omplexo, o espaço hiperbóli
o quatérnio e plano hiperbóli
o o
t�nio.

As respe
tivas 
omponentes 
onexas da identidade de seus grupos de isometrias são:

SO0(1, n), SU0(1, n), Sp0(1, n) e F4(−20), que são grupos simples. Ademais, na prova

usa-se 
omparações dos postos das álgebras de Lie dos grupos anteriores ( ver as

tabelas [Kn℄ apêndi
e C).
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Capítulo 4

Compa
ti�
ações diferen
iáveis em

espaços simétri
os de tipo

não-
ompa
to

Para 
omeçar a seção assumiremos M 
omo um espaço simétri
o de 
urvatura não-

positiva e denotamos M =M ∪M(∞) e G = Iso(M).

De�ni
ão 4.0.1 (Compa
ti�
ação diferen
iável de Hadamard). Uma 
ompa
ti�
a-

ção diferen
iável de Hadamard é uma estrutura diferen
iável D (de 
lasse C1
) sobre

M 
ompatível 
om a estrutura diferen
iável de M e tal que a ação de G sobre M é

também C1
.

Exemplo 10. Lembremos que o hiperbóli
o Hn
do Exemplo 6 é a parte positiva de

um parabolóide, Figura 4.1.
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Figura 4.1:

Fazendo a projeção radial do parabolóide na origem obtemos que o hiperbóli
o

pode ser mergulhado no dis
o de altura um e raio um Figura 4.2.

Figura 4.2:

Assim temos um novo modelo para o hiperbóli
o 
hamado a bola de Klein, onde

o bordo da bola é o bordo assintóti
o de Hn
. Neste modelo é possível obter que

H
n →֒ RP n

onde o grupo SO0(1, n) de isometrias de H
n
age analiti
amente.

Exemplo 11. Rn
também admite uma 
ompa
ti�
ação de Hadamard diferen
iável

des
rita seguinte maneira. Se (x0, x1, ..., xn) ∈ Rn+1
identi�
amos a Rn


om o

hiperplano {x0 = 1}. A projeção de {x0 = 1} sobre a semiesfera unitária �positiva�


omo na Figura 4.3 é um difeomor�smo.

34



Figura 4.3:

Este mapeio permite obter uma ação do grupo de isometrias de Rn
sobre a parte

superior da esfera que se estende analiti
amente até seu bordo.

De�ni
ão 4.0.2 (Apartamento). Seja A um max �at de M , A seu fe
ho em M e

A(∞) = A ∩M(∞) sua fronteira. A(∞) é dito apartamento de M(∞).

Observação: Note que pela Proposição 3.2.5, item ii, 
ada elemento de M(∞)

esta 
ontido em pelo menos um apartamento.

De�ni
ão 4.0.3. Dado x ∈ M(∞) denotaremos por a(x) o 
onjunto de todos os

apartamentos que 
ontem a x. Agora:

i . x é dito regular se está 
ontido exatamente em um apartamento. Caso 
ontrario

é dito singular.

ii . Se x é singular, dizemos que tem índi
e 1 se a(x) é minimal 
om respeito a

in
lusão entre os 
onjuntos a(y), onde y é singular.

iii . A 
omponente 
onexa de x no 
onjunto de pontos y tal que a(x) = a(y) é um

fa
et.

iv . Se x é regular, seu fa
et será dito Weyl 
hamber ou simplesmente 
hamber.
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v . Se x é singular de índi
e 1, seu fa
et é dito panel.

vi . Dois fa
et's são adja
entes se seus fe
hos têm interseção não vazia.

Exemplo 12 (Bordo assintóti
o de H2 × R). Para 
omeçar os raios geodési
os

singulares é o 
onjunto dos produtos {x} × R, 
om x ∈ H2
, onde todos eles são

assintóti
os, ou seja, são um úni
o ponto no bordo assintóti
o, deste modo temos só

dois pontos singulares no bordo, os demais pontos são regulares. O bordo assintóti
o

é uma 2-esfera formada os dois úni
os pontos singulares e uma família de 
urvas


om interseção não vazia juntando-os, 
omo na �gura 4.4.

Figura 4.4:

Exemplo 13 (Estrutura de building de H
2 × R). Como no exemplo 9 os max �at

em H2 ×R são da forma γ ×R onde γ é uma geodési
a de H2
. Para a estrutura de

building de H2×R os dois pontos singulares são os panels e 
ada 
urva da família é

um 
hamber, assim um apartamento é a união de dois 
hambers 
om os dois panels,


omo na Figura 4.5
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Plano hiperbólico

Panel
Panel

Chambers

Geodésica do plano hiperbólico

Geodésicas singulares

Figura 4.5: Figura da fonte [Kl1℄

Proposição 4.0.1. Seja M espaço simétri
o de 
urvatura não positiva, então

i . Para quaisquer dois fa
ets, existe um apartamento que os 
ontém.

ii . Dado um panel P , existem pelo menos três 
hambers adja
entes a P .

Demonstração. A prova de (i) é 
onsequên
ia da Proposição 2.21.14 de [Eb℄, que

diz: Dado um espaço simétri
o S de tipo não-
ompa
to 
om posto k ≥ 2 e x, y ∈

S(∞), existe um apartamento F (∞) ⊆ S(∞) tal que x, y ∈ F (∞). Para provar

(ii), suponhamos que P é o panel do ponto singular x, então existem pelo menos

dois apartamentos A1, A2 que os 
ontem tal que A1 ∩ A2 = P , agora note que

tirando o panel da união dos apartamentos �
am quatro 
hambers onde justamente

a interseção de seus fe
hos é P .

De�ni
ão 4.0.4 (Projeção visual). Seja x ∈ M , onde M é espaço simétri
o de


urvatura não positiva. Denotaremos por SpM ⊆ TpM a esfera unitária e γv é a

geodési
a partindo de p 
om velo
idade v. A apli
ação:

Πp : SpM −→ M(∞)

v 7−→ γv(∞)

é 
hamada a projeção visual do ponto p.
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Uma das 
onsequên
ias do Teorema 1.3.3 é que para todo p a projeção visual é

um homeomor�smo. Seria natural que a projeção visual em p fosse um difeomor-

�smo para uma 
ompa
ti�
ação de Hadamard, mas isso não a
onte
e em espaços

simétri
os de tipo não-
ompa
to 
om posto k > 2.

Proposição 4.0.2. Se M é um espaço simétri
o de tipo não-
ompa
to 
om posto

k > 2, então não existe estrutura diferen
iável em M(∞) tal que todos os aparta-

mentos são subvariedades diferen
iáveis.

Demonstração. Vamos a provar por 
ontradição. Primeiro note que em M existe

pelo menos um raio geodési
o singular (i.e. esta 
ontido em mais de um max �at),


aso 
ontrario todos os raios geodési
os seriam regulares (i.e. 
ada um esta 
ontido

em um só max �at), assim todos os pontos de M(∞) seriam regulares e 
omo


onsequên
ia da Proposição 4.0.1 item i todos os pontos de M(∞) estão 
ontidos

num úni
o apartamento A, ou seja, M(∞) é um apartamento, portanto M deve ter


urvatura identi
amente a zero, uma 
ontradição pois M é de tipo não-
ompa
to.

Agora, seja γ um raio geodési
o emM singular de índi
e 1, 
onsiderando o panel

P que 
ontém γ(∞), a Proposição 4.0.1, item ii impli
a a existên
ia de pelo menos

três 
hambers C1, C2, C3 adja
entes ao panel P . Pela mesma Proposição, item i,

temos que para 
ada par de Ci, Cj(i 6= j) existe um apartamento Aij(∞) tal que

Ci ⊆ Aij(∞) e Cj ⊆ Aij(∞). Por hipótese Aij(∞) é uma subvariedade diferen
iável

de M(∞), assim Ci e Cj têm semiespaços tangentes Ei, Ej opostos em γ(∞) 
omo

na Figura 4.6.

Portanto obtemos três subespaços distintos dois a dois E1, E2, E3 de Tγ(∞)M(∞)

tal que E1 = −E2, E1 = −E3, E2 = −E3, 
ontradição pois neste 
aso temos a

igualdade de 
onjuntos E1 = −E1.
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Figura 4.6: Imagem obtida da fonte [Kl1℄

Corolario 4.0.1. Não existe estrutura diferen
iável em M(∞) tal que Πx é um

difeomor�smo para todo x ∈M .

Demonstração. Vamos a supor que existe tal estrutura diferen
iável. Seja A(∞) um

apartamento, onde A é um max �at de M . Dado x ∈ A, naturalmente a esfera SxA

está mergulhada em SxM , 
omo Πx é um difeomor�smo, então A(∞) = Πx(SxA) é

uma subvariedade de M(∞) 
ontradizendo a Proposição 4.0.2.

Teorema 4.0.2. O espaço H
2×R não admite 
ompa
ti�
ação diferen
iável de Ha-

damard.

Demonstração. Suponha queM = H2×R admite uma 
ompa
ti�
ação diferen
iável

de Hadamard. Seja γ = {x}×R+
um raio geodési
o 
om velo
idade 1 e PSL2(R) =

SL2(R)/{id,−id} (o projetivo do grupo de matrizes reais 2 × 2 
om determinante

1) o grupo de isometrias de H2
que preservam a orientação. Uma parti
ularidade

deste grupo é que seus úni
os subgrupos normais são os triviais (ou seja, é simples),

o que impli
a que qualquer representação linear de PSL2(R) dever ser injetiva ou

trivial; este fato é fá
il de provar já que se a representação não fosse injetiva nem

trivial, então o kernel da representação seria um subgrupo normal (não trivial) de
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PSL2(R), uma 
ontradição.

Identi�
aremos PSL2(R) ≡ PSL2(R)×idR 6 Iso(M), assim dada g ∈ PSL2(R)×

idR 
al
ularemos (g × idR)(x, y) = (g(x), y), (x, y) ∈ M . Nesse sentido (g ×

idR)(γ(t)) = (g(x), t) para todo ∈ R+
. Se g preserva a orientação obtemos que

(g × idR)(γ) é assintóti
o a γ, ou seja, (g × idR)(γ(∞)) = γ(∞). Agora tomare-

mos 
omo representação linear de PSL2(R)× idR em Tγ(∞)M , a derivada no ponto

γ(∞)(que �
a bem de�nida dada a hipotese que M(∞) possui estrutura diferen-


iável), denotada por ρ, ou seja, ρ(g × idR) = (d(g × idR))γ(∞). Dado β um raio

geodési
o quaisquer, então (g × idR)(β) também o é. Deste modo (g × idR)(β) leva

M(∞) em M(∞) para todo g× idR ∈ PSL2(R)× idR e obtemos que Tγ(∞)M(∞) é

um subespaço ρ-invariante de Tγ(∞)M .

Seja sx a simetria de H2
em torno de x. Note que sx preserva a orientação de H

2
,

pois (dsx)x tem autovalores {−1,−1}. Assim, sx × idR ∈ PSL2(R)× idR, e (d(sx ×

idR))γ(t) tem autovalores {−1,−1, 1}. Como, por hipótese, o grupo das isometrias

age C1
em M , então pela 
ontinuidade da derivada obtemos que (d(sx × idR))γ(∞)

tem os mesmos autovalores. Neste sentido ρ(sx × idR) = −idTγ(∞)M(∞) × idV , onde

V é o 
omplemento de Tγ(∞)M(∞) tal que Tγ(∞)M = Tγ(∞)M(∞) ⊕ V . Então ρ

restrito a Tγ(∞)M(∞) é −idTγ(∞)M(∞), tomando outro ponto y ∈ H
2
, temos ρ(sy ×

idR) = −idTγ(∞)M(∞) e portanto ρ é uma representação não trivial nem injetiva de

PSL2(R)× idR uma 
ontradição.
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Capítulo 5

Não existên
ia de 
ompa
ti�
ação

diferen
iável para espaços simétri
os

de tipo não-
ompa
to

Neste 
apitulo apresentaremos a prova dos dois teoremas �nais desse trabalho. O de-

senvolvimento da prova do primeiro teorema é fundamental para a prova do segundo

teorema que é o resultado 
entral deste trabalho.

Começamos 
om a de�nição de 
ompa
ti�
ação diferen
iável fra
a de Hadamard,

que é de�nida 
omo no 
aso diferen
iável, mas neste 
aso o grupo G sera substituído

por G0.

De�ni
ão 5.0.1 (Compa
ti�
ação diferen
iável fra
a de Hadamard). Uma 
ompa
-

ti�
ação diferen
iável fra
a de Hadamard é uma estrutura diferen
iável D (de 
lasse

C1
) sobre M 
ompatível 
om a estrutura diferen
iável de M e tal que a ação de G0

sobre M é também C1
.

Teorema 5.0.1. Se M = F × Rk−1
onde F é um espaço simétri
o de tipo não-


ompa
to 
om posto 1 e k > 2, então M não admite uma 
ompa
ti�
ação dife-

ren
iável fra
a de Hadamard. Em parti
ular, M não admite uma 
ompa
ti�
ação
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diferen
iável de Hadamard.

Demonstração. Supõe queM admite tal estrutura diferen
iável. Notaremos por GF

ao grupo das isometrias em F e GF
0 a 
omponente 
onexa que 
ontém a identidade,

no que segue identi�
aremos a GF
0 
om GF

0 × idRk−1 . Os max �at em M são da

forma A = γ × Rk−1
, para γ : R → F geodési
a em F .

Os raios geodési
os da forma γ1 = {x} × d, γ2 = {y} × d (onde x, y ∈ F e d

geodési
a em Rk−1
) são assintóti
os, ou seja, z = γ1(+∞) = γ2(+∞). Ademais z

esta 
ontido em todos os apartamentos deM(∞), pois dado um apartamento B(∞),

o max �at B é da forma B = β×Rk−1
. Pela 
ompletude de F para 
ada β(t) existe

σt : R → F e t0 ∈ R tal que, σt(t0) = β(t), σt(0) = x, assim x × d é assintóti
o a

β(t)× d e portanto z ∈ B(∞) ∩ (σt × Rk−1)(∞), parti
ularmente z ∈ B(∞). Este

fato é importante no andamento da prova.

Para 
onseguir uma 
ontradição tomaremos o teorema 3.3.1 para dividir a prova

em duas partes: dimF par e dimF ímpar. No 
aso par o teorema garante que

as simetrias estão 
ontidas em GF
0 e deste modo o prova se desenvolve 
omo no

teorema 4.0.2. Para o 
aso ímpar a variedade é o hiperbóli
o F = H2m+1
, nesse


aso a rotação r de ângulo π é um elemento de GF
0 e ela gera uma 
ontradição na

dimensão da representação.

Primeiro, vamos supor que dimF é par e faremos novamente a representação

ρ de GF
0 sobre TzM(∞) dada pela derivada (já que TzM(∞) é um subespaço ρ-

invariante). Parti
ularmente 
al
ularemos a representação da simetria sx (sx ∈

GF
0 pelo teorema 3.3.1) obtendo pela 
ontinuidade da derivada que ρ(sx) restrito

a TzM(∞) tem autovalores 1 
om multipli
idade k − 2 e −1 
om multipli
idade

dimF . Neste sentido pre
isaremos de uma de
omposição adi
ional de ρ, para isso
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o seguinte lema.

Lema 5.0.2. O panel P de z = γ1(∞) é uma subvariedade diferen
iável de M(∞),

de dimensão k − 2.

Demonstração. Como z está 
ontido em todos os apartamentos de M(∞), então o

panel P são os representantes dos raios geodési
os da forma {y}×d, além disso dado

g ∈ GF
0 temos que {g(y)}×d é assintóti
o a {y}×d, assim g �xa os pontos do panel.

Tomamos sx ∈ GF
0 e observamos que de�nindo a função sx−id := (f◦sx−f◦id) onde

f :M(∞) → R 
om (df)p não nula, obtemos sx(p)−p = (f ◦sx−f)(p) = 0, ∀p ∈ P .

Note que (d(sx − id))p é não nula e portanto P é a imagem inversa do valor regular

{0}, assim P é uma subvariedade de M(∞). Finalmente 
omo 
ada geodési
a d em

Rk−1
é da forma {tv, t ∈ R, v ∈ Sk−2} (Sk−2

esfera unitária), então obtemos uma


orrespondên
ia biunívo
a entre P e Sk−2
, assim dim P = k − 2.

Continuando 
om a prova, faremos a de
omposição TzM(∞) = TzP ⊕ V (V é

o 
omplementar de TzP ), além disso usamos o fato que sx age trivialmente em P

para a�rmar que a representação ρ se de
ompõe 
omo segue;

ρ(sx) = ρ0(sx) + ρ1(sx),

onde ρ0 é a representação restrita ao subespaço TzP . Esta é uma representação

trivial porque os elementos de GF
0 agem trivialmente em P , então ρ1(sx) tem auto-

valores −1 de multipli
idade dim F , assim ρ1(sx) = −idV , tomando outra simetria

obtemos ρ1(sy) = −idV , portanto ρ1 é uma representação de GF
0 não trivial nem

injetiva uma 
ontradição pois no desenvolvimento do teorema 3.3.1, temos que o

grupo GF
0 é simples.
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Para o 
aso dimF ímpar pelo teorema 3.3.1, F = H2m+1
, tomaremos a rotação

r ∈ GF
0 de angulo π em H2m+1

. Fazendo o mesmo pro
edimento que no 
aso par

mas usando r, é possível provar que o panel P é uma subvariedade deM(∞). Seja ρ

novamente a representação de GF
0 em TzM(∞) dada pela derivada, lembremos que

estamos identi�
ando r 
om r×idRk−1, então ρ(r) tem autovalores 1 de multipli
idade

k e −1 de multipli
idade 2m, na restrição ao bordo a multipli
idade de 1 é k − 1,

agora 
omoGF
0 age trivialmente no panel P e pela de
omposição TzM(∞) = TzP⊕V

(V é o 
omplementar de TzP ) obtemos a de
omposição de ρ

ρ(r) = ρ0(r) + ρ1(r),

onde ρ0 é a representação trivial sobre TzP , ρ1(r) tem autovalores −1 de multipli-


idade 2m e 1 de multipli
idade um, ou seja, ρ1 é uma representação não-trivial

de GF
0 = SO0(2m + 1) (SO0(2m + 1) a 
omponente 
onexa que 
ontem a identi-

dade do grupo das isometrias de F), uma 
ontradição pois SO0(2m+1) não admite

representação não-trivial de dimensão menor que 2m+ 2.

5.1 Teorema 
entral

Teorema 5.1.1. Seja M um espaço simétri
o de tipo não 
ompa
to de posto k > 2,

então M não admite 
ompa
ti�
ação diferen
iável de Hadamard.

Demonstração. Novamente suponhamos que M admite tal estrutura diferen
iável

e notaremos por G ao grupo das isometrias em M e G0 a 
omponente 
onexa que


ontém a identidade, igualmente notaremos por α a ação de G sobre M e a 
orres-

pondente ação de g.

Dada uma geodési
a γ singular de índi
e 1 pela seção 2.11 de [Eb℄ de�nindo:
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Fγ={união de todas as geodési
as paralelas a γ},

temos que Fγ é uma subvariedade de M .

Uma geodési
a β é paralela a γ se γ+ ∼ β+
e γ− ∼ β−

. Ademais Fγ é isométri
a

a F × Rk−1
onde F é espaço simétri
o de posto 1.

Es
reveremos γ(t) = (p, (t, 0, 0, ..., 0)), p ∈ F, (t, 0, 0, ..., 0) ∈ Rk−1
e de�nimos

para 
ada t ∈ R,

F t = F × {(t, 0, 0, ..., 0)},

note que F t
são subvariedades de M , pois os F t

são 
opias de F , de fato F = F 0
.

Como no Teorema 5.0.1 notaremos por GF
ao grupo das isometrias em F e GF

0 a


omponente 
onexa que 
ontém a identidade. Naturalmente temos que GF
0 6 G0.

Agora vamos 
onstruir a seguinte de
omposição em TpM ,

TpM = TpFγ ⊕ (TpFγ)
⊥

(5.1)

= TpF ⊕ TpR
k−1 ⊕ (TpFγ)

⊥. (5.2)

Lembremos que se g = p + l é a de
omposição de Cartan em p, então temos a

identi�
ação p ≡ TpM , neste sentido obtemos a de
omposição,

p = pF ⊕ peucl ⊕ p0,

onde estamos identi�
ando os subespaços pF ≡ TpF , peucl ≡ TpR
k−1

, p0 ≡ (TpFγ)
⊥
.

Além se pt+ lt é a de
omposição de Cartan de g em γ(t) e usando o fato F t×Rk−1 ≡

F × Rk−1
, então obtemos a de
omposição:

pt = ptF ⊕ pteucl ⊕ pt0.
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Para en
ontrar uma 
ontradição de
omporemos Tγ(∞)M em subespaços que te-

nham 
orrespondên
ia 
om Tγ(t)F
t
, Tγ(t)R

k−1
e (Tγ(t)Fγ)

⊥
, parti
ularmente nos fo-


aremos no 
orrespondente a Tγ(t)F
t
para que a representação dada pela derivada

permita-nos obter as mesmas 
ontradições da Proposição 5.0.1. Para isto usamos os

seguintes lemas.

Lema 5.1.2. Os subespaços tangentes Tγ(t)F
t
, Tγ(t)R

k−1
e (Tγ(t)Fγ)

⊥
admitem li-

mites quando t → ∞, denotados respe
tivamente por VF , Veucl e V⊥. Além disso,

Tγ(∞)M = VF ⊕ Veucl ⊕ V⊥.

Demonstração. Seja KF
0 = {g ∈ GF

0 |g(p) = p}, o grupo de isotropia em p (isto

impli
a que os elementos de KF
0 �xam γ). Tomamos a representação linear dada

pela derivada ρt de KF
0 em Tγ(t)M para todo t ∈ R. Os subespaços Tγ(t)F

t
, Tγ(t)R

k−1

e (Tγ(t)Fγ)
⊥
são invariantes por ρt, e pela 
ontinuidade da derivada quando t → ∞

temos ρ∞ divide Tγ(∞)M em três subespaços que notaremos 
omo no enun
iado i.e.

Tγ(∞)M = VF ⊕ Veucl ⊕ V⊥.

Lema 5.1.3. Seja O a orbita de γ(∞) sob a ação de G0. Então V⊥ = Tγ(∞)O, e

para todo t, a restrição de αγ(∞) a pt0 é injetiva sobre V⊥.

Demonstração. É um fato 
onhe
ido que, sendo O a órbita de ação de grupo G0 é

uma subvariedade. Além disso, se g(γ(∞)) ∈ O então f(g(γ(∞))) = (f ◦g)(γ(∞)) ∈

O, ∀f ∈ G0, assim O é invariante sob a ação de G0, em 
onsequên
ia Tγ(∞)O é um

subespaço invariante de ρ. Agora de�namos;

αγ(∞) : p
t
0 −→ Tγ(∞)O

H 7−→ exp−1
γ(∞)((expH)(γ(∞))),
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onde expH ∈ G0 e expγ(∞) ≡ expγ(∞)|Tγ(∞)O
. Para mostrar a injetividade lem-

bremos que pt0 se identi�
a 
om o espaço (Tγ(t)Fγ)
⊥
, assim (expH)(γ) não é pa-

ralelo a γ. Tomamos αγ(∞)(H) = 0 e suponhamos que H 6= 0, neste sentido

exp−1
γ(∞)((expH)(γ(∞))) = 0, assim obtemos

(expH)(γ(∞)) = γ(∞) → (expH)(γ) ∼ γ

portanto, (expH)(γ(−∞)) 6= γ(−∞), ou seja, αγ(−∞)(H) 6= 0. Por outro lado

usando os fatos Ad(sγ(t)) = −id ∈ GL(g) e exp(Ad(sγ(t))H) = sγ(t)expHs
−1
γ(t), além

disso, 
al
ulando

(sγ(t)expHs
−1
γ(t))(γ(−∞)) = (sγ(t)expH)(γ(∞)) = (sγ(t))(γ(∞)) = γ(−∞)

obtemos que

exp(−H)(γ(−∞)) = (exp(Ad(sγ(t))H))(γ(−∞)) (5.3)

= (sγ(t)expHs
−1
γ(t))(γ(−∞)) (5.4)

= γ(−∞), (5.5)

assim, exp(−H)(γ(−∞)) = γ(−∞). Agora apli
ando expH e usando o fato expHexp(−H) =

id ∈ G0 temos que exp(H)(γ(−∞)) = γ(−∞). Logo αγ(−∞)(H) = 0 uma 
on-

tradição, portanto H = 0 e αγ(∞) é inje
tiva. Note que dimpt0 = n − dimFγ =

(n − 1) − (dimFγ − 1) = dimO, assim obtemos a sobrejetividade para todo t e

portanto V⊥ = Tγ(∞)O.

Lema 5.1.4. O panel P de γ(∞) é uma subvariedade de M(∞) e seu espaço tan-

gente em γ(∞) é Veucl ∩ Tγ(∞)M(∞), e este espaço é invariante por ρ.
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Demonstração. Nós temos que γ(t) = (p, (t, 0, ..., 0)) isto é, γ = {p} × d, 
om d

geodési
a em Rk−1
e os max �at que 
ontem a γ são da forma β × Rk−1

onde

β geodési
a em F . Pela Proposição 5.0.1 temos que P é uma subvariedade de

dim = k − 2. Ademais qualquer geodési
a em F não é assintóti
a às geodési
as

{p}×d, p ∈ F, d geodési
a em Rk−1
, assim Tγ(∞)P ⊆ Veucl∩Tγ(∞)M(∞). Por outro

lado, dim(Veucl ∩ Tγ(∞)M(∞)) = k − 2 e portanto a igualdade segue.

Para �nalizar lembremos pela Proposição 5.0.1 que GF
age trivialmente em P ,

então a representação ρ do grupo GF
0 em Tγ(t)P é trivial e portanto invariante.

Lema 5.1.5. O subespaço VF é invariante por ρ.

Demonstração. Pelos lemas anteriores V⊥ e Veucl ∩ Tγ(∞)M(∞) são invariantes me-

diante ρ. Usando a 
lassi�
ação de espaços simétri
os de tipo não-
ompa
to 
om

posto 1 obtemos que GF
0 é 
ompa
to. Agora por 2.3.1 a representação da derivada ρ

de GF
0 em Tγ(∞)M(∞) é 
ompletamente redutível e a de
omposição em subespaços

irredutíveis é úni
a, isto é;

Tγ(∞)M(∞) =
k
⊕

j=1

Wj e ρ =
k
⊕

j=1

ρj ,

onde as sub-representações ρj de G
F
0 em Wj são irredutíveis. Pela uni
idade temos

que V⊥ e Veucl∩Tγ(∞)M(∞) são somas de alguns subespaçosW ′
js e também que exite

outro subespaço invariante V ′
formado pela soma dos restantes, então Tγ(∞)M(∞) =

V ′ ⊕ V⊥ ⊕ Veucl ∩ Tγ(∞)M(∞), lembremos que Tγ(∞)M = VF ⊕ Veucl ⊕ V⊥, assim

VF ⊆ V ′
, mas dim(Tγ(∞)M(∞)) = n − 1, dim(Veucl ∩ Tγ(∞)M(∞)) = k − 2 e

dim(V⊥) = n− dim(Fγ), logo;

dim(V ′) = dim(Fγ)− (k − 1) = dim(V F ),

portanto V ′ = V F
e ρ é uma representação de GF

0 em V F
invariante.
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Para �nalizar a prova temos, pelo Lema 5.1.5 que representação ρ de GF
0 em VF

é invariante. Deste modo podemos 
onsiderar novamente os 
asos de dimF par e

ímpar. Para o 
aso par as simetrias estão 
ontidas em GF
0 , fazendo o mesmo pro
esso

da primeira parte do teorema 5.0.1 obtemos que dadas duas simetrias sx, sy ∈ GF
0 é

possível obter uma sub-representação satisfazendo ρ1(sx) = ρ1(sy) = −id, o qual é

uma 
ontradição pois GF
0 é simples.

Para o 
aso impar tomamos novamente uma rotação r de ângulo π, que é um

elemento de GF
0 e imitando o pro
esso feito na segunda parte da prova do teorema

5.0.1 obtemos uma 
ontradição 
om respeito à dimensão da representação. Portanto

podemos 
on
luir que M não admite uma 
ompa
ti�
ação diferen
iável fra
a de

Hadamard. Em parti
ular, M não admite uma 
ompa
ti�
ação diferen
iável de

Hadamard.
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