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Resumo

Neste trabalho estudaremos alguns resultados propostos por Benoit Kloeckner
[K12] em sua tese de doutorado. Apresentamos principalmente a prova da nao-
existéncia de compactificacoes diferenciaveis de Hadamard em espacos simétricos de

tipo nao-compacto de posto k > 2.

Palavras-chave: Variedades de Hadamard; Bordo assintético; Espaco simé-

trico; Posto; Compactificacoes diferencidveis de Hadamard.



Abstract

In this dissertation we will study some results proposed by Benoit Kloeckner [KI12]
in his doctoral thesis. We mainly present the proof of non-existence of diferentiable

Hadamard compactifications in symmetric spaces of noncompact type of rank > 2.

Keywords: Hadamard manifolds; Asymptotic boundary; Symmetric space;

Rank; Differentiable Hadamard compactification.
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Introducao

No final do século dezenove e comeco do vinte sao bem conhecidos os avancos na
geometria Riemanniana, tais avancos tém permitido o desenvolvimento de campos
de pesquisa como as variedades de curvatura negativa, as quais sao um dos eixos
fundamentais na geometria e sua constante evolucao. Neste sentido vale a pena

mencionar como exemplo o teorema de Hadamard:

Teorema 0.0.1 (Teorema de Hadamard). Seja M variedade Riemanniana completa

simplesmente conexa com curvatura seccional k < 0. Entao M € difeomorfa ao R™.

Nas variedades que satisfazem as hipoteses deste teorema (sao ditas de Hada-
mard) é possivel definir um bordo assintotico M (oo) para M, ademais também é
possivel dar & uniao M UM (c0) uma estrutura de espago topologico compativel com
a estrutura de M, tal espago topologico é homeomorfo a uma bola unitaria, ou seja,
o bordo gera uma compactificacao topologica de M. A variedade gerada pela uniao
poderia ter uma estrutura de ordem de diferenciabilidade superior a zero, como na

proposicao:

Proposicao 0.0.1. Se M ¢ uma variedade de Hadamard satisfazendo —b*> < ky <

—a? < 0, entdo M U M(o0) admite uma estrutura de classe Hélder C'b .



Mas mesmo neste caso a compactificacao ainda pode nao ter estrutura diferen-

ciavel, e descobrir tal aspecto parece nao trivial.

Portanto, neste trabalho estudaremos alguns resultados propostos por Benoit
Kloeckner [K12] em sua tese de doutorado. Benoit Kloeckner apresenta uma defini¢ao
de compactificacao diferenciavel, mas como foi mencionado anteriormente provar isto
parece ser nao trivial, de fato o objetivo principal da dissertacao é apresentar a prova

do teorema:

Teorema 0.0.2. Seja M um espaco simétrico de tipo nao compacto de posto k > 2,

entao M nao admite compactificacao diferencidvel de Hadamard.

Este, por sua vez, precisamente garante nao existéncia de compactificacoes dife-

renciaveis.

Assim, o primeiro capitulo do trabalho vai abarcar no¢oes fundamentais da geo-
metria Riemanniana, especialmente aquelas permitem uma compreensao do Teorema
de Hadamard. No final do capitulo, vamos mostrar as definicoes de bordo assinto-
tico e suas consequéncias, em seguida vamos fornecer uma prova do Teorema 1.3.3

que diz que o bordo M (00) gera uma compactificagao topologica.

Para o segundo capitulo faremos uma apresentacao de grupos de Lie, algebras de
Lie e representacoes de grupos, tais conceitos sao muito importantes no momento

da prova do teorema central, particularmente o Teorema 2.3.1.

Tal como foi indicado no teorema central, a nao existéncia estd garantida para
espacos simétricos de tipo nao compacto de posto k > 2. Assim no Capitulo 3
definiremos espacgos simétricos de tipo nao compacto e posto, junto com uma ideia
das provas das Proposicoes 3.2.2 e 3.2.5 vitais para a construcao de building dos

proximos capitulos. Para concluir o capitulo na tltima secao faremos uma breve



apresentacao da classificacao dos espacos simétricos de tipo nao compactos com

posto um.

Finalmente nos capitulos quarto e quinto apresentaremos a prova do teorema
central. Dita prova serd ordenada da seguinte maneira: em principio definiremos
compactificacao diferenciavel, posteriormente provaremos que H? x R nio admite
compactificacoes diferenciaveis (é importante ressaltar que a ideia desta prova é a
mesma do teorema central) logo, no comego do tltimo capitulo vai-se generalizar
este resultado no Teorema 5.0.1, onde H? & trocado por um espaco simétrico de tipo
nao compacto com posto um. Deixamos a ultima secao do tltimo capitulo apenas

para provar o Teorema Central 5.1.1.



Capitulo 1

Teorema de Hadamard e bordo

assintotico

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados fundamentais da geometria Ri-
emanniana, principalmente aqueles que permitem a compreensao do Teorema de
Hadamard-Cartan. O leitor familiarizado com aspectos bésicos da geometria Rie-

manniana pode comecar a leitura na secao 1.3.

1.1 Geodésicas e aplicacao exponencial

Para iniciar assumiremos que M é uma variedade diferenciavel com uma métrica
(,), e denotaremos por T,M o espago tangente a M em p € M. Os resultados que

seguem sao bem conhecidos, e suas demonstragoes podem ser encontradas em [Dol].

Definicao 1.1.1. Um campo de vetores X em M € uma correspondéncia que associa

a cada ponto p € M um vetor X (p) € T,M.

Como os vetores sao definidos agindo em funcgoes diferencidveis, entao faz sentido



pensar o campo agindo em funcoes

X :D(M) — F(M)
fr— X(f)

onde F(M) é o conjunto das fun¢oes em M e D(M) as fungoes diferenciaveis, tam-

bém:
X(f): M — R
pr— X(@)f)
em outras palavras, (X (f))(p) = X(p)(f). Se X(f) € D(M) para todo f € D(M),

entao X é dito diferenciavel. Notaremos o conjunto dos campos diferenciaveis por

x(M).

Observacao: Na anterior definicao estamos assumindo que o leitor esta familia-

rizado com os conceitos de diferenciabilidade em variedades diferenciaveis.

Proposicao 1.1.1. Sejam X,Y € X(M). Eziste um dnico Z € X(M) tal que:

para todo f € D(M).
Definicao 1.1.2. O campo de vetores Z dado pela proposicao de acima € chamado
o colchete de X porY, denotado por [X,Y].

Observagao: se X,Y € X(M), entao [X,Y] € X(M).

Na seguinte definicao vamos a apresentar o que é conhecido como a generalizacao
da primeira forma fundamental da Geometria Diferencial em variedades diferencia-

veis.

Definicao 1.1.3. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é

uma correspondéncia que a cada p € M associa um produto interno:

(-,-): T,M x T,M —> R,



que varia diferenciavelmente com o ponto, ou seja, se U € uma vizinhanca de p e
x:U — M € parametrizacao, as funcgoes:
Gij : U—

R
0 0
0 (557 5e;)al)s

sao diferencidveis em U.

Usando o fato que as mudancas de coordenadas sao difeomorfismos é possivel

provar que a definicao de diferenciabilidade independe do sistema de coordenadas.

Definicao 1.1.4. Uma variedade diferencidvel dotada de uma métrica Riemanniana

¢ chamada variedade Riemanniana.

Definicao 1.1.5. Sejan M, N wvariedades Riemannianas e ¢ : M — N um difeo-

morfismo global. ¢ € dito isometria se,
(1,00, = {(dp)p(w), (AP ()i, VP € M, Va0 € TyM.

Neste caso, M e N sao ditas isométricas e, no contexto da geometria Riemanniana,

sao a mesma variedade.

Do mesmo modo se ¢ é um difeomorfismo local em p € M, é dito isometria local
em p, se exite uma vizinhanga V' de p tal que |y : V. — (V) é isometria global.
Se para todo p € M temos que ¢ é uma isometria local, entao M ¢é dita localmente

isométrica a N.

Agora vamos a apresentar uma definicao que permite obter uma “derivada” de

campos ao longo de uma curva ¢, obtendo outo campo ao longo de c.

Definicao 1.1.6. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma conexao afim em M é
uma aplicacao:

Vo X(M) x X(M) — x(M)
(X,Y)— V(X,Y)=VyY,



satisfazendo:

i . va+gYZ = vaZ—i-ngZ
" . VX<Y—|—Z) :ny+vXZ

1t . VX<fY) = X(f)Y + fVXY,
onde X,Y,7Z € X(M) e f,g sao fungées diferencidveis em M.

Um fato importante é que (VxY)(p) depende apenas de X (p) e de como Y se
comporta ao longo de uma curva que passa por p e que tenha a X (p) como tangente

em p.

Proposicao 1.1.2. Seja M uma variedade diferencial com uma conexao afim V.
Eziste uma inica aplicagdo = (chamada derivada covariante) que associa a cada

campo V ao longo da curva ¢ : I — M um unico campo d V. satisfazendo:

t
i D(V+w)=2Y 4 DY

i . Se f: I — R é diferencidvel,

df

dtVJrf—

D
@(fv)

iii . SeY € X(M) é tal que Y(c(t)) =V (t) (Y € extensao de V'), entao

DV
= =V Y.
= Ve

Definicao 1.1.7. Seja M uma variedade diferencidvel:

. Se'V éum campo ao longo de uma curva c: I — M tal que dt =0, entao V

¢ dito paralelo ao longo de c.



1 . Se M € variedade Riemanniana, uma conexao afim em M € compativel com a

métrica se para todo par V,W de campos paralelos ao longo de c vale:

d

1t . Uma conexao afim em M é dita simétrica se:
VxY = VyX =[X,Y],
para todo X,Y € X(M).

Teorema 1.1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, eziste uma

iUnica conexao afim simétrica compativel com a métrica.

A conexao do anterior teorema é chamada a conexao de Levi-Civita ou conexao
Riemanniana.
,Yl

, . .o~ , ~ . .. D , .
Para a proxima definigao V serd a conexao de Levi-Civita e =~ é a derivada

covariante do campo v ao longo da curva ~.

Definicao 1.1.8. Seja M uma variedade Riemanniana e vy : 1 — M uma curva. v

é dita geodésica se v'(t) € um campo paralelo ao longo de 7, ou seja,
D /
T —o,vtel.
dt
Proposicao 1.1.3. Dadosp € M ev € T,M, existem € > 0 e uma unica geodésica

v (—€€) = M tal que v(0) =p e ~'(0) = v.

Se v € T,M, vamos denotar por -, a unica geodésica de M que passa por p € M

com velocidade v.

Seja U = {v € T,M : , esta definida num intervalo contendo [0, 1]}.



Definicao 1.1.9. A aplicacio exp, : U — M definida por exp,(v) = v,(1) (7, €
a tnica geodésica de M que passa por p € M com velocidade v no tempo zero), é

denominada aplicacao exponencial.

E possivel mostrar que exp, ¢ diferenciavel, exp,(0) = p, e também que para

cada v € T,M, a geodésica v, é dada por v,(t) = exp,(tv) para todo ¢t € R.

Proposigao 1.1.4. Dado p € M, exite e > 0 tal que, exp, : B(0,¢) CT,M — M €

um difeomorfismo de B(0,€) sobre um aberto de M.

1.2 Curvatura

Nesta secao tem como objetivo dar o conceito de curvatura seccional, um dos mais

importantes na geometria Riemanniana.

Definicao 1.2.1. O tensor de curvatura numa variedade Riemanniana é uma cor-
respondéncia que associa a cada par de campos X,Y wuma aplicagio R(X,Y) :

X(M) — X(M) dada por;

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[Xy]Z

Observagao: (R(X,Y)Z)(p) depende apenas de X(p),Y(p), Z(p). Assim dado
p€ Meux,y,zeT,Mcalcular R(z,y)z = (R(X,Y)Z)(p) para quaisquer X,Y, 7 €

X(M), com X(p) ==z, Y(p) =y, Z(p) = =

Proposicao 1.2.1. Sejam p € M e o C T,M um subespaco de dimensao dois.

Entao,

o) = Lz Yz Y)
R = R — (o g

independe da escolha de {x,y} base de o.



Esta proposicao permite obter uma boa definicao de curvatura seccional, que
pretende generalizar a curvatura de Gauss da Geometria Diferencial. Precisamente
quando temos variedades ou subvariedades de dimensao dois a curvatura seccional

e de Gauss coincidem.

Definicao 1.2.2. Sejam M wvariedade Riemanniana, p € M e o C T,M subespago
bidimensional. A curvatura seccional de M sequndo o € ky(o) := k(z,y) onde {x,y}

¢ base de o C T, M.

Observacgao: é comum, em geometria, encontrar resultados que envolvem hipo-

teses na curvatura seccional k, muitos destes sao resultados topologicos.

Definicao 1.2.3. Seja v : [0,a] — M uma geodésica. Um campo J € dito campo de

Jacobi se J satisfaz,

D?J
dt?

() + R(Y'(t), J())Y'(t) = 0, Vi € [0, q]

A equacao de acima é conhecida como a equacao de Jacobi, é linear de segundo

ordem e suas solugdes estao determinadas pelas condigdes iniciais J(0) = 0, 22(0).

Assim existem 2n solucoes linearmente independentes ao longo de ~.

Observagio: para facilitar a notacao denotaremos a ZZ(¢) e Z:QJ(t) por J'(t) e

J"(t) respectivamente.

Proposigao 1.2.2. Sejam v : [0,a] = M geodésica normalizada e J um campo de

Jacobi ao longo de y com J(0) = 0, entao J(t) = d(expy)iy ) (tJ'(0)).

Dada v : [0,a] — M uma geodésica. () com ¢y € [0, a], é dito ponto conjugado
a v(0) ao longo de v se existe um campo de Jacobi J nao nulo ao longo de 7, tal

que J(0) =0e J(ty) =0.
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Uma das maiores importancias da existéncia dos pontos conjugados ao longo de
uma geodésica 7y, é que eles implicam a existéncia de pontos criticos na aplicagao
exponencial. Igualmente a nao existéncia implica que aplicacao exponencial define
un difeomorfismo local. Isto é porque os campos de Jacobi que se anulam tem uma

forma explicita.

De acordo com a expansao de Taylor dos campos de Jacobi da Proposicao 2.7 e

o Corolario 2.9 do capitulo V de [Dol] pode-se concluir o seguinte corolério.

Corolario 1.2.1. Se k < 0, nenhuma geodésica tem pontos conjugados.

Como consequéncia, se k < 0 entao exp, ¢ um difeomorfismo local.

1.3 Teorema de Hadamard-Cartan e bordo assinto-

tico

Nesta secao vamos a apresentar o Teorema de Hadamard, para isso comecaremos

com a definicao de variedade Riemanniana completa.

Definicao 1.3.1. Uma variedade Riemanniana M € dita completa se para todo
p € M, a aplicagao exponencial, exp,, estd definida para todo v € T, M, isto €, se as
geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do parametro

teR.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Hadamard). Seja M variedade Riemanniana completa

simplesmente conexa com curvatura seccional k < 0. Entao M € difeomorfa ao R™.

Como M nao tem pontos conjugados pelo Corolario 1.2.1 e p € M, entao exp,

¢ um difeomorfismo local. Assim, a prova do teorema de Hadamard, consiste em

11



realidade provar que exp, define um difeomorfismo global, mais detalhes no capitulo

VIl de [Dol].

Definicao 1.3.2. Uma variedade Riemanniana completa simplesmente conexa, com

curvatura seccional k < 0 € dita variedade de Hadamard.

Definicao 1.3.3. Seja M uma variedade de Hadamard, um raio geodésico € uma
geodésica definida da forma ~y : [0,400] — M, com |y'(t)| = 1. Dois raios geodésicos
V1,72 sao ditos assintdticos (y1 ~ v2) se existe um C = 0 tal que, d(~1(t),y2(t) <

C, Vt € [0,00).

Exemplo 1. R" € uma variedade Riemanniana de Hadamard, duas semirretas em

R™ sao ditas assintoticas se sao paralelas e com o mesmo sentido.

Observagao: A relacao ser assintotico ~ é uma relagao de equivaléncia, este fato

decorre da desigualdade triangular.

Definicao 1.3.4. O bordo assintotico de M € o conjunto,
M (o00) = {raios geodésicos}/ ~

Proposicao 1.3.1. Dado « : [0,00] — M raio geodésica e p € M. Entao eziste um

tinico v : [0,00] = M raio geodésico com y(0) =p ey ~ a.

Antes da prova vamos a apresentar o seguinte lema. Mais detalhes do lema em

[Eb| se¢ao 1.6.

Lema 1.3.2. Se o e [ sao dois raios geodésicos em M, entao a funcao t —

d(a(t), B(t)) € convera.

Demonstragao. Da proposicao 1.3.1 considere (¢,)nen com ¢, — 00, e para cada

n definimos 7, como o segmento de geodésico normalizado ligando p a «(t,). Por

12



compacidade da esfera unitaria em 7,M, {7,,(0) } ey tem uma subsequencia conver-

gente a v com ||v|| = 1. Agora, definimos 7 : (0, 00] — M por ¥(t) = exp,(tv). Para

provar que v ~ « considere C' > 0 tal que d(p, «(0)) < C e a sequéncia (s,)nen cOm

Yn($n) = a(t,). Segue que:

d((0), a(tn)) < d(a(0),p) +d(p, yu(sn))
d((0), aftn)) — d(p,ynlsn)) < d((0), p)

tn — sn < d(a(0),p).

Do mesmo modo,

Das equagoes (1.3), (1.6), obtemos que:

|tn — sn| < d(a(0),p) < C.

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)
(1.5)

(1.6)

Fixe s > 0 e tome n o suficientemente grande tal que s < s,, Vn > ng. Pelo lema

1.3.2, a fungao t — d(7,(t), a(t)) é convexa, deste modo obtemos:

d(Yn(s), (s)) < max{d(7(0), a(0)), d(yn(sn), (sn))}-

Como 7, (0) = p, obtemos d(7,(0), «(0)) < C, ademais;

d(Yn(8n), (sn)) = d(a(tn), a(sn)) = |tn — sn| < C.

13



Assim, d(7,(s), a(s)) < C, finalmente usando a continuidade da aplica¢ao expo-

nencial temos d(v(t), a(t)) < C, i.e. v~ a.

Para provar a unicidade supde que existe a geodésica f ~ « com [(0) = p
e ||B'(0)|| = ||7/(0)]| mas, 8 = <(p'(0),~7/(0)) > 0. Utilizando a lei de cossenos
(Teorema de Preissman) obtemos d?(5(t),~(t)) = 2t*(1 — cosf), que tende a oo

quando, t — co, uma contradicao pois 3 ~ 7. O

Umas das consequéncias da proposicao, é que existe uma correspondéncia biu-
nivoca entre a esfera unitaria S, em T,M e M(o0), a saber, dado v € S, > [,] €

M (00), onde, 7,(t) = exp,(tv).

As proposicoes e defini¢oes anteriores, estao direcionadas a definir uma com-
pactificacao topoldgica em variedades de Hadamard. Para este propoésito é preciso
definir uma topologia sobre o bordo assintotico, que neste caso sera a topologia dos
cones. Um cone com vértice em p € M, abertura 6 € (0,7) e eixo v € T,M ¢ da
forma C,(v,0) = {exp,(tw)|<(w,v) < 8, com t > 0}, além disso, um cone truncado
define-se como, T},(v, 0, R) := C,(v,0)\B(p, R), onde, B(p, R) & a bola com centrada
em p de raio R > 0. Finalmente as bolas abertas de M e os cones truncados sao

uma base topolégica para o conjunto M := M U M(o0). M(oo) tem a topologia de

subespago topologico, ver o Capitulo 1 de [Eb].

Teorema 1.3.3. Sejam p € M e B(p,1) a bola fechada unitdaria em T,M, cujo

bordo 0B(p,1) = S,. Seja f :[0,1] — [0, 00] um homeomorfismo. Entao a fun¢do

¢: B(p,1) = M ;0(v) = exp,(f([Jv]))v),

¢ um homeomorfismo.

Demonstracdao. Primeiro, note que M é Hausdorff, pois pela Proposicio 1.3.1, quais-

14



quer dois pontos de M (oco) podem ser separados por cones com o mesmo vértice e

B(p,1) é um subconjunto compacto de 7,M. Além disso, ¢ define uma corres-
pondéncia biunivoca, ji que o fecho no infinito do homeomorfismo f, significa que
lim, ,;- f(x) = co. Entdo, temos uma bije¢cao de um compacto num espago Haus-
dorff, assim s6 é necessario provar que ¢ é continua em v € .S, para concluir que é um
homeomorfismo. Se ||[v]| < 1, temos que ¢ fica definida pela aplicagdo exponencial,
como M é de Hadamard, ¢ é um difeomorfismo. Dada T'(v, 6, R) uma vizinhanca

de p(v), v e S,

¢ (T(,0,R)) = {z € Bp1)|eap,(f(|z]z)) € T(v,0,R)} (1.7)
= {<(z,v) <be (f([z])z) > R} (1.8)

= {<(w,v) <Oy {(f([[z])z) > R} (1.9)

logo temos que ¢ (T (v,0, R)) é a interse¢ao de dois abertos, e portanto ¢ é

continua. O

A consequéncia para ressaltar é que B(p,1) e M sao homeomorfos, assim, M é

compacto. Esta compactificacao topologica serd chamada de Hadamard.

A partir de agora se [y] € M(c0), denotaremos [y] por y(c0), da mesma maneira
se 7 : R — M é geodésica denotaremos por v, 7~ a 7|(p.+00] € V|[=00,0] TESPECtiva-

mente. Igualmente [y] = y(+00) e [y7] = y(—0).
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Capitulo 2

Grupos e algebras de Lie

Neste capitulo apresentaremos defini¢oes e resultados dos grupos e algebras de Lie
que sao uma ferramenta fundamental na evolucao dos proximos capitulos. No final
do capitulo temos uma breve introdugao as representacoes de grupos que serao muito

importantes na prova do teorema central 5.1.1.

2.1 Grupos de Lie

Definicao 2.1.1 (Grupo de Lie). Um grupo de Lie é um grupo G munido de uma

estrutura diferencidvel compativel com a operacao de grupo, ou seja,

GxG— G
(z,y) — ay™
¢ diferencidvel. Deste modo fizado x as traslagoes a direita R, e esquerda L,,

R, — @
Yy yr
L,— @G
Yy 1y

sao difeomorfismos.

A partir de agora, G denota sempre um grupo de Lie, um exemplo importante
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de grupo de Lie é o grupo das isometrias G = iso(M), onde M é uma variedade

Riemanniana.

Dizemos que uma métrica Riemanniana em G é invariante a esquerda se;

(u,0)y = ((dLz)y(u), (dLz)y (V) L.y)

para todo z,y € G, u,v € T,G, isto é, se L, ¢ uma isometria. Analogamente define-
se métrica Riemanniana invariante a direita. Uma métrica Riemanniana invariante

a esquerda e direita, é dita bi-invariante.

Agora, tomando um produto interno (). em T.G, onde e é a identidade de G,

é possivel definir a seguinte métrica invariante a esquerda em G:
<u’v>x = <(de*1)$(u)’ (de*l)ﬂﬁ('U))ea x € G, Yu,v e T,G.

do mesmo modo é possivel definir uma métrica invariante a direita.

Quando G for compacto é bem sabido (ver, por exemplo [Dal, capitulo 4) que
GG admite uma métrica bi-invariante. Reciprocamente, se G admite uma métrica

bi-invariante entao, G = K x F, onde K é um grupo compacto e F' é abeliano.

2.2 Algebras de Lie

Definicao 2.2.1. Um campo de vetores X em G € dito invariante a esquerda se €

preservado pelas traslacoes a esquerda, ou seja,
(dLz)y(X(y)) = X(La(y))-

Em particular, se X é invariante a esquerda e € G tem-se; X () = X (L,(e)) =

(dL.)e(X(e)), ou seja, o valor de X em qualquer ponto de G esta determinado por
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seu valor na identidade e. Assim, dado v € T.G, existe um tnico X (z) = (dL,).(v)

campo invariante a esquerda em G tal que X (e) = v.

Proposigao 2.2.1. Se XY sao campos invariantes a esquerda, entao [X,Y] € um

campo tnvariante o esquerda.

Agora faz sentido a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.2.2. Dados u,v € T.G, definimos o colchete de Lie como [u,v] =
[X,Y](e), onde X eY sao os campos invariantes a esquerda tais que, X(e) = u e

Y(e) =wv. Com esta operac¢ao T,G é chamada a dlgebra de Lie de G, denotada por

g.
Observacao: A identidade de Jacobi para campos de vetores da a g a estrutura
de algebra de Lie.

No que segue os elementos de g serao pensados como campos invariantes a es-

querda ou elementos de T,G.

Lembremos um resultado de EDO em R™ que por ser local ainda continua valendo

para variedades.

Proposicao 2.2.2. Se M uma variedade Riemanniana e X € X(M), entdo para
todo p € M, existe uma vizinhan¢a U de p, e >0 e v : (—€,6) x U = M (¢(t,q) =
¢i(q)) aplicagio diferencidvel tal que, L¢i(q)|limo = X(q), Vg € U ¢y € o fluzo de

X.

Observacao: Se X € X(M) e ¢, é seu fluxo, vale: X (¢:(p)) = (dwi),(X(p)).

Definicao 2.2.3 (Campos de Killing). Um campo diferencidvel X em M variedade

Riemanniana € dito campo de Killing se seu fluxo € por isometrias, isto €, dado
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qualquer p € M, ¢; : U — ¢(U) € uma isometria para todo t € (—e€, €), onde a

existéncia de e > 0 e U (vizinhanga de p) € garantida pela proposi¢ao anterior.

Proposicao 2.2.3. Se X ¢ um campo de Killing em M variedade Riemanniana

completa, entao seu fluxo esta definido para todo t € R.

Demonstragao. Seja p € M e I C R o intervalo maximal onde ¢;(p) esta definido
para todo t € I. Por absurdo, suponha que sup I < co. Seja {t, },en uma sequéncia
convergindo para sup I. Agora provaremos que {¢y, (p) }nen é de Cauchy, pois dados

t, < tn, usando que ¢; é uma isometria e pela observacao anterior obtemos:

donppn) < [ Igele = [T ldaXeDla @D

tn

- / "X )t (2.2)

= [(X@)I(tm —tn) =0 (2.3)

para m,n indo para infinito. Assim, ¢, (p) — p* € M, pela continuidade de ¢,
temos psup1(p) = p*, de este modo numa vizinhancga de p* o fluxo ¢; ¢ uma isometria
e portanto ¢; pode-se estender além de sup I, contradicao. Andlogo para o inf [,

logo I = R. O

Definicao 2.2.4 (Exponencial de Lie). Se X € g, a aplicagio exp : g — G dada

por exp(X) = p1(e), onde ¢, € o fluro de X, € chamada exponencial de Lie.

Para verificar que ¢, esta definido, é suficiente mostrar que temos uma métrica

em G tal que X é de Killing. Como X é invariante a esquerda; X (g) = (dLy).(u),
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X(e) = u. Agora,

Se@limo = (L)X () = WL o) = SLalaelmo (2:9)
= S (29)
= SR.o@le (20

Dotando a G com a métrica invariante a direita dada pela traslacao R, (), obte-
mos R, ) ¢ uma isometria para cada ¢, e portanto ¢; ¢ uma isometria, o que mostra
que X é de Killing.

Observagao: Note que fixado X € g, o fluxo ¢;(e) € um homomorfismo de (R, +)
sobre GG, assim ¢g(e) sera dito subgrupo a 1-parametro de G. Entao também pode se
definir aplicacao exponencial a partir da acao de um tnico subgrupo a 1-parametro
{exp(tX), t € R} satisfazendo Lexp(tX)—o = X. Em ocasides escreveremos
exp(tX) = eX.

Definicao 2.2.5. Seja a C g um subespago vetorial de g, a € dita:

i . Subdlgebra se [a,a] C a

i . Subdlgebra abeliana se [a,a] = {0}.
iii . Lie triple system se [[X,Y], Z] € a, para quaisquer X,Y,Z € a.

Observacao: Toda subélgebra abeliana é um Lie triple system.

Para a seguinte defini¢io denotaremos por GL(g)—{Grupo linear das transfor-

magoes lineares de g} e gl(g) seu éalgebra de Lie com o colchete [A, B] := AB — BA.

Definicao 2.2.6 (Adjuntas). Seja G um grupo de Lie e g seu correspondente dlgebra

de Lie. Para cada g € G, define as aplicagoes

Y, G— G, Ad: G — GL(g)
hv+——  hgh™! g— Ad(g) = (dipy).
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Finalmente definimos ad : g — gl(g) por ad := d(Ad)..

Na seguinte secao apresentaremos alguns resultados de representacoes de grupos,

fundamentais para nosso objetivo.

2.3 Representacoes de grupos

Nesta secao G vai ser um grupo de Lie e V' um espaco vetorial de dimensao finita
sobre R. Em casos mais gerais as representacoes podem-se definir sobre espacos de

dimensao infinita e sobre qualquer corpo de caracteristica zero.

Definicao 2.3.1 (Representacao linear). p € uma representacao linear de G em V

se € um homomorfismo de G sobre GL(V). i.e.
p:G— GL(V), g — p(g)

satisfaz

p(hg) = p(h)p(g), Vg.h € G.

Se V & um espaco vetorial de dimensao n, dizemos que p tem grau ou é de

dimensao n.

Exemplo 2. O exemplo mais imediato € considerar o grupo de matrizes GL(n,R)
e definir a representacao sobre o espaco R™ onde associamos a cada matriz A €
GL(n,R) a mesma matriz A, tal representacao € de dimensao n. Outra representa-
cao imediata € a representacao trivial: dado um grupo G' e V. um espaco vetorial de

dimensao finita, a todo g € G associamos-lhe a transformacao identidade.

Exemplo 3. Seja p € M, a derivada é uma representacao (pela regra da cadeia) de

Iso,(M) = {p € Iso(M);¢(p) = p} sobre T,M.
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Um subespago Vy C V' é invariante por p, se e somente se, p(g)vy € Vj para todo
g € G ey €Vy. Nesse caso, pg := ply, € uma representacao de G em V;, chamada

sub-representacao propria de p.

Definicao 2.3.2. Seja p uma representacgao linear de G em V. p € dita irredutivel,

se e somente se, nao existe subespaco vetorial proprio Vo de V', tal que p é invariante.

Podemos dizer também que p é irredutivel, se e somente se, p nao tem sub-

representacoes proprias nao triviais.

Definicao 2.3.3. Sejam p, p' duas representacoes de G nos espacos vetoriais V e
V' respectivamente. Uma aplicacao linear F : V. — V', ¢é dita um operador de

entrelacamento entre p e p', se e somente se, para cada g € G, temos:

i.e. se o sequinte diagrama comuta,

|, 7

p(g)l lp’ (9)

|, v

p e p sao chamadas equivalentes, se e somente, F' € um isomorfismo, assim, escre-

veremos p ~ p'.

Outra propriedade importante é que dadas duas representacoes p, p’ de um grupo

G nos espagos vetoriais V, V', entao pode-se definir a soma direta p & p’ por

(@ p)(g) (v ') = plg)v® p'(g)v, paratodovdv' € VeV

Por exemplo, se V =R", V' =R™ e p(g) = A(g) € GL(n,R), p'(g) = A'(g) €
GL(m,R), duas matrizes, a soma direta é dada pela matriz diagonal por blocos,

A(g) 0

(p@p')(g)=< 0 A

) € GL(n+m,R).
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Definicao 2.3.4. Uma representacao p é dita completamente redutivel se é soma
direta de representacoes irredutiveis, i.e. p = p; D ps D p3 B ... D pg, onde 0s
pi sao sub-representacoes irredutiveis. Assim, dizemos que p decompoe-se em sub-

representacoes irredutiveis.

Teorema 2.3.1. Toda representacao p de um grupo de Lie compacto G é completa-
mente redutivel, além disso dita decomposicao em sub-representacoes em irredutivers

¢ unica(a menos de isomorfismos).

Este resultado é bem forte e para ter uma ideia da prova sugiro dar uma lida a

secao V11.9.3 de [Bal.
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Capitulo 3

Espacos simétricos e decomposicao

de Cartan

Neste capitulo apresentaremos defini¢oes béasicas de espaco simétrico e uma breve
construcao da decomposicao de Cartan. Estes dois conceitos sao fundamentais para

o objetivo principal de estudo neste trabalho.

3.1 Espacos simétricos

Definicao 3.1.1. Uma variedade Riemanniana S € dita um espaco simétrico se
Vo € S existe s, € Iso(S) = {grupo das isometrias de S em S}, com as sequintes

propriedades:

i . sz(x) = .

i . (dsy)e : TS — TS € dada por (ds,), = —idr,s.
s, € dita simetria.

Exemplo 4. Tomando S = R"™ com a métrica euclideana. Para cada ponto x € R"

temos a reflexao s,(x +v) = (x — v ue é uma simetria. Assim, R™ é um espaco
xT ) )
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simetrico.

Exemplo 5. Se S = S" a esfera unitaria em R™ com a métrica candénica. Cada
simetria em x € S™ € a reflexao em R™ em torno da reta {tx|t € R}, i.e. s.(y) =

—y + 2(x,y)x para y € S".

Exemplo 6. Considere o espaco hiperbolico real H", para isso tomamos R com

o produto escalar de Lorentz

(,y) = inyi — TppYnp, T,y € RML
i=1

Agora definindo H" como sendo:
H" = {z € R"|(2,2) = —1 e 2,41 > 0},

note que em R3 temos que o conjunto {x € R®|(x,x) = —1} € um paraboloide com
duas componentes conezas, neste caso H? é a componente positiva deste paraboloide.
Finalmente, H" ¢ uma variedade Riemanniana com a métrica dada pelo produto
escalar de Lorentz restrito a H™ e as simetrias s, sao definidas como na esfera, ou

seja, para cada x € H" define-se s,(y) = —y + 2(x,y)z, y € H".
Lema 3.1.1. Se v : (—¢,¢) — S € geodésica no espago simétrico S entao,
$y0) (7(t)) = 7(=1)

Proposicao 3.1.1. Todo espaco simélrico é geodésicamente completo.

Demonstragao. Seja v : [0, to] — S geodésica em S, provaremos que v esta definida
para todo tempo. De fato escolha y; = ~(t1), onde ¢; € (%2, ty), note que sy, (Y|j0,41])

prolonga v apo6s de ¢y, e portanto 7 esta definida para todo tempo. O

25



A seguinte definicao da uma boa vantagem, que é que todos os pontos da varie-

dade podem se relacionar por uma isometria.

Definicao 3.1.2. Uma variedade Riemanniana M € dita homogénea se Vx,y € M

existe p € Iso(M) tal que p(x) =y.

Proposicao 3.1.2. Todo espaco simétrico € homogéneo.

Demonstragao. Sejam x,y € S, como S é completo, entao existe v : [—¢, €] — S tal
que, v(—€) = z e y(e) = y. Tomando m = (0) e s, a correspondente simetria.

Fazendo

assim, s,,(z) = y e portanto S é homogéneo. O

Reciprocamente seja S homogéneo, se existe p € S e s, simetria em p, entao S é
espago simétrico, ja que dado outro ponto g € Se ¢ € Iso(S) com ¢(p) = ¢, obtemos
que s, := @s,p ! € simetria em ¢, ou seja, para que uma variedade homogénea seja

um espaco simétrico, basta haver simetria em um ponto.

3.2 Decomposicao de Cartan

Para esta se¢do vamos estudar a relac¢do entre o grupo de Lie G = Iso0(S) e o espaco
simétrico S, mais precisamente a relacao de S com a algebra de Lie g de G. Nesta
algebra de Lie é possivel fazer uma decomposicao en dois subespacos, onde um deles

permite uma identificacao com S via exponencial de Lie.

Para iniciar, fixamos p € S e tomamos a correspondente simetria. Defina a

aplicagao:
o:G— G
gr— spgs, .
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Note que pela definicao de simetria obtemos que 512) = 5p8, = € € G, e deste modo
a aplicacao definida acima é uma involucao, ou seja, 0> = idg. Mais ainda, para

atingir a algebra de Lie é preciso definir o, =: (do).,
.19 — g

g Pela involugdo o novamente temos que o2 = id,, assim o, é uma aplicacao linear
de g em g e possui exatamente dois autovalores {1, —1}, portanto dois subespagos
definidos pelos autovalores {1, —1}. Denotaremos por p a (-1)-subespaco e por [ a

(1)-subespago.

Finalmente, dado X € g podemos escrever X = (X + 0.(X)) + (X — 0.(X))

onde, (X +0.(X)), 3(X +0.(X)) pertencem a [ e p respetivamente, assim obtemos
a decomposicao g = [@p, chamada decomposicao de Cartan no ponto p, e o, é dita

involucao de Cartan.

Proposicao 3.2.1. Seja g a dlgebra de Lie do grupo G e g =& p a decomposi¢cao

de Cartan. Entao

i . 0« € um homomorfismo de dlgebras de Lie, i.e. além da linearidade temos,

0. X, Y] = [0.X,0.Y].
i LY S [p,p] S leflp] Cp.
Demonstragao. Ver segio 2.3 de [Eb|. O

Definicao 3.2.1 (Flat e posto). Seja S um espago simétrico.

i . As subvariedades totalmente geodésicas com curvatura R =0 sao ditas flats de

S.
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i Um flat € maximal se nao esta propriamente contido em outro flat.

11 O posto de S € a dimensao de um flat mazimal.

Lembremos que uma subvariedade A < S é totalmente geodésica se toda geodé-
sica em A é geodésica em S. Agora alguns exemplos de flats e posto de um espago

simétrico.

Exemplo 7. Para comegar se S € um espaco simétrico os flats tem dimensao maior
igual a um (uma geodésica tem curvatura R nula) e menor igual que dimS, nesse
sentido o posto k de S € um inteiro 1 < k < dimS. O exemplo mais imediato €

S =R", onde S mesmo € o flat maximal e portanto o posto de S é n.

Exemplo 8. Agora mostraremos que o espaco hiperbolico H" é de posto um. De fato
como a curvatura seccional do hiperbolico kyn = —1, entao se A € uma subvariedade
totalmente geodésica de dimA > 2 e dado um subespago de dimensao dois o C T,A
(p € A) que ao mesmo tempo € um subespago de T,H", temos que kyn(0) = —1 < 0,
isto implica que dada uma base {x,y} de o o produto (R(z,y)x,y) < 0, assim

R(z,y)x € nao nulo e portanto A nao é um flat em consequéncia o posto de H" é

um.

-

Exemplo 9. Seja o espaco simétrico S = H? x R. Se v ¢ uma geodésica em H?, é
fdacil verificar que v x R é um flat, de fato um flat mazimal e portanto o posto de S

€ dois, ver a sequinte figura 3.1.
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v x R
S=H?xR

vy H2 -

Figura 3.1:

Da proposicao 3.2.4 abaixo poderemos concluir que os flats maximais tém a
mesma dimensao e neste sentido o posto fica bem definido. No que segue nos referi-
remos aos flats maximais como max flats. Para finalizar o capitulo apresentaremos
resultados sobre espacos simétricos de tipo nao compacto que vai nos ajudar na

construcao da estrutura de Building do préximo capitulo.

Definicao 3.2.2. Um espaco simétrico S € dito:

i . De tipo euclideano se tem curvatura seccional identicamente nula.

1 . De tipo compacto se tem curvatura seccional maior o igual a zero mas nao

identicamente nula.

1t . De tipo nao-compacto se tem curvatura seccional menor o igual a zero mas

nao identicamente nula.

Observacao: Os espacos simétricos também classificam se de acordo com seu
posto. Em proximas secoes referenciaremos estas classificacoes. No que segue do

texto assumimos S como espaco simétrico de tipo nao-compacto.

Proposicao 3.2.2. As geodésicas partindo de um p € S sao curvas da forma o :
t — exp(tX)(p), onde X € p eexp : g — G € a exponencial de Lie do grupo

G = Iso(9).
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Demonstragao. Para comegar define a projecdo m, : G — S dada por m,(g) =
gp, afirmaremos sem demostracdo que m, = (dm,). : ¢ — 1,5 é uma aplicagao
sobrejetora (ver |[Es| secao 4) com kernel [. Neste sentido 7|, : p — 7,5 é um
isomorfismo linear. Agora dada uma geodésica v : R — S com ~(0) = p, pela
identificagao de acima devemos ter 7/ (0) = (dm,).(X), para algum X € p unicamente
definido. Para todo t € R denotamos o ponto médio entre p e (¢) por p;, ademais
definimos T, := s,,s,. Note que 7, ¢ um subgrupo a l-parametro de G' e que
Ti(p) = ~v(t). Além disso:

d d d

ETt(p)h:o = @%(Tt)hzo = (dﬁp)e(ETtﬂt:o-

Por outro lado 47T;(p)|;—g = (dm,)c(X), em consequéncia LT[, = X. Assim,

exp(tX) =T, para todo t € R e portanto exp(tX)(p) = v(t). O

Corolario 3.2.1. Se F' € uma subvariedade totalmente geodésica de S, entao existe

um subespago a de p tal que exp(a)(p) = F, ondep € S.

A proposicao anterior é muito importante porque ela permite estabelecer uma
relacao entre os pontos da variedade e a algebra de Lie do grupo de isometrias. Tal

relacao permite obter resultados como a Proposicao 3.2.5.

Proposicao 3.2.3. Sejam p € S, a C p um subespago e N = exp(a)(p). Entao N
¢ uma subvariedade completa de S e N € totalmente geodésica se e somente se, a €

um Lie triple system.

Uma prova desta proposigao pode se ler em [He| nas paginas 189-191.

No proximo resultado Gy = Isog(S) denota a componente conexa de G que
contem a identidade e K = {g € G|g(p) = p} ¢ o subgrupo de isotropiaem p € S. Do

mesmo modo K é a componente conexa de K que contem a identidade. Finalmente
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definiremos a aplica¢do B : g x g — R ou C dada por B(X,Y) = tra(ad(X)ad(Y"))

chamada a forma de Killing.

Proposicao 3.2.4. Se A, e As sao flat mazimais em S e pi, py sao pontos de Ay

e Ay correspondentemente, entao existe g € Go tal que g(p1) = ps e g(Ay) = As.

Demonstracao. (Ideia) Dada a decomposigao de Cartan g = [Dp é suficiente mostrar
que para qualquer par de subélgebras maximais abelianas a;, a; em p, existe k €
K tal que Ad(k)a; = as. Escolhe X; de modo que ad(X;) é diagonalizavel com
autovalores distintos, e considere a fun¢do continua f : K — R dada por f(k) =
B(Ad(k)X;, Xs). Poderiamos mostrar que se k£ é um minimo de f, entao Ad(k)a; =

as. Mais detalhes em Lema 6.3 em Capitulo V de [He]. O

Proposicao 3.2.5. Dado S espaco simétrico de posto k > 1, obtemos:

i . Sepe S comg=1Dp a correspondente decomposi¢ao de Cartan, entao cada
maz flat A de S que contem a p € da forma A = exp(a)(p), onde a C p € uma

subdlgebra mazximal abeliana.

it . Sev:R — S € geodésica de S, entao existe pelo menos um mazx flat A que

contem, .

Demonstragao. (i) Seja g = [® p a decomposicao de Cartan e F' um max flat. Pelo
Corolario 3.2.1 existe um subespaco a de p tal que exp(a)(p) = F, onde p € S. Como
R = 0 entdo dados x,y € a temos que [[z,y], z] = 0 para todo z € p. Assim [z,y] =0
e portanto a é uma subalgebra abeliana. Note que a deve ser maximal, caso contrario
existe outra subalgebra abeliana a’ a contendo, nesse caso pela Proposicao 3.2.3
exp(a’)(p) é uma subvariedade totalmente geodésica com curvatura zero contendo a

F, uma contradigao. Isto conclui (). Para provar (i) usamos, pela Proposi¢ao 3.2.2,
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que 7 tem forma e*!(p) onde X € p. Seja a a maior subélgebra abeliana contendo
a X, entdao F' = exp(a)(p) é um max flat que contem a p e e*!(p). Portanto 7 esté

contido num max flat. O

3.3 Classificacao de espacos simétricos de posto um

Nesta secao apresentaremos um teorema que classifica 0s espacos simétricos de tipo
nao compacto de posto um. No préximo capitulo este teorema serd bastante impor-

tante na prova dos resultados finais.

Teorema 3.3.1. Seja S um espaco simétrico de tipo nao compacto de posto um.
Se S tem dimensao par, entao as simetrias estiao contidas em Gy = Iso(M )y (com-
ponente conexa que contem a identidade). Se S tem dimensao impar, entio S € o

espago hiperbdlico real H*™ | onde dim(S) = 2m + 1.

Na prova do Teorema 3.3.1, usa o resultado (ver [He| capitulo IX) que os espagos
simétricos de tipo nao compacto de posto um sao: o espaco hiperbolico real, o espaco
hiperbolico complexo, o espaco hiperbolico quatérnio e plano hiperbolico octonio.
As respectivas componentes conexas da identidade de seus grupos de isometrias sao:
SOo(1,n), SU(1,n), Spo(1,n) e Fy_20), que sao grupos simples. Ademais, na prova
usa-se comparagoes dos postos das algebras de Lie dos grupos anteriores ( ver as

tabelas [Kn] apéndice C).
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Capitulo 4

Compactificacoes diferenciaveis em
espacos simétricos de tipo

nao-compacto

Para comecar a secao assumiremos M como um espaco simétrico de curvatura nao-

positiva e denotamos M = M U M(o0) e G = Iso(M).

Definicao 4.0.1 (Compactificagao diferenciavel de Hadamard). Uma compactifica-
cio diferencidvel de Hadamard é uma estrutura diferencidvel D (de classe C') sobre
M compativel com a estrutura diferencidvel de M e tal que a acio de G sobre M ¢é

também C1.

Exemplo 10. Lembremos que o hiperbolico H" do Exemplo 6 € a parte positiva de

um paraboloide, Figura 4.1.
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Figura 4.1:

Fazendo a projecao radial do paraboloide na origem obtemos que o hiperbdlico

pode ser merqulhado no disco de altura um e rato um Figura 4.2.

Figura 4.2:

Assim temos um novo modelo para o hiperbolico chamado a bola de Klein, onde
o bordo da bola € o bordo assintotico de H"™. Neste modelo € possivel obter que

H" < RP™ onde o grupo SOy(1,n) de isometrias de H" age analiticamente.

Exemplo 11. R" também admite uma compactificacao de Hadamard diferencidvel
descrita sequinte maneira. Se (g, z1,...,7,) € R™ identificamos a R™ com o
hiperplano {xg = 1}. A projecio de {xy = 1} sobre a semiesfera unitdria “positiva”

como na Figura 4.3 é um difeomorfismo.
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R Rn-}—l
{rg=1} =R"
RT’L
Figura 4.3:

Este mapeio permite obter uma agao do grupo de isometrias de R™ sobre a parte

superior da esfera que se estende analiticamente até seu bordo.

Definicio 4.0.2 (Apartamento). Seja A um maz flat de M, A seu fecho em M e

A(co) = AN M(o0) sua fronteira. A(oc) € dito apartamento de M(o0o).

Observagao: Note que pela Proposigao 3.2.5, item ii, cada elemento de M (00)

esta contido em pelo menos um apartamento.

Definicao 4.0.3. Dado x € M(oo) denotaremos por a(x) o conjunto de todos os

apartamentos que contem a x. Agora:

i . x € dito reqular se estd contido exatamente em um apartamento. Caso contrario

€ dito singular.

ii . Se x € singular, dizemos que tem indice 1 se a(x) € minimal com respeito a

inclusao entre os conjuntos a(y), onde y € singular.

iii . A componente conezxa de x no conjunto de pontos y tal que a(x) = a(y) € um

facet.

w . Sex € reqular, seu facet serd dito Weyl chamber ou simplesmente chamber.
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v . Se x é singular de indice 1, seu facet € dito panel.
vi . Dois facet’s sao adjacentes se seus fechos tém interse¢ao nao vazia.

Exemplo 12 (Bordo assintotico de H? x R). Para comegar o0s raios geodésicos
singulares € o conjunto dos produtos {x} x R, com x € H?, onde todos eles sao
assintoticos, ou seja, sao um unico ponto no bordo assintotico, deste modo temos so
dois pontos singulares no bordo, os demais pontos sao requlares. O bordo assintitico
€ uma 2-esfera formada os dois unicos pontos singulares e uma familia de curvas

com intersecao nao vazia juntando-os, como na figura 4.4.

geodésicas singulares
assintoticas

no bordo

ponto singulares
no bordo

pontos regulares H2
no bordo

Figura 4.4:

Exemplo 13 (Estrutura de building de H? x R). Como no exemplo 9 os mazx flat
em H? x R sao da forma v x R onde v é uma geodésica de H?. Para a estrutura de
building de H? x R o0s dois pontos singulares sio o0s panels e cada curva da familia é
um chamber, assim um apartamento € a uniao de dois chambers com os dois panels,

como na Figura 4.5

36



Plano hiperbdlico

eodésicas singulares

Geodésica do plano hiperbdlico

Figura 4.5: Figura da fonte [KI1]

Proposicao 4.0.1. Seja M espaco simétrico de curvatura nao positiva, entao

i . Para quaisquer dois facets, existe um apartamento que os contém.

1 . Dado um panel P, existem pelo menos trés chambers adjacentes a P.

Demonstragao. A prova de (i) é consequéncia da Proposicao 2.21.14 de [Eb]|, que
diz: Dado um espacgo simétrico S de tipo nao-compacto com posto k > 2 e x,y €
S(00), existe um apartamento F'(co) C S(o0) tal que z,y € F(oco). Para provar
(71), suponhamos que P é o panel do ponto singular z, entdo existem pelo menos
dois apartamentos A;, As que os contem tal que A; N Ay = P, agora note que
tirando o panel da uniao dos apartamentos ficam quatro chambers onde justamente

a intersecao de seus fechos é P. O

Definicao 4.0.4 (Projecao visual). Seja © € M, onde M é espago simétrico de
curvatura nao positiva. Denotaremos por S,M C T,M a esfera unitaria e v, € a

geodésica partindo de p com velocidade v. A aplicacao:

I, : S,M —  M(o0)
v 2(00)

¢ chamada a projecao visual do ponto p.
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Uma das consequéncias do Teorema 1.3.3 é que para todo p a projecao visual é
um homeomorfismo. Seria natural que a projecao visual em p fosse um difeomor-
fismo para uma compactificacao de Hadamard, mas isso nao acontece em espagos

simétricos de tipo nao-compacto com posto k£ > 2.

Proposicao 4.0.2. Se M ¢ um espaco simétrico de tipo nao-compacto com posto
k > 2, entdo nao existe estrutura diferencidvel em M (o0) tal que todos os aparta-

mentos sao subvariedades diferencidveis.

Demonstracao. Vamos a provar por contradicao. Primeiro note que em M existe
pelo menos um raio geodésico singular (i.e. esta contido em mais de um max flat),
caso contrario todos os raios geodésicos seriam regulares (i.e. cada um esta contido
em um s6 max flat), assim todos os pontos de M(oo) seriam regulares e como
consequéncia da Proposi¢ao 4.0.1 item i todos os pontos de M(o0) estao contidos
num tnico apartamento A, ou seja, M(0o) é um apartamento, portanto M deve ter

curvatura identicamente a zero, uma contradicao pois M é de tipo nao-compacto.

Agora, seja v um raio geodésico em M singular de indice 1, considerando o panel
P que contém ~(c0), a Proposicao 4.0.1, item i implica a existéncia de pelo menos
trés chambers C, Cy, C'3 adjacentes ao panel P. Pela mesma Proposicao, item i,
temos que para cada par de C;, Cj(i # j) existe um apartamento A;;(oco) tal que
C; C A;j(00) e C; C A;j(00). Por hipotese A;;(c0) é uma subvariedade diferenciavel
de M(o0), assim C; e C; tém semiespagos tangentes F;, E; opostos em y(00) como

na Figura 4.6.

Portanto obtemos trés subespacos distintos dois a dois 'y, s, E3 de T o) M (00)
tal que Fy = —FEy, By = —FE3, Fy = —FE3, contradicao pois neste caso temos a

igualdade de conjuntos F, = —FEj. O
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Figura 4.6: Imagem obtida da fonte [KI11]

Corolario 4.0.1. Nao eziste estrutura diferencidvel em M (oo) tal que 11, é um

difeomorfismo para todo x € M.

Demonstragao. Vamos a supor que existe tal estrutura diferenciavel. Seja A(co) um
apartamento, onde A é um max flat de M. Dado x € A, naturalmente a esfera S, A
estd mergulhada em S, M, como II, é um difeomorfismo, entdo A(co) = I1,(S5,A) é

uma subvariedade de M (oco) contradizendo a Proposicao 4.0.2. O

Teorema 4.0.2. O espaco H? x R néao admite compactificacao diferencidvel de Ha-

damard.

Demonstracao. Suponha que M = H? xR admite uma compactificacao diferenciavel
de Hadamard. Seja v = {z} x R™ um raio geodésico com velocidade 1 e PSLy(R) =
SLy(R)/{id,—id} (o projetivo do grupo de matrizes reais 2 x 2 com determinante
1) o grupo de isometrias de H? que preservam a orientagdo. Uma particularidade
deste grupo é que seus tinicos subgrupos normais sao os triviais (ou seja, é simples),
o que implica que qualquer representacgao linear de PSLy(R) dever ser injetiva ou
trivial; este fato é facil de provar ja que se a representacao nao fosse injetiva, nem

trivial, entao o kernel da representagiao seria um subgrupo normal (nao trivial) de
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PSLy(R), uma contradicao.

Identificaremos PSLy(R) = PSLy(R) xidg < Iso(M), assim dada g € PSLy(R)x
idg calcularemos (g x idgr)(x,y) = (9(z),y), (z,y) € M. Nesse sentido (g X
idg)(y(t)) = (g(z),t) para todo € RT. Se g preserva a orienta¢ao obtemos que
(g x idg)(7y) € assintotico a v, ou seja, (g x idr)(y(c0)) = v(00). Agora tomare-
mos como representacao linear de PSLs(R) X idg em TW(OO)M, a derivada no ponto
v(00)(que fica bem definida dada a hipotese que M (oo) possui estrutura diferen-
ciavel), denotada por p, ou seja, p(g x idg) = (d(g X idr))y(o0)- Dado S um raio
geodésico quaisquer, entdo (g X idg)(/5) também o é. Deste modo (g x idr)(f) leva
M(oo) em M(o0) para todo g X idg € PSLy(R) x idg e obtemos que T o) M(00) é

um subespaco p-invariante de T,Y(OO)M.

Seja s, a simetria de H? em torno de z. Note que s, preserva a orientacao de H?,
pois (ds;), tem autovalores {—1, —1}. Assim, s, X idg € PSLy(R) X idg, e (d(s, X
idg)),) tem autovalores {—1,—1,1}. Como, por hipotese, o grupo das isometrias
age C' em M, entao pela continuidade da derivada obtemos que (d(s; X idg))+(00)
tem os mesmos autovalores. Neste sentido p(s, X idg) = _idTy(w)M(oo) X idy, onde
V é o complemento de T, o) M (00) tal que TyooyM = Tyoo)M (o) & V. Entao p
restrito a T’ (eo) M (00) é —idr, ., M(sc), tomando outro ponto y € H?, temos p(s, X
idg) = _idTy(w)M(oo) e portanto p é uma representacao nao trivial nem injetiva de

PSLy(R) x idg uma contradicao. O
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Capitulo 5

Nao existéncia de compactificacao
diferenciavel para espacos simétricos

de tipo nao-compacto

Neste capitulo apresentaremos a prova dos dois teoremas finais desse trabalho. O de-
senvolvimento da prova do primeiro teorema é fundamental para a prova do segundo

teorema que é o resultado central deste trabalho.

Comecamos com a definicao de compactificacao diferenciavel fraca de Hadamard,
que é definida como no caso diferenciavel, mas neste caso o grupo G sera substituido

por Gj.

Definicao 5.0.1 (Compactificagao diferenciavel fraca de Hadamard). Uma compac-
tificacao diferencidvel fraca de Hadamard é uma estrutura diferencidvel D (de classe
C*) sobre M compativel com a estrutura diferencidvel de M e tal que a acdo de Gy

sobre M é também C*.

Teorema 5.0.1. Se M = F x R*! onde F é um espaco simétrico de tipo nao-
compacto com posto 1 e k > 2, entao M nao admite uma compactificacao dife-

rencidvel fraca de Hadamard. Em particular, M nao admite uma compactifica¢ao

41



diferencidvel de Hadamard.

Demonstracao. Supoe que M admite tal estrutura diferenciavel. Notaremos por G
ao grupo das isometrias em F' e G} a componente conexa que contém a identidade,
no que segue identificaremos a GI com G} X idge-1. Os max flat em M sio da

forma A =y x R, para v : R — F geodésica em F.

Os raios geodésicos da forma v, = {z} x d, 72 = {y} x d (onde z,y € F e d
geodésica em R*™1) sdo assintoticos, ou seja, z = 71 (+00) = Yao(+00). Ademais z
esta contido em todos os apartamentos de M (oc0), pois dado um apartamento B(oo),
o max flat B é da forma B = 3 x R¥"1. Pela completude de F' para cada 3(t) existe
o : R — Fetye R tal que, 04(ty) = S(t), 0+(0) = x, assim x x d é assintotico a
B(t) x d e portanto z € B(oo) N (o x RF71)(00), particularmente z € B(oo). Este

fato é importante no andamento da prova.

Para conseguir uma contradi¢ao tomaremos o teorema 3.3.1 para dividir a prova
em duas partes: dim F' par e dim I impar. No caso par o teorema garante que
as simetrias estdo contidas em G} e deste modo o prova se desenvolve como no
teorema 4.0.2. Para o caso impar a variedade é o hiperbdlico I = H?™*!, nesse
caso a rotagdo r de angulo m ¢ um elemento de G e ela gera uma contradi¢ao na

dimensao da representacao.

Primeiro, vamos supor que dim F' é par e faremos novamente a representacao
p de GI sobre T,M(co) dada pela derivada (ja que T,M(oco) é um subespago p-
invariante). Particularmente calcularemos a representacao da simetria s, (s, €
Gl pelo teorema 3.3.1) obtendo pela continuidade da derivada que p(s,) restrito
a T,M(oco) tem autovalores 1 com multiplicidade £ — 2 e —1 com multiplicidade

dim F. Neste sentido precisaremos de uma decomposicao adicional de p, para isso
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o seguinte lema.

Lema 5.0.2. O panel P de z = v,(0c0) € uma subvariedade diferencidvel de M (oo),

de dimensao k — 2.

Demonstragao. Como z esta contido em todos os apartamentos de M (oc0), entao o
panel P sdo os representantes dos raios geodésicos da forma {y} x d, além disso dado
g € G{ temos que {g(y)} x d é assintotico a {y} x d, assim g fixa os pontos do panel.
Tomamos s, € G& e observamos que definindo a fungao s, —id := (fos,— foid) onde
f: M(o0) — R com (df), nao nula, obtemos s, (p) —p = (fos,— f)(p) =0, Vp € P.
Note que (d(s; —id)), é nao nula e portanto P é a imagem inversa do valor regular
{0}, assim P é uma subvariedade de M (oc0). Finalmente como cada geodésica d em
R*¥-! ¢ da forma {tv,t € R,v € S¥72} (S¥~2 esfera unitaria), entdo obtemos uma

correspondéncia biunivoca entre P e S¥72, assim dim P = k — 2. 0

Continuando com a prova, faremos a decomposi¢iao T,M (o) = T,P &V (V é
o complementar de T, P), além disso usamos o fato que s, age trivialmente em P

para afirmar que a representacao p se decompde como segue;

p(Sx) = pO(SJ:) + pl(sar)a

onde py é a representacao restrita ao subespaco 71,P. Esta é uma representacao
trivial porque os elementos de G{" agem trivialmente em P, entdo p;(s,) tem auto-
valores —1 de multiplicidade dim F', assim p;(s,) = —idy, tomando outra simetria
obtemos p;(s,) = —idy, portanto p; ¢ uma representagao de G} ndo trivial nem
injetiva uma contradicao pois no desenvolvimento do teorema 3.3.1, temos que o

grupo G é simples.
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Para o caso dim F impar pelo teorema 3.3.1, F' = H?>™*! tomaremos a rotacao
r € GE de angulo 7 em H?*"!. Fazendo o mesmo procedimento que no caso par
mas usando 7, é possivel provar que o panel P é uma subvariedade de M (c0). Seja p
novamente a representaciao de G& em T, M (co) dada pela derivada, lembremos que
estamos identificando r com 7 xidgk-1, entao p(r) tem autovalores 1 de multiplicidade
k e —1 de multiplicidade 2m, na restricao ao bordo a multiplicidade de 1 é k — 1,
agora como G age trivialmente no panel P e pela decomposigao T, M (o) = T, PGV

(V' & o complementar de T, P) obtemos a decomposicao de p

p(r) = po(r) + pi(r),

onde py é a representacao trivial sobre T, P, pi(r) tem autovalores —1 de multipli-
cidade 2m e 1 de multiplicidade um, ou seja, p; é uma representacao nao-trivial
de G = SOy(2m + 1) (SOp(2m + 1) a componente conexa que contem a identi-
dade do grupo das isometrias de F), uma contradigao pois SOq(2m + 1) nao admite

representacao nao-trivial de dimensao menor que 2m + 2. O

5.1 Teorema central

Teorema 5.1.1. Seja M um espaco simétrico de tipo nao compacto de posto k > 2,

entao M nao admite compactificacao diferencidvel de Hadamard.

Demonstracao. Novamente suponhamos que M admite tal estrutura diferenciavel
e notaremos por GG ao grupo das isometrias em M e Gy a componente conexa que
contém a identidade, igualmente notaremos por a a acao de GG sobre M e a corres-

pondente acao de g.

Dada uma geodésica v singular de indice 1 pela se¢do 2.11 de |[Eb| definindo:
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F,={uniao de todas as geodésicas paralelas a v},
temos que F, é uma subvariedade de M.

Uma geodésica [ ¢ paralela ay se v© ~ 7 ey~ ~ 7. Ademais F,, é isométrica

a F' x R¥! onde F é espaco simétrico de posto 1.

Escreveremos v(t) = (p, (£,0,0,...,0)), p€ F, (t0,0,...,0) € R*! e definimos
para cada t € R,

F'=F x {(,0,0,...,0)},

note que F' sdao subvariedades de M, pois os F' sdo copias de F', de fato F' = FP.
Como no Teorema 5.0.1 notaremos por G ao grupo das isometrias em F e G} a
componente conexa que contém a identidade. Naturalmente temos que Gf < Go.

Agora vamos construir a seguinte decomposicao em T,M,

TpM = TpF’y@<TpF'y)l (5-1)

= T,FoT,R'o (T,F)*" (5.2)

Lembremos que se g = p + [ é a decomposicao de Cartan em p, entao temos a

identificacao p = 7,M, neste sentido obtemos a decomposicao,

p=>»pr 5% Peucl S Po,

onde estamos identificando os subespacos pr = T,F, Peya = Tka_l, po = (Tva)l.
Além se p' +1' é a decomposigao de Cartan de g em () e usando o fato F' x R¥1 =

F x R¥! entdao obtemos a decomposicio:

p' = ph D pl,y O b
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Para encontrar uma contradi¢cao decomporemos T,Y(OO)M em subespacos que te-
nham correspondéncia com T, F, T, yR¥ e (T, F,)*, particularmente nos fo-
caremos no correspondente a T, " para que a representacao dada pela derivada
permita-nos obter as mesmas contradicoes da Proposicao 5.0.1. Para isto usamos os

seguintes lemas.

Lema 5.1.2. Os subespacos tangentes T, F", Tﬁ/(t)Rk_l e (Tv(t)Fv)L admitem [i-
mites quando t — oo, denotados respectivamente por Vi, Voua e V. Além disso,

TW(OO)M =Vr®Veua @ V.

Demonstracio. Seja K = {g € G{lg(p) = p}, o grupo de isotropia em p (isto
implica que os elementos de K{' fixam «). Tomamos a representagao linear dada
pela derivada p' de K§ em T,;) M para todo t € R. Os subespacos Ty F*, T, R¥
e (TywFy)* sdo invariantes por pf, e pela continuidade da derivada quando ¢ — oo
temos p>° divide TW(OO)H em trés subespacos que notaremos como no enunciado i.e.

TW(OO)M =Vr®Veua ® V. =

Lema 5.1.3. Seja O a orbita de y(oo) sob a agdo de Go. Entao V) = T, )0, e

para todo t, a restricao de a. ) a Py € injetiva sobre V.

Demonstracio. E um fato conhecido que, sendo O a érbita de acao de grupo Gy é
uma subvariedade. Além disso, se g(y(00)) € O entao f(g(v(00))) = (fog)(v(c0)) €
O, Vf € Gy, assim O ¢é invariante sob a agao de Gg, em consequéncia T’ oyO é um

subespago invariante de p. Agora definamos;

Qy(0) ° pg — T,Y(OO)O
Ho—s eapil, ((expH)(1(o0))),
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onde expH € Go e expyo) = 696]?7(00)|T7(00)0- Para mostrar a injetividade lem-
bremos que p§ se identifica com o espaco (T, F,)*t, assim (expH)(7y) ndo é pa-
ralelo a 7. Tomamos o) (H) = 0 e suponhamos que H # 0, neste sentido

exp;(io)((epo)(v(oo))) = 0, assim obtemos

(expH)(v(00)) = 7(00) = (expH)(v) ~
portanto, (expH)(y(—00)) # v(—00), ou seja, ay(—oey(H) # 0. Por outro lado

usando os fatos Ad(s,y)) = —id € GL(g) e exp(Ad(sy4))H) = s,y(t)epos;(lt), além

disso, calculando
(85 expHs ;) ) (7(=00)) = (s5yexpH)(7(00)) = (84(5)(7(00)) = (~00)

obtemos que

exp(—H)(y(—00)) = (exp(Ad(sy)H))(v(—00)) (5.3)
= (symerpHs ) (y(—0)) (5.4)
= /7(_00)’ (55)

assim, exp(—H)(y(—o0)) = 7(—00). Agora aplicando expH e usando o fato expHexp(—H) =
id € Gy temos que exp(H)(y(—00)) = y(—00). Logo ay(—)(H) = 0 uma con-
tradicao, portanto H = 0 e () € injectiva. Note que dimp) = n — dimF, =
(n —1) — (dimF, — 1) = dimQ, assim obtemos a sobrejetividade para todo t e

portanto V| = T ()0.

O

Lema 5.1.4. O panel P de vy(o0) € uma subvariedade de M(00) e seu espago tan-

gente em (00) € Veye N Ty o) M(00), € este espago € invariante por p.
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Demonstracao. Nos temos que v(t) = (p,(¢,0,...,0)) isto &, v = {p} x d, com d
geodésica em R*! e os max flat que contem a v sdo da forma S x RF~! onde
[ geodésica em F. Pela Proposicao 5.0.1 temos que P é uma subvariedade de
dim = k — 2. Ademais qualquer geodésica em F nao é assintotica as geodésicas
{p} xd, p € F, d geodésica em R~ assim Ty 00) P € Veua N Ty o0y M (00). Por outro

lado, dim(Veue N Tyoo)M(00)) = k — 2 e portanto a igualdade segue.

Para finalizar lembremos pela Proposicao 5.0.1 que Gf age trivialmente em P,

entdao a representagao p do grupo G em TP ¢ trivial e portanto invariante. [

Lema 5.1.5. O subespaco Vg € invariante por p.

Demonstragdao. Pelos lemas anteriores Vi e Ve N T (0) M (00) sao invariantes me-
diante p. Usando a classificacao de espagos simétricos de tipo nao-compacto com
posto 1 obtemos que G§' ¢ compacto. Agora por 2.3.1 a representagao da derivada p
de GI' em Ty (0c)M (00) é completamente redutivel e a decomposicio em subespacos

irredutiveis é tnica, isto é;
k k
TW(OO)M<OO):®WJ € /):@pjv
j=1 j=1

onde as sub-representacoes p; de G§" em W; sio irredutiveis. Pela unicidade temos
que Vi e Veua NIy o0y M (00) sdo somas de alguns subespacos W]{S e também que exite
outro subespaco invariante V' formado pela soma dos restantes, entao 7’() M (00) =
V'@ VL ® Vewa N Tyo0)M(00), lembremos que TW(OO)H = Vp ® Voua © V., assim
Ve € V', mas dim(Tyo)M(00)) = n — 1, dim(Veya N Tye)M(00)) = k —2 e

dim(V,) = n — dim(F,), logo;
dim(V') = dim(F,) — (k — 1) = dim(V*),

portanto V' = VI e p é uma representagao de G{' em V¥ invariante. 0O
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Para finalizar a prova temos, pelo Lema 5.1.5 que representacio p de G& em Vg
é invariante. Deste modo podemos considerar novamente os casos de dimF' par e
1 P imetrias esta tid Gl fazend
impar. Para o caso par as simetrias estao contidas em G, fazendo o mesmo processo

da primeira parte do teorema 5.0.1 obtemos que dadas duas simetrias s,, s, € G& ¢

D>

possivel obter uma sub-representagao satisfazendo p;(s,) = p1(s,) = —id, o qual

uma contradigao pois G ¢ simples.

Para o caso impar tomamos novamente uma rotacao r de angulo w, que é um
elemento de G¥' e imitando o processo feito na segunda parte da prova do teorema
5.0.1 obtemos uma contradi¢ao com respeito a dimensao da representacao. Portanto
podemos concluir que M nao admite uma compactificacao diferenciavel fraca de
Hadamard. Em particular, M nao admite uma compactificacao diferenciavel de

Hadamard. 0
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