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RESUMO

Neste trabalho tratamos da formulacao e solu¢ao de um problema nao
linear do tipo reagao-difusao, na modelagem de dispersao de insetos. Comecamos
estabelecendo uma lei de conservacao e a partir desta, deduzimos algumas equacoes
importantes para o desenvolvimento do nosso estudo, tais como a equacao de con-
veccao, de difusao e simultaneamente conveccao e difusao. Se considerarmos uma
escala de tempo que possibilite a adicao ou retirada de individuos no meio, conforme
seja considerada reproducao, migragao ou morte, podemos acrescentar ao processo
difusivo um termo de reacao, obtendo entao, a equacao do tipo reagao-difusao. Se
o termo de reacao for dependente da densidade populacional e do tipo logistico,
obtém-se a equacao de Fisher. Dessa equacao abordamos alguns aspectos, tais co-
mo, determinacao dos estados estaciondrios, andlise da estabilidade dos mesmos,
representacao grafica no plano de fase e por ultimo investigamos a existéncia de

solucao do tipo onda viajante.

Abordamos, também, alguns exemplos apresentados na literatura, en-
volvendo equacao da difusao com coeficiente constante e com coeficiente dependente
da densidade populacional. Além disso, apresentamos os resultados obtidos com a
modelagem em tempo discreto, a partir de um trabalho experimental com besouros
marcados para o experimento e depois liberados [Banks et al (1985)], em que os
autores admitiram uma variacao temporal e a partir dos dados obtidos fizeram uma,
estimativa para o coeficiente de difusao D(t), bem como para o coeficiente de decai-

mento «(t) do termo de reacgao linear em wu.

Construimos curvas que se ajustam a essas estimativas e apresentamos
esses coeficientes em versao continua D(t) e «(t), dependentes da varidvel tempo t.
Através de uma abordagem numérica, os modelos foram comparados para diversos
casos, usando diferentes combinacoes de D constante e D variando no tempo, «
constante e « variando no tempo. Além disso, analisamos também o efeito da

substituigao do coeficiente de difusdo D constante por D(t) na equagao de Fisher.
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ABSTRACT

In this work we study the solution of a nonlinear reaction-diffusion prob-
lem applied to the modelling of insect dispersion. At first we establish a conservation
law from which important equations to the development of our work, such as the
advection equation, diffusion equation and both ones simultaneously, are derived. If
we consider scales of time which enables the addition or the removal of individuals
in the environment, according to the hypothesis considered, some of which are: re-
production, migration or death, we can add a reaction term to the diffusive process.
We thus obtain the reaction-diffusion equation. If the reaction term depends on the
population density and it is of logistic type, the Fisher equation is obtained. Some
aspects of this equation are then considered, such as determination of the steady
states as well as their stability analysis, graphical representation in the phase plane

and at last we also investigate if travelling wave solutions exist.

We comment on some examples available in the literature which involve
the diffusion equation with constant coefficient as well as population density depen-
dent coefficient. Added to this, we show the results obtained with the modelling in
discrete time, from an experimental work [Banks et. al. (1985)] with beetles where
the authors have admitted variation in time and, according to the data obtained,
estimated the diffusion coefficient D(¢) and the decaying coefficient «/() of the linear

reaction term in wu.

We have also fitted some curves to this estimates and obtained contin-
uous time versions of the coefficients D(t) and «(t), dependent on the time variable
t. The modes have been compared numerically using different combinations of D
constant, D varying in time, o constant and « varying in time. We have also ana-
lyzed the effect of the substitution of a constant diffusion coefficient D for D(t) in

the Fisher equation.



1 INTRODUCAO

Existem varios niveis possiveis de descricao de um sistema do “mun-
do real”. Podemos distingiiir, por exemplo, entre modelo analitico ou numérico,
continuo ou discreto, deterministico ou estocdastico, macroscopico ou microscopico,
qualitativo ou quantitativo, etc. A escolha entre eles dependerd dos nossos objetivos

e das ferramentas disponiveis.

Em geral, entende-se por modelo analitico aquele que, pelo menos teori-
camente, pode ser escrito com nada mais que “lapis e papel”, com a esperanca de se
obter uma solucgao explicita “sob forma fechada”. A grande importancia de modelos
analiticos esta em seu poder de, onde forem aplicaveis, poder informar tudo o que
quisermos saber a respeito de um sistema. O preco que se paga por este poder
¢ a limitacao de sua aplicabilidade; grande parte dos sistemas do “mundo real”
¢ demasiadamente complicada para ser descrita desta forma [Gershenfeld (2000)].
Entre os modelos analiticos estao aqueles que envolvem equagoes diferenciais (or-
dindrias ou parciais), equagoes a diferengas, principios variacionais (que estabelecem
a conexao entre equagoes diferenciais locais e as propriedades globais de um sistema)

e processos estocasticos (na descrigao exata da distribuicao de varidveis aleatérias).

Quando as variaveis que identificam o estado de um sistema dependem
de apenas uma varidvel independente (o tempo, por exemplo), a modelagem do
sistema envolvera equacoes diferenciais ordindrias. No contexto de dinamica popu-
lacional de insetos, poderiamos citar, por exemplo, o modelo adotado por Ludwig,
Jones e Holling, em 1978, para descrever o crescimento de uma populacao de lar-
vas de mariposa (“spruce budworm”) e explicar a possivel eclosdo desta populagao
de insetos que, com eficiéncia feroz, destruia as folhas de plantacoes de pinheiros,
no Canadd. Representando por N(t), a populagao de lagartas em um instante ¢,
cuja taxa de crescimento intrinseco é r, em um ambiente (densidade de folhagem
disponivel nas arvores) que lhe oferece uma capacidade de suporte K, e consideran-

do que esta populagao esteja sujeita a predagao (por passarinhos), responsédvel por



uma taxa de predagao (decréscimo) p(IN), que depende da populagao existente, a
equacgao que, segundo este modelo, governa a dinamica da populacao é a seguinte

equacao diferencial ordindria:

‘Z—]Z — N <1 _ %) (N, (1.1)
Este modelo admite, em uma certa regiao no espaco dos parametros, a existéncia de
um equilibrio de refiigio e outro de eclosao [Murray (1989)]. Do ponto de vista de
controle de pragas, o modelo pode ser adotado na busca de estratégias alternativas
para forcar a dinamica da populacao de insetos a permanecer fora da regiao de
eclosao da populacao de lagartas, isto é, permanecer na regiao de parametros na
qual existe apenas um equilibrio (de refigio). Este modelo serd tomado com mais
detalhe no capitulo 4; mostraremos que uma das estratégias sugeridas por este
modelo consiste em pulverizar as folhas (isto reduziria a capacidade de suporte
do ambiente), outra em reduzir a sua taxa de reproducdo, ou alternativamente,
aumentar o numero de predadores. Além do problema das lagartas exposto acima,
existem varios outros problemas ecolégicos muito importantes visando técnicas e

estratégia de controle de insetos, tais como o controle de abelhas africanizadas no

Oeste do EUA, e das pragas de gafanhotos na Africa.

H4&, entretanto, dois aspectos que nao estao sendo considerados no mo-
delo que envolve a equagao diferencial ordinéria (1.1). O primeiro refere-se a escala
de tempo na qual o modelo ¢ valido: um modelo mais completo deveria incorporar
a dinamica das arvores e dos predadores também; o modelo acima vale apenas
na curta escala de tempo de uma eclosao de lagartas, durante a qual as arvores
sao desfoliadas. Outro aspecto que nao foi considerado foi a variagao espacial da

populacao de lagartas.

Existem, de fato, inimeras situacoes ou processos que nao sao espa-
cialmente uniformes, isto é, nao variam apenas com o tempo, mas também com
a posicao. Quando a dinamica for significativamente influenciada por nao homo-
geneidades espaciais, dizemos que estamos tratando de populacoes espacialmente

estruturadas. Neste caso, consideracoes espaciais sao envolvidas independentemente



do tempo, o numero de variaveis independentes aumentara e a modelagem envolvera
equagoes diferenciais parciais. Incluem-se ai todos os modelos ecolégicos espacial-
mente heterogéneos. Esta nao é a tunica situagao em que os modelos envolvem
equacoes diferenciais parciais; estas também sao envolvidas ao se tratar de popu-
lagoes fisiologicamente estruturadas (estrutura de idade e/ou estruturas de tama-

nho).

A abordagem do problema do controle de pragas, contemplando uma
heterogeneidade espacial (dispersao dos insetos, por exemplo), fornece recursos mais
realisticos para assegurar que seus dominios espaciais sejam de tamanho tal que nao
permitam populagoes no regime de eclosao, isto é para manter os niveis da praga
dentro do dominio de refigio. Modelos realisticos devem incluir o desenvolvimento
geotemporal, nao apenas para controle de pragas de insetos, mas estratégias de
controle também sao importantes para evitar o espalhamento espacial de epidemias
de doencas infecciosas, das modas do abuso de drogas, da divulgacao de boatos ou

informacoes falsas, entre outros.

Denomina-se dispersao o processo de separacao de individuos anterior-
mente agrupados, o que implica em aumento da area ocupada e individuos sendo
levados de uma &area para outra; freqiientemente a mesma denominagao também
¢ dada a forma sob a qual os individuos de uma populacao encontram-se espa-
cialmente distribuidos. Usa-se a palavra dispersao para referir-se genericamente a
qualquer deslocamento de individuos, por exemplo apds a reproducao, para ampliar
sua area de expansao; diz-se que os individuos se espalham ou, equivalentemente,

dispersam-se.

Entre os diversos mecanismos de dispersao, enfocaremos a difusao e
a conveccao. Além disso, restringir-nos-emos a uma unica dimensao espacial, a
dimensao z; isto significa que consideraremos que existe homogeneidade espacial na

outra dimensao que constitui a area sob estudo.



As primeiras abordagens tomaram emprestado das ciéncias fisicas e
quimicas o conceito de densidade local ou concentracao e, supondo movimento in-
dividual aleatorio, usaram equacoes diferenciais parciais para descrever de que for-
ma esta quantidade varia com o tempo. Em dreas, tais como oceanografia
biolégica, onde o movimento tende a ser dominado por fatores fisicos, estes mode-
los, denominados genericamente de modelos de reagao-difusao, tiveram relativo
sucesso, tanto em planejamentos estratégicos quanto em reproduzir dados experi-
mentais. Entretanto, em outros contextos (especialmente terrestres), estes modelos
tém frequentemente falhado. Até o momento, nao existe ainda uma teoria unifica-
da e largamente aplicavel na abordagem de populacoes espacialmente estruturadas

[Gurney, Nisbet (1998)].

Se, em conseqiiéncia do movimento irregular de cada particula em um
conjunto de particulas (células, bactérias, substancias quimicas, animais, insetos,
etc.), onde cada uma se move de forma aleatdria, as particulas se espalharem, e
este movimento microscopico irregular resultar em algum movimento macroscopico
regular do grupo, diz-se que estd ocorrendo um processo de dispersao por difusdo.
Em outras palavras, difusao é o processo através do qual a matéria é transportada,
de uma parte para outra em um sistema, como resultado de movimentos individuais
aleatorios. Nenhum individuo possui direcao preferida de movimento, mas observa-
se que a transferéncia do grupo ocorre de regioes de mais alta para regioes de mais
baixa concentracao. Como o movimento individual é aleatorio, nao se sabe de que
forma um individuo se movimentara em um certo intervalo de tempo; na média, a
mesma fracao definida do total de individuos atravessard uma seccao transversal a
direcao do movimento, tanto em um sentido quanto em outro, em um certo intervalo
de tempo; entretanto, como existe um nimero maior de individuos de um lado do
que de outro da referida seccao, havera, como resultado do movimento individual
aleatorio, uma transferéncia liquida do lado que tem maior concentragao para aquele

em que a concentragdo é mais baixa. Representando por u(z,t) a concentracao de



uma populagao na posicao x em um instante ¢, tem-se a equacao diferencial parcial

ou 0 ou

onde D, denominado coeficiente de difusao da populagao, descreve a mobilidade dos
individuos, podendo ser constante, ou dependente da posicao x, ou dependente da
concentracao u da populacao que se difunde, ou ainda do tempo ¢, ou de mais de
uma destas varidveis. Em sistemas onde o coeficiente de difusao nao é constante (isto
é, depender da concentracgao, ou do espaco, ou do tempo), nao existem, em geral,
solucoes matematicas estritamente formais; podem ser obtidas solucoes numéricas
ou solugoes analiticas aproximadas e respectivos graficos [Crank (1975)]. O meca-
nismo de transferéncia de calor por conducao, que governa a migracao de atomos
ou moléculas com movimentos aleatérios num sistema fisico (sélido, liquido ou gés)
em geral, devido a sua prépria agitacao térmica, na dire¢ao (e sentido contrario) de
um gradiente de temperatura, é outro exemplo de difusao. Em quimica, denomina-
se difusao ao processo de transporte de particulas causado por um gradiente de
concentragao de alguma substancia. Gradientes de pressao, de potencial quimico ou

elétrico também sao relacionados a mecanismos de dispersao por difusao.

Ocorre convecgao quando a populagao estiver sendo transportada (car-
regada) sobre algum escoamento que se move com velocidade ¢; a transferéncia de
calor através de um fluido ocorre devido ao movimento do proprio fluido, isto é, a
transmissao de calor é acompanhada por um transporte de massa efetuado pelas
correntes que se formam no seio do fluido. Este mecanismo de movimento também
¢ denominado adveccao ou correnteza, e ocorre, portanto, quando o meio esta em
movimento. A dispersao advectiva é caracterizada por movimentos individuais al-
tamente correlacionados, nas escalas de tempo e de espaco de interesse. No caso
extremo de adveccao pura, todos os individuos se movem com a mesma velocidade
¢, a velocidade de movimento do meio, e a equacao diferencial parcial que governa
o sistema, é

(1.3)



Este processo de transporte implica que, durante um intervalo de tempo ¢, cada
individuo se move sobre uma distancia ct; se ug(z) for a distribuicao espacial da
populagdo em ¢t = 0, entdo u(x,t) = ug(z — ¢t). Embora movimento puramente
difusivo seja as vezes uma aproximacao defensavel para comportamento de dispersao
real, é raramente encontrada advec¢ao pura em um contexto biolégico (exceto ao
considerar sistemas fisiologicamente estruturados com faixas etarias, onde a idade e

o tempo correm juntos).

Podem haver situagoes em que convecgao (adveccao) e difusao ocorrem
simultaneamente, isto é, o mecanismo difusivo espalha (propaga, difunde) a pop-
ulacao na direcao x e existe um movimento do meio todo no qual o processo de
difusao ocorre. Esta é a situacao mais comum da dispersao: uma combinacao ad-
vectiva/difusiva, sendo que a componente difusiva é relacionada com a variabilidade
do deslocamento em torno de seu valor médio, e a componente advectiva é relaciona-
da com o desvio do deslocamento médio com relagao a zero. A equacao diferencial
envolverd a soma destes dois efeitos, como segue:

ou 0 ou ou

a qual podemos ainda acrescentar um termo f, para incluir a possibilidade de se
ter adicao ou remocao de individuos no meio, caso considerarmos escalas de tempo
sobre as quais individuos sao capazes de se reproduzir, por exemplo; este termo é
denominado termo de reacdo, ou termo crescimento-interacao, ou termo fonte, ou

ainda termo de cinética. A densidade de populacao devera entao satisfazer a seguinte

u_ O <D@> g (1.5)

equacao diferencial:

EZ% o0x ox

onde f em geral depende de w, mas também poderd depender de uma ou mais
das variaveis independentes. Observamos que evidentemente o termo f pode ser

acrescentado as equagoes diferenciais (1.2) ou (1.3) da mesma forma.

No capitulo 2, estabeleceremos uma lei de conservacao, a partir da

qual as equagoes diferenciais parciais (1.2) a (1.5) serao deduzidas.



Entre as técnicas mais utilizadas nos estudos que envolvem as equacoes
diferenciais parciais que abordaremos, podemos citar: determinacao das carac-
teristicas, analise de ondas viajantes, determinacao dos estados estacionarios e analise
de estabilidade dos mesmos. A vantagem do uso destas ferramentas reside no fato
de que freqientemente reduzem o problema investigado a outro cuja equacao dife-
rencial envolvida é ordinaria. Efetuar o controle espacial de uma praga de insetos
ou o controle espacial de uma epidemia é, essencialmente, evitar que a onda via-
jante relacionada com o espalhamento espacial de uma onda de praga se propague.
Neste sentido, serd de grande utilidade saber determinar condicoes no espaco de
parametros para a existéncia de ondas viajantes (cuja forma é constante), e, quando
estas existirem, a sua velocidade de propagagao. Tal abordagem levara possivel-
mente a uma condicao limiar necessaria para a propagacao desta onda, que podera
se refletir em valores criticos ou para a populacao ou para algum parametro, tal
que se for excedido (ou o contréario) possa-se evitar que a onda se propague, e assim
evitar uma praga de insetos ou uma epidemia de doenca contagiosa. Tais resultados
tém implicacoes imediatas para estratégias de controle. A vacinacao, por exemplo,
¢ uma forma de reduzir a populacao de suscetiveis, de modo a manté-la abaixo da
minima necessaria para que a onda de epidemia se propague; o isolamento é outra
forma adotada para controlar uma epidemia, porque acarreta uma reducao no fa-
tor de transmissao, mantendo-o abaixo do valor critico minimo necessario para que

ocorra a propagacao desta onda.

Dedicaremos o capitulo 3 a aplicacao detalhada das técnicas discrimi-

nadas acima a equacao de Fisher:

ou 0 ou U

que nada mais é do que uma equacao da difusao, isto é, do tipo (1.2), & qual foi
acrescentado um termo de fonte f(u), dependente da densidade populacional, do
tipo logistico. Veremos que, embora no inicio efeitos de difusao sejam dominantes,
o termo de longo prazo é muito diferente: quando a populacao nas proximidades da

regiao inicialmente ocupada alcancga a capacidade de suporte K, a distribuicao forma



uma nitida frente de invasdo, que se move para regioes vazias de ambos os lados,
com velocidade constante. A dindmica destas frentes de invasao (forma, largura,
velocidade), tem sido extensivamente estudada no desenvolvimento da teoria de

epidemias.

Ap6s abordar, nos capitulos 4 e 5, diversos modelos apresentados na
literatura, para investigar dispersao de insetos, bem como a andlise que pode ser
efetuada com cada um, apresentaremos no capitulo 6 um trabalho experimental
efetuado por Banks et al (1985), a partir do qual os autores fizeram uma estimati-
va para o coeficiente de difusao D(¢), bem como para o coeficiente a(t) do termo
de fonte (do tipo decaimento exponencial), ambos dependentes do tempo. A par-
tir dos resultados em tempo discreto por eles apresentados, construiremos curvas
que se ajustam a ambos os coeficientes e apresentaremos os resultados na versao
continua assim construida. Finalmente, as conclusoes e os trabalhos futuros serao

apresentados no capitulo 7.



2 LEI DE CONSERVACAO E SUA RELACAO
COM EQUACOES DIFERENCIAIS
PARCIAIS

2.1 Modelo Matematico

Um modelo matematico é representado por uma equacgao ou um conjun-
to de equacoes cuja solucao descreve o comportamento fisico de um determinado
fenomeno [Logan (1998)]. Modelagem matematica envolve observacoes fisicas, se-
lecao de variaveis essenciais, formulacao de equacoes que envolvem as variagoes
de quantidades (varidveis essenciais), andlise matemética que consiste na resolucao
dessas equacoes e finalmente validade do modelo. Esse tltimo serve para averiguar
se de fato tal modelo descreve o problema real original (feedback); nesse momento,

podem ocorrer modificacoes e refinamentos.

Um modelo matematico satisfatério estd sujeito a duas aparentes con-
tradicoes: deve ser suficientemente detalhado para representar a situacgao do mundo
real com relativa precisao, mas deve também ser suficientemente simples para tornar
pratica a andlise matematica. A construcao de um modelo que cobre adequadamente
realismo e viabilidade é o passo mais delicado no processo. Devem ser encontradas
maneiras de simplificar matematicamente o modelo sem sacrificar caracteristicas
importantes. Assim, podemos concluir que um modelo matematico nem sempre
representa um problema real de maneira exata, em toda sua complexibilidade, mas

poderd levar a solucoes bastante proximas daquelas observadas na realidade.

Na formulacao de um modelo matematico, é necessario argumentar pre-
ventivamente sobre quais caracteristicas dos individuos serao determinadas no pro-
cesso de evolucao. Algumas caracteristicas sao de origem discreta, pois sao melhor
descritas em tempo discreto, como por exemplo, o sexo dos individuos de uma popu-

lacao, enquanto que outras sao melhor descritas em tempo continuo, como



por exemplo, o conteido de alguma substancia [Rodrigues (1998)]. Os modelos dis-
cretos sao descritos por equacoes a diferencas e os modelos continuos sao descritos
por equagoes diferenciais ordindrias ou parciais. Neste trabalho, restringir-nos-emos

a modelos estudados em tempo continuo.

Os sistemas fisicos modelados em funcao de uma tnica varidvel inde-

pendente sao governados por equacoes diferenciais ordindrias. Por exemplo,

(fl_:’ = f(t,u,r), (21)
onde f é uma relagao funcional de ¢, u e . Na equacao (2.1), a varidvel dependente,
u= u(t), é a quantidade de uma grandeza que pode ser populacao de individuos
de uma tnica espécie, concentracao de uma substancia quimica, densidade de au-
tomdveis em uma auto-estrada, quantidade de energia, entre outros. A tnica variavel
independente é o tempo ¢; » é um parametro que caracteriza o sistema fisico que
esta sendo modelado. Por exemplo, se considerarmos que a taxa de variacao de uma

populagao, u = u(t), de um determinado sistema de individuos, é proporcional a

populacao em cada instante ¢, temos o modelo de Malthus

du
— =ru, u(0) = uy, t >0, (2.2)
dt

onde ug representa a populacgao inicial no instante ¢ = 0. O parametro r representa
a taxa de crescimento intrinseco da populacao, isto é, a taxa de variacao per capita

por unidade de tempo, se o ambiente permitir um crescimento sem restricoes. A

solucao para esse problema de valor inicial é

u(t) = ug exp(rt), t> 0. (2.3)

Quando observamos a evolucao de um sistema em um intervalo de tem-
po e em uma regiao do espaco, a equacao do modelo é uma equacao diferencial
parcial. Assim, buscamos solucoes do tipo u = u(z, t), ou u = u(z, y, t), ou u =
u(z, y, z, t) (ou em outros sistemas de coordenadas), conforme seja o espaco unidi-

mensional, bidimensional ou tridimensional; aqui v é a varidvel dependente e (x, t),



ou (z, y, t), ou (z, y, z, t) sao respectivamente as variaveis independentes. Mode-

los que se utilizam de equacoes diferenciais parciais podem ser independentes do tem-
po, mas dependentes de variaveis espaciais. Tais modelos sao chamados de estdticos
ou estaciondrios. Em nosso trabalho, referimo-nos a equagoes diferenciais parciais

dependentes do tempo e do espaco unidimensional.

Entende-se por solucao de uma equacao diferencial parcial, em uma
varidvel espacial x € Q (intervalo em uma dimensdo), num tempo t € I (t > 0),
a fun¢do u = u(x,t), definida no dominio espago-tempo, tal que substituida na
equacao diferencial, torna-a verdadeira em todo seu dominio. E necessario, também,
que derivadas parciais de u = u(z,t) sejam continuas até a mais alta ordem da

derivada requerida pela equagao.

As equagoes diferenciais parciais sao geralmente acompanhadas de uma
condi¢ao inicial, u(z,0) = ug(x), que especifica a densidade em um tempo ¢ igual a
zero e de condicoes de contorno que especificam a densidade na fronteira do dominio
em todo tempo t. O problema de encontrar solucoes que satisfacam as condicao
inicial e de contorno é chamado problema de valor no contorno ou simplesmente

problema de contorno.

2.2 Lei de Conservacao

Trataremos aqui de algumas equagoes diferenciais parciais que vém de
uma lei de equilibrio bdsica lei de conservacdao. A lei de conservacdo é uma for-
mulacao matematica estabelecendo que a taza com a qual a quantidade de uma
grandeza varia em um certo dominio é iqual a taxa com a qual a quantidade dessa
grandeza flui através do contorno do dominio mais a taxa com a qual a quantidade
dessa grandeza é produzida ou destruida dentro do dominio. Uma ilustracao para

isso, dentro da Biologia, é a lei que rege a variagao da densidade populacional:



taxa taxa de entrada (imigragao) taxa de
de menos aparecimento/produgao
variacao | = | taxa de saida (emigracgao), | + menos
da através taxa de
populacao do contorno desaparecimento

Podemos citar, ainda, outros exemplos como conducao de calor ao longo
de uma barra, densidade de automoveis em uma auto-estrada, concentracao de uma
substancia quimica, poluentes em um rio, entre outros. Representando por 7 um
vetor posi¢ao, a varidvel dependente u = (7, t) que representa uma densidade
(de animais, de energia, de automdveis, de massa, etc.), é usualmente medida em
unidade da grandeza por unidade de volume d-dimensional, onde d é a dimensao do

espaco considerado.

Consideremos uma situacao em que a variacao do numero de individuos
de uma populacao ocorre somente em uma direcao, que é definida como eixo dos
x. Podemos visualizar o movimento dos individuos, por exemplo, em um tubo onde
cada seccao transversal é denotada por z, e cuja area consideraremos constante,
igual a A (figura 2.1). Por convengao, o fluxo ¢(x,t) é positivo se os individuos

estao atravessando o tubo na direcao crescente de x e negativo, caso contrario.

I:Eix .
=
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Figura 2.1: Tubo com sec¢ao transversal de drea A



Usando o simbolo [ ] para denotar as unidades das diversas quantidades
envolvidas e representando por L a dimensao linear do sistema, isto é, [x] = [L],

definimos:

e u(z,t): densidade ou concentracdo de uma grandeza em uma posigao

x, em um instante de tempo ¢; é a quantidade da grandeza por unidade

. _[grandeza) _insetos
de votumes[u(r, =29, g otos

e ¢(x,t): fluxo de u(z,t), isto é a quantidade que passa por unidade
de area transversal, pela posicao x, no instante ¢; é a quantidade da

grandeza por unidade de area, por unidade de tempo;
[grandezal insetos

[p(z, t)]= TR Ex.:

J

m2s

e F(z,t): termo fonte; é uma taxa de producao por unidade de tempo

e volume, se F' > 0, e é uma taxa de perda por unidade de tempo e
[grandezal _insetos

volume (sumidouro) se F' < 0; [F(z,t)]= TR Xt

A lei geral de conservacao é uma relacdo entre u,¢ e F, que pode ser escrita da

seguinte forma [Logan (1998)]

% /ab u(w, t)Adz = Ag(a, 1) — A¢(b 1) + /ab F(x,t)Adz, (2.4)

onde A é a area de uma seccao transversal do tubo, em z, no instante ¢, sendo

a<z<bet>0 (figura 2.1).

Dividindo os dois lados da igualdade de (2.4) pela constante A obtemos

b b
p u(z, t)de = ¢(a,t) — p(b,t) + / F(x,t)dx (2.5)
ou ainda,
d b b a¢ b
[t vy = —/ 22 (o, 1y +/ Flz, t)dx, (2.6)
a a xz a
visto que pelo teorema fundamental do Calculo Integral, vale:
b
0
sat) —o0.1) = — [ 22w 1), (27

. Ox



Supondo que as funcoes envolvidas tenham derivadas parciais continuas, podemos

escrever a equacao (2.6) como

: g tdr—— | 0 oty + [ ' ety o8)
que é 0 mesmo que
/:(%—l—%—F)dx:O, (2.9)
donde concluimos que
5ot E (2.10)

para todo x e t no dominio do problema. Essa é a nossa equacao diferencial basica
(lei de conservagao), que descreve localmente a relagao entre variagoes em densidade

e variacoes em fluxo.

Se a escala de tempo de interesse for suficientemente curta, tal que
mortalidade e reproducao sejam insignificantes, entao nao é considerado termo de

fonte, isto é, F' = 0 e a equagao (2.10) reduz-se para

ou 0¢p
N 2.11
ot ox’ (2.11)

para todo x e t no dominio do problema.

Observamos que temos duas variaveis dependentes desconhecidas na

equagao (2.10): u(x,t) e ¢(x,t).

Caso a funcao ¢ seja expressa como funcao de u, isto é, ¢ = ¢(u), a

equacao (2.10) é escrita

ou  d¢ou B
% 9udn + F, u = u(z,t), (2.12)

que, dependendo da relacao entre u e ¢, podera levar a uma equacao diferencial nao

linear, para u(z,t). Tais relagdes entre u e ¢ sdo chamadas relagdes constitutivas ou

equagoes de estado e surgem de suposicoes fisicas sobre o meio.

Similarmente, o termo fonte F' pode ser dado como uma funcao de

densidade, F' = F'(u), e a equacao (2.10) passa ser



ou 09 du .
o = 3.5, + ), u=u(w,1). (2.13)

A seguir, trataremos de algumas equagoes diferenciais parciais impor-

tantes, obtidas a partir da lei de conservagao estabelecida na equagao (2.10).

2.3 Descrevendo Dispersao - Versao Unidimensional

A natureza do processo de dispersao é encapsulada na relacao entre o

fluxo e a densidade populacional, de acordo com o que apresentaremos nesta secc¢ao.

2.3.1 Equagao da Conveccgao

Consideremos a lei de conservacao unidimensional, equacao (2.10), sem
o termo fonte, isto é, a escala de tempo de interesse é suficientemente curta, tal que

mortalidade e reproducao sejam insignificantes,

ou @

e (2.14)

Se a populagao estiver sendo transportada sobre algum escoamento que se move com

velocidade ¢, entao o fluxo ¢(z,t) serd proporcional a densidade u(x,t), isto é,

bz, 1) = cule, ), (2.15)
onde ¢ é uma constante que traduz a velocidade com a qual os individuos se movem
L
ao longo do eixo x ([c] = % por exemplo, @>. Substituindo a equagao (2.15) na
s

equagao (2.14) obtemos a equagao

ou ou
— — =0 R t>0 2.16
T +06x , x €R, > 0, ( )

que é a equagao de convecgdo linear, com o termo fonte ausente. A equagao (2.15)
caracteriza fluxo por conveccao e é interpretada como uma taxa de transito dos
individuos por unidade de drea e por unidade de tempo [Rodrigues (1998)]. Como

esta equacao diferencial nao contém nem fonte nem sumidouro, é de se esperar que



a densidade u inicialmente distribuida, u(z,0) = ug(z), persista no tempo, exceto
que ela poderia ser continuamente transladada para a direita, com velocidade c.
Este processo de transporte implica que, durante um intervalo de tempo ¢, cada
individuo se mova sobre uma distancia ct. Em outras palavras, é de se esperar que
u(z,t) = up(x — ct), isto é, u(x,t) pode ser escrita em termos de uma tnica variavel

z = x —ct, que é uma translacao da posicao x por uma quantidade ct para a direita.
De fato, a equagao diferencial (2.16) admite solugoes do tipo
u(z,t) =U(z —ct) = U(z), z =1z —ct, (2.17)

visto que, neste caso,

ou dU % dU

ot~ dzot “dz
v _ dUos_av
or dz 0r  dz

e substituindo em (2.16), verifica-se a identidade

dU dU
—c— +c— =0.

A solugao (2.17) para a equagao da convecgao é chamada solugdo do tipo
onda viajante (também denominada onda caminhante ou onda progressiva), porque
a distribuicao da densidade inicial é propagada como uma onda que viaja sem mudar
a forma. Aqui —oo < z < 400, e, para ser fisicamente realistica, U(z) deve ser
limitada para todo z; além disso, dependendo da grandeza em questao, como por
exemplo populacoes, U deverd ser nao negativo. O grafico de U(z —ct) é exatamente
o gréafico de U(z), deslocado para a direita por ¢t unidades de comprimento. A
velocidade de propagagao é a constante c e a onda desloca-se ct unidades na direcao
positiva de x, & medida que ¢t aumenta, como mostrado na figura (2.2 (b)), no plano

(xz,u) e na figura (2.2 (a)), no espaco (z,t,u).

Concluimos, portanto, que u(x,t) é constante, para qualquer valor fixo

de z = x — ct, isto é, u(x,t) assume o mesmo valor para todos os pontos (z, 1)
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Figura 2.2: Duas representagies da solug¢ao da equagao (2.16), solugao do tipo onda
viajante: (a) no espago (z,t,u), como uma cordilheira (b) no plano
(x,u).

situados sobre a reta x — ¢t = s, onde s é um valor fixo de z. Além disso, u(z,?)

assume um valor diferente, para cada escolha distinta de s.

De (2.17), se z = s, isto é se x — ¢t = s, onde s é uma constante
arbitraria, obtemos uma familia de retas no plano (z,t), com declividade % (figura
2.3). Existe, portanto, uma familia de retas, ao longo de cada uma das quais u é
constante. Fisicamente, o movimento do sinal da densidade se da ao longo dessa
familia de retas, que sao chamadas caracteristicas. Essas retas sao as curvas de nivel
da superficie distribuicao de densidade mostrada na figura (2.2 (a)). Por exemplo, se
tracarmos as caracteristicas x —ct = s; e x — ¢t = s, onde s; < x —ct < So, dizemos
que essas retas representam as partes traseira e dianteira, respectivamente, da onda
que se propaga para a direita. Uma vez que as caracteristicas sao conhecidas, temos
o valor da soluc¢ao da equagdo para todo (z,t), desde que seja conhecido o valor de
u, para todo x, em t = 0, pois a solugdo u(z,t) mantém o mesmo valor ao longo de

toda a caracteristica que sai do eixo x, no instante inicial.



Figura 2.3: Retas caracteristicas de equagcao v — ct = s, sendo s uma constante
arbitraria, correspondentes a solu¢do do tipo onda viajante da equacao
diferencial parcial (2.16).

Quando definimos a lei de conservagao, convencionamos o sentido posi-
tivo como sendo da esquerda para a direita, segundo a figura (2.1), onde a < b.
No entanto, pode-se mostrar facilmente que, se o fluxo ocorrer da direita para a
esquerda, a equacao diferencial admitirda como solucao uma onda viajante para a

esquerda.

Acrescentando uma condic¢ao inicial & equagao diferencial (2.16), es-

crevemos o0 problema do valor inicial para a equagao da convecgao, como segue:

o, o
ot " “ox
u(z,0) = wup(x), reR (2.19)

= 0, z €R, t>0, (2.18)

onde ug(x) é uma densidade inicial dada. Sendo u(x,t) = U(x — ct) solucao da

equagao (2.18), aplicando a condi¢ao inicial (2.19) nessa solugao, com ¢t = 0, temos
U(x) = u(z,0) = up(z), (2.20)

de onde concluimos

Uz — ct) = ug(z — ct). (2.21)
Portanto, a solugao do problema do valor inicial (2.18)-(2.19) é

u(z,t) = up(z — ct), (2.22)



de onde observamos que a forma inicial se conserva, deslocando ¢t unidades de com-
primento para a direita em x, como ja haviamos constatado no paragrafo anterior.
A forma da onda viajante apresentada na figura 2.2 é a de um pulso Unico, mas
este nao ¢ o dnico tipo de onda viajante; alguns problemas possuem solugoes de
onda viajante do tipo trem de onda peridédico (figura 2.4) e outros ainda, como o
que apresentaremos ao analisarmos a equacao de Fisher, no capitulo 3, apresentam
onda viajante do tipo frente de onda; esta é uma solucao do tipo onda viajante que
tem limites constantes em oo [Logan (1998)]. Para exemplificar, podemos citar
U(z) = (1 4 exp(bz))~!, que satisfaz U(0) = %, Vb € Z; para b > 0, representa
uma frente de onda que satisfaz U(—o00) = 1 e U(+00) = 0; para b < 0, terfamos
uma frente de onda que satisfaz U(—o00) = 0 e U(4+00) = 1. Quanto maior o
modulo de b, mais ingreme é a forma da onda. Na figura 2.5, apresentamos o grafico

correspondente a b = 2.

Figura 2.4: Onda viajante do tipo trem de onda periddico

Um exemplo para a equagao de convecgao é o de um enxame de insetos
carregados pelo vento, portanto, movendo-se com uma onda que nao muda a forma.

Outras expressoes comuns para esse tipo de movimento sao transporte e adveccgao.
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Figura 2.5: Frente de onda U(z) = (1 + exp(bz))~!, para b =2.

Uma equacao de conveccao mais geral pode ser obtida substituindo a
relacao constitutiva (2.15) na equagao diferencial (2.10), o que leva a:

ou ou

2 T = F(x,t,u) (2.23)

também denominada equacao de reacao-convecgao.

Para resolver uma equacao de reacao-conveccao do tipo acima, é con-
veniente definir novas varidveis independentes (z,7), denominadas coordenadas ca-
racteristicas, onde z é uma coordenada que se move com o sinal, como segue:

z=x—ct

T=1

Desta forma, a nova equacao diferencial para U(z,7) é obtida substi-

tuindo
ou U ou
ot Caz or
ou _ U
or 0z

na equacao diferencial (2.23), para u(x,t). Assim, a equagdo diferencial parcial
transforma-se em uma equacao diferencial ordindria para U(z):

ou

5 = F(z,1,U), (2.24)



pois a variavel z age nesta equacao diferencial como um parametro. Diz-se que o
operador convecgao

9.,.9 (2.25)

0 ..
reduz-se a —, em coordenadas caracteristicas.

or

Na auséncia de termo fonte, tem-se apenas

oU
— =0 2.26
87_ ’ ( )
cuja solucao ¢
Uz, 7) = 9(2), (2.27)
uma funcao arbitraria de z, e, portanto,
u(z,t) = g(x — ct). (2.28)

Da equagao diferencial (2.26), concluimos que, em um sistema de referéncia que
se move com velocidade igual a de propagacao da onda viajante, esta parece esta-

cionaria.

Como exemplo tipico de aplicacdo da equagao diferencial (2.23), pode-
mos nos referir a situagdo em que u(x,t) representa a concentragao de um poluente
em um rio, suposta homogénea em todas as direcoes, exceto naquela do curso do
rio, que se move com velocidade ¢, no sentido de x crescente. Desprezando efeitos
difusivos decorrentes da turbuléncia do rio e de irregularidades em seu contorno, o
rio é entao modelado por um fluxo advectivo em uma dimensao. Para permitirmos,
entretanto, que a concentracao de poluente decaia na agua do rio, devido a acao de
bactérias que gradualmente o decompdem, o termo F'(x,t, u) representaria um sum-
idouro, isto é, a taxa com a qual a densidade de poluente é degradada, que poderia,
por exemplo, ter a forma: —ku(z,t), onde k mede a eficiéncia da agao bacteriana.
Conhecida a concentragao inicial de poluente, isto é, u(x,0) = ug(z), a solugao do

problema de valor inicial

Ou + c@ = —ku
ot Ox (2.29)

u(z,0) = ug(x),



tem a forma

u(x,t) = up(x — ct) exp(—kt), (2.30)

que representa uma onda viajante amortecida, dando conta do decaimento da con-

centracao de poluente, a medida que o tempo passa. Observamos, ainda, que neste

kx
caso a densidade que é conservada é v(x,t) = u(x,t)exp (—), pois satisfaz a
c
equacao diferencial
ov ov
o 2.31
ot ox ( )

que nao envolve explicitamente nem fonte nem sumidouro. A densidade v(z,0), ini-
cialmente distribuida no rio, persiste no tempo, exceto que é propagada (translada-
da) no sentido de x crescente, junto com o movimento do rio, isto é: dado v(z,0) =
vo(z), tem-se que v(x,t) = vo(x—ct) é uma solucao do tipo onda viajante. A equagio

diferencial (2.29) é, por vezes, denominada equagao de convec¢ao-decaimento.

2.3.2 Equacao da Difusao

Antes de definirmos a equacao da difusao, vamos associar a derivacao
dessa equacdo a um simples movimento aleatério de organismos (células, bactérias,
insetos, substancias quimicas, entre outros). Iremos, inicialmente, supor que os
individuos se movimentam em um espac¢o unidimensional com passos constantes de
comprimento Ax. Um individuo pode mover-se para a direita, para a esquerda ou
permanecer na posicao original. Queremos obter uma expressao para a probabilidade

p(m,n), de que a posigao da particula seja mAx apds n intervalos de tempo, isto é
mAx = z, nAt = t. (2.32)

Nesse tempo nAt, tem-se um numero total de n passos dos quais a

passos sao para a direita e b passos sao para a esquerda, o que nos permite escrever

a+b = n, (2.33)

a—b = m, (2.34)



ou, equivalentemente,

n+m
a =
2
p=2""
2

Como a e b podem se repetir, o nimero de possibilidades favoraveis
para que um individuo chegue em mAx vem da teoria combinatoéria, a saber,

n! n!
albl al(n —a)l’ (2:35)

O ntimero total de trajetorias possiveis nos n intervalos de tempo é dado por 2". Vis-
to que a probabilidade p(m, n) é determinada pelo quociente entre as possibilidades

favoraveis e o nimero total de possibilidades, podemos escrever:

1 n! \" n!
) = gy = (3) () (=) (2:30)

A equagao (2.36) é a distribui¢ao de Bernoulli, também chamada distribuicio bi-
nomial. Quando n se torna extremamente grande [Okubo (1980)], essa distribuigao
converge para a distribuicao Gaussiana, também  conhecida como distribuicao
normal, isto &,
3 2

nl_i)rfoop(m, n)=g(m,n) = (%) 2 exp (_;n_n> (2.37)
A tabela 2.1 faz uma comparacao entre os resultados obtidos através das equacoes
(2.36) para a distribuigao de Bernoulli p(m, n) e (2.37) para a distribui¢ao gaussiana
g(m,n). Observa-se que a distribui¢do de Bernoulli se aproxima da distribui¢ao
Gaussiana para n > 6. Nas figuras (2.6) e (2.7) apresentamos, para comparacao,
os graficos de ambas as distribuicoes em um mesmo sistema de coordenadas, para
n=4 e para n=10, respectivamente. Observa-se que quanto maior o valor de n, mais
proximo é p(m,n) de g(m,n), a0 mesmo tempo que o grafico desta distribuicao se

torna mais largo e mais achatado.

Da equagao (2.32), podemos escrever

zmmm=p<£;£9, (2.38)



m
0 +2 +4 +6 +8 +10 +12 | £14
n=2 | p(m,n) | 0.50 | 0.25 0
g(m,n) | 0.562 | 0.21 | 0.01 0

)| 0375 | 0.25 [0.063| 0
g(m,n) | 0.400 | 0.24 | 0.054 [ 0.004 | 0

n=6 | p(m,n) | 0.3125 | 0.234 | 0.094 | 0.016 0
g(m,n) | 0.326 | 0.234 | 0.086 | 0.016 | 0.0016 0

n=8 | p(m,n) | 0.273 | 0.219 | 0.109 | 0.03 | 0.004 0
g(m,n) | 0.282 | 0.220 | 0.104 | 0.03 | 0.005 | 0.0005 0

n=10 | p(m,n) | 0.246 | 0.205 | 0.117 | 0.044 | 0.0097 | 0.001 0
g(m,n) | 0.252 | 0.206 | 0.114 | 0.042 | 0.010 | 0.002 | 0.0002 | O

Tabela 2.1: Comparacao entre os valores obtidos a partir das distribui¢oes binomial
p(m,n) e gaussiana g(m,n).
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Figura 2.6: Grdficos das distribuicoes gaussiana g(m,n) (curva continua) e binomial
p(m,n) (pontos), para n=4.



Figura 2.7: Grdficos das distribui¢des gaussiana g(m,n) (curva continua) e binomial
p(m,n) (pontos), para n=10.

que, aplicado & equagao (2.37), torna-se, no limite em que A7 — 00,
1 2
x t 2 19 (Ai)
P <—, —> ~ {—t} exp | —=-57—| . (2.39)
Az’ At T Ktt

E mais apropriado escrever a variavel dependente como u = , ou seja, u2Ax é

P
2Ax
a probabilidade de encontrar uma particula no intervalo (x,z + Az), no tempo t.

Assim, dividindo a equagao (2.39) por 2Az, obtemos

1
p(E, %) At ) T2 At
z ~ S —— 2.4
2Nz ort(An)?]| P | 2t(Ax) (2.40)
Considerando
) (Az)?
AitI:I:lg oA = D#0. (2.41)

sendo D, o coeficiente de difusao ou difusividade, entao

- op(E ) 1) z
) = lim —AoAd) (2 U 9.42
uz,t) = Jim - —5 1Dt) TP T uDe (2.42)

At—0

- (L?] . , . area
Observamos da definigdo (2.41) que [D] = R isto é, D tem dimensao de

tempo
Cabe enfatizar que as distribuigoes (2.37) e (2.42) sao vélidas apenas quando n > 1

e m > 1, ou, em outras palavras, quando o tempo de observacao t for muito maior



que o tempo de duracao de cada passo aleatério, e quando a escala de observacao
x for muito maior que o comprimento Ax de cada passo aleatério. As figuras 2.8
e 2.9 representam a equacao (2.42) no plano (z,u), em diversos tempos t, sendo
ty < ty < t3 < t4 e no espaco (u,x,t), respectivamente; pode-se observar que, a
medida que o tempo passa, as curvas tendem a se achatar cada vez mais, tornando-

se mais largas.

Figura 2.8: Representacao da solu¢ao da equagao (2.42) no plano (z,u), em diversos
tempos t para D = 0.3.

Figura 2.9: Representacao da solugcdo da equagio (2.42) no espaco (x,t,u), para
D =0.3.



il

A seguir, relataremos a classica teoria da difusao fundamentada por A.
Fick. Deixaremos aqui v denotar a concentracao de insetos num tubo. Esperamos
que um movimento aleatorio e colisoes de insetos causem uma dispersao de con-
centracoes de insetos de tal forma que o movimento seja da mais alta para a mais
baixa concentracao. Para modelar esse tipo de movimento aleatorio, faremos duas

observacoes:

1. o movimento é no sentido da mais alta concentracao para a mais baixa;

2. quanto mais ingreme o gradiente de concentragao, maior serd o fluxo,

pois o fluxo depende da derivada da densidade em relacao a varidvel x.

Assim, consideremos novamente a lei de conservagao bésica (2.11), sem termo de

fonte:
ou B %

ot~ ox

e facamos o fluxo ¢(x,t) proporcional ao gradiente da densidade u(x,t) e com sinal

(2.43)

contrario a este, isto é,

@
ox’

onde D é um coeficiente de difusao e o sinal negativo indica que a difusao ocorre no

$(w,t) = —D (2.44)

sentido da mais alta para a mais baixa concentragao.

A equagao (2.44) é conhecida por Lei de Fick e pode ser substituida na

equacao (2.43), resultando

ou 0 ou
=5 <—D%> (2.45)
ou
ou 0%u
5 = D3 (2.46)

que é conhecida como equacao da difusao. Considerando que, em ¢t = 0, () insetos
sejam liberados na posi¢ao = = 1w, a solu¢ao para a equacao (2.46) que satisfaz a

condicao inicial u(z,0) = Qd(x — xy), onde d(x — xg) é a funcao delta de Dirac, é

. Q (z — xo)”
u(z,t) = T exp {—W] . (2.47)



Se os insetos forem liberados na origem isto é, xy = 0, em ¢ = 0, a equagao (2.47)

torna-se
5o |-
u(z,t) = exp |[————|, 2.48
(@0 = e | =4 (2.49)

que, fazendo () = 1, coincide com o resultado obtido no movimento aleatério (2.42),

a partir da dispersao difusiva de tempo discreto.

Na dispersao difusiva de tempo discreto vimos que chegariamos a uma
distribuicao gaussiana, apés alguns passos de tempo, independentemente dos deta-
lhes da distribuicao de dispersao. Como para alcancar qualquer tempo finito, uma
distribuicao continua deve dar um nimero infinito de passos de tempo, nao é sur-
preendente que a distribuicao de densidade populacional tenha sempre a forma de

uma distribui¢do normal (gaussiana).

Observamos que, quando t — 0, a equagao (2.47) fornece um pico infini-
tamente alto e estreito, centrado em = = x,. Entretanto, ela contém exatamente ()
individuos em todos os tempos. Esta solu¢ao representa o espalhamento (expansao)
espacial de um grupo de individuos que inicialmente estavam todos situados no

ponto que arbitrariamente designamos por x = .

A equacao diferencial parcial (2.46) é uma das fundamentais em apli-
cacoes matematicas, usada para descrever fenomenos com difusao espacial. Uma
ilustracao para isso é a equacao da conducao do calor, para a qual existe uma

relacao constitutiva similar, baseada na lei de Fourier:

o0

¢ = —ho (2.49)

onde

e O(x,t) é a temperatura num sélido, na posi¢ao x, no tempo t;

[0(z,t)] =° ¢, onde °c denota graus Celsius

e x ¢é a constante que representa a condutividade térmica do material;

cal
k] = ——.
S-Mm- “C



Considerando a lei de conservagao, sem o termo fonte, equacao (2.43), juntamente

com a lei de Fourier (2.49), e fazendo u(z,t) = pC0(x,t), obtemos a equagao

00 0 00
C—=——|—-Kk— 2.50
P~ o ax<”ax>’ (2:50)
ou ainda,
00 Kk 0°%0
—_— = —— 2.01
ot pC 0x?’ (251)
sendo
i o cal
e C, o calor especifico da substancia; [C] = e g’
e p, a densidade de massa por unidade de volume; [p] = %
m
A equagao (2.51) pode ser escrita como
o0 020
E_K@J (1;<.’L’<b, t>0, (252)

K . -
sendo a constante K = rors Quanto a dimensao de K, temos:
P

cal
[x] s-m-°c _ M
K = = = —,
K= = el g T
Oc.gm3

isto é,

x= |2 - o

Dessa forma, a equagao (2.52) é a equagdo de condugao do calor, isto é a equacao
da difusdo, no contexto do fluxo de calor (condu¢do), o qual resulta do movimento
aleatorio, das particulas que colidem, para um lado e para outro, ao longo do eixo

x.

Vimos, anteriormente, que a equacao da conveccao admite solucao do

tipo onda viajante (2.17), isto é:

u(z,t) =U(x —ct) =U(2), z=ux—ct. (2.53)



O mesmo, no entanto, nao ocorre com a equacao da difusao. Mostraremos, a seguir,
que a equacao da difusao (2.46) nao admite solugoes do tipo onda viajante. Para

isto, substituiremos as derivadas parciais

o _ v
ot dz
o _
or  dz (2.54)
Pu
o2 dz?

na equacao difusao (2.46); assim, a equacao diferencial parcial torna-se a equacao

diferencial ordinaria

d*U dU
D— +¢c— = 2.
7 +c e 0, (2.55)
cuja solucao ¢é da forma
c
U(z) = A+ Bexp <—5z), (2.56)

onde A e B sao constantes de integragao. Para ser realistica fisicamente, a solugao
U(z) tem que ser limitada para todo z e nao negativa, uma vez que estamos tratando
de populacoes ou concentracoes quimicas. Visto que u tem que ser limitada para todo
z, B deve ser zero, ja que a exponencial torna-se ilimitada quando z — —o0. Assim
sendo, U(z) = A, uma constante, que nado é uma solu¢ao do tipo onda viajante.
Em contrapartida, a equacao do tipo reacao-difusao, que serd vista posteriormente,

exibe solu¢ao do tipo onda viajante, dependendo do termo de reagao f(u).

Modelos de difusao formam uma base para dispersao de insetos e ani-

mais. Nds veremos alguns modelos nos capitulos 4 e 5.

2.3.3 Equagao de Convecgao-Difusao

Considerando juntos os fluxos por conveccao (2.15) e por difusao (2.44),
isto é,
ou

oz, t) = cu — Da_x’

(2.57)



e substituindo na lei de conservagao (equacao 2.43), obtém-se

Qu__90 (cu — D%) : (2.58)

ou ainda,

~ b - D=— =0, (2.59)

que é uma equacdo de conveccao-difusao.
2.3.4 Equacgoes de Reacao-Difusao

Se considerassemos escalas de tempo sobre as quais individuos sao ca-
pazes de se reproduzir, deverfamos ter mantido o termo fonte na equacao (2.10) e

considerando um fluxo difusivo, terfamos obtido a equacgao diferencial:

2
% = D% + F(u,x,t). (2.60)

Foi visto no fim da sec¢do 2.3.2, que a equagao da difusdo (2.46), sem

o termo de reagao, nao admite solucao do tipo onda viajante. No entanto, quando
a cinética de reagao e difusdo sdo acopladas, dependendo da forma de F(u,z,t),
poderao existir ondas viajantes de concentracao quimica permitindo que ocorra uma
mudanca bioquimica muito mais rapida do que o simples processo de difusao definido
pela equacao (2.46). Se F(u,x,t) = f(u), esse acoplamento da origem & equagdo do

tipo reacao-difusao
9 2
Ou _ po%u
ot Ox?

onde f(u) representa a cinética de reagao [Murray (1989)]. O termo de reagao f(u)

+ f(u), (2.61)

pode ser, por exemplo, um termo de crescimento linear, imigracao ou producao,
denotado por au ou um termo de decaimento, emigragdo ou colheita (retirada de
produgao) denotado por —awu, ou ainda termos nao lineares, por exemplo do tipo

logistico, dependendo do problema especifico em estudo.

Além do movimento aleatéorio das moléculas que causam a agitacao

térmica e a conducao (difusao) do calor, existem inimeros sistemas que apresentam



movimentos para os quais um modelo de difusao é apropriado. Podemos citar, por
exemplo, o efeito das ondas e do vento sobre pequenas “ilhas” constituidas por algas
no oceano; embora a superficie do oceano seja bidimensional, podemos considerar
que a densidade das algas varia apenas ao longo da coordenada . O movimento
das algas para um lado e para outro nestas “ilhas” pode ser considerado aleatério e,
portanto, apropriado para um modelo de difusao. Por outro lado, neste movimento,
algumas algas podem ser carregadas para fora do contorno da “ilha”, perdendo-se.
Como a unica compensacao para estas perdas ¢ o aumento da populacao através
da reproducao interna, acrescenta-se ao modelo um termo de fonte. Se a taxa
de crescimento da populacao for considerada proporcional a populacao presente,

obtemos a equacao diferencial:
— =D— +ru. (2.62)

Por outro lado, se considerarmos um crescimento do tipo logistico, obtemos a

equacao diferencial parcial:

2
@:D@ww“u(

u
o - 1— —) , (2.63)

K

também denominada equagao de Fisher. Ambas as equagoes diferenciais (2.62) e

(2.63) serao tratadas com mais detalhe no capitulo 3.

Ainda podemos fazer algumas observacoes quanto aos termos acrescen-
. ~ .. ~ u ~
tados ao termo de difusdao. Se adicionarmos o termo de convec¢ao C(')_ a equacao
x

(2.61) e f(u) = —au, estaremos diante de uma equac¢do convecgdao-difusao-decaimento,

escrita na seguinte forma

ou ou 0%u

2.3.5 Equacao da Difusao com Fluxo por Taxia
O mecanismo usado pelos diferentes seres vivos como a principal es-

tratégia para a prospeccao local do ambiente é a procura aleatéria. O movimento

aleatorio é de pequena escala e uma vez detectado um gradiente de alimentos na



vizinhanca explorada, o organismo escolhe uma direcao para empreender um movi-
mento em uma escala maior do que a empregada no movimento aleatério. Este
movimento em maior escala representa uma taxia [Rodrigues (1998)]. Assim sendo,
é razoavel supor que o fluxo de individuos nao dependa apenas de uma difusao tipo
Fick (equagao (2.44)), mas também de uma componente na diregao do gradiente da

distribuicao dos nutrientes.

Dessa forma, podemos escrever, para o fluxo que inclui taxia, a seguinte
expressao:
ou da

¢ = D% + ux(a)%, (2.65)

onde a contribuicao de difusao (componente aleatéria) estd acompanhada do fluxo
por taxia (orientagao para maiores gradientes). Assim, a equagao da difusao com o

fluxo por taxia, sem termo de fonte, é da forma
ou 0 da ou

onde a velocidade dos individuos é dada por

da

— 2.
- (2.67

v = x(a)

na direcao crescente do gradiente da distribuicao dos nutrientes e sua intensidade
depende da qualidade x(a). Se a for aproximadamente constante numa determinada
. _ 0Oa - ; -
regiao, entao oz = 0 e a equagao (2.66) terd somente a componente difusiva; en-
x

tretanto, se a qualidade varia no dominio de percepcao do individuo, entao teremos

um fluxo, composto pela componente difusiva e também por taxia.

No capitulo seguinte, apresentaremos a equacao de Fisher e investi-
garemos solugoes do tipo onda viajante, para este tipo especial de equacao reacao-
difusdo, na qual f(u) é um termo de fonte nao linear, que representa o processo de

crescimento e morte, num contexto ecolégico.



3 A EQUACAO DE FISHER

No capitulo anterior, apresentamos algumas importantes equacoes dife-
renciais parciais, a partir de uma lei geral de conservacao. Em especial, comentamos
que, dependendo da forma do termo de reacao/interacao f(u) na equacao (2.61),
poderia existir solucao do tipo onda viajante. Aqui estudaremos um tipo especial
de equacdo de reacao-difusao (2.61)

ou 0%u

onde o termo de reacao assume a forma

Obtém-se assim a equacdo de Fisher:

ou 0*u u
v _ pZt (1 . —) , 3.2
ot Ox? T K (3:2)
onde, representando por L a dimensdo linear do sistema, isto é, [x] = [L], temos:
, , [grandezal ,
e u(z,t) é a densidade de uma grandeza; [u] = BT (quantidade
da grandeza por unidade de volume);
, . T oy 7]
e D é o coeficiente de difusao (constante positiva); [D] = W;
e 7 é a taxa de crescimento linear ou intrinseco (constante positiva),
[r] =117
e K é a capacidade de suporte do ambiente (constante positiva);
[grandezal
K = = - =
K= = 2

A equacao diferencial (3.2) é a extensao natural do modelo logistico para crescimento
populacional quando ocorre dispersao da populacao através da difusao linear, isto
é, causada por movimentos individuais que, nas escalas de tempo e de espaco de

interesse, sao efetivamente aleatorios.



Se, em ¢t = 0, tivermos u = ug em x = 0, e u = 0 para todo = # 0, e
se considerarmos uma escala de tempo onde possa haver nascimento (crescimento
populacional), nossa expectativa é de que, dependendo da diferenca entre as escalas
de dispersao e crescimento, possa-se observar o aumento desta populacao tendo
por limite a capacidade de suporte local K, e depois sua dispersao para o resto
do universo atras de uma “frente de invasao” movendo-se com alguma velocidade

constante c.

u
Mediante a mudanca de variavel, K= v, a equagao (3.2) torna-se

v 0%
E —D@jw“v(l—v), (33)

onde a variavel dependente v é adimensional e, além disso, o niimero de parametros
fica reduzido de 3 para 2. Alguns autores, quando se referem a equacgao de Fisher,

fazem-no a partir da equacao (3.3), por exemplo, [Murray (1989)], [Beltrami (1997)].

A equagao de Fisher (3.2) contém além de um termo de difusao, um
termo de reacao f(u) = ru (1 - %), cujo grafico apresentamos na figura 3.1, que
representa uma taxa de crescimento ndo linear do tipo “logistico” [Debnath (1997)].
Se u representar uma densidade populacional, valores negativos de u nao possuem

significado realistico. Observamos que f(u) é maximo quando u é igual a 55 se u

K
cresce, além de 5 f(u) decresce. Se u = K, f(u) é nulo e se u > K, f(u) < 0.

Essa interpretacao sugere que em t = 0, seja satisfeita a seguinte desigualdade:
0 <u(z,0) <K, Vz e R (3.4)

Em contextos de dinamica populacional, a equacao de Fisher modela a interacao

entre crescimento populacional local e dispersao local.



&)

Figura 3.1: Grdfico de f(u) =ru (1 — %).

3.1 Aproximacao de Kendall

Denomina-se aproximacao de Kendall, a aproximacao linear da equagao

de Fisher [Banks (1994)].

Consideremos, portanto, a equacao de Fisher

ou 0%u
onde
fu) = ru (1 . %) . (3.6)

. R P u u
Sua aproximacao linear é valida para 0 < I < 1. Fazendo = y, podemos

reescrever a equagao (3.6) sob a forma:

fly) =rKy(l —y). (3.7)

Considerando, agora, y < 1, expandimos f(y) em série de Taylor em torno de y = 0

e, desprezando termos da ordem |y|?, obtemos

fly) =2 rKy,

donde uma aproximagao linear para a equacao (3.2), préximo da origem, é dada por

— = D—+ru (3-8)



by

Nesta aproximagao, sendo r > 0(< 0), o segundo termo do lado direito caracteriza
um crescimento (decrescimento) exponencial. Supondo que inicialmente (em t = 0)
sejam liberados u, insetos por unidade de area, no ponto x = 0, a condicao inicial
tem a forma

u(z,0) = ugd(x) (3.9)

A solugdo exata da equacao (3.8), que satisfaz esta condicdo inicial, é andloga a da
equagao da difusao com termo de decaimento, desde que o termo de decaimento

—pu seja substituido pelo termo de crescimento exponencial ru, isto é:

2
u(z,t) = 2\/1:_1% exp <_4x—Dt + rt) : (3.10)

Para investigar se a equagao diferencial (3.2) admite solucao do tipo onda viajante,

citada em (2.17), isto é,
u(z,t) =U(zr —ct) = U(z), z =1z —ct, (3.11)

substituiremos em (3.8) as derivadas parciais de acordo com (2.54), donde a equagao
diferencial parcial (3.8) para u = u(xz,t) é reescrita sob a forma de uma equagio

diferencial ordindria para U = U(z):

U dU

esta equacao admite solugoes do tipo exp(w;z), onde «;(i = 1,2) sdo as raizes da

equagao caracteristica, dadas por:

L RN . (3.13)
12 = 2D C2 . .

Observando a expressao (3.13), vemos que:

e se substituirmos a taxa de crescimento r por uma taxa de decaimento
—a, o radicando da expressao é sempre positivo e maior do que 1,
levando a dois valores reais distintos para A; e Ay, sendo um positivo
e outro negativo, e as solucoes para a equagao (3.12) sao fisicamente

admissiveis para toda constante positiva c;



e se 4rD > 2, entdo o radicando é uma quantidade negativa, levando a
raizes \; (i = 1,2) complexas, com parte imagindria nao nula. Neste
caso, U oscila em torno da origem assumindo tanto valores negativos,
quanto valores positivos, violando a condicao de que U > 0. Com isso,
temos solucoes do tipo onda viajante fisicamente nao realisticas, por

que existe U(z) < 0 para algum z.

Assim, observamos que, para termos solugao realistica, a seguinte de-

sigualdade deve ser satisfeita:

4rD
1-— 2 >0 (3.14)
e conseqiientemente
> 4rD, (3.15)

ou ainda,

c>2VrD, (3.16)

visto que ¢ > 0.

Concluimos, portanto, através da aproximacao de Kendall, que a equacao
de Fisher admite solucao do tipo onda viajante, cuja velocidade de propagacao é
igual ou superior a 2v/rD. O valor preciso da velocidade de onda viajante ¢, depende

das condicoes iniciais do problema.

3.2 Adimensionalizacao do Problema

Retomando a equagao de Fisher (3.2), difusao com crescimento logistico,
é conveniente introduzir quantidades adimensionais [Murray (1989)]. A adimensio-
nalizacao fundamenta-se no fato de que o comportamento dinamico de um sistema
nao pode depender da escala de medida adotada. Em decorréncia, o nimero de
parametros €, em geral, reduzido, permanecendo apenas aqueles que sao relevantes.

Representando por [a] a dimensionalidade de « e sabendo que

e [u] = [K],



L2
e [D] = u,
1]
onde [L] é a dimensao linear do problema , isto é, [z] = [L], podemos definir quan-

tidades adimensionais, através de:

*

Conseqiientemente, as velocidades ¢ serao relacionadas com as adimensionais c*,

através de

E; Ve o
. r

Chamamos atencao com relacao ao simbolo *, que estamos usando para denotar

quantidades adimensionais. Obteremos, a seguir, uma nova equacao diferencial par-

cial, para a qual u* sera a nova variavel dependente e x* e t* as novas variaveis

independentes.
Visto que
% B ou Ot* B ou B ou ou* B 8u*
ot o ot _8t*r_8u* ot t*’
% B ou ox* 8u ou ou*
9r  Ox Or = Ju* Oz 8 Oz’
Ou 10w
or? D 0z*?’

obtemos a nova equagao diferencial para u*(z*,t*), sob a forma

ou*  0*u* . . . .
e :thu(l—u), Vz* € R, t* > 0. (3.18)




Além disso, de (3.4), obtemos: 0 < u* <1, Vz* € R. Trata-se de um problema nao
linear, que nao tem solucao sob forma fechada; entao procuraremos inferir a respeito

das propriedades da solucao real, a partir de aproximacoes analiticas.

*

Na situacao espacialmente homogenea, isto é, Er = 0, a equacao dife-
a;n*

rencial (3.18) recai na seguinte equagao diferencial ordinéria

= * t* 1
dt* g(u )7 > 07 (3 9)

onde definimos

gu") =u"(1 —u"), (3.20)

cujos estados estaciondrios sao tais que u*(1 —u*) =0, isto é u},, =0 e ul,, = 1.

Visto que
[ dg(u*) 10
du* . ’
d * u*=u; =0
.ii(u; ) — 1 _ 2“’:515 = < (321)
u ur=ul,, dg(u*) — _1<0
\ du* ur=ugy, =1 ,

*

— *
e = 0eu

tem-se, pela condicao de estabilidade, que u ot

= 1 que corresponde
ao valor da capacidade de suporte para a populagao u, sao solugoes linearmente
instavel e linearmente estdvel, respectivamente. Isto sugere que se procure solugoes
do tipo frente de onda viajante u* = u*(x*,t*) para a equagao (3.18) para as quais

0<u*<1.

Observamos que a equagao (3.18) é invariante sobre a transformacao
x* por —z*. Entao é suficiente considerar propagacao de ondas, apenas para a
direita. Procuraremos uma solucao tal que, em um instante particular ¢*, u* varie
suavemente e rapidamente de 1 para 0 quando nos movemos da regiao invadida para
a regiao nao invadida. Com o passar do tempo, nossa expectativa é de que a forma
da frente de invasao permaneca constante, enquanto sua posi¢do se move para a

direita, com velocidade adimensional c¢*.



Impoe-se as condicgoes iniciais, do tipo funcao degrau, em t* = 0 e

¥ e R

1; x* <0
u*(z*,0) = (3.22)
0; z* >0,

e as seguintes condicoes de contorno em z* — —oo e z* — +00, tais que em uma
extremidade, u* estd em um estado estacionario enquanto que na outra extremidade
u* estd no outro estado estacionario, isto é,

lim  w*(z*,t")
T*——00

lim wu*(z*,t*) = u*(+o00,t*) =0, (3.23)

T*——400

u*(—o0,t") =1

para t* > 0.

Fisicamente,

lim w*(z* t") =1,
T*——00

implica que a populacdo tende ao seu valor maximo (a capacidade de suporte)
quando z* — —o0 e

lim w*(z*,t*) =0,
T*—+00

representa que a populacao tende a zero quando x* — +o0.

Na figura 3.2, reproduzimos a argumentacgao intuitiva apresentada por
Beltrami (1997), para embasar a idéia da existéncia de solu¢ao do tipo onda viajante
para a equacao diferencial (3.18), no caso em que a distribuicao inicial u*(z*,0) da
densidade u*, é do tipo funcao degrau (3.22). Na seqiiéncia apresentada, observa-se
em (b), o efeito da difusao que reduz u* da regiao onde a populagdo é mais densa
e aumenta u* na regiao onde era mais escassa, enquanto que em (c), o efeito do
crescimento intrinseco f(u) que é maior nas proximidades de u* = % e menor nas
extremidades u* = 0 e u* = 1. Repetindo as acoes da difusao e do crescimento,

desta forma, observa-se o perfil inicial movendo-se para a direita.



s

(a)

Figura 3.2: Evolug¢ao temporal de uma solu¢ao da equagdo diferencial (3.18). (a)
emt=0; (b)t =1t >0; (¢)t =1ty > t,. A seqiéncia apresenta o
movimento do perfil inicial, no sentido de x* crescente.

3.3 Solugoes do Tipo Onda Viajante

Mostraremos, a seguir, que a equacao de Fisher (3.18)

ou* 0%u*
ot* or*

=u* (1 —u"), " € R, t* >0, (3.24)
admite solucao do tipo onda viajante, isto é, da forma
ut(x*,t") =U(2"), 2¥=a" — et (3.25)

para uma velocidade de onda, ¢ > 0, constante e a forma de onda U(z*) satisfaz as
condicoes de contorno:

lim U(z") =1, lim U(z") =0, t* > 0.

Z*¥——00 z*—4o00

Substituindo-se na equagao diferencial (3.24) as derivadas parciais indicadas em
(2.54), as quais por sua vez decorrem de (3.25), obtém-se para U(z*) a equagdo

diferencial ordinaria, nao linear

FU v
dz*? dz*

LUL-U) =0, (3.26)



ou, equivalentemente, o seguinte sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem

dU

_ 2
= =V (3.27)
dv
= eV HUU ), (3.28)

que ainda pode ser escrito, para V # 0, como

v UU-1)—cV
dU 1%

(3.29)

3.3.1 Analise das solugoes em uma vizinhanca dos estados estacionarios

Por se tratar de um problema nao linear, que nao tem solucao sob
forma fechada, vamos analisar as solu¢oes perto dos estados estacionarios. Os pontos
singulares (U,s, Vest), ou solugoes estacionarias do sistema, sao obtidas resolvendo o

sistema algébrico:

V=0
—eV+U(U —1) =0,

que fornece:

(Uest7 V;zst)l — (07 0)7
(Uest; ‘/;st)Q - (17 0)

A analise da estabilidade de cada um destes pontos é efetuada a partir da linearizacao

do sistema (3.27-3.28) em torno de (Uss, Vest), como segue:

d
da (U(Z) - Uest) = V=V
(3.30)
d
V() = V) = (14 20ea)(U = Upwt) = eV = Vi),
que matricialmente se escreve:
aUu
dz* 0 1 U(z*) — Uest
= . (3.31)
dV —1 42Ut —c V(2*) — Vest

dz*



A seguir, analisaremos a matriz jacobiana

0 1
—1 + 2Uest —C

A(Uest ) V;zst)

para cada um dos pontos estacionarios, separadamente.

a) Perto de (Uest, Vest);=(0,0)
A matriz jacobiana associada ao ponto critico (Ues, Vest)1 = (0,0) é:

1
A(0,0) =
-1 —c

cujos autovalores \;(i = 1,2) sao as raizes do determinante caracteristico:

donde obtemos:
A =—=(c—Vc2—4)

; (3.32)
)\2 = —§(C+ V C2 — 4)

Concluimos, portanto, que, se c¢?

— 4 > 0, os autovalores sao reais e
distintos e ambos negativos e o ponto (0,0) é um nodo estavel. Se ¢* —4 = 0,
isto é, ¢ = 2, existe um unico autovalor A = A\ = Ay = —g que ¢é real e negativo
e a origem é um nodo degenerado estavel. Assim sendo, o ponto (0,0) é um nodo
estavel para ¢ > ¢im = 2. Se ¢? < 4, entao os autovalores sao complexos com a parte
imagindria ndo nula e com parte real negativa e, portanto, (0,0) é espiral estavel
(apéndice D), isto é, U oscila em torno da origem, aproximando-se dela, assumindo
ora valores positivos, ora valores negativos. Assim sendo, concluimos que existem
ondas viajantes para 0 < ¢ < 2, entretanto, nao sao fisicamente realisticas, pois

correspondem a U(z*) < 0, para algum 2*, o que nao faz sentido visto que U(z*)

denota populacoes.



O autovetor

e

(1) — 3.33
2
1
correspondente a \; = —g — 5\/ ¢2 — 4 é obtido resolvendo o sistema
(A(0,0) — X\ - I)- €M =, (3.34)
onde I é a matriz identidade de ordem 2. Resolvendo o sistema
—)\1 1 651)
. ol = 0, (3.35)
-1 —C — )\1 65 )
temos
6(1) _E+1VC2—4 )\2
e — 11 = 2 2 = ) (3.36)
eé ) 1 1
De maneira analoga, determinamos o autovetor
&
e = (3.37)
2
2
1
correspondente a \y = —g + 5\/ 2 — 4, como segue:
(2) ¢ 1,3
€ —— ==Vt -4 A
em=|" | =| 2 2 | . (3.38)
eé ) 1 1

Com os autovalores em (3.32) e os autovetores (3.36) e (3.38), concluimos que a
solugao para o sistema nao linear (3.27)-(3.28) é dada, perto de (0,0), aproximada-

mente por

Az At
— Ay ~exp(A12") + A - exp(Aaz"), (3.39)

V 1 1

onde A; e A, sao constantes arbitrarias que podem ser determinadas a partir das

condigoes iniciais e de contorno do problema dado.



b) Perto de (Uest, Vest)o,=(1,0)

A matriz jacobiana associada ao ponto critico (Uess, Vest)2 = (1,0) é

1
A(1,0) =

cujos autovalores \;(i = 1,2), sao as raizes do determinante caracteristico:

I —(c+2A)

de onde obtemos:
1
)\172 = 5(—0 + V c? + 4)

Os autovalores sao reais e de sinais opostos e, portanto, (1,0) é um ponto de sela.

O autovetor

(D
e = ;) (3.40)
€2

c 1
correspondente ao autovalor positivo, isto é, A\ = 5 + 5\/02 + 4, é dado por

(A(1,0) = A, - T) - W) =0, (3.41)
donde obtemos:
(1) c. 15 _
ORI I I Al I Bl (3.42)
eél) 1 1
O autovetor
e
e =1 (3.43)

1
V2 + 4, é o autovetor

correspondente ao autovalor negativo, Ay = — 3

o | |3 ;m}[ n |

72 — HQ’ J _ [ 1 { J (3.44)



al

e a solugao para o sistema nao linear (3.27)-(3.28) é dada, perto de (1,0), aproxi-

madamente por

— B -exp(A12¥) + (3.45)

+B2 . exp()\gz*).

onde By e By sao constantes arbitrarias, que dependem das condicoes iniciais e de

contorno do problema dado.

As solugoes que se aproximam do ponto critico (1,0) sao apenas aquelas
que principiam sobre a variedade estavel deste ponto de sela, isto é, a reta determi-
nada por €, dado em (3.44). Todas as demais afastam-se. A exponencial positiva
é a parcela dominante na solugao (5.108), para z* grande. Isto significa que todas as
solugbes proximas ao ponto (1,0) sdo assintdticas a reta determinada pelo autovetor

) dado em (3.42) correspondente ao autovalor \; (variedade instével).

Na tabela 3.1, apresentamos uma sintese dos resultados da andlise de

estabilidade linear dos pontos de equilibrio (Usst, Vest)-



(Uests Vest) Autovalores da Autovetores Tipo de
matriz jacobiana correspondentes equilibrio
se c > 2,

1
M= 3 [c+ M] e = (?) nodo

assintoticamente
(0,0) estavel

se 0 < ¢ <2,
1
Ay = —— [c —Ve? — 4] e@ = <)\11> espiral

assintoticamente
estavel

1 —
A1=—§[c—\/02+4]>0 €(1):< )\2) Ve >0,

ponto de sela
(instavel)

1 _
)\2:—5 [C+\/m]<0 €(2):< )\1)

Tabela 3.1: Resumo dos resultados da andlise de estabilidade linear dos pontos de

equilibrio (Uest, Vest) = (0,0) € (Uesty Vest) = (1,0).

A figura 3.3 mostra os autovetores € e €2 no nodo estdvel

(Uest, Vest) = (0,0) e no ponto de sela  (Uesy, Vest) = (1,0), para ¢ > 2. Para ¢ < 2,
os autovetores em (U, Vest) = (1,0) sdo os mesmos apresentados na figura 3.3, mas
0 ponto (Uest, Vest) = (0,0) passa a ser um equilibrio do tipo espiral estdvel, para

c=1.
Os autovalores sao
1 .
)\1,2 = —5(1 + \/gl) (346)

e os autovetores associados aos autovalores \; e Ay, sao, respectivamente,

1 1
e — (2 _

= 1 1 € 1 1
Ll Lt
2+2\/_z 5 2\/_1



Por exemplo, apresentamos na figura 3.4 um conjunto de duas solugoes w(t) e ¥(t),

linearmente independentes, do sistema (3.31), sendo (Usst, Vest) = (0,0) e ¢ = 1.

G0 &
. watriedade estdawvel do
Cl‘rZ* ponto de sela
srariedade instawel
do ponto de sela
—r1 —
E..‘l: 1 fﬂ_ﬁ_,—'—""

-&™ 0.5
=i
Ry —0 2]
- -£ -
T =" 2 o
— =1 bl
'F-\_\\ —’:g_‘_,_ﬂ_f::"} 4
e —+i2)
—r =
i
i \

Figura 3.3: Autovetores em (Ues, Vest) = (0,0) e (1,0), no plano de fase UV, para

c> 2.

Figura 3.4: Trajetdrias linearmente independentes, do sistema (3.31) para 2 > ¢ =
1; a origem € um ponto espiral.

Em termos da equagao de Fisher dimensional (3.2)
ou 0*u u

< _pt - ) 3.47
ot = "o T TR (3.47)

(



obtém-se, através de (3.17) com ¢* = 2, para a velocidade minima de propagacao

da onda, o valor dimensional
Comin = 2(rD)?, (3.48)

que coincide com a condigao (3.16), obtida no contexto da aproximacao de Kendall,

que é a aproximacao linear da equacao de Fisher.

3.3.2 Analise global das solugoes do sistema nao linear

Para completar o estudo de ondas viajantes para a equacao de Fisher
adimensional, é preciso investigar o que ocorre com as solucoes do sistema nao linear
(3.27)-(3.28), em regides nem bem préximas de (0,0), nem bem préximas de (1,0),

onde a aproximacao linear nao é valida.

Nas figuras 3.5 e 3.6, apresentamos o campo de direcoes e algumas
trajetérias no plano de fase UV, para ¢ > 2 e 0 < ¢ < 2, respectivamente. Ess-
es diagramas de fase foram tracados no Maple, através do comando DEplot, que
por sua vez usa o método numérico Runge Kutta de 42 ordem para resolver o
sistema de equagoes diferenciais (3.27)-(3.28); além do sistema de equagoes difer-
enciais, atribuimos valores para U(0) e V(0), de modo a determinar a trajetéria
correspondente. Na figura 3.5, vé-se que existe uma trajetéria de (1,0) para (0,0),
que permanece inteiramente no 42 quadrante (U > 0 e U’ < 0), com 0 < U < 1;
esta é a trajetéria que representa a frente de onda viajante U(z*), que satisfaz

lim U(2")=1 e lim U(z2")=0, (3.49)

2*¥——00 2* =400

como aquela apresentada na figura 2.5, e que existe para todas as velocidades ¢ >
Cmin = 2. Por outro lado, da figura 3.6, vé-se que, se 0 < ¢ < 2, U(z*) espirala em
torno da origem e a trajetéria de (1,0) até (0,0) ocorre, também, mas passando por
valores negativos de U, o que viola a condi¢do (para ter significado biolégico) de

U(z*) > 0.
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Figura 3.5: Plano de fase para a equagao (3.26) com ¢ = 2.5 > 2. O ponto (0,0) é
nodo estavel e (1,0) é um ponto de sela.

Uma pergunta a ser feita é que tipo de condigbes iniciais u*(z*, 0) para
a equacao de Fisher (3.24) evoluird para a solugdo do tipo onda viajante e, se tal
solucao existe, qual é a sua velocidade de onda c. Este problema e suas generaliza-
¢oes tém sido estudados analiticamente [Murray (1989)]. Kolmogoroff et al (1937)

provaram que se u*(x*,0) for tal que
u*(z*,0) = up(z™) > 0, (3.50)
onde, sendo z7 < 3,

1, se z* < aj
ug(z*) = (3.51)
0, se z* > a3

e uf(z*) é continua em 7 < z* < x} e se u*(z*,0) tiver suporte compacto !, entao a
solugdo u*(z*,t*) de (3.24) evolui para uma soluc¢ao do tipo frente de onda viajante
U(z*), com z* = x* — 2t*, cuja velocidade é igual a velocidade minima ¢, = 2.
Para outras condigoes iniciais, a solugao depende criticamente do comportamento

de u*(z*,0), quando z* — +o0.

!Diz se que f(z*) tem suporte compacto se o conjunto dos valores de z*, tais que f(z*) # 0,
for limitado e fechado.
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Figura 3.6: Plano de fase para a equagao (3.26) com ¢ = 0.5 < 2. O ponto (0,0) é
espiral estdvel e (1,0) é um ponto de sela. Nem 022 nem o 32 quadrantes
possuem significados biologicos, pois correspondem a U < 0.

O fato de que a velocidade de propagacao das solucoes tipo frente de
onda viajante depende sensivelmente das condicoes iniciais quando z* — +00, pode
ser visto facilmente na andlise simples, sugerida por Mollison (1977) [Murray (1989)],

e que repetimos a seguir. Consideremos a equagao (3.24)

ou*  0*u*
2
= —— +u" —u’.

ot Ox*

(3.52)

Para a borda (a extremidade que avanga) da onda que se propaga, tem-se 0 <
u < 1 e, portanto, podemos considerar a aproximacao linear para a equagao (3.52),
linearizando-a em torno de u* = 0, isto é,
ou*  9*u* o
=—5+tu
ot 0x*’ ’ (3.53)
u*(x*,0) = ulo(z*)

cuja solucdo exata é a mesma de (3.10), quandor=1e D =1,

u(z*,t*) = 2%% exp <_Zt* + t*> . (3.54)

Considerando condicgoes iniciais tais que

u(z*,0) ~ Ae™®" | quando z* — oo, (3.55)



vamos procurar solugoes do tipo onda viajante para (3.53), na forma
u(z™,t") = Aexp(—a(z* — ct")), (3.56)

isto é,
U(z") = Aexp(—az®), 2" =a"—ct" (3.57)

onde a > 0 e A > 0 sdo constantes arbitrarias.

Derivando (3.56), obtemos

a *
(,;:* = Aac - exp(—az™ + act”),
(3.58)
82 *
ax—z* = Aa* - exp(—az* + act”)

que substituindo em (3.53) origina uma relacao entre ¢ e a, denominada rela¢ao de
dispersao

c=—+a. (3.59)

Da equacao (3.59), e considerando a > 0, temos que % =0 paraa =1,

o que corresponde a um valor minimo de ¢, isto é, ¢ > ¢y onde e, = ¢(1) = 2. O

grafico desta relacao de dispersao para ¢ como funcao de a, é apresentado na figura

3.7. Para todos os outros valores de a(> 0), a velocidade de onda ¢ é maior do que

2.

Supondo que, para a equacao diferencial nao linear (3.52), a forma da
extremidade da solucao tipo frente de onda que avanca tenha a mesma forma que
(3.56), valida para |u| < 1, e visto que, para b > 1 e z > 0, tem-se e ** < ¢ % <
e%w, concluimos que, para x — oo, u(z*,0) satisfaz o que segue:

e se 0 <a <1, vale e > e~ ”; portanto, a velocidade de propagacao da
condi¢ao inicial do tipo Ae™*" quando x — oo dependera do valor de

a, que caracteriza a extremidade da onda que avanca e a velocidade da

onda ¢ é dada por (3.59), cujo valor minimo é 2, em a = 1;
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Figura 3.7: Relacao de dispersao, relagao entre ¢ e a, para a > 0.

e se a>1,entao e < e " e a frente de onda terd velocidade ¢ = 2.

O primeiro resultado foi provado por McKean (1975), o segundo por
Larson (1978) e ambos foram verificados numericamente por Manoranjan e Nitchell

(1983) [Murray (1989)].

Como vimos anteriormente, a equacao de Fisher é invariante sob mu-
danca de sinal de z; existe, portanto, uma solucao do tipo onda viajante, tal que
u*(z*,t*) = U(z* + ct*), ¢ > 0, onde, agora, U(—o0) = 0 e U(+o00) = 1. Entao, se
partirmos da equagao diferencial nao linear (3.52) para —oo < x < 400 e uma con-
digao inicial tal que u*(z*, 0) seja zero fora de um dominio finito, a solugao u*(z*, t*)
evoluird em duas frentes de onda viajantes, uma se movimentando para a esquer-
da e outra para a direita, ambas com velocidade ¢ > 2 (figura 3.8). Observamos,
ainda, que se u*(z*,0) < 1, o termo u*(1 — u*) leva a solugao a crescer até 1, e

Vaz* € R w*(z*t*) — 1, quando t — +o0.
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Figura 3.8: Desenvolvimento da solugao do tipo onda wviajante da equacdo de
Fisher, evoluindo para duas frentes de ondas viajantes, sendo u(x,t) =
{1 + expla(z — ct)]}*, movimentando-se para a direita e u(x,t) =
(1 + expla(—x — ct)])™, movimentando-se para a esquerda, com ve-
locidade de propagacdo da onda ¢ = 2.25 e a=0.8; (a)t =0, (b)t = 2,

(c)t =5.



3.4 Solucao Assintética para a Equacao de Fisher

Nesta secao, omitiremos os asteriscos, para simplificar a notacao, en-
tretanto, nao podemos esquecer que aqui, z = z*, pois estamos tratando da equacao

de Fisher adimensionalizada.

Conforme mostramos na sec¢ao anterior, soluc¢oes do tipo onda viajante
U(z), onde z = x —ct, para a equacgao de Fisher adimensionalizada (3.18) satisfazem

(3.26), a saber:
d*U dU
W‘FC%—FUO—U):O, (360)

e existem solugdes monotonicas, isto é, decrescentes no intervalo (—oo, +00), com

U(—o0) =1 e U(+oo) = 0, para todas as velocidades de onda ¢ > 2. Definindo

= %, escrevemos o sistema (3.27)-(3.28) de duas equagoes diferenciais de 12

ordem, equivalente & equagao diferencial de 22 ordem (3.26), donde concluimos que
as trajetérias no plano de fase sao solugoes de (3.29), que reescrevemos abaixo:

av U (U—-1)—¢cV

dU V '

(3.61)

Este sistema apresenta dois estados estaciondrios (0,0) e (1,0), ambos
com V' = 0; identificamos aquele com U = 1 como ponto de sela enquanto que aquele

com U = 0 sera nodo estavel se ¢ > 2, ou espiral estavel se 0 < ¢ < 2.

Vimos também que a velocidade de propagacao das solugoes tipo frente
de onda viajante depende sensivelmente das condigoes iniciais u(z,0) quando = —
+00. Supondo que a equagao de Fisher adimensionalizada

ou  0%u

admita uma solucao do tipo frente de onda, cuja extremidade que avanca tenha a

forma:

u(x,t) = Ae~d@=eD, c>0 (3.63)

tal que o comportamento assintotico da condicao inicial satisfaga

u(z,0) ~ Ae™*,  quando x — o0, (3.64)
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concluimos que, se 0 < a < 1, vale a relacao de dispersao

1
= _ 3.65
c a+a, ( )

donde ¢,,;,, = 2 em a = 1, enquanto que se a > 1, tem-se ¢ = 2.

Embora, em geral, nao seja possivel determinar solu¢ao analitica da
equagao diferencial (3.60), para ¢ qualquer, mostraremos a seguir como se pode usar
a técnica de perturbacao singular padrao, para escrever solugoes assintoticas, em

poténcias de um parametro € pequeno.

Como ¢? > 4, podemos definir um parametro € pequeno nas equacoes,

1 _ L
através de 0 < ¢ = — < —, que sugere que se procure solucoes assintoticas para
C2 47 >

0 < € < 1, 0 que significa grandes velocidades ¢ = e 2 [Murray (1989)].

Visto que as solugoes ondulatérias sao invariantes sob qualquer mu-
danca de varidavel do tipo 2 — z + C, onde C' é uma constante, podemos considerar
z = 0 no ponto onde U = %, isto é, tal que U(0) = % Sendo € um parametro
pequeno, podemos tentar, através de teoria de perturbacao, obter uma solugao sob
a forma de poténcias de €, que seja valida nas vizinhancas da frente de onda, que

aqui estd em z = 0. Faremos isso com a transformacao

U(z) =g(§), onde &= % = ez, (3.66)
Visto que
v _ dgdf _dg 4
dz  dédz  de
(3.67)
<ULy
A2 dez’©

reescrevemos a equacao diferencial (3.60) sob a forma:

d’q dg 1 1
‘@t +g(1—9g) =0, ‘<=7 (3.68)

onde g(&) deve satisfazer as condigbes de contorno e a condicao inicial

o(—o0) =1, g(+oo) =0, g(0)=3. (3.69)



obtidas a partir de
1
U(=s0) =1, Ul+o0) =0, U(0) =3, (3.70)
respectivamente.

Vamos procurar solugoes de (3.68) como uma série de perturbagao regu-

lar, em €, isto é,

9(&€) = g0(&) + €g1(§) + ... :Zﬁigi(f)- (3.71)

1=0

Substituindo (3.71) em (3.69), obtemos:

de g(—00) =1 = go(—00

+Z7, 1€9z( 00) =

1
de g(+o0 )—0:>gg(—|—oo +Zz1€gl( ) =0

de ¢(0) == :>gg sz:eZ
1=1

)
)

e, portanto, as condicoes em g¢;(£) para i =0, 1,2, ... sdo escritas como segue:

Go(—50) =1, go(+00) = 0, 90(0):%, (3.72)

gi(£o0) =0, ¢;(0)=0, para i=1,2,.. (3.73)
Substituindo (3.71) em (3.68), obtemos
gy g dgo  dgi
€<d—€2+ “ae T >+<_€+ —€+”>+ (3.74)
+(90(§) + €91(&) + -+ )[1 = (90(§) + €g1(&) +---)] = 0.

Reordenando segundo as poténcias de €, temos:

L 90(6) — 95(€) + € <@ L 91(6) = 290(6)91(5)) +0 (¢") =0, (3.75)

donde podemos escrever, até O(e):

d d
46 (O O =0= T2 = —go(1 = )i (370)
d? d d d?
G g T8 “20(@a(©) =0= T+ (1L 200(O)g =~ g (BTT)
A equagao diferencial (3.76), tem como solugao geral
90(&) = S se go#0 e go#1, (3.78)

14 Cef’



e solucoes singulares go = 0 e gg = 1.

1
A solucao particular, que satisfaz a condigao go(0) = 1 é aquela que
corresponde a C' = 1:

go = (exp(&) + 1)1, (3.79)

que também satisfaz go(—o0) = 1 e go(+00) = 0, em (3.72). Substituindo a ex-
pressao (3.79) para go(£) na equacao (3.77), e impondo a condicao g,(0) = 0, dada

em (3.73), obtemos a solu¢ao para g;(§) como segue:

91(5) =

et 4ef
05 )2 In [(1+e§)2} . (3.80)

Finalmente, substituindo em (3.71), go(&) e ¢1(&) obtidos em (3.79) e (3.80), respec-

tivamente, escrevemos:

4et

g(&e) = (1+e8) P +eet(1+eb)2n [m

} +0(€);
que, retornando as variaveis originais, fornece:

U(z;c) = (L+exp(2) 1) +c 2exp(Z) (1 + exp(%))_2 In [4 exp(%) (1+ exp(i)_Z] +
(3.81)

+0(c™), ¢ > Cpin = 2-

Usaremos a solucao assintética (3.81) para investigar a relagao entre a
declividade da solucao tipo frente de onda e sua velocidade de propagacao. Visto
que o gradiente % da frente de onda que avanca no sentido de z crescente, é sempre
negativo, podemos escolher como medida da declividade, denotado por S, o médulo
do valor do gradiente de U(z) no ponto onde U"(z) = 0, isto é, no ponto de inflexao,
da solucao tipo frente de onda, pois no ponto de inflexao tem-se em médulo, a

maxima inclina¢do. O valor de z tal que U"(z) = 0 é z = 0. Portanto,

4c cd

S=|U(0)] = = +0 <l> (3.82)

que, evidentemente, vale apenas para ¢ > 2. O resultado implica que quanto mais

rapido for o movimento da onda, isto é, quanto maior o valor de ¢, menos ingreme



serd a frente de onda (figura 3.9). Apesar da largura da onda ser de —oco a +oo0,
uma medida préatica da largura, L, pode ser obtida pelo inverso da declividade, isto
é

L= =4 (3.83)

O resultado nesta seccdo pode ser generalizado para um modelo populacional de

04 0.4]
0.2 021

-2 A0 L TR i A0 (T
(a) (b)

-1
Figura 3.9: Duas frentes de onda definidas pela equagio u(z) = (1 + exp <5>> :
c
a) c=2.5, (b) c=5. Vé-se que quanto maior o valor da velocidade c
(a) : que q ;
menos ingreme € a frente de onda.

uma tinica espécie onde o crescimento logistico é substituido por um apropriado f(u)
[Murray (1989)], tal que (3.18) torna-se

) 02
Y fu) + a—;, (3.84)

i
onde f(u) tem apenas dois zeros, denotados por u; e ug > uj. Se f'(u;) > 0 e
f'(ug) < 0, entdo por uma andlise similar aquela apresentada nesta se¢do, solugoes

de frente de onda evoluem com u, indo monotonicamente de u; para us (do ponto

instavel para o estdvel) com velocidades de onda

¢ > Cin = 2[f (u1)]? (3.85)



3.5 Estabilidade das Solucoes do Tipo Onda Viajante

A estabilidade das solucoes dos modelos bioldgicos é um aspecto impor-
tante e muitas vezes auxilia no teste de confiabilidade dos mecanismos do modelo.
As solucoes do tipo onda viajante da equacao de Fisher apresentam um interessante

caso de estudo de estabilidade.

De acordo com o que apresentamos nas secoes anteriores, a velocidade
de propagacao das solucoes do tipo frente de onda depende, sensivelmente do com-
portamento explicito das condigbes iniciais u(z,0) quando |z| — oo. Isto implica
que solucoes do tipo frente de onda sao instaveis a perturbacoes, num campo mais
distante. Por outro lado, se u(z,0) satisfaz as condigoes vistas em (3.51), e tiver
suporte compacto, foi mostrado que a onda final nao depende da forma detalhada
de u(z,0). Lembrando que qualquer modelo pratico lida, evidentemente, com um
dominio finito, é importante considerar a estabilidade das solucoes ondulatérias a
perturbacoes que sao nulas fora de um dominio finito, que inclui a frente de onda.
Mostraremos, a seguir, que as solucoes sao estaveis para tais perturbagoes finitas,

se forem perturbagoes no sistema em movimento com a onda.

Consideremos u*(z*,t*) = u(z,t), onde z = = — ct, isto é z e ¢ sao

tomados como varidveis independentes no lugar de z* e t*. Visto que

ou* ou
e = 5 (3.86)
0%u* 0%u
@)Y 02 (387)
ou* ou ou

substituindo as derivadas na equagao (3.18), obtemos a equacao diferencial parcial

para u(z,t):
ou  0%u ou
a = @—FC&—FUU—U). (389)

Representando por u.(z), a solugdo estaciondria da equacao diferencial acima, isto
u
é, tal que 5 = 0, observamos que u.(z) = U(z) é a solugao da equacao diferencial

(3.26). Agora, vamos considerar uma pequena perturbacao w - v(z,t) sobre u.(z) na



forma

u(z,t) = ue(2z) +w - v(z,t), (3.90)

onde 0 < w < 1, é um parametro muito pequeno. Substituindo (3.90) em (3.89),

obtemos
ov Ou(z) v
wo = (ue(2) + wo(z,))(1 — ue(2) — wo(z,t)) + c- o cw£+
(3.91)
0*uc(z) v
022 Y92
donde desprezando os termos da 0(w?), obtemos:
2
w@ _9 e (2) + C()uc +ue(2) (1 —ue(2)) + w (1 — 2uc(2)) v(z,t) +
RO B
“0: T 02|

Lembrando que u.(z) = U(z) é solugao da equagao diferencial (3.26), obtemos uma

equagao diferencial linear para v(z,t), sob a forma:

Ov ov 0%

— = (1 — 2u, — + —. 3.93

5 ( u(2))v + cot 5 (3.93)
Evidentemente, a solucao u.(z) serd estavel as perturbagoes wv(z,t) se

as solucoes v(z,t) da equacao diferencial (3.93), satisfizerem

lim v(z,t) = 0. (3.94)

t—o0

Mas esta nao é a unica possibilidade para que u.(z) seja estdvel a pequenas pertur-
bagoes. Outra possibilidade é de que v(z,t) represente uma pequena translacdo da

onda ao longo do eixo z, tal que no limite ¢ — oo,

Ue(z 4+ 02) = uc(z) + 0z - v(z, 1), (3.95)
o que implica em
lim v(z, 1) = 2el?) (3.96)
fim v(e,1) = =57 -

pois
due  uc(z+02) —uc(2)
~ 3.97
dz 0z ( )




Se procurarmos solucoes do tipo
v(z,t) = g(z) exp(—At), (3.98)

para a equacao (3.93), obtemos:
7 (2)+cd' (z) + [N+ 1 —2u.2)]g(z) =0, (3.99)

na qual o parametro A é considerado um autovalor. Se A = 0, recaimos na equacao

diferencial:
g"(z) +cd'(2) + (1 —2ucz)g(z) =0 (3.100)
que tem como solucao
duc(z2)
= 3.101
o) = ), (3.101)

como pode se verificado substituindo (3.101) na equacao (3.100), donde obtemos:

Pu, d’u, d
- Y 1—- c] — 07 3.102
023 +Cdz2+dz[u( te] ( )

uma identidade, visto que u.(z) é solucao de (3.26). Como vimos anteriormente,
(3.101) implica que a solugao tipo onda viajante é invariante sob translagao ao

longo do eixo z.

Usando o fato de que v(z,t), que satisfaz (3.98), é diferente de zero
apenas num dominio finito, concluimos que existe algum L tal que as condicoes de
contorno g(£L) = 0 sao satisfeitas. Se introduzirmos em (3.99) uma nova transfor-
macao:

cz

9(2) = h(z) exp (—3) , (3.103)

obtém-se a seguinte equagao diferencial para h(z):
2

W+ {A - [2uc(z) 1+ CZ] } h=0, h(£L)=0, (3.104)

onde
2

2u,(2) + CZ — 1> 2u.(z) > 0, (3.105)

ja que ¢ > 2 e u.(z) > 0 no dominio finito —L < z < L.



Concluimos, portanto, que todos os autovalores A de (3.104) sao reais e
positivos e conseqlientemente, as perturbacoes v(z,t) em (3.98) decaem exponencial-
mente para zero, quando ¢ — co. Com isso, conclui-se que as solucoes do tipo onda
viajante u.(z), para a equacao de Fisher, sdo estdveis para perturbagoes de dominio
finito do tipo v(z,t) dado em (3.90). Entretanto, a andlise da perturbacao nao é
completamente geral, uma vez que se referem apenas as perturbagoes no sistema em

movimento.

A equacao de Fisher tem servido de base para uma variedade de modelos
para dispersao espacial. No capitulo seguinte, apresentaremos alguns exemplos de

modelos aplicados a dispersao de insetos, com coeficiente de difusao constante.



4 ALGUNS MODELOS DE DISPERSAO DE
INSETOS COM COEFICIENTE DE
DIFUSAO CONSTANTE

O controle do niumero de individuos e a formacgao de uma distribuicao es-
pacial padrao sdo assuntos fundamentais em ecologia populacional [Namba (1980)].
Em especial, a relacao entre dispersao animal e estabilidade ou persisténcia de um
sistema ecoldgico tem atraido o interesse, tanto de pesquisadores tedricos quanto
experimentais, nos ultimos cinqiienta anos. A dispersao animal é classificada em
dispersao aleatéria (independente da densidade) e dispersao dependente da densi-
dade, e esta ultima é de fundamental importancia, do ponto de vista de dinamica
populacional. A relacao entre dispersao animal e densidade de populacao tem sido
investigada extensivamente em insetos, pois estes se mostravam convenientes para
estudos de dispersao, devido a sua abundéncia e sua alta mobilidade. Além dis-
so, informacao quantitativa relativa a dispersao de insetos tem exercido um papel

essencial no controle de pragas [Okubo (1980)].

Um experimento de dispersao de insetos do tipo marca-recaptura con-
siste em liberar um grande nimero de insetos, que sao distinguiveis dos outros da
mesma espécie, a partir de uma certa posicao (z = 0), em um certo instante de
tempo (t = 0), e observar a distribui¢ao espacial destes insetos em vérios tempos

subseqiientes.

Estudos realizados por volta de 1950 levaram os pesquisadores a con-
cluir que, a cada espécie, pode ser associada uma pressao da populacao que leva
a sua dispersao. A partir de dados experimentais, foram estabelecidas férmulas
empiricas, para descrever a variacao temporal da variancia da distribuicao medida,

para dispersao de insetos a partir de uma fonte pontual.

A partir da década de 1970, experimentos podiam ser realizados com

a ajuda de pequenos radiotracadores que permitiam marcar os insetos que eram



liberados, distingiiindo-os uns dos outros. Desde os primeiros experimentos, observou-
se que a dispersao ¢ muito rapida no inicio, logo apds os insetos serem liberados,
sendo que este movimento vai se tornando gradualmente mais lento até que, apos
um tempo suficientemente longo, os insetos tendem a permanecer no interior de
uma regiao limitada. Este padrao é um dos aspectos caracteristicos da biodifusao.
Graficos de variacoes temporais de variancia retirados dos trabalhos experimentais

pioneiros em dispersao de insetos sdo apresentados em Okubo(1980).

Dos diversos experimentos de campo realizados, pode-se apontar os

seguintes aspectos:

1. A distribuicao espacial dos insetos individuais é, em geral, leptocurtica
(curtose > 3) !, isto ¢, perto do seu centro e em diregao as suas caudas,
suas amplitudes sdo maiores que as da distribui¢do normal (gaussiana)
com a mesma média e a mesma variancia (figura 4.1); este fato é ob-

servado principalmente nos estagios iniciais da dispersao.

2. A variancia da distribuicao dos deslocamentos de insetos cresce mais
rapidamente no inicio da dispersao, ralentando sua taxa de crescimento
com o passar do tempo, até que por fim se aproxima de um valor fixo.
A curva da variacao temporal da variancia depende do numero total de
individuos liberados, mesmo que as condicoes ambientais seja idénticas.

O valor assintético da variancia é controlado por fatores ambientais.

3. Fatores ambientais tais como grau de luminosidade, temperatura, grau
de umidade e velocidade do vento afetam a dispersao; em geral, alta

temperatura, baixa umidade e ventos fracos estimulam a dispersao.

Visto que a superposicao de duas distribuicoes normais, com mesmo

valor médio mas valores distintos de variancia, produz um padrao leptocurtico,

IDefine-se curtose de uma distribuiciao, como a razio entre seu momento central de 42 ordem e
o quadrado de sua variancia. Para uma distribuicio f = fy exp(—c|z|*), obtém-se para a curtose

L&) ()

INCIT

o valor que para k = 2 (distribuigdo normal) fornece o valor 3.



or

uma interpretacao possivel é de que as distribuicoes leptocurticas observadas ex-
perimentalmente seriam resultantes de populagoes heterogéneas de insetos, alguns

com dispersao rapida e outros com dispersao lenta.

[ S
Sy

Figura 4.1: Trés tipos de distribuicao com a mesma média e a mesma variancia:
(1) normal (Gaussiana) (curva continua), (2) leptocirtica (pontos), (3)
platicirtica (pontos).

Experimentos mais recentes (da década de 70) mostraram que liberar
insetos selvagens, coletados no mesmo dia ou no dia anterior a liberagao, apresenta
caracteristicas distintas daquelas que correspondem a liberacao de insetos mutantes
criados em laboratorio, investigada previamente. Com tais insetos selvagens, as
distribuicoes espaciais eram proximas de gaussianas, mesmo um dia apos a liberacao,
e nao mais leptoctrticas. Além disso, verificou-se com insetos selvagens uma, taxa
de dispersao bem maior que aquela com insetos criados em laboratério. Quanto a
variacao temporal da variancia da distribuicao espacial apés liberar insetos selvagens,
observou-se que, dois dias apos a liberacao, o valor da variancia era menor que o
dobro daquela de um dia apds a liberagao. A interpretacao que pode ser dada a tais
diferencas é de que, no que se refere a dispersao, a populacao dos insetos selvagens era
aproximadamente homogénea, diferentemente do que teria ocorrido com a populacao
criada em laboratério. Quanto a taxa de dispersao ser muito maior no caso dos
insetos selvagens, é possivel interpretar que este fato tenha sido estimulado por um

efeito excitante em decorréncia da aglomeracao dos insetos. Se a rapida dispersao



inicial for devida a uma pressao da populacao associada com a aglomeracgao, entao
a distribuicao espacial deveria ser nao leptocirtica, mas platicirtica, isto é, mais
achatada que a distribuicao gausssiana. Por outro lado, a rapida dispersao inicial

poderia ser devida também ao proprio procedimento de liberagao.

No que segue, apresentaremos alguns dos modelos matematicos utiliza-
dos para descrever dispersao de insetos. Neste capitulo trataremos da dispersao
aleatéria, no capitulo 5 da dispersao dependente da densidade populacional e a

difusao dependente do tempo sera abordada no capitulo 6.

4.1 Com Termo de Fonte

Um interessante problema é a distribuicao espacial de insetos, resul-
tante de uma combinacao de dispersao e interacao intra-especifica. Essa combinagao

determina a equacao

ou 0%u
yri D% + f, (4.1)

onde o termo f, responsavel pela interacao intra-especifica, inclui a possibilidade de
se ter adicao de individuos, por considerarmos escalas de tempo, nas quais é possivel
reproducao; ou retirada de individuos, quando consideramos a morte ou emigragao
desses individuos. Numa escala de tempo menor, onde seja desnecessario incluir um

termo de reproducao ou morte, o termo de fonte f é nulo.

4.1.1 Com decaimento exponencial

Citaremos, a seguir, um exemplo em que se modela ovos e larvas de
insetos, supondo decaimento exponencial para a populacao de larvas e crescimento
exponencial para o nimero de ovos. Consideremos uma populagao de insetos que se
dispersa a partir de um ponto, de acordo com a lei de Fick, isto é, aleatoriamente,
e se reproduz a uma taxa constante. A taxa de mortalidade per capita dos pais

¢ também suposta constante. Em uma dimensao a populagao de pais obedece a



seguinte equacao da difusao com termo de fonte do tipo decaimento:
ou 0%u
— =D— — nu, 4.2
ot~ oz M (4.2)

onde u ¢é a densidade da populacao de pais, D é a difusividade e p é a taxa de mor-

talidade. Supondo uma distribuicao de ovos, cuja taxa de variagao é proporcional a

populagao de pais, a equacao para a densidade E(z,t) de populagao de ovos é
OF
— = \u 4.3

onde \ é a taxa de ovos depositados per capita.

Supondo que inicialmente sejam liberados Ny insetos, no ponto x = 0,

entdo a condi¢do inicial para (4.2), em ¢t = 0, tem a forma
u(z,0) = Nod(x), (4.4)

e a solucdo da equacao diferencial (4.2) é dada por

N() —.Z'2
u(z,t) = Di exp | 50 = ut ), (4.5)

cujo gréafico é apresentado na figura (4.2), em 3 instantes de tempo distintos. Esta
solugdo é andloga a solucao (3.10), diferindo apenas o coeficiente do termo de fonte,

que, aqui é —pu e em (3.8) é +ru.

Substituindo a solugao (4.5) em (4.3), obtemos

)\Ng < £U2 )
dE = cexp | ——— — ut ) dt. 4.6
s P\ ap e (4.6)

Considerando a condigao inicial E(z,t) = 0, no tempo ¢ = 0, e integrando de 0 a t

os dois lados da igualdade, obtemos

t )\Ng £U2
B(z,t) = : Y ) dr 47
0= [ oo~ ) e (47)

Através da mudanca de varidvel

T =1’ (4.8)

podemos escrever:

N

t )\Ng < .1'2
Ea:,t:/ 0 exp (s — 2>2d, 4.9
(w0 =] 3 D P\ Ty e ) 2ndn (4.9)
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ou

[N

t
Bat) =2 [
0

2
7D exp <_W — un2> dn. (4.10)

O valor da integral de (4.10) envolve uma fungao erro, e determinando

o limite dessa solucao, quando ¢ — 400, nos leva a

tLlfrnooE(x,t) = 5/iD exp (—’/5 : |:1:|> (4.11)

que é a forma assintética de (4.10) e é uma distribuicao leptocurtica (curtose=6).

Este exemplo mostra que uma distribui¢ao do composto (pais e ovos) pode diferir
da distribuicao dos pais e freqiientemente exibe um padrao leptocirtico, mesmo se

a distribuicao dos pais for gaussiana [Okubo (1980)].

Figura 4.2: Solug¢ao (4.5), na qual t; < ty < t3, sendo D=0.3, . = 0.5, Ny = 20,
th =1, to = 2 ety = 3; a densidade u(x,t) diminui rapidamente, a
medida que o tempo passa.

Por volta de 1960, as equagoes (4.2) e (4.3) foram usadas para modelar
uma distribuicao de larvas de insetos que se moviam aleatoriamente. Distribuicoes
espaciais de ovos e larvas constituem um assunto de importancia pratica para es-
pecialistas em modelagem matematica. Outros problemas de dispersao importantes
sao a propagacao de doencas de plantas ou animais transmitidas por insetos e a

polinizagao por abelhas.
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4.1.2 Com crescimento exponencial

Quando uma espécie invade e se dispersa em um habitat onde com-
petidores ou inimigos naturais estao ausentes, pode-se considerar um modelo de

populagao com crescimento exponencial (popula¢do Malthusiana) e difusdo, isto é,

ou 0%u
—=D— >0
ot Com T @b (4.12)

u(z,0) = Nyd(x)

Esta equacao é a mesma ja escrita como equagao (3.8); por outro la-
do, pode ser comparada a equacao (4.2), em que o termo de decaimento —pu é
substituido pelo termo de crescimento exponencial cu. A solucao de (4.12) é dada

por:
N,

2
u(z, t) = 2%7% - exp (4—;5 + at) , (4.13)

onde Ny denota o nimero total de individuos, num espaco unidimensional, no tem-

po t = 0, concentrados inicialmente na origem e espalhando-se em um espaco sem
contorno. Na figura 4.23(a), observamos que para valores pequenos de ¢, proximos
de zero, a solucao (4.13) fornece um pico alto e estreito centrado na origem e a me-
dida que o tempo aumenta, hd um espalhamento da populacao. Nesse caso, o termo
dominante é o termo de difusao. Entretanto, aumentando mais ainda os valores de
t, esse comportamento modifica-se, isto é a populacao u(z,t) continua a se espalhar,
mas também comeca a aumentar cada vez mais. Esse comportamento passa a ser
determinado pelo termo de difusao e pelo termo de crescimento exponencial e estd
representado nas figuras 4.23(b) e 4.23(c), nas quais a modificacao de comportamen-
to pode observar-se entre t = 0.8 e t = 1.5. Portanto, valores do tempo ¢ menores,
levam a um espalhamento determinado pelo termo de difusao; valores maiores levam
a um espalhamento acompanhado de crescimento, refletindo a diferenca de escala

entre dispersao e crescimento.

A partir da solugao (4.13), podemos calcular a velocidade com a qual

se propaga uma frente de onda de isoconcentragao u = uy. Para isso, substituimos
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Figura 4.3: Solugao (4.13), na qual t; < ty < t3, sendo D=0.3, o = 0.5, Ny = 20;
(CI,) tl = 01, t2 = 02, t3 = 03, (b)tl = 02, t2 = 08, t3 = 15, (C)
tlzl,t2:2 €t3:3.

u por uy em (4.13):

Ny —x? + 4aDt2>
up = cexp | ————— ). 4.14
/ 2w Dt b ( 4Dt ( )
Isolando %, obtemos:
4D N 2D
T 1 m ) - 2 int 4 4aD. (4.15)
t t 2upv/ D 13

Tomando o lim;_,, da expressao resultante (4.15), obtemos:

4D N, 2D
lim =~ =+ lim | —2In | —% | — = Int + 4aD, (4.16)
t—oo t t—o0 t 2U,f\/7TD t
isto é,
lim & = +2VaD, (4.17)
t—oo t

que é a velocidade procurada. Os sinais + e — significam velocidade para a direita

e para a esquerda, respectivamente. E interessante observar que esta velocidade
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assintdtica coincide com a velocidade minima de propagacao obtida na secao 3.1
a partir do modelo de Fisher (crescimento logistico), ratificando o fato de que a
capacidade de suporte dos recursos para a populagao logistica nao contribui para a

velocidade da onda.

Esse célculo que determinou a velocidade com que se propaga uma
frente de onda de isoconcentragao nao pode ser aplicado a difusao com decrescimento
exponencial, pois nesse caso « seria negativo e desenvolvendo de maneira analoga a
difusao com crescimento exponencial, terfamos a expressao resultante da formas:

lim © = £2v/—aD, (4.18)

t—oo t

0 que nao seria fisicamente realistico.

A solugao geral de (4.12), para uma distribuicao inicial arbitréaria
u(z,0) = up(x) pode ser obtida por uma superposi¢ao da solu¢ao fundamental (4.13),
isto é, uma combinagcao linear de solugoes, que pode ser dada [Okubo (1980)] por

u(z,t) = /_:O %exp (at - %) d¢ (4.19)

Se, por exemplo, ug(x) é gaussiana, com a forma

Ng <—ZU2>
uy(r) = ————-exp| —5 |, 4.20
o) = e (o (420
onde o7 é a variancia, substituindo (4.20) em (4.19), obtemos

 oN/aDi oo ¢ (@)
u(z,t) = o JiDE exp(at)/ exp (—7 - 7> ¢, (4.21)

o0

que nos leva a

N, 2
u(z,t) = ﬁ - exp (at - %) , (4.22)

na qual 0% = 02 + 2Dt. Na figura 4.4, representamos graficamente a frente de onda

de isoconcentracao na dispersao da populagao malthusiana, dada por (4.22).

A partir da solugdo (4.22) podemos, também, calcular a velocidade

assintética de propagagao para uma frente de onda de isoconcentracao u = uy,
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fazendo o mesmo procedimento usado a partir de (4.13). Para isso, substituindo

u(x,t) por us, em (4.22), escrevemos:

NO < ZL‘2 >
U = —explat — — ], 4.23
d (2m)z0 20 (4.23)

donde isolando % e lembrando que 0® = o3 + 2Dt, obtemos:

2(08 + 2Dt N, 2at(of + 2Dt
E::t (O—O—i_2 )ln : 0 + 05(0—0:_ ), (424)
t t ug\/0§ + 2Dt/ t
cujo limite quando ¢ — oo fornece:
.
lim — = +2aD, (4.25)

t—00

que ¢ a mesma velocidade encontrada em (4.17).

T
¢f

¥

o
i

Figura 4.4: Frente de onda de isoconcentragdo u = uy na dispersao da populagdo
malthusiana; solu¢ao (4.22) com Ny =20, a = 0.5, 0p = 0.5 ¢ D =0.3;
tlzl,t2:2, t3:3, t4:4 €t5:5.

Entretanto, isso s6 acontece para aquelas distribuicoes iniciais, cujas
amplitudes caem a zero rapidamente, quando |z| tende ao infinito. Okubo (1980)
cita Kendall (1948) que mostrou que uma distribuicao inicial gaussiana de densi-
dade populacional na forma exp(—axz?) alcanga a mesma velocidade de propagagao,
enquanto que para uma distribuicao do tipo exp(—blz|), b > 0 a velocidade de

propagacao é maior que 2(aD)%.
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4.1.3 Com dois estados estacionarios

O modelo de populagao com crescimento logistico resulta na equacgao
de Fisher, estudada na secao 3.3, que apds adimensionalizada, resulta na equacao

(3.24)

ou*  O*u*
x
com dois estados estaciondrios: uj, = 0 e ul, = 1.

Vimos que, embora no inicio efeitos de difusao sejam dominantes, o
termo de longo prazo é muito diferente: quando a populacao u, nas proximidades
inicialmente habitadas, alcanca a capacidade de suporte K, a distribuicao forma
uma frente de onda bem definida, que se move para regides vazias de ambos o0s

lados, com velocidade constante (figura 4.5). Tais frentes de “invasdo” resultam da

|

¥

Figura 4.5: Frente de onda movendo-se para regioes vazias, de ambos os lados.

combinacao do movimento aleatério (difusao) da populacao e crescimento logistico.
A dinamica destas frentes de invasao (largura, velocidade) tem sido extensivamente

estudada em diversos contextos, entre os quais a teoria das epidemias.

Gurney e Nisbet (1998) analisam a situagdo mais geral:

— =D— + F(u) (4.27)
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onde F(u) é uma funcdo que tem uma raiz em u = 0 e outra em u = K, isto é,

F(u) =0 parau =0 e u = K, e que satisfaz as seguintes propriedades:

e F(u) é uma fungdo estritamente positiva para 0 < u < K
e F'(u) > 0 préximo a u = 0 (u = 0 é atrator);

e F'(u) < 0 préximo a u = K (u= K é repulsor).

Se, em t = 0, tivermos u(z,0) = ppd(x), isto é,
u=uy em =0 e u=0 em x#0, (4.28)

espera-se que esta populacao va aumentar rapidamente, até chegar a capacidade de
suporte local K, e depois ira se dispersar para o resto do universo atras de uma

“frente de invasao” movendo-se com velocidade constante c.

Como se trata de um problema nao linear, que nao tem solucao sob
forma fechada, procura-se inferir a respeito das propriedades da solucao, a partir
de aproximagoes analiticas. A seguir, serao analisadas as solugoes perto dos estados

estacionarios.

(1) Perto de u=0

Neste caso, tem-se:
F(u) ~ F'(0) - u,

e portanto, a equacao diferencial (4.27) é aproximada por

ou 0*u ,
a7 = D@ + F'(0) - u. (4.29)

Procura-se uma solucao tal que, em um instante particular ¢, u varie
suavemente e rapidamente de K para 0, quando nos movemos da regiao invadida
para a regiao nao invadida. Com o passar do tempo, espera-se que a forma da frente
de invasao permaneca constante, enquanto sua posicao se move constantemente para

a direita com velocidade c¢. A solucao procurada deve, portanto, ter a forma:

u(z,t) =U(x — ct). (4.30)
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Perto de u = 0, é razoavel esperar que a solucao decaia exponencial-
mente, isto é:

u(x,t) = uge N, (4.31)

que substituido na equagao diferencial linearizada (4.29), fornece a seguinte relagao

entre a velocidade ¢ e a taxa de decaimento exponencial A,

c~ DX+ @ (4.32)

cujo grafico ¢ x A é apresentado na figura 4.6, onde sé interessa a parte que corres-

ponde a A > 0.

Como F'(0) > 0, tem-se que ¢ é muito grande para valores de A muito

pequenos ou muito grandes; além disso, verifica-se que existe um valor minimo de

¢, quando
F'(0)
A=/ —= 4.33
D ) ( )
que corresponde a
Cmin = 24/ F'(0)D. (4.34)

Esta é a velocidade minima com a qual a frente avanga para o territério

vazio.

F'(0
Figura 4.6: Grdfico de ¢ x A, onde ¢ = DX + )(\ ), com F'(0) =8 e D =1.12.
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(2) Perto de u=K
Consideremos agora a parte da frente de onda, proxima a K. Linearizando em torno
de K, definimos
u(t) = K —e(t) (4.35)

que substituido na equacao diferencial (4.27) e desprezando termos de O(g?), fornece
a aproximagcao

— ~D— + F'(K) ¢, (4.36)
valida para £ pequeno.

Perto de u = K, espera-se que em um instante particular ¢, £ aumente

quando x aumenta, isto é:

e(x,t) = goe @), (4.37)

que, substituido na equagao diferencial linearizada (4.36), fornece a seguinte relagao

entre a velocidade ¢ e a taxa de crescimento exponencial \:

F'(K
c:—DX—%,

cujo grafico ¢ x A apresentamos na figura 4.7, onde sé interessa a parte que corres-

ponde a \' > 0.

F'(K
Figura 4.7:  Grdfico de ex X, onde ¢ = =D\ — E\, ), com F'(0) =—15e D = 1.
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Como F'(K) < 0, isto implica que frentes com \' muito grande movem-
se para tras (¢ < 0), enquanto que frentes com pequenos A’ movem-se para a frente,

com velocidades que se tornam infinitamente grandes quando A" — 0.

Considerando, agora, um sistema que ¢ inicializado com um grupo de
individuos todos em uma localizagao unica, tal que a taxa de divergéncia exponencial
A na frente da “frente de invasao” e a taxa de convergéncia exponencial \' atras dela
sejam ambas grandes. Entao a extremidade de arrasto (trailing edge), u < K, da
frente de onda inicialmente se move para tras, enquanto a extremidade que guia

(leading edge) u > 0 se move para frente.

Como as duas extremidades sao conectadas, isto deve implicar que am-
bas A e X' decrescem, reduzindo desta forma a taxa de separacao. Depois de um
tempo, este processo reduz a taxa de crescimento exponencial da extremidade de
arrasto suficientemente, para ela comecar a se mover para a frente. Este processo
culmina quando o movimento das duas extremidades estiver em exata concordancia
e entdo a frente de onda se move para a frente, sem mais variar a sua forma (figura

4.8). Também parece razodvel assumir que comecando com uma frente onda abrup-

£, = I

Figura 4.8: Frente de onda em dois tempos distintos, t; > 5.

ta, levara a uma forma assintotica com a conexao mais ingreme possivel entre as
duas extremidades, isto é, com velocidade minima possivel compativel. Por outro
lado, se comecarmos com uma condicao inicial que se aproxima de zero exponencial-

mente, quando x — oo, pode levar a uma frente de onda com uma curvatura mais



baixa na sua extremidade de arrasto e, portanto, com velocidade mais alta (figura

1.9).

X

Figura 4.9: Perto de u = 0, u = exp(—A(z — ct)); perto de u = K, tem-se u =
K —£(t), onde e = exp(N(z — ct)).

4.1.4 Com mais de dois estados estacionarios

Existem situacoes, entretanto, em que a funcao crescimento-interagao
da dindmica populacional (termo de fonte) f(u) na equacao (4.1) possui trés ou
mais estados estaciondrios; neste caso, o sistema apresentara fenomenos ondulatoérios

bastante diferentes daqueles apresentados previamente [Murray (1989)].

Antes de abordar a questao de como a dispersao espacial afeta popu-
lacoes onde o termo de fonte apresenta mais de dois estados estacionarios, estudare-

mos a situagao espacialmente homogeénea correspondente.

Consideremos, por exemplo, a funcao adimensional

g(u) = ru <1 - 9) o (4.38)

q 1+ u?

Esta funcao foi adotada por Ludwig et al (1978) em um modelo aplicado a dindmica
populacional de lagartas, as quais podem destruir a folhagem de arvores de balsamo,

sendo que estas lagartas sofrem uma predagao externa (pdssaros). Neste modelo, a



populacao de lagartas varia de acordo com a equacgao diferencial

dN

N _ (N 4.
), (1.39)
onde definimos

N BN?

O primeiro termo de f(NN) é o termo de fonte dependente da densidade popula-
cional, do tipo logistico, cujos parametros foram estudados na equagao de Fisher,
no capitulo 3. O segundo termo de f(/N) representa um termo de predagao externa,
onde A e B sao constantes positivas, cujo gréafico é apresentado na figura 4.10 e que

apresenta um valor de saturacao B.

B oss 000000000000ttt 0000 0000 000 CTET BOTT OO0 OE GhED E
0.8
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o 2 4 G g 10 12 14 16 18 , .20
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BN?

Figura 4.10: Termo de predac¢do externa f(N) = TiN

Sendo as dimensoes:



B
K

.q:ZJ
Bt

.T_X’

donde resulta a equacao diferencial adimensional

% — g(u), (4.41)

onde g(u) é a func¢do adimensional definida por

2
u u

w=rull——) ———=; 4.42
s =ru(1-2) - (4.42)
r e ¢ sao parametros adimensionais positivos. Os estados estacionarios da equacao

diferencial (4.41) sao solugoes de g(u) = 0. Vemos que uma solucao é u = 0 e as

demais solucoes satisfazem

2
u u
r<1—5> = (4.43)

Dependendo do valor dos parametros r e g, podemos ter ue; = 0 e

mais 1, 2 ou 3 estados estaciondrios, conforme a posicao relativa da reta hy(u) =

u 2
r (1 - —) e da curva hy(u) =
q

——. Existe um dominio no plano r¢, no qual
1+ u?
a equagao (4.43) admite trés raizes reais. Este dominio é definido pelas equagoes

paramétricas:

)= (1.44)

r(a) =

a? -1

Na figura 4.11, estao representados os dominios no plano rq, com r > 0 e ¢ > 0,

onde a equagao (4.43) admite uma, duas ou trés raizes reais; o ponto de cispide P
3V/3

tem coordenadas 7, = 5 e q, = 3v/3. Por exemplo, se r = 0.5 e ¢ = 6.8, temos

além de u*

*+ = 0 mais um estado estaciondrio (figura 4.12); se r = 0.5 e ¢=7.3,

temos mais dois estados estaciondrios (figura 4.13) e se r = 0.5 e ¢=9 temos mais

. C . .
trés estados estaciondrios: ul, = uy, ul, = ug e uly, = us (figura 4.14).
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0el 1 estado estacionario
2 estados . .
———— o T T T T T T T T estacionarios
04l 3 estados estacionarios
024 1 estado estacionario
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Figura 4.11: Dominios, no plano rq com r > 0, ¢ > 0 no qual a equagao (4.43)
admite uma, duas ou trés raizes reais. Pontos (q, r) sobre a curva

correspondem a situacoes com 2 estados estaciondrios e o ponto @
refere-se a situacao apresentada na figura 4.13.

2q 5 o u

Figura 4.12: Determinag¢ao dos estados estaciondrios us, = u1, da equacao diferen-
cial (4.41) para r=0.5 e ¢=6.8.
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Figura 4.13: Determinacao dos estados estaciondrios uwh, = u; e us, = uy da
equacdo diferencial (4.41) para r=0.5 e ¢="7.3.

Figura 4.14: Determinacao dos estados estactondrios why = Uy, Uy, = U € ey = U3
da equagdo diferencial (4.41) para r=0.5 e ¢=9.



Vamos analisar a udltima situacao com 4 estados estaciondrios. Na
auséncia de difusao, vemos que os estados estaciondrios u; e w3 sao estaveis, ja
que % < 0 (figura 4.15) e u = 0 e uy sdo instdveis, pois % > 0. O menor estado
estacionario u; é o equilibrio de refigio enquanto que uz é o equilibrio de explosao
da populacao de lagartas (figura 4.15) [Murray (1989)]. Se desejamos controlar uma

praga, queremos manter a populacao em um estado de refigio, nao permitindo que

ela alcance uma situacao de explosao da populacao.

g(u)

0.1+

0.1

-0.21

Figura 4.15: Os valores de u, tais que g(u) = 0, constituem os estados estaciondrios
. . U . . - ..
da equagdo diferencial — = g(u), dois dos quais sdo estdveis: u;
corresponde ao refugio da populagao e uz a explosao da populagao. Os
parametros que correspondem a este grdafico sao os mesmos da figura
4.14, isto é, r =0.5eq=9.

Queremos considerar aqui de que forma uma infestacao ou explosao
se propaga quando incluimos a dispersao espacial da populagao de lagartas e, co-
mo podemos usar os resultados das andlises para elaborar uma estratégia de con-
trole para prevenir uma explosao proveniente dessa dispersao. Para abordar essas
questoes, consideraremos a dispersao da populagao de lagartas por difusao linear e

investigaremos as possibilidades de onda viajante. O problema prético é evidente-



mente bidimensional, mas consideraremos aqui o seguinte modelo unidimensional:

ou u u? 0%u
= 1—=) - — 4+ — 4.4
ot ”‘( q) 1+ a0 (4.45)

para uma situagao em que g(u), definida em (4.42), tenha quatro raizes: (0, uy, ug, ug)
e

u(z,t) =U(z), z=zx—ct (4.46)
¢ uma solucao do tipo onda viajante cuja existéncia iremos investigar. Tomando
as derivadas vistas em (2.54) e substituindo na equacao (4.45), obtemos a seguinte

equacao diferencial ordinaria para U(z):

U U?
"yl ) - 4.4
U"+cU +7“U< q) 02 0, (4.47)

onde as linhas denotam as derivadas em relacdo a z, como vimos anteriormente. O
plano de fase do sistema é o plano UV, onde V = U’, e, usando (4.42), as curvas de

fase sdo obtidas a partir do seguinte sistema de equacoes diferenciais de 12 ordem:

U’ =V U = V
, = , (4.48)
Vi+ceV4+g9(U) = 0 Vi = —cV —g(U)

donde podemos escrever:
dV.  —cV —g(U)
aUu Vv '

Os pontos singulares (Uest, Vest) sdo aqueles que correspondem a U’ = 0 e V' = 0,

(4.49)

portanto: Vegy = 0 e g(Ues) = 0, isto é:
Uest(l) =0, Uest(2) = U1, Uest(3) =Uuz € Uest(4) = Us;
entao, os pontos singulares sao:

(0, 0), (Ul, 0), (U:Q, 0), (U3, 0)

Para determinar o tipo de singularidade, faremos uma linearizacao do sistema (4.48),

em torno de (Uesy, Vest)-

Considerando o sistema (4.48) sob a forma
dU
dz

av
dz

= f(U7 V)7
(4.50)
= g(U7 V),
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e expandindo as funcoes f(U,V) e g(U,V) em torno de (U, Vest), escrevemos:

d(U — Usg 0 0
% = f(Uesta V:ast) + {%} _— (U - Uest) + {%] _— (V - V:ast)"_
+O ((U - Uest)27 (V - ‘/;zst)Q)
(4.51)
d(V = Vi) dg 0
T - g(Uest; V;zst) + |:8U gi(‘]/est (U Uest) + oV gi(‘]/est (V V;zst)"_

+0 (U = Uest)?, (V — Vest)?)

Para pontos (U, V) préximos a (Uss, Vesy), desprezamos os termos de ordem 2 na

vizinhanga de (Ues, Vest), donde obtemos:

d(U — Uest)
dz
d(V — Vest)
dz

- V_‘/ést

= ¢ (Uest) (U = Uegy) — (V= Viegy).

A matriz associada ao sistema linearizado é

0 1
_gl(Uest) —C

Os autovalores A da matriz sao as raizes da equacao:

A=

isto é:
1
Ar = 5(—eE V2 =4 (Uest)). (4.52)

Analisando para cada um dos pontos de equilibrio, temos

e (Uest, Vest) = (0,0): ¢'(0) > 0, entao
se ¢ > 0 e c? < 4g'(0), os autovalores Ay e A_ serdo complexos com a
parte imaginaria nao nula e parte real negativa; portanto a origem é
espiral estavel;
se ¢ > 0 e c® > 4¢'(0), os autovalores A\, e A\— serao reais, distintos e

negativos; portanto a origem é nodo estavel,



se ¢ < 0ec? < 4g'(0), os autovalores Ay e A_ serao complexos com
a parte imagindria nao nula e parte real positiva; portanto a origem é
espiral instavel;

Se ¢ < 0ec® > 4g'(0), os autovalores A\, e A\_ serao reais, distintos e

positivos; portanto a origem é nodo instavel;

o (Usst, Vest) = (u2,0): g'(uz) > 0, entdo

se ¢ > 0 e c? < 4g'(uy) , os autovalores A\, e A_ serdo complexos com
a parte imagindria ndo nula e parte real negativa; portanto (ug,0) é
espiral estavel,

se ¢ > 0 e c? > 4g'(uy), os autovalores A\, e A— serdo reais, distintos e
negativos; portanto (us,0) é nodo estével,

se ¢ < 0 e c® < 4g'(uy), os autovalores Ay e A serao complexos com
a parte imagindria ndo nula e parte real positiva; portanto (ug,0) é
espiral instavel;

se ¢ < 0ec® > 4g'(uy), os autovalores A, e \_ serdo reais, distintos e

positivos; portanto (ug,0) é nodo instavel;

o (Usst, Vest) = (u;,0), i =1,3: ¢'(u;) < 0 entao
se ¢ > 0 ou ¢ < 0, os autovalores A\, e A\— serao reais, distintos e de

sinais contrarios; portanto (u; 0) é ponto de sela.

Na tabela 4.1, apresentamos um resumo dos resultados da analise de
estabilidade linear dos pontos de equilibrio (Ues, Vest) = (0,0) € (Uest, Vess) = (14, 0),
parai=1,2e 3.

Existem varias trajetorias possiveis no plano de fase dependendo de
g'(u;) parai =1, 2 e 3ede ¢'(0). As trajetérias foram tragadas com o auxilio do
Maple, através do comando DEplot, que por sua vez usa o método numérico Runge
Kutta de 42 ordem para resolver o sistema de equacoes diferenciais. Um dos dados
de entrada é o sistema de equagbes (4.48) e valores para U(0) e V(0) para poder

determinar as trajetérias. Na figura 4.16, tracamos o plano de fase UU’, referente



(Uest, Vest) | Sinal de Valor Autovalores da Tipo de
G' (Uest) de ¢ matriz jacobiana equilibrio
(0,0) g'(0) >0 c>0e complexos com a parte | espiral estavel
c? < 4¢'(0) | imagindria nao nula
e a parte real negativa
c>0e reais, distintos e nodo estavel
> 44'(0) negativos
c<0e complexos com a parte | espiral instavel
c? < 4¢'(0) | imagindria nao nula
e a parte real positiva
c<0e reais, distintos e nodo instavel
> 44'(0) positivos
(u1,0) | ¢'(u1) <0| e¢>0o0u reais, distintos e ponto de sela
c<0 de sinais contrarios
(usg,0) g'(uz) >0 c>0e complexos com a parte | espiral estdavel
¢* < 4g'(uz) | imagindria nao nula
e a parte real negativa
c>0e reais, distintos e nodo estavel
c? > 4g'(us) negativos
c<0e complexos com a parte | espiral instavel
¢* < 4g'(uz) | imagindria nao nula
e a parte real positiva
c<0e reais, distintos e nodo instavel
c? > 4g'(us) positivos
(u3,0) | ¢'(uz) <0| ¢>0o0u reais, distintos e ponto de sela
c<0 de sinais contrarios

Tabela 4.1: Resumo dos resultados da andlise de estabilidade linear dos pontos de
equilibrio (Uest, Vest) = (0,0) € (Uesty Vest) = (u;,0), para i =1,2 e 3.

ao sistema (4.48), para ¢ > 0, ¢ < 4u,1.[¢'(0), ¢'(us)] situagdo para a qual (0,0) e

(ug,0) apresentam equilibrio do tipo espiral estavel, enquanto que (uq,0) e (us,0)

sao pontos de sela, onde incluimos trajetorias que constituem conexoes entre tais

equilibrios.

intervalos de ¢ pode se tornar bastante complicado. Esse tipo de equacao particular

A existéncia das diversas possibilidades para ondas viajantes para varios

foi rigorosamente estudado por Fife e McLeod (1977) [Murray (1989)]. O enfoque

que usaremos a seguir ¢ intuitivo e nao prova a existéncia das ondas viajantes, mas

da fortes indicios de que elas existem.
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Figura 4.16: (a) Plano de fase para o sistema (4.48); comr =0.5,¢=9, c=0.5 >
0, ¢ < 2[¢'(0)]2 = 1.414 e ¢ < 2[¢(us)]? = 1.38.

Um possivel plano de fase para ¢ > 4max[¢'(0), ¢'(uz)] tal que (0,0)
e (ug,0) sejam nodos estaveis, enquanto que (u1,0) e (usz,0) sao pontos de sela
ilustrados na figura 4.17(a) mostrando conexdes possiveis entre pontos singulares. Se
dividirmos o plano de fase nos dominios mostrados na figura 4.17(a), por exemplo, d;,
que inclui o nodo estavel na origem e o ponto de sela em (u;,0) e compararmos com
a figura 3.5, observamos que os planos de fase sao similares. Assim é razodvel supor
que uma solucao tipo onda viajante semelhante a que vimos em 3.5 pode existir,
tal que U(—o0) = u; e U(+00) = 0, e que ela exista para todas as velocidades
de propagacao ¢ > 2[¢'(0)]2. Esta situacio estd mostrada na figura 4.17(b). Da
mesma forma, outras solucoes tipo onda viajante poderao existir nos outros dominios
dy e ds. Observamos que na regido apresentada na figura 4.17(a), o campo de
direcoes correspondente é quase vertical; isto reflete o fato de que a componente

!
do elemento do campo de direcoes em cada ponto é muito maior que

vertical
z

aUu
a componente horizontal - Na figura 4.17(c), representamos graficamente os
autovetores nos pontos (Uess, (Vess) = (0,0) € Usss, Vest) = (u4,0), sendo i = 1, 2, 3,

para ¢ > 0 e ¢® > 4¢'(uy).



i
1 , .
R SN RN SRR
1% WA TR A A A A AR S D SRR D S
; A R SRR S
) TR Y S A A A S SR AR S
A PN
W L AN P
u} 1 r
SRR E T L3l T T 1
o1 | T %N 8 A
BEEREIUTEEEEE
BItBEIT AN
R | SIS T N N TR S
R S | D T S
N VI IR A S B
dlildz\ da _ _

(=)}
dIT A&
' —{2)
_ecn\ 13 9\3.
—12) .
A i
\ \ 2
. 1)
5;\ et Zm €
\ e T
=k 3 >\ T 4 - (c)
N \ _ €3 —i1) o
1) = -&3
e eiz) 3 L
-€3
—12)

Figura 4.17: (a) Plano de fase para o sistema (4.48) com velocidade ¢ > 0; com
r=0.5, q=9, c=1.5, ¢ > 2[g'(0)]2=1.414 e ¢ > 2[¢'(uz)]2=0.71. (b)
Possiveis solugoes do tipo ondas viajantes restritas aos dominios indi-
cados dy: U(—00) = uy, U(+00)=0; dy: U(—00) = uy, U(+00) = uy;

d3: U(—o0) = uz, U(+00) = uy. (c¢) Autovetores no plano UE

em (Uesta Vrest) = (070); (U65t7 Vest) = (u170)7 (Uesta fest) - (u270)
e (Uesty, Vest) = (us3,0); ¢'(0) = 0.5, ¢'(uy)=-0.212, ¢'(uq)=0.126,
g'(usz)= -0.191.



Quando ¢ varia, aparecem outras possiveis conexoes entre pontos sin-
gulares. Em particular, vamos focalizar os pontos (u1,0) e (us,0), ambos pontos de

sela. Os autovalores obtidos em (4.52) sdo dados por
A = % (—c+ c? — 4g’(ui))
(4.53)
Ay = % (—c — V- 4g’(ui))

onde ¢'(u;) < 0, tanto para i = 1 quanto para i = 3 (ver tabela 4.1). Os autovetores

>(1) (2)

correspondentes a \;; e Ao, €, e €7, respectivamente, sao obtidos de maneira

analoga a (3.34). Se i = 1, o autovetor correspondente a A\; é

w_[ 1) _ 1
1

R %<_c+ 02_49,(u1)> (4.54)

e o correspondente a Ay é

el = e ' ) (4.55)

Al2 - % <—C — e = 49'(U1))

Se i« = 3, o autovetor correspondente a Ay é

(4.56)
)\31

e o correspondente a Ay é

€3 = = 1 5
A32 2 <—C — Ve = 49'(“3))

Os autovetores variam quando ¢ varia. Algebricamente, podemos mostrar que se ¢

(4.57)

aumenta, os autovetores tendem a mover-se, na direcao do eixo U. Isso pode ser
verificado investigando como varia o angulo #, que o vetor forma com o sentido
positivo do eixo U, em funcao de c. Apresentamos abaixo a expressao de tanfl, para

cada um dos autovetores envolvidos:

1
€] M tanh = 5[—0 + /2 —4g'(w)], (4.58)



1
&, :tanf = 5[—0 — /= 4g'(u)], (4.59)

1
& W tanh = Slme+ Ve —dg/(us)], (4.60)

1
& tand = 5[—0 — /2 —4g'(u3)). (4.61)

Representaremos, na figura 4.18 os gréficos tanf x ¢ correspondentes, donde obser-
vamos duas situacoes: os valores da tangente do angulo 6 que corresponde a €; (M e
a €3 (1 e cuja variacio estd apresentada em (a) e (c) respectivamente, da figura 4.18
sao positivos e ambos diminuem a medida que a velocidade aumenta, mostrando
que esses dois vetores efetuam uma rotacao no sentido horario, no primeiro qua-
drante, aproximando-se do semi-eixo U > 0. Na figura 4.18 (b) e (d) vemos que os
valores da tangente que correspondem a &; ?) e €; (%) sao negativos e aumentam em
modulo, a medida que a velocidade aumenta, o que também mostra uma rotacao no
sentido horario, no quarto quadrante, aproximando-se mais da orientacao vertical

para baixo.

Quando c¢ varia, as trajetérias do plano de fase também variam, em
particular, as trajetérias 77 e T3 marcadas no plano de fase da figura 4.17(a). Por
argumentos de continuidade, se g'(u;) e ¢'(us3) estiverem em um intervalo apropriado,
é possivel que quando c¢ varia, exista um unico valor de ¢ = ¢*, tal que a trajetéria
T se junte a trajetoéria T3; desta forma, temos uma trajetoria de fase conectando os
dois pontos singulares (uy,0) e (us,0). Isto estd ilustrado na figura 4.19 (a), com a
correspondente onda viajante (figura 4.19 (b)), que se move com velocidade tnica ¢*
que depende do termo de interacao nao linear g(U), definida em (4.42). A solucao

U(z), neste caso, satisfaz

U(—0) =uz e U(+00) = u. (4.62)
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Figura 4.18: Representa¢io grdfica de tanf x ¢; (a) 6 é o angulo formado pelo
vetor & () e o sentido positivo do eixo U, (b) 6 é o angulo formado
pelo vetor &1 @ e o sentido positivo do eixo U, (c) # é o angulo formado
pelo vetor & () e o sentido positivo do eixo U, (d) @ é o angulo formado
pelo vetor & ) e o sentido positivo do eixo U.
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Figura 4.19: (a)Plano de fase incluindo uma onda conectando os estados esta-
ciondrios ug e uy; com 0 < ¢ = 0.17, r = 0.5 e ¢ = 9. (b)Solugao
do tipo frente de onda que satisfaz U(—o0) = ug e U(+00) = u;.



Suponhamos que a populacao de lagartas esteja num estado de refigio
estavel, isto é U = uy, para todo x, e ocorra um aumento local de populacao para
u3, em algum dominio finito, ou seja, ocorre uma explosao local da praga. Para
investigar a possibilidade de espalhamento da explosao da populagao, nos pergunta-
mos se existe uma solucao do tipo frente de onda viajante, que conecte uma regiao
onde U = uy; com uma onde U = ug e, neste caso, qual é a velocidade e o sentido
de propagacao. O sinal de ¢ informara se a explosao se espalha ou nao: se ¢ > 0, a
onda move-se para dentro da regiao, onde U = u; e a explosao se espalha; se ¢ < 0,
a explosao nao se espalha e, ao contrario, é reduzida. Para determinar o sinal de ¢,

multiplicamos a equagao (4.47) em U
U'+cU +g(U)=0 (4.63)

por U’ e integramos em z de —oo a 400; obtemos:

/+OO[U'U"]dz + c/+oo[U']2dz + /+00 g(U'dz = 0. (4.64)

o0 —00 o0

De (4.62) temos que U(—o0) = uz e U(400) = uy. A primeira parcela de (4.64) é

nula, pois

Z2=-400

= [0 oo~ (o0,
(4.65)

/ +oo[U'U”]dz = / T e = U
B 2

o0

Z2=—00 2=—00

Como U’ (400)=0, (4.65) se anula. Da mesma forma, para o terceiro termo de (4.64),

temos:

/ s = / ? y)au. (4.66)

00 u3

Assim sendo, podemos escrever:

+o0 w1l
c/ [U')?d> +/ g(U)dU =0, (4.67)
—00 us3
donde s
/ g(U)dU
c="4_ (4.68)

/_ :O U2dz



O sinal de ¢ é, portanto, igual ao sinal de

ug u2 us
/ o(U)dU = / o(U)dU + / GU)AU = I, + Iy = Ay — Ay, (4.69)
visto que I; = —A; < 0e I3 = A3 > 0, sendo A; e A3 as areas mostradas na

figura 4.20. Assim, o sinal de ¢ é determinado pela comparacao entre as areas A;
e As. Se Az > Ay, /u3 g(U)dU > 0 e, portanto, a onda tem velocidade ¢ > 0, isto
é, a explosao da popq?lla(;éo de lagartas se dispersa para dentro da area de refiigio.
Neste caso, diz-se que u3 é dominante, isto é, quando t — 400, U — u3, em todo
lugar. Por outro lado, se A3 < A;, a velocidade de propagacao de onda é ¢ < 0 e

uy é dominante, isto é, U — uy, quando ¢t — 400, 0 que significa que a explosao é

eliminada.

g(nt

Figura 4.20: Se A; > As, a velocidade ¢ € negativa e a explosio onde U = wug
¢ reduzida. Se Ay < Az, a velocidade ¢ € positiva e a explosio da
populacdo de lagartas se espalha para dentro da drea de refugio onde
U= uy.

Do ponto de vista do controle de infestacao, se ocorrer uma explosao da
populacao de insetos e for espalhada, é importante saber como alterar as condi¢oes

locais, de modo que a infestacdo ou a onda de surto seja contida ou revertida. De
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acordo com a analise apresentada acima, podemos, por exemplo, alterar localmente a
dinamica de crescimento da populacao de lagartas, de modo que as novas areas A; e
Aj na figura 4.20 satisfacam a condigao A; > Aj. Pode-se alcancar isso aproximando
os zeros uy e ug de g(U), isto é, reduzindo o parametro adimensional ¢ (ver figura
4.14). Lembrando que quando introduzimos quantidades adimensionais, antes da
equagao (4.41), definimos ¢ = %, concluimos que podemos alcancar uma situacao
tal que A; > Az, por exemplo, pulverizando uma faixa, com o objetivo de diminuir
a capacidade de suporte da folhagem das arvores. Desta forma, seria criada uma
interrupcao na infestacao, onde u; seria dominante, de modo que a velocidade ¢ nao

seria mais positiva.

4.2 Com termo de conveccgao

Muitos estudos empregando equacoes da difusao tém sido extensiva-
mente usados em problemas ecolégicos e tém sido importantes nas andlises de dis-
persao de insetos adultos. Entretanto, esse enfoque também pode ser usado para
a dispersao de larvas, cujo processo tem conseqiiéncias importantes para dinamicas
e comunidades populacionais, bem como na estrutura genética de populacoes
[Bassanezi et al.(1997)]. Portanto, os mesmos resultados tedricos relacionados a di-
fusao de adultos podem ser aplicados em estudos de dispersao de insetos larvais,
tais como varejeiras, onde dois grupos estao interagindo, os que estao em movi-
mento e os que estao indo para o seu esconderijo. No artigo de Bassanezi et al
(1997), o enfoque difusivo é empregado para modelar a forma dispersiva larval com
termo de fonte, baseado em dados experimentais de trés espécies de varejeira. Os
autores aproveitaram-se da flexibilidade dos modelos de difusao para incorporar
caracteristicas comportamentais da dispersao no estagio larval. O modelo inclui
difusdo, termo de velocidade e uma fun¢ao h(x,t) que descreve o processo do movi-
mento larval indo para seu casulo para se tornar filhote. O modelo unidimensional

de difusao com convecgao desenvolvido por Bassanezi et al (1997) é

ou 0%u ou



onde u(z,t) é a populagao de larvas em x, no tempo ¢, D é o coeficiente de difusao
representando o movimento aleatoério das larvas e « é o coeficiente de proporcional-
idade que descreve a velocidade que é tomada de acordo com as caracteristicas de

cada espécie.

O enfoque do modelo de difusao passiva, tomado nesse trabalho, inclui
caracteristicas relevantes em que se relata a dispersao no estagio de vida larval e
assume que as distancias de dispersao sao limitadas, o que comumente é tomado
como uma limitagdo nos modelos de difusao, quando aplicados em dispersao de
insetos adultos. Os autores acreditam que o modelo prova a utilidade para explorar
a dinamica de dispersao de organismos tais como varejeiras e outros dipteros, onde as
fases do ciclo dispersivo no estagio larval tem dois estagios, isto é, um de movimento

ativo e outro de esconderijo em sua capa para tornar-se filhote.

4.3 Modelos de Gurney & Nisbet

Muitos modelos tém sido propostos no sentido de que a dispersao animal
contribua para a estabilidade do sistema ecoldgico. Entretanto, pouca atencao tem

sido empregada com relagao ao contorno e ao tamanho da regiao [Namba (1980)].

Com relagao a esses problemas Namba (1980) estudou os modelos de
Gurney-Nisbet, ja que esses modelos sao muito simples e é 1til o estudo das relacoes
entre dispersao animal, contorno e tamanho da regiao onde se tem a dispersao, para

que se mantenha a estabilidade do sistema ecoldgico.

Consideremos a nossa lei de conservacao basica definida no capitulo 2:
=——+F (4.71)

Os modelos de Gurney-Nisbet estao baseados na equagao (4.71), na qual o termo de
fonte tem a forma F' = G(x)u, o que quer dizer que a populagao é crescente, com uma

taxa de de crescimento per capita G(z) que independe da densidade populacional.



Entao a densidade populacional u(x,t) satisfaz a equacao

ou 0
W= Gl ol ) (4.72)

onde
e u(z,t) é a densidade da populac¢do u em uma posi¢do x no tempo t;

e G(z) é a taxa de crescimento per capita da populagao local, indepen-

dente da densidade da populacao;

e ¢(z,t) é o fluxo da populagio local.

Gurney e Nisbet (1975) propuseram trés modelos para o fluxo de populagao, de

acordo com o movimento dos individuos, dependendo ou nao da densidade u:

1. O modelo que descreve o movimento aleatério dos individuos, para o

qual
ou
=—-D— 4.73
6= (4.73)
onde D é uma constante positiva. Assim, a equacao (4.72) torna-se
ou  0*u
—=—+4+0G . 4.74
ot~ ogz TG (4.74)

Esse modelo é obtido da suposicao que o movimento de individuos é

aleatorio.

2. O modelo que descreve o movimento aleatério parcial dos individuos.

Nesse caso

oo
ox ’“”ax’

onde D e p sao constantes positivas. A equacao (4.72) com o termo

¢=—D (4.75)

(4.75) passa a ser

ou_ p@u 9 ([ Ou
ot~ o2 Moz

u%> + G(z)u. (4.76)
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3. O modelo com movimento exclusivamente dirigido é dado por
= —Du—. 4.77
¢ s (4.77)
A equacao (4.72) com o termo ¢ de (4.77) passa a ser escrita como

ou 0 ou
ou_po <ua_x

T % ) + G(z)u. (4.78)

O primeiro modelo é obtido da suposicao que o movimento de individuos é aleatério
e os dois ultimos podem ser considerados como um tipo de modelo de difusao com
coeficientes dependentes da densidade populacional. Eles sao chamados modelos de

dispersao dependentes da densidade.

Gurney-Nisbet (1975) fizeram uma hipétese na taxa de crescimento,
G(z), de que o ambiente é um universo largamente hostil (G(z) < 0) que contém
uma tnica regido de habitat vidvel (G(x) > 0). Eles consideraram as equagdes numa

regiao infinita com as seguintes condic¢oes de contorno:
u(z,t) - 0, quando z — £o0 (4.79)

e mostraram que uma populacao que vai a extingao ou cresce explosivamente quando
a dispersao é aleatoria; pode passar a estabelecer uma distribuicao estaciondria, se

a dispersao for dependente da densidade populacional.

O autor também mostrou que uma populacao que exibe dispersao de-
pendente da densidade, pode estabelecer uma distribuicao estaciondria, mesmo que
o habitat esteja limitado a uma pequena regiao onde a populagao difunde-se aleato-
riamente, crescendo de forma explosiva (G(z) > 0). Os resultados de Namba podem
ser relevantes para o desenho de parques e reservas nacionais, uma vez que se sabe
que o numero de espécies que podem ser naturalmente mantidas em equilibrio de-
pende do tamanho do parque e uma pequena area tende a suportar apenas espécies
pequenas. O ntimero de espécies mantidas naturalmente numa regiao pode depen-
der da estrutura da comunidade. Entretanto, seria necessario que um mecanismo

regulador de populacao de alguma espécie tinica operasse, para salvar as espécies
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em declinio. Assim sendo, o efeito de introduzir uma dispersao dependente da den-
sidade, dentro de um sistema, é o de aumentar a taxa de difusao em densidades
populacionais altas. Se a escala de crescimento for tal que uma populacao experi-
menta simplesmente dispersao aleatéria, tenderia a aumentar a sua concentragao,
enquanto que a dispersao dependente da densidade teria o efeito de estabilizar a

populacao, pelo aumento da taxa de difusao.

Gurney e Nisbet (1998), referindo-se a ambientes ndo homogéneos, con-

sideram a situacao de uma populagao governada pela equagao diferencial:

ou 0%u
= = Dw + F(u), (4.80)

onde

—doou, se |z| > Xg,

sendo gy e dp constantes reais positivas.

Na figura 4.21, visualizamos a faixa (patch) favoravel, de largura 2Xg,
na qual nascimentos superam mortes, e a populacao cresce exponencialmente, de
acordo com F'(u) = gou. Fora desta faixa, mortes superam nascimentos, e a popu-

lagao decresce exponencialmente, de acordo com F'(u) = —dpu.

Investigacoes numeéricas deste sistema parecem indicar que sua estabi-
lizacao nao ¢ possivel. Entao, nao vai se procurar um estado estaciondrio, mas sim
uma solucao na qual a distribuicao da populacao tenha uma forma constante e, com

o passar do tempo, cresca exponencialmente.

Colocando # = 0 no centro da faixa favoravel, o problema torna-se
simétrico em torno de x = 0, o que nos permite concentrar-nos apenas em x positivo.

Entao, procuraremos uma solugao do tipo

(e.1) uy exp(At) cosaz, se x < Xg (4.82)
u(x,t) = :
ug exp(At) exp(—bz), se x> Xg

cujo grafico, para um certo ¢ fixo, apresentamos na figura 4.22.
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Figura 4.21: Grdfico da faixa favordvel, de largura 2X g, na qual nascimentos super-
am mortes.
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Figura 4.22: Grdfico da solugdo (4.82) em t = 0.3, para um sistema com os sequintes
parametros: D = 0.5, go = 5.3, 0g = 7.2 e X = 0.3.
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Substituindo a solucao proposta (4.82) na equacao diferencial (4.80),

obtemos:
2 go — A 2 60 + A
= b? = ) 4.83
a o © o) (4.83)
Como a? > 0, concluimos imediatamente que
A < go. (4.84)

Para obter uma solucao com significado bioldgico, é preciso que a funcao u seja

monotonica decrescente; portanto devemos ter
T
b>0 e 0<CL<§Xg. (4.85)

Além disso, para nao violar as leis de conservacao sobre o contorno entre as duas
partes da solucao, ela deve ser continua e com inclinagao continua sobre o contorno;

impondo estas condigoes & solugao proposta (4.82), obtemos:

uy cos (aXg) = ug exp(—bX¢) (4.86)
uasin (aXqg) = usbexp(—0Xg),

donde podemos escrever:

b
tan(aXq) = p (4.87)

5
tan(aXg) = ‘/QODZ? 1. (4.88)

A equagao (4.88) é uma equagao transcendental, a partir da qual, em principio,

ou ainda, usando (4.83):

podemos obter a em funcao dos parametros Xg, go, 09, D do sistema. Uma vez
obtido @, podemos, por meio de (4.83), calcular A e b em fungdo dos parametros
do sistema. Da equagao (4.88), observamos ainda que a condigdo necessiria para

existir a solucao procurada é:

a® <dd, = . (4.89)

A > —4, (4.90)
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que, juntamente com (4.85), fornece:

—dp < A < go. (4.91)
Além disso,
Xg =0 implica a = amayx, iSto é, X\ = —d; (4.92)
enquanto que
Xg — oo implica a — 0, istoé, X — go. (4.93)

Referindo-nos a equagao (4.88), observa-se que

Ve 7T ~
e quando a cresce de 0 até §Xg, o lado esquerdo desta equacao cresce

monotonicamente de 0 a oo;

e quando a cresce de 0 até amay, 0 lado direito desta equagao decresce

monotonicamente de oo a 0.

Entao a equagao transcendental (4.88) tem exatamente uma solugdo entre 0 e

T
min (amax, §XG>; e existe, portanto, exatamente um valor véalido de A.

Por outro lado, referindo-nos ainda a equagao (4.88), e variando Xg,
vemos que quando X aumenta, o valor de tan(aXg) também aumenta, mas o lado
direito da equacao (4.88) nao varia. Entao, aumentando X¢, deve decrescer o valor
de a para o qual os dois lados da equagao (4.88) sdo iguais entre si. Portanto, o

valor valido de A é uma fung¢ao monotonica crescente da meia-largura da faixa, Xg.

Ja sabemos que A = —dy quando Xg =0 e A — g9 quando X5 — o0;
entao, virtualmente todas as combinacoes de parametros devem resultar ou em A > 0

(crescimento exponencial) ou em A < 0 (decaimento exponencial).

Se variarmos X de 0 a oo, mantendo todo o resto constante, entao

todas as faixas cuja meia-largura é maior que um valor critico X, tém crescimento
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&

Figura 4.23: Resolugao grifica da equagao (4.88) para g(0) = 2, 69 = 3, D=1.2 ¢
Xg = 0.6, Gmag = 2.04 ¢ gXGzO.%.

Figura 4.24: Grdfico do lado direito e lado esquerdo da equagio (4.88) para dois
valores diferentes de X¢, com g(0) =2, 6g =3, D=1.2; (a) X = 0.6,
(b) X¢ = 1.0.
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exponencial, enquanto que todas as mais estreitas, com X¢ < X, tém decaimento

exponencial.

O valor da meia-largura critica é obtido a partir da condicao de que
9,
D

|D [
X = (/= arctan /=, (4.94)
9o 90

que, no caso em que dy > g, leva a

T | D
X~ — ) —. 4.95
N (4.95)

Dedicamos o capitulo 5 a exemplos de modelos de dispersao, cujo coe-

Xe = X} corresponde a A = 0, que substituido em (4.83), fornece a? =

portanto, de (4.88):

ficiente de difusao é dependente da densidade da populacao.
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5 ALGUNS MODELOS DE DISPERSAO DE
INSETOS COM COEFICIENTE DE
DIFUSAO PROPORCIONAL A UMA
POTENCIA DA DENSIDADE
POPULACIONAL

Vamos nos referir, agora, a modelos de dispersao de insetos com co-
eficiente de difusao dependente da densidade populacional. A relacao entre dis-
persao animal e densidade de populagao tem sido investigada extensivamente em
insetos, pois estes se mostravam convenientes para estudos de dispersao, devido a
sua abundancia e sua alta mobilidade. Além disso, informacao quantitativa rela-
tiva a dispersao de insetos tem exercido um papel essencial no controle de pragas

[Okubo (1980)].

Vamos nos referir, novamente, a equacao da difusao unidimensional com

o termo de fonte (2.60), ou seja,

ou 0%u
5 _quLF(u,a:,t). (5.1)

Essa equacao foi escrita a partir da lei de conservacao:

ou 0¢p

N + e F(u,x,t) (5.2)
para um fluxo da forma
o= —D% (5.3)
N or '

Quando % = 0, significa que u(z,t) ndo depende de z, isto é, as particulas estao
uniformemente distribuidas, com igual densidade de particulas a direita e a esquerda,
de qualquer seccao transversal, e neste caso o fluxo ¢ por difusao sera nulo. Se u(z, t)
for uma funcao crescente com z, entao o fluxo deverd ser negativo (haverd maior
concentracao a direita em x e, portanto, mais particulas deverao passar da direita

para a esquerda do que da esquerda para a direita). O estudo do fluxo difusivo foi

introduzido por Fick (1855) na dispersao de moléculas de um soluto em um meio
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fluido e por Newton-Fourier para a difusao do calor [Rodrigues (1998)]. Assim, o

fluxo difusivo é dado por
ou

e a equagao (5.2) passa a ser
ou 0 ou
N + B <D%> = F(u,z,1). (5.5)

Uma extensao do modelo classico de difusao, que é de particular relevan-
cia para a dispersao de insetos, é aquela na qual o coeficiente de difusao na expressao

para o fluxo ¢, equacdo (5.3), depende da densidade da populacdo u, isto é,

ou

¢=—D(u)7. (5.6)

Uma forma tipica para D(u) considera que haja um aumento na difusdo devido a
pressao da prépria populacao, sob a forma:

D(u) = Dy - (—)m (5.7)

Ug

onde m, Dy e uy sao constantes positivas, Dy é o valor da difusividade para uma
densidade de referéncia u = wuy, isto é, D(ug) = Dy (figura 5.1(a)). Observamos
que, diferentemente do modelo com coeficiente de difusao constante, nao nulo para

qualquer valor de u, a forma (5.7) leva a D(u) nulo, isto é, fluxo nulo de populagao,
m

u
quando u = 0. Na figura 5.1(b), observamos que, se m < 1, T diminui quando u
u

cresce, com m > 1, . cresce com u e se m = 1, I é constante igual a 1 para
u u

todo w.

Outra observacao interessante vem do fato de que, apés substituir (5.7)

em (5.5), obtém-se:

ou u\" 0%u D, ou\ 2
KDy (L) eyt () .
or T <u0> dz? —i—m%nu <8x> (v, 2,7), (5:8)

onde o terceiro termo poderia ser interpretado como uma “conveccao” com veloci-

dade m&um’l@.
ug’ oz
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MT"
D[— .y
’ - du m=2
u m=2 b=
dit
Dl _____
7.
|
|
m=0.5 ‘
! =1
1 m=1 } 1
|
| w=0.5
|
|
| " T >
0 z n, % 0 1 2 u
(a) (b)

Figura 5.1: (a)Grdfico de D(u), definida em (5.7), para m = 0.5, m =1 em = 2;

(b)grdfico de M fungdo de u, para m =0.5, m=1em = 2.
u

5.1 Sem Termo de Fonte

O termo de fonte F' na equacao da difusao (5.1) representa a taxa de
producao por unidade de tempo e volume menos a taxa de perda por unidade de
tempo e volume. No contexto ecoldgico, o termo de fonte, F'(u,z,t), é geralmente,
uma funcao nao linear que representa o processo de crescimento, decrescimento e
interacao intra-especifica da populagao u, que pode envolver taxa de nascimento,

morte e migragao.

Nesta subseccao 5.1, abordaremos modelos onde tais termos nao sao

considerados; assim sendo, a equacao diferencial (5.2) reduz-se para

ou 0¢

5+ 5 =0 (5.9)

5.1.1 Equacao da difusao

Supondo que inicialmente (em ¢ = 0) sejam liberados ) insetos por

unidade de area, no ponto x = 0, o problema de valor inicial tem a forma:

o0 ("o
ot — ox [\w /) o0z’

u(z,0) = Qi(x). (5.10)
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, 1
uart) = uo[)\(t)]_ll —{mf(t>}2] R
| ulz,t) =0, |z > roA(t),
sendo B
0= @
D) 12
e (L))
v = s

onde I' é a funcao gama.

Um resultado importante é o fato de que a populacao se dispersa apenas
sobre um intervalo finito, simétrico em torno do ponto a partir do qual os insetos
foram liberados, até uma distancia ro\(¢) deste ponto. O gréfico da solugao (5.11),
para m = %, como fun¢ao de x para diferentes tempos ¢ é ilustrada na figura (5.2).
Observemos que a derivada de u é descontinua em z = zy. Na figura 5.3, temos o

grafico da solucao (5.11), para m = 2.

Essas solucoes representam um tipo de onda com a frente em x = 2y =
roA(t) e que se propaga com velocidade

1+m

@ . d\ To 1 (to) 24m

dat ' %dt Tt 2+m

; (5.13)

Observamos que esta velocidade diminui com o tempo, para todo m. Na figura 5.4

dx
apresentamos o grafico de d—tf x t.

O padrao espacial representado na figura 5.5 é do tipo platicirtico,
isto é, mais achatado que a distribuicao gaussiana. Pode ser mostrado que, no

limite m — 0, a solucdo u(x,t) apresentada em (5.11) se aproxima da solucao
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/ :

PERCVRE Y, M

{a) [4=)]

1
Figura 5.2: (a) Grdfico da solu¢ao (5.11), como uma funcdo de x, sendo m = 3’

QR=12, Dy=0.9, uy=5, em dois instantes de tempo distintos: t, = 1 e
" 1
to =5; (b)grdfico de D(u) = Dy (£> , comm = o, Dy=0.9, ug=5.

Ug

t, >t

x,() ie(t) x#

Figura 5.3: (a) Grifico da solu¢do (5.11), como uma fungdo de x, sendo m = 2,
QR=12, Dy=0.9, uy=5, em dois instantes de tempo distintos: t; = 1,

to =5; (b) grdfico de D(u) = Dy (E) ,comm =2, Dy=0.9 e ug=4.
Uo
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(a) (b)

Figura 5.4: Velocidade de propagagao da onda: QQ =12, Dy = 0.9 e ug = 5; (a) para
1
m= g, (b) para m = 2.

usual da equagao da difusao (2.46) para o coeficiente de difusao constante, isto é

2o (i)
u(t) = —~—exp | —— ), t>0.
N T AN

Este modelo reproduziu satisfatoriamente os padroes de dispersao de
gafanhotos observados por Aikman e Hewitt, em 1972, e Shigesada (1980) propds um

modelo, no qual a dependéncia da difusao D(u) é proporcional a u. [Murray (1989)].

5.1.2 Equagao de convecgao-difusao

Insetos em baixas densidades populacionais freqiientemente tendem a
se agregar, e tal tendéncia para concentracao de insetos em torno de um ponto pode
ser interpretada como o resultado de um movimento atraido para este ponto. Os
modelos matematicos para distribuicao espacial de animais, como o padrao de den-
sidade dentro de um enxame de insetos, nao pode ser baseado no simples movimento
aleatorio; é preciso incluir na expressao para o fluxo de animais, um mecanismo que
se opoe a acao de difusdao. Assim o fluxo de organismos que passa por um plano
perpendicular ao eixo dos = serd constituido por dois componentes: um aleatoério e

outro nao aleatorio.
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- ~(a) 2= 2.107"

Figura 5.5: Grdfico em t = 10, da solu¢do (5.11), para Q = 20, ug = 5, Dy = 0.9:
(a) para m =2-1071, (b) para m =2-107%, (¢) grifico da solu¢io usual
da equacao diferencial (2.46) com coeficiente de difusio constante.

Se considerarmos um processo de difusao para o componente aleatério
e um processo de conveccao para o componente nao aleatério, entao o fluxo ¢ pode
ser formulado com _DE)_Z e [u, respectivamente (figura 5.6), onde D denota a
difusividade e [ denota a velocidade de transporte média dos organismos individuais

que passam através do plano. Assim o fluxo total é dado por:

ou

— 14

6 =Pu-D

que substituido na equagao (5.2), fornece

ou 0%u ou

Um modelo unidimensional que reflete isso tem o fluxo

ou

(5.16)

onde S é uma velocidade de transporte e D(u) é um coeficiente de difusdo depen-
dente da densidade populacional. Substituindo (5.16) em (5.9), obtém-se a equacao

diferencial:

ou 0 0 ou
o = 5, (5w + o <D(u)%> : (5.17)
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0
Figura 5.6: Fluzos de organismos devido a advecgao (Bu) e a difusao (—Da—u>.
x

- 0 : :
O termo de convecgao _8_(SU) representa o movimento dos insetos para uma
x

determinada regiao e S é a velocidade do movimento.

Se o centro de atragdo estiver na origem (r = 0) e a velocidade de

atragao for constante, Shigesada e outros (1979)[Murray (1989)] sugeriram
S = —Spsgn(x), (5.18)
sendo sgn(z) a funcao sinal de x, definida como segue:

—1se <0
sgn(x) = (5.19)
+1 se z>0

Observe na figura (5.7) o sentido da velocidade do movimento por atracao, conforme
o sinal seja positivo ou negativo. Assim, acrescentando a equagao (5.11) o termo de

convecgao, sendo S definido em (5.18), temos a equagao

ou o) o) u\" Ou
i SO%[sgn(x)u] + DO% [(U_o) %] . (5.20)

A equagao diferencial nao linear (5.20) nao ¢ facil de resolver, e em geral é dificil obter
uma solugao analitica; entretanto nés podemos ter alguma idéia do comportamento
da solucao para partes do dominio. Em particular, podemos analisar a dispersao

inicial (pequenos valores de ¢ > 0) e a dispersao final (grandes valores de t).
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|
[
0

centro de atracio

Figura 5.7: Modelo de dispersao com o centro de atragao na origem: Sy € a veloci-
dade do movimento por atracao.

Seja ) o nimero inicial de insetos liberados em = = 0. Para a dispersao
- . . Ou .
inicial, espera-se que gradientes de concentracao e proximos do ponto x = 0, a
x
partir do qual os insetos sao liberados, sejam grandes e, entao, nessa regiao, o
termo de conveccao é pequeno comparado com o termo de difusao. Também a alta
difusividade, devido a elevada densidade de individuos, faz com que o termo de

convecgao, no periodo inicial de dispersao possa ser ignorado e a solugao da equagao

(5.20) seja aproximadamente determinada por (5.11).

Por outro lado, para o periodo final de dispersao, ambas a conveccao
e a difusao exercem papéis importantes: a difusao tende a espalhar a populacao a
partir do centro, enquanto a conveccao tem o papel de atrair a populagao para o
centro. Espera-se que a populacao alcance um estado estacionario espacialmente
homogeéneo, no qual efeitos de conveccao e difusao se contrabalancam. O estado

ou
estacionario u(x) é estabelecido, tal que —=0, ou seja,

ot
d d u\" du
SO%[sgn(:r)u] + DO% [(u_()) %] = 0. (5.21)

Integrando a equagao (5.21), em relagao a varidvel z, e usando a con-

digao u = 0 quando |z| = oo, obtemos

So[sgn(z)u] + Do {<E>m 3—;‘] =0 (5.22)

Ug
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e Sex >0

D
Soda + —2u™ " du = 0 (5.23)
Ug

Integrando (5.23) novamente em x, obtemos:

D m
Sor + 2 = (5.24)
ug® m
ou ainda .
mSox | ™
= |Cy — 9.25
o= [ca- ] (5.25)
e Sex <0:
D
—Spda + —u™du = 0 (5.26)
Up
Integrando (5.26) novamente em x, obtemos:
D m
ug® m
ou ainda )
mSyx | ™
= |C 5.28
u |: 4 + D() :| ( )
Concluimos, portanto, que
mSo|z| m
= Co — —— 5.29
U = Ug [ 2 Dy ] ) ( )
S
paraxZOetalqueC’Q—m ol| >0, e
Dy
Sole|]7
mog|T| ™
= Cy— ——— 5.30
u=u o= R (5.30)
S
para x < 0 e tal que Cy — mDo|$| > 0.
0

Procurando uma solucao simétrica em torno de x = 0, impomos
Co=0C, =K, (5.31)

isto é:

w=uy <K—mSE)|x|>m. (5.32)
0
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Tomando ug como sendo a densidade populacional em z = 0, determinamos

K=1 (5.33)
e, portanto,

Solz|
D,

z D
> , Ve eR talque |z]<—. (5.34)
0

u:u0<1—m 5
m

Assim sendo, a solucao geral obtida é

( 1
S m D
o (1= mptfal )™ el <
u(z,t) = ¢ 0 Moo (5.35)
Dy
0 >
\ S oy

donde se conclui que a populacao se dispersa apenas sobre uma regiao finita e

simétrica com relacdo ao ponto de liberagdo dos insetos. A figura (5.8) mostra

u(x
o grafico da distribuicao espacial de Q para o estado estaciondrio da populacao
Ug

1
de insetos (5.20), com m = 2 1, 2, 5 os quais tendem a se agregar em baixa densi-

dade de acordo com a equagao (5.21). Quando o efeito de convecgao é considerado

F

£
By

cocooooo

3 & 8
Il
= k) U

P L

= — seocccs

b=

Figura 5.8: Distribui¢do espacial do estado estaciondrio de uma populagdo u(x,t),
para um coeficiente de difusao proporcional a u™ e convec¢ao dirigida
para o centro; D = 0.5 e Sy = 2.

juntamente com o de dispersao, a distribuicao espacial nao é necessariamente plati-

curtica; para m = 2’ por exemplo, a distribuicao ¢ do tipo leptocirtica, e se adapta
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muito bem a dados experimentais obtidos por Okubo e Chiang, em 1974, com um

tipo de enxame de mosquitos [Okubo (1980)].

Dobzhansky e Powell (1974) repetiram os experimentos de liberacao de
moscas Drosophila, criadas em laboratorio, realizado por volta de 1944. Em 1974,
em vez de moscas mutantes criadas em laboratério, como foi usado previamente,
eles soltaram moscas selvagens coletadas no mesmo dia do experimento ou no dia
anterior. Concluiram que a distribui¢ao espacial das moscas selvagens nao era lep-
tocurtica, mas quase gaussiana, até mesmo um dia apos a liberagao. Observaram,
também, que a taxa de dispersao foi razoavelmente maior do que no experimento
anterior e que a variancia apos dois dias depois da liberagao foi geralmente menor

do que o dobro daquela correspondente a um dia apds a liberacao.

Okubo (1980) admitiu que modelos mateméticos desenvolvidos até entao
para dispersao de insetos eram muito simples e sugeriu a necessidade de se intro-
duzir o efeito da densidade populacional a equacao de conveccao-difusao. Além
disso, Okubo considerou que um modelo simples de movimento aleatorio pode ser
empregado, atingindo seu objetivo, se o ambiente de dispersao for homogéneo e
se nao houver interferéncia entre os individuos. Ja, para populacoes heterogéneas,
torna-se necessaria a difusao em subpopulacoes, cada uma sendo trabalhada como

uniforme e cada dispersao analisada separadamente.

Embora enxames de insetos tenham sido um dos casos mais extensiva-
mente estudados de agrupamento de animais, poucos trabalhos estao voltados para
o movimento dos individuos no interior dos enxames. Usando fotografias consecu-
tivas, pesquisadores estudaram as relacoes entre a orientacao e a direcao de voo de
gafanhotos individuais com relacao a direcao do vento. Foi observado que a orien-
tacao de insetos individuais é bastante irregular, apesar do fato do enxame, como
um todo, ser guiado pelo vento. O interior do enxame consiste de um nimero de
sub-enxames, cada um movendo-se numa direcao aleatoria. Por outro lado, insetos
nas partes frontal, periférica e traseira apresentam uma orientacao coerente para o

interior do enxame. Este comportamento das bordas fornece um mecanismo para, 0s
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individuos permanecerem juntos no enxame, fazendo com que eles possam migrar

para longas distancias, por muitas horas, sem romper essa coesao.

5.2 Com Termo de Fonte do Tipo F(u) = Ku?(1 —u?) -

Equacao da difusao

Nos modelos anteriores, tivemos modelos de dispersao dependentes da
densidade com termos de difusao e de convecgao, onde nao foram incluidos termos
de interagao intra-especifica da populagao (crescimento). Entretanto, se nds dese-
jarmos considerar maiores escalas de tempo, devemos considerar tais termos, que
representaremos, genericamente, por F'(u, x,t), os quais incorporados a difusdo com

coeficiente dependente da densidade, fornecem a equacao

% - % <D(u)%> + F(u,x,t). (5.36)

Nesta se¢ao, seguiremos Murray (1989), que estuda situagoes para as
quais o coeficiente de difusao é proporcional a uma poténcia da densidade popula-
cional, a partir da forma

D(u) = Dyu™, (5.37)
sendo Dy e m constantes positivas. Comparada com (5.7), podemos dizer que ug" é

absorvido em Dy. Como termo de fonte, temos funcoes F'(u) do tipo
F(u) = KuP(1 — uf) (5.38)

onde p e ¢ sao constantes positivas. Tais funcoes possuem dois zeros, um em u = 0

e outro em u = 1.

Substituindo as fun¢oes indicadas nas equagoes (5.37) e (5.38) na equagao
diferencial (5.36), obtemos:
ou 0 ou
P~ 7 (Deum L) + KuP(1 — uf). .
5 8x< oU 8x>+ uP (1 —uf) (5.39)

ou ainda,

@ 0%u ou
ot 02 o0x

2
= Dou™ —— + Dymu™* —> + KuP(1 — u?). (5.40)
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Sabendo que

o [K]=[]"

oy ]
PI=T

podemos definir quantidades adimensionais, aqui denotadas por *,

o U =1
o i =Kt
o vt =,/ Lg

onde u* é a nova variavel dependente e t* e x* sao as novas variaveis independentes.

Visto que

@ B ou*

o Ot

ou ou* | K

= N B 41
ox or* Dy (541)
v _ vu K

ox? N 8.'17*2 D(),

a nova forma da equacao (5.39), adimensionalizada, omitindo os asteriscos para

facilitar a notacao, é

ou 0 ou
G (1 — ) - 2 m
5 = U (1—u?)+ o (u 83:) , (5.42)
ou ainda, ,
ou ou 0
P14 m—1{ 7™ m~ %
a5 = U (1 —u?) +mu <8x> ut o (5.43)

A equagao (5.43) pode ter vérias formas, dependendo dos valores de p,
g e m. Tal flexibilidade pode determinar formas mais complicadas para as quais

apenas solucoes numéricas sao possiveis. Solucoes analiticas sao tteis na medida em
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que esclarecem a forma através da qual as solucoes dependem analiticamente dos
parametros. A partir de solucoes analiticas que valem para modelos mais simples
podemos inferir a respeito do comportamento qualitativo das solucoes de equagoes
mais complicadas, porém mais realisticas. Existem, entretanto, “ciladas” escondi-
das, uma das quais é importante e serd chamada atencao a seguir, ao tentar resgatar,
comm =0,p=1eq=1, asolugao assintética (3.81) obtida para a equacao de

Fisher.

l)Casom=0ep=1
Para relacionar com os resultados obtidos no capitulo 3 para a equacao de Fisher,
comegaremos por considerar na equagao (5.43), ainda com ¢ qualquer, o caso m =0
e p = 1. Posteriormente, consideraremos o caso particular ¢ = 1. A equagao (5.43)
torna-se, entao:
ou 0%u

— = —ul i
T u(l u)+ax2, q>0 (5.44)

Visto que v = 0 e u = 1 sao os estados estacionarios uniformes, procuraremos

solucoes do tipo onda viajante na forma

u(z,t) =U(2), z =z —ct,
U(—o0) =1, U(+o0) =0,

(5.45)

onde ¢ > 0 é a velocidade da onda que devemos determinar. Substituindo as
derivadas de (5.45), obtidas em (2.54), tem-se a equagao diferencial ordinaria, para
U(z):

U'+cU' +U(1-U% =0, (5.46)

A forma do primeiro termo na solucao frente de onda assintotica, para a equacao
de Fisher (3.81), sugere que procuremos, de maneira otimista, solu¢oes da equacao

(5.46), do tipo
1

(1 + aexp(bz))*’

U(z) = (5.47)

onde a, b e s sao constantes positivas, a serem determinadas. Essa forma satisfaz as

condigoes de contorno de (5.45), pois

lim U(z) =1 e lim U(z) =0. (5.48)

Z2——00 Z—+00
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Por causa da invariancia translacional da equacao (5.46), podemos dizer que a é ar-
bitrario, e pode ser incorporado dentro da exponencial como uma translacao b *lna

em z, pois

1
aebz _ elna, . ebz _ eb[z—l—blna]'

Esta translagao pode ser observada na figura 5.9. Ainda, b e s podem ser encontrados
para que a solucao (5.47) satisfaca a equacao (5.46, para qualquer que seja o valor

1
de a. Se quisermos U(0) = 2 teremos

a=2s — 1. (5.49)
(z) 4 - a=10
q — a-=1
- g2=01
0.5

¥

Figura 5.9: Solugdes (5.47), do tipo onda viajante com os mesmos valores para b e s,
mas distintos valores de a, mostram que elas constituem uma translacdo
em z, uma em relacao a outra.

No que segue, calcularemos b(q) e s(q), tais que U(z) dado em (5.47)

seja solugao da equacgao diferencial (5.46). Para isso, substituimos
U(z) = (1 +aexp(bz))* (5.50)
e conseqiientemente

U'(z) = —s(1 + aexp(bz))™*" - abexp(bz),
U’ (2) = (s> + s)(1 + aexp(bz)) 7572 - a®b? exp(2bz) — (5.51)
—5(1 + aexp(bz))*tab® exp(bz),
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na equacao diferencial (5.46), donde obtemos

(1+ aebz)_s_2 {[s(s + 1)b* — sb(b + ¢) + 1] a®e®* + [2 — sb(b + ¢)]ae’ +

(5.52)
+1—(1+ae¥)? 1} =0

Ao impor esta condigao, é preciso considerar as seguintes trés possibi-

lidades, para o expoente 2 — sq, do ultimo termo dentro das chaves acima:

e Se 2 —sq=0,isto é,

5=~ (5.53)

os dois ultimos termos se anulam, restando-nos apenas igualar a zero a

2bz

soma dos coeficientes de €%**, bem como a soma dos coeficientes de e,

o que fornece respectivamente:

s(s+1)b* —sb(b+c)+1=0 (5.54)

2—5sb(b+c)=0. (5.55)
De (5.55) escrevemos sb(b + ¢) = 2, que substituido em (5.54) leva a
s(s+1)b* =1, (5.56)

donde, juntamente com (5.53), concluimos que

R (5.57)

2 (2
‘ (a + 1)
e, conseqiientemente, de (5.55), a velocidade da onda

4
PR b (5.58)

V20q+2)
e Se 2 — sq =1, os dois ultimos termos reduzem-se a
1 — (1 +ae”) = —ae”; (5.59)

2bz

portanto, igualando a zero a soma dos coeficientes de e*”*, bem como a

soma dos coeficientes de e’?, obtemos:

s(s+1)b* —sb(b+c)+1=0 (5.60)

2—sb(b+c¢)—1=0. (5.61)
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De (5.61), escrevemos sb(b+ ¢) = 1, que substituido em (5.60) leva a
s(s+1)b* =0 (5.62)
que é impossivel pois s #0 e s # —1 e b # 0.

e Se 2 — sq = 2, obtemos sq = 0, que é impossivel pois s #0 e ¢ # 0

Reunindo os resultados obtidos em (5.53), (5.57) e (5.58), temos os seguintes valores,

em termos de ¢:

2
=1 (5.63)

!
b= ql2lg+2)] 2, (5.64)

1
c=(g+4)[2(¢+2)] 2. (5.65)

De (5.63) e (5.64), substituidos em (5.50), obtemos a solugao:

U(z) = (1 +aexp (q[z(q+2)]—%z))(3). (5.66)

Figura 5.10: Grdfico de U(z), dado por (5.66), coma =1 e q=2.

No caso particular de ¢ = 2, obtém-se de (5.63) e (5.64) os valores

V2

1
s=1,b= 5 © de (5.49), impondo U(0) = 3 temos que a = 1; na figura 5.10,
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tracamos a solugao U(z) correspondente. A velocidade ¢(g) neste caso é obtida a

V2

partir de (5.65), o que fornece ¢ = 5 Como ¢ > 0, observamos que a velocidade

da onda ¢ dada por (5.65), que para ¢ = 0 fornece o valor ¢ = 2, é uma funcao

crescente de ¢. Apresentamos seu grafico na figura 5.11.

velocidade

IS
1

[
L

10

o 20

Figura 5.11: Grdfico da funcao ¢(q), determinada em (5.65).

Y

ma =

madulo da declividade

F
0.24

0.22

=
(]
.

20

40 o B0

Figura 5.12: Representacao grdfica do modulo da declividade, dada pela equagao
(5.69); o ponto de mdzrimo determina Spyay ~ 0.24 em g ~ 8.07.

Uma medida da declividade S da frente de onda U(z), de acordo com o

que estabelecemos na se¢ao 3.4 é obtida pelo médulo do valor do gradiente de U(z)

no ponto de inflexao z; este, por sua vez, é calculado a partir de U"(z) = 0, de
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(5.51), donde obtemos:

zi = —b"'In(as). (5.67)
Portanto,
b
S=\U(z)| = ——7- (5.68)
(1)

Podemos obter S em fungao de ¢, substituindo b e s em (5.68), de acordo com (5.64)

e (5.63), respectivamente, como segue:

q
2

S = _ (5.69)

(1+9*
cujo grafico é apresentado na figura 5.12. Observamos que a curva apresenta um

ponto de declividade em moédulo maxima que pode ser calculado a partir da condicao
ds

— = 0; o valor aproximado obtido numericamente nos leva a S, >~ 0.24 que

dg
corresponde a g >~ 8.07. O exemplo apresentado na figura 5.10 corresponde a ¢ = 2,

2
e portanto S = %

Para o caso particular onde, além de m = 0 e p = 1, temos ¢ = 1, a
equacao (5.44) recai na equagao de Fisher (3.18). Substituindo ¢ = 1 nas equagoes

1 5
(5.63), (5.64) e (5.65) obtemos s =2, b = — e ¢ = —, respectivamente. O valor

V6T VR

1
da constante arbitraria a, tal que a condigao U(0) = 3 seja satisfeita, é obtido a
partir de (5.49), com s = 2, donde concluimos que a = v/2 — 1. Assim, temos a

seguinte solucao analitica exata do tipo onda viajante:

U(z) = ; (5.70)

2
Sua declividade, obtida de (5.69), é S = % ~ 0.17. Na figura 5.13, esta solugao

. 5 , - o
com velocidade ¢ = — ~ 2.04, é comparada com a solucao assintética (3.81), que

V6

1
obtivemos no capitulo 3, até a ordem 1 em € = —, ou seja
c

u(z,c) = (1+ee) c>2. (5.71)
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1

A declividade S de (5.71), dada por (3.82), é S = 1 due para c > 2 fornece S <
c

0.125, possibilitando solugoes muito menos ingremes do que aquela que obtivemos

em (5.70). Esse exemplo ressalta um dos sérios problemas que podem ocorrer com

3
B3
“
T,
e S

-20 10 10 = 20

Figura 5.13: Solu¢do analitica do tipo onda wviajante dada por (5.70) (linha
continua); solugcdo assintdtica dada por (3.81), até a ordem 1, para
¢ =5 > 2 (linha pontilhada).

tais solucoes exatas, quando nos referimos anteriormente a “ciladas” escondidas.
Freqiientemente, elas nao determinam todas as solucoes possiveis e podem, de fato,
nao fornecer nem sequer a mais relevante, como é o caso aqui. Para analisar a
solugao da equacao diferencial (5.46) adequadamente deve ser feita uma cuidadosa

analise no plano de fase.

2)Cassom=0ep=q+1,q>0
Nesse caso, a equagao (5.43) torna-se

ou 0%u
N o) W T - -
;= U (1 U ) + "y (5.72)

Usando a forma de onda viajante de (3.25),
u(z,t) = U(z), onde z=x—ct (5.73)
obtém-se

U +cU' + U™ (1-U%) =0 (5.74)
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onde as linhas denotam as derivadas em relacao a z. Substituindo as igualdades

(5.50) e (5.51), obtemos

(14 ae”) ™57 {[sb — c|a’bse™ — [b+ cJabse” + (1 + ae”)* % + (5.75)

— (1 +ae”)* 1} =0 (5.76)
ou ainda,

(1+ ae®®) 5 2{a2e?**[V?s* — csb] + ae®*(—sb? — cbs)+ (5.77)
+(1+ aeh?) 2972 — (1 4 aeb?) 2972} = 0, '
Consideremos 2 possibilidades para o expoente —2sq+ 2 do tltimo termo nas chaves

acima:

o —25¢+2 =20 = 5 = %, os dois ultimos termos reduzem-se a

(1+ae’) —1 = ae?; portanto, igualando a zero a soma dos coeficientes
de exp(bz), bem como a soma dos coeficientes de exp(2bz), obtemos

respectivamente:

—sb® —csb+1=0 (5.78)

+5%0% — ¢csb =0 (5.79)

De (5.79): csb = s*b%, que subtituido em (5.78) fornece:

—sb® — §%b* = —1, (5.80)
isto é
1
bV = —— 5.81
s2+ s ( )
Como s = %, temos:
2 q2
b* = 5.82
1+¢ ( )
donde
b= 1 (5.83)
1+¢

= (5.84)
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e —25¢q+2 =2 = sq = 0o que nao ¢é possivel porque s e ¢ sao

constantes positivas nao nulas.

(3) Casom=p=q=1
Sendo m = p = ¢ = 1, a equacao (5.42)

ou 0 ou
27 P(1 — g4 il mZ>"
a5 = U (1—u?) + o (u 81:) , (5.85)
torna-se
ou 0 ou

cuja solucao é a mais 1til e interessante, porque este é o modelo de difusao depen-
dente da densidade com crescimento logistico de populagao u(1 — u). Fisicamente,
esse modelo implica que a populacao quando esta excessiva dispersa mais rapida-
mente para regioes de menor densidade, devido ao coeficiente de difusao D = w.
A solucao descrita, a seguir, foi deduzida por Aronson (1980) e Newman (1980)

[Murray (1989)].
Vamos procurar uma solu¢ao do tipo onda viajante para (5.86) da forma
u(z,t) =U(z) onde z=ux—ct. (5.87)

Substituindo na equagao diferencial as derivadas parciais decorrentes de (5.87), in-

dicadas em (2.54), obtém-se para U(z) a equacao diferencial ordinéria:

Uy +eU'+U(1 -U) =0, (5.88)
ou ainda
UU" = —(U)? —cU -U((1-U). (5.89)
Considerando U’ = V, temos o seguinte sistema de equacoes diferenciais de la
ordem:
u =V
(5.90)

UV' = —Vi—cV —U(1-U).
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Existe uma singularidade em U = 0, na segunda equagao do sistema (5.90). Esta

singularidade serd removida definindo uma nova variavel ¢, tal que

d d
U— = —. 5.91
dz dg ( )

Isso remove a singularidade de (5.90) e o novo sistema é da forma

dU
o =

(5.92)
dv
o= —eV = VE_U(1-U).
e ¢ (1-0)

Como o sistema (5.92) é nado linear e ndo tem solugao sob forma fechada, vamos
analisar as solucoes perto dos estados estacionarios. Os pontos singulares sao obtidos

resolvendo o sistema:

UV =0

(5.93)
eV —V2_U(1-U)=0.

e os pontos encontrados sao

(Uesta ‘/est)l — (07 0)7
(Uest; ‘/;st)Q — (17 0)7
(Uest; ‘/;st)3 = (07 _C)-

Vamos analisar a estabilidade de cada um destes pontos, a partir da linearizacao do

sistema (5.92) em torno de (Uesy, Vest), como segue:

d
d_g(U(g) - Uest) — ‘/;zst(U - Uest) + Uest (V - V;zst)
(5.94)
d
d_g(v(g) - V;zst) — (_1 + 2Uest)(U - Uest) + (_C - 2%%)(‘/ - ‘/;zst)a
que matricialmente se escreve:
d_U
ds Ves Ues U(s) — Ues
= ' ' () =Vt | (5.95)
av -1+ 2Uvest —C— 2‘/;35‘5 V(g) - %st

ds
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Analisaremos a matriz jacobiana

V:ast Uest
A(Uest; V;zst) = )
-1 + 2Uest —C — 2‘/;35‘5

para cada um dos pontos estacionarios, separadamente.

a) Perto de (Uest, Vest);=(0,0)
A matriz jacobiana associada ao ponto critico (Ues, Vest)1 = (0,0) é:

0
-1 —c

A(0,0) =

Trata-se de uma matriz singular, cujos autovalores \;(i = 1,2) sao as raizes do

determinante caracteristico:

0— A\ 0
=0,
-1 —(c+ )
donde obtemos
A =0 (5.96)
Ay = —c. (5.97)

A presenca de um autovalor nulo estd associado com o fato de que, neste caso, o

sistema linearizado:

aUu
ik
ds
(5.98)
av
—=-U—-cV
ds ¢
. , P " - U
possui um numero infinito de pontos criticos, nao isolados, ao longo da reta V' = ——
c

e, neste caso, a linearizacao nao é conclusiva. Resolvendo numericamente o sistema,

observamos que o ponto (0,0) é um nodo nao linear estavel.
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b) Perto de (Uest, Vest),=(1,0)
A matriz jacobiana associada ao ponto critico (Uess, Vest)2 = (1,0) é

1
A(1,0) =
1 —¢

cujos autovalores \;(i = 1,2), sdo as raizes do determinante caracteristico determi-

nada em (3.3.1):
1
)\172 = 5(—0 + V c? + 4)

Os autovalores sao reais e de sinais opostos e, portanto, (1,0) é um ponto de sela.

e , c 1 ,
O autovetor correspondente ao autovalor positivo, isto é, A\ = ) + 5\/ 244, 6é

(1) ¢, L
€ -+ Vet +4 -2
ew= | =272 _ 2. (5.99)
eg ) 1 1
1
O autovetor correspondente ao autovalor negativo, Ay = —g — 5\/ c2+4, é o au-
tovetor
(2) ¢ 2
€ —— V44 —-A
e@=|" =12 2 — . (5.100)
eé ) 1 1

Estes autovetores sao os mesmos obtidos em (3.42) e em (3.44), onde tinhamos a
mesma matriz jacobiana A(1,0). Assim sendo, a solu¢do para o sistema nao linear

(5.92) é dada, perto de (1,0), aproximadamente por

A
— B 2] -exp(hiet) + (5.101)
v 1

—\ .
+B> -exp(Aez”).
1
onde B; e B, sao constantes arbitrarias, que dependem das condicoes iniciais e de

contorno do problema dado.
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¢) Perto de (Uest, Vest)s =(0, —c)

A matriz jacobiana associada ao ponto critico (Uest, Vest)s = (0, —c¢) é

—c— A 0
=0.
-1 c— A
de onde obtemos:
)\1 =C
)\2 = —C

Os autovalores sao reais e de sinais opostos e, portanto, (0, —c) é um ponto de sela.

O autovetor

i

&

) —

correspondente a A\; = ¢ é obtido resolvendo o sistema
(A0, —c) = A\ - 1) - &M =,

onde I é a matriz identidade de ordem 2. Resolvendo o sistema

—C — )\1 0 Ggl)

=0,
-1 c— M\ eél)

temos

(5.102)

(5.103)

(5.104)

(5.105)

(5.106)
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correspondente a \y = —c:

(2)
€ 2c 2\
e@_ | 1| = — . (5.107)

A solugao para o sistema nao linear (5.92) é dada, perto de (0, —c¢), aproximadamente

por
0
— C) -exp(A12) + (5.108)
V 1
2\
+Cs - exp(A22).
1

onde C] e (5 sao constantes arbitrarias, que dependem das condicoes iniciais e de

contorno do problema dado.

Na tabela 5.1, apresentamos uma sintese dos resultados da andlise de

estabilidade linear dos pontos de equilibrio (Usst, Vest)-

A figura 5.14 mostra os autovetores &Y e &) em (U, Vest) = (1,0) e
em (Usst, Vess) = (0, —¢) para ¢ = 2. Em (0,0), nao foram tracados autovetores visto

que em torno deste ponto, a linearizacao nao foi conclusiva.

No que segue, apresentamos as diversas possibilidades de trajetérias no
plano de fase, dependendo do valor de ¢. As trajetérias foram obtidas através do
comando DEplot do Maple, que por sua vez usa o método numérico Runge Kutta de
42 ordem para resolver o sistema de equagoes diferenciais (5.92), que é um dos dados
de entrada; também foram dadas condi¢oes iniciais na forma [U(0) = a, V' (0) = 0],
onde a e b foram escolhidos de modo a obter uma descri¢cao nas diversas regioes onde

U>0.

Estamos interessados em trajetérias do ponto (1, 0) até (0,0) ou de (1,0)
até (0,-c) para que se tenha uma solucao tipo frente de onda na qual U(—o0) =1
e U(+o0) = 0; a diferenga é que (0,0) corresponde a U = 0 enquanto que (0, —c)

corresponde a U < 0.
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(Uests Vest) Autovalores da Autovetores Tipo de
matriz jacobiana correspondentes equilibrio
linearizacao
A =0 linearizacao nao é conclusiva,
(0,0) apresenta através da figura
matriz singular tracada
(pontos criticos numericamente,
Ao = —¢ nao isolados) observamos
que se trata de
nodo nao linear estavel
M= e=vVa+a] >0 &= <_1A?> Ve > 0,
(1,0)
ponto de sela
(instédvel)
1 _
)\2——§[c+\/02+4]<0 6’(2):< 1)\1>
Ve >0
0
= ) =
)\1 C (1)
(0,-c) ponto de sela
(instédvel)
)\2 = —C 6(2) = <2i\1)

Tabela 5.1: Resumo dos resultados da andlise de estabilidade linear dos pontos de

equilibrio (Uesy, Vest) = (0,0), (Uesty Vest) = (1,0) € (Uest, Vest) = (0,

—C)
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AU 4
dz
3 1y variedade instdvel
-£ £ do ponto de sela
H_h_ : ,-‘3’/ N
,,k'/ T
, Zinl/
F 4 g
vatiedade estdvel do
ponto de sela
-l
_ Si !

variedade instavel /
doponto de sela £ J 4 vatiedade estavel do
7 ponto de sela

5y
. / 3
£

Figura 5.14: Autovetores em (Uegsty Vest) = (1,0), € (Uest, Vest) = (0, —c), no plano de
fase UV, para ¢ = 2.

Podemos ter a possibilidade de uma onda com a tangente descontinua
em um ponto especifico z., como aquela que temos na figura(5.3), tal que U = 0
para todo z > z.. Isto corresponde a uma trajetéria no plano de fase que vem de
(1,0) até um ponto sobre o eixo U = 0 para algum valor negativo de V' (nao nulo).
Se 0 < ¢ < ¢yin NA0 existe uma trajetéria possivel de (1,0) para U = 0, exceto uma

trajetoria ndo realistica para V infinito (figura 5.15).

Quando ¢ aumenta existe um valor de bifurcacao cn,;, para o qual existe
uma tnica trajetéria de (1,0) até (0, —cmin) (figura 5.16). Isto significa que na frente
de onda z., onde U = 0, existe uma descontinuidade na derivada, a qual vem de

V =U"= —c¢pin para U' =0 e U = 0 para todo z > z, (figura 5.18).

Quando ¢ aumenta além de ¢y, existe sempre uma trajetéria de (1,0)
a (0,0), mas agora a solugao tipo onda viajante tem U — 0 e U’ — 0, quando z — 0o

(figuras 5.17 e 5.18(b)).
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F 3

Figura 5.15: Plano de fase UV mostrando que nao existe uma trajetoria possivel
de (1,0) até U = 0, para algum wvalor de V negativo finito quando
0<c=0.5<cpin-

Figura 5.16: Plano de fase UV mostrando que existe uma trajetéria possivel de (1,0)

até (0, —Cmin), Cmin = —=, de acordo com a equagao (5.113).

V2
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Figura 5.17: Solu¢do do tipo onda viajante de U = (1,0) para U = (0,0);

c=1> Cpin =

9~

Para estimar a solugdo exata, a trajetoria que conecta (1,0) a (0, —c)

na figura 5.16 é de fato uma reta de equagao
V=—cnn(l =U) (5.109)

com o valor de ¢y, apropriado. Para U(z), tal trajetéria deve satisfazer as condigoes

U(-0)=1eU =0 para z > z.

Em outras palavras, esta é uma solucao da equacao diferencial

AV —cV - V2 -U(1-U)
U Uv ’

(V#£0eU0) (5.110)
obtida a partir de (5.92), tal que (5.109) seja satisfeita.

Substituindo (5.109) em (5.110), sendo ¢ = ¢in, obtemos, para U # 0

e U #1,
A.(1-U)-, (1-U)2-U(1-U)
min = — —— : 5.111
¢ “Ucmim(1 — U) (5:111)
donde concluimos que
1
2
== 5.112
len 27 ( )

ou ainda,

(5.113)
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que substituindo em (5.109), fornece

T
V2
Como U’ =V, entao
v _ 1-U
dz 2’
e
dUu 1

-

1-U &

Resolvendo a equacao diferencial, temos

1
—In(l1—-U)+ —z=InK
(1-0)+—

Sendo U(z.) = 0, entao

1

—z.=InK
V2

que substituido em (5.117) resulta

1 z
—In(1-U)+ — :_C,
nl=U+ 5= 5

ou ainda,
2z — 2

V2

U(z)zl—exp[

que satisfaz U(—o00) =1 e U(z.) = 0. A solu¢ao geral é da forma

1 —exp [z

V2

0, Z 2>z,

U(z) =

onde z. é o ponto frontal da onda.

] , paraz < z.

Ze
], z < Z

(5.114)

(5.115)

(5.116)

(5.117)

(5.118)

(5.119)

(5.120)

(5.121)

Na solugao (5.121), cujo gréfico é apresentado na figura 5.18(a), a frente

de onda vai a zero, abruptamente em z = z., e para valores maiores que z., U(z) é

nulo. A trajetéria correspondente no plano de fase foi apresentada na figura 5.16.

Na figura 5.18(b), temos uma frente de onda viajante, cujo gréfico foi feito usando

a solucao do tipo onda viajante,

U(z) = (14 ae”)*

(5.122)
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Figura 5.18: Solugao do tipo onda viajante de U = 1 para U = 0, sendo a = 0.08
eb=2. A solugio (5.121), em (a), correspondente a figura 5.16, tem
uma derivada descontinua na borda frontal, em z. = V2; a solucdo
(5.122), em (b), corresponde a figura 5.17.

correspondente a trajetoria no plano de fase apresentado na figura 5.17.

Esta analise, mostrando a existéncia de ondas viajantes, pode ser esten-
dida a casos mais gerais em que o coeficiente de difusao é u™, para m # 0e m # 1,

ou até para D(u) mais geral, desde que satisfaca certos critérios [Murray (1989)].

A seguir, trataremos de modelos com coeficiente de difusao dependente
do tempo. Primeiramente, citaremos o modelo de Banks e Kareiva, que introduziram
um modelo com coeficiente de difusao variando espacialmente e temporalmente, e a
partir dai, desenvolveremos nosso estudo com modelos que possuem coeficientes que

variam temporalmente.
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6 UMA EQUACAO DO TIPO
REACAO-DIFUSAO COM COEFICIENTE
DE DIFUSAO D DEPENDENTE DO
TEMPO

Exemplificamos no capitulo 4, modelos de difusao com coeficiente cons-
tante e no capitulo 5, com coeficiente de difusao dependente da densidade popu-
lacional. Agora, vamos nos referir a modelos com coeficiente de difusao variando
no tempo, isto é, D é uma funcao de t. Nesse caso, a equacao da difusao para

u = u(z,t), em uma dimensao, torna-se

ou 0%u

— =D(t)=. 6.1
ot ( )axQ (6.1)
Se o coeficiente de difusao for dependente do tempo t, isto é, D é funcao da varidvel
t, mas independente de outras varidveis, podemos definir uma nova variavel inde-

pendente T' através de:

dT = D(t)dt, (6.2)
isto é,
t
T = / D(t")dt', (6.3)
0
fornecendo uma relagio entre 7" e ¢ que depende da forma de D(t). Visto que

Ju  Ou
5 = a7 PO, (6.4)

obtemos, a partir da equagao diferencial (6.1),

ou  0%u

que é uma equacao diferencial igual a equacao da difusao (2.46) com coeficiente de

difusdo D = 1, para u(z,T).

Se a condic¢do inicial para u(x,T =0) for wu(x,0) = ued(r — xy),

Vr € R, onde uy denota o numero total de individuos no tempo T' = 0, concentrados
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inicialmente em x = 1z e espalhando-se em um espaco unidimensional ilimitado,

entao podemos escrever:

u(z,T) =

0 M} . (6.6)

i exp [— AT
Assim, as solugoes para D constante podem ser usadas para u(x,T’) como funcao de
x e T e depois, passa-se de T para t através da equagao (6.3), que depende da forma
de D(t). Se a integral em (6.3) nao puder ser calculada formalmente, a relagao entre

T et devera ser obtida graficamente ou por integra¢ao numérica [Crank (1975)].

Por exemplo, se D(t) = Dye*, onde Dy é o valor inicial de D em t = 0,

isto é, Dy = D(0), obtemos de (6.3):
t
T = / Doe " dt' = Dy(1 — e ). (6.7)
0

e a solucao do problema do valor inicial:

du 0*u
u(x,0) = upd(z — z9), Vo € R

¢ dada por

_ U _(z—x0)?
u(, ) = \/47TD0(1 —e7t) exp [ 4Dy(1 — et)] ' (6.8)

Representamos graficamente, na figura 6.1, o comportamento do coe-
ficiente de difusiao D(t) = Dge™", com Dy = 0.3, e observamos que ele cai a zero
rapidamente. Na figura 6.2 representamos a solucao (6.8), no plano (x,u) para
D = 0.3 em diversos tempos t; = 1 < tp, =3 < t3 =5 <ty =8 <ty = 10, os
mesmos valores de tempo figura 2.8. Observamos que para D = D(t) a populagao
u dispersa-se a medida que o tempo passa, porém interrompe esse procedimento,
aproximadamente, em ¢ = 5. Para tempos maiores que este valor, o comportamento
da solucao ¢ igual ao comportamento observado em ¢ = 5. Isto esta de acordo com

a figura 6.1 que, em ¢ = 5, apresenta D(t) aproximadamente zero.

As figuras 2.8 e 6.2 representam graficamente a solucao da equagao da

difusao sem termo de fonte, num espaco unidimensional ilimitado; a primeira para
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um coeficiente de difusao constante, D = 0.3 e a segunda para um coeficiente de
difusdo dependente do tempo, dado em (6.10). Sabemos que as solugoes dependem
da forma de D(t). Assim sendo, se compararmos os dois casos, concluimos que,
para o coeficiente de difusao constante, o espalhamento prossegue, a medida que o
tempo passa, ao contrario do que ocorre para o coeficiente de difusao dependente do
tempo, em que D(t) cai exponencialmente com o tempo, levando a dispersao quase

nula, apés certo tempo.

Dt )a
Iy =031

0.2

0.1

¥

Figura 6.1: Grdfico de D(t) = Dye™*, para Dy = 0.3.

Figura 6.2: Representac¢ao da solu¢ao (6.8) no plano (z,u), em diversos tempos t
para Dy = 0.3, up =1 e xy = 0.
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Agora, compararemos o modelo de difusao com o mesmo D(t) usado
anteriormente e um modelo de difusao com coeficiente constante igual a metade do
anterior, isto ¢, D = 0.15. Analisando as figuras 6.2 e 6.4, observamos que para
o tempo t = 1, a dispersao é maior para o coeficiente de difusao dependente do
tempo D(t), entretanto, & medida que o tempo passa, o modelo com coeficiente
constante produz um maior espalhamento da populacao. Isto se justifica pela forma
do coeficiente de difusao, isto é, enquanto um coeficiente decai exponencialmente, a
medida que o tempo passa, o outro se mantém constante, conforme as figuras 6.1 e

6.3.

Dt )]

0.2

Y

-5

Figura 6.4: Representacao da solu¢ao da equagao (2.42) no plano (z,u), em diversos
tempos t para D = 0.15.
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Crank (1975) apresenta um problema que envolve a equagao da difusao
com coeficiente de difusio de particulas D(t) = Dye ' e com um termo de fonte que

decai exponencialmente com o tempo: ae®t, isto é,

ou 0%u
T D(t)@ + f(¢), (6.9)
onde
D(t) = D(0)e™, (6.10)
f(t) = ae . (6.11)

Se, além da definigdo da varidavel T através de (6.7), definimos uma nova varidvel
dependente através de
g=1-e—u, (6.12)

a equagao diferencial (6.9) pode ser escrita sob a forma

dqg 0%

— = — 6.13

oT  0x%’ (6.13)
para q(z,T).

Supondo que ugy particulas sejam liberadas no tempo ¢t = 0, em x = x,

a condicao inicial é dada por

u(z,0) = upd(z — xy), (6.14)
Usando (6.12), a condigao inicial para ¢(x,T) é:

q(z,0) = —ugd(z — xp), (6.15)

e portanto a solucao de (6.13) é

g(z,T) = —Jifr_T exp {—%] . (6.16)

Por outro lado, de (6.7), temos T = Dy(1—e~") = Dy— D(t), que nos permite voltar

a variavel inicial ¢, como segue:

__ Uo oy | @ @0)*
N e OETI0) > |10, = B (6:17)
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e que, substituido em (6.12), fornece:

u(z,t) = il ; exp { (z — mo)?

VAT Dy(1 — et _m} +1—exp(—at) (6.18)

As equacoes diferenciais que estudaremos neste capitulo tém todas a
forma da equacao (3.1)

=D+ () (6.19)

onde f(u) é tem um termo de decaimento —au, ou um termo de crescimento logistico,

o1~ )
1STO e, r"u - — ).
’ K

Consideraremos, também, as possibilidades de que os coeficientes de
difusdo e do termo de decaimento variem temporalmente, isto é, D = D(t) e o =
a(t). As fungoes que usaremos para esses coeficientes serao obtidas através do ajuste
de curvas, a partir dos pontos oriundos dos experimentos feitos por Banks e Kareiva

(1983), conforme relataremos a seguir.

6.1 Estimativa de Parametros a Partir de Dados

Experimentais [Banks et al (1985)]

Numerosos sistemas biolégicos tem sido modelados por equagoes de
transporte e estes modelos tém tido um importante papel na Biologia Matematica.
As equagoes de transporte tém sido usadas com dados experimentais, em biologia,
tanto em estudos de evolucao quanto de populacoes. Uma conexao entre modelo e
dados experimentais pode ser facilitada por esquemas de identificagao de parametros,
isto é, algoritmos que geram os parametros num modelo de modo a estabelecer o

melhor ajuste entre as previsoes do modelo e os dados observados.

Existe uma ampla literatura em estimativa e identificacao de parametros
em problemas governados por equacoes diferenciais parciais. Por varios anos,
desenvolveram-se algoritmos para a identificacao de parametros em equacoes de

transporte. Trabalhos recentes, voltados para modelagem de dispersao de insetos,
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tém usado dados experimentais de liberacao de insetos marcados e posteriormente

recapturados (mark-recapture data).

Para justificar o uso de um modelo unidimensional, Banks e Kareiva
(1983) observaram o movimento de besouros, em faixas de terra cultivadas de 1m
x 80 m. Nao existindo outras plantas das quais os besouros poderiam se alimentar,
além destes arranjos lineares, seu movimento local era confinado a pequenos saltos
num sentido e noutro, em cada arranjo linear. Os insetos marcados eram liberados
no ponto médio de cada arranjo linear, no inicio do experimento, e durante trés dias,
eram coletados os dados a respeito da dispersao destes insetos ao longo de cada ar-
ranjo linear. Usando um modelo que contemplava variacao espacial no coeficiente de
dispersao, Banks e Kareiva constataram que modelos de transporte com movimento
orientado (variacao espacial no movimento convectivo) se ajustavam consideravel-
mente melhor do que aqueles com difusao passiva. Permitindo variacao espacial
nos coeficientes da equacao de transporte, descrevendo mecanismos de difusao, de

conveccao e além de fonte ou sumidouro, a equacao tem a forma

ou 0%u 0

— =D(2) 55 — == (V(2)u) — a(zx)u+ f(x,5),
8t 8x 833 (620)

te (0, 7], =€ (0,1).

Para o movimento de insetos, foi constatado ajuste satisfatorio apenas para periodos
curtos (de um ou dois dias), e os sucessos deste modelo foram contrabalangados por

falhas na descricao do movimento dos insetos, no curso de trés dias.

Posteriormente, Banks et al (1985) levantaram a hipétese de que tais
modelos haviam falhado, em algumas casos, por causa da auséncia de variagao tem-

poral nos parametros que representaram taxas de movimento e migracao de insetos.

Motivados pela variacao temporal aparente nos experimentos sobre mo-
bilidade de insetos, e reconhecendo que variacao temporal é uma caracteristica geral
do processo biolégico, Banks et al (1985) consideraram modelos de dispersao de inse-

tos, a partir da equacgao de transporte, com parametros que variam temporalmente,
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bem como espacialmente, isto é:

0 0? 0
5 = D)5 = 5 (Vie, ) — a(w, u + f(,t, 5), oo

te (0,7], =€ (0,1),

onde u é a densidade populacional de besouros marcados e liberados, x é o espaco
reescalado, no qual o intervalo de [0,1] corresponde ao intervalo real de 100 m, D(z, t)
é o coeficiente de difusao, V' (x,t) é o coeficiente de convec¢ao, a(x,t) representa uma
taxa de decaimento, devido & morte e migragao e a fungao perturbagao f(z,t, 3) que
envolve um parametro 3 e representa qualquer agente externo, como por exemplo o

vento.

Neste problema, consideram-se condigoes de contorno homogéneas:
u(0,t) =u(l,t) =0 (6.22)
e condicao inicial:

u(z,0) =0 para todo x # 0.5
©(0.5, 0) =n, onde n é o nimero de besouros marcados que foram liberados no

ponto médio de cada arranjo linear no inicio do experimento.

As condigoes de contorno u(0,t) = u(1,t) = 0 foram justificadas pelo fato de que
menos de 1% dos besouros marcados atingiram as extremidades dos arranjos culti-
vados (z = 0.1 e x = 0.9) e porque nao havia alimento para sustentar os besouros

fora dos arranjos lineares.

Os dados experimentais eram observagoes de u (densidade de insetos)

em estacoes distribuidas regularmente entre x=0.2 e x=0.8.

De fato, Banks et al (1985) desenvolveram algoritmos de estimagao
numeérica para determinar os coeficientes dependentes do tempo envolvidos no mod-
elo unidimensional

ou 0%u
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de modo a otimizar o ajuste com os dados experimentais, sendo u(z,t) a densidade
da populacao de insetos, mais precisamente, besouros, por unidade de comprimen-
to, marcados para o experimento e depois liberados; D(t) o coeficiente de difusao,

dependente do tempo e «(t) o coeficiente de decaimento.

Os autores justificam o uso da equagao diferencial mais simples (6.23),
ao invés de (6.21), por nao ter sido observada nenhuma componente convectiva
significativa (isto é, V(x,t) ~ 0), nem qualquer dependéncia espacial perceptivel
nos coeficientes ( isto é, D(z,t) ~ D(t) e a(z,t) ~ «(t)); por outro lado, observou-
se uma acentuada dependéncia temporal nestes coeficientes. Além disso, a funcao
que representa o agente externo f(z,t,3) é nula. Como os experimentos foram
realizados em jardins cuidadosamente cultivados, sob condicoes controladas, nao é

surpreendente que se tenha uma homogeneidade espacial.

As andlises subseqiientes dos dados experimentais e a equagao (6.23)
estao apresentados em termos de dias apds a liberacao dos insetos. Na verdade,
os dados foram coletados em termos de horas, sendo que a atividade didria de be-
souros era durante um periodo de 8h (9a.m. - 5p.m.). Fora deste periodo didrio,
os besouros eram inativos; nem se alimentavam nem se moviam. Para explorar a
hipétese da dinamica com variacao temporal, os autores examinaram a adequabili-
dade da equacdo (6.23) para descrever os dados experimentais, usando combinagoes
diferentes de D constante, D variando com o tempo, « constante e o variando com

0 tempo.

Uma das tarefas realizadas por Banks et al (1985), neste trabalho, foi a
de desenvolver algoritmos para a estimativa de parametros que variam com o espago
e também com o tempo, de modo a estabelecer um problema computacionalmente
tratavel. Tomando por modelo a equagao diferencial parcial (6.23), com condigoes
iniciais e condicoes de contorno conhecidas, a determinacao dos coeficientes possivel-
mente variando com o tempo D(t) e «(t) foi efetuada de modo a fornecer o melhor
ajuste entre a dinamica do modelo e os dados experimentais. Estes dados foram

obtidos através de trés experimentos distintos, diferindo um do outro quanto ao es-
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D) | o)
0.0206 | 0.2559
0.0302 | 0.2486
0.00008 | 0.0056
0.0000 | 0.00014

W N = O+

Tabela 6.1: Tabela de valores obtidos para o coeficiente de difusao D(t) e para o
coeficiente de decaimento a(t), através de experimentos distintos. Da-
dos coletados apds o primeiro, segundo e terceiro dia da liberacao dos
insetos, num periodo de trés dias [Banks et al (1985)].

pacamento entre as faixas cultivadas. Para os trés, o melhor ajuste entre previsoes e
dados observados foi aquele correspondente a tanto DD quanto « variando com o tem-
po. Entretanto, um ajuste quase tao bom quanto este foi aquele para D constante,
e apenas « variando com o tempo. Por outro lado, sem variacao temporal nem D
nem «, apenas os dados para um dia apresentaram bom ajuste [Banks et al (1985)].
Reproduzimos na tabela 6.1, os valores obtidos para o coeficiente de difusao D(t)
e para o coeficiente de decaimento da populacdo a(t), apds o primeiro, segundo e
terceiro dia subseqiiente a liberacao dos insetos. As representacoes graficas desses
valores estao apresentadas nas figuras 6.5 e 6.6, respectivamente. Os pontos de-
notam os dados do experimento e a linha tracejada serve apenas para ligar esses

pontos, nao fazendo parte dos dados do experimento.

Os autores interpretaram a figura 6.6 como representando o seguinte
fenomeno biologico: logo depois da liberacao dos besouros, isto é, existe um pico
na emigracao de besouros (« alto) devido & perturbacdo que ocorre nos besouros
que foram marcados e manipulados; apds um dia de atividade natural, no campo de

observacao, esse efeito de perturbacao desaparece e cai para seu nivel “natural”.

6.2 Formulagao do Problema

Valendo-nos dos parametros determinados no trabalho de Banks et al
(1985), simulamos nosso experimento, considerando a liberacao de 20 insetos, em

uma unica posi¢ao, ou seja, no ponto médio de um canteiro de 100 m, no qual
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Figura 6.5: Coeficiente de difusao dependente do tempo, determinado por Banks et
al (1985).

20

0.24 b

0.1 N

Figura 6.6: Coeficiente de decaimento dependente do tempo, determinado por Banks
et al (1985).
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a plantacao desse canteiro tem a forma de um tapete uniforme. Formulamos um
modelo continuo, considerando uma tnica direcao, a do eixo dos x, e ajustamos
curvas aos valores obtidos na tabela 6.1, de tal forma que pudéssemos ter funcoes,
D(t) e a(t), com a varidvel independente ¢, que constituissem o melhor ajuste de
acordo com os critérios adotados no método dos minimos quadrados. Para isto,
fizemos o ajuste de curvas usando o método dos minimos quadrados e chegamos
as funcoes que melhor se ajustam aos pontos obtidos na tabela citada, em tempo
continuo. Assim sendo, o coeficiente de difusao e o coeficiente de decaimento, quando

dependentes do tempo, estao representados pelas seguintes funcoes:

o Coeficiente de difusao:
D(t) = a1[1 — tanh(ast — a3)], (6.24)

sendo

ay; = 0.1495, ap = 15.65, a3 = 28.34. (6.25)

A funcdo D(t), cuja representacao gréfica estd na figura (6.7), denota

o coeficiente de difusao e sua dimensao é a mesma de D, isto é,

_ [
[D(t)] = W (6.26)
Assim,
o L2
=
[az] = [t7]
as ¢ adimensional.
e Coeficiente de decaimento:
a(t) = b1[1 — tanh(bot — b3)], (6.27)

sendo

by = 0.1261, by = 36.39, bz = 70.89. (6.28)
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Figura 6.7: Curva D(t) = 0.1495[1 — tanh(15.65¢ — 28.34)] ajustada aos pontos apre-
sentados na tabela 6.1 definindo o coeficiente de difusao dependente do
tempo, no caso continuo.

O grafico de «(t) estda representado na figura 6.8. O coeficiente de

decaimento a(t) é dado por

a(t) = 0.1261[1 — tanh(36.39t — 70.89)]. (6.29)

A funcdo «(t) denota o coeficiente de decaimento e tem a mesma di-

mensa([) de c(xi, ist]o 6, [a(t)] = [t71]. Assim
_ [grandeza

"=

[b2] = [t7]

bs é adimensional.

Os valores obtidos para ai, as, as, by, by, b3 foram confirmados usando

o software Origin.

Assim sendo, analisamos o modelo unidimensional (6.23)

ou 0%u

onde
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Figura 6.8: Curva a(t) = 0.1261[1 — tanh(36.39 — 70.89)] ajustada aos pontos apre-
sentados na tabela 6.1, definindo o termo de decaimento, dependente do
tempo, no caso continuo.

e u(z,t) é a densidade da populagdo de insetos, mais precisamente, be-
souros, por unidade de comprimento, marcados para o experimento e

depois liberados;
e D(t) é o coeficiente de difusdo, dependente do tempo;
e at) é o coeficiente do termo de decaimento.
Apéds um estudo comparativo (secao 6.3) do efeito de D(t) dado pela equacao (6.24),

em um problema com a equacao da difusao, sem termo de fonte, estudamos, na

subseccao 6.4.1, os seguintes casos:

D constante e a=0 (caso I)

D constante e « constante (caso II),

D constante e « = «(t) (caso III),
e D=D(t) e a=0 (caso IV),

e D = D(t) e o constante (caso V),
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e D=D(t) e a=at) (caso VI).

Posteriormente, na subseccao 6.4.2, substituiremos o termo que define morte e em-

igracao, —a(t)u, por um termo de reacao do tipo logistico, ru (1 — %), donde
obtemos a equacao diferencial parcial:
ou 0%u u
9 _ prLl (1——), 6.31
ot ( )81:2 ru K (6.:31)

onde

e 1 é uma constante positiva que define a taxa de crescimento linear e

e K ¢ o parametro positivo que indica a capacidade de suporte do ambi-

ente.

Visto que o coeficiente de difusao D varia em funcao do tempo £, de

acordo com (6.24), a equagao (6.31) pode ser escrita como

ou 0%u u
a = (1,1(1 — tanh(agt - ag))@ “+ ru (1 — ?> y (6 32)

ze0,1], te][0,T],

sendo ay,as e az os valores definidos em (6.25). O modelo (6.32) é analisado con-

siderando

e D constante (caso VII)

e D = D(t) (caso VIII).

u
Através da mudanca de variavel = v (como aquela feita na equagao

de Fisher, equagao (3.3)), a equacao (6.32) pode ser escrita sob a forma

v 0*v
i D(t)w +ru(l —v), (6.33)

onde a varidvel dependente v é adimensional (cada termo tem agora dimensao de

[1]71) e, além disso, o nimero de parametros fica reduzido de 3 para 2.
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6.3 Resolucao Analitica da Equacao da Difusao, num

Espaco Unidimensional Limitado, sem Termo de Fonte

Analisaremos, agora, a equacao da difusao, num dominio unidimensio-

nal limitado, isto é, o problema de de contorno:

ou 0*u
— =D— 6.34
ot Ox? (6:34)
w(0,8) =0, u(L,t)=0, t>0, (6.35)
u(z,0) = upd(z —xp), 0<az <L, (6.36)

cuja solucao ¢é dada por
=2 nr)?

u(w,t) = nz:; szo sin (nzxo) e D7) sin (nzx) : (6.37)

Consideramos no nosso trabalho L = 1, ug = 20 e g = 0.5.

Analisaremos o comportamento da populacao v = u(z,t), para dois
valores constantes de coeficiente de difusao: D = 0.03 e D = 0.015. O primeiro
valor baseia-se no fato de que o valor maximo atingido pela curva ajustada aos
pontos apresentados na tabela 6.1, que define o coeficiente de difusao, é D; = 0.03.
O valor de Dy = 0.015 é a metade deste. Os valores de t entre 0 e 3 estao de
acordo com o intervalo de tempo em que representamos graficamente o coeficiente
de difusao (figura 6.7). Observamos nas figuras 6.9(a) e 6.10(a), que a populacao se
dispersa para as extremidades e esse espalhamento aumenta com o passar do tempo.
Entretanto, se o coeficiente de difusao é menor, o processo de dispersao é mais lento.
As figuras 6.9(b) e 6.10(b) mostram o comportamento da densidade no tempo inicial

t=0.
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Figura 6.9: Representac¢ao grafica da solu¢ao analitica (6.37), considerando D =
0.03, zp = 0.5, ug = 20; (a) nos diferentes tempos t; = 0.12, to = 0.5,
ts=1,t, =2 ety =3, (b) no tempo inicial t = 0.
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Figura 6.10: Representacao grifica da solugdo analitica (6.37), considerando D =
0.015, xg = 0.5, ug = 20; (a) nos diferentes tempos t; = 0.12, t5 = 0.5,
ts=1,t,=2ets; =3, (b) no tempo inicial t = 0.
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Substituindo D por D(t), no problema de contorno (6.34), temos a

equacao diferencial
ou 0%u

— =D(t)=—. 6.38
ot ( )8332 (6.38)
Usando (6.2-6.4)), obtemos (6.5), para u(z,T’)
ou  0u
— = 6.39
or  oz?’ (6.39)
uw(0,7) =0, u(L,T)=0, T >0, (6.40)
u(z,0) = upd(z — x), 0<z <L, (6.41)
cuja solugdo é dada por (6.37), substituindo ¢ por T e D por 1, isto é:
=2 (2
u(x,T) = Z % sin (nzxg) e r(*) sin ? (6.42)

nmIy . nm ) )
= sin bR que é nulo para n par; Assim, a

Como xy = 0.5, e L =1, entao sin

solucao (6.42) torna-se

u(z,T) = Z 2ug sin [(Qn + 1)%] ¢ TCHD ™ Gin (20 + 1), (6.43)
n=0
Como sin [(Qn + 1)%] = (—1)", entdo podemos escrever a solucao (6.43) na forma
u(z,T) = Z 2(—1)"uge T ™ gin(2n 4 1)z, (6.44)
n=0

A solugao u(x,t) é obtida apds substituir 7" em fungao de t. Para isso,

substituiremos em (6.3) o coeficiente de difusdo D(¢) obtido em (6.24):
D(t) = ai[1 — tanh(ast — a3)], (6.45)
sendo a; = 0.1495, ay = 15.65 e a3 = 28.34, dados em (6.25). Desta forma, obtemos
T = /tD(t')dt' = /t ai[1 — tanh(agt’ — as)]dt’, (6.46)
0 0
isto é,
T= _% a1 [_2 ast —In <_ eazti;_(_tt:a;tmg) —In <€a2taia_2:_:3azt+a3> +

ag —as
(Y (Y 6
e~ 4 3 e~ 4 e
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Substituindo 7'(¢) na solugao (6.44), de acordo com (6.47), obtém-se a solugao para
u(z,t), apresentada na figura 6.11, nos diferentes tempos ¢ e observamos que a dis-
persao ocorre a medida que o tempo passa até, aproximadamente, ¢ = 2. A partir
dai, o espalhamento da populacao cessa, uma vez que o coeficiente de difusao cai
abruptamente a zero, conforme observamos na figura 6.7, que representa grafica-

mente o coeficiente de difusao D(t).

u(x, T )‘k

fuin}

-y

)

Figura 6.11: Representacao grdfica da solu¢ao analitica (6.42), para u(z,T), con-
siderando D = 1, xy = 0.5, uy = 20; (a) nos diferentes tempos
tp = 012, ty = 0.5, t3 =1, t4 = 2 ety = 3. (b)no tempo inicial
t =

6.4 Estudo das Solugoes Numéricas para as Equacoes
Diferenciais Parciais, com D Constante e D Variando

no Tempo, a Constante e o Variando no Tempo.

Vamos analisar os modelos através de suas solucoes numéricas que sao
computadas no intervalo 0 < x < 1, sendo que esse intervalo esta reescalado, repre-

sentando o intervalo real de 100 m, com a seguinte condi¢ao inicial:

u(z,0) =0 se z#0.5
u(z,0) =20 se z=0.5

(6.48)
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e as seguintes condicoes de contorno:

u(0,t) =u(l,t) =0 (6.49)

Vamos considerar o mesmo periodo de tempo ¢ para a analise do exper-
imento, isto é, periodo de 3 dias, expressos em termos de horas. A solucao numérica
das equacgoes diferenciais parciais, tratadas neste capitulo, baseou-se no método de

diferencas finitas.

6.4.1 Equagoes diferenciais parciais com termo de decaimento

Caso I
Estudaremos a equagao (6.23), usando um valor constante para o coeficiente de
difusao D=0.03101 e a=0. Nesse modelo, nenhuma forca externa atua no processo

de dispersao. A equagao (6.23) tem a forma

2
% - 0.03101%. (6.50)

Na figura 6.12, observamos que a dispersao dos insetos ocorre lentamente, entretanto,
para valores de tempo pequenos observam-se picos, mostrando que eles ainda tendem
a se manter agrupados. A medida que o tempo passa, a populacao tende a se
espalhar para os extremos. A figura 6.13 mostra a solugdo no espaco (z,t,u), no

final do primeiro, segundo e terceiro dias apds a liberacao dos insetos.

Caso II:
Vamos analisar a equagao (6.23), usando um valor constante para o coeficiente de
difusao D=0.03101 e um valor constante para «(t)=0.20, ambos sugeridos no artigo

supracitado. A equacao (6.23) torna-se

ou 0%u
— =0.03101 — — 0.20u. bl
5 0.0310 52 0.20u (6 5 )

Apoés a liberacao dos insetos no ponto médio de um canteiro, observa-se que hé
pouca dispersao. Em torno de 10% dos besouros liberados nao se encontram mais
no ponto médio, apds o primeiro dia, existindo uma tendéncia natural dos mes-

mos a agruparem-se em torno desse ponto. Alguns autores consideram esse efeito
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Figura 6.12: Representacao grdfica da solugao da equagao da difusao, (6.50), com
coeficiente de difusio (D) constante e sem termo de fonte, no plano
(x,u), nos tempos t = 12, t =24, t =36, t =48, t =60 et = 72

horas.
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Figura 6.13: Representacao, no espago (z,t,u), da solucio da equacdo da difusdo,
(6.50), com coeficiente de difusao (D) constante e sem termo de fonte;
(a) de t = 0 até o final do primeiro dia apds a liberag¢ao dos insetos,
(b) de t =0 até o final do sequndo dia apds a liberagdo dos insetos, (c)
de t =0 até o final do terceiro dia apos a liberagao dos insetos.
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de “tempo de pesquisa inicial”. A longo prazo esse efeito tende a desaparecer
[Rodrigues (1998)]. A partir daqui, deixaremos de apresentar os graficos tridimen-
sionais; passaremos a representar o comportamento das solugoes, apenas no plano

(x,u), em diferentes tempos.

A figura 6.14 mostra, no plano (x,u), a atividade de dispersao dos
besouros em seis tempos diferentes: o pico ocorrido no menor tempo t=12, isto é, 12
horas apos a liberacao dos besouros e apds os tempos subseqiientes ¢ = 24, t = 36,
t =48, t = 60 e t = 72 horas; A distribuicao nos tempos intermediarios entre
t =12 e t = 72 horas nao foram assinalados porque ele estao todos muito préximos.

A dispersao é pouco significativa, pois os besouros afastam-se pouco do ponto de

liberacao.

Densidade de Besouros
[}

Figura 6.14: Representacao grafica da solucdo da equacao da difusdo-decaimento,
(6.51), com coeficiente de difusiao (D) constante e coeficiente do termo
de decaimento («) constante, no plano (x,u), nos tempost = 12, t =
24,t=236,1t=48,t =60 et =72 horas.

Caso III:

O coeficiente de difusao é constante e o coeficiente de decaimento varia com o tempo,

de acordo com (6.27). A equagao (6.23) é dada por

0 _ 003101 2% o 1261(1 — tanh(36.39¢ — 70.89)) (6.52)
— = U. — — U. — n . — . . .
ot 072 a b
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Nesse caso, apds o primeiro dia de liberacao, apenas 60% da populacao nao estd em
torno do ponto médio do canteiro. Passados trés dias de experimento, observamos os
insetos aproximarem-se dos extremos do canteiro. Isso mostra que a presenca de um
parametro variando temporalmente, faz com que haja um efeito maior no processo
de dispersao. A figura 6.15 mostra o comportamento na dispersao dos besouros,

apos os tempos t =12, t=24,t=36,t =48, ¢t =60 e t = 72 horas.

—
[y ]
1

—=
o}
f

Densidade de Besouros

[}
f

Figura 6.15: Representacao grdfica, no plano (x,u), da solu¢do da equacdio da di-
fusdo-decaimento, (6.52), com coeficiente de difusio (D) constante e
coeficiente do termo de decaimento (o) dependente do tempo, nos tem-
post=12,t=24,t=36,t=148,t =60 et =72 horas.
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Caso IV: Agora, analisaremos a equacao da difusao-decaimento com
coeficiente de difusao dependente do tempo e sem nenhuma forca externa. Assim,

a equagao (6.23) torna-se, de acordo com (6.24)

ou 0%u
— = 0.1495(1 — h(15. — 28.34)) —. .
o = 0.1495(1 — tanh(15.65¢ — 28.31)) 5 (6.53)

A figura 6.16 mostra no plano (z,u) o comportamento dos insetos apés os tempos
t=12,t =24,t = 36,t = 48, t = 60 e t = 72 horas. A figura 6.17 mostra
o comportamento da densidade u(x,t) apds t = 24 horas, t = 48 horas e t = 72
horas. A linha continua representa a solucao da equacao da difusao com coeficiente
constante, (6.50), sem termo de fonte. Os pontos representam a solu¢ao da equagao
da difusao, 6.53, com coeficiente dependente do tempo D(t) e sem termo de fonte.
Observamos que as duas curvas sao semelhantes, pois o coeficiente de difusao D =

0.03101 coincide com o valor méximo da funcdo que define D(?).

Densidade de Besouros

Figura 6.16: Representacao grdfica, no plano (x,u), da solugao da equagio da di-
fusdo, com coeficiente de difusio (D = D(t)) e sem termo de fonte,
nos tempost =12, t =24,t =36,1t =48, t =60 et = 72 horas.



109

wixt )t
10

Figura 6.17: Representacao grdfica, no plano (x,u), da solugao da equagio da di-
fusao, sem termo de fonte, nos tempost =24, t =48, et =72 horas;
as linhas continuas representam a equacdo da difusdo com coeficiente
constante (6.50); os pontos representam a equagdo da difusao (6.53),
com coeficiente de difusdo variando temporalmente, D = D(t).

Caso V:
Agora, analisaremos a equagao da difusao-decaimento com coeficiente de difusao
dependente do tempo e o coeficiente de decaimento constante. Assim, a equacao

(6.23) torna-se, de acordo com (6.24)

ou 0%u
o = 0.1495(1 — tanh(15.65¢ — 28.34)) 5 — 0.20u. (6.54)

A figura 6.18 mostra no plano (z,u) o comportamento dos insetos apés os tempos
t=12,t=24,t=36,1t =48, ¢t =60 e t = 72 horas. Observamos que as figuras
onde o coeficiente de decaimento ou coeficiente de difusao sao dependentes do tempo
(figura 6.15 e figura 6.18) tém comportamentos semelhantes, embora a dispersao seja

maior quando o coeficiente de difusao varia temporalmente.

Caso VI:
Vamos considerar, novamente a equagao (6.23), sendo o coeficiente de difusdo e o
coeficiente de decaimento dependentes do tempo, de acordo com as equagoes (6.24)

e (6.27), respectivamente. Dessa forma equagao diferencial torna-se

2
Ou _ 0.1495(1—tanh(15.65t—28.34))%
Hh

> —0.1261(1—tanh(36.39t—70.89)). (6.55)
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Figura 6.18: Representacao grdfica, no plano (x,u), da solugao da equacgio da di-
fus@o-decaimento, (6.54), com coeficiente de difusio (D = D(t)) e co-
eficiente do termo de decaimento («) constante, nos tempos t = 12,
t=24,1=36,t=48,1t =60 et =72 horas.

O modelo com o coeficiente de difusao e o coeficiente de decaimento
variando temporalmente permite um maior espalhamento chegando as extremidades
do canteiro. Embora ainda exista o pico na dispersao, apés o primeiro dia da
liberacao dos insetos, este pico tende a diminuir apds o terceiro dia. A figura 6.19
mostra, no plano (x,u), o comportamento em diferentes tempos ¢; t = 12, t = 24,

t=236,t=48 t =60 e t = 72 horas.

Para comparar os modelos com os termos de decaimento, «(t) # 0 apre-
sentamos as figuras 6.20, 6.21 e 6.22 cada uma correspondendo o final do primeiro, se-
gundo e terceiro dia, respectivamente. Observando as figuras, conclui-se que também
no modelo continuo, se um dos parametros varia temporalmente, a dispersao é maior
do que em modelos com coeficientes constantes, conforme a conclusao de Banks et
al. Observamos que, quando nao ha variacao temporal em nenhum dos parametros,
existe um pico, apds a liberacao dos insetos, mostrando que a dispersao é lenta, e
os insetos tendem a permanecer em torno do ponto de liberacao. Por outro lado, se
os coeficientes variam temporalmente, o modelo representa uma quantidade menor
de insetos agrupados em torno do ponto de liberacao. Os graficos que representam

os modelos com coeficiente de difusao e decaimento variando temporalmente (caso
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Figura 6.19: Representacao grdfica, no plano (x,u), da solugao da equagio da di-
fus@o-decaimento, (6.55), com coeficiente de difusao D = D(t) e coe-
ficiente do termo de decaimento a = «(t), nos tempos t =12, t = 24,
t=36,t=148,t =60 et =72 horas.

III, caso V e caso VI), tém quase o mesmo comportamento. A dispersao nao ocorre
abruptamente, sendo as curvas de dispersao achatadas e largas, o que prova que a

populacao passa a ocupar também os extremos do canteiro onde foram liberados.

6.4.2 Equacoes diferenciais parciais onde o termo de decaimento é
substituido pelo termo de reagao do tipo logistico

Caso VII:
Vamos analisar agora, a situacao em que o termo de reacao do tipo logistico substitui
o termo de decaimento. Vamos tomar a equagao de Fisher (3.3) citada em (6.33)) e

escreve-la com coeficiente de difusao constante, isto é

ov 0%v
S = 0031015 +ru (1= v). (6.56)

A figura 6.23 mostra o comportamento do modelo definido pela equacao de Fisher
no plano (z,u). A figura mostra a dispersao apds os tempos t = 12, t = 24, t = 36,

t=48,t =60 et =72 horas.
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Figura 6.20: Comportamento dos besouros ao final do primeiro dia, nos modelos com
termo de decaimento.

F 9

o
o
o
315
g -4— ) =constante e o = constante
s
jmi]

104
©
=]
bt D) = constante & o = ()
=]
= o D=0 e o= constante
= D=D{) e o=l
w
=
w
Q T T T T -

o 02 0.4 06 08 X

Figura 6.21: Comportamento dos besouros ao final do seqgundo dia, nos modelos com
termo de decaimento.
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Figura 6.22: Comportamento dos besouros ao final do terceiro dia, nos modelos com
termo de decaimento.

—

Dencgidade de Bezsouros

Figura 6.23: Representacao grifica, no plano (z,u), da solu¢io da equagao de Fisher
(6.56), com r = 0.4, nos tempos t =12, t =24, t = 36, t = 48, t = 60
et ="T2 horas.
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Caso VIII: O ultimo modelo a ser analisado é o com coeficiente de

difusao com dependéncia temporal e um termo de crescimento logistico, isto é

Y .1495(1 — tanh(15.65% — 28.34)) 22 4 ru(1 — v) (6.57)
"o, | 300 | |

A figura 6.24 mostra no plano z,u o comportamento dos besouros em

tempos pequenos: t =12, ¢t =24,1t=36,t =48, t =60 e t = 72 horas.

Densidade de Besouros

Figura 6.24: Representa¢ao da solu¢ao da equagio da difusao (6.57), com D = D(t)
e termo de crescimento logistco, nos diferentes tempos t = 12, t = 24,
t=36,t=148,t =60 et =72 horas, com r = 0.4.

As curvas que representam os modelos com termo de difusao acrescido
do termo logistico tém formas semelhantes, tanto na modelagem com coeficiente de
difusao constante (figura 6.25), quanto na modelagem com coeficiente de difusao
variando temporalmente. Isso significa que o termo que define o modelo é o termo
de crescimento logistico. Entretanto, pode-se observar na figura 6.25 que, quando
o coeficiente de dispersao varia temporalmente, o efeito de dispersao é maior e
o espalhamento atinge as extremidades do canteiro. Com a presenca do termo
logistico, no primeiro dia observado apds a liberagao dos insetos(6.25(a)), o niimero
de insetos que ocupa o ponto de liberacao nao é muito maior do que a densidade

nos outros pontos do canteiro.
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Figura 6.25: Representacao da solugdo da equagao de Fisher (6.56) (1) e da equagao
da difusao, com coeficiente de difusao variando temporalmente (6.57),
acrescido do termo de crescimento logistico (2), (a) no primeiro dia,
(b) no sequndo dia e (c) no terceiro dia apds a liberagdo dos besouros.



Liz

6.5 Solucgao do Tipo Onda Viajante

Vimos, no capitulo 2 que a equacao da difusao sem o termo de reacao
nao admite solucao do tipo onda viajante. Entretanto, se um termo de reacao é
acoplado a equacao da difusao, podemos investigar a existéncia dessa solugao. Se o

termo de reagao é do tipo logistico, entao F(u) é do tipo
F(u) = KuP(1 — uf) (6.58)

sendo K = p = ¢ = 1, conforme vimos no capitulo 5. Entao, isso nos sugere que
procuremos solucao do tipo onda viajante para as equacoes apresentadas no caso V
e caso VI. Quando o coeficiente de difusao é constante, temos a equacao de Fisher,
referida no capitulo 3, bem como a possibilidade de admitir solucao do tipo onda
viajante. Quando o coeficiente de difusao varia temporalmente, temos que investigar
se a equacao

ou 0%

= D(0) g+ ru(l — u) (6.59)

admite solucao do tipo onda viajante, da forma

u(z,t) =U(z), z =1z —ct. (6.60)

Usaremos as derivadas feitas em (2.54) e substituiremos em (6.59), ob-
tendo a equacao diferencial ordindaria

U dU

na qual ¢ é a velocidade de onda viajante.

Considerando % =V, temos

d
D(t)d—‘z/ eV U1 - U) =0,

que origina o sistema de equagoes de primeira ordem nao autoéonomo.

dU
- Vv

(6.61)
dVv —cV —rU + rU?

dz D(t) ’
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que tem a forma:

dUu

o = )
v (6.62)
% = g(U,Vv,t)

As equagoes diferenciais parciais citadas neste capitulo, as quais um dos
coeficientes varia temporalmente, sao consideradas equagoes diferenciais parciais nao
autonomas. No caso de um sistema autonomo, como vimos nos outros capitulos,
as trajetorias no plano de fase sao relativamente simples, pois todos os individuos
que passam por um certo ponto seguem a mesma curva no plano de fase, isto é
s6 hd uma trajetoria passando por um ponto. Por outro lado, num sistema nao
autonomo existem um numero infinito de trajetérias distintas que passam por um

mesmo ponto, dependendo do tempo, e o conjunto de trajetorias é bastante confuso.

Na figura 6.28 tragamos solucoes representando o sistema nao autonomo
(6.61), no plano de fase UV, usando alguns valores de velocidades. Nosso objetivo
¢ 0 de comparar um modelo autonomo com um nao autonomo, com o mesmo termo
F(u). As curvas foram feitas no Maple, usando o comando DEplot e os dados de
entrada, o sistema (6.61) e as condigoes iniciais, em ¢ = 0 e em ¢ = le fazendo o

tracado para t de -10 até 30.

Ondas viajantes caracterizam-se por ser ondas que viajam sem mudar
a forma, o que nao acontece nos sistemas nao autonomos. No capitulo 3, para
valores de ¢ préximos de zero, U espirala em torno da origem. Nas figuras 6.26
e 6.27 observa-se a espiral em torno da origem, entretanto outras trajetorias estao

proximas de zero, nao permitindo um retrato de fase bastante claro.

Na figura 6.28 observamos que, para t = 0 e t = 1, temos trajetorias
distintas. A trajetéria A foi obtida com a condigao inicial [U(0) =1,V (0) =2] e a

trajetoria B com a condicdo inicial [U(1) =1,V(1) = 2].
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Figura 6.26: Plano de fase do sistema ndo autonomo (6.61) comr =0.4 e ¢ = 0.5.
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Figura 6.27: Plano de fase do sistema ndo autonomo (6.61) comr = 0.4 e ¢ = 2.0.
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Figura 6.28: Plano de fase do sistema ndo auténomo (6.61) com r = 0.4 e ¢ = 0.5,
considerando as condigoes iniciais [U(0) = 1,V (0) = 2| que produz a
trajetoria A e [U(1) =1,V (1) = 2] que produz a trajetoria B.
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7 CONCLUSAO

Modelos de difusao fornecem uma boa fundamentacao para o estudo de
insetos em movimento. Como primeiro passo comecamos um modelo mais simples
que considera coeficiente de difusao constante, pois os modelos podem incluir coefi-
ciente de difusao que variam no tempo ou qualquer outra variavel, como densidade
populacional, idade dos individuos, ou posicao, em uma escala de tempo onde nao

ocorre entrada ou saida de individuos.

O nosso trabalho tratou da solugao de um problema nao linear, aplicado
a dispersao de insetos. Comecgamos estabelecendo uma lei de conservagao a partir da
qual deduzimos algumas equacgoes diferenciais importantes no estudo de dispersao
e que sao aplicaveis ao nosso estudo, como a equacao da difusao, da conveccao
e simultaneamente conveccao e difusao. Consideramos uma escala de tempo, na
qual fosse possivel uma adicao ou retirada de individuos no meio, conforme exista
a possibilidade de reproducao, migracao ou morte desses individuos. Para isso,
acrescentamos um termo de reacao F'(u) ao processo difusivo e a equagao obtida
foi do tipo reacao-difusao. Se este termo de reacao for dependente da densidade
populacional e do tipo logistico, a equagao obtida recebe o nome de equacao de

Fisher que, adimensionalizada, é da forma:

ou  0%u

Determinamos seus estados estaciondarios, analisamos a estabilidade dos mesmos e
concluimos que a equacao de Fisher admite solucao do tipo onda viajante, cuja ve-
locidade de propagacao da onda é c¢,;, = 2. Em termos dimensionais essa velocidade
¢ dada por

Cmin = 2v TD: (72)

onde r é a taxa de crescimento linear (intrinseca) da populagao u. Por exemplo, se

considerarmos valores biolégicos préprios para o coeficiente de difusao D de 102 —

1

107em? - seg™t e r é da ordem O(1seg™!), entdo a velocidade de propagagao de
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(7.2) 6 O(2-107*5 — 107°° cm - seg™") [Murray (1989)]. Com isto, o tempo que se
leva para cobrir uma distancia da ordem de 1 mm é O(5-10%® — 10%%) segundos, que
é muito menor do que o tempo difusional puro da O(107 — 10%)seg. Isto se deve &
combinacao de reacao com difusao, que aumenta bastante a eficiéncia de transmissao

de informagcao via ondas viajantes de variacoes de concentracao.

Estudamos a equagao do tipo reac¢ao-difusao para um F'(u), com estados

estacionarios v = 0 e u = 1, do tipo
F(u) = kuP(1 — u?), (7.3)

onde k, p e ¢ sao constantes positivas e o coeficiente de difusao é proporcional a uma

poténcia da densidade populacional dado por
D(u) = Dyu™, (7.4)

onde Dy e m sao constantes positivas. Essa equacao é da forma

Ou_ 9 (Dgum@> + kuP(1 — uf), (7.5)

ot ou or

que adimensionalizada torna-se

ot Oz

ou 90 | . 0u
" or

—] + uP(1 — u?). (7.6)
Essa equacgao pode ter varias formas, dependendo dos valores de p, ¢ e m. Estudamos
casos especificocom=0ep=1,m=0ep=qg+ 1 e concluimos que quando m = 0
o valor da velocidade de propagacao depende do valor de ¢q. Entretanto, quando
m =p=q =1, aequagao (7.6) torna-se

ou 8[8u

— us

= + uP(1 — u?), 7.7
5= 3 |vge| Fora - (7.7)
um exemplo interessante de difusao dependente da densidade populacional acrescido
de crescimento logistico. Verificamos que a populacao dispersa mais rapidamente

para regioes de menor densidade, quando a regiao ocupada esta muito cheia.

O modelo discreto adotado Banks et al (1985) no seu trabalho experi-

mental com dispersao de besouros, em um espaco finito, num periodo de trés dias,
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serviu de base para compararmos com um modelo continuo, da forma,

ou D 0%u

sendo D constante e D = D(t), o constante e &« = «/(t), ou seja os coeficientes de di-
fusao e de decaimento foram substituidos por coeficientes dependentes da varidvel £.
Construimos curvas que se ajustam aos resultados obtidos por Banks et al(1985) com
sua modelagem em tempo discreto, a partir do seu experimento. Podemos observar
que os modelos com coeficientes de difusao e/ou decaimento com dependéncia tem-
poral, produzem maior espalhamento da populagao, quando comparados aos mode-
los com coeficientes constantes. Se a dependéncia for em ambos os coeficientes, a
dispersao é maior do que nos casos onde um dos coeficientes varia temporalmente.
Vimos, também, que o modelo de difusao acrescido do termo logistico, diferindo da
equacao de Fisher apenas pela dependéncia temporal no coeficiente de difusao, nao
apresenta onda viajante. Isso serviria para a modelagem da difusao de uma praga

de insetos controlada.

A convecgao nao linear nas equagcoes do tipo reacao difusao pode ter
um efeito surpreendente nas solugoes [Murray (1989)]. Isso é esperado, uma vez que
temos outro processo de transporte, a conveccao, a qual nao possui dependéncia
linear em wu. Esse processo pode ou nao melhorar o transporte difusional. Se o
processo de difusao é desprezivel, quando comparado aos efeitos de conveccao, as

solucoes podem exibir solugoes do tipo choque.

Por exemplo, considerando a equacao

ou ou  0*u

onde k é uma constante positiva ou negativa e f(u) = u(l — u) é do tipo logistico.
Se k = 0, a equagao (7.9) reduz-se a equagao de Fisher. Assim sendo, o modelo de
difusao acrescido do termo de convecgao é uma sugestao para um possivel trabalho

futuro.
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