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Resumo: Neste trabalho se discute possibilidades de contribui¢do do uso de ferramentas de
Geometria Dindmica 3D na aprendizagem de conceitos e na resolucdo de problemas de
Geometria Espacial. A partir da resolucdo de problemas envolvendo construcdes
geomeétricas tridimensionais e ancorados em conceitos piagetianos de representacdo do
espaco, analisa-se as solucdes propostas por estudantes de Curso de Pds-graduacdo via uso
do software GeoGebra 3D. Os resultados apontam que o uso de software de geometria
dindmica amplia as possibilidades de raciocinio espacial.
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Dynamic Geometry 3D - new prospects for spatial thinking

Abstract: This paper discusses possibilities of contribution of using Dynamic Geometry
3D tools in learning of concepts and in solving spatial geometry problems. From the
resolution of problems involving three-dimensional geometric constructions and anchored
in piagetian concepts of representation of space, we analyze the solutions proposed by
students Postgraduate Course by use of GeoGebra 3D software. The results indicate that the
use of dynamic geometry software expands the possibilities spatial reasoning.

Keywords: GeoGebra, Dynamic Geometry 3D, spatial thinking, representation, problem
solving

1. Introducéo

"Quando se abrem os tradicionais livros de geometria do espago quase,
invariavelmente, encontra-se 0 mesmo receituario de formulas elaboradas
gue se fecham em si. Sub-repticiamente, apresenta-se este formulario como
completo em si, como se nada mais existisse além dele. Mas a geometria é
uma ciéncia que ndo conhece limites. Se eventualmente eles existirem,
localizam-se na capacidade da imaginacdo humana". (WEIMER, 1985,
p.145)

Percebe-se, mais recentemente, um timido aumento do reconhecimento da
importancia da geometria para conceder uma boa formacdo matemaética aos estudantes da
Educacéo Basica (Gutierres, 2016). Esse reconhecimento é suportado pela disponibilidade
de novas ferramentas de matematica dindmica, como o GeoGebra, para apoiar a
aprendizagem de Geometria. Esse apoio se manifesta de maneira bastante clara e
consolidada através de artigos, teses e dissertagdes disponiveis em repositdrios digitais em
lingua portuguesa e, ainda mais fortemente, em repositorios em lingua inglesa. O préprio
repositorio do GeoGebra torna disponivel centenas de objetos e propostas para uso do
GeoGebra com estudantes de diferentes niveis de ensino. Porém, ainda séo escassos 0s
trabalhos académicos sobre o uso da versio 3D do Geogebra nos processos de
aprendizagem de Geometria Espacial.

Quando se aborda a Geometria Espacial, temos hoje a disposi¢do ferramentas de
geometria dindmica 3D, que oferecem novas possibilidades para ensinar geometria espacial
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sem manipular sélidos espaciais em papel ou com outros materiais manipulativos. Assim,
considerando a existéncia de uma multiplicidade de pesquisas (Hoyles, Lagrange, 2013;
Shaffer e Clinton, 2006; Gravina, 2001; Santos, 2008) que apontam para a importancia da
Geometria Dindmica (GD) na geometria plana, entende-se como necessario investigar seus
impactos na aprendizagem de geometria espacial.

2. A geometria dinamica e o pensamento espacial

A geometria dinamica vem ganhando cada vez mais espagco nas investigacoes em
Educacdo Matematica e tecnologias digitais (Sinclair, N & Robutti, 2013; Lagrange, 2013;
Moreno-Armella, Hegedus &, Kaput, 2008). O desenvolvimento de sistemas dinamicos
voltados para a aprendizagem de Matematica tem possibilitado novas formas de tratamento
para problemas, pela possibilidade de tornar acessiveis e manipulaveis objetos matematicos
que até entdo precisavam ser tratados de maneira estatica e abstrata.

Uma das principais contribui¢cbes das tecnologias digitais para a educacao
matematica foi tornar possivel a “concretizacdo” dos objetos matematicos na tela do
computador, dando a sensacdo de realismo e de existéncia material pela possibilidade de
manipulagéo e alteracdo de suas propriedades. Com a possibilidade de manipular os objetos
matematicos, surge uma nova forma de pensar e fazer matematica, configurando-se uma
extensdo do pensamento do individuo.

Shaffer e Clinton (2006), ao discutir sobre o papel das tecnologias digitais no
pensamento humano, sugerem que, assim como as ferramentas sdo exteriorizagbes de
projetos humanos, 0s pensamentos sdo internalizacbes de nossas agdes com ferramentas.
Para estes autores, todos 0s pensamentos estéo ligados a ferramentas, e todas as ferramentas
estdo ligadas aos pensamentos, um ndo existindo sem o outro. Dessa forma, eles propdem
que devemos tratar as ferramentas e 0s pensamentos com 0 mesmo status, ou seja, ndo ha
ferramentas sem pensar, e ndo ha& pensamento sem ferramentas. EXistem apenas
toolforthoughts (ferramentasparapensamento), que representam a relacdo reciproca entre
ferramentas e pensamentos, ou entre pessoas e objetos. Shaffer e Clinton (2006) afirmam
que, se utilizarmos as palavras ferramenta para o pensamento separadas, podemos estar
sugerindo que o pensamento é a categoria mais ampla e que as ferramentas se constituem
em algum artefato para ajudar as pessoas a pensar; ou podemos implicar que ferramenta é o
quadro mais amplo e as pessoas sdo apenas agentes que usam pensamentos e artefatos
fisicos como ferramentas.

E desta forma que entendemos como as tecnologias digitais devem ser pensadas na
atividade matematica. Em especial, acreditamos que a matematica dinamica pode contribuir
para o desenvolvimento do pensamento geométrico espacial, uma vez que, com 0S recursos
disponiveis, torna-se possivel concretizar sélidos espaciais ndo triviais de serem
construidos e manipulados com objetos concretos fisicos.

O raciocinio espacial consiste em um conjunto de processos cognitivos nos quais
representacdes mentais, relacbes e transformacgdes sdo construidas e manipuladas. A
representacdo espacial constitui um sistema complexo de concepgdes, que vai além da
percepcdo do individuo em geral. O espaco € subjetivo, € uma interpretacdo da realidade, e
ndo necessariamente uma reproducdo da realidade. Se, por um lado, a percep¢do é o
conhecimento dos objetos resultante de um contato direto com eles, a representacao
consiste em completar o conhecimento perceptivo desses objetos referindo-se a outros ndo
percebidos simultaneamente. Esse € 0 caso, por exemplo, da situacdo em que,
“reconhecendo um triangulo, assimilamos a figura dada a toda classe das formas
comparaveis ndo percebidas de maneira simultanea.” (Piaget, 1993, p.32).

Mas a representacdo ndo constitui apenas um prolongamento da percepcdo. Ela,
introduz um sistema de significacBes que contempla uma diferenciacdo entre o significante
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e o significado. O problema da passagem da percep¢do a representacdo espacial apoia-se
simultaneamente no significante e no significado, isto €, na imagem e no pensamento.
Quanto as relagdes intelectuais que constituem o espago representativo elas sdo, em seu
inicio, ligadas a imagem como a um suporte do qual dependem estreitamente, "mas a
medida que atingem as transformacfes espaciais em oposicdo as figuras estaticas,
dissociam o elemento motor préprio a imagem de seus elementos figurais e liberam-se
destes Gltimos, a ponto de submeté-los a titulo de simples simbolos auxiliares.” (Piaget,
1993, p.32)
Para Piaget (1993, p.474) a representacéo espacial
"é uma acao interiorizada e ndo simplesmente a imaginacdo de um dado
exterior qualquer, resultado de uma acdo. A representacdo espacial ndo
chega, efetivamente, a prever esse resultado, e mesmo a reconstituir o de
uma acao anterior, sendo tornando-se ela mesma ativa, isto é, operando os
objetos simbolizados como a a¢édo opera sobre 0s objetos reais, ao invés de
limitar-se a evoca-los."

Bishop (1983) sugeriu dois componentes espaciais que seriam especialmente
relevantes para aprendizagem da matemética. O primeiro consiste na capacidade de
interpretar a informacdo figural e envolve a compreensdo de representacfes visuais. O
segundo refere-se a habilidade de processamento visual. Ela envolve a manipulacdo e a
transformacdo das representacdes visuais e imagens, para além da traducdo de relacdes
presentes nas representacdes visuais observadas.

Na literatura existente, as pesquisas sugerem que um dos fatores determinante para a
habilidade de raciocinio espacial é a capacidade de manutencdo e manipulacdo de uma
imagem com alta variedade de elementos e estimulos. Pessoas com habilidades espaciais
bem desenvolvidas devem ser capazes de imaginar combinages espaciais de objetos a
partir de diferentes pontos de vista e de manipular imagens visuais (Clements, 1992).
Assim, o conceito de imagem desempenha um papel central no estudo das habilidades
espaciais. Kosslyn (1983) define quatro classes de processo de imagem: gerar uma imagem,
verificar e analisar uma imagem para responder questdes sobre ela, transformar ou operar
sobre uma imagem, e manter uma imagem a servico de alguma operacdo mental. Dessa
forma, os processos mentais que dao conta das habilidades espaciais devem ser capazes de
conter informacBes que permitam a reconstrucdo da imagem, com um grau elevado de
isomorfismo com a imagem externa observada.

Outro aspecto relevante é saber se a "abstracdo" das formas e outros elementos
geométricos efetua-se a partir do objeto unicamente, ou a partir igualmente das agdes que 0
sujeito aplica aos objetos (Basso, 1996). Ora, a abstracdo desses elementos ndo se da
segundo um processo analogo ao da abstragdo das qualidades fisicas, como o peso ou a cor
de um objeto. Na abstragcdo desses elementos, por exemplo, a dimensdo, h4 mais do que
uma simples extracdo das qualidades inerentes ao objeto: h4 uma abstracdo em relacdo a
acdo, ou a coordenacdo das acbes do sujeito. E o papel da coordenacdo de agbes que
confere a estes elementos um carater geométrico e nao somente fisico. Essa coordenacdo de
acOes € que estard na base da construcdo do sistema de coordenadas 3D. De fato, um
sistema de coordenadas de duas ou trés dimensdes, supde, ao contrario da percepcao, que se
apoia em campos restritos, a coordenacdo operatoria de todos os campos entre si. (Piaget,
1993)

A imagem que o sujeito extrai de um objeto é o que pode ser construido a partir de
acOes proprias realizadas sobre o objeto. Para formas complexas, a percep¢do pode falhar
para realizar uma sintese e coordenagdo dos dados perceptivos que sdo baseadas em
raciocinio. Para construir uma imagem mental é preciso antecipar possiveis caracteristicas
do objeto observado, como retas, curvas, angulos, congruéncias, entre outros.
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Quanto & imagem, ela desempenha um papel de significante, ou de simbolo em
relacdo a acdo. "Papel importante, alias, pois € na medida em que a acdo material pode ser
evocada por essa imitacdo interior constituida pela imagem que tal acdo torna-se
representativa.” (Piaget, 1993, p.476). Mas ndo é a imagem que determina as significaces,
por mais fundamental que ela seja a titulo de suporte ou significante.

Hershkowitz (1998) afirma que, no pensamento, as pessoas ndo usam definigdes
para conceitos, mas sim imagens conceituais, uma combinacdo de todas as imagens mentais
e propriedades que tém sido associadas ao conceito.

A acdo metal tem papel fundamental no processo de aprendizagem de geometria
espacial e no desenvolvimento do pensamento geométrico espacial. Diversos estudos
apontam para a importancia de materiais manipulativos para apoiar a construcdo de
imagens mentais. O uso de manipulagdes permite que os alunos possam experimentar suas
ideias, analisar e refletir sobre elas, para modifica-las quando necessario. O uso apenas de
desenhos para explorar a geometria espacial ndo é suficiente, pois desenhos estaticos no
papel ndo representam objetos concretos e manipulaveis, ou seja, ndo é possivel agir sobre
o desenho de forma ampla e flexivel, com o realismo necessario para apoiar a construcéo de
imagens mentais adequadas. Nestas situacdes, acreditamos que o uso de construgcdes em
ambientes de geometria dindmica pode auxiliar os alunos a construir imagens conceituais
menos restritas.

Isso porque nem todos os problemas que envolvem habilidades espaciais sdo
facilmente representados por materiais manipulativos concretos. Em situacdes assim, a
utilizacdo da geometria dindmica pode proporcionar um espago de construcdo e
manipulacdo de situacdes mais complexas. E com este foco que apresentamos problemas
cuja solucao apoiou-se em construcdes dindmicas.

3. GeoGebra3D na resolucao de problemas

Nessa secdo, apresentaremos e discutiremos dois problemas que envolvem o
pensamento geométrico espacial, ambos aplicados em uma turma de Mestrado Profissional,
cujo publico séo professores de Matematica da Educacdo Basica. Foi sugerido aos alunos
que na solucdo dos problemas eles poderiam utilizar estratégias e recursos que
considerassem adequados. Ou seja, 0 uso do GeoGebra3D para obter uma solucdo do
problema, embora sugerido, ndo era obrigatorio.

O GeoGebra3D é um recurso relativamente novo, disponibilizado em versao estavel
em 2014 e na qual professores e alunos, ainda em processo de elaboracdo do instrumento
COMO recurso para pensar em matematica, estdo desvendando e descobrindo suas
ferramentas, suas potencialidades e suas fragilidades.

O primeiro problema apresentado esta ilustrado na Figura 1.

Em um primeiro momento, alguns alunos buscaram resolver o problema apenas
com lapis e papel, o que seria possivel e viavel. Contudo, observamos que diversos alunos
construiram uma imagem figural equivocada dos sélidos destacados, levando a resposta
errada de que todos seriam iguais.

A visualizacdo da solucdo desse problema apenas com lapis e papel, de forma
estatica, proporciona uma manipulacdo restrita da situacdo. Para o desenvolvimento do
pensamento geometrico espacial, é importante que as acfes mentais estejam apoiadas em
objetos manipulaveis, fisicos ou virtuais, para construir imagens mentais adequadas que
conduzam & solugdo do problema. Novamente, destaca-se que ndo é a imagem que
determina essas significacBes. E a partir da coordenacdo das acdes assimiladoras pelo
sujeito que tais relacOes se estabelecem.
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1. (ENEM 2011 - Questéo 144)

Uma industria fabrica brindes promocionais em forma de pirdmide. A pirAmide & obtida a partir
de quatro cortes em um sdlido que tem a forma de um cubo. No esquema, estéo indicados o
solido original e a piramide obtida a partir dele.

0

A A B

Os pontos A, B, C, D e O do cubo e da pirdmide s&o os mesmos. O ponto O é central na face
superior do cubo. Os quatro cortes saem de O em direcdo as arestas 4 BC, 4B e CD,
nessa ordem. Apds os cortes, sdo descartados quatro solidos.

Os formatos dos sdlidos descartados séo
A) todos iguais.
B) todos diferentes.

{
(
(C) trés iguais e um diferente.
(D) apenas dois iguais.

(

E) iguais dois a dois.

Figura 1 - Questdo do Exame Nacional do Ensino Médio, 2014

Depois de certo momento, incentivamos os alunos a representar a situacdo no
GeoGebra3D, com todo o dinamismo e realismo que o programa proporciona. Para realizar
a construcao, foi preciso organizar as ideias, de modo a seguir passos precisos e ordenados:
(1) construir o cubo inicial, que origina o problema; (2) construir os planos de corte do
cubo, obedecendo a ordem em que sdo descritos pelo problema; (3) a partir dos planos
construidos, para dar dinamismo e realismo a figura, construir os sélidos a serem
destacados.

Observamos que os alunos ainda ndo haviam manipulado a verséo 3D do
GeoGebra. Dessa forma, simultaneamente a construcdo da solucdo do problema, os alunos
exploraram seus menus e ferramentas, descobrindo as possibilidades que o software
oferece, o que evidencia que o processo de apropriacdo do recurso pode ocorrer de forma
concomitante com a aprendizagem de conceitos de matematica. Esse aspecto € revelador da
contribuicdo para a aprendizagem em matematica gerada pelo uso e apropriacdo do proprio
recurso digital de GD com os estudantes.

Para realizar a constru¢do do dinamismo de destacar solidos, os alunos utilizaram
diferentes estratégias, como movimentos de rotacdo (aluno A) ou translacédo (aluno B), ou
edicdo da coordenada de pontos cruciais no movimento (aluno A). As figuras 2 e 3 trazem
duas solucdes apresentadas pelos alunos A e B, respectivamente. A partir das construcoes
realizadas, percebe-se que a solugdo do problema equivale a solidos iguais dois a dois (dois
prismas triangulares e duas pirdmides triangulares). Temos aqui um caso em que a
geometria dindmica permite a construcdo de imagens mentais isomorfas a situagéo real,
dando suporte para 0 pensamento geométrico espacial. Como referido na secdo 2, a
coordenacdo de agBes € que dard o suporte para que estes objetos tenham um carater
geométrico e ndo apenas fisico.
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Figura 3 - Solugdo do estudante B, com movimento de translagdo

Analisando a construcdo de A, percebemos que utilizou um controle deslizante para
criar uma variavel a, com variacao entre 0° e 90°, que foi posteriormente utilizada na edicao
das coordenadas de pontos dos sélidos que estariam em movimento, conforme ilustram as
Figuras4 e 5.

Figura 4 - Solucdo do estudante A, com edicdo das coordenadas de pontos
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Figura 5 - Estratégia de construcdo do estudante A - janelas de edicdo de coordenadas de pontos
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Ja o aluno B construiu, no plano da base do cubo, quatro vetores sobre 0s eixos
coordenados x e y, de comprimento livre, que dariam o movimento de translacdo dos
solidos a serem destacados, como ilustra a Figura 6.

Figura 6 - Estratégia de construgdo do estudante B

Observa-se que a solucdo apresentada por B, pressupde a construcdo de um sistema
de coordenadas tridimensional, o que somente é possivel a partir da abstracdo de conceitos
como dimensdo, orientacdo, multiplicacdo cartesiana, os quais, sem duvida, ndo constituem
qualidades inerentes ao objeto. Ou seja, ha uma abstracdo em relacdo a acdo, ou a
coordenacao das acdes do sujeito. Novamente, sera a coordenacdo de acdes que conferird a
tais conceitos e objetos seu carater matematico e ndo somente fisico.

O segundo problema, baseado no trabalho de Lieban (2012), estd apresentado na
Figura 7.

A superficie lateral de uma vela com a forma cilindrica esta envolvida em papel.
Essa foi seccionada de acordo com a figura abaixo e esse corte produziu dois
solidos. Retirando o papel de cada s6lido e fazendo um corte no sentido horizontal
(ver figura abaixo) obtém-se duas planificacdes. Represente no plano cada uma
dessas planificagdes.

Figura 7 - Segunda questdo apresentada

V. 14 N° 2, dezembro, 2016




r CINTED-UFRGS Novas Tecnologias na Educacao

Iniciar a discussdo deste problema com a manipulacéo de objetos fisicos pode levar
a uma discusséo interessante, mas ndo necessariamente a solucéo correta do problema.

Neste problema, apoiar-se sobre a percepcdo da imagem figural pode ndo ser
suficiente para evocar a figura planificada, dada a complexidade do problema ao envolver
dados que precisam ser antecipados por nao estarem presentes na figura espacial
representada em desenho. Para construir a imagem mental da planificacdo do papel que
envolve a vela, torna-se importante apoiar-se sobre a manipulacdo do objeto, agir sobre ele,
para construir imagens com o realismo necessario que conduza a solugdo do problema.
Temos aqui um exemplo concreto no qual o ambiente de geometria dindmica 3D €
necessario para apoiar o0 pensamento geométrico espacial.

Para resolver o problema, os alunos partiram diretamente para a construcdo de um
cilindro e um plano secante no GeoGebra3D. Observamos os alunos manipulando o plano
secante e o cilindro, mas a construcdo realizada néo era suficiente para construir a imagem
mental das planificagdes. Alguns alunos apresentaram solugdes como a ilustrada na Figura

h=52 MOVA O0S PONTOS VERMELHOS
r=2 —————7_______7__
—
WC
i
' 1
|
] 5 - 1 B _I_.-
lutxi .0 MAXIMG 1 ;
-------- MIN ___--"" :
e :
! |
i ’:__ =~ "." i
MOWA

Figura 8 - Solucéo equivocada para o problema

Para resolver o problema, é preciso construir dinamicamente a planificagdo da folha,
tendo como suporte a ideia de area como preenchimento de superficie, pois o software ndo
gera a planificagdo desta constru¢do automaticamente. Assim, os alunos que chegaram a
solugdo do problema, entenderam que deveriam construir um ponto que se move sobre a
circunferéncia da base do cilindro e um ponto gerado pela interseccéo da reta perpendicular
ao plano da base do cilindro com o plano que secciona o cilindro. Estes dois pontos
determinam um segmento que percorre a superficie lateral de uma das partes recortadas do
cilindro. O recurso de rastro, disponivel no software, para esse segmento oferece a imagem
da planificagdo, como ilustra a Figura 9. A regiéo preta, tracada no plano xOy, determinada
pelo rastro do segmento, representa a planificacdo da parte inferior do papel que envolve o
cilindro.
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Figura 9 - Solucdo correta do problema

Embora ndo seja evidente, a percep¢do, no contexto da solucdo desse problema é
enganosa, pois 0s elementos perceptivos ndo sao suficientes para levar o aluno a representar
mentalmente a curva produzida pelo corte no cilindro. Ao contrério, pelo fato da secéo
resultante do corte no cilindro ser plana, sugere que a curvatura da planificacdo é retilinea.
Ora, ndo héa relacdo entre o fato dessa secdo ser plana e o corte ser retilineo. De fato, o corte
serd uma curva cujo comportamento somente poderd ser interpretado corretamente pelo
estudante a partir da coordenacdo de agOes envolvendo representagcdes espaciais entre 0
movimento do ponto E que percorre a circunferéncia da base e o ponto M que percorre a
elipse da secdo plana gerada pelo corte no cilindro. Essa coordenagdo de acgdes origina-se
do conceito de superficie, o qual é essencial para estabelecer uma estratégia adequada de
solugéo para o problema.

4. Consideraco0es finais

O uso de recursos de geometria dindmica 3D pode gerar altos niveis de pensamento
geométrico, contribuindo para o desenvolvimento do raciocinio espacial dos estudantes.
Essa afirmacdo encontra suporte no conjunto de dados resultantes das solucdes
apresentadas pelos estudantes desse estudo e na teoria piagetiana sobre a representacdo do
espaco.

O ambiente de geometria dindmica amplia as possibilidades de estabelecerem
coordenacBes de acbes que conduzem os estudantes a criarem relagdes corretas do ponto de
vista matematico. Isso deve-se ao fato do ambiente oferecer um suporte que permite
manipulagdes e transformagdes geométricas enriquecedoras do pensamento espacial, 0 que,
por sua vez, torna-se uma base importante para a compreensdo de conceitos geométricos
abstratos.
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