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RESUMO

O sistema METAFOR /Pl/ é um sistema computacional dirigido para
a solugdo de problemas elastopldsticos com deformagdes finitas em
condigdées dindmicas e estdticas. Assim o programa permite o
tratamento de problemas de impacto e de conformagao mecénica.

Este trabalho implementou os seguintes desenvolvimentos ao
METAFOR:

a) Procedimento de integragdo espacial simplificado das pressodes
de contato, que torna o método da penalidade independente da malha.

b) Tratamento do problema de contato/atrito em casos
tri-dimensionais. Quando um dos corpos é rigido, o programa pode usar
solugdo implicita ou explicita. Se o corpo rigido é um plano, uma
matriz tangente explicita consistente com o processo de integragao
temporal de pressdes de contato é usada. Se o corpo rigido tem uma
geometria arbitraria, uma matriz tangente numérica € empregada. Neste

>

caso o corpo rigido é modelado com superficies ‘Coons’.

c) Tratamento do problema de contato entre corpos flexiveis.

Neste caso a solugao € limitada a casos explicitos. Um método simples
e eficiente é aqui empregado.
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Alguns exemplos foram comparados com dados da literatura e um
bom acordo foi obtido.



ABSTRACT

METAFOR is a large computational system addressed to the solution of
elastoplasticity problems with finite deformations under static and
dynamic conditions. As a practical applications, it can be used to
model metal forming and impact problems.

In this work the METAFOR system is extended and improved in several
ways:

a) A simplified spatial integration procedure for contact pressure

that allows for a mesh independent penalty method in two dimensional
cases is implemented.

b) The contact/friction capability is extended to three dimensional
situations. When one of the bodies is rigid, the program can use
implicit or explicit solutions. If the rigid body is a plane, an
explicit tangent matrix consistent with the contact pressure
integration scheme is used. If the rigid body has an arbitrary
geometry, a numerical tangent matrix is used. In this case the rigid
body is modeled with ’Coons’ surfaces.

c) A capability for impact problems between flexible bodies is

introduced. In this case , an explicit solution must be used. A

simple and precise algorithm for nodal projection is used.
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Numerical examples for different problems show good agreement with
results in the literature.



1 INTRODUGXO

Os estudos analiticos do problema de contato iniciaram no século
passado com os trabalhos de Hertz (ver por exemplo /T1l/). As solugdes
analiticas continuaram a ser estudadas, mas havendo sempre sérias
limitagées quanto a geometria e leis constitutivas dos materiais. Uma
referéncia bem interessante na drea, é o trabalho de Johnson /J1/.

Esta situacdo sé comegou a mudar na década de 70 com a aplicacgéo
do método dos elementos finitos ao problema. Pode-se encontrar no
trabalho de Zhong e Mackerle /Z1/ uma extensa revisao bibliografica
sobre o tema contato, desde Hertz até os tempos atuais.

No presente trabalho é estudado o tratamento numérico do
problema de contato e atrito, aplicando o método dos elementos
finitos, quando em presenca de grandes deformagdes. As contribuigdes
deste trabalho para o tema, podem ser descritas em trés partes:

1. Desenvolvimento de um processo de integragao simplificado das
tensdes de contato, que permite um ajuste automdtico da penalidade a
malha (capitulo 3) e de uma estimativa da pressao de contato. Este
processo mostrou-se eficaz e também ndo causou uma degradagao da taxa
de convergéncia do processo de solugdao, que normalmente ocorre em

algoritmos com integragcdo empregando quadratura de Gauss, como
relatado por Kikuchi /K1/.

ESCOLA Dt ENGENHARIA
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2. Elaboragdo de um elemento de contato e atrito tri-dimensional
(capitulo 5), empregando uma matriz tangente consistente com o
processo de integracdo temporal das pressdes de contato. As formas
das matrizes rigidas de contato sdo arbitrarias uma vez que pode-se
empregrar superficies Coons para gerda-las.

3. Elaboragao de um elemento de contato para o caso de contato
entre corpos flexiveis 2D (capitulo 4) e 3D (capitulo 6). Em ambos os
casos, um robusto algoritmo do tipo duplo passe/forca bruta foi
empregado. No caso do desenvolvimento 3D um algoritmo extremamente
simples e aparentemente eficaz foi criado, capaz de igualar-se,
nestes aspectos, ao conhecido ‘Pinball Algorithm’ /B4/, oferecendo
contudo uma muito maior precisdo que este ultimo. '

A implementagcdo computacional foi feita sobre o sistema METAFOR
(METAl FORming), cdédigo desenvolvido como tese de doutorado de J. Ph.
Ponthot /Pl/, e que possui as sequintes caracteristicas gerais:

- Cédigo para tratamento de materiais elasto-viscoplasticos ou
hiper-eldsticos em grandes deformagdes pelo método dos elementos
finitos.

- Tratamento de problemas implicitos através do método de
Newton-Raphson e Newmark e problemas explicitos através do método das
diferencas centrais.

- Tratamento de problemas de contato e atrito.

- Emprego de uma formulag¢do Lagrangeana Euleriana Arbitraria.

- Solugdo de problemas térmicos acoplados ao problema mecanico.

O elemento volumétrico tri-dimensional foi também parcialmente
desenvolvido neste trabalho, seguindo a mesma metodologia empregada
no elemento bi-dimensional (estado plano de deformag¢des) do METAFOR.

No capitulo 7 algumas aplicagdes do programa sao apresentadas e
discutidas. Neste capitulo, especialmente com relagdao a versao 3D,
énfase foi dada a comparagdo de resultados com a versdao 2D do
METAFOR, amplamente testada.



No anexo 1, certas definigbes basicas de grandes deformagdes séao
descritas.

No final deste trabalho sdo fornecidos ainda quatro .apéndices

onde é descrito o processo de integragdo de tensdes empregado pelo

METAFOR que foi usado no desenvolvimento 3D. A leitura destes

apéndices nado € porém obrigatéria para a compreensdo desta tese.



2 RELACOES BASICAS

2.1 EQUACOES QUE GOVERNAM O CONTINUO

Os problemas que serdo estudados aqui, sdo problemas de mecénica
do continuo. Ou seja, a massa do corpo estudado é distribuida de
forma continua no seu volume. Este tipo de meio é regido pelas
equacdes que seguem /M1l/. Para simplificda-las supor-se-a que oS
processos aqui estudados sdao isotérmicos.

1. Primeira lei do movimento (ou conservagdao da quantidade de
movimento):

o +b =pv (2.2.1)

;7 onde

0” é o tensor de tensdo de Cauchy.

bl sao as forgas volume aplicadas.

p € a densidade do meio.
¥ € a velocidade do ponto considerado. (") indica derivada

temporal.



2. Segunda lei do movimento (ou conservagao do momento da
quantidade de movimento).

s = i, % )

3. Equagao da continuidade (ou conservagao da massa):

p + p vl . = 0 (2.1.3)
Se o meio e incompressivel, entdao p = 0 e a equagao (2.1.3)
torna-se:
v =0 (2.1.4)

As equagdes precedentes devem ser respeitadas dentro do volume
(V) do meio estudado. As condigdes limites sequintes devem também ser
respeitadas (ver figura (2.1.1)):

Figura (2.1.1)
Defini¢do de condigdes limites



4. Na superficie FF:

n =t [2:3:5)

onde

nJ € o vetor normal a superficie.

tl é o vetor pressdo (forgas por unidade de superficie).

5. Na superficie r;:

ui =ui (2.1.6)

onde u, sdo os deslocamentos do meio e ﬁi os deslocamentos impostos.

6. Na superficie Fc (superficie candidata ao contato) deve-se
garantir que os corpos ndo se interpenetrem, como ver-se-a com mais
detalhes nos capitulos restantes.

O conjunto de equag¢des acima ndo forma um problema fechado. Para
gque seja possivel resolvé-lo, é necessdrio saber a relagdo entre ¢ e
u, ou seja, estabelecer uma relagdo constitutiva. (A forma como
METAFOR estabelece esta relagdo pode ser encontrada Jjunto aos
apéndices no final deste trabalho). Da mesma forma, se existe um
movimento relativo entre os corpos, forcas tangentes a superficie de
contato surgirdo e sua determinagdo dependerd também de uma lei

constitutiva, segundo as relagdées que serao introduzidas no paréagrafo
(3.2).

Estas equagdes formam a ‘formulagao forte’ ou exata de um

problema da mecdnica do continuo. Sua solugdo é dificil e limitada a

_z7 carregamentos suaves. Como alternativa, pode-se adotar formas

<+ - variacionais, como o método dos elementos finitos, que sera aqui
o :i adotado e que permite uma solugao aproximada do problema.



2.2 SOLUGAO NUMERICA DO PROBLEMA

Analisar-se-a aqui, a configuragdao num certo tempo t, de um
corpo submetido a um conjunto qualquer de esforgos. Como ndo se
conhece a forma ou deformada do corpo neste tempo, vai-se
simplesmente arbitrar esta deformada, a partir da qual o processo de
calculo pode ser iniciado.

Multiplicando (2.1.1) por um campo de deslocamento
cinematicamente admissivel Su e integrando por partes, sem considerar
inicialmente a influéncia da inércia, pode-se demonstrar que sua
forma integral ou ‘fraca’ vale:

I o, 8u AV = J' t Su dr_ + I b su dv (2.2.1)

onde

u, = 1/2 (8u/8x + du /éx,) (2.2.2)

Para solucionar (2.2.1), vai-se empregar o método dos elementos
finitos (ver por exemplo /Z3/). O dominio real é entdo subdividido em
sub-dominios ou elementos finitos.

Os elementos finitos utilizados sdo do tipo isoparamétricos, (as
funcbées empregadas para fazer a interpolagdo da geometria serdo as
mesmas empregadas para fazer a interpolagdao dos deslocamentos).
Abaixo vé-se os elementos lineares (a), quadrdticos (b) e cubicos

(c), para o caso de elemento tri-dimensional. Neste trabalho apenas
elementos lineares serao empregados.



a) b) c)

Figura (2.2.1)
Elementos 3D

Para este caso, pode-se dizer que, para cada elemento finito:

u =3 ¢ (£,7,0) U (2.2.3)
du =T ¢'(£,m,8) U (2.2.4)
x=2_ ¢ (£1,8) X (2.2.5)

onde X, é a coordenada global de um ponto cujas coordenadas reduzidas
sao &, m, C e )ﬁséo as coordenadas dos ndés do elemento (o indice
superior I identifica o né do elemento; ¢ as fungdes de forma e N o

nimero maximo de nés por elemento). Ul sdo os deslocamentos nos nés
do elemento.

Para o caso tri-dimensional linear as fungdes ¢ empregadas neste

' trabalho valem (figura (2.2.1a)):

' = 1/8 (1 + €€')(1 + m')(1 + ') (2.2.6a)

onde EI, nl, CI sdo os valores aos nés (*1,%1,%1).



No caso de elementos bidimensionais lineares (4 nés) a expressao
para a fungdo de forma é substituida por:

¢ = 1/4 (1 + €£5)(1 + M) (2.2.6b)

Pode-se escrever, ainda para um elemento:

I I lem _ 1 1 elem
Iajl ¢!, oU, ave = I t ¢" sul ars'™ +

+ J' b ¢' sul ave'™

que torna-se (aplicagao do lema fundamental do calculo variacional):

I lem _ I elem
J-Ujlqbu av’ _Jtn‘p ar, +

% J'l:a1 #F agtie (2.2.7)

Em seguida, monta-se as contribuig¢des de cada elemento segundo o
esquema classico dos elementos finitos. Assim, encontra-se que:

F:nt,1= F:xt’I (2-208)

onde F?hl é dado pela parte esquerda da expressadao (2.2.7) e F?hr

pela parte direita. O super-indice I identifica o né, enquanto que o
sub-indice i identifica a direg¢do da forga.

A expressao (2.2.8) substituird portanto a equagao diferencial
de equilibrio (2.1.1) e ainda (2.1.5).

Se a deformada arbitrada ndo conduz ao equilibrio, entéo,
(2.2.8) torna-se:

he, I int,I cht,I

Fo' = F - F; (2.2.8a)



he, I
i
residuo.

onde F sdo as forgas fora de equilibrio ou também denominado

Um processo iterativo do tipo Newton-Raphson pode ser utilizado
para se aproximar do equilibrio quando as forgas desequilibradas séao
muito grandes frente a uma tolerdncia. Desenvolvendo estas forgas em
série de Taylor e negligenciando os termos de mais alta ordem,
obtem-se a expressao abaixo:

he(1) (1)

F + (aF™/ax )" AX = 0 (2.2.9)

(1+1) (1)

X =X + AX (2.2.30)

(1+1)

onde X sdo as novas coordenadas dos nés. Com estas novas

coordenadas, um novo campo de deformagdo pode ser determinado, a
partir do qual as tensdes de Cauchy sdao também recalculadas (ver
apéndices). E possivel assim determinar forgas internas nodais (parte
esquerda de (2.2.7)). Alteracdes também ocorrerdao nas forcgas externas

(parte direita de (2.2.7), de modo que um novo residuo pode ser
calculado (equagao (2.2.8a)).

No caso do programa METAFOR, o processo terminard quando a norma
euclidiana do residuo for menor que 10 -.

Além de iterativo, em processos nao lineares, a carga do
problema é dividida e tem-se entdo um processo também incremental de

solucao. Neste caso a equagdo (2.2.8) deve ser respeitada a cada
passo de carga.

O termo entre parénteses em (2.2.9)é chamado a matriz tangente
do problema:

K' = 9F"°/aX (2211
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Se a configuragdo de partida da estrutura esta préxima da

solugdo, a convegéncia do processo é quadratica, ou seja, o residuo
atingird em poucas iteragdes a tolerdncia pré estabelecida.

O ponto chave do cdalculo é portanto a determinagao das forgas
nodais. Como j& ressaltado, a énfase deste trabalho é o cdalculo da

forgcas externas de contato, o que serd detalhado nos restantes
capitulos deste trabalho.

Para o caso do elemento 3D um processo de derivac¢do numérica foi
empregado para a avaliagdo da matriz tangente (equagdo (2.2.11)).
Calcula-se primeiro as forgas fora de equilibrio para uma
configuragdao da estrutura ligeiramente modificada ou perturbada. Para
um né da estrutura tem-se:

he+ he

Fiy = Fi(x + ax) (2.2.12a)
he- __ he
Fiy = Fiix - ax) (2.2.12b)

(i,3 = 1,3)

A contribuigdo do né a matriz tangente vale:

K = (F
1)

he-

he+
e sl R (2.2.13)

onde dXj € o valor da perturbacdao numérica e vale, para o calculo das
forcas internas:

X =10 L (2.2.14)

onde L €é um comprimento caracteristico da estrutura (aqui
adotado como a maior dimensdo da estrutura).

Se forem considerados efeitos de inércia, a forma fraca (2.2.1)



é reescrita como:

J p aui aidV = J 0“ 6u’

., av - J t su dr, - I b su av

(2.2.15)

onde a é a aceleragao do corpo e p sua densidade. Discretizando em
elementos finitos:

a=¢A (2.2.16)

onde ¢ sdo as fungdes de forma e A as aceleragdes dos nés. A equagao
de equilibrio (2.2.8) é trocada por,

he

MA=F (2.2.17)
onde M é a matriz de massa e vale:
= [p¢¢av (2.2.18)

Para a integragdo de (2.2.17) serd utilizado o método explicito
das diferencgas centrais. Este método é resumido abaixo:

(2.2.19)

(U => velocidade inicial em cada nd)

onde n é a etapa iterativa, Q é a velocidade nodal e Atn é 0 passo de
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tempo de integracao.

Este método é condicionalmente estdvel e dependera do tamanho do
passo de tempo. O método aqui empregado para o calculo do passo de
tempo € aquele de Flanagan e Belitschko /Fl1/. Ainda para o caso de
contato é recomendado /Bl/ multiplicar o passo tempo calculado por um
fator de seguranga de 0.75.

Uma matriz de massa diagonalizada foi empregada pois ela é a que
melhor se adapta ao método de integragdao temporal escolhido. Como
apenas elementos lineares sdo empregados, uma matriz diagonalizada do
tipo ’sum row’ (soma de linha) é utilizada.



3 ASPECTOS GERAIS DO TRATAMENTO DO PROBLEMA DE
CONTATO E ATRITO

Neste capitulo serd feita uma revisdao de conceitos sobre o
tratamento do contato e atrito, baseado em idéias hoje ja plenamente
aceitas na 1literatura internacional, e servirdao como embasamento
necessario para o tratamento do contato 3D, que sera visto no
capitulo 5.

3.1 O CONTATO UNILATERAL

Este pardgrafo vai tratar o problema de contato de um meio
flexivel com outro infinitamente rigido. Antes porém vai-se definir
um sistema de eixos local (t, n) onde n é a normal exterior ao corpo
rigido (a), conforme a figura (3.1.1). Nesta figura foi representado
g, © 9, ., que sao respectivamente as distdncias inicial e final entre

. 0s corpos em contato. O deslocamento do corpo flexivel (b) é dado por

u. (Com o objetivo de introduzir conceitos bdasicos, nos paragrafos
(3.1) e (3.2) sera considerado que os eixos locais (n,t) e globais
(x,y) coincidem. Dito de outra forma, ndo sera considerado - nestes

paragrafos - o efeito de grandes rotagbées e deslocamentos, em fungao



da coincidéncia dos sistemas de referéncia).

fn go

¥ %

uE tn)
lg

T v . N
N

Figura (3.1.1)
a)corpo rigido ou matriz de contato b)corpo flexivel

Definindo o produto escalar g, como:

g, = (u -g_).n {3.3.3)

Entdo, se 9, é negativo, hd interpenetragdao entre os corpos cujo
valor é dado pelo valor absoluto de g,- Como isto ndo pode ocorrer,

15

existe uma restricdo que deve ser respeitada e que € dada por

(3.1:3)2

g, =0 ' {9:1:2)

Nos pontos da superficie que entraram e permaneceram em contato,
aparece uma pressao (forga por unidade de superficie) dada por:

t s 0 (3.1.3)



Nos outros pontos tN € nulo.

A solugdo u do problema deve pertencer ao conjunto N:

N = ( conjunto de deslocamentos admissiveis que satisfazem a
restricao g, =0 em 1“c }

Serd aqui empregado o método da penalidade (ver por exemplo
/R1/), na qual a condicdo acima é relaxada, o que permite gque
interpenetragées muito pequenas ocorram. Para isto, inclue-se na
formulagao fraca (equagcdo (2.2.1)), o trabalho virtual efetuado pela
pressdo de contato t , de maneira que,

J.cr“ su Qv =I t su dr_+ I b su dv + J' t, &g, dr,

(3.1.4)
t" é definido como:
t, =k, g, (3.1.5)

ku é denominado penalidade normal. Fisicamente, a penalidade
normal pode ser visualizada como a rigidez de molas colocadas entre a
matriz rigida e a pega flexivel. Quando a distancia entre ambas é
nula as molas estdo na sua posicdo de repouso. Uma vez que a
interpenetragdo ocorre, as molas serdao acionadas, deslocando os
pontos do corpo flexivel com uma forcga proporcional a
interpenetragao, conforme (3.1.5).

Dito de outra forma, kN corresponde a rigidez normal da zona de
- . contato. Experimentalmente, verificou-se que kn variard como uma
funcao do estado da superficie e do nivel de carga /Ol/. Neste
trabalho serd utilizada sempre uma relagao constitutiva de contato
linear, dada por (3.1.5). No entanto, em casos onde a pressao de



contato pode atingir valores muito altos, certos trabalhos sugerem a
utilizagdao de uma lei exponencial como abaixo /W1/:

t. =k g (3.1.6)

onde n > 1.

17



3.2 LEIS CONSTITUTIVAS PARA O TRATAMENTO DO ATRITO

Quando existe um movimento relativo entre duas superficies em
Estas forgas, também chamadas

contato, aparecem forgas tangenciais.
forcas de atrito, vao se opor ao movimento (ver figura (3.2.1)).

t+AL )

I t I
\\‘\.n\\)\i =/ tT g
: . | . \\\\’\\

9r

Figure (3.2.1)
Definigao do deslocamento e de forcas tangenciais.

vao influir no

—

no caso de conformagao mecéanica,

Estas forcgas,
influéncia sobre a forga necessaria a

fluxo da matéria e teréao
conformagao. Elas podem ainda produzir efeitos térmicos indesejaveis.

Normalmente o efeito do atrito é nefasto, mas no caso de um processo

'3
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de laminagdo, por exemplo (ver figura (3.2.2)), sua presenga &

necessaria para que os cilindros de lamingao agarrem a placa a ser
trabalhada.

Figure (3.2.2)
Processo de laminacgao

O trabalho virtual efetuado pelas forgas de atrito pode ser
acrescentado a forma fraca (3.1.4):

J“’n su,  av =I t Su dr,_ + J b su Qv + I t &g, dr_ +

J'tT 8g_ dr_ (3.2.1)

A exemplo do paragrafo precedente (3.1), deve-se estabelecer as
relagdes constitutivas do problema de atrito, ou seja, determinar as
relagdées entre a pressao tangencial tT e o deslocamento 9,

Os modelos mais utilizados sdao aqueles baseados na classica lei
de Coulomb. Segundo Coulomb, dois pontos permanecem juntos, engquanto
© valor da pressao tangencial é menor que o produto entre o
coeficiente de atrito das interfaces e o valor absoluto da pressao



normal de contato. No caso contrdrio, haverd escorregamento. Entédo,

Se ItTl < u ltN] => g = 0 (3.2.2a)
Se el =wnltl = 3Ip=0/|g =-Bt
(3.2.2b)
onde | | indica mdédulo e u o coeficiente de atrito estatico.

(Chama-se a atengdo aqui para o fato de que em (3.2.2a,b) |tT|
corresponde ao médulo da forga tangencial aplicada).

Pode-se ver que a pressdao tangencial nao pode ultrapassar o
limite uItNI e pode-se assim imaginar a existéncia de uma ‘superficie
de escorregamento’ f, tal que

Para o caso bidimensional, graficamente o critério de Coulomb é
mostrado na figura (3.2.3):

MA=a0rctgq

Figura (3.2.3)
Lei de Coulomb em duas dimensoes



Os valores permitidos para as pressdes sdo delimitados pelo cone
da figura (3.2.3). Quando a combinagao de pressao atinge a
superficie, o escorregamento comega. A 2zona fora do cone é
inacessivel. -

A fungdao f pode ser generalizada para levar em conta a
aderéncia. Neste caso, mesmo sem pressao normal, é possivel a
aplicagdao de uma carga tangencial, sem que haja deslocamento.

f=1t |-l t|-A (3.2.4)

onde A caracteriza a aderéncia.

Fazendo uma analogia com a plasticidade, os modelos vistos tem
um comportamento semelhante a uma lei rigido-plastica: passa-se da
aderéncia total até ao escorregamento (deformagao plastica) sem que
haja uma transigdo (deformagdo eldstica). Este tipo de modelo foi
empregado por /B2/, por exemplo. A figura (3.2.4) mostra a relagao
entre t& e g.

ty

Mty

Figura (3.2.4)
Relacao forcga/deslocamento tangencial segundo a lei de Coulomb.
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No entanto, testes experimentais /Cl1/, demonstram que ndo existe
uma separagdo brusca entre aderéncia e escorregamento. Assim, se
existem forgas tangenciais - ainda que pequenas - ocorrerd um certo
escorregamento. Aparentemente (ver ainda /Cl/), até um certo valor,
este escorregamento é reversivel ou eldstico. Deve-se entdo redefinir
a relagao entre tT e
(figura (3.2.5)):

9.+ O modelo mais simples €é mostrado abaixo

ty

Myl

-._g"

Figura (3.2.5)
Relacao forca/deslocamento tangencial modificada

Recai-se numa lei constitutiva semelhante ao caso
elasto-plastico perfeito e pode-se agora fazer uma analogia com os
desenvolvimentos descritos nos apéndices deste trabalho. Como em
plasticidade, trabalha-se com uma formulagdo em taxas. Isto é
necessario pois o atrito é também um fendmeno dissipativo dependente
da histéria, como a plasticidade.

Sera entdo definido um vetor taxa de deslocamento de

" contato, constituido por uma componente tangencial e normal.



(3.2.6)

A taxa de deslocamento €é ainda decomposta em uma parte

reversivel e outra irreversivel, conforme a equagao (3.2.7):

(3.2.7)

- = ir
g"’ é a componente reversivel da taxa de deslocamento e g a
componente irreversivel.

Para o caso bidimensional, tem-se a necessidade de uma unica

componente tangencial de pressao:

dois casos possiveis serdo analisados:

A  sequir os
escorregamento colante e escorregamento deslizante.

3.2.1 CONTATO COLANTE OU REVERSIVEL

kit

Neste caso, o valor de tT nao atinge o valor limite de
Pode-se

(ver figura 3.2.5) e permanece dentro da zona reversivel.

dizer entdo que:

g=9

[t."r] . [kr ¢ ] [?;e} (3.2.1.1)
5 0 k, g;°



ou

t=Kdg" (3.2.142)
com
g |% O (3.2.1.2a)
0 k.

kr estd também relacionado com a rigidez da superficie (rigidez
aos movimentos tangenciais). Seu valor é dado pela inclinagdo da reta

da figura (3.2.5). (Na pratica, no entanto, usa-se k1=ku/10)‘

CONTATO DESLIZANTE OU IRREVERSIVEL

3.2.2
Quando a ©pessdao tangencial atinge o valor ult“, o
escorregamento irreversivel (g") comega. Da equagao (3.2.3), tem-se
f = O (3.2.2.1)
escorregamento

Para fazer o calculo de g'' pode-se supor um

associado, o que permite dizer que:

(3:2.2.2)

Substituindo a expressdo (3.2.3) em (3.2.2.2), obtém-se:

(3<2:.2.5)

ir a

[é"] = [’l t /1t ]
g}l



(Chama-se a atengdo que as derivadas de (3.2.2.2) nao sao
definidas na origem. Assim elas devem ser encaradas como derivadas

direcionais).

Observa-se a existéncia de wuma parcela irreversivel ou
dissipativa do deslocamento normal (é:j, o que é incoerente frente
as constatacdées fisicas. Para resolver este problema, utilizar-se-a
um tipo de escorregamento nao associado onde o deslocamento
irreversivel ndo €é mais normal a superficie de escorregamento,

segundo a figura (3.2.2.1).

ir

Figura (3.2.2.1)
Escorregamento nao-associado

A equagao (3.2.2.3) torna-se:

25
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.lr
[% ] = |A e /1t ] (3.2.2.4)
g, 0

ou

g =%z (3+2+2:5)
onde f* é uma superficie de escorregamento modificada, para ter em

conta (3.2.2.4).

Como em plasticidade, o escorregamento irreversivel nao é
armazendvel na forma de tensdo. Entdo, de (3.2.7) e (3.2.1.2):

t =K (g - g'7) {2.2.2.8)

Pode-se aqui formular uma condigdao de consisténcia com a ajuda
de (3.2.3): para um ponto em escorregamento irreversivel, f deve ser
nula:

H e

= t =0 (8:2.247)

~

Q)|QJ
et Fh

Substituindo (3.2.2.6), (3.2.2.5) em (3.2.2.7), chega-se a:

af . af af* _
5’;’59 3‘1_315"@ = 0 (3.2.2.8)
Pode-se agora obter uma expressao para A:
af -
XY
A = (3.2:2:9)
f , BEx
at = ot
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(Esta relagdao tem a mesma forma que (Ap.l1l.2.10), se nao for
considerado o endurecimento).

Colocando (3.2.2.9) em (3.2.2.5), e o resultado em (3.2.2.6),
obtém-se:

it -
Il

i<

1q .

(3.2.2.10)
onde
af*af
B X
¥ =K- (3:2:2.11)
of | Of
3t = Bt

Como ja foi visto a forma de calcular todos os valores de
(3.2.2.11), encontra-se:

y=[0 K /It (3.2.2.12)
0 X,

Observa-se que a matriz descrita em (3.2.2.12) é nao-simétrica,
o que conduzira a um sistema de equagdes igualmente nao simétrico.
Assim, é exigida a solugao completa do sistema de equagdes. Em certos
problemas, contudo, pode-se empregar uma matriz simetrizada (média da
triangular inferior/superior), sem maiores problemas de convergéncia.

Outra possibilidade - embora nao empregada neste trabalho - é
considerar a pressdao normal como constante durante o cdlculo da
pressao tangencial /03/. A superficie de escorregamento dependera da

pressao normal somente para definir o limite entre escorregamento

reversivel/irreversivel. Neste caso, portanto, a pressdo normal

desempenha o mesmo papel gque a tensao de escoamento no caso
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elasto-plastico. Evidentemente, tem-se agora uma lei de

escorregamento que torna-se associada, como mostra a figura
(3:2:2:8)

“as

Figura (3.2.2.2)
Transformagao de uma lei de escorregamento nao associada em
associda, supondo uma pressao normal tx = constante.

Deve-se aqui dividir o algoritmo em duas partes: Na primeira,
calcula-se apenas a pressdao normal (sem considerar o atrito). Na
sequnda, calcula-se a pressao tangencial supondo 1:H como fixo.
Tem-se, neste caso, um sistema simétrico a resolver. Este algoritmo
pode no entanto apesentar problemas de convergéncia em determinadas
situagdées, como relatado em /W2/, /03/ e também por este autor /B8/.



3.3 LEIS CONSTITUTIVAS DE CONTATO EM GRANDES DEFORMAGOES

Para evitar problemas de notagdo, serd primeiro redefinida a
pressao como:

<t
—_

(-r
o
|
I
)
=
(|

onde, txy e tnt representam o mesmo vetor de forgas por unidade de
superficie (pressdo) no ponto em contato. A dupla notagdo servira
para que seja possivel fazer-se referéncia as componentes nos eixos
globais (x,y) e locais (t,n), respectivamente. Isto é necessario, a
partir deste pardgrafo, pois considera-se agora que os eixos locais
giram em fungdo da deformagdo e portanto, além de nao haver mais

coincidéncia entre os dois sistemas (local e global), a relagdo entre
ambos varia no tempo!

Tal como a pressao, outros tensores também serdo referidos, ora

as suas componentes globais ora as suas componentes locais, conforme
a notagao acima.

Para que as relagdes constitutivas vistas no paragrafo (3.2)
sejam véalidas nestas condigdes, todas as grandezas presentes devem
ser objetivas (ver apéndice 2). Assim, para uma mudanga de
referencial definida pela matriz ortogonal de rotagao 7(t) fungdo do
tempo, pode-se escrever que:

ttn = 7 txy (3.3:1)



Derivando temporalmente a expressdo acima:

Etn = i} Exy"}' 3} :t.xy (3.3.2)

Observa-se que a pressao é um tensor de primeira ordem. Para que
um tensor genérico B de primeira ordem seja objetivo frente a uma
mudanga do sistema de referéncia definido pela matriz ortogonal

Q(t)lj fungao do tempo, a relacao seguinte deve ser respeitada:
B{ = Q(t),, B (3.3.2a)

onde B; é o valor das componentes do tensor no novo sistema de
referéncia e BJ as componentes no sistema original.

Voltando ao caso em estudo, observa-se de (3.3.2) que
tn = 7t

do qual conclue-se que txy ndo é objetivo.
A taxa da matriz ortogonal 7 pode ser decomposta como (ver
/M1/):

7=0n7 (3.3.2b)

onde & €é uma matriz anti-simétrica que representa a velocidade
angular do sistema de referéncia.

Utilizando (3.3.2b) pode-se reescrever (3.3.2) como,

ten = 1 (Otxyt txy) (3.3.3)

ou
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=t (3.3.4)

onde

4
5’.

(3.3.5)

g é uma taxa de pressdo corrotacional e é uma grandeza objetiva,
pois ela obedece (3.3.2a). Assim, as leis constitutivas vistas no
pardgrafo (3.2), tornam-se:

¥ = ko go (3.3.6)
para o caso reversivel (ver equagdo (3.2.1.1)) e,

¥ =5 G (3.3.7)

para o caso irreversivel (ver equagao (3.2.2.10)), dgque sao as

expressOes validas para constituir o problema de contato em grandes
deformagdes.

Obviamente que as pressdes escritas nos eixos locais (ttn), sao
também grandezas objetivas, pois elas estdao escritas em eixos que
contém todo efeito de deformagdo pura (sem efeito de rotagao) ou
ainda eixos corrotacionais. Pode-se entdo dizer que as expressdes

seguintes sdo igualmente vadlidas para constituir o problema de
grandes deformagodes:

Etn = I_St.n gt.n (3.3.8)

'E.t.n = th gtn (3.3.9)



3.4 INTEGRAGAO TEMPORAL DAS LEIS CONSTITUTIVAS DE CONTATO

Serd escolhido aqui o caminho de integragdao A-C, A-D, etc da
figura (3.4.1), o que permitird evitar os problemas de descarga

numérica (ver apéndice 3).

E

ia. aproxum,
do estade final

D
ca. apraxi.m.

do estado final

A Estado
inwcial
conhecudo

B
Estade final
a determinar

Figura (3.4.1)
Caminho de integrac¢ao

Assim a configuragao de referéncia usada para integragao a cada

-

’itera¢&o é a udltima configuragdo equilibrada.

a
- i

Uma observagao importante a fazer é que o esquema de integragéao
deve ser incrementalmente objetivo. Ou seja, se ocorre a mudanga de

et §

referencial seguinte:

X =17X (3.4.1)



entdo o vetor t deve transformar-se conforme (3.4.2):
tr =1t (3.4.2)

Verificar-se-a primeiramente o que ocorre quando as pressdes sao
integradas diretamente nos eixos globais:

A taxa de pressao de contato (3.3.5) vale:

ty = £ - Otwy (3.4.3)

onde g é a taxa corrotacional e 6 a velocidade de rotagdo do sistema
de referéncia.

Tomando um processo do tipo Euler para resolver (3.4.3),
obtém-se:

txy = txy + At txy (3.4.4)

Se a velocidade de rotacdo for tomada constante ao longo do passo de
tempo, a expressao (3.4.4) torna-se,

t+At

t = thy - e thy + al (3.4.5)

-

Se o atrito é reversivel (equacgao (3.3.6)):

t+At .
2t = J’ Kxy gy dT (3.4.6a)
t

ou, se o atrito é irreversivel (equacao (3.3.7)):

t+At .
Ag = -[ Yxy gxy AT (3.4.6Db)
t
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O esquema da equagdo (3.4.5) obviamente s6 dara bons resultados
para valores muito pequenos de incrementos. Por este motivo este
esquema é dito incrementalmente ndo objetivo.

Uma outra forma de realizar a integragdo, utiliza o chamado
Método da Rotagdo Instanténea Final (detalhes podem ser encontrados
na referéncia /N1/). Este método tem duas etapas:

a)Integragdao temporal das pressdes sobre os eixos locais ou
corrotacionais. (Integragdo de (3.3.8) ou (3.3.9), conforme abaixo:)

t+At .
ehbdt = th + J'g gtn dt (3.4.7)
t - -

b)Rotagdo das pressdes para os eixos globais através de uma
rotacdo instantédnea, no tempo t+At.

Por definigdo, este esquema € incrementalmente objetivo e é
empregado pelo METAFOR. Abaixo o método é detalhado:

a) Integragao da expressdao (3.4.7):

Observou-se no paragrafo (3.2) que ndao existe uma componente
irreversivel para o deslocamento normal: o cdlculo da pressdao normal
é considerado como um processo que depende apenas da posigdao final
(instanténea) entre corpo rigido e ndo rigido. Pode-se dizer portanto

que, a componenete normal de (3.4.7) vale:

t+At

=k g (3.4.8)

: onde, g, é a distancia normal entre peca/matriz (figura 3.1.1).

Para a integragdao da componente tangencial, recai-se sobre um
algoritmo do tipo ‘return mapping’. Numerosos trabalhos seguiram ja o
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mesmo procedimento (cita-se /G3/ e /W1l,2/, por exemplo). O calculo da
expressdo (3.4.7) é entdo separado em duas etapas. Na primeira,
supor-se-a que ndo hd escorregamento irreversivel e sera chamado de
preditor eldstico. Neste caso, as pressdes valerdo: '

(3.4.9)

onde g, corresponde ao escorregamento acumulado em um ponto, desde o
momento onde ele entra em contato até o fim do contato, quando entéo
o valor de g, é zerado. Este procedimento é possivel pois g, é
sempre medido sobre o mesmo sistema de referéncia: o plano tangente a
matriz de contato (ver figura (3.4.2)).

FIM DO CONTATO

MATRIZ RIGIDA

CORPO FLEXIVEL

iNfcIo pOo coNnTaTO

Figura (3.4.2)
Defini¢do do deslocamento tangente.



Se
L t+At
tL=unlt I

entdo o escorregamento é reversivel, o processo de integragdo termina
e a pressdo de atrito vale:

t+At _
t‘r = kr g, (3.4.10)

Caso contrario, deve-se trazer a pressao sobre a superficie de
escorregamento. Para isto, serd utilizado um método do tipo retorno
radial. A pressdo no final do passo de tempo pode se escrever como
(ver expressao (A.5.4)):

t+At _ e _ 4corr
S (3.4.11)
onde t:“r é o corretor plastico. Observa-se que o procedimento

altera apenas a pressao tangencial e deixa a pressdo normal como

(3.4.8). Por comparagdo com a expressao (3.4.10),

t+At
E e J' glt ac (3.4.12)

-

onde g;r vem da expressao (3.2.2.4). Como a normal a superficie de

- escorregamento modificada f* visto no pardagrafo (3.2.2) é considerado

" constante, (3.4.12) pode ser escrito como,

A= sl

& T

corr
t

= k, AA sign (t:) (3.4.23)

onde AA vem da expressao (3.2.2.9), que apds calculo vale,



Ax = sign (t7) g - u |k, gl (3.4.14)

Substituindo (3.4.14) em (3.4.13) e o resultado em.(3.4.11},
resulta

t+At
t+At mit l

— N e
£ s —— (3.4.15)
€21

Deve-se observar que a relacao pressao-deslocamento vista para o
caso de escorregamento irreversivel (3.2.2.12) €& também consistente
com o processo de integracdao, pois (3.2.2.12) nao depende do
deslocamento tangente e, por consequéncia, ndo depende do valor do
preditor eldstico. Ver-se-a no capitulo (5), no entanto, que este nao
é o caso quando o problema é 3D.

b) Finalmente a segunda e tultima etapa de cdlculo do método da
rotagdao instantdnea final: a rotagdo das pressdes para os eixos
globais. Esta é fornecida pela expressdo:

tishdt = g7 gl (3.4.16)
A obtengdao da matriz de rotagdo 7 dependera do esquema de
integragdo espacial (ver pardgrafo seguinte). Para que haja coeréncia

com o método, ela é definida sobre a configuragao atual da estrutura
(tempo t+At).

37
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3.5 OBTENGAO DA MATRIZ TANGENTE DE CONTATO

As forgas de contato sdo forcgas distribuidas sobre a superficie.
Um processo de integrag¢do espacial é entdo necessario para o calculo
das forgas exteriores e da matriz tangente de contato.

Somando os dois udltimos termos da forma fraca (equagao (3.2.1))
para um elemento de contato, obtém-se:

c

Wee = I txy 8gwy Al (3.5.1)

Este termo representa o trabalho produzido pelas pressdes de
contato sobre o elemento. As forgas de contato tornam-se:

Fay®® = J' thy, ¢ ar, (3.5.2)

onde K representa o né em contato, i a diregao da forg¢a (segundo x ou
Y) e ¢ as fungbes de forma. Chama-se a atengao aqui que txy em
(3.5.1) representa na verdade um campo de pressdes e em (3.5.2) g%f
representa seus valores nodais. Como as fungées ¢ sdo definidas no

intervalo (-1,1) (figura (3.5.1)) a integral (3.5.2) pode ser
redefinida como:

+1
Fuy™® = J.tzxcyi ¢"det J ds { 8B

-1



Las

® nNO
B PONTO DE GAUSS

Figura (3.5.1)
Elemento de contato k.

Para obter a contribuigdo a matriz tangente, deriva-se a expressao
(3.5.1.3), de sorte que:

c, K c

dgxy = Kx Y

-

+1 +1
K J'd1_;§y (¢"det J) ds + I thy d(¢"det J) ds
-1 -1
(3.5.4)

O termo da direita pode ser identificado como a parte geométrica
da matriz tangente. Para a parte esquerda, deve-se utilizar a equagao

(3.4.3) para obter a taxa de pressao.

Diferentes formas de integragdao das forcas de contato e de
(3.5.4) serao tratadas nos itens (3.5.1), (3.5.2) e (3.5.3).

3.5.1 O CONTATO VISTO COMO CARGAS DISTRIBUIDAS

O calculo das forgas de contato se faz com o auxilio da



expressao (3.5.3). De forma geral, empregando integragédo de
Gauss-Legendre, pode-se dizer que:

Fryp'" = T, Wt o™ " det ™ (3:5:.3:1)

onde m é o ponto de Gauss onde as grandezas sao calculadas; J é o
jacobiano da transformagao entre as cordenadas reduzidas e a
configuragdo atual; w os pesos de cada ponto de integragdo e p o
nimero médximo de pontos de Gauss. Localmente a pressao twf vem da
expressao (3.4.16) discretizada nos pontos de Gauss. Ela vale, antes
da rotacao:

m, R R

t:=):§=lkN ¢™" G (3.5.1.2)
th = ):zﬂkr o™ B GE (3.5.1.3)

para o contato colante. Para o contato deslizante:

ult. ™|
£ & ey S (3:5.1.4)
T e, m T

£

-

onde t?m é o preditor elastico, calculado segundo (3.5.1.3), e G: e

R - = ' "
Gu sao os valores dos deslocamentos tangente e normal a matriz no no
R.

Deve-se ainda definir o nuimero de ©pontos de Gauss.
Normalmente nestes casos emprega-se apenas um ponto, resultando que:

" = 1/2 (3.5.1.5)

det J' = h /2 (3.5.1.6)



onde hK é o comprimento do elemento de contato (ver figura
(3.5.1}).

wo= 2 (3.5.1.7)

Pode-se calcular entdo (3.5.1.1) com as definigdes (3.5.1.2-7).
Deve-se ja ressaltar, contudo, que o uso da quadratura de Gauss
normalmente conduz a problemas de convergéncia no método, o que foi
aqui constatado e também por Kikuchi /Kl1/. Por este motivo este

método, embora implementado, ndo sera tratado no capitulo (7) de
exemplos.

3.5.2 O CONTATO VISTO COMO CARGAS NODAIS

Aqui a hipdétese é considerar o contato como forgas concentradas
nos nés, como se vé na figura (3.5.2.1).

w+l

Figura (3.5.2.1)
Cargas de contato consideradas como concentradas nos nos.

Neste caso, a equagao (3.5.1.1) torna-se, para o né K:

ny‘:"‘ = thy, (3.5.2.1)

41
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sendo suas componentes locais calculadas segundo (3.5.2.2) e
(3.5.2.3):

K _ X

t, =k, G (3.5.2.2)
- K

t, =k G (5:8.9.35)

para o contato reversivel. No caso de contato irrevesivel:

K
mlte |
K _ N e,K
t, = — t (3.5.2.4)
Itﬂ

onde t;'x é o preditor elastico, calculado segundo (3.5.2.3), e G: e

g . :
G, sao ainda os valores dos deslocamentos tangente e normal a matriz
no né K.

Para obter a pressao em coordenadas globais (txy) utiliza-se

(3.4.16). De forma geral, se o adngulo entre x et t vale ¢ (ver figura
(3.5.2.2)), entao:

Y
LY
5 P
4
K. ;
o 7
\\ l,
\\ v
s\\ 7
“w Y EP
pot = X

Figura (3.5.2.2)

Definigao do angulo ¢ ( n = normal a matriz, no no
em contato).
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A matriz de rotagdo é definida com:

- [ Cosg By ] (3.5.2.7)
-sing cosp e

Como consequéncia, obtém-se, como forgas nodais:

k. G
T T
F c, K — 3T
k &~ (3.5.2.8a)
N N
pFy sign (£2F)
nyc,x - n’r
K
k, Gy (3.5.2.8b)

A obtengdo da matriz tangente ¢é também conseguida por
derivacdo numérica. O processo é simples e consiste em variar a
posigdo do né em questdo e em calcular a perturbacdo sobre a forga de

contato. Esta perturbacao vale:

c,K s c, K+ = c, K-
ﬁny” F:cyij nyij (3.5.2.9a)
onde
c, K+ = c, K
ny” nyi (X + ax) (3.5.2.9Db)

c, K- c,K
ny“ nyl (X - d?,{) (3.5.2.9(3)

Il



X sao as coordenadas dos nés e ax a perturbagao sobre as
coordenadas. As expressdes (3.5.2.9b,c) definem portanto a variagao
da forga de <contato devido & perturbagdo +dX; e -dXj,
respectivamente, sobre as coordenadas do né. A contribuigdo do ndé K
em contato a rigidez, vale:

K"":]K = - Any‘:;‘ / 2 ax, (3.5.2.94)

A perturbacao dxj vale (ver /Pl/):

ax = 1,10"° &*
3 N

Em um unico caso utiliza-se uma matriz tangente de contato
explicita. E o caso de uma matriz (ou uma parte em questdo da matriz)
plana. Neste caso, como ndo had rotagdo, a expressdao da derivada de
pressdes (equacgao (3.3.5)), torna-se:

dtxy = £ (3.5.2.10)

Substituindo (3.5.2.10) em (3.5.4), e negligenciando a variagédo
de comprimento do elemento ao longo do passo de tempo, pode-se dizer
que (3.5.4) vale:

Kxy™'© = Kxy (3.5.2.12)

para o escorregamento reversivel. Para o escorregamento irreversivel:

Kay™' " = Yxy (3.5.2.12)

onde
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Kxw =373 K7 (3.5.2.13)

Yxy

I
=3
i<
=3

(4:5:2:14)

K e Y sdao dados pelas expressdes (3.2.1.2a) e (3.2.2.12),
respectivamente.

3.5.3 O METODO DA PENALIDADE VARIAVEL

Sera aqui ainda considerado o contato como forgcas concentradas
nos nés (figura (3.5.2.1)), mas calcular-se-a um campo de pressao
utilizando estas forcgas, dado pela equacao:

o
txy‘: = Fx,‘:"/ h_ (3.5.3.1)

*
onde hx € um comprimento adotado. Evidentemente estes valores de
pressao sao, a principio, arbitridrios pois va@o depender do
. * . P
comprimento hx escolhido. Portanto a escolha deste comprimento deve

ser criteriosa. Para um né de contato K, o comprimento €& definido
como:

*
h. =05 KX =%, I#0.510%, ~%0

onde X é o vetor posicdao do né K. Para o primeiro e udltimo né em
contato (K = 1 et K = nelc, onde nelc € o numero de elementos de
contato):

Il
o
&)
>

1



Figura (3.5.3.1)
Distribucao de pressao suposta.

Pode-se escrever (3.5.3.1) de outra forma,

nyc' K = txyk

h*
: L B (3.5.3.2)

e também as expressées (3.5.2.2) e (3.5.2.3) como,

. K %
tf=x &n’ 3.5.3.4
T . S (BuDeFul)

Assim, todas as expressdes vistas no paragrafo (3.5.2) sdo ainda
o7 validas, desde que se troque a penalidade k., k_por:

i X =k h: (3.5.3.5)
K =k h; (3.5.3.6)
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Portanto, a penalidade passard a depender da malha, o que pode
ser vantajoso quando trabalha-se com malhas pouco uniformes no
contorno de contato. Isto € conseguido sem os inconvenientes

relatados quando emprega-se a quadratura de Gauss.



4 TRATAMENTO DO CONTATO ENTRE CORPOS FLEXIVEIS

4.1 INTRODUGAO

O tratamento do contato que foi visto ao longo do capitulo 3,
considerava a matriz de contato como rigida. Esta aproximagdo é
normalmente vadlida no caso de conformagdo mecdnica onde a matriz é
muito mais rigida que o corpo que se deforma. No entanto isto impede
o cdlculo de tensdées na matriz. Por outro lado, a maior parte dos
casos de impacto os corpos em contato sofrem deformagdes importantes
de sorte que a aproximagdo de um corpo rigido ndo é mais possivel.
Neste dltimo caso pode ainda ocorrer o contato do corpo com ele mesmo
(fenémeno normalmente denominado de auto-contato), sobretudo gquando
se chega até a pdés-flambagem.

Estas limitagoes do algoritmo precedente motivaram o
desenvolvimento de um novo elemento de contato para dois corpos
flexiveis. O desenvolvimento que foi feito €é 1limitado ao caso

" explicito.



4.2 DEFINICAO DAS SUPERFICIES ALVO E ESCRAVA

Uma das superficies em contato é denominda escrava (do inglés
‘slave surface’) e a outra é denominada alvo (‘’master surface’). As
forgas de contato sdo calculadas projetando os nés que pertencem a
superficie escrava (ou nés escravos) sobre a superficie alvo, como
serd visto no pardgrafo (4.3.2). Este procedimento simples porém,
pode levar a resultados falsos, como ge vé na figura (4.2.1), onde o
contato ndo é detectado ja& que os nés escravos ndo tocam o elemento

alvo.

Figura (4.2.1)
C - Superficie alvo; E - Superficie escrava.

Alguns trabalhos sugerem que a discretizagao mais fina entre as
duas superficies seja tomada como escrava (ver por exemplo /Bl/).
Isto pode evitar problemas no inicio do cdlculo, mas como se esté
trabalhando no dominio das grandes deformagdes, nao se pode prever

qual sera a malha mais fina no final do processo.
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O problema pode ser resolvido mudando a atribuigdo de superficie
alvo e escrava cada vez que se calcule as forcas de contato. Isto
quer dizer que dois passos sdo feitos: O elemento que é alvo num
primeiro passo, serd escravo no segundo e Vvice-versa. Este

procedimento, nomeado duplo passe, sera aqui empregado.



4.3 ALGORITMO DE PESQUISA DO CONTATO

Normalmente pode-se dividir o algoritmo de pesquisa do contato
em duas partes: A pesquisa a nivel global e a pesquisa a nivel local.
A primeira etapa é em geral aquela em que € possivel obter maior
ganho de tempo de calculo, em fungdao do algoritmo escolhido. Abaixo
alguns deles sao discutidos.

4.3.1 PESQUISA A NIVEL GLOBAL

O objetivo da pesquisa a nivel global é encontrar gquais s@o os

elementos alvos candidatos ao contato com um né escravo pré-definido.
A forma mais segura de fazé-lo € passar em revista todos os elementos

(ou nés) alvos. Este tipo de algoritmo é chamado forga bruta (‘’brute

force algorithm’). Normalmente a pesquisa pode ser feita de duas
formas diferentes:

a) Calculando a distdncia entre o né escravo e o0s nés
alvos (’nearest neighbour’). Os nés alvos candidatos ao contato séo
aqueles cuja a distancia calculada é menor.

b) Definindo caixas em torno de cada elemento alvo. Estas caixas
sdo calculadas utilizando as coordenadas maximas e minimas dos nés
associados ao elemento mais uma toleradncia (ver figura (4.3.1.1)). Se
a caixa de um elemento contém o né escravo, entdo este elemento é
candidato ao contato com este né. E possivel ainda definir esferas no
lugar das caixas (ver /B4/, /B5/).



Figura (4.3.1.1) )
0 né escravo 1 pode entrar en contato com o segmento alvo s; o0 nod
2 com os segmentos s e t. O né 3 nao pode entrar em contato.

Para evitar passar em revista todos os elementos alvos (‘brute
force algorithm’), podem-se encontrar numerosos artificios que
permitem um grande ganho em tempo de cdlculo, mas que nao sdo téao
robustos. Por exemplo, se num tempo t o né escravo ‘e’ esta em
contato com o elemento alvo ‘c’, pode-se supor que no passo de tempo
seguinte o contato serd préximo a ‘c’. Assim pode-se criar uma lista
de elementos candidatos para o préximo passo de tempo. Assim a

pesquisa entre os elementos alvos ficard restrita (ver Benson et
Hallquist /B1/).

Uma outra forma de evitar o algoritmo forga bruta é aquela
empregada por Belytschko /B6/. Ele divide o dominio em células, cujas
dimensdes sdo bem maiores que a dos elementos. A pesquisa global sera
feita apenas sobre os elementos e nés que pertencem a um certo

dominio ou célula. (Isto é possivel pois a cada né é associado o
numero da célula).

Neste trabalho, porém, serd empregado o algoritmo ‘’brute

force’, que constitue um algoritmo de referéncia para este tipo de
trabalho.



4.3.2 - PESQUISA A NIVEL LOCAL

Uma vez identificados os elementos alvos candidatos ao contato,

\n
Lt

deve-se agora confirmd-lo e calcular a projegdao nodal sobre os

elementos.

outras palavras,

Os elementos serao definidos sempre A&area a direita.

Em
a conetividade dos elementos de contato é definida

de tal forma que, um observador percorrendo um elemento do né inicial

ao final, obsevard que o corpo encontra-se a sua direita. Entdo, seja

a situacao da figura (4.3.2.1):

Figura (4.3.2.1)

onde
xe
Xe = ye (4.3.2.1)
sdo as coordenadas do né escravo ‘e’;
XCi
Xcy = yer (4.3.2.2)

sdao as coordenadas dos ndés alvos do elemento alvo (i = 1,2), e
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t1
E = t2 (4-3.203)
€ a tangente ao segmento alvo.

Numa primeira etapa, deve-se determinar a projegdo ‘P’ do né

=

escravo sobre o elemento. Sabe-se a priori que a direcao de projegao
do né é perpendicular a direg¢do tangente ao elemento alvo. Assim a
condigcdo seguinte deve ser satisfeita:

(P -Xe) . t=0 (4.3.2.4)

O valor de P é obtido da expressao:
P =¢' Xci (4:+3.5.5)

i ~ N : y
onde ¢ sao as funcdoes de forma associadas aos nos dos elementos e

valem:
¢' = 1/2 (1 - €) (4.3.2.6)
% = 1/2 (1 + €) (4.3.2.7)

Substituindo (4.3.2.6,7) em (4.3.2.5) e o resultado em
(4.3.2.4), obtém-se uma equacdao a uma sé incdégnita:

t1 (2 xe - xc1 - xc2) + t2 (2 ye - yc1 — ycz)

- xc1 t1 + xc2 t1 - yer tz2 + yc2 ta

(€.3.2.8)

Se
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-1 =gs1 (4.3.2.9)

© né escravo ‘e’ poderd ser projetado sobre o elemento. Esta é a
primeira condigdo de contato.

Deve-se verificar ainda se o ndé escravo estd dentro do corpo
alvo. Calcula-se entdao a normal exterior a cada elemento alvo
candidato ao contato (ver figura (4.3.2.1)). Evidentemente, se o né
penetrou o elemento, o produto escalar seguinte (equagcao (4.3.2.10))
€ positivo, o que define a segunda condigdo de contato.

(P-Xe) .n=z=0 (4.3.2.10)

O n é€ o vetor normal ao elemento alvo. Para os elementos que

verificam a condigdao acima, dois casos particulares devem ser
previstos:

Primeiro caso particular: O né escravo estd dentro de uma regido

céncava (figura (4.3.2.2)). Neste caso, a primeira condigdo nao é
verificada.

Figura (4.3.2.2)

wn



Aqui, apesar do ndé escravo ter penetrado no corpo alvo, a
primeira condigcdo de contato ndo é satisfeita para os dois elementos
alvos candidatos. Uma solug¢do adotada por /Z4/ e /Bl/, por exemplo,
consiste em projetar o né escravo sobre o né alvo mais préximo.
Serda aqui adotado a mesma solucédo.

Seqgundo caso particular: O né escravo estd dentro de uma regiao
convexa (figura (4.3.2.3)):

a ™

Figura (4.3.2.3)

Aqui, ao contrdrio do caso precedente, existe duas opgdes de
projegao. Escolhe-se entdo a superficie mais préxima do né (ver
também /Bl/ e /Z4/).

A dltima etapa é o cdlculo de forgas nos nés. Empregar-se-a aqui
0 procedimento simplificado, visto no paragrafo (3.5.2), onde o
contato é tratado como forgas nodais. Com o auxilio do método da
penalidade, pode-se escrever entdo que a forga de contato sobre o né
escravo ‘e’ vale (ver figura (4.3.2.4)):

F =k_ G (4.3.2.11)

onde GN € a disténcia normal entre o né escravo e a superficie alvo,



G, =1 Xe - B I (4.3.2.12)

kH é a penalidade normal.

Figura (4.3.2.4)

As reacdes sobre os nés do elemento alvo valem (ver ainda a
figura (4.3.2.4)):

B . ==31/3 . [L+£) (4.3.2.13a)

F,.,=~-1/2F, (1-E§) (4.3.2.13b)

Onde £ vem da expressdo (4.3.2.8).

No paragrafo seguinte, um esquema resumido do algoritmo de
contato entres corpos flexiveis é fornecido.



Bt h Se caso particular 1,

4.4 ALGORITMO PARA O CALCULO DAS FORCAS DE CONTATO ENTRE CORPOS
FLEXIVEIS

NE = 1 -> NELC
Definigdo da caixa associada a cada
elemento de contato, calculada das coord.
max./min. de cada né (figure (4.3.1.1))
——— NE = 1 -> NEIC (def. do elemento escravo)
I =0
—— NI = 1 -> NEIC (def. do elemento alvo) =—=——

(1) Verifica-se se o elemento escravo (NE) esté
dentro da caixa do elemento alvo (NI):

Nao Sim

(2) Cdlculo da coordenadas red. £ (eqg. (4.3.2.8))
Verificagdo da condigdo 1 de
contato (equagdo (4.3.2.9)) e da
condition 2 (equagdo (4.3.2.10))

Casos possiveis:

a) As condigdes 1 e 2 sdo verdadeiras:
I=I+1

Se I = 2 => caso particular 2

j«———————Db) A condigdo 2 é falsa e I =1
=> contato com o elemento NI-1

C) A condigdo 2 é falsa e I =0
=> Sem contato

w———— d) A condigdo 1 é falsa e a condigido 2
€ verdadeira => Caso particular 1

| |

—= NE = 1 -> NELC

'—— Projecgdo sobre o né mais préximo

l

—= NE = 1 -> NELC

Se contato, cdlculo de forgas sobre o
né escravo e o elemento alvo
(eq. (4.3.2,11-13))

l

FIN




5 GENERALIZACXO DAS RELACOES DE CONTATO PARA O
TRATAMENTO DE PROBLEMAS TRIDIMENSIONAIS

5.1 LEIS CONSTITUTIVAS DE CONTATO EM TRES DIMENSOES

Aqui serdo empregados os mesmos modelos de atritos wvistos no

capitulo 3, salvo que agora, como a pressao tangencial tém duas
componentes, a expressao (3.2.3) torna-se:

£f =1 §T|| - u | tN| =0 (5.1.1)
onde ||.|]| indica a norma euclidiana e p o coeficiente de atrito
estdatico.

Graficamente o critério de Coulomb é visto na figura (5.1.1):



f-*=brc tg®Q

Figura (5.1.1)
Lei de Coulomb em trés dimensoes

Como antes, os valores permitidos para as pressdes sao
delimitadas pelo cone circular da figura (5.1.1). Quando a combinagdo
de pressao atinge a superficie, o escorregamento comeg¢a. A zona fora
do cone é proibida.

A outra fung¢ao vista ((3.2.4)), torna-se,

£f =] §T|| - u | tNI - A (5.1.2)

Aplicar-se-a aqui a mesma teoria vista no capituloe 3. O
escorregamento serd entdo dividido em duas partes: o escorregamento
reversivel (colante) e o irreversivel (deslizante), segundo a

expressao (3.2.6). Mas a taxa de deslocamento terda trés componentes,
segundo a expressao (5.1.4) :

§= |4, (5.1.4)
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0 vetor taxa de pressdao é agora dado por:

«T1
b (5.1.5)

et .
[
ot ot

N

Para o caso do contato colante, a relacdo pressdao-deslocamento

vale:
k 0 0
T
K = 0 kr 0 (56.1.6)
0 0 k

Ja4 para o contato deslizante, recai-se sobre a expressao

(3.2.2.11)
af*af
B at X
Y=K- (3.2.2.11)
*

mlm
et Hh
=
|
il

No entanto, € necessario observar que f e f* nao sao mais os
mesmos utilizados no capitulo (3). A fungao f serd agora substituida

pela equagao (5.1.1) onde o valor do termo || t || € dado pela
expressdo seguinte:
2 2 ,1/2
nNE = (g, +t)) (5.1.7)
e por consequéncia,
ARIA

BLIOTECA
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T & 11

af /ot = t'rz/” t 11 (5.1.8)
i
Tl B 1
af* /ot = tra/“ T[[ (5.1.9)
0

Substituindo (5.1.6), (5.1.8) e (5.1.9) em (3.2.2.11), obtem-se:

S RELARADT R S R E L E AR HE A
0 0 ku
(5.1:10)

Para a integragdao de tensdes, as expressdes do paragrafo (3.3) e
as expressodes (3.5.1-8) sao ainda validas. Integrar-se-a portanto nos
eixos locais utilizando o método do retorno radial. Como tém-se duas

-

componentes tangenciais o preditor eldstico agora é escrito como:

e _ t
tr =t +k Ag (5.1.11)

-~

Onde AgT corresponde ao escorregamento de um ponto ao longo de
um passo de integracdao no tempo. Ele € medido sobre o sistema local
(plano tangente) da configuragao atual.

Se o ponto perde o contato, E: é zerada.
Se

t+At |

e
e n=rlt



entdo e escorregamento é reversivel e o processo de integragao esta
terminado. A pressao de atrito (ou tangencial) vale,

t+At Lt
t. = ET + kT bgr (5.1.12)

Caso contrdario aplica-se o retorno radial para trazer a pressao

sobre a superficie de Coulomb.

corr

A correcgao ET vale (ver (3.5.12)),

£ =k I g, dt (5.1.14)
t
onde
g =2t /1t (5.1.15)

Substituindo (5.1.15) em (5.1.14) e supondo que a normal a

superficie de escorregamento (ET / 11 ET |]) € constante entre t et
t+At, vem que:

£ =k Axt /1 L) (5.1.16)

onde AA vem da expressdao (3.2.2.9) mas com 3f/8t e 38f*/8t dados por
(5.1.8) e (5.1.9), respectivamente. Entdo AA valera:

t+At
N

) -

Ax =t /1L 189, + /1L IlIAg, -t .

(5.1.17)
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Substituindo (5.1.17) em (5.1.16) e o resultado em (5.1.13),

obtém-se:

t+At

teAt _ e e3 e 2 e ,e2 e 2 e e
t'l'l - tTl - t'l‘i/ l] E’I’ ll B tTitTZ/ Il ET |I ¥ utN t‘f‘l/ II E’l‘ II
(5.1.18)
t+At _ e e3 e 2 e 2 e 2 t+At e e
R LB Lt [N | e TSy |
(5.1.19)
Apdés algumas operagdes chega-se a:
t+At telt e e
tn = u tn tn / |1 ET" (5.1.20)
t+At t+At e e
o THE ot /e (5.1.21)

As expressbes (5.1.20) e (5.1.21) sao entdo utilizadas para o
calculo da pressdo tangencial quando tem-se o escorregamento

irreversivel.
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5.2 OBTENCAO DA MATRIZ TANGENTE DE CONTATO EM TRES DIMENSOES

Antes de ver como definir a matriz tangente e as forgas externas
de contato, é interessante retornar um pouco atrds e rever a dedugao
da relacao pressao-deslocamento quando o escorregamento é
irreversivel. Neste caso a pressdo final é na verdade modificada por

um fator de escala B,

t+At _ e
g =Bt

‘-T (5.2.1)
Para determinar o fator B basta substituir (5.2.1) dentro da

funcao de escorregamento (5.1.1):

nit |
B = — (5.2.2)
111

Substituindo (5.2.2) em (5.2.1), obtém-se a pressdo de atrito,
que vale:

pit, |

eS|

tt+At _

e
Er

(5.2.3)

Da expressdao (5.2.1), pode-se reescrever a taxa de pressao de
contato como (lembrando que B ndo altera a pressao normal):

t o dt e 0

t+ﬂ,t_
at = dp tTa + B dth + 0 (5.2.4)



Da expressdo (5.2.2), a taxa de B vale,

e

- d(ultsl)
a - g | A AL ] s

Substituindo (5.2.5) em (5.2.4), recai-se sobre uma relagdo
pressao-deslocamento diferente daquela vista na equagao(5.1.10). Esta
nova relagao é dada pela equagao abaixo:

2
= KE(E L AED T kX - K¥C CL A Il‘—-rlal el uk t_ /1t
¥ = [- k¥t A IEL = kX (E AN kX uk t /el
0 0 k
N
(5'2'6)

-

A expressao (5.2.6) é semelhante a (5.1.10), salvo que aqui o k
€ substituido por k*, que é definido como:

T

k¥ = k_ B (5.2.7)

A matriz de (5.2.6) é consistente com o método do retorno radial
e deve ser utilizada em lugar de (5.1.10) para que haja boa
convergéncia do método de Newton-Raphson.

Utilizar-se-4 aqui a hipdétese do tépico (3.5.2), ou seja, de que
as forgas de contato no né k sdao tomadas como iguais as pressodes:

c

Ftnk’i = ttnk'i (5.2.8)
A pressao normal ao né é calculada de:
Lamk 64 (3.<5.3.2)
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onde G € a disténcia entre o né k da configuragdo de referéncia e
sua projegdo ortogonal sobre a matriz de contato (ver item (5.3.2)).
Em caso de escorregamento reversivel, a pressdao no né k vale, de

(5.1.12),
— t
o3 - 3 Agmr (5.2.9)

No caso irreversivel, as pressdes serao calculadas segundo
(5.2.9) corrigidas por (5.1.20) e (5.1.21).

Para trazer estes valores de pressao aos eixos globais, sera
utilizado ainda a equagdo (3.5.16). Obtém-se desta forma, como forgas
externas nodais devidas ao contato:

t+At
T1
o (5.2.10)

N

(A obtengdo da matriz de rotagdo 7 sera vista no
item (5.4)).

Para o cdlculo da matriz tangente, como no caso plano, ocorrem
duas situagdes possiveis:

a) A matriz de contato é plana: Neste caso, pode-se tomar a
expressao (3.5.2.10) que substituida em (3.5.1.4) permite definir a
contribuigdo do né k a matriz tangente de contato como:

Kxy’ = Kxy (5.2.11a)

para o escorregamento reversivel. No caso irreversivel, tem-se

[+

I_Sxyk = Xxy (5.2.11b)

onde



68

Kxy =1 K7 (5.2.12)

ou
Key =7 ¥ 7 (5.2.13)

K e Y sd@ao dados ©pelas expressoes (5.1.6) e (5.2.6),
respectivamente.

b) Para as matrizes de forma qualquer, utiliza-se, novamente, uma
matriz tangente numérica, dada por (3.5.2.94d):

Koyt = = AF™F / 2 ax (3.5.2.9d)
1) 1] ]
onde
c,K g _ G K+
ﬁnyij = nylj ny” (3.5.2.93)
e
c, K+ _ =K
ny” = I-":qr1 (X + dX) (3.5.2.9Db)
c, K- _ c,K
nyu = F)cyi (25 - ax) (3.5.2.9C)

X sao as coordenadas do né e dX a perturbagdo das coordenadas. (As

expressdes (3.5.2.9b,c) definem a variagdao da forga de contato devido
a perturbagao +dXj; e -dXj, respectivamente, sobre as coordenadas do
né). A tnica diferenga com relagdao ao caso 2D é que aqui os indices i
et j variam de um a trés.



5.3 PROCESSO DE PESQUISA DO CONTATO

5.3.1 PESQUISA A NIVEL LOCAL E GLOBAL

A matriz de contato pode ser definida utilizando superficies do
tipo plana, regrada e mapeamento transfinito (também denominada
superficie Coons) (ver detalhes no item (5.3.2)). A combinagdo destes
trés tipos de superficies permitem a definigdo geométrica de matrizes
de forma complexas em trés dimensdées sem ter necessidade do emprego
de uma grande quantidade de superficies.

Pode-se encontrar autores na 1literatura que trabalham desta
forma (cita-se como exemplo /S2/), ou seja, definem a geometria da
matriz de contato com o auxilio de superficies complexas. Mas a maior
parte dos trabalhos definem a matriz utilizando apenas as superficies
planas (quadrildteros ou triangulos) como na figura (5.3.1).
Evidentemente esta 1ltima forma de trabalhar €é menos precisa e
necessita uma grande quantidade de superficies para bem definir as
superficies curvas. Como consequéncia, muito tempo serd perdido para
encontrar quais superficies da matriz podem entrar em contato com um
né de contato dado. (Conforme visto no capitulo 4, este processo é
denominado pesquisa global ).

Figura (5.3.1.1)
Definicao da superficie da matriz de contato empregando
superficies planas.



Na aproximagdo aqui utilizada, a pesquisa global ndao representa
uma etapa critica uma vez que usa-se normalmente um nimero pequeno de
superficies definindo a matriz de contato. Para se obter as
superficies candidatas ao contato com um certo né, define-se, em
torno de cada superficie da matriz, uma caixa (ver figura (5.3.1.2)).
Se um né em contato estd dentro da caixa de uma dada superficie,
entdo esta superficie é candidata ao contato.

Figura (5.3.1.2)
O né 1 pode entrar em contato com a superficie curva ja que ele
esta dentro da caixa. O né 2 nao pode entrar em contato.

Uma vez definida as superficies candidatas, faz-se a pesquisa
local do contato, para definir exatamente sobre qual superficie o
contato ocorrera. Para isto faz-se uma projegcdo ortogonal do né sobre
a superficie em questao (ver préximo pardgrafo). Esta projegdo ficara
unicamente definida desde que ndo sejam usados cantos vivos na

geragao da geometria da matriz (o que é sempre evitado na préatica).



Normalmente aqui a pesquisa local serd a etapa mais critica,

devido ao processo iterativo necessirio a projegdo.

5.3.2 PROCESSO DE PROJEGAO ORTOGONAL 3D

0 calculo da forga normal de contato demanda a determinagdo da
distadncia normal entre a matriz rigida e o né que a penetrou. O
processo consiste em projetar o né ortogonalmente sobre a matriz e
apés calcular a distancia entre o né e sua projegdo. Neste item este
processo de projeg¢ao sera detalhado.

O processo tém duas etapas principais:

=

a) Pesquisa de um ponto préximo do né escravo, que pertence a
superficie da matriz rigida. Para isto, divide-se as coordenadas
reduzidas (£,n) da superficie rigida em dez partes, como mostra a
figura (5.3.2.1).

=~

Figura (5.3.2.1)
Divisao do dominio no espago reduzido.

Define-se entdo uma série de valores para £ e 7m e com estes,
pode-se calcular as coordenadas globais dos pontos da superficie,
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utilizando a expressdo geral:

P(&,m) = ¢ (&,m) X' (5.3.2.1)

s " . - I
onde ¢ sado as fungdées de forma que definem a superficie e X as
coordenadas dos polos ou pontos no espago que definirdo a forma da
superficie.

Procura-se entre os 100 pontos calculados, aquele que é o mais
préximo do né escravo e considera-se inicialmente que este é a
projegao ortogonal a superficie. Se o segmento ligando este ponto e o
né escravo é ortogonal a superficie, entdo o produto escalar seguinte
serda verdadeiro (ver figura (5.3.2.2)):

Figura (5.3.2.2)
Projecao ortogonal do né e sobre a superficie.

(P - Xe) . dP/3E = 0 (5.3.2.2a)

(P - Xe) . 8P/dém = 0 (5.3:2.2b)
Caso contrario:

(P - Xe) . 8P/3E = RE (5.3.2.3a)

(P - Xe) . 8p/am

R7 (5.3.2.3b)



o

-

onde R e Rn sdo os residuos.

Neste dltimo caso, como no parégrafo (2.2) (equagdes
(2.2.9,10)), pode-se construir um processo iterativo do tipo
Newton-Raphson, para aproximar-se da solugao (equagdes (5.3.2.2a,b)).
Isto determinard a segunda etapa de calculo:

b) Processo iterativo de pesquisa da projegdao normal: O mesmo
desenvolvimento em série empregado para as forgas desequilibradas
vistas no paragrafo (2.2), aplica-se aqui para os residuos das
equagdes (5.3.2.3a,b). Assim, aproxima-se da projecao ortogonal
segundo o esquema abaixo:

R + (ar/ag)™ Ag = o (5.3.2.4a)

(1+1) (1)
3

= &M 1 ag (5.3.2.4b)

onde,

N
g = (5.3.2.5)

RE
2- || (5.3.2.6)
R7

A expressao entre parénteses em (5.3.2.4a) é a matriz tangente
do processo e vale:

[ 8P/dE . 8P/3E 8P/dm . 8P/3E ]
(5.3.2.7)

8p/an . 8P/aE ap/am . 8P/am



As iteragbes acabardo quando os valores de A sdao menores que
A . -0 . 9§
uma tolerancia que vale 1.0 x 10 ? em principilo.

As diferenciais que se vé em (5.3.2.7) sdo calculadas de modo
numérico como:

I

8B/8€ = (B(£,m) - B(£ + dper,m)) / dper (5.3.2.8a)

8p/én = (B(&,m) - B(§,m + dper)) / dper (5.3.2.8b)

onde dper usualmente vale 1.0 x 16,

A tnica coisa que resta determinar é entdo cdlculo de P como uma
fungcdao de (£&,m), ou seja, a solugdo da expressao geral (5.3.2.1).
Isto dependera, evidentemente do tipo de superficie utilizada para
criar a matriz rigida. Tém-se aqui duas op¢des que permitem gerar nao
importa qual tipo de superficie 3D:

a) Superficie regrada: Uma superficie regrada (ou ‘ruled
surface’ do inglés) é definida como a superficie gerada por uma reta
(geratriz) que religa dois pontos situados sobre duas curvas
(diretrizes). Estes pontos sdo méveis e possuem sempre a mesma
abscissa curvilinea (figura (5.3.2.3)).
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Figura (5.3.2.3)
Superficie regrada

O procedimento para determinar as coordenadas globais a partir
das coordenadas reduzidas tem igualmente duas etapas. Inicialmente
determina-se as coordenadas sobre as curvas de base. Para o caso de
um arco de circulo (caso estudado no capitulo 7 de aplicagdes), uma
vez conhecida sua geometria, pode-se determinar (ver figura
(5.3.2.4)): A normal (N) ao plano da curva; o vetor (A) religando o

centro ao primeiro né; o angulo de abertura total (6r) do arco do
circulo.

Figura (5.3.2.4)
Determinagao das coordenadas globais para o caso de uma curva de base
circular.

Empregando as coordenadas reduzidas (£) calcula-se o angulo de
abertura (61):
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61 = £ Or (5:3:2.9)

As coordenadas globais do ponto P1 (figura (5.3.2.4)) seréao
dadas por:

P =C+ A+ T sin 61 - A cos 61 (5.3.2.10)

onde C sdo as coordenadas globais do centro do arco de circulo e a a
tangente T é calculada como:

|
I
=

X A (5.3.2.31)

O mesmo processo é repetido para o outro arco de circulo quando
determina-se P2. As coordenadas globais do ponto sobre a superficie
serdao dadas pela interpolagdo linear abaixo:

P(£,m) = Pi(§) (1 - m) + P2(€) 7 (5.3.2.12)

b) Superficie Coons: Uma superficie Coons é definida pelas
quatro (ou trés) linhas (retas ou curvas) que contituem sua fronteira
(figura (5.3.2.5)). Se dois lados opostos sdao linhas retas, tem-se
novamente uma superficie regrada que é portanto um caso particular
das superficies Coons. O cdlculo de um ponto gqualquer sobre a
superficie é dada pela interpolacdao transfinita bilinear abaixo:

P(£,Mm) = (1 - m) Bi(§) + m B3(§) + (1 - €) Pa(m) + § Pa(m)
-(1-&(1-7) X -&21-m)X%

-(1-¢€)nx*-¢n1nx* (5.3.2.13)

—

Os valores de Pi1 sao calculados segundo (5.3.2.10) para o caso
de curvas de base circular, enquanto que 31 sao as coordenadas dos



quatro cantos da superficie (ver figura (5.3.2.5)).

P3

Figura (5.3.2.5)
Superficie Coons

5.4 DEFINICAO DE UM SISTEMA DE EIXOS LOCAIS

Para o caso bidimensional, a definigdo da direg¢ao normal a

matriz permite a determinacdo imediata de um sistema de eixos local.

No entanto, este ndo é mais o caso quando trabalha-se sobre o
problema tridimensional: aqui o sistema de eixos ndo esta
inteiramente determinado, salvo o eixo ligado a diregao normal. Mas

-

os eixos tangentes a matriz sdo definidos de forma arbitraria.

Da projegdo ortogonal do né de contato (que doravante sera
denominado de né escravo) sobre a matriz, pode-se calcular os
cossenos diretores da normal como:

A (5.4.1a)

n,=¢6,6/6 (5.4.1b)



n, =6 /G (5.4.1¢c)

onde G, é a diferenga entre o vetor posigdo do né escravo e o vetor
posigdo de sua projegao ortogonal sobre a matriz, visto como calcular

no item anterior, e G, as componentes nos eixos globais deste
segmento.

Para o calculo dos eixos tangentes, duas situagdes sao
possiveis:

a) Primeira iteragdao onde ha contato: Para obter um vetor
tangente a matriz na projeg¢do do né escravo sobre a mesma ( ponto
P(€, m)), calcula-se a posigao de um novo ponto sobre a matriz cujas
coordenadas reduzidas sdo (£ + 0.01, 7). Define-se - desta maneira -
um vetor aproximadamente tangente a matriz, na projegdao do né
escravo. Estelvetor sera chamado de El' (ver figura (5.4.1)).

L}
s a b
SR A g
\
5 \ f?\\
E - - N
ti%_/ \-‘.“‘\H
P Ve il TETTRe
= 22 ,""‘-h...n

Figura (5.4.1)
Definigao de um eixo tangente t2 a superficie no né em contato.
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Calcula-se um eixo (gz) tangente fazendo um produto vetorial
entre o vetor normal n e o vetor £

L=nxg? (5.4.2)

Apos normalizagdo, este vetor fornecerda um dos eixos tangentes
procurados. O segundo eixo tangente é obtido do produto vetorial
abaixo (ver também figura (5.5.1)).

gl =%t TN (5.4.3)

b) Para as outras iteracdes onde ocorre contato, o processo é o
mesmo, salvo que o vetor aproximadamente tangente El' é agora
substituido pelo eixo tangente gl da iterag¢do precedente. Ou seja, a
equacao (5.4.2) é substituida por:

Ea =nxt (5.4.4)

-

onde o super-indice i identifica a iteragdo atual. Tem-se a garantia

aqui que localmente o sistema de eixos ndo mudard ao longo do
escorregamento do né sobre a matriz. Desta forma, a equag¢ao (5.1.11)
ou (5.1.12) podem ainda serem aplicadas, sem a necessidade da
aplicagdo de uma rotacéao.

Para um né escravo cuja posigao na configuragao de referéncia
sobre a matriz é 4 e na configuragdao final é B (ver figura (5.4.2)),
as componentes de ﬁGr em eixos locais serao dadas pelo produto

~ escalar:

AG
T1 ~

Il
-
o}

I
2

(5.4.5)

AG_, = (B - A).t (5.4.6)
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t1

Figura (5.4.2)
Calculo das componentes locais do "gap" tangencial.

Finalmente, a relagdo entre os sistemas global e local é dada
pela matriz de rotagao abaixo:

ot ot ot
o ot ot
5

n
T 11 21 1
13 23 3



6 CONTATO ENTRE CORPOS FLEXIVEIS 3D

6.1 INTRODUCAO

Como visto para o caso 2D, pode-se dividir o algoritmo de
contato em duas etapas: pesquisa global e local. Na pesquisa global &
determinado quais elementos alvos poderao entrar em contato com um
dado né escravo. Neste aspecto, no algoritmo 3D que se estd aqui
propondo, nao existe diferenga com relagdo ao algoritmo visto para o
caso 2D, ou seja, todos os nés de contato sdao testados com relagdo a
todos elementos de contato (algoritmo duplo passe/ forga bruta). Como

ja& comentado no capitulo 4, este é um tipo de algoritmo de
referéncia.

Os elementos alvos sdo constituidos agora por 4 nds, como indica
a figura (6.1.1):

Figura (6.1.1)
Elemento de contato flexivel 3D

ES . Df ENHARIA

B B b =l 085 S



Portanto, o elemento sera formado por uma face externa do
elemento volumétrico. A conetividade do elemento de contato deve ser
tal que a normal externa ao elemento pode ser identificada empregando
a regra da mao direita (ver figura (6.1.1)).

A seguir, serao discutidadas algumas dificuldades encontradas,
sobretudo na pesquisa local do contato.



6.2 PRINCIPAIS DIFICULDADES ENCONTRADAS NA PESQUISA LOCAL

Uma vez definidos os elementos que podem entrar em contato com
um dado né escravo, € necessario estabelecer de forma unica o contato
com um certo elemento. Por exemplo, Hallquist /H1/, determina
inicialmente qual né alvo estd mais préximo do né escravo. Se as
expressdes (6.2.l1la,b) sdao satisfeitas, este pode ser projetado sobre

0 elemento que contém o né alvo (ver figura (6.2.1)).

(C1 x8) . (C1 xC2) =0 (6.2.1a)
(Ct x8) . (SxC2) =20 (6.2.1b)

Ca

Figura (6.2.1)
Definicao da projegao
€ = ndé escravo.
M = né alvo mais préximo.
S = proj. de G sobre o plano formado por Cl1 e C2.

_ Para que o contato seja confirmado no caso de Zzhong /Z4/, as
* condigdes abaixo tem que ser cumpridas (ver também figura (6.2.2)).



-Dp = GN = Dc (6.2.2a)
Pi =0 (6.2.2b)
(i =1,4)

Figura (6.2.2)

Gy = distancia né escravo / projegao sobre elemento alvo.
Dp, Dc = valores pré-definidos.
Ci’ = vetor definido segundo eq. (6.2.4)

Onde G, é a distancia entre o né escravo e sua projegao. P é
definido pelo produto escalar abaixo:

Pi = €& . €1* (6.2.3)
onde

Ci’=Ci x

{=]

(6.2.4)

n é a normal externa ao elemento e Ci o vetor diferenga entre dois
nés consecutivos do elemento de contato.

Deve-se observar que a condigdao (6.2.2b) deve ser refeita para
cada né do elemento alvo.

Todas estas operagdes ndo impedem contudo situagdes indefinidas
como as das figuras (4.3.2.2) ou (4.3.2.3), onde o ndé escravo



encontra-se em regides céncavas ou convexas do corpo alvo. Isto leva
a operagdes adicionais. Por exemplo, no caso de Zhong, se o né esta
numa regido cdéncava, entdo ele sera projetado na aresta desde que as
condigdes abaixo sejam compridas (ver figura (6.2.3)):

_Dp = GN = Dc (6.2.5&)
| 8 | = R (6.2.5b)

onde R. é o comprimento da aresta.

Figura (6.2.3)
Né numa zona céncava do corpo alvo.

Existe ainda uma dificuldade séria na definicdo da projegao
: ortogonal quando os elementos alvos sao constituidos por 4 nés, como
neste trabalho, pois neste caso nao hd garantias de que estes nds
formem um plano. Neste caso um processo iterativo, do tipo

-

Newton-Raphson é necessario ao calculo da projecao /Bl/,/Z4/.



O fato de pesquisar-se o caso de um né penetrando em uma
superficie, pode ainda levar a situagdes onde a detecgdo do contato
torna-se impossivel, como no caso da figura (6.2.4), mesmo empregando
o algoritmo forga bruta.

Figura (6.2.4)
Situagao onde o contato nao é detectado.

Todas estas dificuldades podem ser superadas empregando O
chamado ‘Pinball Algorithm’ (/B4/,/B5/). Basicamente, este algoritmo
consiste em embeber esferas dentro de cada elemento de contato, como
mostra a figura (6.2.5a,b).
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Figura (6.2.5)
’Esferas’ embebidas na superficie dos corpos e gque impedem
interpenetracao.

Assim se (ver figura (6.2.5b)):

diz < R1 + Rz (6.2.6)

entdo existe interpenetracgdo e forgas de contato surgem afastando as

esferas. O raio de cada esfera é determinado do volume de cada
elemento finito do contorno.

Além da pesquisa local ser extremamente simplificada, o
algoritmo dispensa processos iterativos de projeg¢dao. Tudo isto torna
o algoritmo altamente vetorizavel, segundo os autores. Porém, existem

algumas situagdes onde este algoritmo ndao fornece bons resultados:

a) Toda situagao na qual o elemento do contorno deixa de ser
cuibico, leva a uma imprecisdao crescente que pode inviabilizar o



método. Isto é flagrante no caso de cascas. Além disto, se o elemento
€ cubico no inicio do processo, como tabalha-se em grandes

deformagdes, nac existe garantia de que ele permanega com esta forma
até o final do contato. '

b) O método tem uma imprecisdo inerente, pois substitui o
contorno por esferas.

c) A implicitagdao do método €é pouco provavel, como relatado
pelos préprios autores.

Existe uma variante do método (Splitting Pinball) /BS5/, capaz de
suplantar especialmente as dificuldades descritas em (a), mas que
conduz também a um algoritmo mais complexo.

AR



6.3 DEFINICAO DO CONTATO

No algoritmo que serda aqui proposto, utilizar-se-a uma proposta
semelhante aquela do ‘Pinball Algorithm’. Ou seja, sera feita uma
opgao pela simplicidade, mesmo que pague-se o prego de uma maior
imprecisd@o. O algoritmo tém assim apenas duas etapas:

a) Definigcdo do elemento alvo: Se o né escravo esta dentro de
uma caixa definida pelas coordenadas extremas dos ndés do elemento
alvo (figura (6.1.1)) mais uma tolerdncia, entdo este poderd ser o
elemento no qual o ndé escravo serd projetado. Esta situagdo €
indicada na figura (6.3.1).

-
f-_ v_.___'___ o J -
Xmin.

) Figura (6.3.1) ) )
Nos ’'a’, ’'b’ e ’'c’ podem ser projetados; N6 d nao pode.



Esta caixa, é definida por dois pontos : Xmin, Xmax, conforme
expressdes (6.3.l1la,b):

. 1
Xmin = min (X,

max (X',

) - TOL (6.3.1a)
) + TOL (6.3.1b)

2

X
2

X,

Ema.x
i = -
onde X sao coordenadas dos nds do elemento.

0 valor de TOL deve ser o menor possivel para que um né nao
acabe sendo projetado sobre o elemento errado. Porém, TOL deve ser
grande o suficiente para que sejam evitados problemas nas regides
cébncavas, como indicam as figuras (6.3.2a,b). Neste caso, a projegao
é feita sobre uma extensdao do elemento de contato.

a)

Figura (6.3.2)
N6 numa regidao concava: a) TOL muito pequeno impede projegao;
b) Projecao é possivel sobre a extencao do elemento.

No caso do né escravo estar dentro de numa regidao convexa,
embora existam duas opgbées de projegdo, esta sera feita sobre o
primeiro elemento cuja caixa contém o néd.
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b) Projegdo ortogonal do né sobre o elemento alvo: Calcula-se

primeiramente uma normal exterior aproximada ao elemento n (ver
figura (6.2.1)):

n==e¢xCz (6.3.2)
O valor da penetragao do né sobre a superficie sera dada por:
G, =n .G (6.3.3)

onde G é o vetor distancia né escravo / primeiro né do elemento alvo.
Se GN é negativo, considera-se que houve penetragdo e seu médulo
indicard o valor desta penetracdo. Caso contrdrio, sera necessario
pesquisar outros elementos alvos.

Pode-se observar que o numero de operagdes feito até aqui é
muito pequeno e compardvel ao método ‘Pinball’. Existe porém a
possibilidade de que nés relativamente longe do elemento alvo sejam
projetados sobre o mesmo, dependendo do valor de TOL e da orientagao
dos elementos com relagdo ao sistema de referéncia global (ver figura
(6.3.1)). Para evitar problemas nestes casos, o teste indicado pela
expressao (6.2.2b) é ainda realizado. Assim, se

Pi > 0 : (6.3.4)
(1=1,4)

entdo a pesquisa do elemento alvo deve ser continuada.

Para o cdalculo das forgas nodais sobre o né escravo,
empregar-se-a a expressao abaixo:

E. =k G (6.3.5)
Para as forcas reativas no elemento alvo, a exemplo do método
’‘Pinball’, simplesmente sera empregado a mesmo valor sobre cada nod
alvo, conforme (6.3.6)



Q2

F,, = 0.25 F_ (6.3.6)

(i =1,4)

Estas forgas devem ainda ser rotadas para coordenadas globais,
compondo o vetor de forgas externas.

Deve-se novamente ressaltar que o método é uma aproximagdo, uma
vez que os elementos de quatro nés nao necessariamente formarao um
plano. Porém, resultados preliminares (ver capitulo 7 de aplicagdes)
demonstram ser o método relativamente preciso e robusto.



6.4

ALGORITMO PARA O CONTATO 3D

jrr——————w N = 1 -+ NELC

| {.—_.__......NB-:I.**!

Definigdo das coordenadas dos nés
ascravos (NE)

N—— NI = 1 + NELC
Definigao da caixa em torno de cada

elemento alvo (X, X )
=in max

HE estd dentro da caixa?

Y

Cdlculo de G, (eq. (6.3.3))
Gn <07

P I

.~ N s
t
Pl =0 7? (v. egq. (6.2.3))
(i = 1,4)
a

fe————- N s

|

Fim da pesquisa e cdlculo de forgas
sobre néd escravo e nés alvos

012



7 RESULTADOS NUMERICOS

7.1 COMPARACAO ENTRE OS PROCESSOS DE INTEGRAGCAO DO CONTATO

O problema da ‘aproximagdao nodal’ adotada para o cdalculo do
contato (item (3.5.2)) é sua incapacidade de adaptar-se a malha. Para
deixar isto mais claro, vejamos o exemplo do esmagamento de um pedago
de matéria, como mostra a figura (7.1.1):

\ 4

Figura (7.1.1)
Esmagamento de um pedago de matéria.
a) Matriz rigida
b) Pega flexivel



As caracteristicas mecanicas valem:

E
v

1000 N/cm®
0.3

i

O material é elasto-pldstico com uma lei constitutiva segundo a
expressao:

c =10 + 5 e

onde ¢ e e sdo a tensdo de Von Mises e a deformagdo plastica
equivalente, respectivamente. As dimensdes sdao 2 x 2 cm, em estado
plano de deformagdes. Uma malha composta de dois elementos foi
empregada como na figura (7.1.2). Os nés 2 e 5 sdo fixados na diregao
Yy e o né 1 é engastado.

Figura (7.1.2)
Malha empregada

A deformada obtida com o processo nodal (item (3.5.2)) é
mostrado na figura (7.1.3a) e com o método da penalidade variavel
(item (3.5.3)) a deformada é mostrada na figura (7.1.3b), para uma
indentagdo de 0.4 cm ou 20% de redugao.



a)

Figura (7.1.3a,b)
1) Matriz rigida; 2) Corpo flexivel
a) Deformada com o método nodal (item (3.5.2))
b) Deformada com o método da penalidade variavel (item
(3.5.3)).

Observa-se que o primeiro método ndo fornece uma deformada
uniforme. Isto acontece pois a forga de contato sobre cada né é
constante. As forcgas internas sao também constantes, mas

evidentemente, quando é feito a montagem de forgas, o né do meio vai
ter a contribuigdo de forgas do elemento a esquerda e a direita (ver
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figura (7.1.4)). A forga interna sobre este né serda entdo duas vezes
maior que as forgas internas dos ndés da extremidade, o que explica a
forma da figura (7.1.3a). Isto ndo acontece no segundo caso, pois as
forgcas de contato ndo sdao constantes.

-4
[y
-t

P Lt L AL LD

Figura (7.1.4)
1 - Forcgas de contato
2 - Forcas internas

O método da penalidade variavel permite também uma estimativa da
pressao de contato, como visto no item (3.5.3). Da equagdao de Cauchy
(2.1.5) pode-se dizer que:

onde g é a tensdo de Cauchy, n o vetor normal a superficie e t o
vetor pressdo externa. Como n vale [0,0,1], a pressao externa na
diregdao y (componente 2) vale,

t, =o, (7:1:1)

As figuras (7.l1.5a,b) mostram os valores de pressdao de contato e
os valores da componente (2,2) da tensdao de Cauchy. Observa-se entao



que a equagdo (7.1.1) é respeitada. Este resultado assegura que O
campo de pressées suposto (ver figura (3.5.3.1)) foi bem escolhido.

14 | e
12 | .
10 2
o
a 8 ]
a) @
a
P i
4 F =
s k i
o 1 1 1 1 1 L 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
distancia
Tensao de Cauchy -1.2803e+01
Direcao 22
-1.2803¢+01 [
b)

-1.2803e+01

~12804e+01 |2

-1.2804e+01

Figura (7.1.5)
a) Valores da pressdo normal
b) Tensao o2z dentro da pega.

O problema descrito ndo é apenas um efeito de canto. Ele ira



sempre acontecer quando tem-se uma malha com grandes diferengas a
nivel do tamanho dos elementos de contato. As figuras (7.1.6a,b)
mostram os resultados do mesmo caso analisado, mas agora utilizando
uma malha que mistura elementos de contato de diferentes tamanhos.
Para a aproximagdo nodal tem-se de novo uma deformagdo ndo uniforme

(figura (7.1.6a)).

a)

b)

e ——

Figure (7.1.6a,b)
a) Deformada com o método nodal (item (3.5.2))
b) Deformada com o método da penalidade variavel
(item (3.5.3)).

A tabela (7.1.1) indica que a mudan¢a no processo de cadlculo das



100

forgas de contato (penalidade varidvel), nado causa problemas de taxa
de convergéncia, que normalmente ocorre empregando, por exemplo a
quadratura de Gauss.

CASO NUM. ITER. NUM. PASSOS
APROX. NODAL 19 21
PENALIDADE VAR. 13 21

TABELA (7.1.1)
Comparacao dos processos de calculo do contato.

Chama-se a atengdo aqui que a penalidade empregada foi
bastante baixa (350) o que permitiu que fosse visualizada a
interpenetracgao. Porém, mesmo empregando valores maiores de

penalidade, a boa velocidade de convergéncia nao fica alterada.



b

7.2 CONTATO ENTRE CORPOS FLEXIVEIS 2D

7.2.1 IMPACTO TUBO/PLACA

O primeiro exemplo aqui analisado, trata-se do caso do impacto
de um tubo com uma placa, em estado plano de deformagao, como mostra

a Figira (7.2:1:1)-

Figura (7T.2.31.1)
R = 0.097 m; h = 0.006 m; L = 1.2 m; t = 0.003 m

A discretizagao do problema é fornecida na figura (7.2.1.2). 40
elementos sdo empregados para o tubo e 360 elementos sdo utilizados
para a placa.

O material é o mesmo para o tubo e placa, sendo suas

caracteristicas fornecidas abaixo:

E = 200 GPa

v = 0.3

p = 7800 Kg/m>
ov = 100 MPa

H = 50 GPa

ESCOLA DZ ENGENHARIA

BIBLIOTECA
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Figura (7.2.1.2)
Discretizagdo do problema

O cilindro tem uma velocidade inicial de -50 m/s na direcdo y ,
enquanto que a placa tem uma velocidade de 50 m/s também na direcao



y. Ndo é considerado aqui o atrito, e a penalidade normal vale 3.5 x
11
107,

Deve-se ressaltar que foi possivel empregar simetria neste
problema pois foi utilizado um elemento de contato rigido vertical,

no plano de simetria, que impede que a placa - quando se deforma -
ultrapasse este plano.

A figura (7.2.1.3) fornece a deformada em quatro diferentes
passos de tempo. Observa-se que a deformagdo que o cilindro sofre no
inicio do impacto é eldstica pois no fim do impacto ele reencontra
sua forma inicial.

Tempo de impacto: 0.001 s

Figura (7.2.1.3)
Deformada: a) 0.001 s



b)

c)

Tempo de impacto: 0.004 s

Tempo de impacto: 0,006 s

Figura (7.2.1.3)
Deformada: b) 0.004 s c) 0.006 s
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Tempo de impacto:  0.008 s

Figura (7.2.1.3)

d) 0.008 s

10¢



O zoom na figura (7.2.1.4) mostra a eficiéncia do algoritmo de

contato para evitar as interpenetragdes entre os corpos.

"Zoom’ da regiao em contato
tempo: 0.001 s

Figura (7.2.1.4)
Zoom dos nés em contato para um tempo de 0.001 s.

No grafico da figura (7.2.1.5) é indicado a variagdo dos nés A e
B (ver figura (7.2.1.2)) com o tempo. O né A pertence ao tubo e o né
B a placa. Verifica-se que a partir do tempo 0.0075 s comega a haver



Diferenca de quota

1'f\‘
AW

um ‘rebote’ no movimento dos dois corpos, indicando uma maior energia
cinética da placa, no final do impacto, o que estd de acordo com
resultados obtidos por ZHONG /Z4/.

0.02 T T T T T T T T
0

-0.02 s
-0.04 =
-0.06 T
-0.08 =1

=01 1
=012 1 1 1 1 L 1 1

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009
Tempo
Figura (7.2.1.5)
Posigao dos nés A e B (fig. (7.2.1.2)) com o tempo.
A tabela (7.2.1.1) fornece o numero de passos necessarios a
andlise.

NUM. DE ELEM. NUM. ITER. NUM. PASSOS

400 = ¥ 70655

TABELA (7.2.1.1)
Performace do impacto tubo/placa.
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Este mesmo exemplo foi ainda refeito, agora modificando a lei
elastoplastica (H= 800 MPa). A figura (7.2.1.6) fornece as deformadas
obtidas. Neste caso, o tubo sofre forte deformagdo plastica.

Tempo de impacto: 0.001 s

a)

Tempo de impacto: 0.003 s

b)

Figura (7.2.1.6)
Deformadas: a) t = 0.001 s; b) t = 0.003 s



c)

d)

Tempo de impacto: 0.006 s

Tempo de impacto: 0.006 s

Figura (7:2.1.8)
Deformadas: c) t = 0.006 s; d) t

0.008




Na figura (7.2.1.7) sao também fornecidas os valores das
posicdes dos nés A e B e novamente observa-se um rebote préximo aos
0.0075 segundos.

(m)

desloc.

-0.08 L 1 | L 1 1 1 1

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009
tempo (s)

Figura (7.2.1.7)
Posigao dos nés A e B (fig. (7.2.1.2)) com o tempo.

11C



T2 IMPACTO EM UMA TURBINA

O segundo exemplo testado, trata da simulagdo de um acidente em
uma turbina de usina nuclear, na qual o rotor da turbina se rompe e
atinge as carcarcgas da mesma. O caso mais critico (ver /S5/) é aquele
no qual o rotor rompe-se em 3 partes, caso aqui analisado.

-

Uma visdo geral da turbina é mostrada na figura (7.2.2.1):

HOUSING

Figura (7.2.2.1)
Visao em corte da turbina real.

Testes experimentais foram feitos para simular esta condigdo de

put

'fiacidente pela Sandia National Laboratories /S5/, sendo a geometria da

" .'turbina bastante simplificada, como mostra a figura (7.2.2.2).

vy



BLUNT 3.2 ¢cm
ORIENTATION

[

PIERCING
ORIENTATION

A 515 GRADE 65
STEEL

317.5 cm

12-3.8 cm
DIA. BOLTS

12.7 cm

CONCRETE
BACKUP
STRUCTURE

14-25 cm

BASE
PLATE

I \_ ROCKET SLED

PLAN VIEW TRACK
—jf— 3.2 cm
' —-1 1—— 12.7 cm : ONE 5.1 cm 5
oA R -I_ pe——y THICK GUSSETS
1 50.8 cm  CENTERLINE OF \:
: MISSILE AT IMPACT |

ROCKET SLED
TRACK

REINFORCED CONCRETE
BACKUP STRUCTURE

PROFILE VIEW

Figura (7.2.2.2)
Geometria do teste experimental /S5/.

Num acidente hipotético, o rotor se desprende do eixo com um
movimento rotacional mais translacional, podendo atingir a carcaga
sob diferentes é&angulos de orientagdao. A orientagdo estudada neste
exemplo é indicada na figura (7.2.2.3), e consiste na condigdao de
impacto mais conservativa (médxima absorcdo). Esta figura indica
também o modelo empregado na presente andlise. Portanto este sofreu
uma simplificag¢do adicional, sendo o modelo 3D substituido por um

modelo 2D (estado plano de deformacgdes).



Figura (7.2.2.3)
Modelo de elementos finitos empregado.

No teste experimental, o movimento rotacional do projétil foi
desconsiderado. Mesmo assim, .sua energia rotacional foi incluida na
andlise através de um aumento na sua velocidade translacional, gque
vale entdo 151 m/s.

0 material empregado na andlise é um ago ASTM A515 Grau 65

-““trabalhado a frio. Este material possui as seguintes caracteristicas:

ov = 241 MPa
Oruptura = 448 MPa
Alongamento: 26 %



As figuras (7.2.2.4a-d) fornecem as deformadas obtidas em
diferentes passos de tempo, que assemelha-se consideravelmente com a
resposta experimental (ver figuras (7.2.2.5a-f)). Deve-se aqui
considerar que no tempo 0.0095 segundos, aproximadamente, existe o
rompimento dos parafusos da casca interna do lado direito. Este fato
foi também considerado no modelo.

tempo: 0.008 s

a)

tempo: 0.016 s

b)

Figura (7.2.2.4)
Deformadas
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c)

d)

tempo: 0.024 s

tempo: 0.04 s

Figura (7.2.2. 4)
Deformadas



T=-3.5ms

Figura (7.2.2.5)
Deformadas (experimentais)
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Ainda nas figuras (7.2.2.6a,b) é indicado os valores das tensées
de Von Mises para dois instantes do impacto. Observa-se que Jjano
tempo 0.008 segundos, os valores de tensdo na zona do impacto sao bem
mais elevados que a tensdo de ruptura do metal. Como esta é uma zona
submetida & elevada taxa de deformagdo, a ruptura ndao ocorre na zona
provavelmente pelo ganho de resisténcia do material nestas condigdes.

Tensao de Von Mises
tempo: 0.008 s

3.3431e+08 [

a)

0.0000e+00 =

Figura (7.2.2.6)
Tensoes de Von Mises



b)

| Tensao de Von Mises
tempo: 0.04 s 9.1350e+08F

73374+ 08ff:

5.5398¢+08 [

1.4696e+07 —

Figura (7.2.2.6)
Tensoes de Von Mises

118
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Na figura (7.2.2.7) mostra-se um ‘zoom’ da regido do impacto,
num momento em que a casca intermedidaria fica comprimida entre o
projétil e a casca externa. Nao observa-se portanto interpenetragédes

dos corpos.

tempo: 0.0187 s

s sl

Figura (7.2.2.7)
Zoom da zona de contato

A figura (7.2.2.8) fornece a trajetdria do projétil no tempo nos

casos experimental e tedrico.
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4.5 T T T T T I I I
Numerico —
Exper. ¢

4 ol
G L 0
E 38 .
©
o "
o
v ©
o 2
@ 3r %
¥
4

o
o]
2.5 F =
<©
2 1 1 1 1 1 1 1 1 i
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045

tempo (s)

Figura (7.2.2.8)
Trajetorias do projétil (experimental e numérico)

Finalmente na tabela (7.2.2.1) o numero de etapas de cdalculo é
fornecido.

NUM. DE ELEM. NUM. ITER. NUM. PASSOS

460 = X = 11776

TABELA (7.2.2.1)
Performace do impacto na turbina.



73 O ELEMENTO VOLUMETRICO 3-D

Para verificar a implementagdo do elemento volumétrico, trés
exemplos foram feitos. Um mono elemento em cisalhamento, uma viga em
flexdo extensdo e o impacto de uma barra sobre uma superficie plana.
Chama-se a atengcdo neste item de que os resultados pretendem
fundamentalmente estabelecer uma comparagdo com a versao 2D do
sistema METAFOR, j& amplamente testada.

7.3.1 MONO-ELEMENTO EM CISALHAMENTO

Um elemento cubico, de dimensdes unitdrias, é deformado em
cisalhamento segundo a figura (7.3.1.1). Os 4 nés da base séao
engastados enquanto que os outros quatro tém um deslocamento imposto
segundo x e deslocamento zero em y e z. Neste caso a relagao entre a
configuragdo inicial (X) e final (X) pode ser escrita como:

X1(t) = X1 + e(t) X2
x2(t) = Xz
x3(t) = X3

O deslocamento segundo x1 € 10 vezes o comprimento do lado (ver
figura (7.3.1.1)). '

Pode-se encontrar gque a solugao analitica para este caso,
.~ empregando a derivada de Jaumann, vale (ver /M2/):

og11 = =g22 = G (l-cos e(t)) (7:3.1.1)
c12 = G sin e(t) o s T O
ESCOLA Dz ENCGENHARIA

BIBLIOTECA



onde G = E/2(1+v)

E = médulo de elasticidade ; v = coeficiente de Poisson

Para um material com as seguintes constantes eléasticas:

20000 N/cm’

E
v 0.3

nmn

€ aplicada deformagdo acima. A deformada €é mostrada na figura
(7:3:1:1%:

377 Z_ 7

Figura (7.3.1.1)
Configuragao inicial e apés o carregamento

Encontra-se aqui as oscila¢bes previstas na teoria, como mostram
as figuras (7.3.1.2) e (7.3.1.3).

™)

A% ]



gll

ai12

16000

14000

12000

10000

8000

6000

4000

deslocamento

Figura (7.3.1.2)
Tensao o011 x deslocamento (50 passos de tempo).
Cisalhamento de um mono-elemento., Caso elastico.

8000
6000
4000

2000
4

-2000 | 7
-4000 | N
-6000 |- _
"8000 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 T B 9 10
deslocamento

Figura (7.3.1.3)
Tensdo 012 x deslocamento (50 passos de tempo).
Cisalhamento de um mono elemento. Caso elastico.

123



Se por outro lado utiliza-se um modelo constitutivo

elasto-plastico, com endurecimento linear e com oOs parametroé:

E = 1000 N/cm’
ov = 1 N/cm2
h =23 N/cm2

pode-se dizer que (ver /P1l/),

a tensdo desviadora (componente
Si12) vale:

s12=1/(3)"20v + 1/3 h e(t) (7-3.1.3)

Neste caso as oscilagdées desaparecen,

como se vé na figura
(7-3.1.4):

Tensao S12

deslocamento

Figura (7.3.1.4)
Tensao si12 x deslocamento (50 passos de tempo)
Mono-elemento em cisalhamento. Caso elasto-plastico.



8.2 VIGA EM FLEXAO/EXTENSAO

Este exemplo é interessante pois tém-se efeitos combinados de
extensdo e flexao, além de elementos em pequenas e grandes
deformagdes. Além disto € possivel comparar com resultados em 2D
(estado plano de deformagdes).

A malha empregada é mostrada na figura (7.3.2.1).

\[h\é&\[:

ANAN
\ér\ /‘s\fs\x:

1%

N

VNV VAVAVLN

Figura (7.3.2.1)
Malha antes da aplicacgao da carga



As caracteristicas da lei elasto-plastica sdo fornecidas abaixo:

E = 200000 N/mm°
v = 0.3

ov = 250 N/mmzz
H = 1000 N/mm

Todos os ndés sao fixados segundo z; os nés da base sao ainda

fixados na diregao y. Os nés 4 e 6 da base sdo engastados. O

carregamento € aplicado nos nés 2 e 8 e vale:

1 mm
0

i

X
p 4

A segao da viga é um quadrado 1 x 1 mm e seu comprimento é 3 mm.
figura (7.3.2.2) mostra a deformada obtida.

b

Figura (7.3.2.2)
Deformada da viga apés o carregamento



Os valores de deformagdo pldstica

equivalente sdo mostrados na
figura (7.3.2.3).

Def. plastica equivalente

2.3198-01

1.9022e-01

1.4847e-01

1.0671e-01

6.4954e-02

0.0000e+00 JI

Figura (7.3.2.3)
Deformagao plastica equivalente



reacoes nodais

190
Lo

-

Na figura (7.3.2.4) é mostrado a evolugdo das reagdes (somadas)
dos nés 2 e 8 onde é aplicado o carregamento. No inicio do
carregamento os efeitos de flexdo sdo predominantes frente aos de
tragdao. Com a plastificagao na zona do engaste uma rétula plastica
forma-se levando ao ramo descendente que se observa na evolugao das
reagdes apdés a plastificagdo. Posteriormente o material recupera
rigidez quando os efeitos de tracdo passam a ser importantes, como
mostra o aumento nas reag¢des na figura (7.3.2.4).

50 I I I 1 I I T L] 1 I

45 - a2

35 i
30 P b

25 R =

20 .

10 F o

v

e

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 7.9 1 1.1
tempo do carregamento

Figura (7.3.2.4)
Evolucao das reag¢des nos nés 2 e 8 (somadas) com o tempo.



Estes resultados sdo os mesmos obtidos pela versdo 2D do sistema
METAFOR /Pl/, em estado plano de deformagdo, o que indica que o
elemento 3D foi implementado corretamente segundo a metodologia do
sistema. Igualmente, & nivel de taxa de convergéncia, os resultados
obtidos em 3D sdo bem préximos daqueles obtidos em 2D (numero de

passos de tempo = 34; numero de iteragdes = 53), como se vé na tabela
(Z7.8.:21)%

NUM. DE ELEM. NUM. ITER. NUM. PASSOS

32 66 33

TABELA (7.3.2.1)
Performace da viga em flexo-tragao

7.3.3 IMPACTO DE UMA BARRA SOBRE UMA SUPERFICIE RIGIDA

O caso estudado aqui é conhecido da literatura como a ’‘barra de
Taylor’. E o caso do impacto de uma barra cilindrica sobre uma
superficie indeformdvel. A geometria vale:

h = 32.4 mm
@ = 7.4 mnm

As propriedades do material (cobre) sao:

117 10° N/m°
0.35 A
8930 Kg/m
= 400 1§/ngz
= 100.08 N/m

hmn

E
v
p
oy
H



O impacto se produz em 80 us a uma velocidade de 227 m/s.
Discretiza-se apenas uma parte da estrutura, devida & simetria, como
se vé na figura (7.3.3.1). Utiliza-se aqui o método explicito de

integragdo das equagdes de equilibrio como viu-se no pardgrafo
(2.2}.

o

Figura (7.3.3.1)
Discretizagdo da barra de Taylor tridimensional

A figura (7.3.3.2) mostra a evolugao da deformada ao longo do
impacto.
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a)

b)

Impacto da barra de Taylor
tempo: 0.00002 seg.
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Impacto da barra de Taylor
tempo: 0.00005 seg.
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Figura (7.3.3.2)
Deformada
a) tempo: 20 us; b) tempo: 50 us



Impacto da barra de Taylor
tempo: 0.00008 seg.

1]
I
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1]
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Figura (7.3.3.2)
c) Deformada tempo 80 us
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A figura (7.3.3.3) mostra uma outra vista da deformada final
(tempo 80us) com os valores de deformagdo plastica equivalente.

Barra de Taylor
Def. plastica equiv
tempo: 0.00008 s

3.1192e+00

2.4954e+00|

1.2477¢+00

0.0000e+00

~ Figura (7.3.3.3)
Deformagao plastica equivalente. (Tempo: 80 us) -

As figuras (7.3.3.4a,b) fornecem a variagdo no tempo do
raio e da altura da barra, respectivamente.

Observa-se que estes
valores estabilizam-

Se de modo que o tempo de andlise foi suficiente.



a)

0.034

0.032

0.028

0.026

altura (m)

0.024

0.022

0.02 1 1 1 1 1 1 1 1
0 le-05 2e-05 3e-05 4e-05 5e-05 6e-05 Te~-05 Be-05 9e-05
tempo (s)

U‘ao?s L] T T L] L L T T

0.007

0.0065

0.006

0.0055

0.005

0.0045

0.004

0.0035

0.003 1 L 1 1 1 L 1 1
0 le-05 2e-05 3e-05 4e-05 Se-05 6e-05 Te-05 Be-05 9e-05
tempo (s)

Figura (7.3.3.4)
(a) Variagao da altura da pega com o tempo.
(b) Variacao do raio com o tempo.

A tabela (7.3.3.1) indica algumas comparagdes com a versao 2D do
METAFOR /S1/ e também com o DYNA-2D /Hl1l/, para o mesmo teste.



PROGRAMA DEF. PL. MAX. R FINAL H FINAL

METAFOR 3D 0.0070998 0.02144
METAFOR 2D 3.122 0.007126 0.02135
DYNA 2D 0.007127 0.02147

TABELA (7.3.3.1)

Comparagdes com o METAFOR 2D e com o DYNA 2D

Outros resultados sao mostrados na tabela (6.2.3.2).
NUM. DE ELEM. NUM. ITER. NUM. DE PASSOS
1080 - X - 7876

TABELA (7.3.3.2)

Performace da barra de Taylor
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7.4 CONTATO TRIDIMENSIONAL ENTRE UM CORPO RIGIDO E OUTRO FLEXIVEL

O objetivo desta segcdo ¢é novamente comparar performace e
resultados da versao 3D com as da versdo 2D, previamente testada.
Quando possivel, comparagdes sao realizadas com dados obtidos na
literatura. Basicamente trés geometrias de superficies de contato séao
empregadas: Superficies planas; com simples curvatura; com dupla

curvatura. Estes casos foram tratados com e sem atrito.

7.4.1  INDENTAGCAO POR UM CILINDRO

O primeiro exemplo estudado aqui trata-se da indentagdo de um
cilindro rigido sobre uma base flexivel (ver figura (7.4.1.1)), cujas
dimensdes sao:

0.8 cm

2 cm

=1 cm

Espessura unitdria.)

5
b
a
(

l I
r b :
Figura (7.4.1.1)
Geometria do problema.



As caracteristicas mecénicas valem:

E
v

1000 N/cm2
0.3

O material é elasto-plastico com uma lei contitutiva segundo a
expressao:

o = 10 + 5 e

onde o e e sdo a tensao de Von Mises e a deformagdo plastica

equivalente, respectivamente.

A figura (7.4.1.2) mostra a malha antes do carregamento. Somente
a metade da pega foi discretizada. Todos os nés sao fixados segundo

z. Os nés mais a esquerda (plano de simetria da pega) sdo fixados
segundo x. Todos os nés na base sdo fixados em x.
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Figura (7.4.1.2)
Malha antes da conformagao



Dois casos foram estudados. O primeiro, sem atrito (Kv = 3.5

3
107) e o segundo com atrito (Kv = 3.5 x 10° e K1 = 3.5 x 10° e v
0.3). No primeiro caso as deformadas sdo fornecidas em (7.4.l1.3a,b)
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X
e

as deformagdes pldsticas em (7.4.1.4a,b). Para o caso com atrito, as

mesmas ilustragdes s&o fornecidas em (7.4.1.5a,b) e (7.4.1.6a,b).

a)

b)

Indentacao: 0.2

Indentacao: 04

Z)
W\
T

Figura (7.4.1.3)
Deformada. Indentacgao:
a) 0.2 cmb) 0.4 cm



b)

Indentacao: 0.2

Def. plastica equiv. 7.5631e-01

1.5126e-01

0.0000e+00

Indentacao: 0.4
Def. plastica equiv.

3.0252e-01

Sy
S

1.5126e-01

¥

0.0000e+00~—

Figura (7.4.1.4)
Deformagao plastica
a) 0.2 cmb) 0.4 cm




Indentacao: 0.4

b)

Figura (7.4.1.5)
Deformada (com atrito)
a) 0.2 cm b) 0.4 cm



a)

b)
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Indentacao: 0.2

Def. plastica equiv. 1.0397e+00 8

Indentacao: 0.4
Def. plastica equiv.

2T74e-01

4.2176e-01 |

21578¢-01|

0.0000e+00—

Figura (7.4.1.6)
Deformagcao plastica (com atrito)
a) 0.2 cm b) 0.4 cm
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Assim quando existe atrito, o movimento da malha abaixo da
matriz na diregdo das extremidades é impedido. Observa-se também um
aumento da deformagdo plastica equivalente quando existe atrito.

Dados comparativos com a versao 2D sao indicados na tabela
(7.4.1.1). As deformadas para o caso 2D sdo mostradas nas figuras
(7.4.1.7a,b). Observa-se um bom acordo, o que indica que para
superficies de simples curvaturas tem-se:

a) Projegdo ortogonal correta.
b) Definig¢ao do sistema de eixos locais de contato também feita
de forma correta, uma vez que a deformada obtida em 3D é praticamente

a mesma obtida em 2D, onde sabe-se que a definicdo dos eixos locais é
univoca.

CASO DEF. PLASTICA EQ. MAX.
2D 757 x 10>
3D 756 x 10>

2D + atrito 1.07

3D + atrito 1.04

TABELA (7.4.1.1)
Comparagao caso 3D e 2D (estado plano de def. )



L I s

3)

b)

Figura (7.4.1.7)
Deformagao plastica equivalente e deformada. Caso 2D em estado
plano de deformacao.
a) Sem atrito b) Com atrito

A figura (7.4.1.8) mostra os valores da forca de conformacgéo.
Observa-se um aumento da forgca para o caso com atrito no fim da

indentacéo. Finalmente, a tabela (7.4:10:2) o numero de

_iteragdes/passos de tempo é fornecido para os dois casos.



25 T T T T T T L

1 1 L L 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Figura (7.4.1.8)
Forgca de conformagao (N) x deslocamento (cm)

—— Com atrito ----- Sem atrito.
CASO|NUM DE ELEM. NUM. ITER. NUM. DE PASSOS
a 64 149 67
b 64 130 61

TABELA (7.4.1.2)
Performace do caso da indentagao (a = sem atrito; b =
com atrito)



Toihn2 EMBUTIMENTO POR UM PUNCAO

Neste caso é feito o dobramento de uma viga, cujas dimensdes da
metade da segdo valem 3 mm x 24 mm e a profundidade vale 4 mm, como
€ visto na figura (7.4.2.1). Todos os ndés sao fixados segundo z. Os
nés mais a esquerda (plano de simetria) sdao ainda fixados na diregao
X

Figura (7.4.2.1)
Malha antes do dobramento

A figura (7.4.2.2) mostra a metéria flexivel, o pungao e a
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matriz rigida que fazem o dobramento. O pungdo é modelado por uma
superficie regrada e um plano, enquanto a matriz fixa por dois planos
ligados por uma superficie regrada.

Este exemplo é um excelente teste para o algoritmo de contato,
pois os nés vao escorregar de um dominio da matriz & outro, de forma
continua, durante o dobramento. Além disto a pega é totalmente
apoiada sobre as matrizes de contato.

A matéria é elasto-pldastica com as caracteristicas:

E = 210000 N/mm°
v = 0.3 3
H = 400 N/m%

ov= 210 N/mm

A penalidade empregada vale kH = 3.5 x 105.

)
RS
ST
CESsss
===

Figura (7.4.2.2)
a) Pega flexivel
b) Puncao (deslocamento vertical):
raio = 2 mm '
dngulo de abertura = 83°
c) Matriz (fixa): angulo de abertura = 83°



Os resultados de deformagdo plastica obtidos para diferentes
deslocamentos verticais do pungdo, sdo mostrados na figura
(7.4.2.3a-d). Nas figuras seguintes (7.4.2.4a,b), vé-se um zoom da
zona critica do dobramento para um deslocamento de 10.5 mm do pungao,
que corresponde ao momento em que as paredes planas do pungao
encostam na superficie da viga.



Dobramento de uma viga
Def. plastica eq.
Indentacao: 4

8282901 [

6.6263e-01

a)
3.3132e-01
0.0000e+00
Dobramento de uma viga
Def. plastica eq. 8.282%-01 §§
Indentacao: 7
6.6263e-01
b)

3.3132e-01}:

1.6566e-01]

0.0000e+00 —

Figura (7.4.2.3)

Deformagdo plastica equivalente. Deslocamento vertical do pungéao:

a) 4 mm; b) 7 mm;

»
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o
i



D

obramento de uma viga
Def. plastica eq.
Indentacao: 10

c)

8.2829¢-01 |

6.6263¢-01 [
196970
3.3132-0

1.6566e-01|

0.0000e+00

Dobramento de uma viga
Def. plastica eq.
Indentacao: 11

d)

8.282%-01 &

6.6263¢-01
4.9697e-01|
3:3132e-01[¢

1.6566e-01|

0.0000e+00 —

Figura (7.4.2.3)

Deformagao plastica equivalente. Deslocamento vertical do pungao:

c) 10 mm; d) 11 mm,
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w 3 's’ﬁ?i.equiv.

-l‘of;:p—'
By

a3 (133132001 [8

1.6566e-01|

0.00002+00

Y

Figura (7.4.2.4)
(a) Deformada e (b) deformacdo plastica equivalente (caso 3D)
Deslocamento do pungdo: 10.5 mm.



A figura (7.4.2.5) mostra o mesmo caso feito em estado plano de
deformagdes (2D). Nao se vé diferenga a nivel de deformada. As
pequenas diferencas entre os valores de deformacgao pléastica
equivalente sido provavelmente devidas ao método de transferéncia de
dados aos nés. No caso 3D toma-se diretamente os valores dos pontos
de Gauss como valores nodais. No caso 2D o método do minimos
quadrados (local) foi empregado /Pl/.

Figura (7.4.2.5)
Deformagao pléastica equivalente (caso 2D)

A tabela (7.4.2.1) fornece o numero de iteragdes/passos de
tempo. Observa-se um aumento a nivel do numero de iteragdes com
relagao ao caso 2D em estado plano de deformagdes (319 iteragdes) mas

uma queda no numero de passos de tempo (203 passos para o 2D).

NUM. DE ELEM. NUM. ITER. NUM. DE PASSOS

144 338 173

TABELA (7.4.2.1)
Performace do embutimento por um pungao



Teda3 ‘UPSETTING’ DE UM CILINDRO '

Este caso foi proposto por Taylor e Becker /T2/ no inicio dos
anos 80 e consiste em comprimir 64 % um cilindro de 20 mm de di&metro
e 30 mm de altura por uma matriz rigida plana com um coeficiente de
atrito de 0.3. O material é ago, cujas caracteristicas valem:

E.= 200 KN/
ov= 0.7 IQ\T/II;DD%
H = 0.3 KN/mm

A penalidade normal empregada vale 3.5 X 105, enquanto que a
penalidade tangencial vale 3.5 x 10° .

A discretizagdao empregada é mostrada na figura (7.4.3.1). Todos
0s nés no plano normal ao eixo x sdo fixados na diregdo x enquanto
que os nés no planb normal ao eixo y sdo fixados na diregdo y. A
matriz de contato estd no plano xy e tem um movimento na diregdo z.

Figura (7.4.3.1)
Discretizagao empregada

As deformadas e os valores de tensdo equivalente de Von Mises
sdo mostradas nas figuras (7.4.3.2) e (7.4.3.3),



"Upsetting’ de um cilindro
deslocamento 2.24 mm
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"Upsetting’ de um cilindro?

deslocamento 2.24 mm
Tensoes de Von Mises

9.3349¢+02

8.6712e+02

8.0074e+02

7.3437¢+02

T T
SR

6.679%+02|

6.0162e+02—

Figura (7.4.3.2)
a) Deformagdo de 30 Z



"Upsetting’ de um cilindro

deslocamento 7.8 mm

"Upsetting’ de um cilindro
deslocamento 7.8 mm
Tensoes de Von Mises

0.334%+02

8.6712+02 {8

8.0074e+02

7.3437e+02

Frr i

6.679%+02

6.0162e+02—

Figura (7.4.3.2)
b) Deformagio de 52 %
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"Upsetting’ de um cilindro
deslocamento 9.6 mm

"Upsetting” de um cilindro
deslocamento 9.6 mm

Tensoes de Von Mises

9.334%9¢+02

8.6712e+02 |

8.0074e+02 |

7.3437+02|

6.679%9+02

6.0162e+02—

Figura (7.4.3.3)
Deformacao de 64



Nao notou-se uma influéncia substancial do tamanho do passo de
tempo sobre a solugdo obtida (como Cheng e Kikuchi /C3/). A figura
(7.4.3.4) compara os resultados aquili obtidos com os da literatura. No
final do processo este trabalho fornece uma forga de conformag¢ao que
é menor do que a da literatura, pois esta udltima empregou uma malha

mais fina. Neste Wdltimo caso, o aumento da Aarea da-se mais
realisticamente.

T T T 1 T T T T T

este trab., —
/56/ o
/T2/ +
/s54/ o

1.4e+06

1.2e+06 |

le+06

800000

forca (N)

600000

400000

200000

deslocamento da matriz (mm)

Figura (7.4.3.4)
Valores de forga de conformagao

Se o0 mesmo caso é feito com 4 =0.1 tem-se um escorregamento
irreversivel, Neste caso para valores maiores de k_, para que haja
boa convergéncia do método,deve-se utilizar a matriz tangente
consistente (expressao (5.2.6)) conforme indica a tabela (7.4.3.1).

CASO|NUM DE ELEM. NUM. ITER. NUM. DE PASSOS
a 60 53 38
b 60 80 43

TABELA (7.4.3.1)

1 = 5 y

k=k. =3.5 x 10°(a = matriz tangente de contato
consistente; b = matriz nao consist.)

Caso do ’upsetting’ de um cilindro.



7.4.4 EMBUTIMENTO DE UMA PLACA CIRCULAR

Este caso foi proposto por ILee, Wagoner e Nakamashi /Ll1/ (hoje
ele €é conhecido simplesmente como caso Wagoner). E o caso do
embutimento de uma placa circular engastada por um pungao esférico
cujas dimensdes sao dadas na figura (7.4.4.1). As caracteristicas do
material valem:

E
v

69004 MPa
0:3

i

A tensdo equivalente de Von Mises é dada por:

o = 589 (107 + &)%3¢

1 26:00 vra ;
59.18 = ]

Figura (7.4.4.1)
Geometria do caso Wagoner

A discretizagdao do problema em 3D é dada na figura (7.4.4.2).



Somente uma quarta parte da estrutura, do pungdo e da matriz (fixa)
foram discretizadas por causa da simetria. Para modelizagdo do
pungdo, 3 superficies Coons e uma plana foram empregadas. Para

modelizar a matriz, tomou-se uma sé superficie Coons. A discretizacdo
da matéria é mostrada na fiqura (7.4.4.3).

Figura (7.4.4.2)
a) Pungdao b) Matéria deformavel c) Matriz fixa

Figura (7.4.4.3)
Discretizacgao da matéria



Dois exemplos foram analisados. O primeiro, sem atrito e com uma
penalidade normal de 1:-:105. Os resultados da deformada e a deformagao
plastica equivalente sao dadas nas figuras (7.4.4.4a,b),
respectivamente para uma indentagdo de 20 mm. A configuragao final
(indentagdo de 40 mm) é fornecida nas figuras (7.4.4.5a,b).
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Caso Wagoner sem atrito
Deslocamento do puncao: 20 mm

Caso Wagoner sem atrito
Deslocamento do puncao: 20 mm 7.7065¢-01

6.5279%- 01

5.3493e-01

4.1707e-01

_-5.7'3485e-02 -

Figura (7.4.4.4)
(a) Deformada e (b) deformagao plastica equivalente para uma
indentagao de 20 mm (sem atrito).
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Caso Wagoner sem atrito
Deslocamento do puncao: 40 mm

Caso Wagoner sem atrito
Deslocamento do puncao: 40 mm 7.7065e-01

6.527%-01

5.3493¢-01 [

4.1707e-01

Figura (7.4.4.5)
(a) Deformada e (b) deformagao plastica equivalente para uma
indentagdo de 40 mm (sem atrito).

ESCOLA Dt ENGENHARIA
BIBLIOTECA



Observa-se entdo que a deformagdo méxima estd situada bem no
centro da placa. Se o mesmo caso é feito com atrito (K_r = 5x10° e n o=
0.15), observa-se que a zona de estricgao desloca-se como mostra as
figuras (7.4.4.6) e (7.4.4.7). ‘
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Caso Wagoner com atrito
Deslocamento do puncao: 20 mm

Caso Wagoner com atrito
Deslocamento do puncao: 20 mm 5.9421e-01

5.0883¢—01}

. 81935e-02

Figura (7.4.4.6)
(a) Deformada e (b) deformagdo plastica equivalente para uma
indentagdo de 20 mm (com atrito).



Caso Wagoner com atrito
Deslocamento do puncao: 40 mm

Caso Wagoner com atrito
Deslocamento do puncao: 40 mm

5.9421e-01

5.0883c-01f4

Figura (7.4.4.7)

(a) Deformada e (b) deformagao plastica equivalente para uma

indentagdo de 40 mm (com atrito).
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cao (N)

forca no pun

A
figura
de lee
(7'4.4.
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70000
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40000
30000

20000

10000

forca de conformagdao para o caso com atrito é fornecida na
(7.4.4.8), junto aos resultados médios fornecidos no relatdrio

et al /L1/. O mesmo é feito para o caso com atrito, na figura

deslocamento do puncao (mm)

Figura (7.4.4.8)
Comparacgao de resultados, caso Wagoner sem atrito
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deslocamento do puncao (mm)

Figura (7.4.4.9)
Caso com atrito.

A tabela (7.4.4.1) fornece o numero de passos de tempo/iteracgdes

para os dois casos (sem e com atrito).

CASO NUM. ELEM. NUM. ITER. NUM. DE PASSOS
a 294 LT 84
b 294 191 90

Tabela (7.4.4.1)
Performace do caso ’Wagoner’ (a = sem atrito; b =
com atrito). Deslocamento de 40 mm do pungao.



A figura (7.4.4.10) compara os resultados aqui obtidos de
deformagdo logaritmica com resultados médios fornecidos no relatdrio
de Lee et al SLLL

0.4 T T T T T
este trabalho —
/L1/ o
o
0.35 7]
o
0.3 F .
o

0.25 = il
0.2 ¢ i
0.15 24
U.i — O &

Lo

0.05 : L : ’ :
0 10 20 30 40 50 60

raio (mm)

Figura (7.4.4.10)
Comparag¢ao de resultados, caso Wagoner com atrito
indentagao de 40 mm,

De forma similar ao item (7.4.1), pode-se entdo concluir que
também para o caso de superficies de dupla curvatura, tanto a

projegao ortogonal como a determinagdo do sistema de eixos locais é
adequada.



7.5 CONTATO ENTRE CORPOS FLEXIVEIS 3D

N § IMPACTO LONGITUDINAL ENTRE BARRAS

Este é um exemplo académico cldssico, mas que serve como um bom
teste para o algoritmo de contato 3D entre corpos flexiveis, ja que o
contato é a uUnica ndo linearidade envolvida. O problema consiste no
impacto frontal de duas barras eldsticas cujas caracteristicas sao:

1 N/cnm®
0 3
0.01 kg/cm

i

E
v
[°)

As barras tém dimensdes idénticas, ou seja, tém uma segdo de 1 x
1l cm e um comprimento de 5 cm. A barra A (ver figura (7.5.1.1)) é
animada com um movimento de 1 cm/s, enquanto a barra B estd parada.

Condicao inicial

Figura (7.5.1.1)
Condigdo inicial do impacto longitudinal de duas barras.



Da teoria clissica da elasticidade (ver também /T1/), quando a
barra A impacta a barra B, sabe-se que:

a) Duas ondas de compressdao formam-se e propagam-se em diregdo
as extremidades.
b) A velocidade das barras serda igual e valera

v;/z = 0.5 cm/s

(Ver figura (7.5.1.2))

Figura (7.5.1.2)
Configuragao das barras 0.5 seg. apdés impacto.

As ondas vao refletir-se nas extremidades das barras e vao
reencontrar-se na superficie de contato num tempo 2 1/c, onde:



1 =
C =

comprimento da barra (5 cm)

velocidade de propagacdo das ondas de pressdo no meio (que
vale 10 m/s para o exemplo dado). '

Isto quer dizer que, o reencontro das ondas na superficie de

contato, ocorrerd 1 segundo apdés o impacto. Neste instante deve haver
uma reversao de velocidades entre as barras, ou seja:

Vg = 1 cm/s

V‘ = 0 cm/s

(Ver figura (7.5.1.3))

Figura (7.5.1.3)
Configuragao das barras 3 seg. apds impacto.

Pode-se ver mals claramente a

reprodugcdo numérica destes
(7.5.1.4),

fendémenos na figura que mostra os deslocamentos das

superficies de contato.
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Figura (7.5.1.4)
Deslocamentos (no tempo), das superficies de contato.
T+De2 IMPACTO ENTRE DOIS TUBOS

Este é um problema no qual dois tubos flexiveis iguais (mesma
-geometria e material) colocados transversalmente, chocam-se a uma
velocidade de 35 m/s (cada cilindro). Geometria, juntamente com a
. malha empregada é fornecida na figura (7.5.2.1).

-4



0,0015

0.46

Figura (7.5.2. 1)
Malha e geometria

Figura (7.5.2.2)

)% ]



Dois elementos foram empregados na espessura, conforme mostra a

figura (7.5.2.2). Uma penalidade de 1 x 10'! foi utilizada.
As carasteristicas do material valem:

5 x 10° N/m?

- 3 4 6 2

2 x 10 y/m "

630 x 10 3N/m

7840 Kg/m ~

oHEmoSsH
ey,
on

As figuras (7.5.2.3 a,b,c) mostram as deformadas em 3 tempos
impacto:

Impacto de dois tubos
tempo: 0.0003 seg.

=

a) % /

rﬂ-l‘
{

Figura (7.5.2.3)
Deformada

do

=)



c)

Impacto de dois tubos
tempo: 0.001 seg.

—
-1
-
|1
-1
b
41—

ot

Impacto de dois tubos
tempo: 0.002 seg.

i

Figura (7.5.2.3)
Deformadas




Este mesmo exemplo foi feito por Zhong e Nilsson /25/, e apesar
destes autores terem empregado elementos de casca, existe um aparente
acordo das deformadas.

Observa-se também que ndo existem interpenetragdes aparentes e a
deformada mantem-se simétrica.

Pode-se concluir que o algoritmo proposto no capitulo 6, apesar

de simples, ao menos neste dois exemplos propostos apresentou bons
resultados.



8 CONCLUSOES E SUGESTOES

Toda implementagdao computacional feita neste trabalho, procurou
seguir a mesma metodologia do sistema base (METAFOR /Pl/). Assim o
processo de integragdao temporal de pressdes de contato adotado
mostrou-se objetivo e incrementalmente objetivo através do uso do
método da rotagdo instantdnea final. O método exige o calculo das
pressdes em eixos locais. A determinagdo destes eixos no caso 3D,
contudo, mostrou-se nao ser uma questdo trivial.

A obtengdao das matrizes tangentes aparentemente foi correta em
fungdo dos bons resultados obtidos em termos de velocidade de
convergéncia no método de Newton-Raphson. Mesmo o processo de
integragdao espacial das pressdes de contato (caso 2D), ndo acarretou
problemas de convergéncia. Nao se deve esquecer, contudo, que o
cdlculo da matriz tangente do elemento volumétrico se faz via
perturbacdo numérica. Este processo de cdlculo custa extremamente
caro computacionalmente e seu uso Jjustifica-se apenas para uma
primeira etapa de implementacdo computacional. Portanto é necessédrio
futuramente explicitar o cdlculo da matriz tangente.

Quando trabalha-se com o caso de contato entre corpos flexiveis
(casos sempre explicitos), o algoritmo apresentou bons resultados,
embora existam inuimeras possibilidades de aprimorar o processo de

pesquisa global do contato que permitem um ganho em tempo nesta etapa



do cdlculo, o que deverda ser explorado nos futuros desenvolvimentos
do cdédigo. Além disto, também serd necessario tornar este processo
implicito, o que permitira o tratamento de problemas quase-estdticos
ou casos de impacto em baixa velocidade entre corpos flexiveis.

No dltimo item apresentado no capitulo de exemplos, ficou claro
a necessidade da implementag¢do de um elemento de casca ao programa
METAFOR. Isto permitirda o tratamento de problemas complexos como O
impacto de veiculos.

O programa METAFOR foi otimizado para emprego em computadores
escalares. Portanto seu uso em maquinas vetoriais ndo é dos mais
satisfatérios. Por exemplo num Cray YMP2E a velocidade obtida em
milhées de operagées de ponto flutante (Mflops) foi de
aproximadamente 17, enquanto esta maquina é capaz de velocidades de
300 Mflops. Assim um investimento adicional serd necessdrio para que
se possa tirar uma maior performace deste programa neste tipo de
maquina, antes que seja possivel o tratamento de problemas de grande
porte, como o citado no pardagrafo acima. Da mesma forma poder-se-a
verificar a eficiéncia do algoritmo de contato 3D entre corpos
flexiveis, que em fungdo de sua simplicidade certamente possibilitara
um alto grau de vetorizagao.
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ANEXO 1: RELACOES CINEMATICAS

A.1.1 O TENSOR GRADIENTE DE DEFORMACAO

Seja um corpo que ocupa duas posigdes diferentes no espago
euclidiano. Uma configuragdo serda considerada como de referéncia. Um
ponto qualquer nesta configuragcao serd identificada como X. O mesmo
ponto na outra configuragdao, chamada configuragao atual, é
identificado como Xx.

Ky X4

gi%x)

2 reg

XX

Figura (A.1.1.1)
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Pode-se escrever a relagao seguinte

X =X (X.t) (A.1.1.1)

X =% (%) (Al T 2)

A variagao do comprimento dx pode ser definida fazendo um
desenvolvimento em série:

dx = 8x/8X dX + 8°x/0X° AX°+ ... (B lsLe3)

Sera suposto que os termos de mais alta ordem sdo despreziveis.
Pode-se escrever entdo que:

dx = F dX (A.1.1.4)

F = 8x/8X  ou F = 0% /68X (A.1.1.5)

Onde F ¢€é denominado o gradiente de deformagdo entre a
configuracao de referéncia e a atual.

O tensor F pode sempre ser decomposto de forma uUnica em uma

rotagao pura (R) e uma deformagdo pura (U ou V) utilizando a chamada
Decomposicdo polar:

R é um tensor ortogonal ou

RR=1 (A.1.1.7)

onde I é o tensor identidade.

U e V sao chamados tensores de deformagdo direita e esquerda,



respectivamente. Eles sdo simétricos e positivos-definidos. U € uma
deformagdo aplicada na configuragdo original, enquanto que V &
aplicada sobre a configurag¢do rotada. De (A.1.1.6),

V=RUFR (A.1.1.8)

U=R VR (A.1.1.9)

A.l.2 MEDIDAS DE DEFORMACAO

Seja a variagdo de comprimento dS definido na figura (A.1l.2.1)

R,

Figura (A.1.2.1)

as® = ax" ax (A.1.2.1)



as® = ax’ ax (A.1.2.2)

Da equagao (A.1.1.5), encontra-se:
ds“ = dX F F d&X (A.1.2.3)
ds" =dx F F dx (R.L2:4)

Se substrai-se (A.1.2.3) de (A.l1.2.4),

ds® - as® = ax’ (

F - I) ax

_ dEST 5 F-TF—i)

]

dax (A.1.2.5)

Observa-se que as quantidades entre parénteses em (A.1.2.5)
podem ser consideradas medidas de deformacdo de dS. Além disto elas
sdo nulas no caso de movimentos rigidos. Estes termos servem para
definir alguns tensores deformagées bem conhecidos na literatura:

E°=1/2 (C - I) (A.1.2.6)

A -1

E' = 1/2 (I - B™) (A.1.2.7)
onde

B=FF =¥ (A.1.2.8)

C=F E=0 (A.1.2.9)

Ei = Tensor de Green-Lagrange

E" = Tensor de Almansi

A relagao entre estes dois tensores é dada por:

o]
]
=
e ]
o]

(A.1.2.10)



Uma outra medida de deformagdo importante é o tensor logaritmico

ou natural, dado por:

E'=1nU=1/2 1n (F'F)

Utilizando a relagdo (A.1.2.6),

E' = 1/2 1n (2E° + I)

A.l.3 O TENSOR GRADIENTE DE VELOCIDADE

O tensor gradiente de velocidade é
atual e vale:

L = ox/0x = (ox/3X) (3%/0%) = E E~

Pode-se decompor este tensor em
anti-simétrica como:

onde D é a taxa de deformagdo dada por:

D=D =1/2 (L+ L)
e W é a taxa de rotagao que vale:

W=-W=1/2 (L - L)

Pode-se ainda estabelecer uma relagao

(X.1.2.11)

definido na configuragao

(B.1.5.1)

uma parte simétrica e

(A.L3.2)

(As1s3:3)

(R:1.3.4)

entre a taxa de deformagao



D e a taxa do tensor de Green-Lagrange com a expressao:

T G

F DF = (A.1.3.5)

Observa-se que D é uma taxa referida a configuragao atual e

kT . . . Wi geom g
E" é referida a configurag¢ao inicial.

Nas solugdes do tipo incrementais, onde a configuragdo de
referéncia estd sempre muito préxima da configuragdao atual, pode-se
dizer que:

F oI (A.1.3.6a)
Uel (A.1.3.6b)
ReI (A.1.3.6C)

Neste caso, utilizando as expressdes (A.1.3.1), (A.1.3.2) e
(A.1.3.6a,b,c), chega-se facilmente a:

w)
R
{=

(A-l.s.-?)
W R (A.1.3.8)

A.1l.4 O TENSOR VELOCIDADE ANGULAR

Seja o vetor n que gira com a matéria, sem se deformar. No

-

instante inicial, to, ele é identificado por N:

n=RN (R, =1I) (Asikeliail)

~t=to



Derivando a expressdo precedente com relagdo ao tempo:

n=RN (A.1.4.2)

R R'n (A.1.4.2)

g .
I

A velocidade angular Q é definida como:

Q=RR’ (BiLods3)
Assim, a expressdo (A.l1l.4.2) torna-se:
n=0n (A.1.4.4)

Pode-se ver que no caso de um movimento de corpo rigido, onde D
€ nulo e portanto F = R, obtém-se que Q = W. No entanto, se existe
deformagdo, W e Q podem ser bem diferentes.

Na formulagao que serd aqui utilizada (do tipo incremental) no
entanto, utilizando as conclusodes do paragrafo (A.l1l.3), chega-se que:

Q=W (R.1.4.5)



APENDICE 1: LEIS CONSTITUTIVAS EM PEQUENAS DEFORMAGOES

As expressdes dos pardagrafos (2.1) e (2.2) sao validas para um
material qualquer. No entanto, para que se possa resolvé-las ¢é
necessario estabelecer a relagdo entre g e u que dependerd do tipo de
material. Apenas dois casos serdo aqui estudados: Materiais eléasticos
e elasto-plasticos.

Ap.l.1 MATERIAL ELASTICO

Neste caso, as tensdes de Cauchy devem satisfazer a relagao:

o Hijlekl (Ap.1.1.1)

Onde D € a taxa de deformagdo e o tensor H vem da lei de Hooke da
elasticidade linear:

B, = k auakl + 2G (‘sman - 1/3 auakl) (Ap.1.1.2)

onde, = Modulo de elasticidade ou de Young
Coeficiente de Poisson

E / 2(1 + v)

E / 3(1 - 2v)

delta de Kroennecker

nmmnmnine

»EF QS

Para o desenvolvimento que segue, é necessdrio separar as



componentes hidrostéaticas
hidrostéatica vale:

Lo I
]
et
o

e a componente desviadora,

Sij = 2 GD”

e

desviadoras

Ap.1.2  MATERIAL ELASTO-PLASTICO

de

g. A componente

(Ap.1.1.3)

(Ap.1.1.4)

Se um ponto do corpo em estudo é submetido a uma combinagdo de

esforgcos tal que ocorrem deformagdes permanentes,

ponto num regime plastico

atoémicos, ou de discordancias).

considera-se este

(Fisicamente hd um movimento de planos

Neste caso, pode-se reescrever a lei contitutiva como:

i) LLm1 Dkl

(Ap.1.2.1)

Para a determinagdo do tensor L, duas etapas serdo consideradas:

1. Identificagdo do inicio da plastificacgdo.

Para identificar o inicio da plastificacao, define-se, no espago

de tensdes de Cauchy, uma superficie denominada de plastificagédo (f).

Se a combinagdo de tensdées em um ponto da matéria estd dentro desta

superficie, ele é eléastico.

Se a combinagdao de tensdes atinge a

superficie, o processo de plastificagdo é iniciado. A regido fora da

superficie é proibida.



f(og,c) =0 =>
f(g,c) <0 =>

ponto sobre a superficie de plastificacgao
ponto elastico

onde ¢ é um conjunto de varidveis que definira a forma da superficie.
Serd considerado aqui que a superficie de plastificagdo depende
apenas da tensdo de plastificagao (ov). Entéo,

elastico ou

f(g,c) = £(g,0v)

(Ap.1.2.2)

Para definir se um ponto, sobre a superficie de plastificagao €

plastico, €é  necessario
consisténcia:
f = of 01 + ot o
do J dov i

Entdao se £ = 0 e:

=> ponto elastico

=> ponto plastico

2. Analise ao longo da plastificacgdo

O tensor taxa de deformagdo sera

elastica e uma parte plastica:

D =D + pDP
1] 1) 1)

Como a deformagdao pléastica é

definir a

considerada

condigdo de

(Ap.1.2.3)

(Ap.l.2.3a)

(Ap.1.2.3b)

decomposto em uma parte

(Ap.1.2.4)

uma deformagao

instantdnea e irreversivel, ela ndo pode ser expressa sob a forma de
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tensao. Entdo, (Ap.l1.1.1) pode ser escrita como:

= - P
Ty = Mg (D= By) (Ap.1.2.5)

Sera utilizado aqui uma plasticidade associada. Neste caso, f é
um potencial de DP:

B
D}, = T 8f/é0 (Ap.1.2.6)

Da expressdao (Ap.l.2.6) pode-se concluir gque a deformagao
plastica é normal a superficie de plastificagdo f. A expresséao
(Ap.1.2.6) pode ainda ser escrita como:

P
B, =, (3p.1.2.7)

onde ¥ et N sdo o médulo e a diregdo da deformacao plastica,
respectivamente. '

ov define-se como:

ov=19(d {Ap.1.2.8)

onde o ¥ representa a dependéncia de ov do médulo da deformagao
plastica. O q dependera do material.

Substituindo (Ap.l1.2.5), (Ap.l1l.2.7) e (Ap.l1.2.8) em (Ap.l1l.2.3b),
chega-se a:



a—f' Hljkl (Dkl -7 Nlj) + E ¥ g 0 (Ap.l.2.9)
acr” aov
Isolando ¢ e
af H D
—— rsnm nm
ao (Ap.1.2.10)
rs
Y =
E Hpqtu Ntu - a—f- q
ao aov

Pq

O critério de plastificagdo que serd utilizado aqui é o de Von
Mises:

£=1/2 ¢, ¢, - 1/3 ov =0 (Ap.1.2.11)

By tensor que definird a posigcdo do centro da superficie de
plastificagdo. Aqui ele serd considerado como nulo. (Serda utilizado
entdo um endurecimento isétropo. Este tipo de endurecimento é valido
para situagées onde ndo existe reversdo de carga). A expressado final
de Von Mises é entdo fornecida abaixo:

£ =12e B *1/3 ov = 0 (Ap.1.2.13)

1]

Considerando agora um material com endurecimento linear, (ver
figura (Ap.1l.2.1))



]r

Figura (4p.1.2.1)

Da figura, pode-se determinar que:

h=EEt/ (E - Ey (Ap.1.2.14)

Neste caso:

ov=h D’ (Ap.1.2.15)

onde D” é a deformagdo plastica equivalente, dada por:

172

(w)
o
I

(2/3 D‘:J D':J) (Ap.1.2.16)

Portanto, substituindo (Ap.1.2.7) em (Ap.1.2.16) e o resultado
em (Ap.1.2.15), obtém-se:



ov="h 7 (2/3)* (Ap.1.2.17)

(Aqui foi utilizado o fato que NN .= 1)

J J

Uma comparagao entre (Ap.l.2.8) e (Ap.1.2.17) nos permite dizer
que:

g =h (2/3)" (Ap.1.2.18)

Da expressao (Ap.l.2.13):

a f= SU (Ap.1.2.19)
aaij

a f - _3 Ov (Ap.1.2.20)
d ov

Da expressao (Ap.l.1l.2) chega-se facilmente as relagdes abaixo:

H oNg = 2 6N (Ap.1.2.21)

H Sa = 2 65, (Ap.1.2.22)

(Aqui foi utilizado o fato que g, = N“ = 0)

Introduzindo as expressdées (Ap.1.2.18) - (Ap.1.2.22) em

(Ap.1.2.10):



~—

2Gs_ D (Ap.1.2.23)

mn

2/3
S 2CGN_+2/3 0v(2/3)%n

Como a diregcdo de N e s coincidem, é entdo possivel escrever o
vetor unitdrio N como,

=]

- 1)
N o= = — (Ap.1.2.24)

kl skl)

Da expressao acima e (Ap.1.2.13), pode-se reescrever (Ap.1l.2.23)

como:
N D
7 = on 2R (Ap.1.2.25)
@ -
3G

Substituindo (Ap.1.2.25) em (Ap.1.2.7) e o resultado emn
(Ap.1.2.5) obtém-se, finalmente, a relagdao tensdao - deformagao
procurada:

3G sUskl
o . (Ap.1.2.26)
v 3G

L H
1 Jk1 1)kl

A relagdo acima é as vezes chamada do inglés como ‘continuum
elastoplastic tangent operator’ /S1/. Sua validade dependerda do
processo de integragao (ver apéndice 4).

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA



APENDICE 2 LEIS CONSTITUTIVAS EM GRANDES DEFORMACOES

Ap.2.1 O CONCEITO DA OBJETIVIDADE

Nao se pode utilizar diretamente as expressdes vistas no
Apéndice 1 em grandes deformagées pois elas ndo respeitam o
"Principio da Objetividade", como ver-se-a& em seguida. Este principio
estipula que a resposta de um corpo a um carregamento seja a mesma,
independente do movimento do sistema de referéncia ou do observador.

Nao se deve confundir o principio da objetividade e aquele da
invaridncia tensorial. Este tultimo que dizer invaridncia com relagéao
a dois sistemas coordenados diferentes cuja relagcao entre eles é
fixa, ou seja, estdo relacionados ao mesmo observador ou referencial.
Por outro lado, quando se fala de objetividade, significa invariancia
mesmo quando o referencial no qual as grandezas sao medidas, esta
submetido a um movimento qualquer, dependente do tempo.

Consideremos a funcao seguinte:

£(a, B, C ) =0 (Ap=2.1:2)

e seja a mudanga de referencial segundo,



x=Q(t)x +¢ (Ap.2.1.2)

onde Q € um tensor (ortogonal) de segunda ordem, fungcao do tempo e c

€ um vetor qualquer; f serda uma fungdo objetiva se os tensores A, B e
C transformam-se como,

il (Ap.2.1.3a)
B = Q(t), B, (Ap.2.1.3b)
C:J - Q(t)ikch(t)U (Ap.2.1.3c)

Na expressao (Ap.l.2.1), a taxa de deformagdao D € uma gradeza
objetiva, assim como as tensdes de Cauchy. Enté&o:

g/ = Qo Q (Ap.2.1.4)

Derivando a expressdao (Ap.2.1.4), obtém-se:

o' =0gQ+ Qo Q+Qg( (Ap.2.1.5)

Como (Ap.2.1.5) nao respeita (Ap.2.1.3c), a taxa de tensdao de Cauchy
é ndo objetiva e sua utilizacdo em uma formulagdo de grandes
deformagdes forneceria resultados errados.

Ap.2.2 TAXAS DE TENSAO OBJETIVAS

Seja um sistema de eixos que gira com uma velocidade angular 6
com relagao a um referencial fixo (os eixos globais x,y e 2z por
exemplo) de sorte que a derivada temporal da matriz de rotagao da
transformagdo vale (ver /M1/):



7=06n7 (Ap.2.2.1)

onde 7 é uma matriz ortogonal e € uma matriz anti-simétrica.
Aplicando uma rotagdo ao tensor de Cauchy, podemos reescrevé-lo como:

’ T

=1<c7 (Ap.2.2.2)

e sua derivada:

g’ =1"gn+n'gn+a'ea (3p.2.2.3)

g’ =13'(g-8g+g8)n (Ap.2.2.4)

Alternativamente,

g = yT& | (Ap.2.2.5)
onde §=0-60+08 (Ap.2.2.6)

" i - > ; .

0 e denominada uma taxa de tensdo corrotacional. O sistema de eilxos
rotado (definido por 7) é igualmente chamado um sistema de eixos
corrotacional. Pode-se neste caso reescrever (Ap.2.2.5) como,

¢ =1'¢gn (Ap.2.2.7)
o = 1"¢ 7 (Ap.2.2.8)

onde ¢° é chamado taxa corrotacional de Cauchy.



Da expressdo (Ap.2.2.8) pode-se deduzir que a taxa corrotacional
de Cauchy € um tensor objetivo.

Pode-se agora tomar as leis constitutivas escritas em pequenas
deformagdées (ver por exemplo (Ap.l.2.1)) como validas em grandes
deformagées desde gque todos seus termos sejam avaliados no
referencial corrotational. Entdo:

g® = L° D° (Ap.2.2.9)
onde D° = 'D 7 (Ap.2.2.10)
L° (g) = L (g°) (Ap.2.2.11)

No entanto, a taxa de tensao %, calculada nos eixos iniciais (x,
Y, 2) €& também uma grandeza objetiva segundo (Ap.2.2.8). Entdo, a
equacao (Ap.2.2.9) pode ser também escrita como:
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D (Ap.2.2.12)

Assim, as expressbes (Ap.2.2.9) e (Ap.2.2.12) podem ser
utilizadas para constituir o problema de grandes deformag¢des. Pode-se
notar que, diferentemente da expressdo (Ap.2.2.9), todas as grandezas
em (Ap.2.2.12) sao referidas aos eixos globais. Evidentemente o
processo de obtengdo das tensdes de Cauchy na configuracao final sera

diferente nos dois casos. Discutir-se-4 isto com mais detalhes no
apéndice 3.

Diferentes taxas corrotacionais (&) conhecidas na literatura
podem ser obtidas escolhendo diferentes valores para 6 e 7. Por
exemplo, pode-se definir o tensor anti-simétrico 6 como o tensor Q
(velocidade angular conforme equagdo (A.1.4.3)):

Q=RR (Ap.2.2.13)



onde R vem da decomposigdo polar (ver equagao (A.1.1.6)).

Neste caso, pode-se redefinir a expressao (Ap.2.2.1) como:

7=R=QR (Ap.2.2.14)
Chega-se entdo a taxa corrotacional de Green-Nagdhi:

&G“=g -Qo+0Q (Ap.2.2.15)

-

Uma outra alternativa é escolher 6 como a taxa de rotagao W (ver
equagao (A.l1.3.4)). A expressao (Ap.2.2.1) torna-se:

il=é=‘j9 (Ap.2.2.16)

A taxa corrotacional torna-se, neste caso, a taxa de Jaumann:
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-Wo+0oW (Ap.2.2.17)

A escolha mais conveniente para € € aquela que permite uma
rotagao tal que faz com que os eixos corrotacionais acompanhem a
deformagdo do corpo, de sorte que um observador ligado a estes eixos,
nao note rotagdes rigidas do corpo. De modo intuitivo, escolhe-se 73 =
R da decomposig¢do polar, pois todo o efeito de rotagdao da
transformagdo F estd contido em R. Para verificar isto, basta
realizar a operagao que segue:

D° = R'D R (Ap.2.2.18)

reescrever a expressao (Ap.2.2.18) como,

o



(Ap.2.2.19)

1o

Il
e B
i

Assim um observador ligado aos eixos corrotacionais definidos

por R, observa apenas a deformagdo da matéria.

Portanto, aparentemente, a escolha de 3 = R é a melhor. Porém,
sublinhou-se no pardagrafo (2.1) gque a formulagao empregada neste
trabalho serd sempre do tipo incremental, onde a configuragdao tomada
como de referéncia estd préxima da configuragao atual. Neste caso,
como ja havia sido descrito no anexo (A.1.3),

it .

= W (Ap.2.2.20)

Isto quer dizer gque, na pratica, a escolha de 7 segundo
(Ap.2.2.14) ou (Ap.2.2.16) fornecerad resultados bastante préximos.



APENDICE 3:
3: INTEGRACXO DAS LEIS CONSTITUTIVAS

O primeiro ;
PR Dl (Ap.z_;js:)o (;‘)raera a 1nte:gragéio da expressbes (Ap.2.2.9) (ver
E possivel sequir o c¢ .r /Gl/) é escolher um caminho de integragio.
oo o el famfnhc':) A-C-D-B, da figura (Ap.3.l1l) (a iteragao
e ot 1 referéncia para o cdlculo da iteragédo i, ao lo

empo) . ' ngo

C
1a. aproxim.
do estado final

D
ral- aproxim.

do eslado [i nal

fi Eetade
wricial
conhecido

B
Estade f(unal

a delermunar

Figura (Ap. 3.1)



Este tipo de caminho toma como referéncia de calculo uma
configuragdo ndao-equilibrada e portanto fisicamente inexistente.

Neste caso, problemas de descarga numérica podem acontecer.

Para evitar estes problemas, pode-se utilizar o caminho A-C,
A-D, etc que toma como referéncia a ultima configuration equilibrada.

Para a integragdo de (Ap.2.2.9) ou (Ap.2.2.12), €é necessario
conhecer a taxa de deformacao a todo momento. Como os passos de carga
ou de tempo utilizados sdo discretos, é necessario fazer uma hipdétese
sobre a evolugao das deformagcdées entre dois passos. A hipdtese mais
corrente é supor a taxa de deformagdao constante, seja dentro do
referencial corrotacional (/Pl/) ou dentro dos eixos globais (/G1l/).

0 esquema de integracdao das leis constitutivas deve ser ainda
incrementalmente objetivo, isto quer dizer que, se:

X' = 1% (Ap.3.1)
entao,
o' =n07 (Ap.3.2)

Nos pardgrafos seguintes vai-se apresentar alguns esquemas de
integracdo para os dois casos (equagdes (Ap.2.2.9) e (Ap.2.2.12)):

Ap.3.1 INTEGRACAO EM EIXOS GLOBAIS

Pode-se obter a variagdao de tensdao de Cauchy integrando a
expressao (Ap.2.2.6):



o L

(Ap.3.1.1)
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solucionar numericamente esta expresséo,

Normalmente, para
utiliza-se um método do tipo Euler de sorte que:

(Ap.3.1.2a)

t+At t
N = + A o

19

a velocidade de rotagdao e a taxa de deformagdao sao

Em /Gl/,
Se for ainda utilizada a taxa de Jaumann,

constantes.

tomadas
obtém-se a expressao (Ap.3.1.2a):
t+At t v
o) =0 + AW o - g AW + AC (Ap.3.1.2b)
onde
t+At
AS = [ rpat (Ap.3.1.3)
t
(Ap.3.1.4)

D = 1/At B Ax
L € a matriz constitutiva definida no apéndice 1 (equagao

(Ap.1.2.26)).
B é a tradicional relagdao deformagdo-deslocamento

A matriz
empregada em cédigos de elementos finitos /23/. Finalmente,

(Ap.3.1.5)

AW = B* Ax
que permite

onde B* é também uma relagdo deformagdo-deslocamento,

calcular (A..1.3.4).

Sera visto como avaliar a expressdo (Ap.3.1.3) no anexo 4.
indicado por (Ap.3.1.2) dara bons

O processo de integracgao



resultados se o incremento de carga/tempo é muito pequeno. Para
visualizar isto, considera-se o exemplo seguinte: seja o corpo da
figura (Ap.3.1.1) submetido a uma tensdo de Cauchy dada por:

, 1 0
o 0 o0 (Ap.3.1.6)

AT

Figura (Ap.3.1.1)

* A rotagao é dada por,



- cosp sing
Q -sing cosgp (Ap.3.1.7)

Para gque o principio da objetividade seja verificado, as
expressdes (Ap.3.1l) e (Ap.3.2) devem ser respeitadas. Entao,

t+At A
o o

Apds cdlculos,

)

t+At _ [ cosz¢ -sing gosp ]

-sing cosp sin“p (Ap.3.1.8)

neste caso, como o corpo nao sofre deformagdo, pode-se escrever
(Ap.3.1.2) como

(o) =0 + AWo -0 AW (Ap.3.1.10)

onde

= 0 tan ¢
AR = [ - tan ¢ 0 } (Ap.3.1.11)

Colocando (Ap.3.1.6) e (Ap.3.1.11) na relagao (Ap.3.1.10),
chega-se, apdés cdlculos, a:

otHAt _ 1 -tan ¢
o —-tan ¢ 0 (Ap.3.1.12)



Uma comparagao entre o resultado de (Ap.3.1.8) e (Ap.3.1.12)

mostra que o esquema de integragdo ndo é incrementalmente objetivo.

Um processo iterativo pode ser wutilizado para torna-lo

incrementalmente’objetivo. A expressdo (Ap.3.1.2) é entdo substituida
pela expressao seguinte:

t+At ¢ " tratAt
onde
o_tm:At. — g_uam + Wucmt o_uam. . O_uam Wuam
k+1 k k k k k
(Ap.3.1.14)

Todas as grandezas em (Ap.3.1.14) sdo calculadas no tempo ficticio
ttalAt:

yt+cht.= (1-0)y® + yt"ﬁt (Ap.3.1.15)

onde a € um valor compreendido entre O e 1 e k € o contador de etapas
iterativas. O processo iterativo terminard quando obtem-se uma
tolerancia aceitdvel para o cdlculo das tensdes.Se a = 0 recai-se
sobre a expressao (Ap.3.1.2).

Este método pode ser ainda melhorado dividindo o passo de tempo
em sub-intervalos /B7/.

-

Uma solugdo alternativa é mostrada por /H2/, que dd um processo
ndao iterativo e incrementalmente objetivo. Neste método, é no entanto
necessdrio conhecer uma configuracao intermedidria, de sorte que o

método é também de implementagdo cara.



Ap.3.2 INTEGRACAO EM EIXOS CORROTACIONAIS

Aqui a taxa de tensées nos eixos corrotacionais D° é igualmente
suposta constante durante o passo de tempo. Com esta hipétese,
pode-se determinar Qc de (Ap.2.2.19), que apds calculo vale:

D° = 1/At In U = 1/At E (Ap.3.2.1)

Onde U é a deformagdo calculada da decomposigdo polar, com relagdo a
configuragao de referéncia. Utiliza-se aqui o método da rotagao
instantdnea final (ver /N1/). Isto quer dizer que durante a
integragao, considéra-se apenas a deformagdo pura, sem rotagdo; entéao
a tensdo no tempo t+At vale: o

t+At

g__c,t.+.ﬂt = Et 4+ J'Lc Qc at (Ap.3.2.2)
t

O calculo da integral acima serd detalhado no apéndice 4.

-

A rotagdo R € aplicada de modo instantdneo no tempo t+At, ou
seja apés o calculo de (Ap.3.2.2), de sorte que:

o_tfﬁt = BT gc!t‘ﬁt B (Ap.3.2-3)

Observando (Ap.3.2), vVvé-se dque o esquema € evidentemente
objetivo. Este esquema é empregado pelo METAFOR.



APENDICE 4 CALCULO DO INCREMENTO DE TENSXO

Vai supor-se aqui que o material estd em deformagdo pura, sem
sofrer rotagao. Esta udltima foi considerada no paragrafo (Ap.3). Como
ja visto, o tratamento destes dois efeitos é desacoplado. Entdao, as

expressdes (Ap.3.2.2) e (Ap.3.1.2) podem ser genericamente escritas
como:

t+At
gtht = ot 4 J'; D dt (Ap.4.1)
t

onde L € a matriz constitutiva definida no apéndice 1 (equagao
(Ap.1.2.26)).

O processo de integragdo da expressdo acima € normalmente
dividido em duas partes. Na primeira, supde-se que nao existe
plasticidade. Esta etapa é chamada preditor elastico. Neste caso, da
equagao (Ap.l1.2.26), pode-se dizer que L = H e a equagao (Ap.4.1)
torna-se:

p°=p" + k AD (Ap.4.2a)
s* + 26 ap* (Ap.4.2b)

tn
I

ou, se for utilizada a deformac¢do natural,



p°=p +k E (Ap.4.3a)

(Ap.4.3b)

N N,d o e .
onde E, E’ , sdo as deformagbes naturais e suas componentes

desviadoras, respectivamente.

Se as tensdes estdao fora da superficie de plastificagdo, um
processo de retorno é necessdrio para leva-las de volta para sobre a
superficie. Atualmente os métodos mais utilizados sd@ao os do tipo
"Return Mapping" (ver detalhes em /S7/). Entre eles o mais empregado
€ o método do Retorno Radial, que é o método empregado pelo METAFOR e
serd abaixo descrito. Neste caso as tensdes sao trazidas de volta
para a superficie de plastificagdo através de um corretor plastico.-

Assim as tensdes desviadoras apés a corregdo podem ser escritas como:

t+At
= [-] corr

gy oo s” - s” (Ap.4.4)

onde fisicamente s°”" é uma relaxagdo instantdnea de tensédes,
causada por um movimento de discordancias, que caracteriza a
deformagao plastica. Por analogia com (Ap.4.2b),

=26 | p?. d¢ (Ap.4.5)

Da definigdo de D° (expressdo (Ap.1.2.7)), pode-se reescrever(Ap.4.5)
como,

t+At

26 I 7 N dv (Ap.4.6)

corr __

1)

S

t

A solugdo de (Ap.4.6) vai depender da escolha de N. No método do
retorno radial, N é tomado como a normal & uma superficie de



plastificagdo hipotética que passa por s°, como mostra a figura
(Ap.4.1).

Figura (Ap-4.1)

Neste caso,

v = i]
NIJ = N(t-u-bt)lj - = o — (Ap.4.7)

kl kl)

A expressao (Ap.4.6) pode ser escrita como:



s =26 N T (Ap.4.8)

t+At
onde ' = _|'a« at - (A.5.9)

t

e ¥ vem da expressao (Ap.l1l.2.25).
O problema em seguida, consiste em determinar I'. Do apéndice
1 (equagao (Ap.l.2.17)).
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ov=hyv (2/3) (Ap.4.10)
Entao,
o8t = ot o+ b o(2/3)2 T (Ap.4.11)

Substituindo (Ap.4.4) e (Ap.4.11) dentro do critério de
plastificacao:

1/2 s':‘;‘“ s:";’“ - 1/3 (o¥8%2 _ ¢ (Ap.4.12)

vem a expressao:

e e 1/2 t
- 151 (2/3) ov

26 (1 + h)
3G

(Ap.4.13)

Com a expressdao (Ap.4.13), pode-se calcular §“ht e ob &,

Finalmente, pode-se dizer que, neste método, s° é modificado por
um fator de escala B:

=



(Ap.4.14)

Para obter B, coloca-se (Ap.4.14) em (Ap.4.12) obtendo-se:

t+At t+At
gv Ov

B — = = s — (Ap.4.15)
(372 87, s7 )% 1187

Pode-se dizer que a tensao final de Cauchy vale:

0_t+At - e t+At

1y 13 U /3 (Ap.4.16)

Derivando a expressao acima, obtém-se,

teAt ¢
dcrlj = stU

t+At

= (Ap.4.17)

+ Bdsfj-+ do

Aqui considera-se o fato de que a tensdo desviadora no inicio do
processo de integragdo é discretamente diferente da tensdo final.
Este fato ndo foi considerado no apéndice 1 e por este fato a matriz
1a deduzida foi denominada de continua.

0 valor de dB pode ser calculado facilmente de (Ap.4.15) e vale:

dg = B [da"—c—il-lﬁj-l] (Ap.4.18)

Substituindo (Ap.4.18) em (Ap.4.17), chega-se a uma expressao

-

semelhante a (Ap.1.2.26), salvo que G et h sdo agora substituidos por
G et h, que valen:



G = BG (Ap.4.19)
h=h,/(1+ (1 - 1/8))(h/3G) (Ap.4.20)
Para B = 1, recai-se sobre (Ap.l.2.26). Mas normalmente o valor

de B pode ser bem diferente, sobretudo quando utilisa-se o caminho
A-C, A-D, etc, em lugar do caminho A-C, C-D, etc (ver figura Ap.3.1)
para a integracdo (no dltimo caso, a configuragao de referéncia e a
atual praticamente se confundem). Este fato podera prejudicar a
convergéncia quadratica do método de Newton-Raphson (ver /S8/). Para
evitar este problema uma outra alternativa consiste em dividir o
cdlculo de tensdes em sub-intervalos.

Deve-se notar que este fato deve ser tomado em consideragao
mesmo em pequenas deformagdes, se ocorrem passos de carga grandes.
Portanto, mesmo trabalhos bem conhecidos da literatura (como o livro
de Plasticidade computacional de Owen e Hinton /04/) podem ter
dificuldade de convergéncia.

Jad o esquema de integracao de tensdes empregado em /Gl/ nao pode
ser considerado um método do tipo "return mapping": Ele emprega
também um preditor eldstico como em (Ap.4.2). A nova configuragdo €,
definida por:

stBto o 4 (r - 1)as° (Ap.4.21)
8t p° & (r - 1)Ap° (Ap.4.22)
x*8t= ¥ 4 (r - 1)Ax° (Ap.4.23)

onde todas as grandezas com o indice superior e vem do preditor
elastico (equagao (Ap.4.2)) e r é um fator a determinar. Para um
ponto ja plastificado (ver figura (Ap.4.2)), seu valor maximo é:

r = 0.08 ov/||As]|| (Ap.4.24)



Substituindo (Ap.4.24) em (Ap.4.21), obtém-se,

t+At .t
s, =8, +0.08 0ov N (Ap.4.25)

Uma outra caracteristica do método empregado por /Gl/ é o fato
dele nado ser um verdadeiro Newton - Raphson (na verdade um
Newton-Raphson modificado ), pois a matriz ‘tangente’ €& tomada como
constante durante as etapas iterativas.

Figura (A.4.2) &
Superficie de plastificagao na configuragégﬂéie referéncia (s ) e
na configuracgao atual (s )



APENDICE 5: UMA VISAO ALTERNATIVA PARA 0S MODELOS DE ATRITO

Todo o processo descrito em (3.2), pode ser visto como um
progesso de regularizagao de um funcional associado ao problema de
atrito (ver por exemplo /03/). Este novo funcional é diferenciavel na
origem devido a representagdo do escorregamento reversivel. Para

redefinir a forma fraca, pode-se reescrever o lltimo termo de (3.2.1)
como:

I t_a¢/dg_ 8g_ dr, (Ap.5.1)

Aqui ¢ pode ser visto como uma fungdo de suavizagdo . Para o
caso da figura (3.2.5), ¢ vale:

g- (1/2)c para g_ = cC
¢ (a) ={ * :

% (Ap.5.2)

2
g./2¢ para g = cC_

onde C. € o valor limite do escorregamento reversivel (ver figura
(3.2.5}).

Das expressodes (Ap.5.1) e (Ap.5.2), encontrar-se-a as expressoes
do paragrafo (3.2.1) e (3.2.2) (ver por exemplo /B8/). A simulagao
de leis de atrito mais complexas como (3.2.4) podem ser formuladas
desde que se utilize diferentes fungdes ¢ em (3.2.3.2).



