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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar algumas teorias alternativas para a gravitacao,
que vao além da Relatividade Geral. Aspectos importantes sao desenvolvidos e analisados.
Iniciamos revisando a equacao de Einstein e o embasamento da Relatividade Geral, em
seguida introduzimos um campo escalar a Lagranegeana produzindo a Teoria de Brans-
Dicke. Apds isso, estudamos uma fungao genérica do escalar de Ricci conhecida como
teoria f(R). Faz-se uso do método variacional e do célculo em variedades para a obtengao

das equagoes de campo dessas teorias.

Por fim, a equivaléncia entre f(R) e de Brans-Dicke é provada através de uma transformada
de Legendre. Além disso, modificamos a parte geométrica da Lagrangeana para produzir
termos nao-lineares nas derivadas da métrica. Introduzimos o termo de Gauss-Bonnet
como modificacao e o teorema de Lovelock ¢é utilizado para reobter a Reltividade Geral da

Lagrangeana modificada.






Abstract

This work aims to present some alternative theories for gravitation that goes beyond
General Relativity. Important aspects are developed and analysed. We initiate revising
the Einstein’s equation and the General Relativity foundation, then we introduce a scalar
field to the Lagrangean that yields the Brans-Dicke Theory. After that, we study a generic
function of the Ricci scalar which is known to be the f(R) theory. One does make use of
the variational method and the calculus on manifolds in order to obtain the field equations

of these theories.

Finally, the equivalence between f(R) and Brans-Dicke is proven by a Legendre transform.
Moreover, we modify the Lagrangean’s geometrical term to produce non-linear terms in the
derivatives of the metric tensor. We introduce the Gauss-Bonnet term as a modification
and the Lovelock’s Theorem is utilized for reobtain the General Relativity of the modified

Lagrangean.
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Introducao

A Teoria da Relatividade Geral concebida em 1915 por Albert Einstein se tornou,
ao longo do século XX, a ferramenta mais importante para explicacdo e resolucao de
problemas gravitacionais de larga escala. As equacdes de campo da teoria permitem
visualizar uma profunda e ténue relacao entre a geometria do espaco 4-dimensional e a
composicao energética desse espago. Embutida nesta conotagao geométrica, a métrica
Riemanniana, g,,, se torna um ente importante na construgao das equagoes relativisticas
e a arbitrariedade em sua escolha proporciona uma vasta gama de modelos gravitacionais

e cosmoldgicos.

Logo apdés a publicacao de 1915, solugoes para as equagoes de Einstein foram
amplamente divulgadas e analisadas. Trabalhos como o de Schwarzschild [1], Robertson
2], Oppenheimer e Volkoff [3] trouxeram resultados importantes dentre os quais se
situam singularidades espago-temporais, expansao-contragao no ambito cosmoldgico e
dindmicas estelares. O numero crescente de trabalhos comeca a revelar os limites da
teoria e, naturalmente, surgem novas ideias e hipoteses que abrangem e generalizam a
Relatividade Geral. Em especial podemos citar a Teoria de Brans-Dicke, ou ainda Jordan-
Brans-Dicke, desenvolvida em 1961 [4] e a Teoria f(R) proposta por A. Buchdahl em 1970
[5]. Ambos trabalhos sugerem uma modificacdo na formulagao geométrica da Relatividade

Geral, propiciando uma novo horizonte para o estudo de fenémenos gravitacionais.

Pascual Jordan foi um dos pioneiros na construcao de uma teoria escalar-tensorial
6]. Ele se baseou na teoria de Kaluza-Klein e propds uma simplificacao que introduzia cinco
coordenadas homogéneas e identificou uma das variaveis de campo como a substituicao da
constante gravitacional. Analogamente, Carl H. Brans e Robert H. Dicke propoem que a
constante da gravitagao universal newtoniana, GG, possa variar e introduz-se um campo
escalar ¢, que substitui é alterando a Lagrangeana da Relatividade Geral. Esta funcao
visa contemplar o Principio de Mach [7] & teoria relativistica de maneira mais evidente, ou
seja, o campo ¢ reproduz a ideia de que referenciais inerciais sao afetados globalmente por

corpos distantes.

A Teoria f(R) supoe uma modificacdo do Langrangeano dada por uma fungao
genérica f do escalar de Ricci R e, entdao, obtém-se uma nova equagao de campo para cada
funcao escolhida. Tal generalizacdo providencia uma Lagrangeana de ordem mais alta e
nao-linear nas derivadas da métrica diferentemente da Relatividade Geral. Dessa maneira,
a teoria pode conter intrisicamente um ntmero maior de possibilidades para as solugoes
cosmolodgicas (como a introdugao de matéria escura e energia escura), especialmente aquelas

que envolvem a métrica de Robertson-Walker, e ser renormalizavel [8]. Em especial, uma
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dessas funcoes produz a Teoria de Gauss-Bonnet [9].

As modificagoes feitas na Lagrangeana da Relatividade Geral requerem uma in-
terpretacao fisica e permitem diferentes abordagens nao exploradas até entao. Um dos
usos possiveis deste novo maquinério é a possibilidade de abordar o problema da matéria
escura - energia escura e interpreta-la como uma dessas modificagbes. A matéria escura
surgiu como um conceito em meados do século XX, apés a constatacao de que as veloci-
dades estelares no disco da galaxia nao correspondiam ao esperado pela lei Kepleriana
(v x #) O primeiro a observar esse fenomeno foi o astronomo J. Oort. Ele observou que
as velocidades estelares, para estrelas na vizinhanca local, eram maiores que o esperado,
levando-o a supor que as massas das galdxias fossem maiores que as observadas. Mais tarde,
comegou-se a usar as curvas de rotacao como técnica para analise das velocidades como
fung@o do raio em uma galdxia. As medidas de Vera Rubin [10] trouxeram fortes evidéncias
de que algo estaria influenciando o movimento estelar nas galaxias. Outras evidéncias
surgiram na constatagao de variagoes observadas nos dados da CMB (Cosmic Microwave
Background) sendo relevantes para aumentar a suspeita de existéncia de matéria escura
em largas escalas espaciais. Além disso, estudos de aglomerados de galaxias e o uso de
lentes gravitacionais' também trouxeram sinais da presenca de matéria escura [11]. J4 a
energia escura foi sugerida para explicar o problema de inflagao universal, até entao sem

nenhuma explicagao ou agente causador.

A presenca de entidades que interagem apenas gravitacionalmente fica cada vez
mais evidente e a sua participagao na dinamica de objetos astrofisicos sugere uma correlacao
com a dindmica em escala global do universo. Naturalmente, procura-se uma explicacao
para tais fenomenos e principalmente o que poderia vir a ser matéria escura. Dentre
algumas formulagoes estao sugestoes de novas particulas em teoria de campos, como por
exemplo Axions, Neutralinos e WIMPs [12] e também hé sugestoes na Relatividade Geral
como sera prospoto neste trabalho. Podemos notar que mudancas na Relatividade Geral
mostram um grau de relevancia no papel da teoria como um todo. A simples inser¢ao
da constante cosmoldgica A para resolver o problema de inflacao universal, a época de
Einstein, é um primeiro sinal de que alteragoes nas equagoes de campo podem adicionar

novos comportamentos as dindmicas gravitacionais e cosmologicas.

1 Lente gravitacional é nome que se da para distribuicdes de matéria que curvam o espaco-tempo e

promovem desvios na tragetéria da luz. E possivel calcular as distancias de objetos astronoémicos
observando as lentes gravitacionais, ou ainda, obter suas massas.
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1 Conceitos Basicos

1.1 Convencoes e resultados preliminares

Iremos trabalhar em uma variedade diferencidvel (M, g,,), com fronteira OM?,
assumindo uma geometria Riemanniana orientada no tempo [14, 15]. Neste caso, faz-se
uso de uma métrica nao-euclideana cuja assinatura adotada neste trabalho serd (— + ++).
O sinal negativo é referente a coordenada temporal e os demais sinais sao referentes as

coordenadas espaciais.

Para quantidades tensoriais adotaremos indices gregos variando de 0 a 3, onde 0
remete a coordenada temporal e os demais ao espaco. Sera utilizada a convencao de soma
de Einstein com a finalidade de facilitar o calculo tensorial. Dessa maneira, fica claro que

podemos omitir o simbolo de somatério como ilustrado abaixo:

S AFB, = A"B, .
o

A nocao de derivagao é alterada quando passamos a trabalhar em espagos curvos,
ou seja, o operador diferencial comumente usado é a derivada covariante, cujas compo-
nentes serao denotadas por V,. A derivada covariante de um vetor contravariante fica

exemplificada por:

Vu VY =09,V + T,V

0

onde I';y sdo os simbolos de Christoffel de segundo tipo. Como no exemplo acima, as
derivadas usuais, referentes ao espaco plano (espago de Minkowski no nosso caso), serdo

denotadas por:

0 0
Y au Yo
E%_a e xu_ﬁu.

Um resultado importante da geometria Riemanniana que serd utilizado é

VAg“” = V)\gu,, =0 , (1.1)

L A nocéo de integracdo em variedades é facilmente introduzida quando se supde uma fronteira para a

mesma, uma discussdo detalhada pode ser encontrada em [13].
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e, ao longo do trabalho, estaremos assumindo uma variadade sem a propriedade de torsao.
A Relatividade Geral e as extensoes dela, que serdo analisadas, também assumem tal

hipotese. Este fato implica diretamente na simetria dos simbolos de Christoffel,

;l:/\ = Ku ) (12)

logo, devido as relagdes (1.1) e (1.2), podemos reescrever I';, em funcdo da métrica:

1
F;);u - 59)\&(8%9(11/ + az/ga,u - (9ag;w)~ (13)

que é conhecida como conexao de Levi-Civita. Ficara implicado que a quantidade g ¢ o

determinante da matriz que representa o tensor de métrica, ou seja,

g = det([QWD'

1.2 Principio Variacional

A formulacao da Relatividade Geral esta calcada na Mecanica Classica, e em seus
principios, de forma que podemos gerar as equacoes relativisticas pelo principio de minima
acdo. Vamos entao realizar uma variagdo na métrica tal que g" — g" + dg"”, onde
assumiremos que a variagao se torne nula na fronteira OM da variedade. Antes de tudo, é
necessario construir a agao que define a Relatividade Geral. Sem perda de generalidade,
podemos escrever uma agao qualquer na variedade 4-dimensional com elemento de volume
dV tal que:

S = /Mﬁ dv = /M Ly—g diz, (1.4)

onde L é Lagrangeana e \/—g é a densidade tensorial ligada ao jacobiano do elemento
de volume em coordenadas naturais. Em seguida, procuramos uma fun¢ao £ invariante,
ou seja, procuramos alguma funcao escalar que seja invariante frente a mudanca de

coordenadas?.

Como a dindmica de particulas esta intimamente relacionada a geometria do espaco,
entao, espera-se que o escalar de Ricci seja uma escolha apropriada para a Lagrangeana
do sistema. De maneira qualitativa, quando se busca construir um escalar invariante, é
necessario tomar derivadas da métrica. Quando se toma a segunda derivada obteremos o
tensor de curvatura. Em geral, o tensor de curvatura ¢ a medida de nao-comutatividade
das derivadas [16], definido pela identidade de Ricci:

2

De maneira ainda mais geral, a Langrangeana deve ser invariante frente a transformagoes do Grupo
Covariante e.g., rotagoes, transformagdes de Lorentz, etc[15].
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(VaVs = VpVa)VA = Ry V* |

e V* um vetor qualquer. No nosso caso, o tensor de Riemann ¢é dado por:

Rys, = 0a1h, — 0500, + T 15, — 3,17 (1.5)

ap

obserando as equagées (1.3) e (1.5) torna-se visivel que Rj 5, ¢ uma funcéo da derivada
segunda da métrica. Utilizando (1.5), obtemos 20 componentes independentes do tensor
de curvatura e, pela escolha de um referencial inercial, excluimos 6 dessas componentes ao
realizar-se uma transformacao de Lorentz. Ao todo, tem-se 14 escalares invariantes, porém,
o tnico invariante linear na derivada segunda é o conhecido escalar de Ricci. E atribuida a

Hilbert [17] a escolha de R como o melhor invariante que representa a Lagrangeana.

Podemos, assim, escrever a Lagrangeana

c* 1
167TG<R —2A) = %(R —2A) (1.6)

L=

Aqul jé adicionamos a constante cosmolégica A, que claramente nao altera

87TG
a invarlan(:la de £ em relagdo & mudanga de coordenadas. Substituindo (1.6) na equacao

(1.4) obtemos:

S = 21% /(R —9A)y =g diz (1.7)

em seguida aplicamos o principio de minima agao notando que a variavel dinamica neste

caso é a métrica’. Dessa maneira:

/ 5 —2A)\/—g g] dz

(1.8)
~ [(61R — 20175 + oV g)(R — 20)) d

2/-@

Para o segundo termo iremos utilizar o resultado (A.4) do Apéndice A, o que resulta em:

1
OlV=gl(R = 2A) = —5v/=g(R — 2A)g,,09"" . (1.9)
J& no primeiro termo, a variagao fica:

SR —2A]\/—g = /—g oR . (1.10)

E possivel realizar a variagdo tratando a métrica e a conexdo afim independentemente, conhecido como
método de Palatini [18]

3



16 Capitulo 1. Conceitos Bdsicos

Substituindo a definicdo do escalar de Ricci, R = ¢"”R,,,, na equagao (1.10) obtem-se

V=9 0R = R,,\/—g 69" + ¢"'/—g OR,.. (1.11)

O dltimo termo da equagao (1.11) pode ser aberto observando que R,,, é uma contragao

da equagao (1.5), ou seja,

Ry = Ry, =0\, — 0,1, + o9, — 5,1 (1.12)

oVt puA )

cuja variacao se torna:

5R#V = a)x((srzu) - 8V(6F2)\) + (5FL)7\')\)FZV (1 13)
+ ng(érfw) - (5Fc>;u) Z)\ - ng((srfm) )

onde comutamos a variacdo em g"” com a derivada parcial. A variacdo da conexao afim
tem carater tensorial [15], ao contrario da prépria conexao. Podemos utilizar a definigdo

da derivada covariante de um tensor de ordem 2 para reescrever 02, , portanto,

Ry = VA(OT),) — V,(6T7,) - (1.14)

Substituindo este resultado em (1.11), ficamos com:

V=9 6R = Ruv/=g 8" + g"' /=g [VA(0T},) = V,(6T,)] - (1.15)
Podemos agora substituir as equagoes (1.15) e (1.9) em (1.8) tal que

) L /{Ruv — <§ — A) gw,} V=g 6¢" d*z

T 2%

1 (1.16)
b [[920r) - Va(6r2)] v/ e

pelo teorema da divergéncia, como pode ser visto no Apéndice C, a ultima integral da
equacgao acima se torna nula e, para finalizar, faremos o requerimento de extremizacao da

agao (0S5 = 0), portanto

1
/[RW - <R - A) gw} V—g ogh” d*z=0.

2% 2

Neste caso, a integral serd nula se seu integrando também o for, resultando em:

1
R/u/ - §guuR + g;u/A =0 (117)

que é a equacao da Relatividade Geral na auséncia de matéria.
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1.3 Equacdes de Campo

Vamos observar que a equagao (1.17) foi produzida sem assumirmos a existéncia
de massa no modelo, assim, ficam representados por ela os efeitos gravitacionais no
vacuo. Se queremos produzir equagodes que englobem massa e energia devemos modificar
a Lagrangeana ao somar um novo termo referente a interagdo com as massas envolvidas.

Assim teremos:

L=Ls+ L,

o subindice G refere-se ao termo geométrico e m a interacao de matéria. Para este momento,
L, serd apenas a Lagrangeana obtida na secao anterior. Com a Lagrangeana modificada
podemos gerar a agao utilizando (1.4), e enfim, utilizar o principio variacional. Obteremos

entao:

S = /M(zg Y L) dv . (1.18)

Em seguida, devemos aplicar o principio variacional, mas note que o primeiro termo ira

produzir o lado esquerdo de (1.17), ja o segundo termo ficara:

0L,
_ 7
A notacdo £z indica a derivada funcional de £, em relacdo a ¢ [19]. Vamos entdo
69#

definir o tensor energia-momentum

2 0L,

T, =—7— . 1.19
s /_g dg;w ( )
e, com as modificacoes feitas, a integral (1.18) fica:
R v 14
[l (5] 0.
finalmente, resultando em:
1
R, — §Rg,“, + Agu = KT, . (1.20)

O tensor energia-momentum pode ser construido conforme se deseja, de acordo com
a forma e composicao do objeto a ser estudado. E muito comum obter suas componentes

para o caso em que se considera um fluido homogéneo e isotrépico [20]:

Ty = (p+ p)UU, — pgpu
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onde U, ¢ a quadri-velocidade e p = c% é o equivalente de energia em massa. Além disso,

ele possui a propriedade de ter divergéncia nula, ou seja, V#T),, = 0 e de ser simétrico em

seus indices T}, = T,,.
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2 Teoria de Brans-Dicke

2.1 Principio de Mach e campo ¢

O estudo da interagao entre os corpos requer, naturalmente, a escolha de referenciais
apropriados que nos permitam medir e computar grandezas fisicamente relevantes. A nogao
de referencial inercial surge como conceito chave na teoria dinamica dos corpos e a partir
dai fica estabelecido um critério na escolha de referenciais dos quais ird derivar-se as
equagoes da dinamica. E, entdo, que o discernimento sobre tempo e espaco se tornam
necessarios a ponto de se questionar como leis e principios fisicos estruram-se de maneira
plausivel a tais concepgdes. Neste contexto, entra em cena Ernst Mach (7], que questiona
como o universo ao redor de um dado ponto alteraria um possivel referencial inercial

localizado no mesmo.

Imagine agora que se queira escolher um referéncial inercial, o qual interage
gravitacionalmente com o universo ao seu redor. Devido ao fato de a gravitacdao ser uma
interacao de longo alcance, esperamos que a inércia deste referencial seja afetada pela
distribuicao de massa que o cerca e assim precisariamos entender o universo em sua
totalidade, para entao escolher o melhor referencial. Claramente, o esforgo para reproduzir
esta ideia em uma teoria fisica é grandioso, no entanto, o principio de Mach teve grande
relevancia na formulagdo da Relatividade Geral, ainda que ela ndo comporte o mesmo. Em
sua totalidade, a teoria relativistica nao engloba os efeitos requisitados por Mach, de forma
que a métrica, g,,, ¢ construida a partir da arbitrariedade na estrutura espago-temporal
e a teoria a associa com a distribuicdo material através das equacoes de campo. Dessa
maneira, nao ha como levar em consideracao, a priori, os efeitos que corpos massivos
teriam na métrica. E usual supor um campo métrico e através dele construir as grandezas
necessarias para descrever as propriedades do espago-tempo (e.g., curvatura), ou seja,
fica implicita a escolha de um referéncial inercial. Segue dai, que os efeitos gravitacionais

devido a distribuicao material total nao sao viabilizados em primeiros principios.

Uma alternativa para suprir este problema é a proposicao de teorias escalares-
tensoriais, isto ¢, associa-se uma nova variavel dinamica a Lagrangeana de interagao, para
estudar seus efeitos nas equacoes resultantes do principio variacional. O uso deste conceito
tem seus primoérdios na simplificagdo que Pascual Jordan propoe a Teoria de Kaluza-Klein
[6] e insere um campo escalar varidvel conectado com a constante gravitacional G. A teoria
de Jordan, apesar de ambietada em um espago com 5 dimensoes, influenciou o trabalho de
Brans e Dicke, em que o tal campo escalar agregaria parcialmente o Principio de Mach a
Relatividade, ou seja, o novo campo estaria intimamente relacionado a inércia presente no

espago.
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Vamos agora propor a inser¢ao de um novo campo escalar, ¢, na lagrangeana de
interagdo da Relatividade Geral. Se ¢ esta relacionado a inércia devido a distribuicao
material do universo, é razoavel conecta-lo com o volume e a matéria total deste espaco.
Assim, podemos estimar uma valor médio para o campo ¢ [21], supondo que todo universo
esteja dentro de uma esfera cujo o raio é até onde observa-se matéria visivel. Para calcular
o potencial gravitacional vamos utilizar uma densidade de matéria p ~ 1072 gem ™3 e o

raio R ~ 10% cm, dessa forma teremos um potencial médio

() ~ pR* =~ 10*" g cm™!

0 que ¢ proximo de é ~ 10%® g cm~!. Portanto, ¢ plausivel relacionar a constante gravita-

cional com o campo ¢, tal que:

Gr — . (2.1)

Note que poderiamos escolher fazer a troca por outra quantidade escalar, tal como R,
porém, recairemos em quantidades que sao derivadas da métrica. Logo nao se tornam bons

candidatos a troca, pois queremos que g,, ¢ ¢ sejam independentes.

Além disso, por ¢ ser uma variavel dindmica somos levados a incluir mais um termo
na Lagrangeana do sistema que ira contabilizar a contribuicao do campo escalar para a
energia e momentum. Dessa maneira, é natural esperar que na equacao final da teoria

haja mais um termo tensorial referente a energia-momentum proveniente de ¢.

2.2 Equacao escalar-tensorial

Vamos formular a Lagrangeana da interagao fazendo a soma entre a contribuicao

geométrica (j4 com a troca (2.1)), de matéria e do campo escalar de forma que obtemos:

S = /M(£G(¢) 4 Lo+ L)V

Aqui, o termo L,, refere-se a matéria local a ser estudada. Aplicando-se o principio

variacional, a equacao se torna:

167 w

5 / <¢R + =L, - qbaﬂqsauqs) J=gdz=0. (2.2)
c

No ultimo termo, o denominador ¢ foi colocado para tornar a constante de acoplamento w

adimensional. Podemos agora comutar a variacao com a integracao e analisar o primeiro

termo de (2.2),
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0[pR\/—g] = R\/—g & + ¢/—g 0R + R 6[\/—g],

do qual manteremos a variagdo em ¢ inalterada. O segundo termo é resultado de (1.15) e

a variagao presente no terceiro termo resulta em (A.4), de maneira que:

S6RV=3) = RV=5 8+ (R — 500R) 035 "

(2.3)
+ [VA(T),) = Vo (6T0)] 69 V=g -

Para o segundo termo de (2.2), vamos apenas recorrer a defini¢ao (1.19), nos resta

analisar o ultimo termo cuja variagao sera:

5 |Sor00,0073] = |- 50000,0 8- 50,0000 -
+ 5 (0(0"6)0,0 + 060, <6¢)>] V=g
Juntando os termos (2.3), (1.19) e (2.4) na equagao (2.2) obtemos:
1 8T L 4
_ [(RW— S9wR) &= T + o s 000 gbgw,] V=g di
o 4
+/( J20n00 ¢> V=90 d'z o)

+ [ [9A0T,) = V. (0T0)] 69 V=g d'
w
— [ 5180009, + 6 89,0)] V=g d's
E, agora, iremos manipular as duas tltimas integrais da equagao acima, que chamaremos

de I e I,, respectivamente. Nesta etapa usaremos dois resultados do calculo em variedades

diferencidveis [13], o primeiro consiste na integragdo por partes:

/M<grad £,X) AV = /8 FXm) ds /M Fdivx dv (2.6)

onde a funcao (,) : M x M — R é o produto interno na variedade M; f e X sdo campos
escalar e vetorial, respectivamente. A quantidade n é o vetor normal a superficie S. O

segundo resultado é a formula de Green para duas fungoes quaisquer f e h

oh
/M FAR AV = /8 fods - /M(grad £, gradh) AV . (2.7)
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Para o problema em questao, divergentes e grandientes serao tomados pela derivada
covariante. Também temos que, para uma funcao escalar qualquer, V, f = 0, f. Neste

contexto, o operador A ¢ na verdade o operador de Laplace-Beltrami [ = ¢"*V,V,,.

Retornando a [, vamos utilizar a equagao (C.4) para modificar o integrando tal

que:

I = [ (908" = V,9,6™)6 V. (28)

vamos agora utilizar a equacao (2.6), assim:

I = /a [0V alg8™) = 6V, 85" |2,

— | [VadValguds™) = V,6V, 89" 1V

e a integral realizada na superficie é nula, pois estamos considerando dg"” = 0 nessa regiao.
J& na integral realizada sobre o volume utilizaremos a equagao (2.7) e, anulando também

o termo de superficie, resulta em:

I = /M(gu,,E@ — V.V, )& dV (2.9)

Para a integral I; notemos que 0" = ¢g"*0, e ficamos com
b= [[0°(66)0,(06) + 8,60, (1n ) &™ + (10 6)0,,(56)) /g d's
—w [ [www)@an o) + ;ayasamég“”] V=g d'z |

agora utilizaremos (2.7) no primeiro termo da direita para obter

I, = w/ [;&,qbéugbég“” —20(In ¢) 54 dv

que, finalmente, produz:

I = / [(iﬁ;’a“wm — 2;”D¢> 3¢ + ‘;awamag“”] V—g d'z. (2.10)
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Somando-se as integrais [; e I em (2.5), obtemos a equagao:

8T w
0= / [( - g[,LVR> ¢ - gT 2¢guu p¢a gb
_(; V¢aﬂ¢ + g/u/Ekb - vuau¢] \/__g(gg;w d4fl§' (211)

+f (2;"D¢ 0000+ R) V=g d'z

da qual tiramos duas equagoes para satisfazer a nulidade. A primeira é a equagao de onda

para o campo escalar (termos correspondetes a d¢), ou seja,

2w
—O¢ — —8 o+ R=0. 2.12
5 ¢ 520 L PO" O + (2.12)

A segunda é a esperada equacao de campo com as devidas modificagoes:

1 8
RMV - 7guuR :%Tuy 2( V¢au¢ g,ul/ p¢ap¢)
2 e (2.13)
+ 5(V1/8,u¢ - gny¢) :

O lado esquerdo de (2.13) e o primeiro termo da direita sdo os termos ja conhecidos da
Relatividade Geral, note que G = ¢ 1. O segundo termo refere-se a contribuicdo do campo
escalar para a energia-momentum, ou seja, ¢ o tensor de energia e momentum relacionado
ao campo ¢. O terceiro termo é proveniente de quantidades formadas pela derivadas de
segunda ordem da métrica, as quais foram eliminadas no processo de integracao realizado

anteriormente.

Durante a construcao das equagoes (2.12) e (2.13) nao alteramos a defini¢ao do
tensor de energia-momentum e, portanto, esperamos que este ainda respeite a condi¢ao
de divergéncia nula, V*T,, = 0. Com esta condi¢ao, garantimos que nao hé criacao
ou destruicao de matéria presente na teoria, estabelecendo que a matéria se conserve
indenpendetemente da dinamica. Em contraponto, a teoria de Jordan apresentava um novo
conceito para o tensor energia-momentum [6] e a quantidade que respeitava divergéncia nula
era V,(k*T") = 0, onde k é o campo escalar. Jordan entdo argumentou que a conservagao
de matéria nao era respeitada e, portanto, o conceito usual do tensor energia-momentum

deveria ser alterado.

No que se segue, podemos simplificar a equagdo (2.12). Primeiramente contraimos

(2.13) com a métrica g":

Rz—jﬂ qbgawamwmcﬁ,
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onde T' = ¢g"'T,, = T}, e da equagao de onda obtemos:

2
R:—;h¢+;

Subtraindo-se as duas ultimas equacoes temos o resultado:

0", .

8met

b =
¢ 3+ 2w

T, (2.14)

que é a nova equacao de onda para ¢.

O parametro w nao assume nenhum valor especifico, o que nos leva a analisar seus
possiveis limites. Uma importante analise a ser feita é buscar obter a Relatividade Geral
da Teoria Brans-Dicke, e para tal, analisaremos o limite em que w — oo. Neste caso, pela

equagao (2.14) vemos claramente que:

lim O¢ =0 .

w—00

Dessa forma, podemos aproximar (¢ ~ O(w™}), é razoavel entdao tomar ¢ com a mesma

ordem de grandeza [21],

¢z(?4+%?<i>. (2.15)

Usando este resultado em (2.13) vamos obter:

1 8rG 1
Ry = ol = =T 40 ()

que, no limite w — 0o, recupera a equeacao (1.20) com A = 0. Espera-se que as equagoes
fenomenolégicas provenientes de Brans-Dicke transformem-se naquelas previstas pela
Relatividade Geral. Comparagoes entre as predicoes das duas teorias foram analisadas
[22, 23] e mostram discrepancias quando se toma w — 0. E possivel mostrar que estas
anomalias estao relacionadas ao trago nulo, 7" = 0, do tensor energia-momentum, para

isso, realiza-se uma transformagao conforme [24]:

9uv — guy = Qquu )

tomando €2 = ¢%, tal que a é uma constante qualquer. Com isso as equagoes de Brans-Dicke

sao transformadas e obtem-se uma nova constante de acomplamento:

w—6a(a—1)
(1—2a)?

o=
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Neste caso, ha simetria em relagdo a transformacao, de forma que a teoria nao tem
preferéncias por escalas espaciais ou de massa. Ja na Relatividade Geral tal invariancia
nao ocorre [14], o que mostra que nao se pode obté-la da Teoria de Brans-Dicke no limite
w — oo para T = 0. Para o caso em que T # 0, a simetria é quebrada e a andlise fica
dependente de qual fendmeno esta sendo estudado, dessa maneira, uma forma assintotica

no estilo (2.15) deve ser obtida e analisada para o problema.
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3 Teoria f(R)

3.1 Breve Introducao

Até este ponto percebemos que alteragoes na Lagrangeana da Relatividade Ge-
ral possam ser bem frutiferas. Na busca para explicar novas fenomenologias, podemos
querer incluir ainda mais termos na Langrangeana. Seguindo por essa logica recaimos
no questionamento sobre o quao geral e abrangente poderia ser uma dada modificacao
da Lagrangeana. Tal construgao deveria entao permitir a existéncia de novas solugoes
cosmologicas, principalmente ao se fazer uso da métrica mais empregada para estudos

cosmolégicos, a métrica de Robertson-Walker

ds? = —d¢? thiTQ 240 3.1
st = A’ +a(t) |+ , (3.1)

onde k é uma constante e a(t) o fator de escala. Vamos analisar as possiveis maneiras de
adquirir a nova Lagrangeana, para isso separamo-la em dois termos de base, um referente

a geometria espago-temporal, o outro referente a matéria:

L=Lc+ L, ,

de onde percebe-se diretamente que ha duas possibilidades de generalizar L. A primeira
consistiria em alterar L,, (dita alteracdo de primeira espécie). Dessa forma, a defini¢ao
(1.19) seria modificada e teriamos um novo tensor 7),,. Mas notemos que é primordial
respeitar a conservacao de energia e matéria (V#7),, = 0) que limitam as possibilidades
de construcao'. A modificacdo de segunda espécie é a nossa segunda possibilidade de
generalizacdo, para tanto generalizaremos a parte geométrica de £ de maneira a respeitar
o principio de covaridncia geral [21, 14]. Vamos observar que para respeitarmos o principio
de covariancia, basta termos £ como uma funcao difeomérfica? em relacio & mudanca de

coordenadas.

Vamos entao supor uma fungao genérica em termos do escalar de Ricci,

L= RV . (3.2)

Dessa forma, garantimos o principio de covariancia geral pelo mesmo motivo da Lagrange-

ana de Einstein-Hilbert explicado no primeiro capitulo. Vamos observar que aqui iremos
1

Nao é estritamente necessario satisfazer tal condigdo, como na teoria de Jordan, no entanto estaremos
evitando novas interpretagoes para o tensor energia-momentum, tornando-o mais intuitivo.

2 Funcdo bijetora e diferencidvel que possui inversa, também diferencidvel.
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obter termos que vao além da segunda ordem de derivacao da métrica, contrastando com
as teorias trabalhadas anteriormente. Foi A. Buchdahl, em 1970, quem fez tal suposicao
no intuito de encontrar outras possibilidades de solu¢oes cosmolégicas para a métrica
de Robertson-Walker. A teoria f(R) é, na verdade, uma familia de teorias, onde, para
cada funcao f teremos um novo modelo para a gravitacao. Contudo, todos estes modelos
continuam a produzir teorias de campos tensoriais e em vias de provar a sua generalidade,
vamos mostrar, ainda neste capitulo, que podemos retirar uma teoria escalar-tensorial da

mesina.

3.2 Equacoes de Campo

Vamos agora fazer a modificacdo sugerida na secao anterior para obtermos a acao:

1
S = ﬁ/f(R)\/—g d'z . (3.3)
Por hora, decidimos nao incluir o termo L£,, para nao tornar os calculos tdo extensos.
De todo modo, as equagoes serao generalizadas adiante seguindo o mesmo raciocinio

dos capitulos anteriores. Faremos novamente uso do principio variacional para gerar as

equacoes de campo modificadas. Dessa forma:

55 = o [olf(R)V=g) d'r

e, entao,

55 = o [ V=gl (R) + S1F(R)) V=g d*s (3.4)

O primeiro termo do lado direito é dado por (A.4), ja o segundo termo dentro da integral

se torna

Sf(R)V=g = f(R)V—g iR,

onde f'(R) denota a derivada funcional em relagao a ¢"”. A variacao de R é dada por

(1.15) e assim:

SFRIV=3g = F(RWW=g [Ru ™ + g™ (VA(GT2,) = V., (6T3))] . (3.5)
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Usando estes resultados, o principio variacional fornece:

0= / (f’(R)RW ~ IRy ) V=g byt

(3.6)
— / F(R)g™ (VA(T),) - V,(6T)) v—gd'

1
2K
_I_

Podemos visualizar facilmente que a segunda integral é do mesmo tipo de (2.8), de forma

que:

I = [ (908" =V, ¥,8") f (R)V/=g d'z

0 que nos leva a realizar o mesmo procedimento da secao 2.2, para obter:

Iy = [(9.08'(R) = Y,V (R) V=g &g d'z . (3.7)

e dal segue que:

0= o [ (PRI = 51(Rgu + 90D (B) = V¥ (R)) V=5 &g die. (39)

A equacgao de campo no vacuo é:

L H(R) gy + 9, Of (R) — V., 1 (R) = 0, (3.9)

f/(R)RuV - 9

para acrescentarmos a interagdo com a matéria basta somar £, na lagrangeana inicial e,

depois de tomar a variagao, usar a defini¢ao (1.19) para finalmente obter:

L H(R) gy + gD (R) = V0, f (R) = KT, (3.10)

f/<R)le - 9

Para f(R) = R, a derivada funcional é f’(R) =1 e a equagdo (3.10) se torna (1.20).

3.3 Equivaléncia entre f(R) e teorias escalares-tensoriais

O objetivo agora é mostrar que a teoria f(R) é equivalente & teoria de Brans-Dicke.
Para tal, comegaremos notando que uma Lagrangana equivalente a (3.2) pode ser dada

por:

L=1f0)+ )R =X)IV=g, (3.11)
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onde y é um novo campo escalar. Realizando uma variagao em relacao a y, obtemos a

condicao:

0L = [f'(x)ox + f"(X)(R— x)dx — ' (X)dx]vV—g
0=f"(X)(R-x),

que é satisfeita se R = y, recuperando (3.2). No caso em que f”(x) = 0, vamos obter
que f(x) é linear em x e, portanto, se assemelha a Lagrangeana de Einstein-Hilbert do

primeiro capitulo. Vamos entao definir [9]:

¢ = f(x) (3.12)

e inversivel, que nos leva a supor um potencial dado pela transformada de Legendre de

f):

A(9) = [ox(9) = F(x(9)] - (3.13)

Substituindo as defini¢des na Lagrangeana equivalente vamos obter:

L=[pR—Ao)V-yg , (3.14)

que ¢ justamente a Lagrangeana de uma teoria escalar-tensorial com w nulo. Podemos

usar que Y = G = ¢~ ! e o potencial A se torna:

A=0, (3.15)

0 que recupera a teoria de Brans-Dicke, £ = ¢ R, novamente com w = 0.

3.4 Termo de Gauss-Bonnet

Voltemos nossa atengao a fungao arbitraria f(R). Poderfamos escolher qualquer
funcao do escalar de Ricci e dela obter uma nova teoria para a interagao gravitacional
gerando as equagoes de campo a partir de (3.10). A grande liberdade de escolha da funcao
nao é suficientemente categérica para validar uma teoria fisicamente relevante, é preciso

filtrar os bons candidatos a fungoes através de propriedades matematicas e fisicas.

As fungbes f tem como critério de selecdo apenas o escalar de Ricci, portanto,
qualquer acao construida a partir de f terd como varidavel dinamica o campo métrico

guv € sera fungao de suas derivadas. Na agao de Einstein-Hilbert vemos que f(R) = R,
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evidenciando que ela é funcao linear da derivada segunda da métrica, logo, em uma teoria
de mais alta ordem (e.g., f(R) o< R?, R?, etc) a agdao dependera de termos nao-lineares nas
derivadas da métrica. Vamos restringir nossa busca as acoes que nos permitem construir
equagoes de campos tensoriais de posto 2, apenas com termos lineares na métrica e em

suas derivadas, em total analogia com a equagao de Einstein (1.20).

Faremos uso do Teorema de Lovelock [9, 25]%, cujo resultado mostra que a tnica
equacao linear em segunda ordem, construida apenas com o campo métrico é a equagao
de Einstein. Com as consideracoes feitas pode-se construir um termo de segunda ordem de

forma que:

Ly = (R> = 4R, R" + R,e,R*7P)\/ =g . (3.16)

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet [27], a integral em toda variedade M gera apenas a

caracteristica de Euler:

/ Lo d'e = (M) | (3.17)

onde, x € R, é um invariante topoldgico de M. Fica claro entdao que, variando (3.17) em
relagdo a g, o termo de segunda ordem nao contribui para as equagodes de campo. Lo
dé origem & Teoria de Gauss-Bonnet para a gravitacao [9], podemos ainda criar uma

lagrangeana estendida em segunda ordem através de uma combinacao linear:

L =[a+ BR+v(R>—4R,,R" + R,,,,R"")]\/—g . (3.18)

em que «, (3, 7 sdo constantes.

Os termos adicionais de segunda ordem tornam a Relatividade Geral renormali-
zavel no contexto da gravitacao quantica [8, 28], onde as derivadas de mais alta ordem
relacionadas a R? e R, R" garantem estabilidade da teoria no regime de altas frequéncias.
A Lagrangeana (3.18) estd parcialmente correta em nossas condigoes, pois estamos consi-
derando a variedade diferenciavel com uma fronteira 0M, entao somos levaods a adicionar

mais um termo a (3.18), de forma que:

L=la+BR+7(R*— 4R, R" + Rue,R"P) V=g + AR ., Rogon . (3.19)

A forma geral (3.19) pode ainda ser obtida através da teoria de Lovelock, que generaliza a

Lagrangeana em uma gravitacdo D-dimensional [9, 29].

3 Uma prova compacta do Teorema pode ser vista em [26].
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4 Consideracoes finais

Este trabalho tem como objetivo apresentar algumas das teorias alternativas para
a gravitagao no intuito de evidenciar os motivos e causas que levam a proposicao dessas
novas teorias. Das estudadas neste trabalho, vimos que os principais motivos para a sua
formulacao sdo os modelos cosmoldgicos, importantes para o entendimento e possivel
explicacao da matéria escura e energia escura. Fica evidente a grande eficacia do método
variacional e a importancia da constru¢ao de uma Lagrangeana invariante e de como
alteragoes (em relagdo a Relatividade Geral) podem modificar nossa visdo dos modelos

gravitacionais.

A teoria de Brans-Dicke traz a ideia de um campo escalar como variavel dindmica e
abre uma nova classe de teorias conhecidas como escalares-tensoriais [9]. Sua origem ainda
revela outras alternativas a gravitacdo em dimensoes maiores que quatro, que sao a teoria
de Kaluza-Klein e Jordan, importantes na construcao de conceitos como compactificagao
dimensional e unificacao da gravitagao com eletromagnetismo. Tais ideias sdo conceitos

chave para a criacao da Teoria de Yang-Mills.

Obtemos também uma outra frente alternativa para a gravitagao ao analisar-se
termos de maior ordem e nao-lineares para derivadas da métrica, obtidos da funcao
genérica f(R). As teorias f(R) trazem novos conceitos como uma possivel renormalizagao
da Relatividade Geral [8, 28] conveniente para modelar uma gravitagdo quantica. Fizemos
uma mengao breve a teoria de Lovelock, que traz um modelo gravitacional de dimensao

genérica D e uma possivel unifica¢do entre ela e a teoria f(R) pode ser vista em [29].

Uma abordagem dos problemas cosmoldgicos, matéria escura e energia escura,

através destas teorias pode ser conferido em vérios artigos, dentre eles destacamos [30, 31].
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APENDICE A — Variacio da métrica

Primeiramente utilizaremos a ortogonalidade da métrica para mostrar a relacao

entre as variagoes dela e de sua inversa. Dessa maneira, teremos

9" gun = 05, (A.1)

em seguida aplicamos a variagao, entao

09" gux + 9" dgux = 0,

para inverter a relacdo, multilplicamos pela métrica ¢g*? e utiliza-se a mesma relacio de

(A.1) para encontrar

&' = —g" " g0, (A2)

O préximo passo é calcular a variacao da densidade tensorial da métrica, para isso

usaremos a expansao em cofatores de um determinante qualquer, ou seja,

g = A(“)”g(u)u = AW =gy

onde o parénteses no indice p indica que nao ha soma no mesmo. Vamos entao fazer a
variagao de /—g tal que

1
T :—T

e substituindo novamente o cofator A*” tem-se

0 [\/—_g} - A M)V‘Sg(u)

5 [V=g] = 9" &y

w—

portanto,

5[V=3] = 5V b (A3)

e, pela relagao (A.2), obtemos

5 (V78] = ~ v as (A1)
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APENDICE B - Variacio do Simbolo de
Christoffel

Vamos utilizar a equagao (1.3) para fazer a variacao, assim teremos

5F;>\w = 6g2>\a(8 Jov + ar/gau - aoag;w)
Aa
- 104 (8a0) + 00 () — 0a(89,0)]

podemos reescrever a expressao utilizando (A.2) no primeiro termo da equagao acima

Ao
ST = =0T+ 5 00(800) + 0000) — 0u 890 (B.1)

Em seguida vamos utilizar o fato da conexao afim ser simétrica nos indices inferiores, o

que nos leva a escrever

o 1 o o
Fuu = 5( pv + FI/M) (BQ)

e adicionaremos a (B.1) os termos nulos

(Fga - ng)ég/,w e (FZa - Fgu)égwﬁ

Rearrajando os termos (B.1) se torna

A
9 o o
5F2V = 7 [(al/(sgau - F#yagoa - Fayégua)
+ (au(sgow - FZN(SgaU - Fgugguo)
~ (0a09 = 100005 — T 0000) |

o que podemos identificar como

Aa
60 = T [Vl 8as) + Vo) = Val8)] (B.3)

explicitando que a variacdo do Simbolo de Christoffel é um tensor de ordem 2.
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APENDICE C - Teorema da Divergéncia

No espaco da Relatividade Geral, o teorema da divergéncia pode ser traduzido na

seguinte relacao

/ v, X"/—g d*z :/ Xty/=g ds,, (C.1)
M oM

a quantidade X* é um campo vetorial qualquer. Vamos agora considerar a seguinte integral

I= /M " [VAOT,) = V,(6T3)] V=g d'z, (C.2)

pela equagao (?7?) podemos comutar a métrica com a derivada covariante tal que

I = /M {V,\(g“”éfﬁy) — Vy(g“”éfﬁ/\)} V—g d*z,

observe agora que as quantidades onde a derivada covariante atua sao vetores, portanto,

podemos utilizar o teorema da dirvegéncia. Obteremos entao

1= [g79r7, —gor)] v=g 4z, =, (C.3)

ja que nos limites da variedade queremos que dg,, seja nulo, entao, pela equacao (B.3) a

variacao dos I' é nula.

Em alguns momentos nio iremos trabalhar com o integrando da equagao (C.2) e é

preferivel modifica-lo, chamaremo-lo de A e substituiremos a relacao (B.3) nele, teremos

Ao

v
A= 29 [VaVo&ap — Vo Va0apn + VAV 100

+vyva5‘gu/\ - vl/v,uéga)\ - v)\vaéguu] )

note que novamente comutamos a métrica com a derivada covariante. Agora podemos
renomear indices mudos e observar: que o segundo e o quarto termo se anulam, e também

que o penultimo e tltimo termo sao iguais. Reescrevendo obteremos

Y Ao
49"

2

(v/\vudgau + v)\vuégau - 2v/\va69;w)
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e aqui os dois primeiros termos também sao iguais frente a troca de indices, agora aplicamos

o resultado (A.2) e vamos obter finalmente

9" [Va(T},) = Vo (6T 0] = 908" = V,V, 09" (C.4)

onde usou-se a definicao do operador de Laplace-Beltrami [ = ¢**V, V.
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