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Resumo

As Equacgoes Diferenciais Ordinarias aparecem modelando diversos fendmenos
relacionados a outras areas cientificas, como a Biologia, a Quimica e a Fisica. Nosso
objetivo neste trabalho ¢ utilizar a teoria de Equagoes Diferenciais Ordinarias como
base para analisar o comportamento das solugoes de um modelo matemético que

descreve o fenomeno da Circulagao Termohalina no Oceano Atlantico Norte.

Abstract

Ordinary Differential Equations model several phenomena which are related
with other scientific areas, like Biology, Chemistry and Physics. Our purpose in
this work is to use the theory of Ordinary Differential Equations as a basis to
analyze the behaviour of the solutions of a mathematical model that describes the

phenomenon of Thermohaline Circulation in the North Atlantic Ocean.
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Introducao

A Circulagao Termohalina é um fendémeno importante no controle do clima do
nosso planeta. Ele foi modelado através de um modelo de duas caixas proposto
por Henry Stommel e que é descrito por um sistema de Equacgoes Diferenciais Or-
dinarias.

O objetivo do presente trabalho é analisar esse sistema, de modo a descrever
e demonstrar o comportamento de suas solugoes. Para isto, contamos com as si-
mulacoes feitas no software Modellus T e com a teoria de Equacdes Diferenciais

Ordinéarias que suporta nossos argumentos e técnicas de anélise.

A fim de manter uma razoéavel organizacao dos resultados apresentados neste
trabalho, dividimos o texto em dois grandes capitulos. O primeiro capitulo apre-
senta os resultados mais importantes da teoria de EDO’s utilizados neste trabalho.
Destacamos o Teorema de Poincaré Bendixson, o Teorema de Liapunov-Perron o
Critério Negativo de Bendixson. Grande parte destes resultados foram adaptados
do livro "Li¢oes de Equagoes Diferenciais Ordinarias"de Jorge Sotomayor, e das
notas de aula da disciplina Equagoes Diferencias Ordinéarias ministradas pelo pro-
fessor Alexandre Tavares Baraviera no segundo semestre de 2007, tendo tido esses

materiais uma grande contribuicao para a realizacao deste trabalho. No segundo

TO Modellus é um software mateméatico que permite a analise e criacdo de modelos mateméaticos
que envolvam fungoes, derivadas, taxas de variacdo, equacoes diferenciais e equacoes a diferencas

finitas. Suas ferramentas incluem a construgéo de graficos, tabelas e animagoes,/simulagoes.



capitulo apresentamos a descricao do modelo de duas caixas que modela o feno-
meno da Circulagao Termohalina no Oceano Atlantico Norte seguida da analise e
estudo do compartamento de suas solugoes. A descricao do modelo foi retirada do
livro "Mathematics and the environment"de Andrew C. Fowler, professor na Uni-
versidade de Limerick e membro do Mathematical Geoscience Group (MGG) em

OCIAM (Oxford Centre of Industrial and Applied Mathematics).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos as definigoes e teoremas sobre a teoria de Equagoes
Diferenciais Ordinarias que foram necessarios durante a realizacao deste trabalho.
Sobre os teoremas serao apresentadas, em geral, apenas as idéias principais de suas

demonstragoes.

1.1 Equacao Diferencial Ordinaria

Defini¢ao 1.1.1. Dada uma fungao continua f(t,x) : R x A — R*, onde A C
R" € um aberto, denomina-se equagao diferencial ordinaria (EDO) a relagao & =
f(t,z(t)), onde x : I C R — R" é uma funcio continua derivdvel em todo o

intervalo I e que depende de t.

Uma equacao diferencial & = f(t, z(t)) busca as curvas ¢ (se existirem) tais que
seu vetor velocidade ¢'(t) em t coincide com o valor do campo f em (¢, p(t)), ou

seja, as curvas tais que ¢'(t) = f(t, ¢(1)).
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Figura 1.1: Dado o campo f(t,z(t)), a solugao da edo z(t) = f(t,z(t)) é a curva tal que a reta

tangente em cada ponto (¢, ) coincide com o campo, V.

Definicao 1.1.2. Uma equacao diferencial ordindria autonoma € uma equacao do

tipo ©(t) = f(x(t)), onde x: I C R — R".

Ou seja, uma equacao diferencial ordinaria auténoma é uma equacao cujo campo

vetorial independe do tempo t.

Como visto anteriormente na introdugao deste trabalho, nosso objetivo é analisar
o comportamento das solugoes de uma EDO. Para tal, vamos utilizar os seguintes
resultados, que nos indicam se uma solucao esté definida para todo o tempo real ou

nao.

Definigao 1.1.3. Uma curva integral (solugdo da equagio) ¢ : I — A, I C R,
A C R" aberto, da equacgio ©(t) = f(x(t)) chama-se maximal se para toda curva
integral ¥ @ J — A tal que I C J e p = |1, entao I = J e conseqiientemente

@ = 1. Neste caso I chama-se intervalo maximo.

Lema 1.1.4. Dado o problema de valor inicial



(1.1)

onde f: R x R" — R"™ é um campo vetorial e p : I C R — R", entao ¢(t) =
zo+ [ f(s,(s))ds (x) € solugio de (1.1).
Demonstragao:

De fato,

p(to) =20 + [1 f(5,0(5))ds =z + 0 = zg
€

Lo(t) = f(t,¢(t)), pelo Teorema Fundamental do Célculo.

Chamamos (x) de aplica¢ao de Picard e notamos Ap : R — R™ dada por
(Ap)(t) = o + ftz f(s,(s))ds.

Proposicao 1.1.5. Seja f : R x A — R" continua, onde A C R™ € aberto. Seja
x: I(zg) — R™ uma solugao mazimal de & = f(t,x(t)) por xo definida no intervalo

mdzimo I(xg) = (a, 3), onde £(0) = o € a condi¢do inicial da equagao.

01. Se B < +o0, entdo para todo compacto K C R", existe t € (0,(3) tal que
z(t) ¢ K (z(t) eR*"— K ).

02. Analogamente, se —oo < «, entdo para todo compacto K C R" ewxiste

t € (a,0) tal que z(t) ¢ K.
Demonstragao:
Vamos assumir, por contraposi¢ao, que z(t) € K, K compacto, Vt € (0, (3).

Como f ¢é continua, entao f restrita a K admite valor maximo: 3M > 0 tal que

|f(t,x(t))| < M, V(t,z) € K. Pelo Lema 1.1.4, temos que:
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Figura 1.2: z(t) € K,¥t € (0,)

(fco+/t:f(s,w(s))ds) - (xo—l—/t:f(s,x(s))ds)‘ =
z(t1) — z(t2)| = /tltzf(s,x(s))ds = (1.2)

[2(t1) — 2(t2)] < M - |ty — 1]

|z(t) — 2(t2)| =

para quaisquer ty,ts € (0, 3).

Logo, x(t) é uniformemente continua em (0, 3). Dai, por um teorema classico de
Anélise, temos que z : (o, ) — R™ admite uma extensao uniformemente continua
T : (a, f] — R™ tal que () = lim,q3x(r) no extremo f.

Este limite existe pois, tomando a seqiiéncia tq, to, ..., t,, ... tal que t,, — 3, temos

que {t,} é de Cauchy, ou seja, |t,, — tn] <&, se n > N(e).

Mas entao a seqiiéncia x(t,),.y € K C R" também ¢é de Cauchy pois, pela
desigualdade acima, vale que: |x(t,4p) — 2(tn)| < M - |tpyy —tn| < M - €. Logo,

como R" é um espago métrico completo, temos que z(t,) é convergente.



Finalmente, como z(t,) C K compacto, temos que z(t,) — x(5).

Vamos agora mostrar que existe derivada lateral em Z(3) e que ela coincide com

0 campo:

2(B) = 2(t) = [limppa(r)] — 2(t) =

f(ﬁ) _ J_T(t) — lime[x(r) . x(t)] lema:>1.1.4
z(B) — z(t) = limy {/t f<37x(5))d$1 integral_imprpria (1.3)
8 B
#9) —a(t) = [ ssaoas = [ fsas)is

Dali, segue que:
2B — 2 () oy L f(B8) (7
PO 009 = 5 @) -2y - P i »
zh) —ad) _ f(8,z(8)) = L/ﬁ[f(s Z(s)) — f(B,%(8))]ds, ¥t < 3

p—t ’ B—tJ ’ ’ ) :
Donde temos que:

f(ﬁ)_‘f(t)— x L ’ $,x(s)) — x 5

MO0~ 2| < 5o [ s - .20 -

< mati<s<p | f(5,%(s)) — f(8,2(8))] = 0,com t — 3.
Logo, a derivada lateral de z(() ¢ Z'(3) = f(B,z(5)), que coincide com o campo.

Portanto, = é solugao de © = f(t,x) para t = [ com condi¢do inicial z((3) =
x(B) = limyy ().

O Teorema de Existéncia e Unicidade (ver [2], pp. 13-14) garante que existe ¢
tal que em (8 — e, + ¢) temos y = f(t,y), y(6) = Z(B), ou seja, a solucao x(t)
pode ser prolongada até 5 + . Segue que = : (a, B +¢) — R", 2(0) = x¢ é solucao
da EDO inicial. Portanto, (a, ) ndo é o intervalo maximal de x, o que contradiz a

hipotese.



Figura 1.3: A solugao z(t) pode ser prolongada até 3 + .

Portanto, dado K compacto, 3t € (0, ) tal que z(¢) ¢ K. Analogamente, temos
que 3t € (a,0) tal que z(t) ¢ K.

Corolario 1.1.6. Se uma solucao de

(1.6)

estd toda contida em um compacto K, entao essa solucao estd definida YVt > 0.
Demonstracgao:

De fato, se z(t) esté definida para [0, ), a < 00, entdo, pela Proposigao 1.1.5,
temos que z(t) sai do compacto K para algum tempo t. Porém, isto contradiz a

hipotese. Logo, a = oc.



Figura 1.4: A solugao z(t) estd completamente contida em K.

1.2 Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

Considere o campo vetorial de classe C*, 1 <k < oo, f : R* - R" (ou f : A — R",

com A C R™ aberto).

Definicao 1.2.1. Um ponto p € R™ ¢ dito ponto singular ou ponto de equilibrio
de f se f(p) = 0; e ponto regular de f se f(p) # 0.

Se x & um ponto singular entao ¢(t) = z, —oo < t < 0o, é solu¢ao de & = f(z).
Reciprocamente, se p(t) = x, —0o < t < 00, é solugdo de & = f(x), entdo x é ponto

sigular de f, pois: 0 = ¢'(t) = f(e(t)) = f(x).

Definigao 1.2.2. Seja p uma singularidade de © = f(z). Dizemos que p é um
ponto estavel se para toda vizinhanga U de p existe uma vizinhanga V' de p tal que
se x(0) € V, entao x(t) € U, Yt > 0. Se, além disso, lim;—.ox(t) = p (diminuido

V' se mecessdrio) dizemos que p € assintoticamente estavel.
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Figura 1.5: (a) p & ponto estavel; (b) p é assintoticamente estavel.

Para o que segue, denotamos por viz(p) uma vizinhanga do ponto p; e por 1%
a derivada da fungao V' com relagao a t aplicada ao ponto z(t), onde z : I — A

(A C R aberto) é uma solucéo qaulquer de & = f(z) (V = LV (x(t))).

Definigao 1.2.3. Considere o sistema autéonomo & = f(x), f : A — R"™ de classe
C', A C R™ aberto. Seja p um ponto singular de © = f(x). Uma funcio de

Liapunov para p € uma fungao V : viz(p) — Ry diferencidvel tal que:

01. V(p) =0 e V(q) >0 se g # p, Vq € viz(p).

02. V' ¢é nao-crescente (v1 < xo = V(x1) > V(x2)) ao longo das trajetdrias do
campo, ou seja, 1% < 0 naviz(p); ou ainda, Vox : I — R € uma fun¢io decrescente
para qualquer solug¢ao x : I — A tal que x(t) € viz(p) para cada t € I C R.

A funcéo de Liapunov V diz-se estrita quando V < 0 na viz(p) — {p}.

Teorema 1.2.4. (Critério de Liapunov) Seja p um ponto singular de & = f(x),
f: A —R" de classe C1, A C R"™ aberto. Se existe uma funcdio de Liapounov para

p, entao p € estavel. Se a funcao for estrita, p é assintoticamente estdvel.
Demonstragao:

Para cada x € A, vamos indicar por ¢, (t) a solu¢ao de & = f(x) que passa por

esse ponto z, com ¢,(0) = z.

Seja V : U = viz(p) — R uma fungdo de Liapunov para p.

10



Para § > 0 suficientemente pequeno, considere o conjunto B = {z € R"; |z—p| <
0} Cc U. Entédo, o namero m = min{V (z);|z — p| = 6} é maior do que zero, pois

V(z) > 0,Vx # p, por definigao.

Como V é diferencidvel, ela é continua; em particular V' é continua no ponto
p. Portanto, dado ¢ = m existe 6* > 0, tal que |z —p| < 6" = |V(z) — V(p)| =
|V (z)| < m. Além disso, 6* <, pois se tivéssemos 0* > 0, entdo existiria um z* tal
que |z* —p| < §*, mas |V (z*)| > m (basta tomar z* tal que |z* — p| = J e aplicar a

defini¢ao de m).

Portanto, existe um conjunto aberto U; = B(p,0*) C B, tal que p € U e
V(z) < m, Vz € Uy.

Agora, como V' < 0, entdo para todo 2 € U; temos que: V (@, (t)) < V(p.(0)) =
V(z) <m, Vt > 0. Logo, p,(t) C BVt > 0 e, portanto, p é estavel.

Figura 1.6: (a) p ¢ ponto estavel; (b) p é assintoticamente estavel.

Vamos supor agora que V' é funcao de Liapounov estrita. Entao V < 0 em
U — {p}-
Considere x € U; e (t,) uma seqiiéncia crescente de nimeros reais positivos tal

que t, — 00 e p,(t,) — y € B. Como V é continua, temos que V(p,(t,)) — V(y)
e, além disso, vale que V (@, (t)) > V(y), Vt > 0, pois V' é decrescente.

Vamos supor que y # p. Entao, como V' é decrescente, temos que: V(p,(1)) <

11



V(py(0)) = V(y) e, para todo z suficientemente proximo de y, V(p.(1)) < V(y).
Dai, V(u(tn + 1)) < V(p(ts)) €, como V(p.(t,)) — V(y), entao existe um N
suficientemente grande tal que V(p,(ty + 1)) < V(y). Mas isto é absurdo. Logo,

y=>r

Como B é compacto, temos que p é assintoticamente estavel.

A seguir, iremos enunciar e demonstrar um teorema que é a versao local para
sistemas nao-lineares da versao global deste mesmo resultado para sistemas lineares,
que pode ser encontrado em ([3], p. 186). Para a demonstragao deste teorema é
necessario um lema sobre produtos internos adaptados, o qual serd apenas enun-
ciado. A demonstragao do teorema em questao foi retirada da mesma referéncia,

péaginas 189 e 190.

Teorema 1.2.5. (Versao global para sistemas lineares) Seja A € M(n) um campo

linear qualquer. Sao equivalentes:
(i) A origem € um pogo para a matriz A.
(i) A € um atrator.
(11i) O fluzo de A é contrativo.

(iv) A origem é uma singularidade assintoticamente estdvel de A.
Lema 1.2.6. Seja A € M(k) uma mariz tal que a parte real de cada autovalor de
A € maior do que o ou menor do que 3. Entdo existe uma base B de R tal que

a< <Ar,z>p <pj

para qualquer v € R¥ tal que |z|5 = 1.

Teorema 1.2.7. (Teorema de Liapunov - Perron) Seja xy € A uma singula-
ridade do campo de vetores f : A — R", onde A C R™ aberto. Se xq € um pogo de
f (isto €, a matriz D f(xq) tem todos os autovalores com parte real negativa) entio

o € uma singularidade assintoticamente estdvel para f.

12



Demonstragao:

Iniciamos esta demonstracao lembrando ao leitor a definicao de conjugacao:
dados dois campos de vetores f; : Ay — R" e fy : Ay — R” com fluxos, respecti-
vamente, ¢ e ¢?, dizemos que os campos fi e fo, ou entao que os fluxos ¢} e ¢?,
sao conjugados se existe um difeomorfismo g : A; — A, tal que, para cada t € R,

¢?og=go¢;. O difeomorfismo g ¢ uma conjugagao.

Como os conceitos de singularidade e de estabilidade sao invariantes por conju-
gacgao, vamos considerar que zo = 0 € £ C R”. No nosso caso, a conjugacao é uma

translac@o. Denotemos A = D f(0).

A idéia central da prova é que as solugdes da equagao diferencial & = f(x), numa
pequena vizinhanca da singularidade de f, sao muito parecidas com as solugoes da
equagao diferencial £ = Ax: como, por hipotese, a origem 0 é um poco para A,
a versao linear do teorema garante o comportamento assintético das trajetorias

também de f.

Seja, pois, 0 € £ C R™ uma singularidade de f : E — R". Pela definicao de
derivada, f(z) = f(0) + Az + r(z) = Az + r(z), onde |r(z)|/|z| — 0 com |z| — 0,

ou seja,

@) = As|

2% Jal

0 (1.7)

Como todas as normas em R" s@o equivalentes, (1.7) vale para qualquer outra
norma em R". Em particular, fixado um produto interno < -,- > com norma
associada || - ||, a Desigualdade de Cauchy-Schwarz (para este produto interno e

para esta norma) afirma que < f(z) — Az,z > < || f(x) — Az||||z|, de modo que

<fl@),z> <Av,z> < f(z)—Az,x> < | f(z) — Ax||
] ]2 ]2 - =l

(1.8)

e, portanto, decorre de (1.7) que

13



< f(x),x

. > ) < Ax,x >
lim sup 5 < limsup ———-—
=0 ] w0 ]

(1.9)

Agora, utilizamos a hipétese sobre a singularidade xo = 0 de f: por ser um
poco, podemos escolher 3 > 0 tal que a parte real de cada autovalor A de A =
Df(0) € M(n) é menor do que —203. Pelo Lema 1.2.5 referenciado acima, podemos
escolher um produto interno < -,- > adaptado tal que < Az, > < —273 para

qualquer x € R™ com ||z|| = 1, ou seja, < Az, z > < —203|z||? vale para qualquer

x € R". Introduzindo esta igualdade em ( 1.9) estabelecemos

< f(x),x >

]

e, portanto, podemos encontrar v > 0 tal que

< Azx,x >

limsup,_.o < limsupx_,ow <=268< -0 (1.10)
x

< f(z),2> < —pa| (1.11)
para qualquer z € R" tal que ||z|| < 7.

Fixemos, agora, x € R"™ tal que 0 < ||z|| < 7 e consideremos a trajetoria ¢.(x)
de f por x. Por continuidade, 0 < ||¢;(x)|| < v para t > 0 pequeno e, portanto, por
(1.11),

< f(¢u(x)), du(x) >
e ()]

para t > 0 pequeno (a primeira desigualdade pode ser verificada em (DOERING;

d
@)l = < —Blig(z)[ <0 (1.12)

LOPES, 2005), p.357). Isto significa que ||¢:(z)|| é decrescente em ¢ e, portanto,

( 1.12) vale, na verdade, para todo t > 0, ou seja,

d g2l
Eln [pe()]| = @ < —p (1.13)
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vale para ¢ > 0. Integrando ambos os lados da desigualdade de 0 a ¢, decorre

Inf| e ()] — Inflgo(2)[| < =5t =
I f|e(2)]| = Inf[zf| < =5t =

m(n@(mn) ca (1.14)
]
@)
el
e, portanto,
g (@)l < llzlle™ < | (1.15)

vale para qualquer ¢ > 0 e qualquer x € R” tal que ||z| < 7.

Denotemos por B, = {x € R"|||z|| < r} a bola centrada na origem e de raio r na
norma || - || e fixemos 0 < € <« qualquer. Decorre de ( 1.15) que ¢;(x) € B., para
quaisquer z € B. e t > 0 e também que lim,;_.¢:(x) = 0, para qualquer x € B..
Isto mostra que a singularidade xo = 0 € E de f é assintoticamente estavel, como

queriamos demonstrar.

1.3 Teorema de Poincaré - Bendixson

Definicao 1.3.1. O fluxo associado a uma equacgao diferencial autéonoma é uma
aplicagio ¢ : R x R" — R" tal que ¢y(xy) € a solugao de & = f(x) que, para

t =0, passa por xy.

Na verdade, o fluxo é uma familia de curvas que sao as solugoes da equagao
diferencial & = f(x) para condigbes iniciais diversas. O fluxo satisfaz as seguintes

propriedades:
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01 ¢0(ZEO) = 2o

02. ¢1(ps(x0)) = dr1s(x0)-

Definicao 1.3.2. Dizemos que a curva definida pela imagem {x(t)|t € I(zo) C R} C
A (A CR", aberto) da trajetoria de & = f(x) por xy é a orbita de f por x.

Definigao 1.3.3. Sejam @ = f(x) e p € R™. Considere a orbita de p. Definimos:
i) O conjunto w— limite por w(p) = {q € R™ | 3t; — oo tal que ¢, (p) — q}.

i) O conjunto a— limite por a(p) = {q¢ € R" | 3t; — —oo tal que ¢, (p) — q}.

1.3.1 Propriedades do w - limite

Proposicao 1.3.4. Seja p € R"; entio w(p) € invariante pelo fluro, ou seja,
$e(w(p)) = w(p), vt € R.

Demonstragao:

= 0l

b.p) 9P

Figura 1.7: q € w(p).

Seja ¢ € w(p). Queremos mostrar que ¢:(q) € w(p).

Para isso, vamos fixar ¢ e notar que ¢; : R — R” é continua. Assim, dado e > 0,
36 > 0 tal que |pp(p) — q| <0 = |p1(dp(p)) — &(q)] < €. Ou seja, se um ponto da
trajetoria de p esta proximo de g € w(p), entdo quando aplicamos ¢; nestes pontos,

suas imagens também estao proximas.
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Ty,
atren,, .
. R try, s +
s, o . & e t
& = = [ ]
DT % =
=, e
e, v

.(¢,(p))

Figura 1.8: As imagens de ¢ (p) estdo proximas das imagens de q.

Logo, ¢uie,(p) — ¢:(q) (pela continuidade de ¢;) e, portanto, ¢;(q) € w(p) Vq €
w(p) = é(w(p)) C w(p), t fixo. Como t é arbitrario, temos que ¢ (w(p)) C w(p)
VvVt € R.

Agora, ¢y(w(p)) C w(p), thixo = ¢_i[¢e(w(p))] C ¢—t(w(p)) = w(p) C ¢—(w(p)).
Como t é arbitrario, entdo w(p) C ¢_¢(w(p)) ¥Vt € R = w(p) C ¢(w(p)).

Logo, ¢y (w(p)) = w(p) Vt € R.

Com argumentos semelhantes, pode-se demonstrar a seguinte

Proposicao 1.3.5. Seja p € R"; entdo w(¢(p)) = w(p).

A demonstragao do teorema seguinte nao seré desenvolvida aqui, mas pode ser

encontrada em [2|, capitulo VII, Teorema 5.

Teorema 1.3.6. Sejam f : A — R™ um campo de classe C* (k > 1), definido num
aberto A C R™ e v7(p) = {wi(p), t > 0}, a semi-orbita positiva do campo f pelo

ponto p. Se v (p) estd contida num subconjunto compacto K C A, entao:
a) w(p) # 0
b) w(p) € compacto
c) w(p) € invariante por f

d) w(p) € conexo.
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1.3.2 Teorema de Poincaré - Bendixson

Vamos iniciar esta secao apresentando algumas idéias importantes para a demons-
tragao do Teorema de Poincaré - Bendixson. Estas idéias podem ser encontradas

com enunciado e demonstragdes rigorosas em 2|, cap. VII, segao 2.

Dado f : A — R*, A C R", construimos ¥ uma variedade com dimensao
n — 1 transversal ao campo, isto é, tal que f(p) ¢ 7,X. Em particular, f|g # 0.

Chamamos > de Sec¢ao de Poincaré.

Figura 1.9: Secgao de Poincaré

Consideramos a trajetoria que inicia num ponto ¢ € X. Se ¢(q) retorna a X
num ponto p, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, temos que p é uma fungao
de ¢. Assim, obtemos F': ¥ — ¥ tal que F(¢) = p. A aplicagao F' ¢é dita aplicagio

de Poincaré.
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Figura 1.10: O ponto p é funcao de q.

Se F(z) = z, entao existe uma orbita peridédica do campo que passa por z.

-1

Figura 1.11: Se z ¢ ponto fixo de F, entao sua orbita ¢ periddica.

No caso do Teorema de Poincaré - Bendixson, f : R? — R?. Logo, ¥ é uma
curva ( dim¥ =1 ). Como X é transversal a f, o campo aponta apenas para um

dos lados de Y. Temos duas possibilidades:
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ou

[N
1

Figura 1.12: O campo f aponta sempre para o mesmo lado da sec¢io .

De fato, se o campo mudasse de lado, como f é continuo, em algum momento

ele pertenceria ao espaco tangente a X, o que é absurdo, ja que X é transversal a f.

q
Flgler, 2,

Figura 1.13: ¢ é tal que f(q) € T,X.

Se a trajetoria retorna a Y, entao:

a) ela nao pode cruzar ¥ no sentido oposto ao do campo, pois isto viola a

transversalidade de X;
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Figura 1.14: A trajetéria cruza ¥ no sentido contréario ao do campo; absurdo!

b) ela ndo pode se auto-interseccionar, pois isto viola a unicidade de solu¢ao;

Figura 1.15: A trajetéria tem auto-interseccao; absurdo!

Logo, temos apenas duas opgoes: ou a trajetoria tende a um ponto, ou ela tende

a uma trajetoria periodica:
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(a) (b)

Figura 1.16: (a) a 6rbita tende a um ponto; (b) a 6rbita tende a uma 6rbita periédica

Teorema 1.3.7. (Teorema de Poincaré - Bendizson) Seja f : A — R? um campo
C* (k>1), onde A C R? ¢ aberto. Seja o(t) = o(t,p) uma solugio de @ = f(x),
definida Vt > 0, tal que v = {¢(t,p);t > 0} C K compacto C A. Suponha que o
campo f possua um nimero finito de singularidades em w(p). Tém-se as sequintes

alternativas:

a) w(p) s6 tem pontos requlares = w(p) = drbita periddica

Figura 1.17: w(p) é uma orbita periodica

b) w(p) tem pontos requlares e singulares = w(p) = conjunto de orbitas, cada

uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t — +00.
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p, = pontos singulares

o1l

Figura 1.18: w(p) é um conjunto de érbitas que tendem para os pontos singulares do conjunto

¢) w(p) nao contém pontos requlares = w(p) € um ponto singular.
Demonstragao:

c)

Vamos supor que w(p) C {p1,...,0n}, w(p) # 0, onde p; sdo pontos singulares.

Como w(p) # 0, w é conexo e os tnicos subconjuntos conexos de {py, ..., p, } sdo

os subconjuntos unitéarios {p;}, entdo w(p) = {p;} para algum ¢ € {1,...,n}.
b)

Vamos supor que w(p) C {p1, ..., pn fU{pontos regulares}, onde os p; sdo pontos

singulares e w(p) contém ao menos um elemento de cada conjunto.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que py, ps € w(p). Como w(p) é conexo,
3z € w(p), z # p1, p2. Como o numero de singularidades é finito, ja podemos supor

que z é ponto regular (o que é verdade ap6s um nimero finito de passos).
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K compacto

Figura 1.19: ¢:(p) C w(p)

w(p) é invariante pelo fluxo Vt € R : ¢y(w(p)) C w(p) = ¢¢(2) C w(p). Agora,
’yl‘f C K compacto = os pontos de acumulacao de ’y;r estao em K = w(p) C K.
Logo, ¢:(z) C K, Vt € R.

K compacto

Figura 1.20: ¢;(p) converge para q # po

Se tivéssemos ¢(z) - ps quando t — oo (exemplo: ¢;(z) — q # p2 ), entao

w(p) nao seria conexo. Analogamente para t — —oo. Logo, ¢;(z) se acumula em

D1 € p2.
a)
Vamos supor que w(p) C {pontos regulares} e w(p) # 0.

Se ¢ € w(p), entao v, = {#:(q),t € R} C w(p), j& que w(p) ¢é invariante pelo

fluxo.

Seja g € w(p) e ¥ uma curva transversal ao campo (secgao de Poincaré) contendo
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Figura 1.21: ¥ é uma secgio transversal ao campo e que passa pelo ponto q € w(p).

Como ¢ € w(p), ele & ponto de acumulagao de sua trajetoria, ou seja, ¢;(q) volta

para Y infinitas vezes. Temos duas possibilidades para este retorno:

1* possibilidade: a trajetoria retorna para X em um ponto "acima'"de ¢q. Neste
caso, para que a trajetéria retorne a ¥ mais uma vez, ou ela cruzara a seccao de
Poincaré no sentido contrario ao do campo, ou ela se auto-interseccionara. Porém

ambas as opgoes sao proibidas como foi visto acima. Logo, esta opgao esta descar-
tada.

Viola a direcao do campo

T
+

Sawp
-

o

T

Viola a
unicidade
de solucéo

Figura 1.22: Retorno da trajetéria a ¥ em um ponto "acima'de q.
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2% possibilidade: a trajetéria retorna a ¥ em um ponto "abaixo"de ¢. Nova-
mente, neste caso, para a trajetoéria retornar mais uma vez a secgao de Poincaré ou
ela cruza X no sentido contrario ao do campo ou ela se auto-intersecciona, o que

descarta esta segunda opcao de trajetoria.

Viola a unicidade
de solucao

Y

Viola a direcéo
do campo *

q

e ¥
[ .
.

Figura 1.23: Retorno da trajetéria a ¥ em um ponto "abaixo"de g.
g J P q

Logo, a trajetoria de ¢ deve retornar a Y exatamente em ¢, donde concluimos

que w(p) é uma orbita periddica.

Corolario 1.3.8. Nas condigoes do teorema, se v é uma orbita periodica, entdao
3 p no interior da regiao delimitada por «y tal que f(p) =0, ou seja, p € um ponto

singular.
Demonstragao:

Seja v uma Orbita peridédica e p um ponto no interior da regiao delimitada por

. Neste caso, temos que w(p) C R, onde R = | (regido delimitada por 7).

Se w(p) tem pontos regulares e singulares, ou se w(p) s6 tem pontos singulares,

entao ja existe ponto singular no interior da regiao delimitada por ~.
Vamos, entdo, supor que w(p) é uma orbita periodica.

dp tal que f(p) =0 < Jp tal que ¢y(p) = p, Vt € R.
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Figura 1.24: w(p) ¢ uma orbita periodica

O Teorema de Brower nos diz que: F': D — D continua, D disco = dq tal que
fla) =q

Na regiao delimitada por v, vale o teorema de Brower. Logo:

T € R tal que ¢r(a) = a, Ya € v. Dai:

¢ar(a) = ¢r(dr(a)) = ér(a) =a

¢sr(a) = ¢r(dar(a)) = ¢r(a) =a

= a € ponto fixo para ¢y, M € N, Va € ~.

Queremos encontrar um ponto fixo V¢ € R.

TeoBrower

01. ¢r : D, — D, é continua = = 3 ponto fixo para ¢r. De fato, todo
ponto de v € Fixz¢r, onde denotamos por Fiz{¢r} o conjunto dos pontos fixos de

or.

TeoBrower

02. ¢r/2: Dy — D, é continua ~ =" dprye tal que ¢r/a(pr/2) = prse. Datl:

¢T(pT/2) = ¢T/2(¢T/2(p:r’/2)) = ¢T/2(pT/2) = pr/2 = Pry2 € Fiz{¢r} e pr/2 €
diferente de todos os pontos que ja estao em Fiz{or}.

eoBrower

03. ¢7)22 : Dy, — D, é continua el Ipr)s tal que ¢r/a(prya) = prya. Daf:

(bT(pT/zL) = (¢T/4 O @14 © Pry4 © ¢T/4)(pT/4) = Pr/a = Pr/s € Fix{¢r} e Pr/a €

diferente de todos os outros pontos do conjunto.
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Continuando este processo, construimos uma seqiiéncia de pontos fixos {pr/on fnex C
D.,. Como D, é compacto, entao existe uma subseqiiéncia convergente: prjon — p

(p é ponto fixo para todos os tempos).
Afirmagao: ¢,(p) = p, Vt € R.

De fato, se t > 0, t € [0, 7], entao:

t = <i %) T (1.16)
a, € {0,1}.

Daf: ¢4(p) = ¢ an)r(p) = (... © payr o ...)(p) = p, pois p & invariante por cada
2”

uma das transformacoes.

Logo, ¢¢(p) = p, Vt € R < f(p) = 0, ou seja, p ¢ ponto singular de f.

Como uma conseqiiéncia do Teorema de Poincaré-Bendixson, temos o seguinte
teorema, que serd muito importante para as conclusoes finais da analise que faremos
sobre o sistema de EDO’s que descreve o fendémeno da Circulagao Termohalina no

capitulo seguinte.

Teorema 1.3.9. (Critério negativo de Bendixson) Seja ) uma regiao simples-
mente coneza do plano R?. Suponha que div(f,g) = f. + g, € sempre positivo ou

sempre negativo em ). Entdo, o sistema

(1.17)

nao tem solucao periodica contida em Q.
Demonstragao:

A demonstragao deste teorema utiliza o Teorema de Green:
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/ /R (fo + f,)dudy = /C fdy — gd, (1.18)

onde R designa a regiao limitada por uma curva fechada simples C'.

Vamos supor que existe uma solugao periodica ¢(t) = (z(t),y(t)) de periodo T.
Designando por C' a curva correspondente a ¢ temos, pela definicao de integral de

linha, que:

T
/ fdy — gdz = / (fy — gz)dt = 0. (1.19)
c 0

Mas, a hipotese de div(f,g) ter um sinal definido em € implica em uma con-

tradigao entre ( 1.19) e

//R(fx + g,)dxdy # 0. (1.20)

Logo, a solugao ¢ nao pode ser periddica.
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Capitulo 2

O modelo de Stommel

Neste capitulo, iremos analisar o modelo matematico de Henry Stommel aplicado
na anéalise do fenémeno da oscilacao de sal no Atlantico Norte. Nosso objetivo é
verificar o comportamento das solugoes do sistema de equacoes diferenciais que
descrevem este modelo. De fato, iremos trabalhar com uma simplificacao desse

sistema.
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2.1 Oscilacao de Sal no Atlantico Norte

Para as descri¢oes dadas para os eventos Heinrich e os eventos Dansgaard-Oeschger*
funcionarem, o oceano precisa ser capaz de circular de diferentes formas. O caso foi
encontrado em alguns dos modelos de estudo, e a circulagao "flip-flop"resultante é
algumas vezes conhecida como "gangorra". Na sua forma original, a idéia é devido

a Henry Stommel, e pode ser descrita como um simples modelo de caixa.

Neste modelo, parametrizamos a circulagdo termohalina no Atlantico Norte
considerando-a biparticionada em dois compartimentos, um equatorial e outro po-

lar. Consideramos:

e T = temperatura da agua
e S = salinidade (densidade de sal na agual)
e p = densidade da agua

e V = volume de agua

de cada caixa por um subindice "e"ou "p", e escrevemos as leis de conservagao

de massa, energia, soluto e estado para cada caixa. Transportes para dentro e para

*O evento Heinrich foi primeiramente descrito pelo geélogo maritimo Hartmut Heinrich. Estes
eventos ocorreram durante o ultimo periodo glacial. Durante estes eventos varios blocos de gelo
se desprendem das geleiras e cruzam o Atlantico Norte. O derretimento dos "icebergs"causaram
a adicao de quantidades enormes de dgua doce ao Atlantico Norte. Estas adi¢oes de dgua gelada
e doce provavelmente alteraram os padroes da circulacao termohalina dirigida pela densidade
no oceano, e freqiientemente coincidiram com indicagoes de flutuagoes climéticas. Os eventos
Dansgaard-Oeschger, no Hemisfério Norte, tomam a forma de rapidos episodios de calor, tipica-
mente durante algumas décadas, cada um seguido de longos periodos de resfriamento gradual. O
eventos Heinrich ocorrem apenas em periodos frios que precedem imediatamente os aquecimentos

D-0O.

tA salinidade pode ser uma medida da razio entre a massa de NaCl e a massa de agua

uniformemente distribuidas em um volume de dgua no oceano.
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fora de cada caixa sao considerados um fluxo de dgua fria F), para a célula polar,
um fluxo de evaporagao F, da célula equatorial, e um fluxo de conveccao ¢ devido
a diferenga de flutuagao da célula polar para a equatorial. (O fluxo reverso é entao
q + F, a fim de permitir a conservagao dos tamanhos de ambas as células.) (|1,

p.42-43)

s

Te Se

equador

Figura 2.1: Visualizacdo do Modelo

Equacoes apropriadas para descrever o fluxo convectivo saot:

d
E(pecvﬂ—;) = AH. + ppCTp(Fp + |ql) — pecTe|q| (2.1)

Equagao da taxa de variacao de temperatura da agua na célula equatorial ao
longo do tempo. Esta equagao representa um balan¢o de energia (térmica) no

compartimento equatorial.

1. pecV.T, = (densidade da dgua equatorial).(capacidade térmica da dgua).(volume

de 4gua equatorial).(temperatura da dgua equatorial)

Esta expressao corresponde a energia interna do compartimento equatorial.

TA interpretacao das equacoes foi feita pela orientanda e pelo seu orientador com o intuito de

entender o que cada uma descrevia em termos do fenémeno fisico.
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2. A H, = (area da superficie oceanica equatorial).(fluxo de calor das aguas da

superficie para as dguas profundas)

Como o calor captado na superficie e distribuido para toda a célula equatorial.
A captacao de calor é diretamente proporcional a area de superficie. Ou seja,
esta expressao representa a transferéncia de energia da superficie para as aguas

profundas.
3. +ppcTy(F, + |q|) = (densidade da agua polar).(constante).(temperatura da
agua polar).(fluxo reverso = fluxo de agua fria + fluxo de conveccgao)

Diminuicao da temperatura da agua na célula equatorial devido & migracao
de agua fria da célula polar para a equatorial. Esta expressao representa a

transferéncia de energia do compartimento polar para o equatorial.
4. —p.cT.|q| =(densidade da agua equatorial).(constante).(temperatura da agua
equatorial).(fluxo de convecgao)

Diminuicao da temperatura da agua na célula equatorial devido a migracao
de agua da célula equatorial para a polar. Esta expresao representa a trans-

feréncia de energia da célula equatorial para a polar.

d
%(ppC%Tp) = AH), — ppCTp(Fp +1q|) + pecTe|q| (2.2)

Equagao da taxa de variacao da temperatura da agua na célula polar ao longo do

tempo. Esta equacao representa um balanco de energia (térmica) na célula polar.

1. pycV,T, = (densidade da agua polar).(capacidade térmica da agua).(volume

de agua polar).(temperatura da agua polar)

Esta expressao corresponde a energia interna do compartimento polar.

2. A H, = (4rea da superficie oceénica polar).(fluxo de calor das dguas da su-

perficie para as aguas profundas)
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Como o calor captado na superficie é distribuido para toda a agua da célula
polar. A captagao de calor é diretamente proporcional & area da superficie.
Esta expressao representa a tranferéncia de energia da superficie para as aguas

profundas da célula polar.
3. —ppcT,(F, + |q|) =(densidade da &gua polar).(constante).(temperatura da
agua polar).(fluxo reverso)

Aumento da temperatura da agua na célula polar devido & migracao de agua
da célula polar para a equatorial. Esta expressao representa a transferéncia

de energia da célula polar para a equatorial.
4. +p.cT,|q| = (densidade da dgua equatorial).(constante).(temperatura da dgua
equatorial).(fluxo de convecgao)

Aumento da temperatura da agua na célula polar devido & migracao de agua
da célula equatorial para a polar. Esta expressao representa a transferéncia

de energia da célula equatorial para a polar.

d
%(pe‘/ese) = _pe‘q,se + ppSp(Fp + ‘QD (23)

Equagao da taxa de variacao da salinidade da dgua equatorial ao longo do tempo:

1. —pelq|Se = (densidade da agua equatorial).(fluxo de convecgao).(salinidade

da agua equatorial)
Diminuicao da quantidade de sal na agua da célula equatorial devido & mi-
gracao de agua da célula equatorial para a polar.

2. +p,Sp(F,+1q|) = (densidade da 4gua polar).(salinidade da dgua polar).(fluxo
reverso)

Aumento da quantidade de sal na 4gua da célula equatorial devido & migracao

de agua da célula polar para a equatorial.
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d

E(ppvpsp) = pelq|Se — PpSp(Fp + lql) (2.4)

Equagao da taxa de variagao da salinidade da dgua polar ao longo do tempo:

1. pelq|Se = (densidade da &gua equatorial).(fluxo de convecgao).(salinidade da

agua equatorial)

Aumento da quantidade de sal na agua da célula polar devido a migracao de

agua da célula equatorial para a polar.

2. —ppSy(F,+1q|) = (densidade da dgua polar).(salinidade da dgua polar).(fluxo

reverso)

Diminuicao da quantidade de sal na dgua da célula polar devido a migracao

de agua da célula polar para a equatorial.

Obs: Dependendo dos valores de S, e S, temos que a equagdo (2.3) asssume
valor negativo ou positivo e a equagao (2.4) assume valor positivo ou negativo, re-
spectivamente. Ou seja, enquanto a quantidade de sal diminui na célula equatorial,
aumenta na polar, e vice-versa. Caso os valores sejam iguais, as equagoes assumem

valor zero, ou seja, nao existe flutuacao da salinidade.

Outras equagoes que descrevem o modelo sao:

SVl — S0 = BF, — oo (25)
V(1= S, =0 2.6
GiloVe1 = 8,)] = (2:6)

Estas equagoes correspondem ao balango de massa de dgua (isenta de sal) nos
compartimentos. Como queremos que os compartimentos tenham volumes con-

stantes, é necessario supormos que F, = F.
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Em todas as equagoes acima temos que:

pe = poll — a(T. — Ty) + B(Se — So)]
oy = poll — T, — To) + B(S, — o)) (2.7)
q = k(pe — pp)

Os termos nestas equagoes se explicam por si mesmos. « e (3 sao coeficientes das
expansoes termal e salina, pg ¢ a densidade da agua fria, A, e A, sao as areas das
superficies ocednicas equatorial e polar, e por simplicidade tomamos A, = A, = A.
Os termos de calor H representam o fluxo de calor das dguas da superficie para
as aguas profundas do oceano. A temperatura das adguas da superficie é determi-
nada através de um balanco radioativo, que determina as temperaturas das aguas
equatoriais e polares da superficie, digamos T? e TI?. No6s entao supomos que a
transferéncia de calor para as aguas profundas do oceano pode ser parametrisada

por um coeficiente de transferéncia de calor adequado h, e entdo colocamos: (|1],
p.43)
H, = nh(T? - T,), H, = h(T? - T,

e P p)

Se adicionamos as duas equacoes de energia, temos que:

d
E%m@+wmm:mmﬂ+$—n—m (2.8)

Usamos os fatos de que p., = py e supomos que V. e V, sao ambos aproximada-
mente constantes, sao também aproximadamente iguais, V. , =~ Vj. Segue entao da

equacao (2.8) que, depois de um transiente inicial,

T.+T,~T0+ 1T (2.9)

e supomos que este é o caso geralmente. Nos definimo Ty por:
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pe VT, + pVo T, = 2p0Vo Ty (2.10)

onde

1
%:;ﬁ+ﬁy (2.11)

e entao definimos o excesso de temperatura T por:

T, =Ty +T, T,=Ty—T. (2.12)

Se agora supormos que p. & pg, Ve = Vp na equagao (2.1), entao temos a equagao

de aproximacao para T:
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d
E(pecveTe) = AH. + ppCTp(Fp + |ql) = pecT |q| =

%(PocVo(To + 1)) = h(T) = T.)A + poc(To — T)(F, + lql) — poc(To + T) lg| =
pocVoT = [T — (Ty + T)]A + pocEy(Ty — T) + pocla| (To — T) — poc(Ty + T) |q| =
pocVoT = [T — (Ty + T)|A + pocFy(To — T) + poclg| [To — T — (Ty + T)] =

pocVoT = hT°A — hy(T, + T)A + pocE,(Ty — T) — 2poc|q| T =

POCVE)T = htTeoA — ATy — AT + pocFp(To — T) — 2poclq| T =

pocVoT = hyT° A — hy ATy + pocF,(Ty — T) — (heA + 2poc |g|)T =
. 1 1
pocVol = TP A — §htA(TeO + T,?) + pocky {E(Teo + Tpo) - T] — (heA + 2poc|q)T =

. 1 1 1
pocVoT = h, TP A — §htATeO - §htAT£ + = pocFp(T) + 1)) — pock, T — (he A+ 2poc |q)T =

2
. 1
poVoT = S A(TY = T)) + pockyp(T7 + T))] = (A + 20 g))T — pocF,T
(2.13)
De modo andalogo (definimos), temos que:
pe‘/eSe + pp‘/pSp = QPO‘/OSO, (214>
onde Sy é constante, e nos definimos
Se = Sp+ S, Sp=5y— 5. (2.15)

Com o mesmo tipo de suposigao, que p. = py e V. = V|, obtemos que
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d
E@eVeSe) = —pe |q| Se + ppSp(Fy + |q]) =

L 100Va(So -+ )] = ~o01al (S0 + ) + oS~ S)(Fy + lal) =

poVoS = —po lal So = polal S + po(So — S)F,, + po(So — 5) la] = (2.16)
VoS = —q| So — gl S + F,So — F,S + So |q| — S |q| =

VoS = E,Sy — (E, +2]q])S

As equagdes deduzidas em (2.13) e (2.16) s@o essencialmente o modelo da caixa

de Stommel. Note que com as defini¢oes das variaveis, temos que
q=k(pe — pp) =
q = k{po[l — a(Te = To) + B(Se — So)] — po[l — (T — To) + B(S, — So)l} =
¢ = k{po — poaTe + poaTo + poBSe — poBSo — po + pocT, — poaTo — po3S, + poBSet =
q = k{—poaTs + poBSe + poaTy — pofSy} =
q = k{poo(=Te +T},) + pof(Se — Sp)} =
q = k{-2Tpoa +25po 3} =

q = 2kpo(—aT + BS)
(2.17)

Para parametrisar o coeficiente de transferéncia de calor h;, usamos as idéias de

Reynolds calculando a média para o fluxo turbulento. Isto sugere escolher
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Parametro | Valor

Po 103kgm =3

c 4.2 x 103 Jkg 1Kt

Vo 1.6 x 10'"m?

A 0.4 x 10*m?

&4 0.01

70 300K

T;? 270K

Ty 285K

F, 10°m3s~1

% 1.6 x 10"m3s71
1.8 x 107*K!
0.8

So 0.035

Tabela 2.1: Valores tipicos dos parametros (fonte: [1], p.45)

hy = ijqo, (2.18)

onde o nimero &; é tipicamente escolhido entre 0.001 - 0.01, e gy é uma escala para

q.

Abstraimos a dimensao no modelo de caixas escrevendo:

T:ATO, S:ASS, t =i, q =~ qo, (219)

onde escolhemos
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1 F, F.S, Vi
AT = = |e,(T° — Ty + Z2(79 4 70 AS = ~P20 ty = -2 (2.20
4 gt( e p) + q0< e T p) ) 2(]0 ) 0 2q0 ( )

Usando os valores na Tabela 2.1, encontramos AT ~ 1K, AS ~ 1.1 x 1074,
to ~ 150y. Usamos um valor de ¢ como observado, ao invés de k, que irfamos

escolher de qualquer modo para que ¢ tivesse o tamanho certo, aproximadamente

16 Sv (Sverdrups: 1 Sv = 10°m3s71). ([1], p.45)

A variacao da temperatura da superficie observada é da ordem de 30 K, e a
variacao de salinidade observada é da ordem de 30 x 10~*. Entretando, estes valores
representam o efeito da concentracao da evaporacgao e do calor da superficie; nas
profundezas (como é mais relevante) as variagoes sdo muito menores, da ordem de
2 K para a temperatura e 4 x 107 para a salinidade & 1000 m de profundidade.
A escala do tempo é comparavel as escalas de tempo sobre as quais os eventos
Dansgaard-Oeschger ocorrem. Estes aspectos sugerem que este modelo simples
descreve o movimento da Circulgao Terohalina do Atlantico Norte com alguma

precisao.([1], p.45)

Podemos escrever o modelo na forma adimensional como

0=1—(u+lq))9,
§=1—(c+|q])s, (2.21)

q = k(=0 + Rs),

onde os parametros sao dados por

F, AT
=0 T oo
0 ¢ p (2.22)
R aAT 2kpoa AT
= —, K= —"-.
BAS qo

Valores tipicos destes parametros sao, da Tabela 2.1,
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g =~ 0.003, 1= 0.07, R~ 2, (2.23)

e podemos assumir sem perda de generalidade que x = 1, que fixa o valor de g

(dado k). Ambos € e p s@o pequenos, e tiraremos vantagem disto abaixo.

O modelo de caixas de Stommel nao ¢ um oscilador do jeito que esta, mas ele
evidencia a possibilidade de multiplicar os estados convectivos do Atlatico Norte,
e este aspecto foi considerado robusto em outro modelos. O que parece distinguir
modelos mais realisticos do modelo de caixas de Stommel é que eles permitem que
a formacao das aguas fundas do Atlantico Norte ocorram em diferentes latitudes.
Assim ao invés de simplesmente balancar de um fluxo norte para um sul, ajustes
podem ocorrer entre fluxos nortes fortes com formacao de aguas profundas no mar
da Noruega, e fluxos fracos com formagao de aguas fundas mais ao sul. Parece que
esses balangos sao instrumentos em causar as rapidas mudancas durante as eras

glaciais. ([1], p.46)
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Utilizando o Software Modellus, podemos visualizar a evolugao das solugoes do

sistema

0=1—(u+|0— Rs|)0,
$=1—|0— Rs|s,

(2.24)

ao longo do tempo, onde tomamos p = 0.07, R = 2, k = 1 e negligenciamos &

correspondendo ao caso relevante do ponto de vista da Fisica.

]
=1

14.00 F

12.00 £

10.00 |

8.00

L
11.00

200

L L
10.00

-4.00
500 Condigdes Iniciais:
casol: 8§ = 12.00 s=0.04
|0 caso2: 8§ = 6.00 s=2.00
casod: O =0.30 3 =230
oo p casod: § =-1.00 s=0.04
casod: B =-8.00 s=0.50

Figura 2.2: Temperatura ao longo do tempo
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Condicdes Iniciais:
casol: & =12.00 s

o0 f caso2: 8 = 6.00 s =
0

o
]
2

8 =-1.00 s

i
AT P

TP TPPPTTIP POV PPN PRV VPN OOV TPPT FEVPTTIPTE FEVPTITUE PROVETHPIN PNPTTVIN POV TRIT FAAVTIFPIE FOVP TAPVE PPUTTOVIN PPPLTOUN POVH THR PTL VP TR PPN FRR PPN PPTN FTTTIT FENPTTPN FATPETRTR POVRIVIN B
0.50 100 150 2.00 250 3.00 350 400 450 500 550 600 650 7.00 7.50 8.00 850 9.00 850 10.00 10.50 11.00 11.50 12.00 12.50 13.00

Figura 2.3: Salinidade ao longo do tempo

Também podemos visualizar, com o auxilio do Modellus, como a salinidade

evolui em fung¢ao da temperatura:
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Condigdes Iniciais:

casol: 8 = 12.00 s=0.04

o0 f 6 =6.00 ==2.00
8 =050 s=250
=-1.00 s=0.04

]
w
w
o]

o
[a)
[}

-8.00 s=0.50

PPV TIVUTTUIVE IYPRTTUTE FRUTT VT FUVE TP FETPTTOTN FPUTTEIE T TRVP FURTTNvIuT FOTIR PO FRVPR VPOV EVPPTTOPE PPN
400 500 600 700 800 300 10.00 11.00 1200 13.00 1400 15.00

L L L L TPV L L L TV P AP
o 200 500 7.0 600 -5.00 400 -300 200 -1.00 100 200 3.00

Figura 2.4: Salinidade versus Temperatura

2.2 Analise do Campo Vetorial da Equacao

Como dito anteriormente, nosso objetivo é descrever o comportamento das solugoes
do sistema descrito pela equagao ( 2.24). Como um primeiro passo nesta direcao,
vamos analisar o seu campo vetorial com mais cuidado. Estamos interessados no

caso relevante para a Fisica, ou seja, considerando R =2 e = 0.07.

Considere um retangulo da forma [0,a] x [0,b]. Vamos mostrar que o campo
vetorial da equacao em questao aponta para dentro do retangulo, quando restrito

ao bordo. Vamos supor que a = 50 e b = 50 e consideramos 6, s > 0.

1° caso: s =0

Neste caso, obtemos a seguinte expressao para o campo vetorial:
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X(6,5) = X(6,0) = (1 — (0.07 +|0]) 0, 1) (2.25)

Testando valores:

X(0,0) = (1,1)

—0. \/4.004
X (6, 0) = (0, 1), quando fy — —20" u 0049

X(1,0) = (1= (0.07+1).1,1) = (1 — 1.07,1) = (—0.07, 1) (2.26)

X(50,0) = (1 — (0.07 + 50).50, 1) = (1 — 2503.5,1) = (—2502.5, 1)

Ou seja, para 0 < 0 < 50, os vetores do campo tém a coordenada vertical igual a
1 e a coordenada horizontal variando de modo que todos eles apontam para dentro
do retangulo [0,a] x [0,b]. Na figura abaixo, o vetor verde corresponde ao vetor

dado quando 6 = 6,.

50 +

VLN

0l 1

Figura 2.5: Campo Vetorial ao longo da reta s = 0
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2°caso: 0 =0

Neste caso, temos a seguinte expressao para 0 campo:

X(0,s)=X(0,s) = (1,1 —|Rs|.s) = (1,1 — 25%) (2.27)

Testando valores:

X(0,0) =(1,1)
X(0,s9) = (1,0), quando sy = %
X(0,1) = (1,1 —2.1) = (1,-1) (2.28)

X(0,50) = (1,1 — 2.50%) = (1,1 — 5000)

Ou seja, para 0 < s < 50, os vetores do campo tém coordenada horizontal igual
a 1 e a coordenada vertical varia de modo que todos os vetores apontam para dentro

do retangulo. O vetor verde claro corresponde ao vetor dado quando s = s.

50

s A

LN

o
—

Figura 2.6: Campo Vetorial ao longo da reta 6 = 0
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3° caso: s = 50

Neste caso, o campo é expresso por:
X(0,s) = X(0,50) = (1 —(0.07+ |6 — 100]) 8,1 — |6 — 100| 50) (2.29)

Testando valores:

X(0,50) = (1,1 — 5000)
X(1,50) = (1 —99.07, 1 — 4950) = (—98.07, —4949)

(2.30)
X (50,50) = (1 — (0.07 + 50) 50, 1 — 50 x 50) = (—2502.5, —2499)

Ou seja, para 0 < 6 < 50, os vetores do campo tém coordenada vertical sempre
negativa e coordenada horizontal variando de positiva para negativa, de modo que
eles sempre apontam para dentro do retangulo. Observe que o vetor do campo no

ponto (0, 50) coincide em ambos os casos 2 e 3.

50 / /
K
A
a
1A

Figura 2.7: Campo Vetorial ao longo da reta s = 50
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4° caso: 6§ = 50

Neste caso, a expressao do campo é dada por:

X(8,5) = X(50,s) = (1 — (0.07 4|50 — 2s]) 50,1 — |50 — 2s] s) (2.31)

Testando valores:

X (50,0) = (1 — (0.07 4 50)50,1) = (—2502.5,1)
X(50,1) = (1 — (0.07 + 48)50, 1 — 48) = (—2402.5, —47)

(2.32)
X (50,50) = (1 — (0.07 + 50)50, 1 — 50 x 50) = (—2502.5, —2499)

Ou seja, para 0 < s < 50, os vetores do campo tém coordenada horizontal
sempre negativa e coordenada vertical variando de positiva para negativa, de modo
que todos os vetores apontam para dentro do retangulo. Observe que o vetor no
ponto (50, 50) coincide em ambos os casos 3 e 4, e o vetor no ponto (50,0) coincide

em ambos os casos 1 e 4.

Irrs
ki
A
N

1A

Figura 2.8: Campo Vetorial ao longo da reta 6 = 50
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Logo, temos um conjunto compacto dado pelo retangulo [0, a] x [0, b], com a = 50
e b = 50, tal que o campo aponta para dentro desta regiao ao longo de cada
uma das retas que define os lados do retangulo. Portanto, se a condi¢ao inicial
pertence & regido retangular, sua trajetéria permanecerd dentro desta regido (o
mesmo acontecendo caso a condigao inicial nao pertenca a regiao, mas sua trajetoria
entre nela). Assim, pelo Corolario 1.1.6, temos que as solugoes do sistema estao

definidas para todo tempo ¢t > 0.

2.3 Linearizacao

Neste paragrafo, nosso objetivo é calcular a derivada do campo proximo a uma
singularidade, para obtermos uma indicacao de como se comportam as solugoes do

sistema proximo a ela.

Primeiramente, vamos observar que o campo nao é diferenciavel quando |0 — 2s| =
0, isto é, quando s = g. Além disso, ao longo desta reta o campo nao apresenta

singularidades, visto que ele é da forma

0=1—0.070
(2.33)

s=1.

Assim, temos que, ao longo desta reta a coordenada vertical do campo é sempre

igual a 1, e portanto nao muda de sinal. J& a coordenada horizontal muda de sinal,

100
7

, e negativa se 22 < ¢ < 50.

sendo positiva se 0 < 0 < :

Queremos saber se o campo aponta para dentro da regidao ) de vértices (0, 0),
(0,50), (50,50), (50,25) , formado pela intersecgao da reta s = g com o retangulo
0,50] x |0, 50|, de modo a obtermos uma nova regiao invariante pelo campo com
[0, ,50], g p p

superficie menor do que a anterior.

Na figura abaixo, as linhas vermelhas delimitam o retangulo [0, 50] x [0, 50] ja

descrito anteriormente, onde o campo aponta sempre para dentro, e as linhas verdes
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delimitam a regiao {2 mencionada acima.

50

Figura 2.9: Regiao Q

Para 0 € (1—(7)0, 50}, é claro que o campo aponta para dentro da regiao €2, pois
§=1e0<0. Paraf e [O, @], precisamos identificar qual a inclinacao do vetor

resultante da soma das componentes horizontal e vertical do campo.

Para cada 0:

]91)] =1

104] = 1—0.076 (2.34)

Questdo: tano = —=— >

2
1-0.0760

1
5 !
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Figura 2.10: Quanto ¢ a inclinagao do vetor resultante da soma das componentes horizontal e

vertical do campo?

| 1 1 100
L L9 00T 00T = -1 = = 1 5y
1—0070 2% 0.070 < 0.07 e l=0op=— @3

Por outro lado:

0070 +1>0& 00711 —-1<0= 1-0010—-1—-1<0«&
1 1 (2.36)

Logo,

1 1 —100
— > — 070 +1 > ——. 2.
1_0-07(9>2<i>007 +1>0&<0> - (2.37)

Assim, para 6 > @, a inclinacao da resultante da soma das componentes

horizontal e vertical do campo é maior do que % Portanto, para 6 € [0,50], o

campo aponta para dentro da regiao §2.

Deste modo, obtemos uma regiao invariante pelo campo e onde o campo é difer-

enciavel. Entao, tomando s > g, com 0 <6 <50e (0<s<50), temos que:

0
S>§:>28>9:>9—28<0:>|¢9—28|=—Q—|—28 (2.38)
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e, portanto, o campo fica:

0=1—(0.07—60+2s)0
§=1—(—=0+2s)s

Vamos, agora, calcular as singularidades do campo:

1—-(007—0+25)0=0 (I)
1—(=0+2s)s=0 (II)

A equagao (II) implica que:

s 1 1
(—0425)s=1%" —f4+2s=-= H=25— -
s s

Substituindo na equagao (I), obtemos:

S

1 1 s
1— <0.07—2s+—+28) x (23——) — 0%
S

0.07 1
1-014s+— -2+ = =0«
S S

s2—0.148> +0.07s — 2> +1 =0 <

0.14s + s> —0.07s —1 =0

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

Utilizando o software Maple, podemos encontrar as solugoes desta equacao.

Sao elas: s; ~ —7.070699478, so ~ —1.041815801, sg ~ 0.9696581353. A terceira

solugao ¢ a tnica que se encontra dentro da regiao triangular com a qual estamos

trabalhando. Assim, tomando s = sy, temos que
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1
Oy = 259 — — =~ 0.9080249695 (2.43)
S0

De posse da singularidade existente na regiao triangular, vamos linearizar o

campo. Neste caso:

0 =1—(0.07—0+2s)0

=
$=1—(—0+2s)s
' (2.44)
0=1-0.070+0°—20s = Fy
§=1+0s—2s%=F,
A diferencial do campo é dada pela seguinte matriz:
9% oh —0.07+20 —2s  —260
DF = ;ﬁ aif = (2.45)
90 o5 s 0 —4s

Nosso objetivo é encontrar os auto-valores desta matriz aplicada na singularidade
(0o, so) pois, através de sua analise, poderemos ter uma indicagao do comportamento

das solugoes.

det(DF(@o, 30) — )\I) =0 =

—0.07 + 260 — 280 - A —290
So 90 - 480 — A

=0 =

(—0.07 + 20y — 250 — A)(0p — 459 — A) + 20950 = 0 =
—0.076y + 0.285¢ + 0.07A + 202 — 8650 — 200\ — 20950 + 853 + 250\ — O\ + 4dsg\ + A2+
+20psg =0 =
A% 4 (0.07 — 2600 + 259 — 0o + 4sg) X — 0.0760 + 0.2850 + 207 — 86psp + 85 =0 =

A 4 (0.07 — 36y + 659)A — 0.0760, + 0.28s0 + 205 — 86y + 8sg = 0
(2.46)

Calculando as solugoes da equacao quadrada, obtemos
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_ —0.07+ 36 — 659 £ VA
B 2

A = (0.07 — 30y + 650)* — 4(—0.070y + 0.2850 + 203 — 86psp + 8s3) =

A ,onde

A =0.0049 — 0.146 — 0.285¢ + 65 — 40950 + 455 = (2.47)

A ~ 0.669833974
e, portanto, temos que:

A~ —1.172720024 < 0 e Ay = —1.991153879 < 0.

Portanto, a lineariza¢do do campo nos indica que a singularidade p = (6o, so)
é um "pogo", pois todos os autovalores da matriz DF (6, sg) tém parte real estri-
tamente negativa. O Teorema 1.2.7 (Teorema de Liapunov - Perron) afirma que
p = (6o, So) € uma singularidade assintoticamente estével para o campo. Portanto,
pela Definicao 1.2.2, existe uma vizinhanca U de p tal que qualquer trajetoria com

condicao inicial pertencente a esta vizinhanga converge para p.

2.4 Existéncia de Orbitas Periodicas

A intuicdo e a anélise dos gréficos fornecidos pelo Modellus nos sugerem que nao

existem Orbitas peridédicas como solugao do sistema.

Como p é um ponto assintoticamente estével, temos que todas as trajetorias com
condicao inicial na vizinhanca U convergem para o ponto p. Assim, mostramos que

nao existe orbita periddica nesta vizinhanca de p.

Vamos supor que a fronteira U intersecciona a fronteira da regiao {2, como na

figura abaixo:
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S
510]
viz(p| :
|
14+ ( - :
!
I 1 I 6
0 1 50 100

Figura 2.11: Vizinhanca do ponto p

Neste caso, nao é possivel existir uma o6rbita periddica envolvendo a vizinhanca
U do ponto p. De fato, se existisse uma oOrbita desta forma, ela iria sair da regiao

triangular; mas isto é impossivel, pois o campo sempre aponta para o interior da

regiao €2.
S
S0
Q
It vizip) :
|
1+ o |
!
. 1 | 6
0] 1 >0 100

Figura 2.12: Orbita periédica envolvendo a viz(p).
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Caso a vizinhanga U do ponto nao interseccione a fronteira da regiao €2, nao
podemos excluir a possibilidade de existéncia de uma orbita periddica envolvendo

esta vizinhanca.

5
30
Q

viz{p| I

14 . |

|

. 1 I 6
0 1 50 100

Figura 2.13: Vizinhanga U nao intersecciona a fronteira da regido triangular: pode existir érbita

periodica.

Agora, vamos supor por absurdo que existe 6rbita periddica na regiao 2 menos
a vizinhanca U de p, nao envolvendo o ponto p. Entao, pelo Teorema de Poincaré -
Bendixson existiria uma singularidade em seu interior. Mas isto é absurdo, pois ja
sabemos que a unica singularidade existente dentro da regiao Q é p = (6o, so). Logo,
nao existe orbita periddica na regiao €2 menos a vizinhanca U, independentemente

de sua interseccao com a fronteira da regiao (2.
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Figura 2.14: Orbita periédica na regido triangular menos a vizinhanca U.

Portanto, concluimos que pode ou nao existir 6rbita periddica como solucao do

sistema, dependendo se a vizinhanca U intersecciona ou nao a fronteira da regiao

Q.

Porém, aplicando o Critério negativo de Bendixson, podemos chegar a uma

conclusao definitiva a respeito da existéncia de solugoes periddicas.

Calculando o divergente do campo,

0=1-(0.07—0+2s)0=Fy

(2.48)
§=1—(—0+2s)s=F

temos que:

@ + OF
06 Js

div(Fy, F,) =
(2.49)

onde a primeira desigualdade decorre de que na regiao {2 temos 6 < 2s.

Assim, o divergente do campo é sempre negativo, donde concluimos, pelo Critério
negativo de Bendixson (Teorema 1.3.9), que o sistema nao possui solugao periodica.
Portanto, a singularidade (f, ) é uma singularidade assintoticamente estével na

regiao ).

o8

=—-0.074+20—-2s+0 —4s < —-0.07+4s —25+2s —4s=—-0.07<0



Capitulo 3

Anexo: A circulacao Termohalina

Ao contrario do que os antigos oceanografos pensavam, as profundezas dos oceanos
nao sao estaticas. Pelo contrério, assim como as dguas superficiais, também as dguas
profundas se movimentam. Porém, diferentemente do que ocorre na superficie, a
for¢a desencadeadora deste movimento nao é o vento, mas a diferenca de densidade

entre as dguas dos oceanos.

Dois fatores determinam a densidade das aguas oceanicas: a temperatura e a
salinidade. Quanto mais fria, mais densa, pois a dgua quente expande. E quanto
mais salgada, mais densa, pois as moléculas de sal preenchem os espacos existentes
entre as moléculas de 4gua. Dai deriva o nome dado a corrente de dgua que se forma
em decorréncia deste movimento: Circulagao Termohalina ou Circulagao Ter-

mosalina.

A Circulagao Termohalina é desencadeada principalmente pela formagao de
aguas profundas em regioes especificas do Atlantico Norte e do Oceano Antértico.
Nestas regioes polares, as dguas da superficie oceanica sao intensivamente resfriadas
pelo vento. O movimento do vento sobre a agua também produz evaporagao que,
por sua vez, também causa a diminuicao da temperatura. Além disso, a evaporacao

remove apenas moléculas de dgua pura, levando a um aumento na salinidade da

29



agua restante, e portanto um aumento na densidade desta agua.

A formacao de gelo oceénico também contribui para o aumento da salinidade
da agua. Como a agua pura congela primeiramente, uma salmoura ¢é formada como
resultado deste congelamento. O aumento da salinidade diminui a temperatura
de congelamento da agua, o que provoca a formacao de uma salmoura gelada em
inclusoes no gelo parecidas com um favo de mel. Esta salmoura derrete progressi-
vamente o gelo que esta proximo e, finalmente, a dgua goteja para fora da matriz

de gelo, afundando.

Assim, temos que a origem da Circulagao Termohalina é um fluxo vertical de
agua superficial que mergulha a uma profundidade intermediaria ou préxima ao
fundo, dependendo de sua densidade. A continuagao deste processo é um fluxo
horizontal que ocorre através da subtituicao das dguas profundas pelas que recém
afundaram. Estas dguas frias e densas se movimentam em direcao ao equador. A
velocidade com que se movimentam é pequena, cerca de lem/s. Decorre dai que o
tempo necessario para fazer a troca de toda a agua do oceano é estimado em 1000

anos.

As massas de agua transportam energia (na forma de calor) e matéria (solidos,
substancias dissolvidas e gases). A Circulagdo Termohalina é um dos responsaveis
pelo suprimento de calor nas regioes polares, regulando o montante de gelo destas
regioes. Portanto, qualquer modificacao nesta circulagao oceénica pode acarretar
impactos significativos no orcamento radiotivo do planeta. Além disso, a Circulacao
Termohalina também tem papel importante na determinagao da quantidade de
dioxido de carbono existente na atmosfera, devido ao seu controle sobre as adguas

profundas do oceano.

De fato, a maior parte do didéxido de carbono produzido no planeta nao fica
armazenado na atmosfera, mas nos oceanos e na terra firme (nas plantas ou nos
solos). Quando armazenado nos sedimentos, ele apresenta-se sob a forma de carbo-

nato de célcio (CaCOs3); no oceano profundo apresenta-se sob a forma de carbonato
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dissolvido (CO37) e fons de hidrogenocarbonatos (HCO3).

O ciclo do carbono obedece a processos fisicos e a processos biologicos. Os
processos fisicos estao relacionados com a maior capacidade do diéxido de carbono
se dissolver em agua fria e na d4gua do mar, ja que esta tltima possui naturalmente
ions de carbonato. A reacao entre os ions de diéxido de carbono e os ions de

carbonato gera fons de hidrogenocarbonatos:

CO, + CO¥ + H,0 = 2HCOs,. (3.1)

Como resultado desta reagao, o nivel de diéxido de carbono na agua do mar
diminui, o que permite a entrada de diéxido de carbono atmosférico no oceano

(Principio de Le Chatelier).

Uma vez nas aguas profundas do oceano, o diéxido de carbono permanecera
al armazenado por mais ou menos mil anos, até estas dguas retornarem a superfi-
cie. Como aguas superficiais elas sao mas quentes e o C'O, retorna rapidamente a

atmosfera.

Os processos biologicos estao relacionados ao ciclo de vida dos fitoplanctons,
algas microscopicas que vivem na camada mais superficial dos oceanos. Como
todo vegetal, o fitoplancton utiliza o diéxido de carbono existente na atmosfera
na realizagao da fotossintese. Quando o fitoplancton morre, ele afunda, liberando
dioxido de carbono nas aguas profundas do oceano durante a sua decomposicao.
Este C'O, ficara ai armazenado. Por outro lado, se o fitoplancton é infectado ou
consumido por bactérias, também ha liberacao de diéxido de carbono, porém nas
aguas superficiais do oceano. Neste processo, parte do gas permanece na agua
e é aproveitado pelos demais fitoplanctons na fotossintese, enquanto outra parte

retorna para a atmosfera.

Muitos outros gases possuem a Circulagao Termohalina como um fator im-

portante do seu ciclo. Temos, portanto, uma participacao muito importante dos
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oceanos no controle do clima do nosso planeta.
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