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RESUMO 

Neste t rabalha apresentam-se procedimentos 

para  anAlise n ã o  linear de estruturas materiais ' 

compastos laminados reforçados por fibras. A formulaçSa 8 

baseada e m  uma descriçso çinemAtica incremental 

Lagrangaana Total,' que p e r m i t e  a t r a t a m e n t o  de 

deslocamentos arbitrariamente grandes c o m  pequenas 

deformaçBes, utilizanda elementos finitos tridimençionaiç 

degenerados deduzidos para a anllise de cascas. A s  

estruturas o consideradas como submetidas a cargas 

mecanicas e a ações d e  temperatura e de  umidade. 

O material & suposto elAstico linear com 

propriedades d e p e n d e n t e s ,  ou não, dos valores da 

temperatura e da concentração de umidade, au viscoelAstico 

linear c o m  u m a  relação constitutiva e m  i n t e g r a l  h e r e d i t a r i a  

e c o m  comportamento higratermc-reologicament~!  simples. A s  

larninas são consideradas cama sujeitas a fa lhas,  as quais 

são detectadas atrav&s de criterios macrosc&picos baseados . . 
e m  tensões ou em deformações. 

1 1 1  &s equaçães n ã o  lineares~de~equllibrio 5x0 

resolvidas atravks de procedimentns i t e r a t i v o s  

deformaçaes dependentes do tempo são avaliadas pelo 

das variaveiç de estado. 

Diversos exemplos  num&ricos de estruturas 

submetidas h flex%o, flambagem e l A s t i c a  e viscoelAstica e 

falhas são apresentados. 



ABSTRACT 

This work  presents procedures f o r  nonlinear 

analysis o f  l a m i n a t e d  cornposite material5 r e i n f o r c e d  by  

f i b e r s .  The formulation is based on a T o t a l  Lagrangean 

inrremental descriptian which allaws t h e  treatrnent of  

arbitrarily l a r g e  dikp1acernents and small s t ra ins ,  using 

three-dimensional degenerated f i n i t e  e l e r n e n t s  derived f o r  

the shell analyçis. The structures are considered as 

subjected t o  mechan i t s ,  t h e r m a l  and hygroscopic loads. 

The m a t e r i a l  i considered 1 inear 

elastit with mechanical properties dependent, ur n o t ,  af 

the temperature and moisture concentrat ion,  o r  linear 

viscoelastic with a constitutive re la t ion  defined by a 
1 

h e r e d i t a r y  integral and with hygrothermal-rheologically 

simple behavior. The layers can 

which are detected by 

be subjected 

macroscopic failure 

criteria based on çtress o r  strain components. 

50 1 ved by  

The nonlinear equilibrium equations. a-re 

iterative procedures and the time dependant 

Severa1 numerical exarnples of  structures 

subjected to b e n d i n g ,  elastic and viscoelastic burkling and 

failures are presented. 

ESCOLA DE ENOENHARIA 
BXBLIOTEU 



1.1 - Cansiderac6es Gerais 

da utilizaçSa de materiais 

reforçadas par f i b r a s  & bastante natural. U prbpr io  caVp0 

humano possui diversas partes e m  que ela se apresenta. 

Baseando-se nesta concepção, o homem criou virios 

materiais de canstru~ão,  d e n t r e  eles o concreto armado, por 

exemplo, que consiste no material concreto reforçado por 

fios ou barras d e  aço que funcionam coma as fibras. P 

ess&ncia da i d e i a ,  por&,  B a combinação .de materiais 

diferentes p a r a  obter  como produto  u m  ' novo material com 

caracteristicas de re5istOncia e de r i g i d e z  melhoradas e m  

relaç%o a aqueles que o constituem. 

O progresso da c i h c i a  e o desenvolvirnent~ 

'das tkcnicas de fabricaçgo de novos m a t ' e r i a i ç ' t h '  permitido 

a abten~so  de fibras d e  alta resistência e a confecção de 
I * I  I .  m I 4 I I 4  

modernos m a t e r i a i s  compastos. D e n t r e  estes, destacam-se os 

materiais conhecidos na literatura inglesa como "compositr 

materiãls", OS quais apresentam como principais 

carac te r i s t i cas  as suas elevadas relações rigider/pesn e 

resist&ncia/peso. Tais materiais t & m ,  nos bltimoç anos, 

encontrado u m  v a s t o  campo de aplicaçaes que se e s t e n d e  

desde a confecç30 de utensilio~ esportivos at& os mais 

sofisticados projetos das indhstr las  automobilistica, 



ã e r o n P u t i c a  e aeroespacial. H&, inclusive, quem os chame de 

"materiais do futuro".  

Nas aplicações estruturais, tais materiais 

são em geral empregados na forma de p a i n k i s  planos ou 

curvos constituidos por liminas compostas por f i b r a s  de 

elevadas re s i s thc ia  e r i g i d e z  envolvidas por um material 
5 

denominado matriz. Normalmente, as fibras nas larninas são 

dispostas e m  uma ou e m  duas direções artogonais (Figura 

1.1). O papel da matriz &: a) proteger e suportar as fibras 

fibras que são OS e b) transmitir os esforços para as 

principais elementos resistentes. 

V A r i o s  materiais t h  sido utilizados c a m a  

matriz, dentre eles estão diversos t ipos  de resinas, metais 

e cer&micas. &i fibras mais usadas são aquelas de v i d r o ,  

g r a f i t e ,  boro e carbono. Os materiais compostos que 

apresentam r e s i n a  c o m a  matriz t h  s i d o  os mais empregados 

e, na literatura inglesa, são denominados d e  "advanced 

camposite materiais". 

Para a execução de uma estrutura, .varias 

l h i n a s  são empilhadas (Figura 1.21 de modo que as 

I I * . I  

;aracte;i'skica; 'de f e s i s thc ia  e r i g i d e z  especificadas na 

p r o j e t o  sejam atendidas atravCç do controle do nQmero de 

lâminas  e da orientaçso das fibras e m  cada u m a  delas. 

Dependendo da disposição das l h i n a s ,  a painel larninado 

pode resultar simCtrico ou n%o c o m  relação h sua superficie 

m é d i a .  Para .çe e v i t a r  i n d e s e j A v e i s  curvaturas, as quais 

podem ser introduzidas, p a r  exemplo, d e v i d o  a variações 

termicas, B mais comum o USO de p a i n + i s  com esquemas de 



(a) -=Fibras e m  u m a  r& direçHo 

t b )  Fibras e m  duas direç8es  ortogonais 

Figura 1.1 - Disposiçl lo das f i b r a s  e m  uma 1Amina 

Figura 1.2 - P a i n e l  de material composto laminado 



AS di ferentes caracter is t icas  mecânicas 

apresentadas pelas f i b r a ç  e pela matriz t o r n a m  o 

comportamento d a s  materiais compostos bastante complexo. 

A l & m  d i s t o ,  quando a matriz & u m a  resina lepdxi, por 

exemplo), as condições ambientais podem ter u m a  i m p o r t a n t e  

influencia sobre a das estruturas confeccionadas 

com aqueles materiais. Embora a maioria das fibras 

apresente comportamento praticamente elistico, a resina na 

presença d e  umidade ou de temperatura elevada exibe 

resposta dependente do tempo. A s s i m ,  a umidade e w 

temperatura, a l h  de provocarem uma degradação nas 

caracter is t icas  de r e s i s t h c i a  e de r i g i d e z  dw material, 

acentuam o comportamento viscoelAstico. Por outro lado, 

tais materiais, em geral, apresentam t e n s õ e s  térmicas 

residuais, as quais sXa introduzidas no estágio de 

resfriamento que ocorre apbs o processa de cura a que os 

m e s m a s  são submetidos durante a fabricação. Estas t e n d e s  

t&rmic%s, residuais podem, incluriv~, assumir valore5 

suficientes para p r o d u z i r  falhas no material. 

I I 1 A s  difèrendas d& comportamento das fibras & '  

da matriz 5x0 t a m b h  respansaveis pelos var iados e 

complicados mecanismos de falhas enibidos pelos materiais 

compostos. Do ponta de v i s t a  rnacroçchpico, os p r i n c i p a i s  

t i p o s  d e  falhas 530: quebra ou f lambagem de f i b r a s ,  

fiçsuração da matriz, perda  d e  aderenc ia  e n t r e  f i b r a  e 

m a t r i z  e delaminaçso. E s t e  bltimo tipo de fa lha  d 

c a r a c t e r i z a d o  p e l a  ieparaç%o dar l h i n a s  e I& causado por 



normais camponen tes d e  tensões e de cisalhamento 

interlaminares, as quais se manifestam de forma mais 

acentuada nas proximidades de bordas livres ou de  furas 

ex is tentes  nos p a i n k i s  e são d e p e n d e n t e s  do esquema de 

laminação. 

A elaboração de modelos num+ricas . 
descrevam com realismo o comportamento dos materiais 

compoçtoç na presença das ações ambientais, tais coma da 

temperatura e da umidade, e principalmente quando ex is te  a 

necessidade da inclusão d o i  mecanismos das fa lhas arirna 

mencíanadas, ainda constitui u m  grande desafio. Por&, o 

potencial de uso e a r a p i d e z  da disseminação do emprego 

daqueles materiais nos mais variados tipos de aplicaçso t h  

motivado, nos bltimos anos, u m  grande esforço no s e n t i d o  de 

se encontrar procedimentos que  consigam, de forma precisa,  

descrever o comportamento dos mesmos na presença das a ç k s  

e das falhas acima referidas. No que segue apresenta-se uma 

revisão bibliogrhfica que t e n t a  mostrar a evolução dos 

estudos dos materiais  compostos laminados com matriz 

pol  imbrica. 
I I 

1.2 - Revisão BibliosrAf ica 

Os chamados "advanced cornposites materials" 

começaram a s u r g i r  no i n i c i o  da d&cada de 60. Nesta Bpoca, 

então, foram desencadeados os primeiros estudos analfticos 

e experimentais da cornpartamen ta mecAnico daqueles 

materiais. Como contribuições pioneiras e relevantes podem 



ser c i t a d a s  aquelas dadas par HILL (19631, HASHIN; ROSEN 

( 1 ? 6 4 ) k ~  TSFII (1965). 

0s t raba lhos  iniciais tinham como objetivo 

c e n t r a l  a caracterização dos c i tados  materiais compostos. 

Os conceitos da rnirromec%nica ji e r a m  empregados na 

t e n t a t i v a  de se obter modelos analiticos capazes de 

fornecer as prapri&dades macrornecAnicas dos materiais 

compostos em função das propriedades dos materiais 

constituintes, ou se ja ,  das fibras e da matriz (HILL, 1963) 

e (HQSHIN; RQSEN, 1964). 

Ainda naquela apareceram 

pr imeiros estudos voltados caracterização 

Comportamento viscoe1,Asticci daqueleti mater ia is  (HASHIN, 

19661, (SCHAPERY, 1968) e IHaLPIN, 1968). Par exemplu, 
, , 

HeSHLN (1966) usou o P r i n c i p i o  da Correspondência e u m  

modelo rnicromec%nico elAstico linear para obter express8es 

analíticas relacionando 

material com propriedades das fibras e da matriz. N e s t e  

Qltimo trabalho as f i b r a s  foram admitidas como elOsticas . . 
lineares e a matriz como vircoelistica linear. 

' Durante- as anos 60 ' t a r n b h  surgiram as 

primeiras contribuições para o estudo de falhas nos 

materiais compostos, Como trabalhos pioneiros, podem ser 

c i t a d o s  aqueles de TSAI (19651, no qual foi proposto o uso 

do rritbrio de escoamento d e  HILL 11950) como criterio de 

fa lhas para materais compostos ,  e HOFFMGN (1967) que 

i n c l u i u  ter-mos lineares e m  componentes  d e  tensão no 

c r i t e r i o  de Hill objetivando tornA-lu mais eficiente no que 



se r e f e r e  21 diferença de comportamento do material i tração 

e 21 compressSa. 

Durante a dkcada d e  7 0 ,  as i n v e s t i g a ç h s  

experimentais sobre aqueles rnateriaiç tiveram um forte 

impulso e,  e m  p a r a l e l o ,  virias formulações analiticas e 

numericas f o r a m  propostas. Na maioria, estas formulag95es 
. 

admitiam comportamento eldstica linear e e r a m  baseadas na 

Teoria Clissica da Laminação IJONES, 1975). Tratando da 

analise de t e n s e s  t k r m í c a s  em p a i n k i s  planos de materiais 

compostos, consideradas como e lAst icoç ,  e dent ro  da linha 

de trabalhos analiticos, podem ser mencionados aqueles 

apresentados p a r  WHITNEY; ASHTON (1971) e HQHN; PRGRNO 

( 1 9 7 5 ) .  

Alguns modelos analiticos abordando o 

comportamento visçoelAstico de materiais campostos foram 

tarnbbm apresentados na decada de 70 ILOW; SCHAPERY, 1971), 

(SCHAPERY, 1974) e (WEITSMQN, 19791. No que d i z  respeita a 

analise de f a l h a s ,  importantes trabalhos foram publicados 

naquela dicada,  dentre as quais podem ser destacadas 

aqueles devidos a T S A I ;  WU (19711 e WU (1?74), os quais 

1 I I I I .  - I * I  I - 

propzem ;rn in teressante  crit&;io de falhas do { i p o  

polinomial. 

Can t inuando  o desenvolvimento das estudos 

dos materiais compostos, pode-se observar que a p a r t i r  dos 

anos 80 o progresso na brea dos modelos numdricos, 

especialmente daqueles que utilizam o mCtodo  dos elementos 

finitos, fo i  bastante i n t e n s a .  Neste pcr iado  s u r g i r a m  novas 

teorias de ardem superior para a analise de placas e cascas 



(LIBRESCU, 

intensificaram os modelas de falhas (HASHIN, 1980), (LEE, 

19801, (CHANG; CHANG, 19871, IZHANG; EVANS, 1988), (HWANG; 

SUN, 1989) e (TOLSON; ZABARAS, 1991). 

HRSHIN (1980) baseando-se em invariantes d e  

tensão estabeleceu como c r i t b r i o  de falhas varias equações 

polinomiais que lev'am em conta os distintos modos de 

falhas. LEE (1980) propôs um c r i t k r i o  de falhas, de carater 

e m p l r i c o  que, a d m i t i n d o  o desacoplamento dos e f e i t o s  das 

t e n s h s  normais e de cisalhamento, também considera os 

diferentes modos de fa lhas,  ZHANG; EVANS (1988) 

apresentaram u m  criteria polinomial quadrAtico de falhas 

expresso e m  termos de deformaçbs .  CHANG; CHANG (1987) 

realizaram u m  estudo de falhas progressivas e m  p a i n k i s  

planos de materiais cornpo~tos, tracionadoç e dotados de 

furo c e n t r a l ,  utilizando elementos finitos bidimensianais e 

um simples modelo de d e g r a d a ç h  d o  material. HWANG; SUN 

I1989)'usaram a criterio proposto e m  (HASHIN, 1980) e um 

modelo iterativo e m  elemento? finitos,tridimensionals para 

analisar p a i n b i r  planos sob cargas axiaii considerando 

' ' 'fa 1 has proQre%si\;ras. TOLSON ; ' ZFIBFiRFIS 'I 1991 I 'apresehtar'am Um 

modelo para análise de falhas progressivas  e m  placas de 

materiais compostos larninados, utilizando elementos finitos 

bidimençionais de placa c o m  sete graus de liberdade por nb 

e um modelo simplificado de degradação do material. 

V A r i a s  contribuições t r a t a n d o  

elástica de tensões e flambagem t e rmicas  de placas de 

materiais compostos f o r a m  t a m b h  publicadas. WU; TAUCHERT 



(1980, 1980a) apresentaram soluções anallticas para a 

anOlise de placas laminadas c o m  esquemas de 1arninaçSo 

simktricos e antissim4tricos submetidas A carga tkrmica.  

Com base e m  u m a  formulação e m  elementos finitos do tipo 

"semiloof", THANGARATNAW et al. 11988) apresentaram u m  

estudo de tensões tbrmicas e m  placas e cascas elasticas, de 

materiais compostas iaminados ,  com pequenos deslocamentos, 

considerando a variaçga das propriedades elasticas com a 

temperatura. 

Posteriormente, THANGARRTNAM et al. I19891 

usaram elementos finitos "semiloof" para a analise de 

flambagem termica linear de placas de materiais compostas, 

mostrando a influência de diversos fatores, tais como, 

cond içbs  de contorno, esquema de laminação, relaqão entre 

lados, etc . ,  sobre os valores da temperatura crítica. CHEN 

et al. (19911 utilizaram u m a  formulação e m  elementos 

finitÒs para a analise de flambagem t e m i c a  linear 

placas 'larninadas moderadamente espessas e com esquema de 

Iaminação , . .  do t i p o  "angle ply"  antissim&trica, mostrando, 

como e m  (THANGRRATNAM et. al, 1 9 8 9 ) ,  a i n f l u w c i a  de virios 

fabores sobre os qaldres da tehperatura" Erit ika.  R A M ~  ' 

S I N H f l  11991) apresentaram u m a  formulação, geometricamente 

linear, baseada e m  elementos finitos iroparam&tricos de 

placas e d e s t i n a d a  a analise e l A s t i c a  de placas laminadas 

de  materiais compostos sob a ação d e  temperatura e umidade. 

Q u a n t o  aos modelos nurn&ricos que consideram 

efeitos  viscoelP~ticos na anilise d e  materiais compostos, 

pode-se afirmar que poucos th s i d o  encontrados  



literatura. Raras t a m b h  s b  as publicações de testes 

experimentais para caracterização romportarnen to 

viscoelAstico daqueles materiais. 

Usando a Teoria Classica da Laminaçzo e a 

material viscoel Lstico 1 inear  

termo-reologicamente simples, FLAGGS; CROSSMRN (1981) 
1 

apresentaram um estudo de p a i n L i s  planos de materiais 

compustos laminados submetidos a cargas merAnicas 

higrotbrmicas. WILSON; VINSON 11984) apresentaram u m a  

formulaçXo q u a s i - e l h t i c a  para analise d e  flambagem em 

placas larninadas  de material viscaeliçtico, desenvolvida 

c a m  base no Teorema da Minima Energia Potencial e no Mktodo 

de Rayleigh-Ritz. HRRPER; WEITSMhN (1985) realizaram um 

estudo tebrico e experimental sobre mudanças de curvatura 

de p a i n e i ç  p l a n o s  de grafite/epdxi com esquema de laminação 

antissimétrico e sob efeitos de umidade, utilizando para a 

analise tebr ica  a hipdtese de material viscoelAstico linear 

e termo-realogicamente simples e a Teor ia  C l A s s i c a  da 

Laminaçãa. , 

Com relação a trabalhos que utilizam como 

1 1  4 1 1  . s 

T e r r a m e m t a  numerica o m&kadb dAs elementos' f initos, p d e k  

ser mencionados aqueles elaboradas por LIN; HWANG (1987) e 

LIN; Y I  (19911. No primeiro, os autores utilizaram 

elementos f i n i t o ã  de quatro n h ,  e deduzidos para estado 

p lano  de tensão,  no estudo de pa in&is  planos de materiais 

compostos laminados sim&tricos, çubmetidws a cargas 

termo-mecanicas, a d m i t i n d o  comportamento viscoelãstico 

linear e material termo-reologicamente simples. No segundo, 



os autores usando elementos finitos para estado plano de 

de formaçbs  estenderam a modelo apresentado por LIN; HWANG 

( 1989 )  para analise de tens-s ínterfaminareç nas bordas 

livres de painkis larninados viscoelAçticos sob cargas 

higrotc5rmicas. 

O p r e s e n t e  trabalho t e m  como o b j e t i v a  

apresentar u m  modelo num4riça para a anblise de p a i n 4 i s  

planos ou curvos constituidos por fAminas  ortdtropas e 

submetidos a cargas mechicaç canvencionais e a ações 

variaçeSes de temperatura e d e  umidade. O modelo permite  a 

realizaçso de analises elAstica, viscaelAstica e de falhas 

pragress ivas .  0s deslocamentos e as rotações dos p a i n k i s  

são a d m i t i d o s  arbitrariamente grandes e as defarmagões s& 

supostas pequenas. 

Na anilise e l b t i c a ,  considera-se que as 

propriedades, do material são dependentes, ou . n ã o ,  

temperatura e da concentraçSo de umidade. No caso da 

anal içe viçcwel A s t i r d  ,' o materi 'a l  ' d ' suposta hihrotet-mo-' 

reologicamente simples e viscoelAstico linear, c o m  uma 

relação canstitutiva na forma de in t egra l  hereditaria. Em 

se t ra tando da analise  de fa lhas,  admite-se que as l h i n a s  

são transversalmente i sdtropas  e que estSo s u j e i t a s  h 

quebras ou flambagem de f i b r a s  e A fissuração da matriz. 

Para elaboração do modelo, os p r ~ c e d i m e n t ~ s  

linear incremental Lagrangeana Total 



apresentados e m  (BATHE, 1982) foram generalizadas pela  

inclusão de  deformações viscoel &st icas ,  termicas e 

higrosc~piças. Como medidas b A s i c a s  de t e n s ã o  e deformação, 

a formulação adota, respectivamente, o Segundo Tensor de 

Piala-Kirchhoff e o Tençor Deformação de Green-Lagrange. 

Para modelar a estrutura são adotados elementos finitos 

tridimensionais degenerados de quatro, oito e nove n b .  

Qs equações não lineares de equilibrio sSo 

resolvidas de forma iterativa a t r a v k  da m&tado de N e w t o n -  

Raphson, em sua versão convencional ou modificada, podendo 

t a m b h  ser utilizado em analise e l i s t i c a ,  que não envolva 

cargas de temperatura ou de umidade, um outro procedimento 

apropriado para a anAlise de estruturas em regime 

p b - c r i t i c o ,  denominado de mCtodc de controle par 

deçlacamentos generalizadas (YANG; SHIEH, 1990) .  

Para avaliaçso das defarmaçõeç dependentes 

do tempo, o modelo emprega um metodo que consiste na 

generaliza$&, p a r a  o caso de materiais anisbtropas d o  tipo 

higratermo-reologicamente çimples, dos procedimentos 

apresentados em (CREUS, 138&1 e destinados ao cAlrulo 

daquelas grandezas. e m  I . materias I isotrbpos. Tais 

procedimentos são chamadas de m & t o d o  das v a r i A v e i s  de 

estado. 

Para a detecta~So de falhas, foram 

implementados no modelo dois critbrios macroscc5picos 

polinomiais baseados  e m  tensão e u m  outro expresso  e m  

termos de deformação, além de um criterio ronstitutivo 

simplificado para levar e m  conta a degradação das 



propriedades elasticas do material na presença de falhas. 

Este Lrltimo empregado quando pretende dar 

prosseguimento i a n i l  içe apds o aparecimento da p r i m e i r a  

falha, ou s e i a ,  quando se realiza uma a n A l i s e  de fa lhas 

prog resçivas . 
Para t e s t a r  a e f i ç i h c i a  dos procedimentos do 

r' 

modelo, diversos exemplos num&ricos s%o apresentados. 

Dent re  eles podem ser c i t a d o s  a andlise de f lexão e de 

flambagem tbrmicas de placas iaminadas elPsticas, flambagem 

viscoelistica de cascas larninadas e anAlise de Talhas e m  

p a i n 8 i s  larninados. 

1.4 - Orsaniracão Conteiido do Trabalho 

O presente.trabalho consiste  basicamente de 

t r&s  partes: c o n c ~ i t u a ç ã o  e p r o c e d i m e n t o s  gerais para a 

analise de materiais anis&tropas, d e i c r i ç h  do modelo 

computaciona1 e exemplos de aplicação. O conteMo do 

como 

descrito abaixo. 

I I 1 * I  1 4  

tJ capitulo 2 apresenta os conceitos bisi tos 

inerentes As r e l a ç b s  consti t u t i v a s  doe mater ia is  

anisbtropos. Consideraçõer sobre simetria e r i g i d e z  

elAçticaç, funç-P de f l u & c i a  e d e  relaxa$ão e i n f l u h r i a  

da temperatura e umidade sobre o comportamento dependente 

do t e m p o  são apresentadas. A inda  no capitula 2 ,  são  

descritos os procedimentos utilizados para avaliação das 

defarmaç2ks dependentes da  tempo e m  materiais anishtropos e 



que consistem na generalização do chamado metado das 

v a r i l v e i s  de estado. 

O c a p i t u l o  3 trata das relações 

constitutivas e das falhas de uma lAmina de material 

composto. Os conceitos e procedimentos expostos no capitulo 

2 são então particularizados para o casa de uma l h i n a  de 

material ortbtrapa. 30s principais cri  t & r i o ~  macroscbpicos 

d e  falhas e u m  modelo simplificado de  deqradaçSo da r i g i d e z  

d e  uma larnina de material composto sXo apresentados. 

c a p i t u l o  4 descri tas 

p r o c e d i m e n t o s  utilizados na anilise não linear geom&trira 

de cascas, tendo rorno base uma farrnulaçãa incremen ta 1 

Lagrangeana Total. A formulação apresentada e m  IBATHE, 

1962) B generalizada pela  i n c l u s ã a  de termos relativos a 

efeitos de temperatura, umidade e viscoelasticidade. 

Apres~ntam-se  tambkrn no capitulo 4 as equaq8es incrementa iç  

de equilibrio da mecAnica do continuo e de um elemento 

f i n i t ~ ' , d e  casca laminada, os processos utilizados para 

solução destas equaçbs e os procedim,entqs usadas para 

a determinaçSo das v a r i a v e i s  de estado e das intervalos de 

tempo na analise v i scoe lAs t i ca .  " 1 1 1  
I .  

O c a p i t u l o  5 apresenta as cararterist icas e 

as principais etapas do modelo computacional. Qs hipbteoes, 

as 1 imi taçWs e os procedimentos nurn&ricos do modelo são 

relacionados. 

Os cap i tu la s  6,7 e 8 tratam dos exemplos de 

aplicação analisadaç pelo modelo proposto. No capitulo 6 

constam os exemplos de anilise de placas e cascas de 



materiais compostos c o n s i d e r a d o s  olAsticos e submetidos a 

cargas de temperatura e de umidade. AnAlises d e  flambagern 

t k r m i c a  de placas de materiais i s b t r o p o  e laminadas, 

elAsticos, 5% apresentadas. O capitulo 7 t r a t a  dos 

exemplos  de aplicação e m  que se considera a mater ia l  como 

visçoelAstico linear. Analises viscoelAstiras de p a i n k i s  de 
* 

materiais compostos laminadoç sob  cargas mec%nicas 

apresentadas. Exemplos de 

viscoe l i s t ica  d e  uma casta de material ishtropo e outra de 

material composto laminado descritas. Finalmente, no 

capitulo 8 sXo apresentados os exemplos numCricos e m  que se 

considera a o r o r r h c i a  de falhas. Anilises que visam a 

determinação das cargas correspondentes ao rurgimento da 

p r i m e i r a  fa lha  em p a i n e i s  larninadas de graf i t e / e p 4 x i  e%o 

apresentadas. Exemplus de anilises d e  falhas 

e m  p a i n 4 i s  de g r a f  ite/epdxi 

cap i tu la  8. 

o t a m b h  descritos no 



2 .  R E L R Ç E S  CONSTITUTIVAS DE MATERIAIS 4NISOTROPOS 

Com o o b j e t i v o  de fornecer OS çubsidios 

bAsicos para o estabelecimento das relações constitutivas 

dos materiais carnpostos considerados no presente t r a b a l h o ,  

sSo descritos neste capitulo conceitos relacionados com as 

propriedades mecânicas de materiais anisbtropos. 

Em primeira lugar, u m a  sucinta descrição 

sobre simetria e l i s t i ca  e sua5 conçequkiriaç na m a t r i z  

c o n s t i t u t i v a  do material 5So apresentadas. Para materiais 

anishtropos e viscoelAsticos lineares, descreve-se sobre a 

i n f  l u g n c i a  da temperatura e da conrentra$Xm de umidade 

sobre as funções de flukicia e de relaxação. U Principio d a  

Superposição Tempo-Temperatura e sua generalizaç%o para 

i n c l u i r '  efeitos de umidade s%o apresentados. Finalmente, ' os 

procedimentos  que constituem o m&toda das v a r i A v e i ç  de 
I I , I  4 I I I . I  

estado, expostos e m  (CREUS, 19861 para a avaliação das 

deformações viscoelAsticaç em corpos d e  materiais 

i sb t ropos ,  são generalizados para  o caso de sdlidaç 

ani sdtropos  do tipo higrotermo-reologicamente simples. 

2.2 - Classificac%a dos Materiais Ruanto Anisotro~ia 

A s  propriedades mecmicaç de u m  material 



est%o fundamentalmente relacionadas com a sua estrutura 

i n t e r n a .  Dependendo desta estrutura,  aquelas propriedades 

podem n%o v a r i a r  de ponto para  ponto d o  material. Neste 

caso diz-se que o material C homog&eo e, em caso 

c o n t r i r i o ,  he terogheo.  Assim, as propriedades mechicas  de 

u m  h i r o  ponto  são representativas do material quando. este  . 
4 homog&ieo. Se aquelas propriedades m u d a m  com a direção em 

torno de cada ponto, diz-se que o material B anisdtropa ou 

que ele apresenta anisotropia. Auando isto não ocorre o 

material & denominado isbtropo. 

A Figura 2.1 mostra as componentes de 

tensso o. atuantes sobre u m  paralelepípedo infinitesimal, 
r j 

retirado de u m  ponto de um corpo homog&eo, anisõtropo e 

elistico linear, com faces paralelas aos planos definido? 

pe los  eixos x ,  y e z .  Na Figura 2.1, os lndices 1, P e 3 

correspondem aos eixos x ,  y e z ,  respectivamente, e as 

convenções usuais de notação e sinal para as componentes de 

tensão sSo utilizadas (TIMOSHENKO; GOODIER, 1970). 

Em notação matricial, relação 

constitutiva do material, em geral, pade ser escrita na 
-. I I I I  4 I . I I 

forma 



Figura 2.1 - Componentes de t e n d o  em um elemento 



onde E .  . SSO as componentes do tensor deformação e os 
t J 

termos C . .  são os coeficientes de rigidez do material, as 

q u a i s  são reunidos na matriz de rigidez CCJ. Por 

cons ideraçõe~  de energia d e  deformação demonstra-se que C . .  J 

= C..(LEKHNITSKlf, 1963). Logo, um material anisbtropo 
J L 

apresenta, e m  g e ~ a l ,  21 coeficientes de r i g i d e z  

i n d e p e n d e n t e s .  

Quando o material possui algum tipo de 

simetria em sua estrutura in te rna ,  as propriedades 

mecanicas tarnbh se distribuem de forma simktrica 

ISOKOLNIKOFF, 1946).  A s  direqaes com prapriedades i d g n t i c a s  

o d i t a s  equivalentes e, n e s t e s  casos, a número d e  

coeficientes de rigidez independentes & menor que 21. A 

seguir são apresentados casos particulares de simetria do 

material. 

a) Material com um plano de simetria 

, . 
Supor que x-y  seja o plano de simetria do 

material, , ocf seja,  , que, as propriedades a ,  mecanicas e m  

direções simBtricas com relaçso ao plano x-y são i d h t i c a s .  

D a i ,  se for  adotado u m  o u t r o  sistema de eixos x ' ,  y '  e z ' ,  

tal que 

tem-se, pela simetria do material em relação ao p lano  x - y ,  

que os coeficientes de r i g i d e z  se m a n t h .  Obtendo-se as 



componentes d e  tensxo relativas aos novos eixos e m  funç%o 

daquelas referidas aos eixos x ,  y e z (SOKOLNIKOFF, 19461, 

observa-se que o' = o u' = Q o' = u o* = Q 0' 
ti i 22 2 2 '  9 9  a s '  i 2  iz' i 3  

-0 e O' = - a . Relaç-s i d h t i c a s  s%;o obtidas entre a5 
i 9  23 23 

componentes de deformação. Escrevendo-se as equaç-s 

dois sistemas ronstitutivas para  eixos, 
< 

introduzindo-se as relações entre as componentes d e  tensão,  

a s s i m  como aquelas entre  as componentes de dsformaçXo, 

acima referidas, e considerando-se os mesmos coeficientes 

d e  r i g i d e z ,  obtkm-se a seguinte m a t r i z  çonstitutiva do 

material (SOKOLNIKOFF,  1946): 

Rssim, um material r a m  um plano de simetria 

possui t r e z e  coeficientes de r i g i d e z  independentes. A 

dir&çSd normal  ao f i lado d e  ~irrietri.3 B dedoininada direção 

principal d o  material. Se a plano d e  simetria 15 o plano 

x - y ,  O eixo z c o i n c i d e  c o m  a direçso p r i n c i p a l  do material. 

b )  Material c o m  tr&s planos de simetria 

admite-se agora que o material apresente 

t r B ç  planos de simetria mutuamente perperdirulares entre 



si, os quais s%o paralelos aos planos x - y ,  y - z  e x-z .  

R t r a v & s  de procedimentos i d h t i c o s  a aqueles utilizados 

para  o caso de material com um sb plano d e  simetria pode-se 

deduzir que a matriz d e  r i g i d e z  da material apresenta  a 

s e g u i n t e  forma: 

Logo, u m  material que possua t r k  planos de 

s i m e t r i a  apresenta nove coef i c i c n  te5 de r i g i d e z  

independentes. Tal material B denominado ortbtropo e o t i p o  

d e  simetria por  e le  apresentado & chamada de ortotropia. 

Os eixos x ,  y e z coincidem com as direções 

p r i n c i p a i s  do material. Observa-se, atravds de (2 .41,  que 

para estas d i r e ç õ e s  n ã o  existem inte,raçeks entre tens-5 

normais e deformaç95es de cisalhamento ou entro tensões de 

1 I L , I  

' risalhahento e defarmaç8e-i ndrmaiç. 

c) Material transversalmente i s d t r o p o  

Um caso especial de simetria c$ a p r e s e n t a d o  

por u m  material que possui u m a  direção tal que e m  todos os 

planos normais A mesma as propr iedades mecAnicas nSo var iam 

e m  torno de cada ponto. T a l  material B conhecido como 
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transversalmente isbtropo. E s t e  tipo de simetria pode ser 

in terpre tado como um caso especial de o r t o t r w p i a  no qual u m  

dos planos d e  simetria 4 plano de isotropia. 

Admitindo-se que o plano de isatropia do 

material seja y - z ,  pode-se demonstrar s e m  

dificuldades que a matriz de r i g i d e z  assume a forma 
rn 

onde Neste 

maiores 

casa existem c inco  

coeficientes d e  r i g i d e z  independentes.. Como 

posteriormente este típo d e  simetria B particularmente 

i m p o r t a n t e  para o presente estuda. 

d ) . M a t e r i a l  com infinitos planos de simetria 

' Quando todos as p l a n o ~ " p a ç s ~ n d ' o '  pelos 

pontos d o  material são de simetria, as propriedades 

mectnicas do m e s m o  n%o variam com a direção e, neste caso, 

como ji mencianado acima, o material & denominada i i b t r o p o .  

A relação c o n s t i t u t i v a  de u m a  material isbtropo tem a forma 



s e n d o  Cd4= ( C i i -  Cd2)/2. Somente dois coeficientes de 

rigidez independentes existem quando o material apresenta 

i so trop ia .  

2 . 3  - Relacões Constitutivas dp Materiais E i s t i c o ç  

Lineares em FuncSo Constante TBcnicas 

A s  relações constitutivas dos materiais 

elAstic05 lineares frequentemente 530 expressas e m  função 

de grandezas t r a d i c i o n a i s  conhecidas como 

t k c n i c a s ,  Tais grandezas sab a i  rn&ulos de Young, 

mbdulos de r i g i d e z  ao risalhamento, G.., e as coeficientes 
J 

. de Poisçon., v .  . , de Chentsov, 
'i j.ktg 

de i n f l u h c i a  m ~ t u a -  
i. J 

do primeiro t i p o  q .  e segundo t i p o  q 
L ~ , k  k , i j m  

I I ,  1 1 1  

E; função destas constantes té;"icas, a 

i n v e r s a  da matriz d e  r i g i d e z  de u m  material a n i d t r o p a  

elAstico linear, CCI;' pode ser escrita na seguinte forma 

(LEKHNITSKII, 1963): 



onde as s e g u i n t e s  r e l a ç h s  r%a obedecidas: 

- I G .  . e vi j ,  */Ekr - 
v IEii' pij,kL'Gkl 'k~,ij , J  

f G .  .. 
i j  ' k , i j  L J  

No caso de u m  material or tb t ropo  elAstico 

linear e considerand~-se os eixos de r e f e r h c i a  segundo as 

direçães p r i n c i p a i s  do material, todos os coeficientes de 

Chentsov e d e  i n f l u h r i a  mQtua sso nulas e a matriz 

cwnstitutiva (2.71 t e m  a f o r m a  



E m  se t r a t a n d o  de material transverçalment~ 

isbtropo e e lAs t i ço  linear, com o plano de isotropia sendo 

y - z ,  tem-se E = 
E 3 3 ,  

v = v  e G Z 3 = E  /2(1 + 
22  i9 = G 1 2 '  12 15 2 2  

v I .  Para materiais isdtropos as seguintes relações são 
12 

satisfeitas: E = E = ESg= E ,  vi== V = v = v e Giz= G A s =  
i i 2 2  i m  2 9  

=zs = E/2(1 + v ) *  

2.4 - R e l a c e s  Constitutivas de Materiais ViscoelPsticos 

Lineares 

Para  u m  material aniçbtropo e viscoelAstico 

linear as t e n d e s  e as deformaç2ks podem ser relacionadas 

atravbs da s e g u i n t e  expressão (SCHAPERY, 1968): 

onde t B o tempo e C .  .(i ,j = 1,2,. . . 6 )  são os m d u l o s  ou as 
L J 

f u n ç b s  d e  relaxação do material. Rs componentes de t e n s ã a  

e de deformação na equaçso ( 2 . 7 )  foram denotadas tom um 

indice que i n d i c a  a ordem das mesmas nos vetoreç tens& e 
1 I iI I I .  I I ,  1 ,  

deformaç2ío que aparerem e m  (2 .11.  Por  exemplo, cr = o 
5 

e 
1 9  

c = 2s . A d m i t e - s e  e m  ( 2 . 9 )  que para t<O as componentes de 
4 iz 

tensão e de deformação s%o n u l a s .  Se fo r  desejado r e t i r a r  

esta  Qltima restrição o limite inferior da integral pode 

ser subst i tu ída  por -ai. Vale  observar  que e m  (2.9) a 

notaç%o i n d i ç i a l  de çarnatbria & utilizada. 

A 1  ternat ivamente .  a relação entre as 



componentes de tensão e d e  deformaçSo em um material 

viscoelAstico linear pode ser escrita como 

sendo D. as funq&s:de f l u h c i a  do material. Para mais 
L j 

clareza na interpretaçso fisica das funções d e  flukicia 

pode-se considerar  o caso particular no qual as t e n s õ e s  

satiçf açam a relação 

onde S. çãa constantes e H ( t )  & a funçm passo, ou seja, 

para t < O  

p a r a  t10 

Considerando-se que d H / d t  4 a f u n ç k  Delta de Dirac 

(FINDLEY et al., 19761, t e m - s e  pela  equação (2.10) que 

A s s i m ,  para o caso d e  componentes de tensão constantes, as 

f u n ç e s  de f lu&ncia t h  um significado m a t e m A t i r o  

semelhante ao dos termos da inversa da m a t r i z  de r i g i d e z  d o  

material. A equação (2.12) & caracteristica do que se 

denomina teste de  fluencia (FINDLEY et al., 1976). 

Observando-se a aplicabilidade do P r i n c i p i o  



de Onsager, as seguintes relações de simetria das funç2ks 

de relaxação e de flukicia do material são satisfeitas 

(BIOT, 1958): 

D It) = D.. (t) 
i j  J 

*' 
Como exposto na p r b x i m a  seção, as funções  

de relaxaçSo e de fluhcia de muitas materiais, 

especialmente os polimeros, dependem da ação de agentes 

arnbienta i s ,  tais como temperatura e umidade, e portanto as 

medidas destes a g e n t e s  devem f i g u r a r ,  juntamente com a 

tempo, tomo v a r i P v e i s  independentes daquelas funçeç.  

2 . 5  - Influencia da Temperatura e da Umidade 
, . , , 

E s t u d o s  experimentais demonstram que muitos 

materiais, especialmente os polimeroe, podem t e r  suas 

propriedades mechicas significativamente afetadas por 

agentes atmosf&ritos, tais como a temperatura e a umidade 

(HALPIN, 19481. E m  particular, o compor tarnen ta 

I I 

visc8eiAsti~o do5 ' polimero& 'se 'acantuk quaddo ' estes 

absorvem umidade ou sSo submetidos a aumentos de 

temperatura. Como consequ&ncia, os materiais compostos, cam 

m a t r i z  polimbrica, são também sençiveis ações 

higratérmicas. 

Para a analise viscoelAstica de materiais 

que apresentem as caracteri s t i c a ç  acima mencionadas Q 

indispensAve1 o conhecimento das funções  viscoel i s t i c a s  



correspondentes h temperatura e ao teor de u m i d a d e  dos 

m e s m o s .  A r i g o r ,  i s to  exigiria, e m  determinadas situaçekr, 

u m  elevado nQmeru de testes enval vendo d i fe ren tes  

combinações de temperatura e umidade,  o que poderia ate ser 

i n v i A v e l  sob o ponto d e  v i s t o  da praticidade. Porém, e x i s t e  

uma classe de materiais r u j o  c o m p o r t a m e n t o  dependente da - 
temperatura permite  u m  tratamento aproximado relativamente 

simples. Tais materiais foram chamadas p o r  SCHWRRZL; 

STAVERHAN (1952) de termo-reologicarnente simples. 

Suponha-se u m  corpo viscoelAstico 1 inear  

submetido a u m a  temperatura T p a r a  a qual as f u n ç õ e s  de 

relaxação do m e s m o  sejam dadas por Cij(t,T) Realizando-se 

u m a  mudança de varidvel e adotando-se u m a  temperatura de 

r e f e r h c i a  Te,  r& possivel se escrever a seguinte relaçEo: 

onde k i j  5 % ~  funções  que dependem do tempo. 

Define-se como term8-reologicamente simples 

u m  mate r i a l  rujas f u n ç õ e s  de relaxação satisfazem a 
1 .  I 1  1 I . I *  

condic%o (NUKI; STERNBERG, 1961) 

dy.. 
c o m  v .  . ( T o )  = O e 

dT '' > O. AS funqes  y i j ( ~ )  550 aqui 
i J 

designadas como funções de translaçso do tempo. 

A equaçxo (2 .15)  B a representaçk  

do chamado P r i n c i p i o  Superposiç%Lo 



Tempo-Temperatura. Observa-se que por este p r i n c i p i o  as 

curvas das funç?hç de relaxação do material em u m a  

temperatura  T podem ser superpostas As rorreepondentes 

curvas d e  relaxação d o  material em uma temperatura de 

referencia To a t r a v k  de simples translações horizontais 

(Figura 2.2). - 
Fazendo-se p. . ( T I  = - logx. . ( T I ,  a equação 

t J  L J 

(2.15) pode ser escrita como 

OU a i n d a ,  

D a i ,  a t r a v k  das equaq2ks (2.14) e (2.161, 

obth -se  a relação 

onde os par%rnetros c .  . sSa denominados tempos reduzidos e 
1 8 1  1 a % J *  I I 8 .  I I I  

xi j ( T )  5So os fatores de translaqão d o  tempo. Na literatura 

inglesa, estes fatores são denominados de "shift f ac to rs" .  

Fisicamente, t k L  representa o tempo para  o qual a funçgo de 

relaxação C 
kL' 

correspondente A temperatura To, t e m  o mesmo 

valor que C no tempo t e na temperatura T. Os valores de 
k L 

c .  . devem ser obtidos experimentalmente (CROSSMCIN et 
J 

1978 1 .  

al., 

Quando a temperatura do corpo muda com o 



Figura 2.2 - Curvas d e  relaxa~ão de u m  

termo-reolaqicarnente simples 

material 



tempo, a5 tempos reduzidos podem ser obtidos pela expressSa 

(MORLRND; LEE, 1960 e LIN;  HWANG, 1989) 

'Os çonceitos dados acima podem ser . 
generalizados para incluir 05 efeitos de umidade IHALPIN, 

1968 e FLBGGS; CROSSMfiN, 1981). Os materiais que se 

comportam de acorda com esta generalização são denominados 

higrotermo-reologicamente simples. Os polimeros utilizados 

como matriz do5 materiais compostos se enquadram 

razoavelmente bem dentro desta classificação (CROSSMAN et 

al, 1378 e HfiRPER; WEITSMAN, 1985). 

Supondo-se u m  corpo submetido a 

distribuiçaes uniformes de temperatura ( T I  e d e  umidade  

(H), u m  p r i n c i p i o  anAlogo Aquele apresentado acima pode ser 

estabelecido a t r a v k  da expreseão: 

. I 1 1 1  

onde as funç-s de translaç%a do tempo satisfazem As 

T e H são os valores de referência da temperatura e da 
O O 

umidade, respectivamente. A equação (2.19) representa o 

P r i n c i p i o  da SuperposiçXo Tempo-Temperatura-Umidade. 



Como no caso em que se considera somente 

efeitos de temperatura, define-se para materiais 

higrotermo-reologicamente simples fatores de translaçSo do 

tempo 2. . ( T , H ) ,  com os quais s%lo determinados os tempos 
a J 

reduzidas 

Os valores das fatores de translaçSo do tempo devem ser 

obt idos  a t r a v k  de testes experimentais d e  f l u h c i a  ou de 

relaxação, considerando-se diferentes rambinaç8es  de 

temperatura e umidade (CROSSMAM et al., 19781. Como 

aproximação, o valor de x. . f T ,H)  pode ser aval i a d o  pela  
J 

expressão (HRLPIN, 1968) 

T 
onde x ( T I  indicam fatores de translaçzo do tempo obtidos 

i j  

para uma temperatura T e um teor de umidade constante H e 
O 

z:j(H) s9io 05 fatores de translaqSo de tempo 

correspondentes h uma umidade* H. e uma temperatura T . 
O 

R literatura apresenta expressões empiricas 

para avaliação o s  fatores de translação do tempo de 

polimeros. Uma bem difundida equação & a denominada WLF 

IWilliarns, Landel, F e r r y ) ,  a qual fornece a valor d o  f a t o r  

de translação do tempo de u m  polimero, x I T ) ,  considerando 

efeitos  de temperatura (WILLIANS et al., 1955)  



sendo C e C Z  constantes do material d e t e r m i n a d a s  atraves 
i 

de testes experimentais e T e T devem ser medidas e m  graus 
O 

K e l v i n .  Para o caso e m  que sSo considerados efeitos de 

umidade  e m  p o l  imerqs, a seguinte equaçãP empir ica  

proposta para avaliação da f a t o r  de translação da tempo. 

tomando-se com referencia o material seco IHRLPIN, 1968) 

onde C e C são c o n s t a n t e s  do 
3 4 

material obtidas 

experimentalmente e p é a densidade do polimero. Nesta 

bltima expressão H i n d i c a  a concentraçgo de umidade, ou 

se ja ,  a relação entre o peso da Agua c o n t i d a  e m  um volume 

do material bmido e a peso d o  volume de material 5eco. 

E importante ressaltar que ar consideraç6es 

relativas ao P r i n c i p i o  da Superpos içXa Tempo-Temperatura- 

Umidade f e i t a s  nesta oeçSo para as funç-s de relaxação 

podem, de forma angloga,  ser * + e s t e n d i d a s  As fumç&r; .de 

f l u h c i a .  

2.6 - Avaliação d a s  Deformacões Viscoelisticas um Corpo 

Anisdtropo pelo MBtado d i  VariAveiç Estado 

Rs componentes de deformação de um corpo 

anisbtropo viscoelãçtico linear podem ser escritas na forma 



ande E. .(T,H,t-r) são as funçeSes de fluência do material 
L J 

para  a temperatura T e a concentração de umidade H. A s  

deformações h igrotbrmicas n ã p  estão incluidas e m  (2 .24 ) .  

~dotbndo-se como referência u m a  temperatura 

T e u m a  
O 

concentração de umidade H e aplicando-se a 
Q 

P r i n c i p i o  da 

pode-se escrever 

Tempo-Temperatura-Umidade, 

ande D. representam as f u n ~ e s  de f luk ic ia  para To e H e 
j O 

I 

T i j  5ã0 os correspondentes tempos reduzidos, os quais são 

calculados em f u n ~ z o  dos fa tores  de translaçso do tempo 

atrav>& dos procedimentos expostos na seção anterior. 

fntrodurindo-se (2.251 e m  (2 .241,  obtem-se a seguinte 

sendo e m  geral 

Utilizando-se a regra de integração por 

partes,  a equação ( 2 . 2 6 )  pode ser escrita como 



O comportamento das funç-s de f l u h c i a  ao longo do tempo 

p e r m i t e  que as mesmas sejam escritas aproximadamente na 

f o r m a  de u m a  s&rie de Dirirhlet-Prony, como segue 

O 
onde D. , DP e @pj  d o  ~ o n s t a n t e s  do material que devem 

i J J 

ser determinadas experimentalmente. O s  p a r h e t r a s  e p .  sãp 
L J  

c o n h e c i d o s  como os tempos de retardação do material. Na 
, - 

equa~ão ( 2 . 2 9 )  a notação indicial de çomatdria não deve ser 

aplicada. 

Derivando-se ( 2 . 2 9 )  com relação a r e 

lembrando que c .  . & funq- de .r, conforme a equaçso (2.271, 
1 J 

t e m - s e  

m . .  , D.: c..- r . .  N P 
i = - tJ e x p t -  LJ L J  

í9.r 
p = í  t j  

eP 
i j 

Fazendo-se 

e substituindo-se esta expressão em ( 2 . 2 8 ) ,  obtem-se 



Esta Qltima equação pode t a m b h  ser escrita 

na s e g u i n t e  forma 
N rn 

onde 

Pela equação (2.351, observa-se que cada 

*componwite   de defurmaç%lo total no tempo t pode S&r 

c o n s i d e r a d a  coma a soma de uma componente de deformação 

V e1 Astica i n s t a n t i h e a  c: e outra viscoelbstica ai, dadas 

respectivamente p o r  



Derivando-se cada uma das expressões (2.34) 

com relação ao limite superior das integrais t, chega-se 

com o seguinte sistema de equaçhs diferenciais lineares de 

primeira ordem, 

Este sistema de equaq-s diferenciais 

desacopladas pode  ser resolvido numericamente a t r a v h  de 

procedimentos envolvendo diferenças finitas, coma exposto 
, . 

posteriormente no capf tu10 que t r a t a  dos procedimentos 

numiricos do modelo romputacional aqui apresentado. 
I I I I I .  I * I  I - 

P Com as valores dos diversos #, , 

t J  
calculados 

as componentes das def armaç&s viscoel A s t i c a s  s%Lo avaliadas 

a t r a v i s  das equaçaes (2.36). E s t e s  procedimentos para 

aval iação das def orrnações viscoel A ç t i c a s  podem 

chamados, como e m  ICREUS, 1986) para o caso de mater ia i s  

isbtropos,  de mbtodo das v a r i A v e i s  de estado. 



3.  RELAÇES CONSTITUTIVAS E FALHAS DE UMA LÃMINA 

capi tu lo  trata relações 

canstitutivas de uma larnina ortbtropa de material composto, 

reforçada por f i b r a s  e m  uma ou e m  duas direçi5es ortogonais.  

A s  expressões para çdlidos t r id imens iona is  anishtropos 

apresentadas no c a p i t u l o  anter ior  são estabelecidas e m  

espaços reduzidos de t e n s ã o  e de deformaçEo, para o caso no 

qual as componentes da tensão e de d e f o r m a ~ ã o  normais  ao 

plano m a i o  da IArnina n& sãa c o n s i d e r a d a s ,  Relações 

d e s t i n a d a s  a transformações de coordenadas para t e n s - ç ,  

deformações e matriz conçtitutiva e m  tais espaços reduzidas 

s X o  apresentadas. 

Apresentam-se t a m b h  n e s t e  capi tu lo ,  

consideraç8ei *relativas, aas p r i n c i p a - i s  tipos de falhas que 

ocorrem nas lâminas de materiais compostos r e f o r ~ a d o s  por 

fibras, assim' cilirno 05 ' cri't&rios' ' macrdscdpicos - mais 

utilizados na detectação daqueles t i p o s  de falhas. Um 

modelo de degradação d e  r i g i d e z  de uma l t m i n a ,  devida a 

existmcia de fa lhas ,  & apresentado. 

A F igura 3.1 mostra uma larnina d e  material 



Figura 3.1 - Eixos pr inc ipa i s  6 locais de uha larnina 



composto reforçada p o r  f i b r a s  as quais são dispostas 

segundo a direção 1 e,  passivelm~nte, tambbm ao longo da 

direção 2. Sob a ponto d e  v i s t a  macrosc~pico, a material da 

larnina pode ser cons iderado  homog&nea e or tb t ropo ,  com os 

planos p r i n c i p a i s  1-2, 2-3 e 1-3. 

e m  g e r a l ,  Admite-se  que o material, 
-* 

apresenta u m  comportamento visroelAstico linear e que a 

llmina es te ja  submetida a cargas mecAnicas e a 

t empera tu ra  T(xi,xz,xsl e d e  u m i d a d e  H ( x I , x Z , x S ) =  

Denotando-se por  a. e (i=1,2,3), respectivamente, as 
L 

coeficientes de dilata~ão t k r m i c a  e de expans%o 

u m i d a d e ,  segundo as direções p r i n c i p a i s  do material, as 

componentes de deformação segundo estas mesmas direções 

podem ser obtidas atravCs da relaçzo 

, oqd,e T* e H* , sãp, respectiyamyn te, ps ,valores , ,da , 

temperatura  e da concentração de umidade para os quais o 

material não apresenta deformação. Observa-se que e m  (3.1) 

admite-se que 05 coeficientes de dilatação t i r rn ica  e de 

expansão por umidade dependem de T e H. 

Conforme se apresenta na seç%o 4.2, a 

formulação que aqui çe utiliza & baseada na hipbtese 

tradicional da teoria das cascas delgadas segundo a qual as 

deformações normais, transversais h ç u p e r f i c i e  mddia da 



estrutura,  são desprezadas. 1 d i s t o ,  admite-se como 

simplificação que ao t e n s õ e s  normais transversais Aquela 

superficie são pequenas e, p a r  i s t o ,  não são consideradas. 

Devido a estas hipbtesee, OS espaços das tensões e das 

deformações t ê m  sua dimensão reduzida de 6 para  5 .  05 

vetores de tens%o e de deformação, portanto, são escritas 

Como - 

onde a ordenação d o r  termos & f e i t a  com base na seguinte 

relaç%o entre lndices: 1 = 11, 2 = 22, 3 = 12, 4 = 13 e 5 = 
. . . , 

23; ' Na a d ~ l - i s e  viscoelistica as componentes dos vetores 

dadns em (3.21 e (3.3) 5x0, e m  geral, funções  do tempo. 

Usando notaç%a matricial, relaçXo 

constifutiva (3 .1)  pode ser escrita como 

ao onde CDJ reune os termas D ( T ,  H,  t-T 1 , C - 
i j  ? 

derivadas ~ u . ( T ) / &  e 
J 

ESCOLA DE ENQENHARIA 
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A p r i m e i r a  integral que aparece em (3.1)  ou 

(3.41 corresponde As c a n t r i b u i ç i k s  elast ica  instantanea e 

viscoelAstica (dependente do tempo) da deforrnaçso. A 

contribuiçSo elAstica em um tempo t 8 dada por 

Rs c o m p o n e n t e s  da deformação v i s c o e l h t i c a  

podem ser encontradas atravLs do metodo das varidveiç de 

estada, exposto no c a p i t u l o  2 ,  pela  expressão 

onde os t$? "são  obtidos resolv&ndo-se o sistema ('2.371 sem 
t 8 

as equações relativas à c o m p o n e n t e  a&, ou s e j a ,  

G segunda e a terceira i n t e g r a i s  que 



aparecem e m  ( 3 . 1 )  representam, respectivamente, as 

componentes das deformações devidas A variaçzo da 

T H 
temperatura ( s. 1 e da concentração d e  u m i d a d e  I ci 

t 
1 da 

larnina. R p r i m e i r a  & a chamada componente da deformação 

terrnica e, a segunda, da deformação higroçcbpica.  Nas 

situações em que os valores de a. e são c o n s i d e r a d o s  
t 

independentes de T & d e  H, as componentes das deformaçBes 

t 4 r m i c a  e higroscbpica podem ser obtidas pelas relações 

onde Af e Ali indicam, respectivamente, as variações de 

temperatura e de concentraçSo de umidade. 

3.2.1. Matriz Constitutiva Elistica de uma L h i n a  

A matriz r a n s t i t u t i v a  elastira t 51, que 
O 

reune os termos 5 ( T , H , O ) ,  pode ser colocada na forma 
i j 

( 2 . 8 )  , e m  função de, ,const?n$e,ç t&cnica,s Ique, no presenfe , 

caso são admitidas como geralmente dependentes dos valores 

da temperatura e da concentraç%o de umidade. Nas espaços 

reduzidos de tensão e de deformação, a matriz constitutiva 

elbstica c ~ D I ,  correspondente As direç-s principais do 

m a t e r i a l ,  assume a f o r m a  



onde as valores das constantes t k c n i c a s ,  para materiais 

com pasta^ usuais, em diferentes niveis de temperatura e de 

umidade, podem ser encontrados na literatura (HRHN; PAGQNO, 

1975,  SHEN; SPRINGER, 1977 e TSAI;  HQHN, 19801. 

A matriz d e  r i g i d e z  elAçtica do mate r i a l  da 

l - i n a  L C1 = [ o ~ ~ ; L  correspondente A temperatura T e h 
O 

concentração de umidade H, t e m  o arranjo 

I ( S i m é t r i c o )  

com as termos dados e m  funçEa das c o n s t a n t e s  tecnicas pelas 

expreçsões (LIaO; REDDY, 1987): 



sendo K um coeficiente i n t r o d u z i d o  para correção do  er ro  

i 
que se comete ao se a d m i t i r  que as deformaç9Ses de 

cisalhamenta t ranversa is  tem d i ç t r i b u i ç ã a  uniforme. No 

presente trabalha adota-se K = 5/41 ( L I A O ;  REDDY, 1987). 

Tendo em v i s t a  o reduzido comportamento 

viscaelArtico exibida por certas fibras, tais como as 

fibras de g r a f i t e  e de boro, & c o m u m  se a d o t a r ,  na analise 

viscoelAstica de estruturas constituidas de materiais 

compostos larninados, com matriz polimbrica e reforçadas com 

aquelas fibras, a hiphtese de que na direção destas a 

l%mina  comparta-se cama elAstica e que nas d i r e ç a s  

tranversais Ps m e s m a s  e e m  cisalhamento e l a  apresenta uma 

r e t p o 4 t a  viscaelAskica IHQSHIN; 1966 e WILSON; VINSON, 

1984). Outros materiais compostos, tais como aqueles que 

utilizam as fibras denominadas na literatura inglesa par 

"Kevlar a r a m i d  f i b e r s " ,  apresentam comportamento dependente 

do tempo e m  todas as direç-s (WALRQTH, 19911. 

A cararterizaçzo da resposta viscoelAstica 

dos materiais compostos larninados & geralmente realizada 

atraves de testes de flu&nçia ou de relaxação, executados 



sobre corpos de provas constituidos por lminas dispostas 

de  modo que as f i b r a s  tenham uma s b  direção (CROSSWAN et 

al., 1977). No caso de  larninas reforçadas por f i b r a s  e m  

duas direções ortogonais (tecidos), os corpos de prova são 

normalmente construidos por l h i n a s  sobrepostas de modo que 

as direções das mesmas com igual volume de fibras sejam 

c o i n c i d e n t e s .  fis d i s a o s i ç õ e s  das lâminas ,  acima descritas, 

tem como expliraçSo o fa to  de que as resultados obtidos nos 

testes sobre oç corpos de prova devem ser representativos 

de uma Qnica l h i n a .  Tais testes compreendem tração e 

compressão simples paralelas As f i b r a s  e na direção 

transversal 85 m e s m a s  P cisalhamento simples nos planos 

principais do corpo de prova. Como resultados sSo 

eçtabeleridas as funções de f l u h c i a  ou de relaxação 
, . 

correspondentes 85 d i r e ç õ e s  principais da l - i n a .  

relaia~ão C. . ( T , H , t )  podem em geral ser expressas na forma 
L J  

d e  s ~ r i e s  exponenciais (FLAGGS; CROSSNAN, 19011, como segue 

onde os parametrus 00 C .  10 . E? ., 
i j' 

P 
i j 

e qj ÇXU 
i J L J 

obtidos experimentalmente para o material da lâmina a uma 

temperatura T e uma concentração de umidade H. 



parAmetros p. são denominados tempos de relaxação do 
i J 

material, enquanto que os yj,  como j A  foi mencionado na 

seção 2.6, s%a os tempos de  retardação.  O nbmero d e  termos 

usados na expansHo das s&ries ac ima apresentadas d e p e n d e  da 

precisão almejada na anilise. 

Encontram-se na literatura trabalhos que 

a b j e t i v a m  a avaliaq%d num&rica das 

dos materiais compostos utilizando 05 conceitos da 

rnirrornecánica (HASHIN, 1966 e WILSDN; VINSON, 1984). N e s t e s  

casos, supõem-se conhecidas as funções viscoelAsticas dos 

materiais constituintes ( m a t r i z  e f i b r a s )  e a p a r t i r  delas 

procuram-se obter aquelas funções para a l h i n a .  Tendo e m  

v i s t a  a complexidade do camportamento dos materiais 

compostos e as dificuldades de modelagem das condiç&s 

f l s i c a s  r e a i s  nas regi8es das interfaces fibra-matriz, 05 

resultadas o b t i d o s  c o m  o uso da rnicromec%nica n e m  sempre 

são sãtisfatbrias. Para maiores detalhes sobre o USO da 

micrornerAnica na avaliaqão d a s  relações constitutivas de 

materiais compostos;, recomenda-se 

(CHRISTENSEN, 1779)- 

referência 

. , I 

3.3. Transformacões de Coardenadas 

Na seção a n t e r i o r  foram apresentadas as 

relações const i  tutivas de uma Iamina r e f e r i d a s  As d i r e ç õ e s  

principais do material. No entanto, para  a realizaçSo da 

analise a t r a v k  da formulaç%o aqui apresentada & i m p o r t a n t e  

a obtenção daquelas relações r e f e r i d a s  a eixos l oca i s  x '  
s 



x '  e x '  mostrados na Figura 3.1. 
2 3 ' Os eixos local x '  e 

3 

p r i n c i p a l  3 são coincidentes. O eixo local x '  forma um 
L 

Angulo  8 com a direç* principal I. 

O v e t o r  deforrnaç%o referido aos eixos 

locais x '  x '  e x '  d e n o t a d o  por {c') = {c;,&~,c~,c;,~;>~ 
A ' 2 9 ' 

estA relacionado com a v e t o r  deformação { E )  relativo As 

direçWs  p r i n c i p a i s  i, 2 e 3 ,  dado em 

expressão 

13.3) ,  a t r a v é s  da 

onde a m a t r i z  transformação CTE3 B dada por 

hnalogamente, o v e t o r  tens30 r e f e r i d o  aos eixos locais  
x;, 

[TE] = 

x '  e x g  , (0.1 = ful, u2, as, u4, os), pode ser encontrado 
2 

em função do vetor tens30 r e l a t i v ~  aos eixos principais, 

2 - cos28 s e n  8 senecose O 

s e n z 8  cos28 -senBcose O 

-senZB sen2B , c o s Z ~ s e n 2 ~  O 

O . O O cose 

O O O -5enQ - 

dado e m  13.21, pela re laçFo,  
I I 

-T onde a m a t r i z  transfarrnaçSo [To] 4 igual a CT13 e se 

espressa na f o r m a  



ccis28 sen ' 8  s e n 2 8  
2 

s e n  8 2 
cos 8 - s e n Z e  

ssn2WZ cosZ+sen ' 8  

O O O 

O O O 

A relação constitutiva d e  uma l h i n a ,  

r e f e r i d a  ao sistema de eixos locais acima mencionado, pode 
1 

ser escrita cama 

Introduzindo-se (3.14) e (3.16) e m  (3 .41 ,  e considerando-se 

(5.181, chega-se com 

2 
a c05 6 + a sen 0 

2 

a s e n 2 8  + a cos28 I :  2 ' 1 



Part icularmente,  a m a t r i z  constitutiva 

elAstica r e f e r i d a  aos e i x o s  locais pode ser o b t i d a  a t r a v b  

da expressão 

Considerando-se que i a matriz de r i g i d e z  e l b s t i c a  do 

material, relativa aos eixos locais, pode ser d e f i n i d a  como 

[ r ]  = C e tendo e m  v i s t a  a relagso entre [ T E ]  e 
O O 

LTJ, chega-se com 

3.4. Falhas de uma Larnina Material Composta 

Os p r i n c i p a i s  tipos d e  f a l h a  que ocorrem em 

estruturas c o n s t i t u i d a s  por l h i n a s  de materiais compostos 

reforçados por f i b r a s  e com matriz polim&rica sSa: 1) 

quebra ou flambagem de f i b r a s ;  2) fissuraçZia da matriz; 3 )  

perda de a d e r h c i a  entre f i b r a s  e m a t r i z ;  e 4 )  delaminação, 

,oy seja,, , s e ~ a r a q ã o  de lAminas. 0s t r & s  .pr imeirao , tipos da 

fa lhas  estão relacionados com as c a r a c t e r i s t i c a s  

materiais constituintes das lAminas ,  enquanto que a 

dos 

t i p o  depende do esquema de laminação, ou seja, da s e q u b c i a  

e a r i e n t a ~ ã o  das l h i n a s  na estrutura.  

O estudo de falhas em materiais compostos 

pode ser conduzido e m  escalas rnicrosc6pica e macroscbpiça. 

Do ponto de v i s t a  micraschpico, as fa lhas  sãa associadas B 



nos materiais compostos, a anPlise a nivel r n i c r o s c ~ p i c o  

torna-se bastante complexa (REDDY; PANDEY, 1987) e d i f i c i l  

d e  ser implementada e m  uma formulação que vise uma 

descriçZo prAtica do comportamento d e  estruturas feitas c o m  

aqueles materiais. 

A nivel macrosc6pic0, a analise de falhas 

geralmente é conduzida utilizando o conceito de criterios 

de f a l h a ,  os quais t e m  car i te r  f e n o m e n o l @ i c o  e, e m  u m a  

in terpre tação georn&trica, correspondem h hiperçuperficies 

nos espaços de t e n s a s  ou de deformações. Ta is  criterios, 

e m  geral, são estabelecidos para uma l A m i n a  e se expressam 

e m  função das componenteç de tensão ou d e  deformação, 

referidas As d i r e ç i k s  p r i n c i p a i s  do material. 

Matematicamente, os crit&rios macroscúpicos de falha, para 

uma larnina, são definidos por uma ou mais funçe5es do tipo 

, & s i m ,  quando o ,estado de tensão DU de deform9r;ão em , p m  

ponto de uma larnina s a t i s f a z  ao criterio de f a l h a ,  

admite-se entSo que, naquele ponto, a larnina deve 

apresentar uma fa lha.  

U m a  forma conveniente d e  representar 

matematicamente uma critbrio d e  f a l h a  & a t r a v k  d e  

expresções polinomiais, as quais t e m  a forma g e r a l  (WU, 

1974) 



ou a i n d a ,  e m  termos d e  deformação, 

G i b i  + G i j E i E ;  + GijLEiCjEk+ . . - - * .  = 1 

* 

O s  coeficientes deçtes polin&niaç dependem das res i s thc ia s  

da lsmina e devem ser obt idos  por meio de testes 

experimentais.  

E x i s t e m  criterios que t e n t a m  definir a 

o c o r r h c i a  de fa lha  uma h i c a  equação, s e m  

considerar o modo da fa lha ,  ou seja, se ela corresponde h 

quebra, ou flarnbagern, de fibras ou h fissura~ão da matriz. 

Tais criterios se prestam papa a anAlise d a  estrutura at& o 

surgimentc da p r i m e i r a  f a l h a ,  a que na  literatura i n g l e s a  

se denomina " F i r s t  P l y  F a i l u r e  (FPF) analysis". Para dar  

c o n t i n u - i d a d e  A a n a l i s e  apds t e r  ocorr ido uma ou mais falhas 

na estrutura & essencial o conhecimento da natureza das  
. . 

m e s m a s  para que se ja  procedida a apropriada modificaçSo nas 

constantes elasticas do material nos pontos onde as f a l h a s  . I L , I  I I 

ocorreram. Para atender esta necessidade,  podem ser 

e n c o n t r a d o s  na literatura criterios que apresentam u m a  

equação para  cada modo de falha (HASHIN, 1980 e LEE, 19001 

e que, p o r t a n t o ,  5x0 indicados para a n A l i s e  d e  estruturas 

em estAgios poster io res  ao aparecimento da primeira fa lha ,  

o que se denomina d e  a n A l i ç e  progressiva d e  f a l h a s .  E s t e  

tipo d e  anAlise pode culminar com D que se chama na 



literatura inglesa de "tast Ply Failure [LPF)", ou seja, o 

estado limite no qual a estrutura se encontra em u m  estQio 

de degradação tão avançado que torna-se incapaz  de suportar 

qualquer carga adicional. 

A seguir s%o apresentados os m a i s  usados 

criterios  de fa lha  de uma I r n i n a ,  considerando-se que o 

material que constftui a m e s m a  seja transversalmente 

isbtropa e cum o plano de isotrupia roncidente com o plano 

2-3. Esta hipbtese implica em se considerar i g u a i s  as 

resistdncia ao cisalhamentw nas planas 1-2 e 1-3. 

3.4.1. C r i t e i o s  de Falhas de uma Lmina 

a) C r i t b r i o  da MAxima Tensão 
- ,  

O c r i t e r i o  da rnaxima t e n s &  B o que 

apresenta m a i o r  carAter intuitivo, pois  ele estabelece que 

uma +alha ocorre quando pelo menos uma das componentes de 

tenrão':atuantes segundo 9s direçães p r i n c i p a i s  da l h i n a  

ultrapassa o seu correpondente valor limite determinado 
h .  

experimentalmente. P o r  este critbrio, uma l h i n a  apresenta 

falhamnas s e g u i n t e s  condiçõas: , 



cisalhamento 

onde as letras X e Y representam as resistências da l h i n a  

nas direções 1 e 2, respectivamente, e os índices t e c 

indicam tração e compressSa. R l k n  d i s t o ,  SA e ST simbolizam 

as respectivas resistincias ao ciçalhamenta axial e 

transversal, nos planos p r i n c i p a i s  1-2 e 2-3. Observa-se 

que o presente criteria n& c a n s i d e r a  o efeito da interaçSa 

e n t r e  tensões nos modos de fa lha.  

b )  Cri tér io  da M ã x i m a  De formaçk  
. , , , 

A s  condiq8es impostas  p e l o  c r i t e r i o  da 

rnaxirna deformação s%a semelhantes àquelas do criterio da 

mAx ima t e n s ã o ,  trocando-se as v a r i a v e i s  básicas tensões par 

deformações. A s s i m ,  & a d i m i t i d a  a o c o r r b c i a  de fa lha na 

l h i n a  quando u m a  das seguintes condições, no minimo- for  

satisfeita: 

E I / X E L  = 1 

E n c u r t a m e n t o  



05 simbolos X E  e Y indicam os limites de 
E 

deformaçEks normais de alongamento ( i n d i c e  t) ou de 

encurtamento ( i n d i c e ' r )  ao longo das direçt5es  p r i n c i p a i s  1 

e 2 d a  lAmina, respectivamente, enquanto que SEI 

representam 05 respectivos limites das deformaçekç d e  

cisalhamento axial e transversal, nos planos 1-2 e 2-3. Tal 

criteriu n%a considera a efe i to  da interação das 

deformaçaes sobre os modos de fa lha.  

c) Criterio de Hill 
. , 

E s t e  criterio é 
, , 

do tipo polinomial 

q u a d r a t i ç o  e consiste e m  u m a  adaptação para a análise d e  

falha; do cri tbrio  d e  escoamento para materiais anisbtropas 

propost'6 por  HILL 11950), o qual constitui uma extensga do 

c o n h e c i d o  c r i t e r i o  de escoamento de von Mises. O c r i t k r i o  . , . . 

de fa lha  de Hill t e m  a seguinte expressão ( T S f l I ,  1 9 6 5 ) :  

onde ae valores de X e Y devem ser tornados como X e Y 
t t 

quando o e o s%o t e n s - s  de t r aç%o  e c o m o  X e Y se 
i 2 C 

estas t e n s õ e s  çzo de compressZo. 



d )  CritBrio de Hoffman 

Basicamente, o cr i ter io  de Hoffrnan consiste 

e m  uma extensão da c r i t i r i o  de Hill, obtida pela inclusSo 

neste ~ l t i m o  d e  termos lineares em t e n s l k s .  A express%a do 

criteria de Haffman 15 polinomial quadritica, c o m  a seguinte 

forma (HOFFMAN, 1967) 

ande nesta expressão as resist&nriaç A rompressão X e Y 
C C 

devem ser tornadas com valores negativos.  

e )  Critkrio de Tsai-Wu 
\ 

O critkrio de falha proposto por ( T S Q f ;  WU, 

1971) t e m  uma forma polinomial quadratica e pode ser 

expresso e m  termos de tensso ou d e .  def ormaçSo., Em f unçxo 

das componentes de tensão o cr i tbr io  de Tsai-Wu B dado pela 

relação' ' I I I L I #  

o n d e  os parAmetros de r e s i s t h c i a  F e F .  , são calculados 
i I J 

a t r a v h  das equações 



resistências 

. 
Observa-se p e l a  invariancia das 

cisalharnento com relação aos s i n a i s  das correspondentes 

tensões cisalhanteç que os coeficientes dos termos lineares 

nestas Qltimas tensões devem ser nulos. Explicitamente, 

para o caso de u m a  lamina transversalmente isbtropa,  o 

critbrio d e  fsai-Wu é dado por 

* 
O fator de interação Fiz deve ser tratado 

. . 
como u m a  c o n s t a n t e  ernpirica, a qual deve ser determinada 

Tendo e m  v i s t a  as dificuldades encontradas na 

destes testes e, ate m e s m o ,  as incertezas de que as valores 

obtidos em d i f e r e n t e s  testes biaxiais 

possam ser 

aproximados, recomenda-se (HIDDLETON, 1990) que na a u s h c i a  

* 
dos mesmos seja adotado o valor F = -1/2. Alguns autores, 

i 2  

inclusive, chegam a propor que o termo correspondente ao 



parametro F seja eliminado da expressSo polinomial do 
12 

critkrio. P o r h ,  como pode ser visto em ILABOSSIERE; NERLE, 

19871, para materiais compostos usuais o valor daquele 

parametro pude ter  grande i n f l u ê n c i a  na quadrante 

comprassSo-compressão do espaço d a s  tens2ks. 

Uma f o r m a  alternativa de escrever o 

cri tbrio  de Tsai- Wu consiste em 5e tomar como variAvei5 

b A s i c a s  as companen tes de def ormaçga segundo As direqões 

principais da lámina. Neste caso pode-se escrever  c 

c r i t e r i o  como 

sendo, para o caso d e  u m a  larnina elAstica linear, 

o n d e  Cij 530 os coeficientes de r i g i d e z  da l A m i n a .  



f )  Criterio de Hashin 

Admitindo-se uma larnina com f i b r a r  

u n i d i r e c i o n a i ç ,  dispostas segundo a direçxo principal 1, e 

considerando-se que o plano 2-3 pode ser tratado como um 

plano de i s o t r o p i a ,  tem-se que u m  critirio de f a l h a  nSo 

deve mudar quando os e i x o s  2 e 3 são rotacionados e m  torno 

do eixo 1. baseando-se neste f a t o ,  (HASHIN,1980) afirma que 

u m  tal c r i t L r i o  d e  falha deve ser funçXu dos invariantes de 

tensão c o m  relaçSo As rotações dos eixos 2 e 3 em torno da 

eixo 1 e, c o m  i s to ,  admite que um criterio polinomial 

quadrAtico deve apresentar a s e g u i n t e  forma g e r a l :  

onde a 
i ' e c 

*s! 
são c o n s t a n t e s  do 

material, dependentes do modo de f a l h a ,  e os invariantes d e  

tens= I i  se expressam por 

i = v 2 + *  2 
4 i 2  i s  

Nestas expressões a notação convenrional que utiliza duplo  

i n d i c e  para  escrever  as componentes de tensão V& empregada. 

Va le  tambem observar que em ( 3 . 4 4 )  e (3.451 os eixos 2 e 3 

podem girar em torno do eixo 1. A s s i m ,  n e s t e  caso a 

componente de tensSo u pode n%;a ser normal ao p lano  m & i o  
33 



da l % m i n a .  Supondo que uma f a l h a  & produzida apenas pelas 

componentes de tensgo atuantes  sobre o plano da meçrna ,  

(HASHIN, 1980) estabeleceu, com base e m  (3.44) e (3.451, 

juntamente  com algumas s i m p l i f i c a ç & s ,  um con jun to  de 

expressões pulinomiais que t e m  cama o b j e t i v o  descrever  a 

oçorr&ncia de di ferentes  modos de falha. A s s i m ,  a referido 

autor prapõE! o çegu iRte  crit&rio d e  fa lha:  

Modo de tração E fibras 0 > O 
i i 

Moda de ccamwress%o nas fibras cr < O 
A i 

Modo de tracso m a t r i z  
os=+ oss > O 

I I 4 * I  I I 

Nodo d e  comaresí%o na m a t r i z  
0 e 2  + oa9 < O 



g )  CritBrio de Lee 

A t r a v k  de considerações de r a r A t e r  

puramente empirica, LEE (1980) propõe o seguinte crit4rio 

de fa lha:  

Modo de t r a ~ % o  n a s  f i b r a s  

- 

Nado de compress%o nas fibras 

Piado de tracxo na  m a t r i z  

Modo de rornwressão na m a t r i z  
, - -  

Como pode ser observado, no critQrio de Lee 

tambem C& a d m i t i d a  que u m a  fa lha  B produzida apenas pelas 

tensaes atuantes no plano da m e s m a .  A l h  d i s t o ,  no r e f e r i d o  

cr i tCr io  as contribuições das tens2ks normais e de 

cisalhamento s%o consideradas i n d e p e n d e n t e m e n t e .  



No presente modelo numCrico foram 

implementados os critOrios de Tsai-Wu, de Hashin e da 

W L x i m a  Deforrnaçm . O primeiro, p a r  não considerar  os 

d i fe ren tes  modos de f a l h a ,  não & utilizado na anblire 

prngressiva de falhas, ficando sua aplicagão restrita aos 

rasos o n d e  se pretende conduz i r  a anilise a t h  o surgimento 

da p r i m e i r a  f a l h a .  

3.4.2. Wodelo de DeqradacSo d e  uma L A m i n a  

Para realizaçSo de uma anllise progressiva 

de falhas i necessbrio o estabelecimento de u m  modelo d e  

degradação da r i g i d e z  da material na presença de falhas. 

Devido A complexidade e i variedade dos mecanismos de 
, , i .  

f a l h a s  dos materiais compostos, a,formulaçãa de  u m  modelo 

de degradaqxo de r i g i d e z  c o n s t i t u i  u m a  t a r e f a  bastante  

complexa.  Existem vario5 estudos que objetivam descrever a 

i n i c i a ç ã o  e a evolução das falhas e m  materiais compustos 

ITCILREJFI, 19891, por&m , u m  modelo ,geral que traduza 

satisfatoriamente o problema ainda não f o i  formulado. 

4 

Na formulação api-esentdds ' neste' t rabalho ' 

emprega-se u m  modelo rnatroscbpico de degradaçSo da rigidez 

d o  material bastante simples, o qual consiste em se anular 

ou se reduzir convenientemente os termas da matriz de 

r i g i d e z  que estão relacionados com o modo da f a l h a  

o c o r r i d a .  De acordo com este modelo, a p ó s  a ocorrdhcia  d e  

uma f a l h a  e m  u m  ponta de uma I A m i n a ,  a relação constitutiva 

c o r r e s p o n d e n t e  As direções principais d~ material, no m e s m a  



ponto,  assume as seguintes formas; 

a )  Modo fa lha  nas fibras 

b )  Modo de falha na matriz 

O coeficiente tenta levar e m  conta a 
Q 

reduçãd de r i g i d e z  na direção das fibras quando a m a t r i z  

apresehta f a l h a .  Pa depende da c o m p o s i ç m  da l h i n a  e deve 
, , ,  

ser f o r n e c i d o  'coma u m  pargmetro adiciinal do material 

(DORNINGER; RANMERSTORFER, 1770). Na falta de conhecimento 
I , I  I I 4 1 1  

deste  parametro parece razoAvel supor = 1, 

frequentemente encontrado na literatura (TOLSON; 

1991). 

como mais 



4. FORMULAÇnO NnO LINEAR GEOMIZTRICA LAGRANGEANA TOTAL 

4.1 - In t roducão 

Apresentam-se n e s t e  cap i tu lo  os conceitos e 

os procedimentos rnatemiticos aqui utilizados para a anAlise 

não linear de cascas laminadaç. A s  equações f u n d a m e n t a i s  de 

equilíbrio da mecAnica do c o n t i n u o  e para u m  elemento 

f i n i t o  de casca c o n s t i t u i d o  de v A r i a s  lbminas 

formuladas, tendo como base uma descriqão cinemitica do 

tipo Lagrangeana Total. Na realidade, o5 procedimentos que 

levam a tais equações consistem e m  uma generalização 

daqueles e x p o s t o s  em (BATHE, 19821 pela inclusão de 

defor-mações h i g r o t é r m i c a s  e viscaelAsticas, Apresentam-se 

t a m b & m , n e s t e  capitulo os m i t o d a s  num&ricos utilizados para  

a e o l ~ ç ~ o  das equa~aes não lineares de equilibrio e 

procedimentos usados para a avaliação das defbrmações 

viscoelásticas e p a r a  a definição dos intervalos de tempa 
L I I - I I I  4 .  I 1 1  1 

no caso de anAlise viscoelAstica. 

4.2 - Equacão Incremental Esuilibrio Meclnica 

Continuo 

4.2.1 - Consideracões Iniciais 

R Figura  4 . 1  mostra u m  corpo sujeito a 



Figura 4.1 - Configurações d e  u m a  corpo no espaço X x x 
i 2 9  



deslocamentos e rotações finitas e m  um espaço d e f i n i d o  por  

u m  sistema f i x a  de coordenadas çartes ianas x i' x 2 e x s . Na 

r e f e r i d a  figura o corpo & apresentado e m  sua configurac%a 

i n i c i a l  C. e em duas configurações adjacentes i n d i c a d a s  

genericamente por C k e Ci+s. O problema basico que se 

pretende resolver consiste na determinação da configuração 

deformada do corpo e m  diferentes e s t A g i a s  de carga. 

R solução do problema acima mencionado é 

usualmente conduzida com base e m  procedimentos incrementais 

que ao t r a t a r  da configuração em u m  dado estagio d e  carga 

a d m i t e  como conhec idas  canf igurações todas 

correspondentes aos estágios anteriores. No m o d e l o  num&rico 

que aqui se apresenta C utilizada u m a  formulação 

incremental baseada e m  u m a  descriçgo cinemátira na qual 

todas aç variAveit , .  relevantes sSo refer idas  A configuraqSo 

i n i c i a l  do corpo.  Tal descrição 8 denominada de Lagrangeana 

T o t a l  (BATHE. 1982). 

4.2.2 -- Medidas -&  Tensão e de Deforrnac%o 

I I *  

para a 'descr iq%o dd cohportamen'to de u m  

rorpo suje i to  a deslocamentos e r o t a ç b s  finitos & 

conveniente o usa da medidas de tensão e de d e f ~ r m a ç ã o  que 

p e r m i t a m  o estabelecimento da equação d e  equilibrio c o m  

base em u m a  configuração que se ja ,  a p r i o r i ,  conhecida. A 

u t i l i z a ç ã o  do t rad ic iona l  tensor tensão de Cauchy implica 

em se tomar como refergncia a configuração atual deformada 

do corpo. Coma esta configura~ão B em g e r a l  desconhecida, o 



tensor tensão de Cauchy  não representa,  para o caso acima 

c i t a d o ,  uma c o n v e n i e n t e  medida de t ens%o no estabelecimento 

da e q u a ~ % o  de equilfbrio. 

U m a  apropriada medida de t e n d o  para 

formulações incrementais destinadas descrição do 

comportamento geometricamente n%o l inear  de estruturas 
1 

consiste no Segundo Tensor TensSo d e  Piola-Kirchhoff 

IMALVERN, 1969 e BATHE, 1982). Tal tensor t e m  como 

principais caracteristicas a simetria e a i n v a r i h c i a  em 

rela~ãa h rotação de corpo rigido. Matematicamente, o 

Segundo Tensor Tensão d e  Piala-Kirchhoff, na configuraçSo 

C e re fe r ido  A configuração i n i c i a l  C (Figura 4.1, C 
k O 

dado por (BATHE, 19821 

O 
onde p e k p  indicam, respectivamente, as densidades do 

corpo nas configurações C e ck, 
O 

'r 5%0 as componentes d o  
mn 

tensor tensão d e  Cauchy e 

P sendo x e * x  ,p,s=1,2,3) as respectivas coordenadas  
P s 

cartes ianas  dos p o n t o s  do corpo nas configuragEes C e C]. 
O 

E m  (4.11 a notação i n d i c i a l  de somatbria d utilizada. 

Pode ser demonstrado que o Segundo Tensor 

Tensgo de Piola-Kirchhof f 4 energet icamen te conjugado ao 



Tensor Deformaqão de Green-Lagrange (BATHE, 19021, o qual 

e m  notaçzo indirial de somatbria se expressa por 

onde 
k 
u i  (i=1,2,31 d o  as componentes doe deçlocarnentos dos 

% 

k 
pontos do corpo na configuraçSo C e as derivadas u. k 

têm 
0 L , J  

u m a  defini~ão anAloga a (4.21. Considerando-se que o Tensor 

DeformaçHo de Green-Lagrange e o Segundo Tençor de 

Piola-Kirchhoff são energeticamente conjugados, tem-se que 

onde d indica variapão e 'e slo as componentes do tensor, 
i j 

deformação infinitesimal na configuração Ck. 

4-2.3 - Eauacão Incremental Equilfbrio Linearirada 

Com base na equação (4.4), 'chega-se 31 

conclusXo que, considerando-se a configuraç%o Ck+i, O 
I I 1 .  1 1  I I .  I , I  4 

P r i n c i p i o  dos Traba lhos  Virtuais p o d e  ser expresso na forma 

O k+ i sendo V o volume d o  corpo na configuraçSo C e R a 
O 

trabalho virtual das forças externas, o qual pode ser 

calculado por 



k + i  B k + l  8 
onde o q i  e q .  representam as cargas de volume e d e  

0 L 

super f i c i e ,  respectivamente, atuantes sobre o corpo na 

configuração Ck+% e m e d i d a s  e m  relação Ce. 'S i n d i c a  a 

brea d o  corpo e m  C sobre a qual atuam as c a r g a s  d e  
O 

superf icie. 

nas 

Denotando-se por S .  . e c. . os incrementos 
0 L J  0 i J  

cornponen teç de tensões e d e  deformações, 

respectivamente, que ocorrem quando o corpo passa de 
=k 

para C 
k + i '  

pode-se escrever as seguintes deçomposiçõe~: 

0s incrementos nas componentes de deformação podem t a m b h  
. . 

ser decompostas  em uma par te  linear e. . e outra n%io linear 
0 i J  

. ,na forma , 
e L jd 

- 
6.. - e . .  + n . .  

0 L J  O L J  * L J  

sendo 



Como pode-se observar, a linearidade inerente h expressão 

( 4 . 9 1 ,  assim como a n%o linearidade e m  (4.10). & relativa 

As d e r i v a d a s  d e  incrementos d e  deslocamentos. 

Admitindo-se u m  corpo viscoelAstico . 
submetido a ações d e  cargas c o n v e n c i o n a i s  e a variações de 

temperatura e d e  umidade, os incrementos das componentes da 

deforrnaçgo total podem ser escritas como 

onde os i n d i c e s  superiores e, v ,  T e H servem para 

indentificar os incrementos de deforma~ães elAst ica ,  

v i s c o ~ l ~ s t i c a ,  térmica e higroscdpica. 

Como apraximaçSo p o d e - s e  c o n s i d e r a r  S E. .2 * L J  

6 e. . + e  adatar u m a  relação constitutiva intremental 
0 L J  

lineafizada na forma 

sendo *Ci rs o tensor c o n s t i t u t i v a  

ordem do material. 

de quarta 

Substituindo-se as equaçes  (4.71, (4.81 e 

(4.13) e m  ( 4 . 5 1 ,  obt&m-se 



- 
a qual, no âmbito  da MecAnica do Continua, representa a 

equação incremental de equilibrio do corpo t e n d a  par base 

u m a  descriç%o cinemgtira Lagrangeana Total- 

4.3 - Equação Incremental & Esuilibrio de = Elemento 
F i n i t a  

E m  ' u m a  analise incremental nSa linear 

georn&trica os deslocamentos totais são obtidos at ravks  da 

soma,dos incrementos de  deslocamentos obtidos na corrente 

passo com as correspondentes coordenadas dos pontos 

passo a n t e r i o r .  Desta forma, quando se utiliza a metodo dos 
, , .  

elementos finitos, B interessante que as funçms  de 

interpelação de  deslo~amentos sej,arn a s  mesmas uçadps , p a r a  
I I 

coordenadas dos elementos. Este f a t o  

justifica a canveniencia de se usar, para aquele t i p o  de 

uma formulação e 1 emen tos 

i!saparam&tricos. No modelo rornputacianal 

u t i  lizadoç e1 emen t o s  f initos 

f ini tos  

aqui apresentado 

degenerados, do tipo isaparam&trico, deduzidos para a 

anilise de estruturas e m  casca. 



Para a deduçzo das relações correspondentes 

a tais elementos são adotadas duas hiphteçes b i s i c a s :  1) as 

linhas retas normais  h superficie m a i a  da casca permanecem 

retas a p ó s  a deformaçh,  m a s  n%o necessariamente normais B 

aquela s u p e r f i c i e ;  2 )  as tensges normais t ransversais  B 

superficie m M i a  da casca são desprezadas. T a i s  hipbteseç 

r' 

s&o as mesmas utilizadas na anilise linear (AHWAD et al., 

A Figura 4.2 mostra um t i p i c o  elemento de 

casca e m  uma configuraçSa genbrica Ck. Para descrição 

cinematica do elemento toma-se e m  cada nb j do mesmo tr&s 

v e t o r e s  unitArios 'gJ, kSj e perpendiculares entre si 
n L 2 ' 

e a s s i m  definidos: 

'3' - vetor  u n i t á r i o  "armal h superficie m é d i a  do elemento 
Ti 

de casca no nó j e na configuração C 
k. 

O 
. sendo 2 o v e t o r  uni tAriobsegundo o eixo global' 

*Z, 
como ' 

2 

mostrado na Figura 4.2. O simbolo x que aparete na equação 

(4.151 representa produto vstorial. 

O elemento apresenta c inco  graus d e  

liberdade par nh: r t ranr laç&ç,  segundo os eixos 

O O O 
globais x x e x e duas  rotações do v e t o r  normal k$ i 

' 2 9' n ' 
e m  torno dos vetoreç 'iJ e '3'. A 5  coordenadas de u m  ponto 

i 2 

genCr ico  do elemento na configuraçso Ck são dadas por 



onde n & o nirmera de nbs do elemento, ' j indica a função de 

interpolaçSo correspondente ao n& j, e e são as 

coordenadas curvi 1 i neas da ponto, tomadas sobre 

superficie m é d i a  do èlemento (Figura 4.21, C r5 a coordenada 

do ponto na direção da espessura do elemento, 
. . 

3 .  
componente do vetor 'V: na  d i r e p l o  i e h .  representa a 

J 

espessura da  casca na nd j do elemento. e ,  
coordenadas normalizadas que variam entre -1 e +l. 

Os deslocamentos e os incrementos de 

deslocamentos e m  u m  ponto qualquer do elemento, naquela 

m e s m a  conf  iquração, 

pelas expressões 

podem ser obt idos ,  respectivamente, 

Denotando-se por 8' e 05 incrementos de rotagão do vetor 
i 

normal B super f i c ie  m&ia do elemento no n6 j, e m  torno dos 
* 

'V j respectivamente, entre as configura~ões vetores V p  e i, 

Ck e C k + i ,  e admitindo-se que os m e s m o s  incrementos sejam 

pequenos, pode-se estrever aproximadamente 



Figura 4 . 2  - Elemento de casca em una configuraç2io Ck 

Figura 4 . 3  - Elemento f i n i t a  t i p i c o  de casca larninada 



e, assim, a equação (4.18) pode ser reescrita na f o r m a  

- 
A t r a v O s  d e  procedimentos a n P l a g o s  a aqueles 

utilizados na formulação do m e s m o  elemento para a andlise 

linear de cascas (flHMAD et al., 1?70), pode-se estabelecer, 

para o caso da analise não linear, relações e n t r e  a r  

deformações e 0s deslocamentos n o d a i s .  Assim, podem ser 

k 
deduzidas, para qualquer configuraçgo C as matrizes CBLI 

k ' O 

e * C B  1 que relacionam, respectivamente, as partes linear 
0 NL 

e não linear das . deformaç-s (equação 4.8) com os 

deslocamentos- n o d a i 5  do elemento, Detalhes sobre a obtenção 

destas matrizes podem ser encontradas e m  (BATHE, 19821. 

E m  notação matricial, a equação incremental 

de equilíbrio escrita para  u m  elemento, apds a introduçxo 

, . 
das matrizes que relacionam as 

deslocamentos noda is ,  assume a forma 
-. I I .  I , I  

deformações com os 



OU a i n d a ,  

o n d e  

1 

CU) - vetor  dos incrementos d e  deslocamentos nodais do 

elemento 

{ k l i ~ )  - vetar  das cargas nodais ex ternas  na configura~%o 

EoKLI, EeK,,I - matrizes de r i g i d e z  tangentes linear e nXo 

linear do elemento na conf iguraçso C dadas 
k ' 

k IOF)  - vetar das forças n o d a i s  equivalentes As tensões na 
1 I I I I 4  ' - 

elemento na configuração Ck, dado p o r  

{ o ~ V ) ,  ( ~ ~ 1 ,  { F") - vetores  d e  incrementos das cargas 
O O 

viscoelAsticas, termicas e higroscbpicas, respectivamente, 

o b t i d o s  pelas relações 



Considerando-se a ca io  de u m  elemento 

f i n i t o  formado por diversas l âminas ,  rorno mostrado na 

Figura 4.3, as i n t e g r a i s  sobre o volume do elemento podem 

ser o b t i d a s  fazendo-se a sarna das i n t e g r a i s  realizadas 

sobre os volumes das larninas individuais e, a s s i m ,  

equa~ões (4.23) - (4.28) podem ser escritas na forma 



ande nestas expressões n representa o nfmero de l h n i n a s  do 

o elemento e V indica o volume da lAmina genCrica q na 
q 

configuração i n i c i a l  Co. 

Uma importante observac%o pode r f e i t a  

sobre o tensor constitutivo que relaciona os incrementos de 

tensão S. . com os incrementos de deformação ,S. . Como o 
0 i J  e r J .  

Çegundo Tensar Tensão de Piola-Kirchhaff e a Tensor 

Deformaçxo da Green-Lagrange não variam sob rotaç%o de 

curpo r i g i d o ,  o m e s m o  tensor constitutivo utilizado e m  uma 

tradicional anilisa linear para relacionar tensões e 

deformações de "engenharia" pode ser empregado em uma 

anil ise nSo 1 inear  como o tençor ronstitutivo incremental 

que a\ssocia os i n c r e m e n t o s  do Segundo Tensor Tens30 de 

Piola-Kirchhoff com aqueles da Tensor Deformação d e  

GreenLLagrange, desde que as deformaç&s s e j a m  pequenas 

(BATHE, 1982). 

I I I , I  I 4 1 1 1  a .  

4.4 - Forma IncrementalIIterativa da Equacão de Equilíbrio 

A solução nurnkrica d o  problema . acima 

formulado e correspondente B analise geometricamente não 

linear de uma estrutura pode ser o b t i d a  atraves de u m  

procedimento iterativo, para o qual a equaç%o incremental 

de equilíbrio, em u m  passo incremental k + i ,  t estrita na 

forma : 



o n d e  as i n d i c e s  superiores 

indicam passas iterativos. Na equação (4.35) os vetores de 
* 

cargas viscoel i s t i cas  , tbrmicas e higroçcbpicas são tomados 

nulos para  122. Para a primeira iteração (i=l) de cada 

passa incrernental, estes bltirnos vetores são determinados 

atravLs das equações (4.321, (4.33) e ( 4 .341 .  

Uma forma a l t e r n a t i v a  de escrever a equaç%o 

( 4 . 3 5 )  B a s e g u i n t e :  

k + i  o ~ L j  i - i  , + C k+i O ~ L I L ~ i - L ] < ~ > i =  M!{FI (L+'wI~-' 
O 

onde AAi + D f a t o r  de carga correspondente A i teragSo i do 

passo increnental k+l, (k*iyli-i i n d i c a  - a vetor  de forças 
O 

desequilibradas no f i n a l  da iteraçxo 1-1 e I P )  representa 
1 4  1 1  1 1  I .  I I 

u m  v e t o r  de cargas  externas de re fe rênc ia .  

Na equaç%o (4.36) os vetores de incrementos 

de cargas tbrmicas e higroscópicas ç& obtidos, na pr imeira  

i t e r a ~ ã o  ( i = l ) ,  a t r a v i s  das equações (4 .331 e (4.341, 

usando-se como incrementos d e  deformações t&rmicas 

higroscbpicas os valores correspondentes aos incrementos de 

temperatura M'T e de c o n c e n t r a ~ % o  de umidade M%, 

respectivamente, sendo f P H valores tomados como 



ref  ergncia.  

v e t o r  incrementos de cargas 

viscoelAsticas que figura na equação (4.36) & d e t e r m i n a d o  

na i te ração i=l para  o intervalo de tempo A t  correspondente 

ao passo incrementa l  k+l e obtido conforme o estabelecido 

paster iormen te no i t q m  4.6. 
4 

4.5 - MBtodos Çolução & Eauacões Equilf b r i o  

No programa computacional do presente 

trabalho f o r a m  implementados dois procedimentos para a 

soluç%u numerica do problema expresso e m  (4.36): o m&todo 

de Newton-Raphson e o m&todo d e  controle por deslocamentos 

gefleral irados proposto por YANG; SHIEH (19901. E s t e  Qltimo 

d particularmente a p r o p r i a d o  para  anAlise d e  estruturas em 

estAg$o p d s - c r i t i c o  e, no r e f e r i d o  programa, é empregado 

somente para anAlise ~ l A s t i c a  que o envolva cargas 

tkrmicas OU higroscbpicas. 

Quando se emprega como procedimento 

iterativo o mbtodo de Newton-Raphson, a valor do f a t o r  de 
4 1 1  i I 4  I o , ,  . i $  . I . I  

carga AA B previamente f i x a d o  p a r a  i=l e nulo para  i32. Um 

inconveniente apresentado pelo metodo de Newton-Raphson & a 

i m p o s s i b i l i d a d e  que a m e s m o  apresenta de conduzir a aniliçe 

e m  situações em que a matriz d e  r i g i d e z  tangente  da 

estrutura deixa de ser definida p o s i t i v a .  Nestas situações 

o processa nurnLrico, e m  g e r a l ,  torna-se  d i v e r g e n t e .  

Pelo mktodo de controle por deslocamentos 

generalizados o vetor  de incrementos de deslocament~s deve 



ser decomposto na f o r m a  

onde os vetores (uilie { u ~ } ~ E + % o  dados pelas e x p r e s s b 5  

Usando-se a notagão < > para vetar 

as e x p r e s s õ e s  propostas pe lo  rnktodo de controle 

l inha,  

deslocamentos generalizados p a r a  determinaç%o dos fatores 

de cargas n a s  iterações correspondentes ao passo g e n k r i c o  k 

s%o as seguintes: 

(Para f = l )  

(Para  iZZ1 
I I 

onde e m  (4.40) M' indica o fator d e  carga  i n i c i a l  
i 

previamente adotado. Maiores detalhes s%o e n c o n t r a d o s  e m  

(YANG;  SHIEH, 1990). 

Para a estabelecimento do tbrmino de um 

passa incremental  gendrico k, p o r  ser admitida coma 



a t i n g i d o  o equilíbrio da e s t r u t u r a  no final da iteraçãa i, 

utiliza-se o seguinte criterio do convergência: 

onde Y 1 denota nòrma euclidiana de um v e t o r ,  3 e 

<Um) são, respectivamente, os vetores de incrementos de 

deslocamentos na iteração i e de desl~cament~!s totais 

acumulados e p representa uma tolermcia. Normalmente 

- 9  
adota-se 10-& I p I 10. 

4.6 - Determinacão Intervalos dg Tempo n a  A n A l i s e  

Viscoelistica 
, , , - 

Em u m a  anAlise viscoelAstica, a forma d e  

definição das intervalos de tempo correspondentes aos 

passos- incrementais pode ser um importante f a t o r  

avaliaçSo do desempenha .global da formulaçâto empregada. 

Considerando-se a natureza num&rica dos procedimentos 

1 I - I 

u t i  1 irados na dètermi@n&%o das deformaG& dependentes 

tempo, pode-se conc lu i r  que a p r e c i s k  dos resultados, 

assim coma a estabilidade do processo num&rico, depende da 

grandeza dos intervalos de tempo adotados na anAliçe. 

Qdotar  u m  pequeno e constante intervalo d e  

tempo para  todos os passo5, em geral, & um procedimento que 

pode tornar  desnecessariamente longa a anAlise. Tendo em 

v i s t a  que as funçeks de f l u h c i a  dos sblidos usuais 



apresentam como caracteristica uma cont inua  reduçso de 

inclinaçSo ao longo do tempo, conclui-se que durante o 

processo de f lugnc ia  um m e s m o  incremento de deformaç- 

viec~elAstica deve acorrer para intervalos de  tempo cada 

vez maiores.  Com base n e s t a  concluç%o, desperta-se como u m  

prncedimento 16gico - aquele que ronsiste e m  se adotar 

intervalos d e  tempo crescentes ao longo da anAlise. 

Do ponto de v i s t a  p r a t i c o ,  B interessante a 

irnplementação de u m  processo que, partindo de u m  pequeno 

intervalo de tempo i n i c i a l ,  previamente escolhido, permita  

a obtençso automitica da5 demaiç intervalos de tempo, com 

valores progressivamente crescentes e sendo garantida a 

estabilização do processo numerico de avaliaç%a das 

deformaçaes viscoelAsticas, No p r e s e n t e  trabalho B adotado 

um processo auto-adapt&vel para d e f i n i c ã o  dos intervalos d e  

tempo-na anilise viscoelAstica (MASUERO, 19921, o qual 

encontra-se a b a i x o  d e s c r i t o .  

Para descrever o processo acima mencionado ,  

considere-se u m  ç b l i d o  cujo comportamento viscoelAstico 

seja  modelado por u m  simples elemento Kelvin, com uma mola . I I I 1  i I 1  I .  I 

d e  constante  E e u m  tempo d e  r e t a r d a ~ f f o  8 ( F i g u r a  4 - 4 1 .  

Admitindo-se uma tensão axial u atuando sobre este modelo, 

tem-se que a deformaç%o visjcoelAstica na tempo t B 'dada por 

(CREUS, 1986): 

e, para D tempo t + h t ,  



Subtraindo-se (4.43) de (4.44), chega-se  a 

aa incremento de deformação 

Adotando-se o tempo i n i c i a l  como uma fraçãa do tempo de 

8 
retardação ( Ate= - 

f 
1 e tornando-se AsV c o n s t a n t e  e igual 

aa v a l o r  correspondente a t = O ,  obt&m-se s e g u i n t e  

expressão para cAlculo do intervalo de tempo 

O v a l o r  de f deve ser convenientemente 

escolhido. O uso da equação (4.46) proporciona, e m  gera l ,  

valores crescentes de At. Observa-se também que em alguns 

casos 'a expressão entre colchetes que aparece e m  ( 4 . 46 )  

. - 
pode resultar' negat iva  a' partir de' u m  certa passo 

incrernental. Quando i s t o  acontecer, s u g e r e - s e  que o m e s m o  
b ,. . I I , I  * - 1 

intervalo de tempo do passo anterior  seja  adotado. 

auando o comportamento d o  material 

modelado por u m a  ou mais cadeias de elementos Kelv in ,  ou 

equivalentemente por s&ries como aquelas dadas e m  ( 2 . 2 9 1 ,  

com d i f e r e n t e s  tempos de retardação,  p o d e - s e  adotar como o 

valor de  8, na express%o (4.461, o menor tempo 

retardaqão das cade ias ,  ou das ç&rieç.  



F i g u r a  4.4 - Elemento Kelvin s u b m e t i d o  a uma tensão axial 



4.7 - Avaliacão das VariAveis Estado 

R determinaç%io das d e f  ormaç25es dependentes 

do tempo L fe i ta  a t r a v h  das v a r i A v e i s  de estado P Oij' as 

q u a i s  sSo o b t i d a s  resolvenda-se o s iç temõ d e  equações 

diferenciais dada em (3.9). Para este fim, d utilizado o - 
procedimento num&rica d e s c r i t o  a seguir .  

Considerando-se as equações 

(2.341, pode-se escrever 

. , , , 

Decompondo-se a integral que aparece na equação (4.471 e m .  

duas partes ,  correspondenteç aos intervalos CO,tl 

Ct,t+At7, e admitindo-se u j ( r )  constante neste último 

interualo e igual a u . ( t ) ,  tem-se 
J 

Considerando-se (2.34) e observando-çe que 

(4.48) a seguinte 



expressão: 

A equação (4.49) fornece o valor das 

v a r i A v e i 5  de estado #?. correspondentes ao tempo t + A t  e m  

função dos valores das m e s m a s  no tempo t. V a l e  observar que 

#Fj(0l = O.  E importante  também salientar que o 

procedimento exposto acima, p a r a  ç A l c u l o  das variAveis de 

estado, B somente vilido quando são adatados intervalos de 

tempo para os quais os valores das componentes de tens& 

podem ser c o n s i d e r a d o s '  prat icamente conçtantes. A s s i m ,  

quanto menores forem tais intervalos de tempo, mais 

precisos são os resultados obt idos .  com o uso d e  (4.49). 

Outros procedimentos alternativos p a r a  a s o l u ç h  num4rica 

aproximada de ( 4 . 4 7 )  podem ser encbntrados  e m  (CREUS, 1984) 

e (MASUERO, 1992). 



5. HIPOTESES E PROCEDIMENTOÇ DO MODELO CDMPUTACIDNRL 

5.1 - Introdução 

Este;capitulo apresenta u m a  descrição das 

p r i n c i p a i s  caracteristicas do modelo numerico proposto. A s  

hipóteses e os procedimentos numériros utilizados na 

elaboração do modelo são relacionados e as p r i n c i p a i s  

etapas de andlise do programa ramputacional çSo 

apresentadas. 

5.2 - Hipbteses & Modelo Computaciona1 

I 

Na elaboração do  modelo computacional foram 

consideradas as s e g u i n t e s  hipbteseç: 

a) O s  materiais  que constituem as estruturas apresentam 

comportamento elAstico linear ou viscoelAstica linear do 

tipo higrotermo-reologiçamente simples. A s  propriedades 
4 ,  4 r i  - i 4 L ,  

elAstica5 dos materiais podem ser dependentes ou não da 

temperatura e da concentração de umidade. 

b )  R s  estruturas são delgadas ou moderadamente espesçaç e 

as l A r n i n a ç  que as constituem devem ser  ortdtropas.  Para  

a anilise de f a lhas  as l%minas  s%o supostaç de material 

transversalmente isbtropo. 



C) A s  larninas estão s u j e i t a s  i quebra ou flambagem de  

fibras e A fissuração da m a t r i z .  N%o se c o n s i d e r a  f a l h a  

por delaminação. 

d l  A s  estruturas podem ser submetidas a cargas mecanicas e 

higrot&rmicas, aplicadas e m  u m  ou mais e s t A g i o s .  E m  cada 
rn 

elemento finito, a temperatura e a concentraçSo de 

umidade podem var iar  ao longo d a  espessura, senda 

c o n s i d e r a d o s ,  para efeito de anAlise, os valores 

correspondentes As superficies medias  das larninas. 

e) Os deslocamentos sofridos pela  estrutura podem ser 

arbitrariamente grandes, m a s  as deformações são supastaç 

pequenas. 

5.3 - Aspectos da Formulação NumBrica 

Os p r i n c i p a i s  aspectos e procedimentos 

num&ricos do modelo computacional são os seguintes': 

- ,  L , I  4 .  . I 1 1 1  

a} 4 formulação t5 do tipo inrremental/iterativo e se baseia 

e m  u m a  descriçh cinernãtica Lagrangeana fatal e utiliza 

como medidas de tens%a e deforrnaqão o Segundo Tensor 

Tensão de Piola-Kirchhoff e a Tensor Deformação de Green 

-Lagrange, respectivamente. 

b )  Para modelagem da estrutura são utilizados elementos 

finitos tridimensionais degenerados de quatro, oito ou 

ESCOLA DE ENGENHARIA 
BIBLIOTECA 



nove n&s, deduzidos para  a analise de cascas. 

c )  A s  equações não lineares de equilíbrio da estrutura sxa 

resolvidas atraves do mbtodo de Newton-Raphsan, e m  sua 

verç%o convencional ou modificada. Para analise e l i ç t i c a  

que n%o envolva cargas de temperatura OU -de umidade, - 
pode tambCm ser utilizado para aquele f i m  o mhtoda de 

controle  por deslocamentoç generalizados (Seção 4 .5 ) .  

d )  Na analise viscoelAstica, as deforma~õeç dependentes do 

tempo sSo obtidas a t r a v k  do metoda das variiveis de 

estada (Seção 2.61 e os intervalos de tempo SSO 

estabelecidos automaticamente tendo par baçe a condição 

de const%ncia das incrementos das defcirmações 

dependentes do tempo e m  todos os passos' incrementais 

(SeçSo 4.6). 

e )  O riode10 computacional pode fornecer informações sobre o 

cornpartamen~to d a  estrutura at4  o surgimento da pr imeira  

fa lha ,  como t a m b h  em estagios posteriores,  nos quais a 
• I 8  4 .  I I 4 . I  

estrutura apresenta configurações de f a l h a s  

avançadas.  

f )  Na anilise de falhas podem ser utilizados os critkrios 

polinomiais de Tsai-Wu e de Hatihin e tarnb&m o critério 

da W b x i r n a  DeforrnaçIo tSeç%o 3 .4 .11 ,  assim como u m  modelo 

simplificado de degradaçSo de r i g i d e z  das laminas (Seção 

3.4.21.  



g )  A s  in tegraç - s  num&ricas inerentes ao mbtodo dos 

elementos f í n i t o s  podem ser de três  tipos: completa, 

reduzida uniforme e r e d u z i d a  seletiva. 

h )  Para o estabelecimento d o  termina de cada passo 

incrernental I& utilizada um criterio de convergência 

baseado e m  incrementos de  deslocamento^ (Eq. 4.42). 

5.4 - P r i n c i p a i s  Etapas & Proarama Cwrnputacional 

1' Leitura dos dados que identificam a tipo d e  analise, 

os parAmetras de controle, a malha de elementos 

finitos, o esquema de laminaqão e as condiç&es de 

contorna da estrutura. 

2" Mpn tasem da matrizes deforrna~ões x deslocamentos nos 

pan tos de in tegração dos elernen tos. 

3= ~ e i k u k a  dos valores de refergncia das cargas externas e 

das variações de temperatura e de umidade nas diversas 
. .  I I - I , I  I .  I 1  

larninas dos elementos da estrutura,  no j-&simo e s t A g i a  

de cargas. 

a 
4- Leitura das p ropr iedades  dos materiais, correspondentes 

aos valores da temperatura e da umidade no j-ésimo 

e s t A g i o  de cargas .  

5& Montagem d~ v e t o r  das cargas nodais equivalentes A s  



cargas externas de r e f e r h c i a .  

a 
6- Determinaçzo d a s  matrizes c~nstitutivas dos materiais 

re fe r idas  8s direções p r i n c i p a i s  das l%minas. 

a 
7- Montagem das matrizes de r i g i d e z  dos elementos, se 

necessgr ia .  

8& Se existem no atual estagio de cargas varia~ões de 

temperatura e de umidade e se estd sendo realizado o 

primeira passa iterativo i ,  do presente passo 

incremental , monta-se o vetor das inrrernen tas de cargas 

higrot&rmicas. 

V =  Se a anAlise f o r  víscoelAstica, i = 1 e se as cargas 

e x t e r n a s  do atual estAgio j A  foram aplicadas, monta-se 

o ,vetor dos incrementos d e  cargas v i ~ ~ ~ ~ ! l A ç t i c a ~  

correspondentes ao intervalo d e  tempo do presente passa 

incrernental  . 

I I *  1 - 

dos incrementos d e  deslocamentos nos 

pontos nodais das elementos. 

lla Em caso de a n i l i s e  de f a l h a s  progressivas e se i=l, 

obtem-se pa ra  as tensaes atualizadas o menor f a t a r  de 

carga necessArio para  provocar  u m a  nova f a l h a  na 

estrutura M . Se este v a l o r  for  m e n o r  que o f a t o r  
m i n  

de carga A X ~  da presente itera~ão, os incrementos de 



deslocamentos devem ser reduzidos proporcionalmente 

pe lo  f a t o r  fimi,/fii. 

12& Montagem das matrizes deformações x deslocamentos dos 

elementos para  a configuraç%o atualizada. 

13& Determinaqão das tensões atualiradas e dos vetares das 

forças equivalentes a estas tensões nos elementos I E q .  

1 4 ~  O b t e n ~ S o  dos ve tores  d a s  forqas desequilibradas das 

elementos. 

15& Verificação se o criterio de c o n v e r g h c i a  (Eq, 4.42) B 

a 
s a t i s f e i t o .  Se i s to  n ã o  ocorrer ,  volta-se A 7- etapa 

acima. 

l b a  Caso o criterio d e  c o n v e r g h c i a  tenha s i d o  atendido e 

a analise cDnsidet -e  fal'has, verifica-se a o c o r r ~ n c i a  

das m e s m a s  nos p o n t o s  de integraçso dos elementos. Se 
1 I . ,  I .  I , I  * .  

o crit&rio de f a l h a  f o r  satisfeita e m  u m  ou mais 

pontos de in tegração da estrutura,  publica-se 

relathrio de falhas, e se a a n i l i ç e  f o r  d e  falhas 

progressivas,  recalculam-se as forças desequilibradas 

depois  de se alterar as tensses t o t a i s  nos pontos de 

inteqração em que tais f a l h a s  f o r a m  detectadas 

seguida, re toma-se  A 7s etapa.  A alteração das 

tens8es +& efetuada usando-se o criterio de degradação 



de rigidez (Eq .  3.54 ou Eq. 3 . 5 5 )  e as deformações 

t o ta i s  n o s  mencionados pontos de integração.  

a 
17- A p h  a converg&ncia verifica-se se o número de passos 

incrementais especificado na anAlise foi a t i n g i d o  ou 

se as cargas d o  +tua1 e s t A g i o  j A  foram aplicadas. No 

caso da analise viscoelAstica verifica-se se o tempo 

final correspondente a aquele est&gio f o i  a t i n g i d o .  

18' Terminado o atual ertAgio de carga  retoma-se i 3= 

etapa acima para i n i c i a r  u m  novo estagio, se houver. 



6. EXEMPLOS DE APLICAÇZO - PARTE I: ANALISE ELASTICA 

- 
Apresentam-se neste capf tu10 exemplos 

numgricos de placas, chapas e cascas de material composto 

laninado submet idas  As ações de cargas termicas e 

higrosc6picas. Admite-se  que o material exibe comportamento 

e39stico linear. 

Analisam-se o comportamento de estruturas 

sob cargas higrottrmicas, considerando-se as hipõtases de 

propriedades dependentes ou não da temperatura e da 

concentração de umidade.  Exemplos de f lambagem termica de 

chapas, placas e cascas são apresentados. As in f luenc ias  do 

esquema de laninaçSo, das condições de apoio e do grau 

anisobropia do material sobre as temperaturas crit icas  de 

plac'as larninadas sXo analisadas. ' 

o L i 1 1 o -. I 

6.2 - E x e m ~ l n y  b & r i m  AnAliwe Elást ica  

6 -2.1 - TBr- & m Placa de Material I s b t r a ~ o  

Com o o b j e t i v o  d e  testar a e f i c i enc i a  d a  

presente formulação na avalia~ão da temperatura cri tica de 

placas  sob asso de carga termica, comparando resu l tados  com 

outros obt idos  por soluç%o analf tica d i s p o n i v e l  na 



literatura, a placa de material isdtropo mostrada na Figura 

6.1, submetida a uma variaqão uniforme de temperatura, foi 

analisada. A placa apresenta as seguintes condições de 

con to rno :  

A relação e n t r e  o lado ã e a espessura h da placa f o i  

tomada como sendo igual 100 (a /h  100). 

A analise f o i  realizada cons iderando-se  

somente um quarto da placa, di scre t i zado  por uma malha de 2 

x 2 elementos de nove nbs (Figura 6.1). A hipó te se  de 

grandes deslocamentos foi adotada.  Uma regra de integraçxo 

nungyica reduzida  com 2 x 2 pontos d e  Gauss e o método de 

Newton-Raphson foram empregados. U m a  carga concentrada 

transversal muito pequena, da ordem de 10;' f o i  introduzida 

no centro da placa com o obje t ivo  d e  provocai deslocamentos 

transversais. 
I I 1 1 1  I I I I I I I .  I I 

Na Figura 6 .2  estão apresentados os valores  

da variação de temperatura c r i t i c a  da placa em funçgo da 

relaçso a/b,  juntamente com resul tados  analf t icos obt idos  

em (BOLEY; WEINER, 1960). O paramgtro a que aparece 

multiplicando o valor  da variação de temperatura c r i  t ica  

AT i n d i c a  o c o e f i c i e n t e  de dilataç%o tkrmica do material. 
C r 

Os valores de AT o b t i d o s  na analise sxo 
C r 

aqueles para os q u a i s  o programa de computador acusou, na 



Figura 6.1 - Placa de material isbtropo sob carga térmica 



- 

- Formuloçõo presente 
Boley e Weiner, 1960 - 

- 

- 
I i 1 t, t: 

- 

- 

I 1 1 I I 1 I I I I I 

0.0 0.5 1 .O 1.5 2,O 2.5 3.0 

Figura 6 . 2  - Variação d e  temperatura c r i t i c a  em funçso de 

a/b para a placa de material isótropo 



Deslocamento Gentrol *(CRI) 

Figura 6.3 - Curva variaçso de  temperatura critica x 

deslocamento centra l  da placa i e t r o p a .  



diagonal da matriz do sistema de equações de e q u i l i  brio 

triangularizada, algum elemento menor ou igua l  que zero ou 

ocorreu divergência no processo i t e r a t i v o  conduzido pelo 

método de Newton-Raphson. Para reduzir o erro entre os 

valores assim o b t i d o s  e aqueles  correspondentes aos pontos 

reais de s ingularidade da  matriz de rigidez da placa, os 
* 

incrementos de cargas nas v i z inhanças  dos referidos pontos 

foram tomados muito pequenos. 

Para o caso particular em que se tomou a = b 

-6  o = 24 cm, a/h = 100, E = 1, v = 0.30 e o: = 10 / C ,  f o i  

obt ida  a curva temperatura x deslocamento no centro da 

placa mostrada na Figura 6.3. Neste caso, para uma variação 

de temperatura de 127. ~ O C  ocorreu divergemia no processo 

iterativo. Utilizando-se a expressxo para c A l c u l o  da 

temperatura  c r i t i c a  apresentada em (BOLEY; WEINER, 19601, 

chega-se ao valor ATcr= 126.54~~. 

E s t e  exemplo c o n s i s t e  da anAlise de uma 
I I 1 1 1  I 4  

placa l a n h a d a  quadrada submetida a uma variação uniforme 

de temperatura. A placa apresenta quatro camadas d i s p o s t a s  

nos diferentes esquemas de laminaqzo : 



seguintes característ icas foram 

adotadas: a/h 20, EiI/EZZ= 40,  GIz/Ez2= 0 .8 ,  = G S Z ,  
-6  o Gzs/E2,= 0.5, c* = 1.0 x 10 / C  e cz 2cd, onde a e h 

representam, respectivamente, o lado e a espessura total da 

p laca .  As bordas da placa foram a d m i t i d a s  com d o i s  t i p o s  de 

a)  Simplesmente Apoiada (CC1) :  

b) Engastada (CCS): 

onde os eixos x e y sZo tomados com origem no centro da 
I I *  4 ,  I .  0 I I 

placa. 

A placa f o i  d i scret izada em novo elementos 

de nove n a s .  A h i p ó t e s e  de grandes deslocamentos e uma 

regra de integraçso reduzida 2 x 2 x 1 em cada larnina foram 

empregadas. Utilizou-se o netodo de Newton-Raphson. 

As Figuras 6 . 4  e 6.5 mostram como varia o 

valor da temperatura c r i t i c a  e m  função do Angulo 8 para a 

placa simplesmente apoiada e engastada, respectivamente . 



FormuloçSo presente 
Chen et al., 1991 

Anguto 0 

Figura 6.4 - Variaçgo de temperatura c r i t i c a  da placa 

laminada com bordas simplesmente apoiadas 

1 -  - Formulação presente 
Chen et all., 1991 

O 1 I I 1 I 
O 15 30 45 60 75 90 

Angulo 0 

Figura 6 . 5  - VariaçXo de temperatura c r i t i c a  da placa 

laminada com bordas engastadas 
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observa-se que para as duas condições de apoio as menores 

temperaturas crit icas  correspondem ao esquema de laminação 

(E). AlBm d i s t o ,  ver i f i ca - se  que para a placa com bordas 

engastadas e o esquema de laminaçlo ( A ) ,  a temperatura 

c r i t i c a  n%o varia muito com o Angulo 8 ,  enquanto que para o 

esquema d e  laminação (E), e aquela mesma condição de  apoio ,  

a variaçzo B bastante  acentuada, principalmente para e 

entre  0O a 30O ou entre 6Cl0 e 90: Na placa simplesmente 

apoiada e com esquema de laminaçso (A) ou ( C ) ,  a maior 

res i s t enc ia  f lambagem tkrmica se verifica para 8 450 

Nas Figuras 6 . 4  e 6 . 5  estão apresentados 

também r e s u l t a d o s  o b t i d o s  em (CHBN et al., 1991) atravks de 

una formulação em elementos f i n i t o s  para analise  de 

i n s t a b i l i d a d e  linear de placas larninadas sob carga tirmica. 

Como pode se r  observado pelas figuras acima c i tadas ,  os 

r e s u l t a d o s  encontradas por (CHEN et al., I W I )  são 

ligeiramente superiores a aqueles obt idos  pela presente  

f orniu lação . 

6.2.3 - Placa d e  Grafite/- seh. Caraas Hiarosnb~ica a 

T B r a  

A placa de grafitelepbxi com um esquema de 

laminação antissim6trico [0/30/0/80], mostrada na F i g u r a  

6 . 6 ,  foi in ic ia lnente  analisada sob a aç%o de d i f e r e n t e s  

n f v e i s  de concentração de umidade. As bordas da placa foram 

admitidas simplesmente apoiadas e engastadas, com as mesmas 

restri~aes do Exemplo 6 . 2 . 2 .  O comprimento do lado e a 



F i g u r a  6.6 - Placa de grafite/epdxi sob carga higrotermica 



espessura da  placa foram tomados com a 100 cm e h =1 cm, 

respectivamente. 

A placa i n t e i r a  f o i  modelada por uma malha 

de 4 x 4 elementos de 9 nbs e a hipbtese de pequenos 

deslocamentos f o i  adotada. As propriedades do material 

foram consideradas dependentes do n i v e l  de unidade cont ida 
* 

na placa, de acordo com a Tabela 6.1 (TSAI; HAHN, 1980). 

Tabela 6.1 - Propriedades do Grafite/Epbxi para Diferentes  

Nf veis de C o n c e n t r a ç ã o  de Umidade 

Figuras e 6 . 8  apresentam, 

respectivamente, os deslocamentos verticais encontrados  ao 

longo do e i x o  x ,  no intervalo  x 2 O, e os valores  do 

momento f l e t o r  My = - M X  no centro da placa ,  para vários 

valores  da concentração de unidade  H e para o caso d e  

bordas  simplesmente apoiadas .  Devido a a n t i - s i m e t r i a  da 

estrutura,  verifica-se que os deslocamentos verticais ao 



Figura 6.7 - Deslocamentos v e r t i c a i s  ao longo do eixo x 

para d i v e r s o s  valores da c o n c e n t r a ç ã o  de 

umidade da placa 



longo das diagonais da placa são n u l o s  e que, a l h  d i s t o ,  

as seguintes  relações são observadas : 

i 

Mo caso da placa com bordas engastadas, não 

ocorrem deslocamentos verticais e os valores do momento H 
Y 

- Mx em x = 0,  para diversas  cancentraçaes de umidade, 

e s txo  representados na Figura 6.9. 

Posteriormente, a placa foi analisada sob 

a ação de cargas tirmicas. As propriedades do material 

foram supostas dependentes da temperatura, como mostrado na 

Tabela 6 . 2  (TSAI; HAHN, 1980). 

Tabela 6.2 - Propriedades do Grafite/Epdxi para Diferentes 

Nive is  de Temperatura 

obs . :  G 13 = Gd2 e G Z 9 =  0.5Git (Unidades: E e G orn opm 

-6  o 
ai= - 0.30 x I O - ~ / O C  e a2= 28.1 x 10 / C 

As Figuras 6.10, 6.11 e 6.12 mostram os 

valores dos deslocamentos verticais e dos momentos f l e t o r e s  



h 
1 ,o 

E - - Fomuioç~o presente 
'? 0.8 - z 

Ram e Sinha, 1991 
x - 
V 

h 0.6 - 
I 

2 0.4 - 
C 

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.: 
Umidade H (%) 

Figura 6 . 8  - Homentos fletores My no centro da placa 

simplesmente apoiada em funçIo  de H ( X )  

' 0.5 
h 

-E - Forrnula~úo presente 2 0.4 - Ram e Sinho, 1991 . . .  
x 
Y 

0.3 - 

Umidade H (%) 

Figura 6.9 - Wonentos f l e t o r e s  Hy no centro da placa 

engastada em função  de H ( X )  



€ 0.5 - - v Formulação presente * Wu e Touchert, 1980 ' 0.4 - 
O u 
0.3 - 

E 
8 0.2 - 
O - 
$ 0.1 - 0 

0.0 I I 1 I I I I 1 

0.0 0.2 0.4 O, 6 0118 1 
2x/a - 

Figura 6.10 - Deslocamentos v e r t i c a i s  da placa simplesmente 

apoiada e submetida a carga termica ( ~ = 4 0 0 ~ ~ )  



ao longo do e i x o  x,  no i n t e r v a l o  x10, encontrados para a 

placa simplesmente apoiada e s o b  una temperatura T 400%. 

Nestas ~ltimas f iguras encontram-se representados alguns 

pontos correspondentes A so lução  anal í t ica  de WU; TAUCHER 

(1980), também apresentados em RAH; SINHA (1991). 

Para o caso da placa com bordas engastadas 
.r 

e submetida a di ferentes  valores de temperatura, foram 

obt idos  em x O os momentos f l e t o r e s  apresentados na 

Tabela 6.3. 

Tabela 6.3 - Momentos Fletores no Centro da Placa Engastada 

para d iversos  valores da Temperatura 

Os valores  de Hx e My apresentados na Tabela 

6 13 'p>atibarne?ite co inc idem com aqueles obtidos bdblicados 

em RAM; SINHA (1991). Vale observar que para a anilise da 

placa sob cargas de temperatura f o i  utilizada uma malha de 

5 x 5 elementos de nove nas.  Para a r e a l i z a ç ã o  da análise 

do p r e s e n t e  exemplo, RAM; SINHA (1991) a d o t o u  uma malha d e  

64 elementos  f i n i t o s  isaparam~tricos de placa .  
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E - FormulaçEio presente 2 0.4 - Wu e Touchert, 1980 
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Figura 6.11 - Momentos f l e tores  Mx no longo do eixo x da 

placa simplesmente apoiada (T = 4 0 0 ~ ~ )  

E Formulaçiio presente 
0.4 Wu e Tauchert, 1980 

Y 
w 

Figura 6.12 - Momentos f l e t o r e s  M ao longo do e i x o  x da 
Y 

placa simplesmente apoiada (T = 4 0 0 ~ ~ )  



Este exemplo c o n s i s t e  d e  una placa larninada 

quadrada de boro/epdxi, com um esquema de laninaç%o 

simetrico [O/gOls, submetida a um incremento de temperatura 

que varia linearmente ao longo da espessura (Figura 6.13). 

As bordas da placa apresentam as 

especificadas no Exemplo 6.2.1. A 

mesmas restrições 

relação entre 

comprimento do lado e a espessura da placa 6 a/h=lOO. 

As propriedades do búra/epbxi, para varias 

valores da temperatura, foram obtidas através de graficos 

publicados em (HANH; PAGANO, 1974) e e s t h  apresentadas na 

Tabela 6 . 4 .  Como se observa, as rigidezes do material na 

direção transversal As f ibras e ao cisalhamento no plano  

mkdio da l d a i n a  são consideravelmente s e n s i  ve is i variaçso 

de temperatura. O mesmo pode ser 

coeficiente de dilatação 4. 
afirmado para 

Para analise da e s t r u t u r a ,  um quarto d a  

plaSa f o i  discret izado  em uma malha de 4 'x 4 elementbs de 

nove n d s .  Visando-se  obter uma melhor aproximação da 
1 1 1  I I 1 I I I I I I *  

distribuição d a  temperatura ao longo da espessura da placa,  

assim como uma mais precisa integração numkica ,  cada 

IAnina foi d i v i d i d a  em duas l%minas i d h t i c a s .  Em cada uma 

destas l%minas,  foi considerada uma temperatura constante e 

i gua l  a aquela a t u a n t e  no p l a n o  médio da mesma, o b t i d a  

atravis do diagrama l inear  de variação da temperatura. 

4 analise f o i  realizada considerando-se 

tres casos: 



I - I I , ,  m I ,  - I I I  4 .  1 i 

Figura 6.13 - Placa de boro/epdxi sob gradiente termico 



Caso I - Propriedades do material dependentes da 

temperatura. Valores das propriedades de 

cada larnina o b t i d o s  atravbs da Tabela 6 - 4 ,  

usando-se interpelação linear. 

Caso I1 - Prop~iedades das Iaminas correspondentes i 

temperatura T = 75O~. 

Caso I I I  - Propriedades das larninas correspondentes A 

temperatura T = 3 0 0 ~ ~ .  

Tabela 6 . 4  - Propriedades do Boro/Bpbxi 

1 I I . .  I b I , I  4 .  

Obo . :  E. . e G. . em pai, U i  em / F 
L J L J 

A hipbtese d e  pequenos deslocamentos e uma 

regra de integração completa com 3 x 3 x 1 pontos de Gauss 

foram empregadas. A Figura 6.14 mostra  como variam o s  

deslocamentos verticais ao longo do e i x o  x para os trgs 

casos considerados .  Resultados o b t i d o s  por (THANGARATMAM 

et. al, 19881, através de uma formulaç%a em elementos 



- Fonnula~ão presente 

Thangoratnam et ol. 1988 

6 .14 - Deslocamentos verticais ao longo do eixo x da placa 

d e  boro/epbxi sob gradiente termico 



Figura 6.15 - Momentos f l e t o r e s  ao longo do e ixo  x da placa 

de boro/epdxi sob gradiente tbraico 



f i n i t o s  do t i p o  "semiloof" s%o tanb4m apresentados para o 

Caso I. Como pode-se observar, pe la s  diferenças das curvas 

mostradas na Figura 6.14, a dependência das propriedades  do 

material com respeito A temperatura pode ser um f a to r  

importante na avaliaçso da resposta de uma estrutura.  

A Figura 6.15 apresenta como variam os 
i' 

momentos fletores M K  
e HY 

ao longo do eixo x,  obt idos  

para o Caso I. Verifica-se que, ao c o n t r i r i o  do 

aconteceria se a placa fosse de material isbtropo, os 

momentos Hx e My no centro de placa apresentam valores 

di ferentes ,  inc lus ive  em s i n a i s .  

6 . 2 . 5  - Flarnbagam Ter- d e  rim Painel be G r a f . i t ~ i R ~ * X j ,  

Este exemplo ilustra um fato interessante 

de  flambagem tkrmica que pode ser verif icado em p a i n k i s  de 

grafite/epbxi, quando as larninas deste material apresentam 

um coeficiente de dilataçso tkrmica negativo na direção  

das  f i b r a s .  'Nes'ta s i tuação ,  pode-se demtinstrar ' que, 

teoricamente, construir um painel de 
I I 4 1 1  i L m ,  I 

grafite/epbxi que em uma determinada d i reç so  não apresenta 

deformação tbrmica quando o mesmo + submetido A uma 

variaçso de temperatura. 

Para ilustrar, considera-se um p a i n e l  p l a n o  

d e  grafltelephxi com um esquema de laminaçso s i m & t r i c o  do  

t i p o  [8/-8/-@/@1, engastado em duas extremidades,  conforme 

mostra a Figura 6.16. Cada lAmina tem um espessura de 

0 . 0 2 8  cm e apresenta as seguintes propriedades: 



O p a i n e l  i n t e i r o  foi discretizado em seis 

elementos de nove nbs. Admitindo-se urna variação uniforme 

de temperatura sobre o painel, foram realizadas analises 

para v A r i o s  va lores  de 8 e n t r e  o0 a 907 A hipótese de 

grandes deslocam~ntus e uma regra de integração do t i p o  3 x 

3 x I foram empregadas. Cada aniliçe t e r m i n a v a  quando 

matriz de r i g i d e z  d e i x a v a  de ser definida p o s i t i v a ,  

A Figura A.17 mostra as v a r i a ~ i k s  c r i t i c a s  

da temperatura do p i i n e l  e m  funqão de e. observa-se que 

para  8 e n t r e  0Oe 40; a flarnbagern t e r m i r a  se d á  por reduçso 

de temperatura, enquanto que para 8 no intervalo que se 

O 
extende '  desde um Angulo ligeiramente superior a 40 at& 90: 

ela se verifica por acr&scimm de temperatura. A s s i m ,  existe 

u m  Bngulo i9 prdxirno de 40O para  o qual o larninado n % ~  sof re  

flambagem tbrp jca ,  Da5 maior ou m,enri,r que se ja  a yariaçso , 

d e  temperatura aplicada. Com i s t o ,  pode-se c o n c l u i r  que 

para  este Qltimo &ngulo o coeficiente de dilatação t e r m i c a  

do painel na direção x deve ser nulo. Na realidade este 

resultado & apenas teoricamente possivel, p o i s ,  as 

i n e v i t á v e i s  imperfeições in t r i n s e c a s  ao processo de 

confeçç%o do painel, e nZío consideradas na m o d e l a g e m  do 

m e s m o ,  tornam tal condiç2io  praticamente i n a t i n g i v e l .  



. 
Figura 6.16 - P a i n e l  de grafite/epóxi sob variação tkrnica 

ÂNGULO (graus) 

Figura 6.17 - Curvas variação de temperatura c r í t i c a  x 

Angulo 8 do p a i n e l  de graf i te /epdxi  



7 .  EXEMPLOS DE APLICAÇÃO - PARTE 11: ANALISE VISCOELASTICA 

Neste capi tu10 são apresentados vArios - 
exemplos numrSricos de p a i n k í s  planos e curvos de material 

composta larninado, admitindo-se que o material apresenta 

comportamento viscoelAstico linear. Analisam-se as 

i n f l u ê n c i a s  do esquema de laminação, de  cargas mechicas e 

da temperatura e umidade sobre a respostas dependente do 

tempo ex ib idas  por p a i n k i s  larninados de grafite epbxi. 

Exemplos de flambagem viscoelbstica de cascas s%o t a m b h  

apresentados. 

I I 1 1 1  I ,  . 
Este exemplo consiste em um painel plano de 

grafite/epbxi cons t i tu ido  por o i t o  larninas dispostas e m  um 

esquema de laninação simdtrico do t i p o  [0/45/90/-451 

(Figura 7.1). Cada larnina tem uma espessura de 0.014 cn. 

A temperatura do painel 8 admitida variar 

instantaneamente de 177O~ para 2 4 O ~ .  O material apresenta 

as seguintes constantes  e las t icas  e os c o e f i c i e n t e s  de  



* Figura V .  1 L P a a i n e l  viscoel~stico de grLSf i te /kpdxgi  sob 

redução de temperatura 

ESOOLA DE ENOENHARIA 
BIBLIOTECA 



dilatação termica: 

*i* 
= 18 - 0 0  x lo8 psi 

Q 
Giz= 0.90 x 10 psi 

=zz = 1.40 x 1o6 psi 

Supõe-se que o material apresenta comportamento e l i s t i c o  

l inear  n a s  direções das f ibras e viscoelAstico l inear na 

direçzo transversal As fibras e em cisalhamento, com as 

seguintes  fung6es de fluência, em uma temperatura d e  2 4 O ~ :  

D (t) = r0.8596 - 0.0318axp(-t/300) - 0.0659exp(-t/6000) 
2 2  

- 0.0476exp(-t/12D000)] x 1 0 - ~  (psi'>-'  

Ds9(t) = C1.3170 - 0.0494exp(-t/300) - 0.0924exp(-t/6000) 
- 0.0641exp(-t/120000)] x 10-= ( p s i ) - A  

(t em minutos)  

Estas propriedades do material foram 

retiradas do trabalho (LIN; HWANG, 1989), 
1 - I I I  I .  I a I 

no qual c 
i 1 1 1  

presente  exemplo encontra-se analisado através de um modelo 

viscoelAstico linear b i d i m e n s i o n a l .  Em (LIN; HWANG, 1989) 

as funçães  de fluencia do material são apresentadas por 

expressões em potencia do tempo, as quais foram aproximadas 

p e l a s  expressões exponenciais no tempo, dadas acima, 

atravks de um p r o c e d i m e n t o  i t e r a t i v o  para a juste  de curvas .  

Considerando a simetria do p a i n e l ,  somente 



- Formulação presente 
Lin e Hwang, 1989 

7 . 3  - Variação da deformaç30 axial s do p a i n e l  larninado de 
X 

grafite/epbxi ao longo d o  tempo 



Formu lação presente 
Lin e Hwang, 1989 

tempo (horas) 
I I *  4 ,  

F i g u r a  7.3 - Variação da t e n s ã o  u n a s  camadas com 8=0° do 
X 

p a i n e l  de grafite/epdxi ao longo do tempo 



um quarto do mesmo foi u t i l i z a d o  na analise. Halhas d e  2 A 

3 elementos de quatro e de nove nbs foram adotadas. As 

soluções encontradas com o uso destes diferentes elementos 

foram praticamente identicas. Também os resultados  obt idos  

com as hipbteses de pequenos e de  grandes deslocamentos 

foram praticamente iguais .  

As Figuras 7 . 2  e 7.3 mostram as curvas que 

representam as variações das deformaç8es e das tensões ao 

longa do tempo, encontradas na anAlise, juntamente com 

vArios pontos da soluç%o obt ida  por (LIN; HWANG, 1889). 

Observa-se que tanto  as deformações tensões 

diminuem ao longo do tempo. As componentes de deformação e 

de tensão segundo A direção x, para as larninas coa 8 DO, 

no tempo t = 0,  valem cx(0)=-4.5551 x 1 0 - ~  and ox(0)= 5380 

psi, respectivamente. Adotou-se um intervalo de tempo 

i n i c - i a l  Ato= 200 min e considerou-se un fator de translaçzo 

do tempo igual a 1. 

I I I , I  h I 

A Figura 7.4 mostra um paine l  larninado de 

grafite/epbxi s u j e i t o  a uma carga de traç%o de 175.20 N/cn, 

atuante segundo a direção x. O paine l  é submetido a esta 

carga durante t = S O O  horas e ,  apbs este  tempo, 

descarregado i n s t a n t a n e a m e n t e ,  como ilustra a Figura 7.5. 

As l h i n a s  do painel t g n  a espessura e as 

propriedades daquelas  do Exernp 10 7.2.1. mesmas 



Figura  7 . 4  - Painel v i scoe lás t i co  de grafite/epbxi sob 

carga axial  
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Consideram-se d o i s  esquemas d e  laninaçXo simbtricos: um 

" angla-ply" [45/-45/45/-45 Js e outro  " cross-ply" 

C0/9U/0/90Ie. Para estas  configuraç6es foram estudadas as 

deformaçaes em função do tempo. 

A m e s m a  malha de elementos f i n i t o s  de  

q u a t r o  nbs utilizada no Exemplo 7.2.1 f o i  adotada na 
1 

análise. Os resultados  encontrados esta0  apresentados na 

Figura 7 . 5  e na Tabela 7.1. Como esperado, o larninado do 

t i p o  "angle-ply" [45/-45/45/-451. apresentou um mais 

acentuado comportamento dependente do tempo. 

Tabela 7.1 - Valores de c x no Painel  do Exemplo 7.2.2 

~ b i .  : Vatorss do t empo  t em horas 

A casca esf&rica mostrada na Figura 7.6 

c o n s t i t u f d a  por o i t o  lAminas  de grafite/epbxi d i s p o s t a s  em 

um esquema de laminação s imétr ico  do t i p o  "cross-ply" 

C0/90/0/901s. A e s p e s s u r a  e as p r o p r i e d a d e s  das l â m i n a s  s%o 

as mesmas do Exemplo 7.2.1.  As condições de apo io  das 

bordas  da casca szo as seguintes :  



Figura 7 . 6  - Casca e s f b r i c a  larninada de grafite/epbxi 

variaçaes de temperatura 

s o b  



Admite-se que a casca encontra-se submetida 

a variações ins tantaneas  de 
.r 

cond ições : 

temperatura, nas seguintes  

Caso I - Ti= 3 5 0 O ~ ,  T,= 75O~, p = 1.0 ( ~ - 7 5 ~ ~ ~  H=O.OO%) 

Caso I1 - Ti= 350O~, T,: 7 5 O ~ ,  p 2.5 ( T = ~ ~ O F ,  H=1.04%) 

Caso III - Ti= 35o0I?, T,= 7 5 O ~ ,  p 50.0 ( ~ = 7 5 ~ ~ ,  H=1.45%) 

, , 

Casa IV - T. 350O~, T r =  122O~, p 171.79 ( ~ = 1 2 2 ~ ~ ,  

onde Ti e T, i n d i c a m  os valores i n i c i a l  e f i n a l  da 

temperatura, respectivamente-,.H representa- a concentraçãa 

de umidade e p e o f a t o r  de t r a n s l a ç ã o  do tempo, o q u a l  f o i  

o b t i d o  d e  forma aprbkinradi i t k a v e s  d e  $ r ~ P i c &  'publicad8s 

por  (CROSSMAN e t  al., 1977), para diferentes combinações de 

temperatura e umidade. Na anAlise f o i  adotado um Único 

va lo r  d e  P para todas as direç0es .  

Para a ãnAlise f o i  utilizado um quadrante  

da casca, o q u a l  f o i  discretizado em quatro elementos de 

nove nbs, como mostra a Figura 7 . 6 .  A h i p d t e s e  de grandes 



i CASO III 

0.09 1 I I I I I I I I I I I I I 
O 1 0 0  200 300 400 500 600 7 

m , .  

Tempo t '(horas) 

Figura 7.7 - Deslocamentos v e r t i c a i s  no t o p o  da casca de 

grafite/epdxi sob cargas de temperatura 



deslocamentos f o i  adotada. 

A Figura 7 . 7  apresenta os valores dos 

deslocamentos verticais no topo da casca em funçxo do tempo 

t. Observa-se por e s t a  f i l t ina  figura que um mais acelerado 

processo de deformação dependente do tempo B exibido para 

n i v e i s  mais elevados de temperatura e concentraçgo de 
P 

umidade. Pode-se então concluir  que quanta maiores forem os 

n i v e i s  de temperatura e de umidade sobre a casca menores 

serXa os tempos de estabilizaçZo das deformações. Este fato 

e s t i  i m p l i c i t o  no conceito  de fator de t r a n s l a ~ ã o  do tempo. 

Os valores do deslocamento vertical no topo da casca em t = D  

valem -0.130 cm para os casos I, I1 e 111 e -0.0933 cn para 

o caso IV. 

7.2.4 - W a á e r n  ViscoelBstic~ k ma Casca s k  

Para testar a formulaçSo na descriçso de 

flambagem viscoelAstica de cascas, a casca esfér ica  de 

material isbtropo mostrada na Figura 7 . 8  F o i  anal isada.  As 

bbrdaS 'da basca foram supostas s o b  as. seguintes* restriçBes:  

As funçaes de f l u g n c i a  do material para 



F i g u r a  7.8 - Casca esférica viscoelAstica d e  material 

isbtropo sob carga concentrada 



deformações normais e de cisalhamento foram tomadas como 

sendo ,  respectivamente, 

onde o tempo t B medido em horas. 

Inicialmente,  para se ter  conhecimento do 

comportamento elast ico pbs-critico da casca, uma analise 

e la s t i ca  geometricamente não l inear foi realizada. Para 

isto foi utilizado o netodo de controle por deslocamentos 

generalizados. Os resultados desta analise est%o mostrados 

na Figura 7.9. Uma malha com quatro elementos de nove nbs 

foi adotada em um quadrante da casca. 

Posteriormente, para diferentes valores da 

carga P, foram realizadas virias analises viscoelisticas e 

geometricamente nHo linear, usando como procedimento 

i terat ivo  a mktodc de Hewton-Raphson. Os resultados  o b t i d o s  . 

atraves destas analises estso apresentados na Figura 7.10. 

para 'uma Earga E;=42'.72 KN, i matriz de r ig idez  da estru'iura 

na configuração correspondente a ty-1 hora deixou de ser 

d e f i n i d a  positiva, o que motivou a interrupção da analise 

pela  impossibilidade de se verificar convergencia com o uso 

do &todo de Newton-Raphson. 

A Figura 7.10 mostra que o tempo c r i t i c o  da 

casca, ou s e j a ,  o tempo para o qual os  deslocamentos 



Deslocamento Central (cm) 

Figura 7.9 - Curva carga x deslocamento vertical c e n t r a l  

da casca i sb t ropa  cons iderada  e las  t i c a  



o 1 1 I I 1 I I I I 1 
O . 2 .  e .  6 ,  8 A ,  

Tempo t (horas) 

F igura  7.10 - Curvas deslocamento vertical central x tempo 

d a  casca ishtropa para diversos valores d e  P 



crescem bruscamente, aumenta quando o valor da  carga P 

reduzido.  Para uma carga d e  39.16 KN, p o r  exemplo, os 

resultados mostram que em t = 2.0 h o r a s ,  os deslocamentos 

verticais no t o p o  da casca crescem rapidamente ate atingir 

um valor para o qual  ocorre uma recupera~ão da r ig idez .  

Como pode ser observado atravbs da  Figura 7.10, o inicio do 
- 

crescimento brusco se verifica quando o deslocamento 

vertical do t o p o  da casca assume um valor prbximo daquele 

correspondente ao  primeiro ponto limite (inicio do fendmeno 

denominado "snap-through"),  mostrado na Figura 7.9. Neste 

ponto limite, o deslocamento v e r t i c a l  central da casca 

aproximadamente igua l  B flecha da casca indeformada. A 

recuperação de r i g i d e z ,  por sua vez,  ocorre depois  que se 

verifica o "snap-through" , sendo in i c iada  quando o 

deslocamento vertical c e n t r a l  vale cerca de duas vezes o 

valor  da f lecha  i n i c i a l  da casca indeformada. Para uma 

carga Pz26.70 KN, o tempo c r i t i c o  da casca não f o i  a t ing ido  

durante a annlise. 

Este exemplo cons i s t e  em uma casca esf6rica 

larninada, d e  grafite/epbxi, com um esquema de laminaçSo do 

t i p o  " c r o s s - p l y "  [0 /90]  e submetida a uma carga vertical 
8 

concentrada no topo, como aquela do Exemplo 7 . 2 . 4 .  A 

espessura de cada l%mina B de 0.028 cm, enquanto que as 



I I I I I L I 
,2000 4000 * 6000 L * 8000 10 

Tempo (min) 

F i g u r a  7.11 - Curva deslocamento vertical c e n t r a l  x tempo 

da casca larninada para diversos valores  de  P 



outras dimensões e a forma geom&trica, assim como as 

condições de apoio, s%o identicas a aquelas da casca do 

Exemplo 7.2.4. 

O material 4 suposto viscoelAstico l inear 

com as mesmas propriedades do material do Bxemplo 7.2.1. Um 

f a t o r  de translasgo Ao tempo igual  a 50 f o i  adotado. Este 

valor foi retirado de (CROSSHAR e t  al., 1977) e corresponde 

ao material grafite/epbxi T300/836 com T = Z ~ O C  e H=1.45%. 

Devido i simetria da casca, somente um quarto da mesma f o i  

anal isado,  usando-se para isto uma malha quatro 

elementos de nove nbs.  Admitiu-se a ocorrkncia de grandes 

deslocamentos e utilizou-se o metodo de Newton-Raphson. Uma 

regra de integração nuinbrica do t i p o  2 x 2 x 1 f o i  
8 .  

empregada. 

Os resu l tados  de analises v i s c o e l ~ s t i c a s  

para d i f erentes  valores da carga P estão apresentados na 

Figura 7.11. O valor da carga cr i t ica  elastica 6 de 12.727 

KN. Para uma carga P igual  ou menor do que . 12.500 KN o 

tempo critico da casca 1 muito grande devido ao n%o m i t o  

eIe;ado conpor tkmehto  'dependente do tempo apresentado pe18 

material, As analises realizadas com as cargas de 12.60 KA 

e 12 .55  KM foram interrompidas durante a ocorrencia de 

crescimento brusco de deslocamentos, em conf iguraçbes para 

as q u a i s  a matriz de r i g i d e z  da casca, em pontos  prdximos 

de s ingular idade ,  de ixou de ser d e f i n i d a  p o s i t i v a .  



8 .  EXEMPLOS DE APLICAÇXQ - PARTE 111: ANALISE DE FALHAS 

~ e s &  c a p i t u l o  são apresentados exemplos 

numbricos tratando de falhas en p a i n e i s  de materiais  

compostos larninados. São analisados casos que mostram as 

influências do esquema de laminaçzo, da malha de elementos 

f i n i t o s  e as diferenças dos valores das cargas de falha 

correspondentes aos cr i ter ios  de Hashin e de Tsai-Wu. 

Exemplos de anAlises que terminam quando é 

detectada a primeira falha ou que se prolanga apbs e s t e  
, , , , 

ponto atg se a t i n g i r  a capacidade de carga última da 

estrutura szo mostrados. 

8 . 2  - l b h  b k r i c o s  de A n a l i s e s  de Palha 

8.2.1 - Fainel Pltino S;PIlfiaurnc%o 

i d o  a frAc'30 
1 4  

' C@/-ele a Submet 

Trata-se e s t e  exemplo de  um p a i n e l  larninado 

de grafite/epdxi com quatro camadas dispostas em um esquema 

d e  l aminaçso  simktrico do t i p o  [8/-8Js e s u j e i t o  a uma 

carga de traçso axial, conforme mostra a Figura 8.1. A 

espessura de cada 1Pmina 8 igual a 0.0127 cm e o material 

apresenta as seguintes  propriedades: 



~ i g u s a '  8.1' - P d i n e l  l'aminado de graf ite/epdxi t rac lmado  

ESCOLA DE ENGENHARIA 
BIBLIOTECA 



Eii= 138.00 GPa 10.30 GPa 

6-60 GPa 

Para determinar os valores das cargas 

correspondentes A primeira falha, para diferentes Angulos 

8, um quarto do p a i n e l  f o i  d i s c r e t i z a d o  em uma malha de 4 x 5  

elementos de nove n6s, como indicado na Figura 8.1. Os 

resul tados  encontrados, utilizando os criterios de Tsai-Wu 

e de Hashin, es tão  apresentados na Figura 8.2. Resultados 

. .experimentais devidos  a ( IRVXNE;  GINTY, 1985) e . re t i rados  

de (HWANG; SUN, 1989) são t a m b h  mostrados na Figura 8.2. 

I I I I  . I  I 1 1 4  Cdnforme s e  observa, no presen te  caso, o s  

valores das cargas d e  f a l h a  encontradas pe los  criterios de 

Hashin e de Tsai-Wu sgo prbximos. Além d i s t o ,  para 8 1 45O 

o s  r e s u l t a d o s  num6ricos apresentam muito  boa c o n c o r d h c i a  

com os experimentais. Para  c? e n t r e  o0 e aproximadanente 3n0 

observou-se, como primeira falha, quebra de f i b r a s  e, fora 

d e s t e  intervalo,  f issuração da matriz. Neste exemplo f o i  

utilizada uma regra de integração total de 3 x 3 x 1 pontos 



- Crit. Hoshin 
--- Crit. Tsai-Wu 

Experimento1 

I I 1 1 I 1 I I I t 
O 10 20 30 40 50 60 70 80 91 

I * I  1 i . I ,  

' Angulw 0 (graus) 

F i g u r a  8 .2  - Carga correspondente A primeira falha do 

p a i n e l  larninado em funç%o de 8 



de Gauss por 1Pmina. 

. . 
8 . 2 . 2  - Placa Laminslda % m ~ l e s m e m  Bvoiãdã meltã a W 

p i s t r i b u i a  

Este exemplo c o n s i s t e  de uma placa laminada 

de grafite/epaxi ?300/5208, simplesmente apoiada, com 

d i f e r e n t e s  esquemas de laminaç%o sim&tricos e antinetricos 

(Figura 8.3). A placa encontra-se submetida a una carga 

transversal uniformemente d i s t r i b u i d a  suas bordas 

apresentam as seguintes restrições: 

a) Placa com Esquema d e  Laminação SimQtrico 

b )  Placa com Esquema d e  LaminaqSo Antimetrico 

A e s p e s s u r a  d e  cada larnina e d e  0.0127 cm e 

o material apresenta as seguintes propriedades: 



Figura 8.3 - Placa Iaminada uniformemente carregada 



Giz= 5 , 6 5  GPa 

G Z 3 =  3 ,40  GPa 

Tendo em vista as condiçaes  de simetria da 

placa, garantidas pe los  esquemas de laminação considerados,  

somente um quarto da mesma f o i  utilizado na anPlise. As 

s e g u i n t e s  restriçBes ao longo dos eixos da placa foram 

usadas: x = 0 4 u = Q = O, y = O 4 v  8 = O (esquema de 
X Y 

- laminação sim4trico) e x O 4 v = 8 = O, y = O + u = 8 - 
X Y 

O (esquema de laminaçHo antim&trico). Foram adotadas malhas 

de 2x2, 3x3, 4x4 e 4x6 elementos de nove nbs  e os  esquemas 

de laminação: . . 



A s  cargas correspondentes h primeira falha 

foram determinadas considerando-se os c r i t & r i o s  de f a l h a  de 

Tsai-Wu e de H a s h i n .  A hipdtese de pequenos deslocamentos 

f o i  assumida. Os resu l tados  obt idos  estão apresentados na 

Tabela 8.1,  na q u a l  pode-se tambim observar as influencias 

do esquema de laminaçso e da malha de elementos P i n i t o s  

sobre os valores da carga de falha. 

Tabela 8.1 - Valores das Cargas Correspondentes A Primeira 

Falha de uma Placa Larninada Simplesmente 

Apoiada S u j e i t a  a Carga Uniforme 

(*> VaLor-E superiores - critério de T s a i - W u  

Vatores inferiores - critério de Hushin 



Como B observado na Tabela 8.1, as cargas 

de fa lha  obt idas  com o criterio de Hashin,  em geral,  são 

menores (exceto no caso do esquema de l a m i n a ~ s o  BI) do que 

aquelas determinadas com o criterio  de Tsai-Wu. Outro fato 

que pode ser observado, nes te  exemplo, B a reduçsa dos 

valores das cargas d-e - falha com o aumento do aGnero de 

elementos f i n i t o s  usados na discretizaçaa da p laca .  Isto 

configura a sensibilidade dos resultados com relaçso 

malha usada na modelagem da estrutura.  

Este exemplo consiste de um p a i n e l  p l a n o  de 

grafite/ep6xi T300/5208, com una configuraçSo [B4/O4/-e4lm, 

submetido a tração (Figura 8 . 4 ) .  O material das l%ninas tem 

as mesmas propriedades do exemplo anterior.  

O p a i n e l  f o i  anal isado considerando-se 
, , .  

varias valores de 8 no i n t e r v a l o  0 ~ 5  8 5 9 Ò 0  e admikindo-se 

a progressividade das falhas. O critlrio de Hashin foi 
1 I i L i  I I , 0 U 

adotado juntamente com o criterio de degradaçso dado em 

(3 .48)  e ( 3 . 5 0 )  com Pp 1 e admitindo-se que em caso da 

ocorrhc ia  de físsuraçSo d a  matriz os coeficientes de 

r i g i d e z  a fe tados  por este t i p o  de falha, e que são tomados 

cano nulos em (3.50), sSo i g u a i s  aos  seus v a l o r e s  iniciais 

multiplicados por um f a t o r  c, tentando-se cons iderar  uma 

reserva de r i g i d e z  da matriz depois de f i s surada .  Foram 

realizadas anãlises com O,= O e TJm= 0.30. Um q u a r t o  do 



Figura 8 . 4  - P a i n e l  laninado de graf i te/epdxi sob tração e 

s u j e i t o  i f a l h a s  progressivas 



p a i n e l  f o i  discret izado  em uma malha de 4 x 4 elementos de 

quatro n ó s .  

para A Tabela  8 . 2  apresenta, d iversos  

Angulos 8 ,  os valores bltimos da tensão externa ( L P F ) ,  

correspondentes As duas condi~6es de degradaçxo acima 

especif icadas,  assim como aqueles obt idos  em uma anal i se  d e  

primeira fa lha  (FPF). A representag%o grif ica d e s t e s  

valores 6 mostrada na Figura 8.5 em c o n j u n t o  com resu l tados  

experimentais re t i rados  de (TOLSON; ZABARAS, 1991) e 

dev idos  a (SONI, 1983). 

Tabela 8 . 2  - Valores das tens6es correspondentes 

LPF para vArios Angulos 8 .  

a PPF e 

FPF LPF 
C =  0 k= 0.30 

1483.80 1483.80 1483.80 

1113.90 1113.80 1291.10 

415.05 503 .50  737.40 
483.713 483 -70 562.00  
284.55 5 0 5 . 3 0  532.71 
222.96* 502 .50  5271.831 

209.50 504.10  528.70  

Observa-se pela Figura 8.5 que os 

r e s u l t a d o s  numaricos o b t i d o s  através d a  presente formulaç%o 

apresentam uma boa aproximaçSo em relação aos valores  

experimentais. Para os Angulos 8=15O e 8=30° verifica-se a 



= 0.0 

$ ---- FormulaçÕo presente 
$ = 0.3 

Experimenta! (SONI, 1983) 

Figura 8 . 5  - Variação da tensão externa última do painel 

larninado em funçxo do Angulo 8. 



deslocomento (cm) 

Figura 8 . 6  - Diagrama carga x deslocamento do pa ine l  

lamínado para 60° 



maior diferença e n t r e  o valor o b t i d o  experimentalmente e 

aqueles e n c o n t r a d o s  atravks dos modelos de degradaç%o acima 

expostos. Como de se esperar, os valores das tensões  

m A x i m a s  correspondentes  à condição de degradação em que < 
0 . 0  são menores (ou  igual para 8 = no) do que aqueles que 

resultam da condição  d e  degradas30 com c-0.30. Um de ta lhe  

que pode ser o b s e r v ~ d o  atraves da Figura 8 . 5  é que para e 2 

45O as tensões máximas que o paine l  suporta não s8o muito  

d i f e r e n t e s .  Uma regra de integraçio  total com 2 x 2 x 1 

pontos de Gauss por l h i n a  f o i  adotada neste exemplo. 

A Figura 8 . 8  mostra a trajetdria  carga x 

deslocamento do p a i n e l  para 8 60: o b t i d a  atra-s da 

condiçBo de degradaçso com l)m 0.30. Neste caso, 

valores das cargas correspondentes a FPF e LPF sxo, 

respectivamente, 8 . 7  KN/cm e 16.5 RN/cm, os q u a i s  podem ser 

encontrados multiplicando-se as tensaes de falha dados nas 

c o l u n a s  2 e 4 da Tabela 8 . 2  pe la  espessura da laminado.  

Como pode-se observar na Figura 8 . 6 ,  depois 

de atingido o valor mAximo da carga ocorrem acentuadas 

redistribuiç0es de tensbes que implicam em um quase total 

I ,  - decarrkgairtento' d a  'estrutura, representado na men'cibiada 

trajetbria por um ramo quase vertical. Este caso serve para 

ilustrar a capacidade do modelo proposto em prosseguir com 

a analise apbs o atingimento da carga m6xima da e s t r u t u r a .  



O p a i n e l  p lano  d e  grafite/ephxi T300/1034-C 

dotado de um furo central, mostrado na Figura 8 . 7 ,  f o i  

analisado admitindo-se falhas progressivas. painel 

apresenta vinte e quatro l%minas d i s p o s t a s  em um esquema de 

laminação simktrico do t i p o  [0/'45/90j,m e encontra-se 

submetido a uma carga d e  t raçso .  O furo tem um d i h e t r o  de 
1 

0 . 6 3 5  cm. 

O material das 

seguintes propriedades:  

E,,= 146,86 GPa 

G 6,18 GPa 
i z  

G Z 5 =  3,09 G P a  

X, 1730,65 MPa 

U n i n a s  apresenta 

X 1379,00 MPa 
c 

SA = 133,76 MPa 

Este exemplo f o i  a n a l i s a d o  por CHANG; CHANG 

(1987), atraves d e  uma modelo em elementos f i n k t o s  

b i d i m e n s i o n a i s .  P e l o  f a t o  d e s t e  último t r a b a l h o  n3o 

especificar Gz3 e ST, O S  valores destas grandezas foram 

arbitrados na presente an6lise. Como o p a i n e l  se comporta 

praticamente em estado plano  de tensão,  os valores destas 



4 

Figura 8 . 7  - P a i n e l  laminado dotado de um furo central  

Figura 8.8 - Malha de elementos finitos 



b l t i a a s  grandezas riso tem muita importancia. 

Utilizando-se a condiç%o de simetria da 

estrutura, somente u m  quarto do paine l  f o i  ana l i sado .  

Adotou-se una malha d e  elementos de quatro n á s ,  como 

mostrado na Figura 8 . 8 .  Foram utilizados o critkrio da 

Hashin e o modelo de degradação com P Q 1. Uma regra de 
2 

integração numgrica do t i p o  2 x 2 x 1 em cada larnina foi 

adotada. 

A primeira falha do paine l  ocorreu na 

matriz das larninas com f ibras normais A direção da carga, 

ou seja ,  nas liminas com 8 90: nos pontos de Gauss 

s i tuados  no canto inferior da malha e v i z inhos  ao furo 

(Figura 8.9  a ) .  A carga correspondente a esta  falha f o i  de 

11.26 KN. 

Con t inuando  com o processo de incrernentação 

da carga, f o i  observado que as falhas evoluem, a partir da 

vizinhança do furo, em direção As laterais  do p a i n e l .  O 

i n f  cio da quebra das fibras se deu para uma carga de 20.11 

KN., em pontos .de  Gauss s i t u a d o s  na mesma posigão daqueles 

sobre os q u a i s  se deu a primeíra f a l ha  na matriz, porem, 
1 1  

sobre  as larninas Com e =' 0:'~s ~ i ~ u r L s  8 . 9  e 8.10 mostram 

as configura~ões de falhas na matriz e em f ibras do painel ,  

respectivamente, para diversos valores  da  carga e para as 

camadas com 8 = e 8 900 

A m6xima carga e n c o n t r a d a  para o p a i n e l  f o i  

de aproximadamente 22 .25  KN. De acordo com CHANG; CHANG 

(1987)  o valor desta carga de 5100 l b f  (2 2 2 . 6 9  KN). 

Depois de a t i n g i d a  a mAxima capacidade de carga do p a i n e l ,  



Figura 8.9 - Configurações d e  falhas na matriz da larnina 

com e $ 3 0 ~  para vArios n i v e i s  da carga P 



Figura 8.10 - C o n f i g u r a ç l k s  de falhas em fibras d a  1Amina 

com B = CJO para virios niveis da carga P 

- com falhos 
. - - - -  sem falhas 

Tempo (rnin) 

F igura 8.11 - Deslacamentos verticais d a  casca e m  f u n ç ã o  do 

tempo com e s e m  consideração de falhas 



foi observado um processo de descarregamento do m e s m o  

acompanhado por aumentos de deslocamentos e uma ripida 

evoluç~o das falhas nas f i b r a s  e na m a t r i z  e m  todas as 

camadas. 

Observa-se neste exemplo que a diferenqa 

entre as valores da cgrga corr&apondente ao i n i c i o  de fa lha 
1 

e m  f i b r a s  e da carga Gltima da p a i n e l  não B grande. Isto 

pode ser explicado pelo f a t o  de que as fa lhas  nas fibras 

ocorrem depois que a m a t r i z  das larninas A apresentam u m  

certo grau de degradação, o que implica e m  u m a  rnaiar 

solicitaçSo das f i b r a s  que, por sua v e r ,  sendo de g r a f i t e ,  

apresentam u m  comportamento f rQi1. 

8 . 2 . 5  - Casca EsfCrica ViscoelAstica; Larninada 

Considera-se n e s t e  exemplo a casca esfbrica 

viscoelAçtica de grafite/ep&xi, analisada na Exemplo 7 . 2 . 5 ,  

camo su je i ta  a falhas progressivas. Para a analise foram 

adotadas u m a  carga concentrada P=I2.50 KN e a m e s m a  

disrretizaçSo usada no exemplo a c i m a  c i t a d o .  
.I i I I 1 1 1  

realizada empregando-se o 

criterio de fa lhas da Nãxirna Deforrnasãa e a hipdtese de que 

somente as propriedades elasticas do material se degradam 

na presença de falhas. Os efeitos de  n%o linearidade 

g e o m k t r i c a  foram considerados e o Método d e  Newton Raphson 

foi empregado. Utilizou-se u m a  regra de integração completa 

com 3 x 3 x I pontos d e  integraçsa por l h i n a  de cada 

elemento. Como defarrna+5es totais limites foram adotados os 



seguintes  valores:  

i' 

Os resultados  mostraram que para uma carga 

P aproximadamente i gua l  a 10 KH ocorreram falhas na matriz 

das quatro camadas, detectadas sobre os pontos 

integraçgo localizados prbximos ao topo da casca. Depois  da 

aplicação da carga, durante ú processo de fluincia da 

casca, foram detectadas novas falhas quando ú tempo a t i n g i u  

os valores de 1608 min (falhas na matriz), 1717 min ( fa lhas  

na matriz) e 1825 min (falhas em f ibras e matriz). Para 

e s t e  f i l t imo tempo, a matriz de r i g i d e z * &  casca deixou de 

ser d e f i n i d a  positiva e, então, a analise f o i  terminada. 

Configurações de  fa lhas  das lâminas, para um quadrante da 

casca, estxo representadas na Figura 8.11. Nesta figura as 

l%minas de cada elemento foram d i v i d i d a s  em' nove partes 

correspondentes aos pontos de integraçxo tomados sobre as 
I I L I 1 I i, I 

mesmas. 



P r 12.50 KN 

t = I025 min 

Camadas 23 

X 
Camadas 2,3 

Convençao: 

mm Falha no motriz 

8 Folha n a  fibras 

Figura 8.12 - C o n f i g u r a ç h s  de ta lhas  das l A m i n a s  da casca 

em diferentes valores do tempo 



9 .  CONCLUS0ES E CONSIDERAÇES FINAIS 

U m  modelo nurn6rico baseado em uma descrição 

cinemAtica Lagranqeana Total e e m  elementos f i n i t o s  
4 

tridimensionais degenerados, deduzidos para anAlise d e  

cascas, f o i  apresentado para descrever a comportamento de 

larninados submetidos a cargas 

convencionais e a ações d e  temperatura e de umidade.  

hs 1Pminas f u r a m  consideradas orthtropas e 

constituidas de material elistico linear, r c m  propriedades 

dependentes ou não da temperatura e da concentração de 

umidade absorvida, ou visroelástico linear do t i p o  

higrotermo-realogicamente simples. Para a caso d e  materiais 

compoçtos laminadoç reforçados par f i b r a s ,  o modelo permite 

a çonsideraçãa de falhas por quebras ou flambagem de fibraç 

ou por fissuraqãw da matriz, detectadas at ravkç  

- c r i t ~ r i o s ' r n a c r u s c ~ p i c ~ s  polinarniaiç de Haçhin e de Tsai-Wu, 

a l h  do critkrio da H A x i m a  Deformação. 
I I I I  .I . I 

B a s i c a m e n t e ,  o modelo pode realizar andlise 

elistica ou viscoelAstica, geometricamente linear ou n%o 

linear com grandes deçlocamentos e pequenas deformaçães. 

nuanda se c o n s i d e r a  as lArninas s u j e i t a s  a 

f a l h a s ,  a an6lise pode t e r m i n a r  logo ap6s o aparec imento  d a  

primeira f a l h a  ou, ao contrArio, prosseguir  at& que a 

estrutura a t i n j a  u m  estado de degradaçxo t ã o  avançada que 



praticamente perca  sua rapacidade de carga,  o que no modelo 

computacional B acusado por u m  número exagerado de 

i terações ou por d ivergencia  no processo nurn&rica. 

Com relaçzo ao desempenho dos procedimentos 

numbricos na solução dos d iversos  casos u t i l i z a d o s  como 

t e s t e  da formulaçSo, pode-se afirmar que os mesmos  

demonstraram estabiíidade e e f i c i k n c i a  sempre que aç 

condições impostas na analise,  tais coma as regras de 

integração numerica e as valores das cargas de r e f e r h c i a ,  

f o r a m  rornpat iveis com as carac te r fs t i cas  da estrutura a ser 

analisada. Comparações de r e s u l t a d o s ,  t a n t o  

deslocamentos como para tensões e esforços 

para 

internos 

solicitantes, mostraram uma boa concarddncia e m  relaç%o a 

outroç encontrados na literatura. 

Diversos exemplos analisados demonstraram a 

capacidade do modelo na descriçgo do comportamento não 

linear d e  placas e cascas elasticas submet idas a açaes de 

temperatura e de umidade, assim como evidenciaram 

importAnria da consideração dos efeitos destes fa to res  . - . . 
arnbientais sobre as propriedades elásticas. A s  influ&ncias 

de outroç +atures., tais comd: * @squemaç ' de laminação e 

condições de contorno,  sobre os valores criticas da 

temperatura de placas t a m b h  foram analisadas. 

R utilizaç30 do modelo na descriç%o do 

comportamento viscoelástico d e  p a i n b i s  d e  grafite/epdxi 

c o n f i r m o u  que as deformações dependentes d o  tempo e m  tais 

materiais podem ser importantes  e que dependem do esquema 



de laminaqso, da temperatura e da concentração d e  umidade 

absorv ida .  O modelo t a m b & m  demonstrou u m  bom desempenho na 

desrriçEa de flambagem viscoelAstica de cascas. 

Em análises de falhas foi observado que oç 

critBrios de Hashin e de T~ai-Wu, em gera l ,  proporcionam 

valores não muito diferentes para as cargas correspondentes 
i' 

A p r i m e i r a  fa lha  na es trutura .  Verificou-se tambem nos 

casos analisados que o c r i t b r i o  de Hashin, na m a i o r i a  das 

vezes ,  fornece cargas d e  fa lha ligeiramente menores que 

aquelas encontradas com o uso do crit4rio de Tsai-Wu. 

Devido a ausencia de informaçé5es a respei to  

de falhas e m  materiais compoçt~s  submetidos a processos d e  

flugncia, não se implementou no presente modelo u m  criterio 

mais elaborado para  detectaçgo de falhas durante a 

o c o r r & n c i a  de deformações dependentes do tempo. P a r a  o caso 

d e  anAlise viscoelAstica considerando falhas, o modelo 

permite o uso d a  critirio da NAxima Deformaç%lo expresso e m  

termos d e  d e f  orrnações totais juntamente com a hipbtese d e  

degradação  apenag'daç prop'ri'edades elAsticaç db material. 

Quando utilizando o metodo de contro le  por 
I I I 4 I I *  4 .  

deçlocamentos generalizados, o modelo demonstrou u m  & i m o  

desempenho num4rico na anblise de exemplos envolvendo 

falhas pragressivas,  apresentando exce lente  capacidade 

çonverg&ncia  d u r a n t e  as etapas de r e d i s t r i b u i ç ã o  de t e n s õ e s  

realizadas imediatamente a p 6 ç  a de tec taçso  d e  novas f a l h a s  

na e s t r u t u r a .  Somente nas situações l i m i t e s  e m  que a 

c a p a c i d a d e  de carga  da estrutura analisada se exauria 



verificou-se divergência. 

Embora nos exemplos envolvendo falhas 

progress ivas  as resultados obtidos a t r a v k  do modelo 

proposto tenham se comportado numericamente bem e com u m a  

aparente c o e r h c i a  sob o ponto de v i s t a  fisico, as soluções 

para aquele t i p o  de anAlise devem sempre ser avaliadas 
f 

tendo-se e m  consideração a alta complexidade d o  fen8meno de 

degradação de r i g i d e z  dos materiais compostoç 

simplicidade do crit&rio adotado para traduzi-lo no 

presente trabalho. 

Finalmente, vale ressaltar que apesar da 

grande esforço at& agora  desprendido nas i n v e s t i g a ç t 5 e s  do 

comportamento dos mater ia is  compostos larninados reforçados 

por fibras,, muitos aspectos do m e s m a  precisam a i n d a .  ser: 

melhor esclarecidos. Podem ser sugeridor,  como exemplos de 

açsuntos que constituem t e m a s  f k r te is  de pesquisas e que 

s H o  d e  grande importAncia  para a modelagem do comportamento 

de estruturas feitas com aqueles materiais, os seguintes : 

-0çorr inc ia  e evolução de' 'falhas durante o p'rocesso 'de 

fluência; 
I * I  I O s , I I , ,  I I - I I - 4  I .  

-Não linearidades i n e r e n t e s  ao comportamento viscoelistico; 

-Formulação de modelos de d e g r a d a ç w  da r e s i s t h c i a  e da 

rigidez dos materiais na pre'sença de falhas; 

-Modelos micromec%nicoç para  análise de falhas- 
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