MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

A EQUACAO DE TRANSFERENCIA RADIATIVA CONDUTIVA EM GEOMETRIA
CILINDRICA PARA O PROBLEMA DO ESCAPE DO LANCAMENTO DE FOGUETES

por

Cibele Aparecida Ladeia

Tese para obtencao do Titulo de

Doutor em Engenharia

Porto Alegre, Dezembro de 2016



A EQUACAO DE TRANSFERENCIA RADIATIVA CONDUTIVA EM GEOMETRIA
CILINDRICA PARA O PROBLEMA DO ESCAPE DO LANCAMENTO DE FOGUETES

por

Cibele Aparecida Ladeia

Mestre em Matematica Aplicada e Computacional

Tese submetida ao Corpo Docente do Programa de Pés-Graduagao em Engenharia
Mecanica, PROMEC, da Escola de Engenharia da Universidade Federal do Rio Grande do

Sul, como parte dos requisitos necessarios para a obtencao do Titulo de

Doutor em Engenharia

Area de Concentracao: Fenomenos de Transporte
Orientador: Prof. Dr. Marco Tullio Menna Barreto de Vilhena

Co-Orientador: Prof. Dr. Bardo Ernst Josef Bodmann

Aprovada por:

Prof. Dr. Fernando Carvalho da Silva (UFRJ/RJ)

Prof. Dr. Ricardo Barros de Carvalho (UERJ/RJ)

Prof. Dra. Cynthia Feijé Segatto (UFRGS/RS)

Prof. Dr. Jakson Manfredini Vassoler

Coordenador do PROMEC

Porto Alegre, 16 de Dezembro de 2016

11



AGRADECIMENTOS

Agradego a minha familia que sempre estiveram presentes, pelo amor, pelo incentivo
e pelo apoio.

Agradeco ao meu orientador, Prof. Dr. Marco Tullio Menna Barreto de Vilhena e
ao meu co-orientador, Prof. Dr. Bardo Ernst Josef Bodmann, por seus ensinamentos, suas
dedicacoes e principalmente por seus incentivos que tornaram possivel a conclusao desta tese.

Agradeco ao Programa de Pés—Graduagao em Engenharia Mecanica, pela oportu-
nidade.

Agradego a todos professores que contribuiram na minha trajetoria académica, em
especial, a Prof. Dra Neyva Maria Lopes, um grande exemplo que me incentivou a seguir a
carreira académica.

Agradego aos meus colegas de curso, Cristiano, Isaias, Larissa, Ruth e Tiago pelas
conversas durante estes anos de convivéncia.

Agradeco especialmente aos meus colegas do GENUC, Dayana, Debora, Celina,
[gor, Jaqueline, Juliana, Julio, Marcelo, Luiz Felipe e Rodrigo que me incentivaram neste
trabalho.

Agradego também ao meus amigos, Amanda, Camila, Claudia, Cristiane, Everton,
Fabiano, Juliana, Luana, Michelle, Rubens e Veronica que sao de grande importancia para
mim e que participaram ativamente de minha vida no doutorado.

Por fim, agradego a CAPES, pelo suporte financeiro.

111



RESUMO

Nesta contribuicao apresentamos uma solucao para a equacao de transferéncia radiativa con-
dutiva em geometria cilindrica. Esta solucao é aplicada para simular a radiacao e campo de
temperatura juntamente com o transporte de energia radiativa e condutiva proveniente do
escape liberado em lacamentos de foguetes. Para este fim, discutimos uma abordagem semi-
analitica reduzindo a equacao original, que é continua nas variaveis angulares, numa equagao
semelhante ao problema Sy da transferéncia radiativa condutiva. A solucao é construida
usando um método de composicao por transformada de Laplace e o método da decomposicao
de Adomian. O esquema recursivo é apresentado para o sistema de equacoes de ordenadas
duplamente discretas juntamente com as dependéncias dos parametros e suas influéncias
sobre a convergéncia heuristica da solugao. A solucao obtida, em seguida, permite construir
o campo proximo relevante para caracterizar o termo fonte para problemas de dispersao ao
ajustar os parametros do modelo, tais como, emissividade, refletividade, albedo e outros, em
comparagao com a observacao, que sao relevantes para os processos de dispersao de campo
distante e podem ser manipulados de forma independente do presente problema. Além do

método de solugao, também relatamos sobre algumas solugoes e simulagoes numeéricas.

Palavras-chave: equagao de transferéncia radiativa condutiva em geometria cilindrica; prob-

lema Sy nao linear; transformada de Laplace; método da decomposicao de Adomian.
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ABSTRACT

In this contribution we present a solution for the radiative conductive transfer equation
in cylinder geometry. This solution is applied to simulate the radiation and temperature
field together with conductive and radiative energy transport originated from the exhaust
released in rocket launches. To this end we discuss a semi-analytical approach reducing the
original equation, which is continuous in the angular variables, into an equation similar to
the Sy radiative conductive transfer problem. The solution is constructed using a composite
method by Laplace transform and Adomian decomposition method. The recursive scheme is
presented for the doubly discrete ordinate equations system together with parameter depen-
dencies and their influence on heuristic convergence of the solution. The obtained solution
allows then to construct the relevant near field to characterize the source term for dispersion
problems when adjusting the model parameters such as emissivity, reflectivity, albedo and
others in comparison to the observation, that are relevant for far field dispersion processes
and may be handled independently from the present problem. In addition to the solution

method we also report some solutions and numerical simulations.

Keywords: radiative conductive transfer equation in cylinder geometry; non-linear Sy prob-

lem; Laplace transform; Adomian decomposition method.
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1 INTRODUCAO

O trabalho desta tese faz parte de um grande projeto de pesquisa (Programa de
Apoio ao Ensino e a Pesquisa Cientifica e Tecnoldogica em Assuntos Estratégicos de Interesse
Nacional (Pré-estratégia), CAPES; defesa civil) que tem como objetivo estimar dispersao
de poluentes oriundos de lancamento de foguetes. Durante o lancamento, o empuxo é pro-
duzido pela queima de combustivél solido ou liquido com a liberacao dos produtos quentes
da combustao na atmosfera. Os principais campos de langamento de foguetes (por exemplo,
Kennedy Space Center nos Estados Unidos da Amética ou Centro Espaciais Guyanais na
Guiana Francesa), possuem algoritmos que analisam, antes de um langamento, a trajetéria
dos gases. As condigoes metereoldgicas sao as principais forcantes desta dispersao. Infeliz-
mente, nao ha no Brasil um modelo pronto para atingir as demandas, embora um modelo
com esta finalidade esteja sendo desenvolvido [Moreira et al., 2011]. Em vista disso, justifica-
se a importancia de se investigar e desenvolver um modelo matematico nacional que prediga
a dispersao dos poluentes em lancamentos de foguetes. A iniciativa desta tese é estabelecer o
primeiro passo numa direcao de desenvolver um codigo que permita simular esta dispersao.
Cumpre observar que existem codigos que consideram aspectos metereoldgicos e os da dis-
persao, que tipicamente sao validos longe o suficiente da fonte e ademais super-simplificam ou
descartam efeitos térmicos da fonte poluidora [Buske et al., 2012]. O presente trabalho visa
progredir neste aspecto e caracterizar os aspectos térmicos principais da fonte, abordando
o campo proximo pela equacao radiativa condutiva. O modelo resolvido nesta tese servira,
no futuro, para caracterizar as fontes dos poluentes e mais especificamente as caracteristicas
térmicas que hoje a maior parte dos modelos de dispersao super-simplificam. Sabe-se que
alguns aspectos nao foram aqui resolvidos, pois vao além do foco desta tese, por exemplo, o
movimento da fonte que pode ser levado em consideragao através de uma transformacao de
coordenadas para um referencial em movimento relativo. O enfoque da tese esta centrado nas
caracteristicas do problema, apontando a geometria cilindrica como a mais indicada (e esta
foi adotada) e o problema de transferéncia radiativa condutiva como consequéncia do residuo
de processos de combustao. Neste contexto, esta tese obtem uma solucao para o problema

de transferéncia radiativa condutiva num sistema de coordenadas cilindricas. Essa solucao



permite a simulagao do campo de radiacao e temperatura, juntamente com o transporte de
energia condutiva e radiativa provenientes do escape dos langamentos de foguetes. Em geral,
a equacao de transferéncia radiativa condutiva em geometria cilindrica é de dificil resolucao.
Tendo isto em mente, é praticamente invidvel encontrar uma solucao sem introducao de
algumas aproximacoes, tais como linearizagao ou discretizacao dos termos angulares, que
transformam a equacgao de forma que seja possivel a construcao de uma solugao aceitavel.
Solugoes encontradas na literatura sao geralmente determinadas por meios numéricos, ver,
por exemplo, Xia et al., 1995; Li, 2000; Kima e Baek, 2005; Mishra et al., 2011.

Além disso, discute-se nesse trabalho uma abordagem semi-analitica que discretiza
as variaveis angulares, reduzindo a equagao original em um sistema de equagoes diferen-
ciais ordinarias. Este procedimento é semelhante ao utilizado por Vilhena et al., 2011 na
resolucao do problema de transferéncia radiativa condutiva em coordenadas cartesianas.
A solucao é construida usando um método composto pela transformada de Laplace e o
método da decomposicao baseado na ideia de Adomian [Adomian, 1988; Vilhena et al.,
2011]. O método da transformada de Laplace abre caminho para utilizacao de procedimentos
estabelecidos para problemas lineares, enquanto que o método da decomposicao permite
tratar a contribuicao nao linear como nao-homogeneidade de um problema linear recursivo.
Este esquema recursivo abre um caminho para determinacao de uma solucao a qualquer
precisao prescrita.

O método das ordenadas discretas Sy [Chandrasekhar, 1950], consiste na discretizacao
da variavel angular €2 na equacao de transferéncia radiativa criando, no caso unidimensional
com simetria azimutal, um sistema de N equacoes diferenciais ordinarias lineares. Particu-
larmente, devido a geometria do problema em questao ser cilindrica, duas variaveis & e
sao requeridas e o termo da integral da equacao de transferéncia radiativa é aproximado por
uma combinagao de quadraturas de Gauss-Legendre e de Gauss-Chebyschev [Longoni, 2004].
A aplicagao da transformada de Laplace no sistema de equagoes Sy (LT Sy) resume-se em
tres etapas, sendo elas: a inverao analitica da matriz simbdlica; a resolucao do sistema linear
obtido para intensidade de radiacao transformada; e a aplicacao da transformada inversa.
Esse método foi iniciado na década de 90 [Vilhena e Barichello, 1991].

O método LTSy tem sido aplicado para uma ampla classe de problemas, dentro

os quais destaca-se: problemas unidmensionais [Barichello e Vilhena, 1993] e heterogéneos
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[Tavares, 2000]. Ressaltam-se os problemas envolvendo elevadas ordens de quadratura e
grandes espressuras, conforme Gongalves et al., 2000 e Gongalves et al., 2002 nos quais utiliza-
se mudanca de varidvel e aplicacao da técnica da diagonalizacao de Segatto et al., 1999, para
inversao da matriz LTSy associada. Este procedimento elimina o problema de divergéncias
aritméticas, overflow, provenientes do cardter exponencial da solucao. Vale ressaltar que
essa metodologia também foi aplicada com sucesso para obter solucoes dos problemas com
dependéncia temporal [Oliveira et al., 2002; Segatto et al., 2010a], problemas considerando
geometrias cartesianas multidmensionais [Zabadal et al., 1995; Pazos et al., 2002, 2003;
Segatto et al., 2012] e outros problemas de transferéncia radiativa [Vargas e Vilhena, 1998;
Segatto et al., 2001, 2010b]. Convém observar que foi demonstrada a convergéncia do método
LTSy, utilizando a teoria de semi-grupos fortemente continuos por Pazos e Vilhena, 1999, o
que garante que para N — oo a solugao LTSy se aproxima da solugao exata de Case, 1960.

O método da decomposicao de Adomian é um método para resolver equacoes di-
ferenciais nao lineares sem linearizacdo. A ideia basica do método consiste em decompor
uma dada equacao em uma parte linear e outra nao linear, isolando o operador linear, facil-
mente inversivel e de maior ordem. O termo nao-linear é expandido em série de polinomios,
denominados polinomios de Adomian e a funcao desconhecida é expandida em uma série
infinita, cujos termos sao calculados de forma recursiva. Assim, substituem-se as expansoes
na equacao a ser resolvida, construindo-se um sistema linear recursivo, que é resolvido ana-
liticamente. Na literatura, existe uma série de trabalhos de pesquisa dedicados a aplicacao
deste método, sendo trabalhos relevantes Adomian, 1988; Adomian e Rach, 1992; Adomian,
1994; Cherruault et al., 1995. Esta tese utiliza um método da decomposicao baseado na
ideia do método da decomposi¢do de Adomian [Vilhena et al., 2011].

Para atingir o objetivo proposto, este trabalho estda divido em 5 capitulos. No
capitulo 2, encontra-se um breve formalismo da equacgao de transferéncia radiativa e apresenta-
se a equagao de transferéncia radiativa condutiva em geometria cilindrica. No capitulo 3,
apresentam-se os métodos LTSy para geometria cilindrica e decomposi¢ao baseado na ideia
de Adomian. Ainda no mesmo capitulo, mostra-se um critério de convergéncia heuristica
por analogia a Lyapunov, o que agrega confiabilidade ao método da decomposicao aqui
utilizado. No capitulo 4, os resultados sao apresentados para um conjunto arbitrario de

parametros fisicos importantes, para a equagao de transferéncia radiativa condutiva em ge-
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ometria cilindrica. Finalmente, no capitulo 5, apresenta-se a conclusao deste trabalho e suas

perspectivas futuras.



2 FUNDAMENTOS DA EQUACAO DE TRANSFERENCIA
RADIATIVA CONDUTIVA

Neste capitulo, descreve-se de forma breve o formalismo da equacao de transferéncia
radiativa, e em seguida mostra-se a interacao da radiacao em um volume elementar, uti-
lizando os conceitos fenomenoldgicos, tais como a absorcao, a emissao e o espalhamento.
Como mencionado na introducao, a modelagem do fenomeno de escape do lancamento de
foguetes é dada em geometria cilindrica. Deste modo, apresenta-se a equacao de transferéncia
radiativa e a equacao de transferéncia radiativa condutiva, ambas em geometria cilindrica.
A atencao é dada para a equacao de transferéncia radiativa condutiva, pois ela representa o

principal assunto deste trabalho.

2.1 Equacao de Transferéncia Radiativa

A equacao que descreve a distribuicao espaco-angular da intensidade radiativa
Z(s,v,€2,t) em um meio, é chamada de equagao de transferéncia radiativa. Muitas abor-
dagens podem ser utilizadas para a derivacao desta equacao. Ela pode ser obtida usando
métodos rigorosos da fisica estatistica, por exemplo, utilizando a equagao de Boltzmann para
a transferéncia radiativa como sendo a transferéncia de fétons. Por outro lado, é possivel
utilizar as caracteristicas energéticas do problema, escrevendo a equacao do balanco de ener-
gia para algum volume elementar no caminho de propagacao de um feixe [Chandrasekhar,
1950; Ozisik, 1973; Pomraning, 2005].

Considera-se absor¢ao, emissao e espalhamento em um meio caracterizado pelo coe-
ficiente de absorcao espectral k e coeficiente de espalhamento espectral o. O feixe de radiacao
monocromética com intensidade Z(s, v, 2, t) propaga-se através do meio, na dire¢ao da obser-
vacao 2 ao longo do trajeto s. A equacao de transferéncia radiativa pode ser derivada
convenientemente através de uma abordagem euleriana. Para isto, escolhe-se um volume
elementar, como um cilindro de secao transversal dA e comprimento ds sobre a posicao s,
com o eixo do cilindro situado ao longo de s, como ilustrado na Figura 2.1.

Sejam a intensidade de radiacdo Z(s, v, €2,t) no ponto s e a intensidade de radiagao



I(s, 0. 80 t) +dT

Figura 2.1: As coordenadas para a derivacao da equacao de transferéncia radiativa.

Z(s,v,8,t) + dZ no ponto s+ ds, onde dZ é variacao da intensidade do fluxo quando passa

no caminho ds. Entao a quantidade

dZ(s,v,S2,t)dAdQdvdt, (2.1)

representa a diferenca da energia da radiacao, que atravessa a superficie dA nos pontos s+ds
e s para o intervalo dt na vizinhanca de ¢, na banda de frequéncia dv na vizinhanga de v, e
propaga-se dentro dos limites de um elemento de angulo sélido d€2 com respeito & direcao
Q.

Define-se W o ganho liquido de energia de radiacao do feixe neste volume, rela-
cionado por unidade de volume, tempo (na vizinhanca de t), frequéncia (na vizinhanca de
v) e angulo sélido com respeito a diregao de observagao €2. Assim, o aumento de energia de

radiagdo por um feixe [Ozisik, 1973], é dado por

WdAdsdQdvdt, (2.2)

num volume cilindrico elementar dsdA, e propaga-se dentro dos limites de angulo sélido d$2
com respeito a direcao €2 por um intervalo de tempo dt, dentro da banda de frequéncia dv.

Do rearranjo das Equacoes 2.1 e 2.2, obtém-se

dZ(s,v, )

L (2.3)

Agora, se ¢ denota a velocidade de propagacao da radiacao em um meio, entao a distancia



ds que o feixe atravessa, é dado por

ds = cdt. (2.4)

Pode-se também em termos de d/dt, definir a derivada de comprimento total ao logo de uma

direcao, por

- - 2.5
ds cdt (25)
Assim, a Equacao 2.3 pode ser reescrita para um referencial lagrangeano como
1DI(s,v, )
Z P W 2.6
PR ¥ : (2.6)

onde D /Dt é a derivada substancial para um elemento movendo com a velocidade da luz ¢,
e é descrita como as derivadas parciais com respeito ao tempo e coordenadas espaciais, por
DI 0T

—_— = Q- VI 2.
i 8t+c \V4 (2.7)

Esta relacao 2.7, pode ser escrita de uma forma alternativa como

DI 0T
— = (L 2.

onde utiliza-se a identidade vetorial (divergente) V - (QZ) =ZIV - Q2+ Q- VI = Q- VI.

Quando a dire¢ao €2 é ao longo do caminho s, tem-se que V - (Q2Z) = ‘g—f e a Equacao 2.8

pode ser escrita como

DI _0Tdt 0Ids 9T  JT

Dt~ ordt " osdt ot Cas (2.9)

Utilizando as relagoes para a derivada substancial, pode-se escrever a Equacao 2.6 na forma

107
—HVe(QI) = W (2.10)



ou

107 01

ot =W (2.11)

utiliza-se apenas a Equacao 2.11.
A seguir, apresenta-se uma relagao explicita para W. Considerando-se absorgao,
emissao e espalhamento em um meio, a quantidade W é composta pelas componentes que

computam ganhos e perdas de energia de radiacao [Ozisik, 1973; Pomraning, 2005]:
W=W.—-W,+ W, —W,. (2.12)

O primeiro termo a direita da Equagao 2.12 representa o ganho da energia de radiacao por
um feixe devido a radiacdao emitida em um meio, por unidades de tempo, de volume, de

angulo sélido e de frequéncia, e é dado por
W, = j(s,v, ). (2.13)

Ja o termo W, na Equacao 2.12, que representa a perda de energia a partir de um feixe
devido absorcao da radiacao em um meio, por unidades de tempo, volume, angulo sélido e

frequéncia, e é dado por
W, = k(s,v,t)Z(s,v, Q). (2.14)

Agora, o termo W, corresponde ao ganho de energia de radiagao por um feixe devido a uma
radiacao incidente sobre um meio, a partir de todas as direcoes num espaco esférico, que é
espalhado por um meio na dire¢cao de observacao €2, por unidades de tempo, volume, angulo

solido e frequéncia. Entao, o termo W, pode ser expressado como
We, = / dl/'/ o(s, vV = v, Q- Q. t)L(s, v/, ¥, t)dY. (2.15)
v'=0 '=4m

Por fim, o ultimo termo W,, na Equagao 2.12, representa a perda de energia de radiagao
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a partir do feixe devido ao espalhamento de radiacao em um meio, como consequéncia os
feixes sao refletidos na direcao €2. Estas perdas sao descritas em um meio, por unidades de

tempo, de volume, de angulo sélido e de frequéncia. Entao, pode-se escrever W, por
We, = / dz// o(s,v—=1v Q- Q )I(s,v,Q,t)dY. (2.16)
v'=0 Q'=4n

As integracoes na Equacao 2.16 podem ser realizadas, se desejado, uma vez que a fungao de

distribuicao no integrando ¢ independente das varidveis de integracao. Isso resulta em

W,

ey = 0(s,v,1)I(s,v,Q, 1), (2.17)

onde o(s,v,t) é o coeficiente de espalhamento total.
Assim, substituem-se as Equacoes 2.13-2.17 em 2.12 e em seguida na Equacao 2.11,

e tem-se a equacao de transferéncia radiativa na forma

181(3, v, Q1) n OL(s,v, 2, t)

c ot Os

+/ dl// o(s, v = v, Q- Qt)I(s,/, ', t)dY. (2.18)
V=0 Q'=dn

+ [k(s,v,t) + o(s, v, )] Z(s, v, Q,t) = j°(s,v,t) +

Nesta Equagao 2.18 define-se S = S(s,v,t) como
S(s,v,t) = j(s,v,t), (2.19)

que ¢é a taxa de emissao de energia devido a processos espontaneos. Logo, a Equacao 2.18,

torna-se

181(3, v, Q1) N 0L(s,v, 8, t)

c ot Os

+/ dl// (s, = v, Q- Q) I(s,, Q t)dY. (2.20)
V=0 Q'=dn

+ [k(s, v, t) + o (s, v, t)|Z(s, v, 2, t) = S(s,v,t) +

A Equagao 2.20 é uma equagao integro-diferencial e em virtude de seu carater diferencial,
exige condigoes iniciais e de contorno para o fechamento do problema.

Admite-se que o sistema de interesse é nao reentrante e caracterizado por um volume
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V e a area de superficie A. Ser nao reentrante quer dizer que qualquer féton que deixa o
volume nao vai reentrar através de outra parte da superficie.

Por razoes fisicas, sabe-se que é suficiente indicar a intensidade especifica em todos
os pontos da superficie A na diregdo entrante [Pomraning, 2005]. Para uma superficie nao-

reentrante, isto implica a condi¢ao de contorno

Z(r,v,Q,t) = [(r,v,,t), n-Q2<0 (2.21)
I(r,v,2,t) = 0, n-Q2>0 (2.22)

onde I' é uma funcao especifica de quatro variaveis, r é um ponto sobre a superficie A e
n é um vetor normal a superficie neste ponto. Na varidvel temporal, assume-se que para
o intervalo de interesse é 0 < t < oo, portanto, precisa-se especificar a condicao inicial em

t = 0. Tem-se a condigao inicial como

Z(r,v,Q,0) = A(r,v,Q), (2.23)

onde A é uma funcao especifica de trés variaveis.
A equagao de transferéncia Equacao 2.20, juntamente com as condi¢oes Equagao

2.21 e Equacao 2.23, caracteriza o problema de transferéncia radiativa.

2.2 Equagao de Transferéncia Radiativa em Geometria Cilindrica

Nesta secao, apresenta-se a equacao de transferéncia radiativa em geometria cilindrica
[Pomraning, 2005]. Considera-se as coordenadas espaciais como sendo as convencionais, ou
seja, a distancia perpendicular r a partir do eixo z, a distancia perpendicular z a partir do
plano zy, o angulo O definindo um parafuso segundo a regra da mao direita sobre z, entre
r e o eixo x. A direcao 2 pode ser definida em termos do angulo polar 6 entre o eixo z e €2,
o angulo azimutal ¢ entre r e a projecao de €2 no plano zy, medindo ¢ no sentido da regra

da mao direita, para mais detalhes ver Pomraning, 2005.
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Entao, a equagao da transferéncia radiativa em geometria cilindrica é dada por

10 8T ndL 0T ndT B
Cat+M8T+Taé+ az_Tagp+[/{(T7V7t)+o-(r7yvt)]l'_S(T7V7t)+

+/ dl// dQ'o(r,v — v, Q- Q,t)Z(r,é,z, V0o t) (2.24)
0 47

onde Z = Z(r, 0,z 1,0, 0, t) e define-se

§ =cosf (2.25)
i = senf cos @ (2.26)
n = senf seny (2.27)

onde €2 + p? +n% = 1 e essas grandezas tém a interpretacao geométrica de cossenos diretores
de 2.

Neste momento, considere uma particularidade da Equacao 2.24. Se o sistema e
as condicoes de contorno tém simetria cilindrica e se o sistema é infinito na direcao de z,
a intensidade especifica novamente depende de apenas uma variavel espacial, a distancia
perpendicular 7, a partir do eixo do cilindro (o eixo z). No entanto, para este caso sao
requisitados dois angulos para especificar 2. Estes angulos podem ser considerados como 6,
o angulo entre z e €2 e um angulo correspondente azimutal ¢, o angulo entre a projecao de
2 no plano xy e a coordenada cilindrica r, com ¢ sendo medido no sentido da regra da mao

direita. Entao [ =Z(r,v,0,¢,t) e a derivada direcional de Z, é dada por

oL oL [ dr oL [ db 0L (dyp
Wﬂ%)w(%) *%(%) (2:28)

As alteragoes de 7, 6 e ¢ seguem o percurso como na Figura 2.2. Desenha-se um
angulo 7 = 27 — ¢ em vez de . O angulo 7 é também um angulo azimutal sobre o eixo z,
mas no sentido da regra da mao esquerda. Observa-se, primeiramente, a partir desta figura
que
de

R 2.2
=0, (2.20)



A s cosf

Figura 2.2: Uma representacao da simetria cilindrica
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uma vez que # é medido com respeito a um eixo fixo no espaco, o eixo z. Para calcular as

outras quantidades necessérias para obter 0Z/0s, examina-se o triangulo de lados dr, ds senf

e —rdr. O angulo entre dr e ds senf) é T+d7, ou simplesmente 7, posto que d7 é um elemento

diferencial. Entao, a partir da interpretagao geométrica das funcgoes seno e cosseno,

dr rdr

COST = senT = —

ds send ; senfds ;

Introduzindo ¢ = 27 — 7 em 2.30, tem-se

! 0 L send
— = senfcosy; — = —=senfseny:
ds ¥ ds r v

Substituindo as Equacoes 2.29 e 2.31 em 2.28, obtem-se

or_ oo oL 1 . T
Js = sen COSQOaT , sen semp&p,

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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e utilizando a Equacao 2.32 na equacao de transporte 2.20, tem-se

E%t + send [cos @Z—T - sengog—sp + B(r,v, ) = S(r,v,t) +
+/ dy’/ dQ’J(ﬁ V=, Q- Q, t)Z(r, V0,0, t), (2.33)
0 4

no qual 5(r,v,t) = k(r,v,t) + o(r,v,t) é o coeficiente de extingao e S(r,v,t) = j¢(r,v,t) é a
taxa de emissao de energia devido a processos espontaneos.

Note que na Equacao 2.33 a quantidade
dQao(r, v — v, ¥ - Q)L(r, v/, 0,4, 1), (2.34)

representa a quantidade de ganho de energia de radiacao por espalhamento. A distribuicao
direcional da radiacao pode ser descrita por um coeficiente diferencial de espalhamento,
também chamada de fungao de fase P(v' — v, €2 - Q) [Chandrasekhar, 1950]. Assim, se
o espalhamento for nao coerente, existe uma redistribuicao de frequéncia da radiacao e o
termo de ganho de energia de radiagao por espalhamento [Ozisik, 1973; Pomraning, 2005] é

dado por
/4 asy’ /00 dv'o(r,v = v, Q- QHOPW — v, Q- QIL(r,v,0, ¢ 1), (2.35)
™ 0
onde a fun¢ao de fase é normalizada tal que
/ oy /OO WP = v, Q)=1. (2.36)
4rr 0
No entanto, se o espalhamento for coerente (sem troca de energia), tem-se
P —uv,Q-Q)=PQ - Q)1 —v), (2.37)

onde § é a delta Dirac. Substituindo a Equacao 2.37 nas Equagoes 2.35 e 2.36, respectiva-



mente, obtém-se

como

2.3
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o(r,v, t)/ dQPQ - Q)Z(r,v, 0, ¢ 1), (2.38)
4m

/ AP - Q) = 1. (2.39)

4m

Portanto, pode-se rescrever a Equacao 2.33 considerando o espalhamento coerente,

10T oL 1 0T

cor T send {Cowg v B(r,v, )T = S(r,v,t) +

+o(r,v,t) / AP - I(r, v, 0, ¢ 1). (2.40)
47

A Equagao de Transferéncia Radiativa Condutiva em Geometria Cilindrica

Nesta secao, apresenta-se a equagao de transferéncia radiativa condutiva em geo-

metria cilindrica, e alguns conceitos fisicos importantes para a derivagao da mesma. Em

seguida, descreve-se o acoplamento da equacao de transferéncia radiativa condutiva em geo-

metria cilindrica com a equagao de energia. Convém ressaltar que a solugao desta equagao

serd obtida no capitulo 4. Esta solucao é aplicada para simular a radiacao e campo de

temperatura juntamente com energia de transporte radiativo e condutivo, provenientes do

escape liberado em lancamentos de foguetes.

Considere o equilibrio termodinamico estabelecido em um meio, e o termo S = ¢

estard relacionado com a fungao de Planck e o coeficiente de absor¢ao espectral [Ozisik,

1973], pela relagao

onde

2F(rvt) = k(r,v, t)B,(T(r)), (2.41)

2h1? 1
B,(T(r) = — T 1] (2.42)

é a funcao de Planck, ¢ e h sao as constantes de Boltzmann e de Planck, respectivamente,
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onde T é temperatura local e ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Se o meio possui pro-
priedades radiativas independentes da frequéncia, o meio é denominado um meio cinza. Na
transferéncia de calor, aproximagao cinza é bastante vélida para muitos problemas [Ozisik,
1973]. Neste caso, pode-se utilizar as quantidades de frequéncia integrando na equagao de

transferéncia 2.40, como

/0 T BTy = BT(r) = ). (2.43)

onde n é o indice de refracao do meio. Assim, considerando o espalhamento coerente a

Equagao 2.40 pode ser reescrita como

107 T 1 T
2—8 <T’;t’%t) + send (cos go—a <T’;T’ 21 —semp—a <T§p’ @,t)) + B(r, t)Z(r, 0, p,t)
~2_d
i (O A L) / AP - Q)L(r,60, 1), (2.44)
s AT Jur
ou ainda,

1 <}5‘I(T,9,<p,t) IL(r,0,0,t) 1 81(7“,9,90,75))>+

+ senf <cos<p

B(r,t) \ ¢ ot or T Oy
=2 =4
LT 0,0 t) = (1 — w(r, 1) T “’(4"‘ ) / AP - Q)L(r,0, 0, 1), (2.45)
T T A7

K(r,t)

onde w(r,t) = 2(rd) & o albedo de espalhamento simples e 1 — w(rt) = ok Para muitas

— B(rt)
N . L (r,0,p,t
aplicacoes em engenharia o termo %%

na Equacao 2.45 pode ser negligenciado em
comparacao a outros termos, devido a grande magnitude da velocidade de propagacao da

luz c. Entao a Equacao 2.45 torna-se

B(r) . or r Op
—(1-w(r) "Z ), “il(;) /4 dQP(Y - Q)L(r,6', ). (2.46)

Em muitos problemas de transferéncia calor radiativa é conveniente definir uma varidvel
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éptica [Ozisik, 1973], r como

dr = B(r)dr ou r= /OTB(T)dT' (2.47)

Entao a Equacao 2.46 torna-se

senf ( cos @M - 1sempM +Z(r,0,p) =
or r 0y
—2 4
— (1w ) “’p / AP - Q)L(r, 6, ). (2.48)
T T Jar

ou ainda, pode-se escrever a Equagao 2.48 [Ozisik, 1973; Sen e Wilson, 1990], como

senf <COS @W — %sen@%ﬁ’ﬁp)) +Z(r,0,¢) =
n?aT*(r)

= (1 —w(r))

CU(T) o " / / / / /
+ P(cosb)Z(r, 0, ¢")sentd df'dy’, (2.49)
47 ©'=0 J6'=0

™

aqui considera-se o meio isotrépico e homogéneo. Por consequéncia a fungao de fase P(cos )
depende somente de 6, o angulo, entre €' e © [Ozisik, 1973]. O cos by é dado pela seguinte
relagao

cos(fy) = cosfcos @ + senf send’ cos(p — ¢'). (2.50)

Agora tomando £ = cosf e v = cos p, a Equacao 2.49 pode ser reescrita, como

\/1_—8<781(gfﬁ) L1 5‘1(7“,5,7)) T En) =

r oy
n2eT(r w(r) 1 ! d~'
=0-ur) =D [ perne e S @s)

™ I

parar € [0, R, £ € [0,1] e v € (—=1,1). Esta Equacao 2.51 é o problema unidimensional de
transferéncia de energia descrito em Ozisik, 1973. Este problema representa o acoplamento
da equacao de transferéncia radiativa condutiva com a equacao de energia.

Por conveniéncia, costuma-se expandir P(&y) como uma série finita de polinémios
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de Legendre em termos do angulo do espalhamento 6y (&, = cosfy), ou seja,

0) =>_ BPi&), (2.52)

onde os coeficientes (; sao tabelados, com By = 1. Note que o argumento &, dos polinomios
de Legendre estd relacionado com ¢ e £ na Equacao 2.50, no qual £ = cosf e £ = cosf'.
Utilizando o teorema da adigdo para os polinomios de Legendre [Ozisik, 1973|, pode-se

reescrever a Equacao 2.52, como
M £
Pé) =YD BIPHEPHE ) cosalyp — ), (2.53)
a=0 1=0

onde ¢ é o angulo azimutal formado com um angulo de referéncia ¢', P sdo polinémios

associados de Legendre, e os coeficientes [3;* sao determinados por

(Il —a)!
I+ a)

Neste problema ¢ considerado a simetria azimutal, assim M =0 e

£

P(o) = Zﬁﬂ%(f)ﬂ(fl)- (2.55)

=0

Logo, substituindo a integral do lado direito da Equacao 2.51 por 2.55, tem-se

1 £ 1
/ P(&)T(r €, )dE = fi / PUEYPUENT(r €' )
§'=0 =0 §'=0

onde o indice [ refere-se a soma do grau de anisotropia e a Equacao 2.51, torna-se

81' Sy 1-— 281. Sy
vime () | LR IOEI)) g ) (2:56)
_ ﬁ25T4(T) w(r) ! : ' ’ b omage D
= (1—w(n) ————+ = A,_lgﬁz ngOPz(é)Pz(ﬁ)I('f’aﬁﬁﬂdf\/ﬁ’
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para r € [0,R], £ € [0,1] e v € (—1,1), sujeita as condigoes de contorno opacas [Ozisik,
1973], dadas por

Z(0,&,7) =2(0,&§,—) , (2.57)

_ spy (R [ ' N1 = 2de
I(R,&,7) =e(R)O"(R)+—— /y/o/gOI(R,éle deMM,

para £ € [0,1] e v € [0,1), sendo que p? é o coeficiente de reflexdo difusa e que € é a
emissividade da superficie.

O termo T'(r) na Equagao 2.56 representa a equagao de energia para a temperatura,
que conecta o fluxo radiativo com o gradiente de temperatura [Siewert e Thomas Jr., 1992],

que representa

o {r [T = 0]} o (259

onde [ é o coeficiente extingao e k é a condutividade térmica. Sem perda de generalidade,

a Equacao 2.58 esta sujeita as condigoes de contorno

d
r
Na Equagao 2.58, o termo ¢.(r) representa o fluxo radiativo e é expressado em termos da

intensidade por

(2.60)

1 1 d’)//
Oy B A N R s
m=1f [ zre) s
Ozisik, 1973, adimensionaliza as Equacoes 2.56, 2.57, 2.58 e 2.60, introduzindo uma

temperatura de referéncia T, e as seguinte relagoes sao definidas

2060 = (Z20) Tine) 261

n2e

o) = (01 o) (2:62)
T(r) = T,0(r). (2.63)
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Logo, reescrevem-se as Equacoes 2.56, 2.57, 2.58 e 2.60, como

OL* 1 —~%0T*

—(-wn e+ 20 [ S s [ merer g e

—115 oo L—97

para r € [0, R], £ € [0,1] e v € (—1, 1), sujeita as condigdes de contorno

I*(O’é“”Y):Z*(O’S’ _’Y) ’ d 1 1 (265)
R g
e W U s

para r € [0, R], £ € [0,1] e v € [0,1). Em adigao,

d? d 1 d
- — = —[rg* 2.
TdTQCH)(T) + dTG)(T) 47TNC dT [Tqr‘] Y ( 66)
com as condicoes de contorno
d :
$@<T) =0;,=0 e O(r)|,_p =065, (2.67)

r=0

onde N, é o parametro de radiacao e conducao e é definido como

_kB

Nc = >
1o72T?

(2.68)
no qual k£ é a condutividade térmica, 5 o coeficiente extingao, & a constante de Stefan-

Boltzmann e 7 o indice de refracao. O fluxo radiativo adimensional é dado por

(2.69)

1 1 !
d
=1 [Ty
—1Jo V1—7"
Portanto, tem-se o problema nao linear acoplado pelas Equagoes 2.64 e 2.66 com as
condigoes de contorno dadas por 2.65 e 2.67, que descrevem os efeitos térmicos por tras da

saida do bocal do foguete, que é caracterizada predominantemente por radiacao e conducao



20

térmica. A Figura 2.3 ilustra o fenomeno devido ao langamento do foguete real a partir de

um referencial terrestre (a base de Alcantara - Brasil), que é foco principal deste trabalho.

Note ainda que, pode-se resolver a Equacao 2.66 usando 2.67 para encontrar a

temperatura admensionalizada

_ 1 " *x /
Or) = 0(0) + 57 [ ar(rar'.

quando r = R, tem-se

O(R) = 0(0) + /0 g (")

Logo, pode-se reescrever a Equacao 2.70 usando a equacgao 2.71, como

1 i * / /

o) = 6(R) ~ 1 [
_@ _ 1 /R *(7,/>drl

OB TN, )t '

No préximo capitulo, a solucao para este problema serd apresentada.

(2.70)

(2.71)

(2.72)



Figura 2.3: Langamento do foguete VS-30 V13, na base de Alcantara- Brasil. Fonte:
Pégina da Forca Aérea Brasileira *.

*Disponivel em: http://www.fab.mil.br/noticias/mostra/19799; Acesso em maio 2016.
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3 A SOLUCAO DA EQUACAO DE TRANSFERENCIA RA-
DIATIVA CONDUTIVA EM GEOMETRIA CILINDRICA
PELO METODO DA DECOMPOSICAO

Neste capitulo, apresenta-se a solucao da equacao de transferéncia radiativa condu-
tiva em geometria cilindrica pelo método de decomposicao. Descreve-se uma formalizacao
do problema nao linear Sy da equagao de transferéncia radiativa condutiva em geometria
cilindrica. A solucao deste problema é construida utilizando uma composicao por método
de transformada de Laplace (LT'Sy) e o método da decomposigao de Adomian. Além disso,
apresenta-se o critério de convergéencia heuristica por analogia a Lyapunov que agrega a

confiabilidade ao método da decomposicao de Adomian.

3.1 Método LT Sy

Nesta segdo, usa-se a aproximagao Sy estendida nas varidveis angulares, com Z;, , =
Z*(r, &ny Ym)- O método das ordenadas discretas Sy [Chandrasekhar, 1950; Lewis e Miller Jr.,
1984], baseia-se na discretizacao da varidvel angular €2 em um conjunto enumeravel de
angulos discretos, em termos de cossenos diretores. Os cossenos diretores sao escolhidos
de forma que sua integral seja exata para um polinémio na varidvel angular de até certo
grau. Em relagao a geometria cilindrica do problema, duas variaveis £ e v sao necessarias
para determinar a orientacao do foton. Em particular, neste trabalho utiliza-se uma com-
binagao de quadraturas de Gauss-Legendre e de Gauss-Chebyshev [Longoni, 2004].

Considerando-se a integral sobre a variavel ¢ do lado direito da Equacao 2.64 e
aplicando-se o método das ordenadas discretas Sy [Chandrasekhar, 1950] e a teoria de

polinomios de Chebyshev, tem-se

1 L 1 dv
[ o mepeneeie—t= =
V==l /=0 L=
N/2 N

~ Y Pilé) DD @ PUEGT (1, 6p ) (3.1)

=0 p=1 ¢q=1
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em que &, sao as raizes do polinomio de Legendre, usando-se ordenadas de forma decrescente

e N par. Assim
—1<5N<---<5g+1<0<5g<---<52<51<1 (3.2)

e 0s w), sao os respectivos pesos da quadratura de Gauss-Legendre, dados por

/ 5 5] e (3.3)

J#p

Além disso, considera-se que para cada ¢ seja fixada a raiz do polinomio de Cheby-
shev de primeira espécie Ty. O polinomio de Chebyshev de primeira espécie Ty de grau N

[Kythe e Schiferkotter, 2005] é definido pela relacao
Tulcos o] = cos(uyp), (3.4)

e os polindomios sao ortogonais e satisfazem as condi¢oes

) 0, uFv
d
/2 u=v#0

onde y = cos . Assim, utilizando a mesma ordenagao de Gauss-Legendre, tem-se

N—2¢+1\
—(1-—F— = .

ondegq=1,...,N.
Logo, as integrais sobre as variaveis £ e v do lado direito da Equagao 2.64 é sub-

stituida por um sistema de quadratura de Gauss com os pesos w, dados por
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onde os pesos w, sao normalizados para um, tal que, w, , ¢ normalizado para o angulo s6lido

de um octante como

N/2 N/2 N
Z wp, =1, Z pr,q =. (3.8)
p=1 p=1 ¢g=1

Convém ressaltar que as integrais dos termos de espalhamento em 3.1 sao aproxi-
madas por uma combinagao de quadraturas de Gauss-Legendre e de Gauss-Chebyshev, onde
a escolha para a quadratura especifica é devida ao fato de que, por um lado, a funcao de fase
estd representada por uma expansao de polinomios de Legendre, por outro lado, o segundo
esquema de quadratura é motivada pela estrutura singular do integral, que é encontrada em
representacoes de polinomios de Chebyshev.

A seguir, aplica-se o método de colocagao que simplifica as Equagoes 2.64 e 2.66,
o qual define o problema de transferéncia radiativa condutiva na geometria cilindrica na

aproximagao Sy, com Z; = = T* (r,&n, ¥m). Esta aproximacao é representada pelas seguintes

equacoes:
T vm) o g
ar r 8’}/ &= 57177 Ym ]‘ - 62 7
(1-w(r) i
= 72@4( Zﬁl 1 fn ZZYDP qu fp (39)
1- gn n =0 p=1 g=1
e

N/2 N
d d
—6(r) = —-O(r)

-7 (0)], (3.10)

7TN

p=1 g=1

onde &, e v, sao as discretizacoes angulares, n para a variavel polar e m para a varidvel
azimutal. A integracdo deve ser feita ao longo de dois octantes com 1 < n < N/2 e
1 <m < N. Nesta Equacao 3.9, n é direcao discreta de &, e m é uma direcao discreta de

Ym, respectivamente [Lewis e Miller Jr., 1984].
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Neste momento, reescreve-se a Equagao 3.9 da seguinte forma

oam (1 _7’%1) Tam TR S (3.11)
’Ym T n.m = r) ny ’Ym bl .
or r N ectprmym V186
onde
(1 - w(r) iy
E<T7 fnv me) = 72@4< Z ﬁl,Pl fn Z pr qu fp . (312)
\% 1 =& n 1=0 p=1 q=1
Agora, fazendo-se a seguinte mudanca de varidavel em
81.:; m 1- 2 aI:; m
Ym——pn— + ( Vm) ’ (3.13)
Or r O le=tnir=rm
e tomando-se como variaveis independentes
X =1, (3.14)

Y=ry1-72, (3.15)

para 1 <n < N/2el<m < N. Logo, as derivadas de X e ) com respeito a r e 7, sao

X
A Wi (3.16)
ox 1A% TYm
X _,, ___Tm 3.17
a’y Y=TUm a’y Y="m V 1- 77271 ( )

paral <n < N/2el<m<N.

Assim, pode-se obter uma relacao entre as derivadas em X', )}, como

Ly m L., 0% 0L, 0¥

or oxX or 9y or
oT* OT*

= My T 3.18
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81,’;% 81;,,% oX . 61,’;7,” oYy
X  dy Y=vm oy 9y Y="m

oL; oL

oX 8;)/ ’/1_%%1.

§=En,7=rm

Substituindo as Equacoes 3.18 e 3.19 na Equacao 3.13, tem-se

oL* oL*
n,m n,m 1— B
vm( X Y + 7y Vv vm) +
1- 77%1 az;;,m az;;,m T Ym o
T ox Ty o)

0L 0L 0L

— A2 n,m - /1 A2 n,m nm

0L 0L’
A2 nm - /1 — 2 nm.

O m 3.20
0x (3:20)
Logo, reescrevendo-se a Equacao 3.11 a partir de 3.20, tem-se

IL;, |

— + ==X, V,&), (3.21)

ox e

onde X depende de duas variaveis r e ,,. Vale ressaltar que apesar de nao ter nenhum

termo de derivada com respeito ) na Equacao 3.21, Z* depende de ). Desta forma, usando

o mesmo procedimento de antes para chegar nas derivadas e utizando ) = rm.
Note que 7y, = cos,, com 1 <n < N/2el <m < N, logo pode-se escrever r para

cada direcao de ¢ = ¢, em termos de X e ), como

r= /X2 + )2 (3.22)
¢ = tan™! (%) . (3.23)

Assim, tem-se as derivadas com respeito a X

o X
0X  JXT+
90 Y

oX =~ ATy (3.24)
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com1<n<N/2el<m< N, enao é necessario o célculo das derivadas com respeito a
Y, dado que, na Equacao 3.21 nao tem derivada com respeito a ).
Neste momento, calculando-se a derivada da funcao 3.20 nas novas variaveis r e ¢,

tem-se

Ly, m Ly Or 0L, Op

X or 90X ' dp 0X
0T, X oL:,, Y 39
O VAT dp X2 )Y (3:25)

e substituindo X = rv,, e Y = r\/1 — 2 e v, = cos ¢, ,» na Equacao 3.25 e fazendo-se as

operacgoes adequadas, obtem-se

(3.26)

fym 9 _'_ )
or r oy

Y=Um

Portanto, a nova equacao que substitui a Equacao 3.9 na aproximagao Sy, ¢ dada

por

Ly m |
: I =2(X,D,6) (3.27)

ou ainda,

L PR A,

\/@nm - 1_§2@<T)+
N/2 N
N Zﬁz ()N @ PUENT, . (3.28)
n =0 p=1 g=1

Assim, o novo problema para a transferéncia radiativa condutiva na geometria

cilindrica na aproximacao Sy ¢ representada pelas seguintes equacoes

LI PN e,

/71_@ Iym = 7/@9(7“)+
N/2 N
’ \/1—7225[7)1 gn Zzwpqpl gp pq7 (329)

n =0 p=1 g=1
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N/2 N
Solr) - Lot - > wlFylr) = T5,(0). (3.30)

onde &, e v, sdo discretizagoes angulares, com 1 <n < N/2e 1 <m < N. As Equacoes

3.29 e 3.30 estao sujeitas as condigoes de contorno

Znm(0) =I5 Ny (0) (3.31)
N/2 N/2

ZZ Dp.al, \/1_755%-

p=1 ¢=1

T N-m1(R) = (R)OX(R

A Figura 3.1 ilustra a representacdo do dominio fisico na geometria cilindrica.

Figura 3.1: A representacao do dominio fisico na geometria cilindrica.

Agora, com objetivo de introduzir o método LT Sy, reescreve-se o sitema de Equacoes

3.29 e 3.30, como uma equacao diferencial ordinaria matricial de primeira ordem,

d
A—T -BI =1, 3.32
dr ( )

onde A é uma matriz diagonal, A = diag (1/v,--,1/vm) de ordem N; X NT, B é uma
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. . 2 2
matriz quadrada definida de ordem NT X NT com elementos

_\/11_6 + \/1 _f [ZBZPI & 'Pl(fj) se =]

B, = (3.33)
[Z BiPi(& ﬂ(@)] se i # j

\ Vl_gl

e 0s termos nao lineares

T

| (1-we! (1-w)e! (1-w)e! (1-w)et

— e e
VI1-=& _ V9I—=& V1= V11—,
N termos idénticos ~ . g
N termos idénticos
O vetor de intensidade de radiacio Z de ordem &=, é definido por
T

7= (Iilu'” 7IiN7"' ) *%7]\7) . (334)

De acordo com a prescricao de Adomian, 1988, a intensidade de radiacao é expandida

através de uma série infinita conforme
o
I=) Y, (3.35)
£=0

O uso de uma expansao para a intensidade de radiacao introduz um ntumero infinito de
graus de liberdade artificiais que podem ser utilizados e define um esquema recursivo de
equacoes diferenciais lineares, onde a nao linearidade aparece como o termo fonte, porém
contendo apenas termos com as solugoes de todas solugoes as anteriores, para mais detalhes

ver [Vilhena et al., 2011].



30

Logo, reescreve-se a Equacao 3.32 como

Z (A d Y, — BYg) —
dr

(1-— w(r)) (1 —w(
A ({Y , 3.36
Ji-&' /7%/2 Z (Y.} ), (3.36)

o4(r)

onde a notacao A, ({Y . 1) representa

Y1 — Ao = .A(](YO)
Y2 — Al = Al(Yo, Yl)
Ys; = Ay = A(Yo, Y1, Y,)

Y, = Ay = Aéq(Yo,Yla ce 7Y1£71)
== Aéfl ({YL f;é) .

O procedimento adotado para resolver o sistema de Equacoes 3.36 de uma forma

recursiva, € inicializar o processo resolvendo o problema homogéneo, como

d
A—Y,—BY,=0 3.37
dr 0 0 9 ( )

juntamente com as condig¢oes de contorno e, logo apds, entra em um processo recursivo das

equacoes para os componentes restantes Yy,

Aly, By, - [(Lzw)

dr - VA %7“ \/ fN/Q

com/l{=1,2,...,7.

Ay ({Y.Y2D), (3.38)

Agora, para resolver a Equacao 3.38 usa-se o método LTSy, deste modo, aplica-se
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a transformada de Laplace sobre a variavel radial r definida como
Y () = LY (r);r — 7], (3.39)
juntamente com as condigoes de contorno, obtém-se a solugao
Yi(r) =L [(7Ig — U)7'Y,(0)] + £7' [(7la — U)"AT(7)] (3.40)

onde £7! denota o operador da transformada inversa de Laplace e 7 é um parametro com-

plexo. Por simplicidade, usa-se a notagao na Equagao 3.40 como
Y, (r) = C(r)Y,(0) + H(r), (3.41)
onde C(r) = L7Y(rIq — U)~1] e H(r) ¢ definido por
H(r) = (C+ W) (1) = /0 Clr— QAW (O, (3.42)

em que o sinal * representa a convolucao entre os vetores. Para tornar possivel o célculo de

C, a matriz U = A~!'B pode ser decomposta em uma matriz diagonal como
U =XDX, (3.43)

onde D é a matriz diagonal com seus autovalores distintos e X é a matriz de vetores associa-
dos. Neste momento, tem-se condicoes para aplicar a transformada inversa de Laplace, da

solugao transformada de 7 para a variavel radial r. Logo,

C(r) = £7'[(flq—U) '] =£7" (XX = XDX )]
= £7'[(X (rId— D)X 1)~ } L7 [X(FIq — D)7'X ]
= XL [(FfIq— D) X' =XeP XL (3.44)

Pode-se observar que a solucao obtida pelo método LTSy tem forma exponencial, para mais
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detalhes ver Goulart, 2010. Para evitar uma restricdo computacional (isto é, problemas arit-
méticos) por causa dos termos exponenciais positivos para N grande, foi proposto separar as
solugoes homogénea e particular em componentes que contém apenas os expoentes positivos
e 0s expoentes negativos, respectivamente [Gongalves et al., 2002; Gongalvez et al., 2007;
Goulart, 2010].

Logo, denota-se C por

C(r)=C*(r)+ C (r), (3.45)

onde C*(r) e C(r) contém os autovalores positivos e negativos, respectivamente. Por-
tanto, a partir da propriedade de invariancia e a decomposicao da matriz C [Goulart, 2010],

reescreve-se a Equacao 3.41
Y,(r)=C"(r — R)Y((R) + C (r)Y,(0)H(r), (3.46)
no qual H(r), o vetor convolugao, é expresso como

H(r) = / CH(r — A T(Q)dC + /0 O - AT, (3.47)

De modo que, a Equagao 3.46 é a solucao do método LTSy. Logo, o sistema

recursivo 3.36 apresenta sua solugao geral, dada por

Y, (r) = XeP Vi +
T

TXePTX AT 5 A, ({YL}f;é) (1 —w(r)) (1 —w(

r))
\/1_75%,..., 1_512\[/2 )

(3.48)

onde V! sio determinados a partir da aplicacdo das condicdes de contorno e com ¢ =

0,1,2,...,7.
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3.2 Método da Decomposicao de Adomian

Nesta secao, apresenta-se o método da decomposicao baseado na ideia de Adomian,
que seré aplicado na nio linearidade devido & ©*(r) do problema em estudo. Sabe-se que o
método da decomposicao de Adomian é um método eficaz na resolucao de uma ampla classe
de equacoes diferenciais nao lineares e equagoes integrais [Adomian e Rach, 1992; Adomian,
1994; El-Sayed e Abdel-Aziz, 2003; Abassy et al., 2004]. O método da decomposicao foi pro-
posto por Adomian, 1988. E a convergéncia deste método tem sido investigada [Cherruault
et al., 1995; Ouedraogo et al., 2000; Babolian e Biazar, 2002; Lesnic, 2002; Babajee et al.,
2008].

O método da decomposicao de Adomian tem por objetivo facilitar a solucao de
problemas fisicos, e tem se mostrado um étimo artificio na solucao de equagoes nao lineares,
em razao de seus resultados analiticos convergirem rapidamente. A solugao obtida por este
método é uma aproximagao, contudo nao altera o problema dado e representa o termo nao
linear de forma mais precisa, de maneira que a série infinita, quando se faz uma aproximacao
de ¢ termos, a solucao se torna adequada como uma solugao pratica, em que delimita-se a sua
validade as regioes no qual o comprimento do dominio seja menor que o raio de convergéncia
da série [Adomian, 1988].

A seguir, apresenta-se o método da decomposicao de Adomian. Considere uma

equacao geral dada por

oY (t) = G(t), (3.49)

onde O é um operador diferencial parcial nao linear geral e G(t) é o termo fonte. Pode-se
decompor O em O + Og + Oy, ou seja, envolvendo termos lineares e nao lineares.
O termo linear é decomposto em Oy, + Og, onde Of, tem inversao conhecida, e Og

é a parte restante do operador linear. Esta Equacao 3.49 pode, entao, ser escrita como

OLY +OxY + OgY =G, (3.50)
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onde Oy ¢ a parte nao linear do operador O. Reescrevendo a Equagao 3.50, como
OrY =G — OxY — ORY. (3.51)
Devido a Oy, ser inversivel, a Equagao 3.51, torna-se
O0;'0LY = 0;'G — O;'OrY — O;'OyY. (3.52)

Se Oy, é um operador diferencidvel, O;' serd o operador integral e a Equacio 3.52

para Y serda
Y =Y (0)+Y'(0)t+0;'G — O;'OrY — O;'OyY. (3.53)

O termo nao linear ONY serd igualado a ) ,° A, onde Ay sdo polinémios de Adomian,
que serao discutidos a seguir. Note que, no problema em estudo 3.9, a nao linearidade é

representada pelo termo ©%(r) e é escrita através dos polinomios de Adomian, como

J
ONY =) Ay(r) = ©%(r).

=0

Além disso, Y é decomposta em ;- Y, com Yy = Y (0) + O;'G. Entdo,

> Y=Y 0;'0rY = O'ONY =Y, — O'OrY — O >~ Ay(r), (3.54)
=0 =0

por consequencia,

Y'1 — —OZIORYO — OZIA()(T)
Y2 — —OleRYl — OzlAl('f’)

Yo = —0;'0rY,— O; Ay(r) (3.55)
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Os polinémios A;(r) sdo gerados para a nao linearidade, os termos nao lineares
dependem de todos outros termos anteriores, de modo que, Ay(r) dependa de Yy, A;(r)
dependa de Y e Yy, Ax(r) dependa de Yo, Y1 e Y5 e assim por diante.

Logo, todas as componentes Y, sao determindveis e
Y=)Y,. (3.56)
=0

- . -1 , ~
E se a série 3.56 converge, a soma parcial de £ termos, ¢, = > ,_, Y, serd uma solugao

aproximada, visto que
Jim gy =% Y=Y, (3.57)
=0
por definigdo [Adomian, 1988].

Agora, os polinomios de Adomian A,(r) serdo obtidos. Para isto, considere uma

equagao para a qual Y (t) é solugao, contendo um termo nao linear
ONY = f(Y) =) Ayr). (3.58)
=0

Considere a expansao em uma espécie de série funcional de Taylor f(Y) em torno

da func@o Y(t), entao
OnNY = Z-AE(T) = f(Yo) = (Y = Yo)f'(Yo) + f"Yo)+ ..., (3.59)
=0

ou seja,
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Pode-se reescrever o termo nao linear de forma geral, como

o0 Y4
OxY = ZAg L)

o /g a
= YA (({b} ) HYb”)
£=0 1712, -ba
b;=¢

. /-1
R0 9 FLCES SEVID o (PPN ) 13 | BT
bl,...,be_l tJ1 v=1

para mais detalhes ver Vilhena et al., 2011, onde a notacao fég) para a (-ésima derivada em

Y =Y, Aqui, (

] ~ . . .. . , PR .
(b} ,_1 | sao os coeficientes de multinominais usuais. J& na tltima linha
i1

da Equagao 3.61 os termos sao reorganizados, de modo que se identifica o primeiro termo

féo) e todos os termos subsequentes da série que definem os polindmios de Adomian A,.

Ao(r) = [ = F(Yo),

d
Air) = fo0Yn = Yagg-f(Yo)
d Y? d
) (2)y2 —1
Ao(r) = fo' Yo+ fo7 Y7 Y2dY0 (Yo) + 2 dY, (Yo)

' ¢ 4 -1
1 7
1

a0 = e 5 () Te). oo

=27 b i1/ A

bi=j

Em principio, é necessario resolver um numero infinito de equacgoes, de modo que para
uma implementacao computacional tem de introduzir um truncamento de acordo com uma
precisao prescrita. A partir do ultimo termo na Equacao 3.62, observa-se que para uma
nao linearidade com estrutura polinomial existe apenas um ntmero limitado de combinacoes
no produto [] Y%. Consequentemente, para j suficientemente grande o termo fatorial j!

controla a magnitude dos termos de corre¢ao, que para o aumento de j tende a zero.

Note ainda que fluxo de calor radiativo é conhecido Equacao 2.72. Assim, de acordo
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com a prescricao de Adomian [Adomian, 1988], a Equacao 2.72 é expandida em uma série

infinita como

o 1 o R , .
> 6(r)=65- e Z/ g, (r')dr' . (3.63)
=0 €i=0""

Portanto, pode-se escrever os polinomios de Adomian A; na Equacao 3.62 em funcao de 3.63

entao

1 R / / !
Adr) = 1= 10¢0) = (0n - 1 [ ar)
7"1 R

4
O d _ . .
Ai(r) = fo'Y, = Yld—YO (Yo) = (_47TNC /T (%,r(rl) + %,r(rl)) d"’/)
d Y2 d
As(r) = fél)Yz + féQ)Y% — YQQZ_Y0 (Yo) + 2_'1d—Y0 (Yo) =

1 4

- <_47rNc /TR (40, (") + a1, (') + a5,(r")) d,{,/)

: L . -1
Adr) = é”YwXé%fé” > <<{biif-1)HYﬁ”>- (3.64)

b1,...,bg1 v=1

b;=j
A integral em 3.64 foi calculada por integragdo numérica, no caso, a regra dos trapézios (com
11 pontos).

A metodologia apresentada é, na verdade, de carater geral. Sua aplicacao pode
ser estendida para problemas de transferéncia radiativa condutiva em outras geometrias
curvilineas, como por exemplo, geometria esférica. No apéndice B, apresenta-se a construcao

da solucao bem como aplicagoes e comparagoes com resultados da literatura.

3.3 O Critério de Estabilidade e Convergéncia

Em geral a convergéncia nao é garantida pelo método da decomposicao de Ado-
mian, de modo que a solucao deve ser determinada através de um critério conveniente. Os
critérios simples de convergéncia de séries como de Cauchy, de D’Alembert, de Leibniz nao
sao aplicadas em razao da nao linearidade devido & ©%(r) do problema em estudo.

Apresenta-se um método que é baseado no critério de Lyapunov [Boichenko et al.,
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2005], utiliza-se este critério para verificar tanto a convergéncia heuristica quanto a estabil-
idade da solucao obtida. Denota-se

027 = , (3.65)

> e

{=J+1

que representa a diferenca maxima entre a solugao obtida com o truncamento J, ou seja,
Ts =37 ,0y, e asolugio exata, onde | - || representa a norma do méximo. Deste modo,

tem-se
627 = ™62, (3.66)

onde se A < 0 tem-se que a aproximacao usando os polindmios de Adomian convergem.
[solando a exponencial e aplicando logaritmo natural em ambos lados da igualdade 3.66,

logo o expoente de Lyapunov A é determinado calculando

B 1 02|
A= HZZQ)@H ln<|5z‘07|) . (3.67)

Inicialmente, utiliza-se o critério de Lyapunov para determinar a influéncia da
variagao da condicao inicial na solucao. Neste momento, este critério tem como finalidade
avaliar se as solugoes obtidas tem convergeéncia cadtica ou se convergem de modo forte para
uma unica solucao. Portanto, se A > 0, existe J, tal que V J > J, tem-se uma solugao com
convergéencia cadtica ou divergente. Ja, se A < 0, existe Jy tal que V J > Jp tem-se uma
solucao bem comportada e convergente. Deste modo, o primeiro termo da solucao ©¢ tem o
papel da condicao inicial.

A magnitude do expoente de Lyapunov A é um indicador da profundidade recursiva
em que o comportamento de convergéncia cadtica pode ser previsto ou sequéncia zero dos
termos de corregao recursiva, para os casos de expoente positivo e negativo, respectivamente
[Wolf, 1986]. Fisicamente, A é uma medida de quao rapidamente nas proximidades da solucao
verdadeira, a série converge ou diverge. De modo geral, A pode ser positivo, negativo e zero.
Se A > 0 indica instabilidade ou divergéncia a partir da inicializacao da recursao (o requisito

cadtico). Agora, se A < 0 indica estabilidade do sistema recursivo e convergéncia. Quanto
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maior for o valor absoluto do expoente negativo de Lyapunov mais estavel é o sistema. Além
disso, tem-se a definicao de uma solucao super estavel no qual, A = —oo. Por ultimo, A =0
indica um estado de convergéncia indiferente, mas nao indica divergéncia ou convergeéncia
[Brown, 1995; BenSaida, 2015].

Para completar a construcao da solucao da equacao de transferéncia radiativa con-
dutiva em geometria cilindrica pelo método da decomposicao, no proximo capitulo serao

exibidos os resultados a partir desta metodologia.
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4 PARAMETROS DO PROBLEMA E RESULTADOS

Neste capitulo, apresentam-se os resultados obtidos a partir de alguns parametros
fisicos importantes do problema em estudo, as Equacoes 2.64-2.67. Estes parametros, tais
como, emissividade, refletividade e albedo, podem ser relatados na densidade ou no perfil
de concentracao de poluentes da exaustao do propulsor utilizado lancamento de foguetes.
A relacao destes parametros é essencial, uma vez que, na fonte, os modelos de dispersao
de poluentes nao sao caracterizados pelas propriedades térmicas. Este trabalho tem como
objetivo reduzir a deficiencia destes modelos.

Para verificar se o método proposto no capitulo 3 é realmente valido para o prob-
lema de transferéncia radiativa condutiva, cujo esquema recursivo apresenta a solucao geral,
Equacao 3.48, avalia-se o comportamento da temperatura admensionalizada e dos fluxos de

calor radiativo @, (r), condutivo Q.(r) e total Q(r) :

Q) = ), (1)
Qe(r) = —%@(r) (4.2)
Q(r) = Q:(r) + Qe(r) . (4.3)

Todas as avaliagoes que seguem sao baseadas no conjunto de parametros dados na
Tabela 4.1. Convém mencionar, que neste trabalho os parametros w, €, p? e N, sdo escolhidos
arbitrariamente, porém esta escolha leva em consideragao a solucao longe da fonte, cuja
modelagem ¢ tipicamente cartesiana, e onde as correlacoes fisicas destes parametros sao
conhecidas, ver Vilhena et al., 2011. Além disso, algumas das avalia¢oes serao comparadas

com o artigo Siewert e Thomas Jr., 1992, e neste artigo uma geracao de calor constante é
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Tabela 4.1: Parametros para diferentes problemas.

Problema € pt Op w R N, H ! Ordem de trucamento
1 09 0,1 1 09 1 0,05 0 1 181
2 0,8 02 1 09 1 0,05 0 1 180
3 1 0 1 09 1 0,05 0 1 182
4 09 0,1 1 0,8 1 0,05 0 1 317
5 1 0 1 0,8 1 0,05 0 1 328
6 0,8 02 1 0,9 5 0,5 0 0,1 183
7 0,8 02 1 0,9 05 0,05 0 10 45
8 0,8 0,2 1 0,9 05 0,005 0 10 624
9 1 0 1 0,5 1 0,1 0 1 368
10 0,8 02 1 0,5 1 0,05 0 1 1078
11 09 0,1 1 0,0 1 0,5 0 1 80
12 0,8 02 1 0,99 1 0,1 0 10 40
13 0,8 0,2 1 09 1 0,05 L, 1 280
14 09 0,1 1 0,9 05 0,05 100 0,1 6361
15 09 0,1 1 0,9 0,05 0,0006 4000 10 2376
16 09 0,1 1 0,9 05 0,005 40 1 9557
17 09 0,1 1 0,9 5 0,5 0,4 0,01 4882
18 1 0 1 09 1 0,1 1 10 229
adicionada no meio, que ¢é independente da intensidade de radiagao, dada por
H = (kB*T,) 'h, (4.4)

onde k é a condutividade térmica, § é o coeficiente de extincao, T, é a temperatura de
referéncia e h é a geracao de calor constante no meio.
Assim, a equacao de energia para a temperatura, que conecta o fluxo radiativo com

o gradiente de temperatura é

d? d 1 d,
TW@(T) + JG(T) = 471-]\705[“1 ] —rH s (45)
com as condigoes de contorno
d /
2o()| =6p=0 ¢ O(),_n=05. (4.6)
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Portanto, pode-se encontrar a temperatura adimensionalizada a partir da Equagao 4.5 junto

com as condig¢oes de contorno 4.6, como

O(r) = 0 + L(R> ) — /R () dr’ (4.7)
r) =95+ r 47TNcrqu r, :

desta forma, pode-se reescrever as Equacoes 4.1, 4.2 e 4.3, como

Q) = i 0), (43)
Qur) = 3H = i), (19)
Qr) = gH . (4.10)

Note que na Tabela 4.1, apresenta-se um parametro de correcao a para o esquema recursivo,
dado que sem essa correcao este esquema apresenta propriedades problematicas de con-
vergéncia. Desta forma, apds a prescricao de Adomian, 1988, na Equagao 4.7, o parametro

« é introduzido, como
= H 2 2 Za f * / !
l_go@l(T) :@B+Z(R —-Tr )—— E ; qlr(r )d?“ y (4.11)

onde NL = Za, com Z € Z,. Por exemplo, para Z = 3 tem-se 0 esquema recursivo para a
c

temperatura, como

S ) =05+ Lrz - / N — / )+t () dr
00 (r) o1 (r) 0s(r)
(0% R / / / / (0% R / / / /
=g ) + ) + () dr — / (G0 0) + g () + () i — -+
Am /. Am |/,
9;6“) 6;?7“)

(4.12)
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Note que foi escolhido Z = 3 para ilustrar o exemplo, porém na implementacao do cédigo
pode-se escolher Z € Z, de acordo com os problemas dado na Tabela 4.1. A funcao 4.12
¢ suave em r e a integracao do esquema recursivo é obtida pela regra do trapézio, no qual
utilizou-se 11 pontos. Convém observar que a soma de todas as integrais na Equagao 4.12
garante que se tenha uma solucao estavel. De modo geral, o esquema recursivo para tempe-

ratura, é dado por

H o L R
61 =dos [0 + =) = 3 [ i (4.13)

onde dy; ¢é o delta de Kronecker e M = min(Z,1). A seguir, considerou-se o espalhamento
isotrépico, ou seja, £ = 0 e r em unidade de r/R que varia entre 0 e 1 para todos os
18 problemas para poder comparar os resultados obtidos com os da literatura [Siewert e

Thomas Jr., 1992].

Problema 1

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para o seguinte conjunto de
parametros € = 0,9, p? = 0,1, 05 =1, w =0,9, R=1, N, = 0,05, H =0, a = 1e
também o perfil de temperatura para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo @Q,(r) e
o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade 6ptica radial, sdo mostrados nas Figuras 4.1,
4.2, 4.3 e (4.4) respectivamente, onde considera-se r em unidades de /R que varia entre 0
e 1 e para N = 4 diregdes (note que 1 < n < N/2 é a dire¢ao discreta da varidvel polar e
1 <m < N é a direcao discreta da varidvel azimutal, logo a ordem da quadratura ¢é igual a
8). A fim de estudar estabilidade da metodologia proposta, apresenta-se nas Figuras 4.5 e

4.6 a profundidade da recursao finita e a establidade da recursao finita, respectivamente.
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Figura 4.1: O perfil de temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 1.
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Figura 4.2: O fluxo de calor condutivo ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 1.
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Figura 4.3: O fluxo de calor por radiacao ao longo da profundidade éptica radial, problema

1.
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Figura 4.4: O fluxo de calor total ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 1.
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Figura 4.6: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 1.

Pode-se observar que a medida que a temperatura diminui o fluxo de calor condutivo
(. aumenta, Figuras 4.1 e 4.2. Nota-se ainda que o fluxo de calor condutivo (). passa por um
ponto de minimo e ja o fluxo de calor radiativo (), tem um ponto de maximo correspondente,
no mesmo ponto, isso ocorre para satisfazer a lei da conservacao da energia, Figuras 4.2 e
4.3. A lei de conservagao de energia, Equacao 4.3, é mostrada na Figura 4.4 onde o fluxo
de calor total igual a zero. Na Figura 4.5, ilustra-se o esquema recursivo para o problema
1. Emprega-se um critério de parada tal como, as vinte ultimas recursoes da temperatura

forem menores que 107% tem-se a ordem de truncamento J = 181, para o problema 1. J&
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na Figura 4.6, ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta, observa-se que o critério
de Lyapunov foi satifeito para a ordem de truncamento de J = 181, note ainda que apesar
do esquema recursivo apresenta um caracter oscilatorio, a solucao ja é estavel antes do
truncamento J = 181, dado que A é negativo. Covém ressaltar que para o mesmo problema
foi considerado av = 10, porém os resultados numéricos demoram para atingir a estabilidade,

em comparag¢ao com o = 1.

Problema 2

Para este problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de
parametros com € = 0,8, p¢ = 0,2, O3 = 1, w = 0,9, R = 1, N, = 0,05, H = 0,
a =1 e mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo
Q. (1) e o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade éptica radial, sio mostrados nas Figuras
4.7, 4.8, (4.9) e 4.10 respectivamente, onde considera-se r em unidades de r/R que varia
entre 0 e 1 e para N = 4 diregoes (note que 1 < n < N/2 é a diregao discreta da varidvel
polar e 1 < m < N ¢ a diregao discreta da varidavel azimutal, logo a ordem da quadratura é
igual a 8). Com a finalidade de estudar estabilidade da metodologia proposta, apresenta-se
as Figuras 4.11 e 4.12 a profundidade da recursao finita e a establidade da recursao finita,

respectivamente.
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Figura 4.7: O perfil de temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 2.
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Figura 4.8: O fluxo de calor condutivo ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 2.
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Figura 4.9: O fluxo de calor por radiacao ao longo da profundidade éptica radial, problema

2.
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Figura 4.12: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 2.

Pode-se observar que a medida que a temperatura diminui o fluxo de calor condutivo
. aumenta, Figuras 4.7 e 4.8. Outro fator a ser observado ¢ que o fluxo de calor condutivo
Q. passa por um ponto de minimo e ja o fluxo de calor radiativo @), tem um ponto de maximo
correspondente, no mesmo ponto, isso ocorre para satisfazer a lei da conservacao da energia,
Figuras 4.8 ¢ 4.9. A lei de conservagao de energia, Equacao 4.3, é mostrada na Figura 4.10
onde o fluxo de calor total igual a zero. Na Figura 4.11, ilustra-se o esquema recursivo
para o problema 2. Emprega-se um critério de parada tal como, as vinte ultimas recursoes
da temperatura forem menores que 107% tem-se a ordem de truncamento J = 180, para o
problema 2. Ja na Figura 4.12, ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta, observa-se
que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento de J = 180, note
ainda que apesar do esquema recursivo apresentar um céaracter oscilatorio, a solugao ja é
estavel antes do truncamento J = 180, dado que A é negativo. Covém mencionar que para
o mesmo problema foi considerado a = 10, porém os resultados numéricos demoram para

atingir a estabilidade, em comparagao com o = 1.

Problema 3

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de parametros
come=1,p1=0,0p=1,w=0,9, R=1, N.=0,05 H =0, o = 1 e mostra-se o perfil de

temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo @,.(r) e o fluxo total Q(r)
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ao longo da profundidade 6ptica radial, sao mostrados nas Figuras 4.13, 4.14, 4.15 e 4.16,
respectivamente, onde considera-se r em unidades de /R que varia entre 0 e 1 e para N =4
direcoes (note que 1 < n < N/2 é a diregao discreta da varidvel polar e 1 < m < N é a
diregao discreta da varidvel azimutal, logo a ordem da quadratura é igual a 8). Além disso,
nas Figuras 4.17 e 4.18 ilustram a profundidade da recursao finita e a establidade da recursao

finita, respectivamente.
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Figura 4.13: O perfil de temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 3.
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Figura 4.14: O fluxo de calor condutivo ao longo da profundidade éptica radial, problema 3.
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Figura 4.15: O fluxo de calor por radiagao ao longo da profundidade éptica radial,

problema 3.
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Figura 4.16: O fluxo de calor total ao longo da profundidade éptica radial, problema 3.
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Figura 4.18: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursio finita para o
problema 3.

Observar-se que a medida que a temperatura aumenta o fluxo de calor condutivo Q).
diminui, Figuras 4.13 e 4.14. Outro fator a ser observado é que o fluxo de calor condutivo
(). passa por um ponto de maximo enquanto o fluxo de calor radiativo (), tem um ponto
de minimo correspondente, no mesmo ponto, satisfazendo a lei da conservacao da energia,
Figuras 4.14 e 4.15. A lei de conservagao de energia, Equacao 4.3, é mostrada na Figura
4.16 onde o fluxo de calor total igual a zero. Na Figura 4.17, ilustra-se o esquema recursivo
para o problema 3. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte ultimas recursoes

da temperatura menores que 107%, que fornece a ordem de truncamento J = 182, para o
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problema 3. Ja na Figura 4.18, ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta, observa-se
que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento de J = 182, nota-se
ainda que apesar do esquema recursivo apresenta um caracter oscilatério, a solucao ja é
estavel antes do truncamento J = 182, dado que A é negativo. Covém ressaltar que para
o mesmo problema foi considerado a = 10, porém os resultados numéricos demoram para

atingir a estabilidade, em comparagao com o = 1.

Problema 4

Para este problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de
parametros com € = 0,9, p¢ = 0,1, O3 = 1, w = 0,8, R = 1, N, = 0,05, H = 0,
a =1 e mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo
Q. (1) e o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade éptica radial, sio mostrados nas Figuras
4.19, 4.20, (4.21) e 4.22, respectivamente, onde considera-se r em unidades de /R que varia
entre 0 e 1 e para N = 4 diregoes (note que 1 < n < N/2 é a diregao discreta da varidvel
polar e 1 < m < N ¢ a diregao discreta da varidavel azimutal, logo a ordem da quadratura é
igual a 8). Além disso, nas Figuras 4.23 e 4.24 ilustram a profundidade da recursao finita e

a establidade da recursao finita, respectivamente.
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Figura 4.19: O perfil de temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 4.
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Figura 4.20: O fluxo de calor condutivo ao longo da profundidade éptica radial, problema 4.
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Figura 4.21: O fluxo de calor por radiagao ao longo da profundidade éptica radial,
problema 4.
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Figura 4.22: O fluxo de calor total ao longo da profundidade éptica radial, problema 4.
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Figura 4.24: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 4.

Pode-se observar que a medida que a temperatura diminui o fluxo de calor condutivo
. aumenta, Figuras 4.19 e 4.20. Note ainda que o fluxo de calor condutivo (). passa por um
ponto de minimo e o fluxo de calor radiativo (), tem um ponto de maximo correspondente,
na mesma posicao, isso ocorre para satisfazer a lei da conservagao da energia, Figuras 4.20 e
4.21. A lei de conservacao de energia, Equacao 4.3, é mostrada na Figura 4.22 onde o fluxo
de calor total igual a zero. Na Figura 4.23, ilustra-se o esquema recursivo para o problema
4. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte ultimas recursoes da temperatura
forem menores que 1075 tem-se a ordem de truncamento J = 317, para o problema 4. J&
na Figura 4.24, ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta, observa-se que o critério
de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento de J = 317, note ainda que apesar
do esquema recursivo apresenta um caracter oscilatorio, a solucao ja é estavel antes do
truncamento J = 317, dado que A é negativo. Covém ressaltar que para o mesmo problema

foi considerado o = 10, porém os resultados numéricos divergiram.

Problema 5

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de parametros
come=1,p1=0,0p=1,w=0,8 R=1, N.=0,05 H =0, a = 1 e mostra-se o perfil de
temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo @,(r) e o fluxo total Q(r)

ao longo da profundidade optica radial, sao mostrados nas Figuras 4.25, 4.26, 4.27 e 4.28,
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respectivamente, onde considera-se r em unidades de /R que varia entre 0 e 1 e para N = 4
direcoes (note que 1 < n < N/2 é a diregao discreta da varidvel polar e 1 < m < N é a
direcdo discreta da varidvel azimutal, logo a ordem da quadratura é igual a 8). Além disso,
nas Figuras 4.29 e 4.30 ilustram a profundidade da recursao finita e a establidade da recursao

finita, respectivamente.
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Figura 4.25: O perfil de temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 5.
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Figura 4.26: O fluxo de calor condutivo ao longo da profundidade éptica radial, problema 5.
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Figura 4.27: O fluxo de calor por radiagao ao longo da profundidade éptica radial,

problema 5.

1 T T T T T T

05+ e
& o

-0.5- e

-1 | | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

R

Figura 4.28: O fluxo de calor total ao longo da profundidade éptica radial, problema 5.
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Figura 4.29: Profundidade da recursao finita para o problema 5.
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Figura 4.30: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursio finita para o
problema 5.

Pode-se observar que a medida que a temperatura aumenta o fluxo de calor condutivo
Q). diminui, Figuras 4.25 e (4.26). Note ainda que o fluxo de calor condutivo (). passa por um
ponto de maximo e ja o fluxo de calor radiativo ), tem um ponto de minimo correspondente,
no mesmo ponto, isso ocorre para satisfazer a lei da conservacao da energia, Figuras 4.26,
4.27. A lei de conservacao de energia, Equacao 4.3, é mostrada na Figura 4.28 onde o fluxo
de calor total igual a zero. Na Figura 4.29, ilustra-se o esquema recursivo para o problema
5. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte ultimas recursoes da temperatura

forem menores que 107% tem-se a ordem de truncamento J = 328, para o problema 5. J&
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na Figura 4.30, ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta, observa-se que o critério
de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento de J = 328, note ainda que apesar
do esquema recursivo apresenta um caracter oscilatorio, a solucao ja é estavel antes do
truncamento J = 328, dado que A é negativo. Covém ressaltar que para o mesmo problema

foi considerado o = 10, porém os resultados numéricos divergiram.

Problema 6

Para este problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de
parametros com € = 0,8, p? =0,2, 05 =1,w=0,9, R=5 N.=0,5, H=0,a=0,1¢
mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo Q,(r) e
o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade 6ptica radial, sao mostrados nas Figuras 4.31 e
4.32, 4.33 e 4.34, respectivamente, onde considera-se r em unidades de r/R que varia entre
0 el epara N = 4 diregoes (note que 1 < n < N/2 é a dire¢do discreta da variavel polar
el <m < N é a diregao discreta da variavel azimutal, logo a ordem da quadratura é igual
a 8). Além disso, nas Figuras 4.35 e 4.36 ilustram a profundidade da recursao finita e a
establidade da recursao finita, respectivamente.
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Figura 4.31: O perfil de temperatura ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 6.
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Figura 4.32: O fluxo de calor condutivo ao longo da profundidade éptica radial, problema 6.
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Figura 4.33: O fluxo de calor por radiagao ao longo da profundidade éptica radial,
problema 6.
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Figura 4.34: O fluxo de calor total ao longo da profundidade éptica radial, problema 6.
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Figura 4.35: Profundidade da recursao finita para o problema 6.
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Figura 4.36: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 6.

Nota-se que a medida que a temperatura diminui o fluxo de calor condutivo Q.
aumenta, Figuras 4.31 e 4.32. Outro fator a ser observado o fluxo de calor condutivo Q).
passa por um ponto de minimo e ja o fluxo de calor radiativo (), tem um ponto de maximo
correspondente, na mesma posicao, isso ocorre para satisfazer a lei da conservacao da energia,
Figuras 4.32 e 4.33. A lei de conservagao de energia, Equacao 4.3, é mostrada na Figura
4.34 onde o fluxo de calor total igual a zero. Na Figura 4.35, ilustra-se o esquema recursivo
para o problema 6. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte ultimas recursoes
da temperatura forem menores que 107% tem-se a ordem de truncamento J = 183, para o
problema 6. Ja na Figura 4.36, ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta, observa-se
que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento de [J = 183, note
ainda que apesar do esquema recursivo apresenta um caracter oscilatorio, a solucao ja é
estavel antes do truncamento J = 183, dado que A é negativo. Covém salientar que para
o mesmo problema foi também considerado um conjunto de parametros como (N, «) =

{(0,005,1), (0,5,1)}, porém os resultados numéricos divergiram.

Problema 7

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de parametros
come=0,8p1=0,2,0p=1,w=0,9, R=0,5, N. = 0,05, H =0, a = 10 e mostra-se o

perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo Q,(r) e o fluxo total
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Q(r) ao longo da profundidade éptica radial, sdo mostrados nas Figuras 4.37, 4.38, (4.39) e
4.40, respectivamente, onde considera-se r em unidades de /R que varia entre 0 e 1 e para
N = 4 diregoes (note que 1 < n < N/2 é a direcao discreta da varidvel polar e 1 < m < N
¢ a direcao discreta da varidvel azimutal, logo a ordem da quadratura é igual a 8). Além
disso, nas Figuras 4.41 e 4.42 ilustram a profundidade da recursao finita e a establidade da

recursao finita, respectivamente.
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Figura 4.37: O perfil de temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 7.
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Figura 4.38: O fluxo de calor condutivo ao longo da profundidade éptica radial, problema 7.
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Figura 4.39: O fluxo de calor por radiagao ao longo da profundidade éptica radial,

problema 7.
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Figura 4.40: O fluxo de calor total ao longo da profundidade éptica radial, problema 7.
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Figura 4.42: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursio finita para o
problema 7.

Pode-se obeserva que a medida que a temperatura diminui o fluxo de calor condutivo
. aumenta, Figuras 4.37 e 4.38. Note ainda que o fluxo de calor condutivo (). passa por um
ponto de minimo e ja o fluxo de calor radiativo (), tem um ponto de maximo correspondente,
no mesmo ponto, isso ocorre para satisfazer a lei da conservacao da energia, Figuras 4.38 e
4.39. A lei de conservacao de energia, Equacao 4.3, é mostrada na Figura 4.40 onde o fluxo
de calor total igual a zero. Na Figura 4.41, ilustra-se o esquema recursivo para o problema 7.
Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte ultimas recursoes da temperatura forem

menores que 107% tem-se a ordem de truncamento J = 45, para o problema 7. J4 na Figura
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4.42 ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta, observa-se que o critério de Lyapunov
foi satisfeito para a ordem de truncamento de J = 45, note ainda que apesar do esquema
recursivo apresenta um caracter oscilatério, a solucao ja é estavel antes do truncamento

J = 45, dado que A é negativo.

Problema 8

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de parametros
come=0,8p'=0,2,05=1,w=0,9, R=0,5 N.= 0,005 H =0, o = 10 e mostra-se o
perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo @,(r) e o fluxo total
Q(r) ao longo da profundidade 6ptica radial, sdo mostrados nas Figuras 4.43, 4.44, 4.45 e
4.46, respectivamente, onde considera-se r em unidades de /R que varia entre 0 e 1 e para
N = 4 diregoes (note que 1 < n < N/2 é a direcao discreta da varidvel polar e 1 <m < N
¢ a direcao discreta da varidvel azimutal, logo a ordem da quadratura é igual a 8). Além
disso, nas Figuras 4.47 e 4.48 ilustram a profundidade da recursao finita e a establidade da

recursao finita, respectivamente.
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Figura 4.43: O perfil de temperatura ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 8.
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Figura 4.44: O fluxo de calor condutivo ao longo da profundidade éptica radial, problema 8.
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Figura 4.46: O fluxo de calor total ao longo da profundidade éptica radial, problema 8.
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Figura 4.47: Profundidade da recursao finita para o problema 8.
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Figura 4.48: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 8.

Obeserva-se que a medida que a temperatura diminui o fluxo de calor condutivo Q).
aumenta, Figuras 4.43 e 4.44. Note ainda que o fluxo de calor condutivo (). passa por um
ponto de minimo e ja o fluxo de calor radiativo (), tem um ponto de maximo correspondente,
no mesmo ponto, isso ocorre para satisfazer a lei da conservacao da energia, Figuras 4.44 e
4.45. A lei de conservacao de energia, Equacao 4.3, é mostrada na Figura 4.46 onde o fluxo
de calor total igual a zero. Na Figura 4.47, ilustra-se o esquema recursivo para o problema 8.
Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte ultimas recursoes da temperatura forem
menores que 107% tem-se a ordem de truncamento J = 624, para o problema 8. J4 na Figura
4.48, ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta, observa-se que o critério de Lyapunov
foi satisfeito para a ordem de truncamento de J = 624, note ainda que apesar do esquema
recursivo apresenta um caracter oscilatério, a solucao ja é estavel antes do truncamento

J = 624, dado que \ é negativo.

Problema 9

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de parametros
come=20,9 p=01,05=1,w=005 R=1 N,=0,1, H=0, @« = 1 e mostra-se o
perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo @, (r) e o fluxo total
Q(r) ao longo da profundidade 6ptica radial, sdo mostrados nas Figuras 4.49, 4.50, 4.51 e

4.52; respectivamente, onde considera-se r em unidades de r/R que varia entre 0 e 1 e para
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N = 4 diregoes (note que 1 < n < N/2 é a direcao discreta da varidvel polar e 1 <m < N
é a diregao discreta da varidvel azimutal, logo a ordem da quadratura é igual a 8). Além
disso, nas Figuras 4.53 e 4.54 ilustram a profundidade da recursao finita e a establidade da

recursao finita, respectivamente.
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Figura 4.49: O perfil de temperatura ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 9.
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Figura 4.50: O fluxo de calor condutivo ao longo da profundidade éptica radial, problema 9.
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Figura 4.51: O fluxo de calor por radiagao ao longo da profundidade éptica radial,

problema 9.
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Figura 4.52: O fluxo de calor total ao longo da profundidade éptica radial, problema 9.
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Figura 4.53: Profundidade da recursao finita para o problema 9.
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Figura 4.54: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursio finita para o
problema 9.

Obeserva-se que a medida que a temperatura aumenta o fluxo de calor condutivo
. diminui, Figuras 4.49 e 4.50. Note ainda que o fluxo de calor condutivo (). passa por um
ponto de maximo e ja o fluxo de calor radiativo ), tem um ponto de minimo correspondente,
no mesmo ponto, isso ocorre para satisfazer a lei da conservacao da energia, Figuras 4.50
e 4.51. A lei de conservacao de energia, Equacao 4.3, é mostrada na Figura 4.52 onde
o fluxo de calor total igual a zero. Na Figura 4.53, ilustra-se o esquema recursivo para
o problema 9. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte tultimas recursoes da

temperatura forem menores que 107% tem-se a ordem de truncamento J = 325, para o



75

problema 9. Ja na Figura 4.54, ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta, observa-se
que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento de [J = 325, note
ainda que apesar do esquema recursivo apresenta um caracter oscilatorio, a solucao ja é
estavel antes do truncamento J = 325, dado que A é negativo. Covém mencionar que para
o mesmo problema foi considerado o parametro o = 10, porém os resultados numéricos

divergiram.

Problema 10

Para este problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de
parametros com € = 0,8, p¢ = 0,2, O3 = 1, w = 0,5, R = 1, N, = 0,05, H = 0,
a =1 e mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo
Q. (1) e o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade éptica radial, sio mostrados nas Figuras
4.55, 4.56, 4.57 e 4.58, respectivamente, onde considera-se 7 em unidades de r/R que varia
entre 0 e 1 e para N = 4 diregoes (note que 1 < n < N/2 é a diregao discreta da varidvel
polar e 1 < m < N ¢ a diregao discreta da varidavel azimutal, logo a ordem da quadratura é
igual a 8). Além disso, nas Figuras 4.59 e 4.60 ilustram a profundidade da recursao finita e

a establidade da recursao finita, respectivamente.
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Figura 4.55: O perfil de temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 10.
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Figura 4.56: O fluxo de calor condutivo ao longo da profundidade éptica radial, problema

10.
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Figura 4.57: O fluxo de calor por radiagao ao longo da profundidade éptica radial,
problema 10.
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Figura 4.58: O fluxo de calor total ao longo da profundidade éptica radial, problema 10.
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Figura 4.59: Profundidade da recursao finita para o problema 10.
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Figura 4.60: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 10.

Pode-se obeserva que a medida que a temperatura diminui o fluxo de calor condutivo
. aumenta, Figuras 4.55 e 4.56. Note ainda que o fluxo de calor condutivo (). passa por um
ponto de minimo e ja o fluxo de calor radiativo (), tem um ponto de maximo correspondente,
no mesmo ponto, isso ocorre para satisfazer a lei da conservacao da energia, Figuras 4.56 e
4.57. A lei de conservacao de energia, Equacao 4.3, é mostrada na Figura 4.58 onde o fluxo
de calor total igual a zero. Na Figura 4.59, ilustra-se o esquema recursivo para o problema
10. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte tltimas recursoes da temperatura
forem menores que 107 tem-se a ordem de truncamento J = 1078, para o problema 10. J&
na Figura 4.60, ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta, observa-se que o critério
de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento de J = 1078, note ainda que
apesar do esquema recursivo apresenta um caracter oscilatorio, a solugao ja é estavel antes
do truncamento J = 1078, dado que A é negativo. Covém mencionar que para o mesmo

problema foi considerado o parametro o = 10, porém os resultados numéricos divergiram.

Problema 11

Para este problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de
parametros com € = 0,9, p? =0,1,05 =1, w =00, R=1, N.=0,5, H=0,a=1e
mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo @,(r)

e o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade 6ptica radial, sdo mostrados nas Figuras 4.61,
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4.62, 4.63 e 4.64, respectivamente, onde considera-se r em unidades de r/R que varia entre
0 elepara N = 4 diregoes (note que 1 < n < N/2 é a direcao discreta da varidvel polar
el <m < N é a diregao discreta da variavel azimutal, logo a ordem da quadratura é igual
a 8). Além disso, nas Figuras 4.65 e 4.66 ilustram a profundidade da recursdo finita e a

establidade da recursao finita, respectivamente.
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Figura 4.61: O perfil de temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 11.
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Figura 4.62: O fluxo de calor condutivo ao longo da profundidade éptica radial, problema
11.
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Figura 4.63: O fluxo de calor por radiagao ao longo da profundidade éptica radial,
problema 11.
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Figura 4.64: O fluxo de calor total ao longo da profundidade éptica radial, problema 11.
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Figura 4.66: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursio finita para o
problema 11.

Pode-se obeserva que a medida que a temperatura diminui o fluxo de calor condutivo
. aumenta, Figuras 4.61 e 4.62. Outro fato a ser observado é que o fluxo de calor condutivo
(. passa por um ponto de minimo e ja o fluxo de calor radiativo ), tem um ponto de
maximo correspondente, no mesmo ponto, isso ocorre para satisfazer a lei da conservacao da
energia, Figuras 4.62 e 4.63. A lei de conservacao de energia, Equacao 4.3, é mostrada na
Figura 4.64 onde o fluxo de calor total igual a zero. Na Figura 4.65, ilustra-se o esquema
recursivo para o problema 11. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte ultimas

recursoes da temperatura forem menores que 107% tem-se a ordem de truncamento J = 80,
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para o problema 11. J4 na Figura 4.66, ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta,
observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento de J = 80,
note ainda que apesar do esquema recursivo apresenta um caracter oscilatorio, a solucao ja
é estavel antes do truncamento J = 80, dado que A é negativo. Covém ressaltar que para
o mesmo problema o parametro o = 10 obtém-se Z um nimero nao inteiro, logo nao é

coerente, uma vez que, 4 € Z,.

Problema 12

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de parametros
come=0,8 p=0,2,0g=1,w=0,9,R=1, N, =0,1, H=0, o = 10 e mostra-se o
perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo Q,(r) e o fluxo total
Q(r) ao longo da profundidade 6ptica radial, sdao mostrados nas Figuras 4.67, 4.68, 4.69 e
4.70, respectivamente, onde considera-se r em unidades de /R que varia entre 0 e 1 e para
N = 4 diregoes (note que 1 < n < N/2 é a direcao discreta da varidvel polar e 1 <m < N
é a diregao discreta da varidvel azimutal, logo a ordem da quadratura é igual a 8). Além
disso, nas Figuras 4.71 e 4.72 ilustram a profundidade da recursao finita e a establidade da

recursao finita, respectivamente.
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Figura 4.67: O perfil de temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 12.
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Figura 4.68: O fluxo de calor condutivo ao longo da profundidade éptica radial, problema

12.
x10"
N T T T
0 _ |
2l |
ol
(@
4 |
6 _
_7 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
#R

Figura 4.69: O fluxo de calor por radiagao ao longo da profundidade éptica radial,
problema 12.
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Figura 4.70: O fluxo de calor total ao longo da profundidade éptica radial, problema 12.
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Figura 4.71: Profundidade da recursao finita para o problema 12.
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Figura 4.72: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 12.

Pode-se obeserva que a medida que a temperatura diminui o fluxo de calor condutivo
(. aumenta, Figuras 4.67 e 4.68. Outro fato a ser observado é que o fluxo de calor condutivo
(. passa por um ponto de minimo e ja o fluxo de calor radiativo ), tem um ponto de
maximo correspondente, no mesmo ponto, isso ocorre para satisfazer a lei da conservacao da
energia, Figuras 4.68 e 4.69. A lei de conservacao de energia, Equacao 4.3, é mostrada na
Figura 4.70 onde o fluxo de calor total igual a zero. Na Figura 4.71, ilustra-se o esquema
recursivo para o problema 12. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte ultimas
recursoes da temperatura forem menores que 107% tem-se a ordem de truncamento J = 40,
para o problema 12. J4 na Figura 4.72, ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta,
observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento de J = 40,
note ainda que apesar do esquema recursivo apresenta um caracter oscilatorio, a solucao ja
¢ estavel antes do truncamento J = 40, dado que A é negativo.

Os seis problemas restantes na Tabela 4.1 sao comparados com os dados disponiveis

no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992].

Problema 13

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de parametros
come=0,8 p=0,2,0p=1,w=0,9 R=1, N.=0,05 H =1,5 a =1 e mostra-se o

perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo Q,(r) e o fluxo total
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Q(r) ao longo da profundidade éptica radial, estes resultados sao comparados com dados
disponiveis no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992]. Além disso, os resultados sao ilustrados,
nas Figuras 4.73, 4.74, 4.75 e 4.76, também apresenta-se nas Figuras 4.77 e 4.78, a profun-
didade da recursao finita e a establidade da recursao finita, respectivamente. Considera-se r
em unidades de /R que varia entre 0 e 1 e para N =4 (note que 1 <n < N/2 é a diregao
discreta da variavel polar e 1 < m < N ¢ a diregao discreta da variavel azimutal, logo a

ordem da quadratura é igual a 8).

Tabela 4.2: Resultados da metodologia proposta para o problema 13.

r/R O(r) Qc(r) Q(r) Q

0 1,148239  0,000000 0,000000 0,000000

0,1 1,147232 2,014200 x 10~2 5,485800 x 102 7,500000 x 102
0,2 1,144159 4,130500 x 1072 1,086950 x 10~' 1,500000 x 10~
0,3 1,138866 6,455500 x 1072 1,604450 x 10~' 2,250000 x 107!
0,4 1,131085 9,104700 x 1072 2,089530 x 10~' 3,000000 x 10~
0,5 1,120429 1,220650 x 10~ 2,529350 x 10~' 3,750000 x 10~
0,6 1,106372 1,590500 x 10~ 2,909500 x 10~' 4,500000 x 10~
0,7 1,088238 2,036100 x 10~ 3,213900 x 10~' 5,250000 x 10~
0,8 1,065181 2,575140 x 10! 3,424860 x 10~* 6,000000 x 107!
0,9 1.036173 3,226260 x 10~ 3,523740 x 10~' 6, 750000 x 10~
1 1,000000 4,008030 x 10~* 3,491970 x 10~* 7,500000 x 10~}

Tabela 4.3: Resultados do artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992] para o problema 13.

r/R_O(r) Qec(r) Qr(r) Q

0 1,14135 0,0 0,0 0,0

0,1 1,14057 1,58317 x 1072 5,91683 x 1072 7,50 x 1072
0,2 1,13815 3,28689 x 1072 1,17131 x 107" 1,50 x 107!
0,3 1,13391 5,24174x 1072 1,72583 x 10~' 2,25 x 107!
0,4 1,12753 7,59858 x 1072 2,24014 x 10~* 3,00 x 107!
0,5 1,11852 1,05392 x 10~* 2,69608 x 10~* 3,75 x 107!
0,6 1,10618 1,42868 x 10~* 3,07132 x 10~" 4,50 x 107!
0,7 1,08059 1,91149 x 10! 3,33851 x 10! 5,25 x 107!
0,8 1,06748 2,53521 x 10~* 3,46479 x 10~* 6,00 x 107!
0,9 1,03829 3,33766 x 10~* 3,41234 x 10~' 6,75 x 107!
1 1,0 4,35937 x 1071 3,14063 x 10~' 7,50 x 107!
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Figura 4.73: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o perfil de
temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 13.
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Figura 4.74: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
condutivo ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 13.
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Figura 4.75: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor por
radiagao ao longo da profundidade éptica radial, problema 13.
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Figura 4.76: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
total ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 13.
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Figura 4.77: Profundidade da recursao finita para o problema 13.
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Figura 4.78: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursio finita para o
problema 13.

Pode-se observar nas Figuras 4.73, 4.74, 4.75 e 4.76 que existe uma semelhanca entre
os resultados comparados com a metodologia proposta e o artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992],
esta semalhanca ¢é confirmada nas Tabelas 4.2 e 4.3. Visto que, esta diferenca deve-se ao fato
de métodos distintos adotados para obter a solugao do problema. Outro fato a ser observado
é que o fluxos de calor condutivo e radiativo, ()., @,, respectivamente, possuem valores
diferentes, Figuras 4.74 e 4.75. Consequentemente, o fluxo de calor total () é constante,
isso ocorre para satisfazer a lei da conservagao da energia, a Equacao 4.10. Na Figura 4.77,

ilustra-se o esquema recursivo para o problema 13. Emprega-se um critério de parada tal
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como, as vinte iltimas recursoes da temperatura forem menores que 107¢ tem-se a ordem de
truncamento J = 280, para o problema 13. Ja na Figura 4.78 ilustra-se a estabilidade da
metodologia proposta, observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de
truncamento de J = 280, note ainda que apesar do esquema recursivo apresenta um caracter

oscilatorio, a solucao ja é estavel antes do truncamento J = 280, dado que A é negativo.

Problema 14

Para este problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de
parametros com € = 0.9, p¢ = 0,1, O =1, w = 0,9, R = 0,5, N, = 0,05, H = 100,
a = 0,1 e mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radia-
tivo @,(r) e o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade dptica radial, estes resultados sao
comparados com dados disponiveis no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992]. Estes resultados
sao ilustrados, nas Figuras 4.79, 4.80, 4.81 e 4.82, também apresenta-se nas Figuras 4.83 e
4.84, a profundidade da recursao finita e a establidade da recursao finita, respectivamente.
Considera-se r em unidades de /R que varia entre 0 e 1 e para N = 4 (note que 1 < n < N/2
é a direcao discreta da variavel polar e 1 < m < N é a direcao discreta da variavel azimutal,

logo a ordem da quadratura é igual a 8).

Tabela 4.4: Resultados da metodologia proposta para o problema 14.

r/R_O0r) Q) Q. (r) Q
0 2,706099 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 2,700620 1,670470 x 10~ 2,332953 2,500000
0,2 2,683066 3,767180 x 10~! 4,623282 5,000000
0,3 2,649923 6,786310 x 10~ 6,821369 7,500000
0,4 2594831 1,135614 8,864386 1,000000 x 10**
0,5 2,507929 1,827074 1,067293 x 10*t*  1,250000 x 10**
0,6 2,375268 2,845012 1,215499 x 10t 1,500000 x 10+
0,7 2,178756 4,275977 1,322402 x 10*t*  1,750000 x 10**
0,8 1,897354 6,165030 1,383497 x 10t 2,000000 x 10**
0,9 1,510043 8,473193 1,402681 x 10t 2,250000 x 10**
1 1,000000 1,106601 x 10** 1,393399 x 10** 2,500000 x 10*!




Tabela 4.5: Resultados do artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992] para o problema 14.

r/R_O(r)  Qc(r) Qr(r) Q
0 2,68018 0,0 0,0 0,0
0,1 267697 1,31221 x 10~* 2,36878 2,50
0,2 2,66648 2,97875 x 1071 4,70212 5,00
0,3 2,64585 5,45711 x 1071 6,95429 7,50
0,4 2,60944 9,42846 x 1071 9,05715 1,00 x 10**
0,5 254736 1,59384 1,09062 x 10T 1,25 x 107!
0,6 244331 2,65103 1,23490 x 10! 1,50 x 10+!
0,7 227228 4,30604 1,31940 x 10*' 1,75 x 107!
0,8 1,99985 6,72698 1,32730 x 1071 2,00 x 10+!
0,9 1,58658 9,91733 1,25827 x 10T 2,25 x 107!
1 1,0 1,35877 x 10™ 1,14123 x 1071 2,50 x 107!
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Figura 4.79: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o perfil de
temperatura ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 14.
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Figura 4.80: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
condutivo ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 14.

15 : - T T T T
Metodologia proposta
H —©— Artigo R
12+ =
= B -
o 7l ]
4L _
Ot; ! 1 ! ! 1 ! 1 ! 1 ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

R

Figura 4.81: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor por
radiacao ao longo da profundidade optica radial, problema 14.
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Figura 4.82: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
total ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 14.
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Figura 4.83: Profundidade da recursao finita para o problema 14.
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Figura 4.84: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 14.

Existe uma correspondéncia entre os resultados obtidos pela metodologia proposta
e os dados disponiveis em [Siewert e Thomas Jr., 1992|, as Figuras 4.79, 4.80, 4.81 e 4.82 que
pode ser confirmado nas Tabelas 4.4 e 4.5. Visto que, esta diferenca nas solucoes deve-se
ao fato de métodos distintos adotados para obter a solucao do problema. Outro fato a ser
observado ¢é que os fluxos de calor condutivo e radiativo, ()., @), respectivamente, possuem
valores diferentes, Figuras 4.80 e 4.81. O fluxo de calor total () é linear constante, isso ocorre
para satisfazer a lei da conservacgao da energia, a Equacao 4.10. Na Figura 4.83, ilustra-se o
esquema recursivo para o problema 14. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte
tltimas recursoes da temperatura forem menores que 107% tem-se a ordem de truncamento
J = 6361, para o problema 14. Agora, a Figura 4.84 ilustra-se a estabilidade da metodologia
proposta, observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento
de J = 6361, note ainda que apesar do esquema recursivo apresenta um caracter oscilatorio,

a solucao ja é estavel antes do truncamento J = 6361, dado que A é negativo.

Problema 15

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de parametros
come=0,9 p?=0,1,0 =1, w=0,9 R = 0,05 N, =0,0005 H = 4000, a = 10 e
mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo @,(r)

e o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade dptica radial, estes resultados sdo comparados



95

com dados disponiveis no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992]. Estes resultados sao ilustra-
dos, nas Figuras 4.85, 4.86, 4.87 e 4.88, além disso, apresenta-se a profundidade da recursao
finita e a establidade da recursao finita, as Figuras 4.89 e 4.90, respectivamente. Considera-
se r em unidades de r/R que varia entre 0 e 1 e para N = 4 (note que 1 < n < N/2 é a
direcao discreta da variavel polar e 1 < m < N é a direcao discreta da variavel azimutal,

logo a ordem da quadratura é igual a 8).

Tabela 4.6: Resultados da metodologia proposta para o problema 15.

r/R_©(r) Qc(r) Q. (r) Q

0  2,011182 0,000000 0,000000 0,000000

0,1 2,005071 2,450961 7,549039 1,000000 x 10+
0,2 1,986240 5,101001 1,489900 x 10+!  2,000000 x 10+
0,3 1,953182 8,153193 2,184681 x 1071 3,000000 x 10*!
04 1,903366 1,181501 x 1071 2,818499 x 10*!  4,000000 x 10+!
0,5 1,833226 1,629131 x 10*! 3,370869 x 10! 5,000000 x 10+
0,6 1,738225 2,176615 x 1071 3,823385 x 10*! 6,000000 x 10+!
0,7 1,613035 2,837172 x 107" 4,162828 x 10*! 7,000000 x 10+!
0,8 1451897 3,614814 x 107" 4,385186 x 10*!  8,000000 x 10+!
0,0 1,249172 4,500779 x 107" 4,499221 x 10*!  9,000000 x 10+
1 1,000000 5,472785 x 1071 4,527215 x 10*L  1,000000 x 10+2

Tabela 4.7: Resultados do artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992] para o problema 15.

r/R_00) Q) Q. (r) Q
0 2,04106 0,0 0,0 0,0

0,1 2,03634 1,90642 8,09358 1,0 x 10*!
0,2 2,02159 4,05550 1,59445 x 10t 2,0 x 10*!
0,3 1,99494 6,71132 2,32887 x 10*t 3,0 x 10!
0,4 1,95313 1,01762 x 10*! 2,98238 x 10*! 4,0 x 10+
0,5 1,89126 1,47952 x 10t 3,52048 x 10*! 5,0 x 10+
0,6 1,80264 2,09346 x 107! 3,90654 x 10T* 6,0 x 10!
0,7 1,67883 2,89189 x 10*! 4,10811 x 10** 7,0 x 10+
0,8 1,51008 3,89136 x 10*! 4,10864 x 10*! 8,0 x 10+
0,9 1,28655 5,07816 x 10*! 3,92184 x 10*! 9,0 x 10+
1 1,0 6,40005 x 10**  3,59995 x 10+t 1,0 x 1012




96

2.4 T T T : T
L Metodologia proposta ||
L —O— Artigo L
2, —
© | |
1.6 -
1.2+ -
1 ! 1 ! 1 ! ! 1 ! 1 &
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

¥R

Figura 4.85: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o perfil de
temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 15.
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Figura 4.86: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
condutivo ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 15.
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Figura 4.87: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor por
radiacao ao longo da profundidade éptica radial, problema 15.
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Figura 4.88: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
total ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 15.
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Figura 4.89: Profundidade da recursao finita para o problema 15.
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Figura 4.90: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursio finita para o
problema 15.

Pode-se observar que nos resultados obtidos pela metodologia proposta e os dados
disponiveis em [Siewert e Thomas Jr., 1992], que existe uma correspondéncia, as Figuras
4.85, 4.86, 4.87 e 4.88 que pode ser confirmado nas Tabelas 4.6 e 4.7. Posto que, esta
diferenca nas solucoes deve-se ao fato de métodos distintos adotados para obter a solugao do
problema. Note ainda que os fluxos de calor condutivo e radiativo, @Q., @), respectivamente,
possuem valores diferentes, Figuras 4.86 e 4.87. Assim sendo, o fluxo de calor total () é
constante, isso ocorre para satisfazer a lei da conservagao da energia, a Equacao 4.10. Na

Figura 4.89, ilustra-se o esquema recursivo para o problema 15. Utiliza-se um critério de
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parada tal como, as vinte tltimas recursoes da temperatura forem menores que 107% tem-se
a ordem de truncamento J = 2376, para o problema 15. J& na Figura 4.90 ilustra-se a
estabilidade da metodologia proposta, observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito
para a ordem de truncamento de J = 2376, note ainda que apesar do esquema recursivo
apresenta um caracter oscilatério, a solucao ja é estavel antes do truncamento J = 2376,

dado que A é negativo.

Problema 16

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de parametros
come=0,9p1=0,1,05=1,w=0,9, R=0,5 N, = 0,005 H =40, « = 1 e mostra-se o
perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo Q,(r) e o fluxo total
Q(r) ao longo da profundidade éptica radial, estes resultados sao comparados com dados
disponiveis no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992]. Além disso, os resultados sao ilustrados,
nas Figuras 4.91, 4.92, 4.93 e 4.94, também apresenta-se nas Figuras 4.95 e 4.96, a profun-
didade da recursao finita e a establidade da recursao finita, respectivamente. Considera-se r
em unidades de /R que varia entre 0 e 1 e para N = 4 (note que 1 <n < N/2 é a diregao
discreta da variavel polar e 1 < m < N ¢é a diregao discreta da varidvel azimutal, logo a

ordem da quadratura ¢é igual a 8).

Tabela 4.8: Resultados da metodologia proposta para o problema 16.

r/R_©(r) Qc(r) Q. (r) Q

0  1,341050 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 1,340287 2,978100 x 10~2 9,702190 x 10~' 1,000000
0,2 1,337828 6,630500 x 10~2 1,933695 2,000000
0,3 1,333120 1,179280 x 10~' 2,882072 3,000000
04 1,325143 1,965180 x 10~' 3,803482 4,000000
0,5 1,312078 3,198870 x 1071 4,680113 5,000000
0,6 1291033 5,147830 x 107! 5,485217 6,000000
0,7 1.257471 8,198780 x 10~ 6,180122 7,000000
0,8 1,204597 1,286745 6,713255 8,000000
0,0 1,122855 1,974381 7,025619 9,000000

1 1,000000 2,931223 7,068777 1,000000 x 10+
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Tabela 4.9: Resultados do artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992] para o problema 16.

r/RO(r)  Qr) @ (1) Q
0  1,32936 0,0 0,0 0,0
0,1 1,32896 1,61753 x 10~2 9,83825 x 10~1 1,0
0,2 1,32767 3,70481 x 1072 1,96295 2,0
0,3 1,32508 6,91398 x 10~2  2,93086 3,0
04 1,32039 1,23314 x 10~'  3,87689 4,0
0,5 1,31206 2,18860 x 10~! 4,78114 5,0
0,6 1,20725 3,90260 x 10~ 5,60974 6,0
0,7 127079 6,97497 x 10~!  6,30250 7.0
0,8 1,22364 1,23819 6,76181 8,0
0,9 1,14079 2,15037 8,84963 9,0
11,0 3,57497 6,42503 1,0 x 107
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Figura 4.91: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o perfil de
temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 16.
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Figura 4.92: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
condutivo ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 16.
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Figura 4.93: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor por
radiagao ao longo da profundidade éptica radial, problema 16.
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Figura 4.94: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
total ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 16.
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Figura 4.95: Profundidade da recursao finita para o problema 16.
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Figura 4.96: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 16.

Pode-se observar que nos resultados obtidos através da metodologia proposta e dos
dados disponiveis em [Siewert e Thomas Jr., 1992], existe uma semelhanga, as Figuras 4.91,
4.92, 4.93 e 4.94 que pode ser verificado nas Tabelas 4.8 e 4.9. Posto que, esta diferenca nas
solucgoes deve-se ao fato de métodos distintos adotados para obter a solucao do problema.
Note ainda que os fluxos de calor condutivo e radiativo, Q., )., respectivamente, possuem
valores diferentes, Figuras 4.92 e 4.93. O fluxo de calor total ) é linear constante, isso ocorre
para satisfazer a lei da conservacgao da energia, a Equacao 4.10. Na Figura 4.95, ilustra-se o
esquema recursivo para o problema 16. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte
tltimas recursoes da temperatura forem menores que 107% tem-se a ordem de truncamento
J = 9557, para o problema 16. Agora, a Figura 4.96 ilustra-se a estabilidade da metodologia
proposta, observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento
de J = 9557, note ainda que apesar do esquema recursivo apresenta um caracter oscilatorio,

a solucao ja é estavel antes do truncamento J = 9557, dado que A é negativo.

Problema 17

Para este problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de
parametros com € = 0,9, p¢ = 0,1, O3 = 1, w = 0,9, R = 5, N, = 0,5, H = 0,4,
a = 0,01 e mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radia-

tivo (1) e o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade dptica radial, estes resultados sao
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comparados com dados disponiveis no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992]. Estes resultados
sao ilustrados, nas Figuras 4.97, 4.98, 4.99 e 4.100, também apresenta-se nas Figuras 4.101 e
4.102, a profundidade da recursao finita e a establidade da recursao finita, respectivamente.
Considera-se r em unidades de r/ R que varia entre 0 e 1 e para N = 4 (note que 1 < n < N/2
é a direcao discreta da variavel polar e 1 < m < N é a direcao discreta da variavel azimutal,

logo a ordem da quadratura é igual a 8).

Tabela 4.10: Resultados da metodologia proposta para o problema 17.

r/R_©(r) Qc(r) Q. (r) Q

0  1,590835 0,000000 0,000000 0,000000

0,1 1,588116 1,079800 x 10~2 8,920200 x 102 1,000000 x 10~!
0,2 1579720 2,256200 x 1072 1,774380 x 10~ 2,000000 x 10~
0,3 1,564877 3,644600 x 1072 2,635540 x 10~ 3,000000 x 10~
04 1,542143 5,400900 x 10~2  3,459910 x 10~ 4, 000000 x 10~
0,5 1,509131 7,746000 x 10~ 4,225400 x 10~! 5,000000 x 10~
0,6 1,462140 1,098620 x 10~! 4,901380 x 10~ 6,000000 x 10~
0,7 1,395728 1,551030 x 10~*  5,448970 x 10~1 7,000000 x 10~
0,8 1,302484 2,171730 x 10~! 5,828270 x 10!  8,000000 x 10~
0,0 1,173473 2,981740 x 10~1  6,018260 x 10~ 9,000000 x 10~
1 1,000000 3,950260 x 10-' 6,049740 x 10~* 1,000000

Tabela 4.11: Resultados do artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992] para o problema 17.

r/R_00) Q) Q. (r) Q
0 1,59143 0,0 0,0 0,0

0,1 1,58908 9,45763 x 1073 9,05424 x 1072 1,0 x 10~*
0,2 1,58188 1,94624 x 1072 1,80538 x 107! 2,0 x 107!
0,3 1,56940 3,07732x 1072 2,69227 x 107" 3,0 x 107!
0,4 1,55068 4,46777 x 1072 3,55322 x 10~! 4,0 x 107!
0,5 1,52391 6,35493 x 1072 4,36451 x 10~' 5,0 x 10!
0,6 1,48559 9,18078 x 1072 5,08192 x 10~! 6,0 x 107!
0,7 1,42925 1,37339 x 107! 5,62661 x 10~* 7,0 x 107!
0,8 1,34329 2,12767 x 107! 5,87233 x 107! 8,0 x 107!
0,9 1,20882 3,33971 x 10~' 5,66029 x 10~' 9,0 x 10!
1 1,0 5,10041 x 10~'  4,89959 x 10~! 1,0
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Figura 4.97: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o perfil de
temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 17.
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Figura 4.98: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
condutivo ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 17.
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Figura 4.99: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor por
radiacao ao longo da profundidade éptica radial, problema 17.
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Figura 4.100: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
total ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 17.
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Figura 4.101: Profundidade da recursao finita para o problema 17.

10

‘ T ‘ T T T
— limitado
1 o #
8- o I
Q
6, —
< 4 1
2H _
0 —
2 ‘ ! ‘ ! ‘ ! ‘ ! . ! ‘ ! ‘ ! . ! . ! .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Ordem de truncamento

Figura 4.102: Expoente de Lyapunov negativo (—A) ao longo da recursio finita para o
problema 17.

Pode-se observar que nos resultados obtidos através da metodologia proposta e os
dados disponiveis em [Siewert e Thomas Jr., 1992], existe uma correspondéncia, as Figuras
4.97, 4.98, 4.99 e 4.100 que pode ser confirmado nas Tabelas 4.10 e 4.11. Em razao desta
diferenca nas solucoes deve-se ao fato de métodos distintos adotados para obter a solugao do
problema. Note ainda que os fluxos de calor condutivo e radiativo, Q)., @), respectivamente,
possuem valores diferentes, Figuras 4.98 e 4.99. Portanto, o fluxo de calor total ) é constante,
isso ocorre para satisfazer a lei da conservacao da energia, a Equagao 4.10. Na Figura 4.101,

ilustra-se o esquema recursivo para o problema 17. Utiliza-se um critério de parada tal
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como, as vinte tltimas recursoes da temperatura forem menores que 107% tem-se a ordem
de truncamento J = 4882, para o problema 17. Ja na Figura 4.102 ilustra-se a estabilidade
da metodologia proposta, observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem
de truncamento de J = 4882, note ainda que apesar do esquema recursivo apresenta um
caracter oscilatorio, a solugao ja é estavel antes do truncamento J = 4882, dado que A é

negativo.

Problema 18

Finalmente, para este problema apresenta-se os resultados numéricos para um con-
junto de parametros com e = 1, p? = 0,05 =1, w =09, R =1, N, = 0,1, H = 1,
a = 10 e mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radia-
tivo @, (r) e o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade 6ptica radial, estes resultados sao
comparados com dados disponiveis no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992]. Estes resultados
sao ilustrados, nas Figuras 4.103, 4.104, 4.105 e 4.106, também apresenta-se nas Figuras
4.107 e 4.108, a profundidade da recursao finita e a establidade da recursao finita, respecti-
vamente. Considera-se r em unidades de /R que varia entre 0 e 1 e para N = 4 (note que
1 <n < N/2 ¢ a diregao discreta da varidvel polar e 1 < m < N ¢é a diregao discreta da

variavel azimutal, logo a ordem da quadratura é igual a 8).

Tabela 4.12: Resultados da metodologia proposta para o problema 18.

r/R_©(r) Qc(r) Qr(r) Q

0  1,140060 0,000000 0,000000 0,000000

0,1 1,138906 2,308400 x 1072 2,691600 x 102 5,000000 x 10~
0,2 1,135414 4,675100 x 1072 5,324900 x 102 1,000000 x 10~!
0,3 1,129497 7,158800 x 10~2 7,841200 x 102 1,500000 x 10~
04 1,121008 9,819700 x 10~2 1,018030 x 10~ 2,000000 x 10~
0,5 1,109739 1,271940 x 10~! 1,228060 x 10~ 2,500000 x 10~
0,6 1,095418 1,592100 x 10~! 1,407900 x 10~ 3,000000 x 10~
0,7 1,077714 1,948870 x 10~* 1,551130 x 10~!  3,500000 x 10!
0,8 1,056226 2,348640 x 10~" 1,651360 x 10~' 4, 000000 x 10~
0,0 1,030495 2,797590 x 10~" 1,702410 x 10~! 4, 500000 x 10~!
1 1,000000 3,301400 x 10~1 1,698600 x 10~! 5,000000 x 10~}




Tabela 4.13: Resultados do artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992] para o problema 18.

/R O(r)  Qr) @ (1) Q
0  1,13784 0,0 0,0 0,0
0,1 1,13682 2,05282 x 102 2,94718 x 1072 5,0 x 1072
0,2 1,13371 4,18525x 1072 5,81475x 102 1,0 x 107!
0,3 1,12839 6,47934 x 1072 8,52066 x 102 1,5 x 107!
04 1,12067 9,02177 x 102 1,09782 x 10! 2,0 x 107!
0,5 1,11024 1,19058 x 10~! 1,30942 x 10! 2,5 x 10!
0,6 1,00671 1,52323 x 10~} 1,47677 x 1071 3,0 x 10~
0,7 1,07959 1,91102 x 107! 1,58898 x 10~! 3,5 x 10!
0,8 1,05827 2,36547 x 107! 1,63453 x 10! 4,0 x 107!
0,0 1,03202 2,89839 x 10! 1,60161 x 10! 4,5 x 107!
11,0 3,52111 x 107! 1,47889 x 10~! 5,0 x 107!
1.15 i T T ! t
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Figura 4.103: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o perfil de
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temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 18.
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Figura 4.104: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de
condutivo ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 18.
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Figura 4.105: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de
por radiacao ao longo da profundidade éptica radial, problema 18.
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Figura 4.106: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
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Figura 4.107: Profundidade da recursao finita para o problema 18.
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Figura 4.108: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 18.

Existe uma correspondéncia entre os resultados obtidos pela metodologia proposta e
os dados disponiveis em [Siewert e Thomas Jr., 1992], as Figuras 4.103, 4.104, 4.105 e 4.106
que pode ser confirmado nas Tabelas 4.12 e 4.13. Visto que, esta diferenca nas solucoes
deve-se ao fato de métodos distintos adotados para obter a solucao do problema. Observa-se
ainda que os fluxos de calor condutivo e radiativo, Q)., @, respectivamente, possuem valores
diferentes, Figuras 4.98 e 4.99. O fluxo de calor total () é linear constante, isso ocorre para
satisfazer a lei da conservagao da energia, a Equacao 4.10. Na Figura 4.107, ilustra-se o
esquema recursivo para o problema 6. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte
tltimas recursoes da temperatura forem menores que 107% tem-se a ordem de truncamento
J = 229, para o problema 6. Agora, a Figura 4.108 ilustra-se a estabilidade da metodologia
proposta, observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento
de J = 229, note ainda que apesar do esquema recursivo apresenta um caracter oscilatorio,
a solucao ja é estavel antes do truncamento J = 229, dado que A é negativo.

Note que para todos os problemas aqui estudados, todos os parametros listados
na Tabela 4.1 influenciaram diretamente na obtencao da solugao através da metodologia
proposta.

Primeiramente, observa-se as influéncias dos parametros para os problemas 1 até
12, em que H = 0, isto é, sem geracao de calor. Nos problemas 1 e 4, pode-se observar que a

diferenca entre os problemas estao nos valores do w e a ordem de truncamento. Nota-se que
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conforme w diminui, as oscilacoes numéricas aumentam Figuras 4.5 e 4.23. Consequente-
mente, precisa-se de mais termos de Adomian para atingir a estabilidade numérica. Para os
problemas 2, 7 e 10, observa-se as influéncias R e w. Nota-se que a medida que R aumenta
a temperatura também aumenta. Além disso, conforme w diminui, as oscilagoes numéricas
aumentam Figuras 4.11, 4.41 e 4.59. Assim sendo, para atingir a estabilidade numérica é
mandatario mais de termos de Adomian. No que se refere aos problemas 3,5 e 9, nota-se
as infléncias da € e do w. Para estes problemas nota-se que a temperatura aumenta para
fora 4.13, 4.25 e 4.49. No problema 6, os parametros R, N, e a influenciam diretamente na
obtencao da solucao. Para o problema 8, mostra-se a influéncia N,., conforme N, diminui a
temperatura aumenta. No problema 11, mostra-se as influéncias w e N.. Neste problema,
w = 0, o que significa que o meio absorve e emite radiagdo, mas nao espalha. A solucao deste
problema ¢é altamente nao-linear. No entanto, utilizou-se N, = 0,5 que implicou em poucos
termos de Adomiam para atingir a estabilidade numérica. Ja no problema 12, mostra-se a
influéncia do w. Para este problema com w = 0,99 tem-se um meio altamente espalhador.
Aqui, a temperatura torna-se independente do processo radiativo, ou seja, tem-se um perfil
linear.

Por fim, observa-se as influéncias dos parametros para os problemas 13 até 18, no
qual H # 0, isto é, tem-se geracao de calor constante. Nos problemas 13 e 18, a ordem de
truncamento foi inferior que nos demais casos e aqui os parametros que mais influenciaram
foram p?, N, e . Para os problemas 14, 15 e 16 existe maior influéncia de R, N, H e o. Nota-
se que a medida que H aumenta a temperatura também aumenta. Além disso, para obter a
estabilidade numérica para estes problemas foram necessarios muitos termos de Adomian, ver
as Figuras 4.83, 4.89 e 4.95. No problema 17 os parametros que mais influenciaram foram R
e a. Todavia, nao se pode esquecer da influéncia dos demais parametros como a emissividade
€ que esta correlacionada com a condicao de contorno da intensidade de radiacao e como
o albedo de espalhamento simples w, para os seis tltimos problemas fixou-se w = 0,9 de

acordo com o artigo [Siewert e Thomas Jr., 1992].

4.1 Correlacao entre os Parametros

Nesta secao, apresenta-se uma correlagdo entre os parametros que foram apresen-

tados na Tabela 4.1. Utilizou-se uma parametrizacao geométrica para mostrar estas cor-
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Figura 4.109: Correlagao entre os parametros para os problemas 1 a 12

relacoes, uma vez que, foi observado nos problemas estudados as dependéncias entre os
parametros. Por consequéncia, influenciaram diretamente na obtencao da solucao. Na
Figura 4.109, observam-se as correlacoes dos parametros para os problemas 1 até 12, em
que H = 0. Note que a medida que aumentam os valores dos parametros formam-se as es-
truturas do tipo poligonais sobre os eixos. Ver os problemas 6, 9, 11 e 12. Na Figura 4.110,
mostram-se as correlagbes dos parametros para os problemas 13 até 18, em que H # 0. Note
que com o acréscimo de H a temperatura aumenta. Além disso, tem-se as estruturas do tipo
poligonais sobre os eixos, evidenciando os valores dos parametros escolhidos na Tabela 4.1.
Por fim, na Figura 4.110, mostram-se as estruturas do tipo poligonais que correlaciona os
valores de maximo e de minimio para os parametros €, ©, w, R, N., H e a. Deste modo, de

acordo com a Tabela 4.1, tem-se os problemas 9, 11, 12, 14, 15 e 17.



115

Problema 13
Problema 14
Problema 15
Problema 16
| Problema 17

Problema 18

N

\(l
L 4
@)

L 4

H

Figura 4.110: Correlagao entre os parametros para os problemas 13 a 18.
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Figura 4.111: Correlagao entre os parametros para os problemas 9, 11, 12, 14, 15 e 17.
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho demonstrou um novo procedimento para resolver a equacao de
transferéncia radiativa condutiva em geometria cilindrica, aproximada em forma de uma
representacao ordenada duplamente discreta, andloga as equagoes Sy. A solugdo desta
equacao permite simular o campo de radiacao e temperatura, em conjunto com transporte de
energia condutiva e radiativa proveniente do escape dos lancamentos de foguetes. O problema
nao linear original foi decomposto em um esquema recursivo de sistemas de equacoes similar
ao método da decomposicao descrito por Adomian. A inicializagao da recursao é um sistema
de equacoes lineares com solucao conhecida. Todos os sistemas de equacoes subsequentes a
serem resolvidos sao do tipo linear, onde a nao linearidade aparece como o termo fonte, porém
contendo apenas termos com as solugoes de todas as solugoes anteriores. O esquema recursivo
nao é unico e depende fortemente da inicializacao da recursao. No presente trabalho, a
convergencia heuristica por analogia a Lyapunov foi implementada. A convergéncia pode
ser cadtica, indiferente, ou estavel, dependendo se A > 0, A =0 e A < 0, respectivamente. O
truncamento da recursao ocorre quando A < 0 para todas as etapas de recursao subsequentes.
Os varios testes mostraram que para nao linearidades polinomiais, o esquema recursivo
converge para uma profundidade aceitavel de recursao. A metodologia apresentada é geral
e universal, e é muito plausivel que a mesma metodologia possa ser aplicada para problemas
curvilineos gerais. Para reforcar esta constatagao, no apéndice B sdo apresentadas solucoes
para o caso esférico utilizando a mesma metodologia. Cumpre observar que o caso cilindrico
e o caso esférico tém topologias diferentes sendo o segundo compacto.

Do ponto de vista fisico, escolheu-se um conjunto arbitrario de parametros, para o
qual verificou-se a lei de conservacao de energia como esperado. Além disso, considerou-se um
parametro de correcao para o esquema recursivo dado que sem esta corregao o esquema apre-
senta propriedades problematicas de convergéncia. Demostrou-se quais sao as correlacoes
adequadas entre os parametros fisicos tais como emissividade, refletividade, albedo, entre
outros, que podem ser relacionados com a densidade ou perfil de concentracao de poluentes
nos gases de escape emitidos em lancamento de foguete. Tal relacao é essencial, pois mo-

delos de dispersao de poluentes existentes sao caracterizados pela auséncia de propriedades
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térmicas da fonte, de modo que uma extensao do presente estudo nesse sentido poderd abrir
caminhos para reduzir esta lacuna. Neste contexto, a presente abordagem é um primeiro
passo nessa direcao.

Como trabalhos futuros, pretende-se investigar quais parametros fisicos que sao de
fato adequados para o problema em questao e fazer a prova rigorosa da convergéncia da

solucao proposta.
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APENDICE A- Resultados numéricos complementares do capitulo 4

Problema 1

Na Tabela A.1, apresenta-se os valores numéricos para, o perfil de temperatura
O(r), o fluxo de calor condutivo Q.(r), o fluxo calor radiativo @,(r) e o fluxo total Q(r)
avaliados para um conjunto de parametros com ¢ = 0,9, p? =0,1, 05 =1, w =0,9, R =1,
N.=0,05, H=0, @ =1 e considera-se r em unidades de r/R que varia entre 0 e 1 e para

N = 4 diregoes.

Tabela A.1: Resultados da metodologia proposta para o problema 1.

r/R©(r) Qc(r) Q(r) Q(r)

0  1,001137 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 1,001129 0,000161 -0,000161 0,000000
0,2 1,001105 0,000328 -0,000328 0,000000
0,3 1,001063 0,000510 -0,000510 0,000000
04 1,001001 0,000714 -0,000714 0,000000
0,5 1,000918 0,000949 -0,000949 0,000000
0,6 1,000809 0,001225 -0,001225 0,000000
0,7 1,000669 0,001555 -0,001555 0,000000
0,8 1,000493 0,001952 -0,001952 0,000000
0,0 1,000274 0,002436 -0,002436 0,000000
1 1,000000 0,003026 -0,003026 0,000000

Problema 2

Na Tabela A.2, apresenta-se os valores numéricos para, o perfil de temperatura
O(r), o fluxo de calor condutivo Q.(r), o fluxo calor radiativo Q,(r) e o fluxo total Q(r)
avaliados para um conjunto de parametros com ¢ = 0,8, p? =0,2, 05 =1, w =0,9, R =1,
N.=10,05 H=0, a =1 e considera-se r em unidades de /R que varia entre 0 e 1 e para

N = 4 diregoes.
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Tabela A.2: Resultados da metodologia proposta para o problema 2.

r/R O(r) Qc(r) Qr(r) Q(r)

0  1,002596 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 1,002578 0,000367 -0,000367 0,000000
0,2 1,002522 0,000749 -0,000749 0,000000
0,3 1,002426 0,001164 -0,001164 0,000000
04 1,002286 0,001630 -0,002168 0,000000
0,5 1.002096 0,002168 -0,000949 0,000000
0,6 1,001529 0,002800 -0,002800 0,000000
0,7 1,001128 0,003555 -0,003555 0,000000
0,8 1,000625 0,004466 -0,004466 0,000000
0,0 1,000274 0,005574 -0,005574 0,000000
1 1,000000 0,006927 -0,006927 0,000000

Problema 3
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Na Tabela A.3, apresenta-se os valores numéricos para, o perfil de temperatura O(r),

o fluxo de calor condutivo Q.(r), o fluxo calor radiativo @, (r) e o fluxo total Q(r) avaliados

para um conjunto de parametros com e = 1, p¢ =0,0p =1, w =0,9, R =1, N, = 0,05,

H =0, @ = 1 e considera-se r em unidades de r/R que varia entre 0 e 1 e para N = 4

direcoes.

Tabela A.3: Resultados da metodologia proposta para o problema 3.

r/R_©(r) Qc(r) Q-(r) Q)

0  0,999963 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 0,999963 -0,000006 0,000006 0,000000
0,2 0,999963 -0,000011 0,000011 0,000000
0,3 0,999965 -0,000018 0,000018 0,000000
04 0,999967 -0,000025 0,000025 0,000000
0,5 0,999969 -0,000034 0,000034 0,000000
0,6 0,999973 -0,000044 0,000044 0,000000
0,7 0,999977 -0,000056 0,000056 0,000000
0,8 0,999983 -0,000071 0,000071 0,000000
0,9 0,999990 -0,000090 0,000090 0,000000
1 1,000000 -0,000112 0,000112 0,000000
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Problema 4

Na Tabela A.4, apresenta-se os valores numéricos para, o perfil de temperatura
O(r), o fluxo de calor condutivo Q.(r), o fluxo calor radiativo Q,(r) e o fluxo total Q(r)
avaliados para um conjunto de parametros com ¢ = 0,9, p? =0,1, 05 =1, w =0,8, R =1,
N.=0,05, H=0, « =1 e considera-se r em unidades de r/R que varia entre 0 e 1 e para

N = 4 diregoes.

Tabela A.4: Resultados da metodologia proposta para o problema 4.

r/R ©(r) Qc(r) Q. (1) Q(r)

0  1,001356 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 1,001349 0,000143 -0,000143 0,000000
0,2 1,001328 0,000299 -0,000299 0,000000
0,3 1,001289 0,000479 -0,000479 0,000000
04 1,001231 0,000699 -0,000699 0,000000
0,5 1,001148 0,000977 -0,000977 0,000000
0,6 1,001033 0,001337 -0,001337 0,000000
0,7 1,000877 0,001811 -0,001811 0,000000
0,8 1,000666 0,002438 -0,002438 0,000000
0,0 1,000382 0,003272 -0,003272 0.000000
1 1,000000 0,004386 -0,004386 0.000000

Problema 5

Na Tabela A.5, apresenta-se os valores numéricos para, o perfil de temperatura O(r),
o fluxo de calor condutivo Q.(r), o fluxo calor radiativo @,.(r) e o fluxo total Q(r) avaliados
para um conjunto de parametros com e = 1, p¢ =0,05 =1, w =0,8, R =1, N, = 0,05,
H =0, a = 1 e considera-se r em unidades de r/R que varia entre 0 e 1 e para N = 4

direcoes.



Tabela A.5: Resultados da metodologia proposta para o problema 5.

r/R O(r) Qc(r) Q(r) Q)

0  0,999942 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 0,999942 -0,000007 0,000007 0,000000
0,2 0,999943 -0,000015 0,000015 0,000000
0,3 0,999944 -0,000023 0,000023 0,000000
04 0,999947 -0,000034 0,000034 0,000000
0,5 0,999950 -0,000048 0,000048 0,000000
0,6 0,999954 -0,000065 0,000065 0,000000
0,7 0,999961 -0,000088 0,000088 0,000000
0,8 0,999970 -0,000118 0,000118 0,000000
0,9 0,999983 -0,000159 0,000159 0,000000
1 1,000000 -0,000213 0,000213 0,000000

Problema 6
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Na Tabela A.6, apresenta-se os valores numéricos para, o perfil de temperatura O(r),

o fluxo de calor condutivo Q.(r), o fluxo calor radiativo @, (r) e o fluxo total Q(r) avaliados

para um conjunto de parametros com € = 0,8, p? =0,2,05 =1, w =0,9, R=5, N. =0, 5,

H =0, a =0,1 e considera-se r em unidades de /R que varia entre 0 e 1 e para N = 4

direcoes.

Tabela A.6: Resultados da metodologia proposta para o problema 6.

r/R_©(r) Qc(r) Q(r) Q(r)

0  1,002202 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 1,002189 0,000051 -0,000051 0,000000
0,2 1,002150 0,000104 -0,000104 0,000000
0,3 1,002083 0,000164 -0,000164 0,000000
04 1,001983 0,000234 -0,000234 0,000000
0,5 1,001844 0,000319 -0,000319 0,000000
0,6 1,001657 0,000428 -0,000428 0,000000
0,7 1,001406 0,000572 -0,000572 0,000000
0,8 1,001071 0,000766 -0,000766 0,000000
0,9 1,000618 0,001039 -0,001039 0,000000
1 1,000000 0,001431 -0,001431 0,000000




Problema 7
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Na Tabela A.7, apresenta-se os valores numéricos para, o perfil de temperatura O(r),

o fluxo de calor condutivo Q.(r), o fluxo calor radiativo @,.(r) e o fluxo total Q(r) avaliados

para um conjunto de parametros com ¢ = 0,8, p? = 0,2, O =1, w = 0.9, R = 0,5,

N.=10,05, H=0, o =10 e considera-se  em unidades de /R que varia entre 0 e 1 e para

N = 4 diregoes.

Tabela A.7: Resultados da metodologia proposta para o problema 7.

Problema 8

r/R ©(r) Qc(r) Q. (1) Q(r)

0  1,001297 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 1,001286 0,000474 -0,000474 0,000000
0,2 1,001250 0,000954 -0,000954 0,000000
0,3 1,001190 0,001444 -0,001444 0,000000
04 1,001105 0,001950 -0,001950 0,000000
0,5 1,000995 0,002477 -0,002477 0,000000
0,6 1,000857 0,003032 -0,003032 0,000000
0,7 1,000690 0,003620 -0,003620 0,000000
0,8 1,000494 0,004249 -0,004249 0,000000
0,9 1,000264 0,004924 -0,004924 0,000000
1 1,000000 0,005654 -0,005654 0,000000

Na Tabela A.8, apresenta-se os valores numéricos para, o perfil de temperatura O(r),

o fluxo de calor condutivo Q.(r), o fluxo calor radiativo @,.(r) e o fluxo total Q(r) avaliados

para um conjunto de parametros com € = 0,8, p¢ = 0,2, O =1, w = 0,9, R = 0,5,

N.=0,005, H=0, a = 10 e considera-se r em unidades de r/R que varia entre 0 e 1 e para

N = 4 diregoes.



Tabela A.8: Resultados da metodologia proposta para o problema 8.

r/R O(r) Qc(r) Qr(r) Q(r)

0  1,003652 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 1,003635 0,000669 -0,000669 0,000000
0,2 1,003584 0,001407 -0,001407 0,000000
0,3 1,003492 0,002291 -0,002291 0,000000
04 1,003351 0,003412 -0,003412 0,000000
0,5 1,003145 0,004887 -0,004887 0,000000
0,6 1,002852 0,006869 -0,006869 0,000000
0,7 1,002443 0,009564 -0,009564 0,000000
0,8 1,001875 0,013252 -0,013252 0,000000
0,0 1,001088 0,018315 -0,018315 0,000000
1 1,000000 0,025276 -0,025276 0,000000

Problema 9
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Na Tabela A.9, apresenta-se os valores numéricos para, o perfil de temperatura O(r),

o fluxo de calor condutivo Q.(r), o fluxo calor radiativo @, (r) e o fluxo total Q(r) avaliados

para um conjunto de parametros com € = 0,9, p? =0,1,05 =1, w=0,5, R=1, N. = 0,1,

H =0, @« = 1 e considera-se r em unidades de r/R que varia entre 0 e 1 e para N = 4

direcoes.

Tabela A.9: Resultados da metodologia proposta para o problema 9.

r/R_©(r) Qc(r) Q-(r) Q)

0  0,999903 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 0,999904 -0,000008 0,000008 0,000000
0,2 0,999905 -0,000017 0,000017 0,000000
0,3 0,999907 -0,000028 0,000028 0,000000
04 0999911 -0,000042 0,000042 0,000000
0,5 0,999916 -0,000062 0,000062 0,000000
0,6 0,999923 -0,000089 0,000089 0,000000
0,7 0,999934 -0,000126 0,000126 0,000000
0,8 0,999949 -0,000178 0,000178 0,000000
0,9 0,999970 -0,000250 0,000250 0,000000
1 1,000000 -0,000351 0,000351 0,000000
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Problema 10

Na Tabela A.10, apresenta-se os valores numéricos para, o perfil de temperatura
O(r), o fluxo de calor condutivo Q.(r), o fluxo calor radiativo Q,(r) e o fluxo total Q(r)
avaliados para um conjunto de parametros com € = 0,8, p? =0,2, O =1, w =0,5, R =1,
N.=0,05, H=0, « =1 e considera-se r em unidades de r/R que varia entre 0 e 1 e para

N = 4 diregoes.

Tabela A.10: Resultados da metodologia proposta para o problema 10.

r/R ©(r) Qc(r) Q. (1) Q(r)

0  1,003312 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 1,003305 0,000143 -0,000143 0,000000
0,2 1,003281 0,000317 -0,000317 0,000000
0,3 1,003236 0,000561 -0,000561 0,000000
04 1,003160 0,000926 -0,000926 0,000000
0,5 1,003038 0,001494 -0,001494 0,000000
0,6 1.002841 0,002388 -0,002388 0,000000
0,7 1,002530 0,003804 -0,003804 0,000000
0,8 1,002034 0,006052 -0,006052 0,000000
0,0 1,001248 0,009624 -0,009624 0,000000
1 1,000000 0,015296 -0,015296 0,000000

Problema 11

Na Tabela A.11, apresenta-se os valores numéricos para, o perfil de temperatura
O(r), o fluxo de calor condutivo Q.(r), o fluxo calor radiativo Q,(r) e o fluxo total Q(r)
avaliados para um conjunto de parametros com ¢ = 0,9, p? =0,1, 5 =1,w =0,0, R =1,
N.=0,5, H=0, a =1 e considera-se r em unidades de r/R que varia entre 0 e 1 e para

N = 4 diregoes.



Tabela A.11: Resultados da metodologia proposta para o problema 11.

r/R O(r) Qc(r) Qr(r) Q(r)

0  1,000683 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 1,000678 0,000092 -0,000092 0,000000
0,2 1,000664 0,000189 -0,000189 0,000000
0,3 1,000640 0,000295 -0,000295 0,000000
04 1,000604 0,000416 -0,000416 0,000000
0,5 1,000556 0,000557 -0,000557 0,000000
0,6 1,000492 0,000726 -0,000726 0,000000
0,7 1,000409 0,000932 -0,000932 0,000000
0,8 1,000303 0,001184 -0,001184 0,000000
0,9 1,000169 0,001496 -0,001496 0,000000
1 1,000000 0,001883 -0,001883 0,000000

Problema 12
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Na Tabela A.12, apresenta-se os valores numéricos para, o perfil de temperatura

O(r), o fluxo de calor condutivo Q.(r), o fluxo calor radiativo @,(r) e o fluxo total Q(r)

avaliados para um conjunto de parametros com € = 0,8, p? = 0,2, 05 =1,w =0,99, R =1,

N.=0,1, H=10, o = 10 e considera-se r em unidades de r/R que varia entre 0 e 1 e para

N = 4 diregoes.

Tabela A.12: Resultados da metodologia proposta para o problema 12.

r/R_©(r) Qc(r) Q(r) Q(r)

0  1,000313 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 1,000310 0,000060 -0,000060 0,000000
0,2 1,000301 0,000121 -0,000121 0,000000
0,3 1,000286 0,000182 -0,000182 0,000000
04 1,000265 0,000244 -0,000244 0,000000
0,5 1,000237 0,000307 -0,000307 0,000000
0,6 1,000203 0,000371 -0,000371 0,000000
0,7 1,000163 0,000438 -0,000438 0,000000
0,8 1,000116 0,000506 -0,000506 0,000000
0,9 1,000061 0,000577 -0,000577 0,000000
1 1,000000 0,000651 -0,000651 0,000000




APENDICE B- A equacio de transferéncia radiativa condutiva em geometria esférica

Neste apéndice, apresenta-se a equagao de transferéncia radiativa condutiva em geo-
metria esférica. Primeiramente descreve-se o problema e em seguida apresenta-se a solugao
do problema utilizando a metodologia descrita no capitulo 3. Além disso, mostra-se o critério

de convergeéncia heuristica nas solucoes.

B.1 A equacao de transferéncia radiativa condutiva em geometria esférica

Apresenta-se a equagao de transferéncia radiativa condutiva em geometria esférica,
e alguns conceitos fisicos importantes para a derivacao da mesma.

Considere o equilibrio termodinamico estabelecido em um meio, e o termo S = )¢
esta relacionado com a func¢ao de Planck e o coeficiente de absorcao espectral [Ozisik, 1973],
pelas relagoes 2.41 e 2.42. Além disso, assume que o meio é cinza 2.43, ou seja, independente
da frequéncia ou de onda comprimento. Logo, a equacao de transferéncia radiativa condutiva
em geometria esférica simétrica unidmensional e estaciondria, na forma admensional [Ozisik,

1973], é dada por

,uaz*(r’g) + 1 _52 81*(7“,5)

o e T () = <1—w >>@4<>

(r,§)dg’, (B

para r € (0, R) e £ € [—1, 1], sujeitas as condi¢oes de contorno simétricas, dadas por

I*(ng) = Z(Oa_g)a . (BQ)
T'(R.€) = e<R>@4<R>+2pd<R>/O T(R.€)ede’

para r € [0, R] e £ € [0,1]. Em adicao,

5 d? d 1 d
— 2r— —[r*¢f] — r*H B.
r d,r2@( )+ rdT@( ) 47TNC d'r [T qr] r ) ( 3)
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com as condigoes de contorno

d
—O(r) =0 and O(r)|,_p =05, (B.4)
dr —0

onde N, =

452261“3 é o parametro de radiagao e conducao, com k é a condutividade térmica,
T

[ o coeficiente extingao, o a constante de Stefan-Boltzmann, n o indice de refracao, T, é a

temperatura de referéncia, H = (k3%T,)"'h é a geracao de calor admensional e h é a geragao

de calor constante no meio. O fluxo radiativo adimensional é dado por

1
i) =2r [ T(reedc. (B5)
-1
Portanto, tem-se o problema nao linear acoplado pelas Equacoes B.1 e B.3 com as condigoes
de contorno dadas por Equacao B.2 e Equacao B.4. Note ainda que, pode-se resolver a

Equacao B.3 usando B.4 para encontrar a temperatura admensionalizada

O(r) =05+ a (R*—1r?) — L Rq*(r')dr' (B.6)
G ArN, J T ' '
B.2 A solucao da equagao de transferéncia radiativa condutiva em geometria

esférica pelo método da decomposigao

Utiliza-se a aproximagao Sy como descrita no capitulo 3, com Z! = Z*(r,&,). O
método das ordenadas discretas Sy [Chandrasekhar, 1950; Lewis e Miller Jr.; 1984] baseia-se
na discretizagao da variavel angular €2 em um conjunto enumeravel de angulos discretos, em
termos de cossenos diretores. Em particular, para o problema de geometria esférica, apenas
uma variaveil £ é necessaria para determinar a orientagao do féton. Consequentemente,
utiliza-se apenas uma quadratura de Gauss-Legendre.

O conjunto de Equagoes B.1 e B.3 pode ser simplificada utilizando um conjunto enu-

meravel de angulos seguindo o método da colocacao, que define o problema de transferéncia
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radiativa condutiva em geometria esférica na aproximacao Sy

o2 oL; (1—55) oL;
" T

+ZF = (1—-w(r)e*r)+

% le-e,
w( £ N
+ T;m ) ;wm(sp)z;, (B.7)
(S
d d 1
7O = 700 =5 ;wp[ 5(r) = Z,0)] (B.8)

Aqui, n indica as diregoes discretas de &,, a integracao é efetuada ao longo 1 <n < N. A

Equacao B.7 pode ser reescrita como

oT:  [1- €\ 0T
“ ( . )85

+Z,="T(r&), (B.9)
€=tn

onde
Ll (r) -
T(r,&) = (1—-w(r)'(r t— > BPiI&) prpl (&)L,
1=0
Agora, fazendo-se a seguinte mudanca de variavel em

oTr  [(1-&\ oT
“ < - )ag

(B.10)

§=¢n

tomando-se como variavel independente ¢ = r&,, para 1 <n < N. Logo, as derivadas de v

com respeito a r e £ sao

o _ ol
E - fn ) 8€ e, =T, (Bll)

paral <n < N.
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Assim, pode-se obter relacao entre as derivadas em v

oL, 0T, 00
or o or’
oL*
= L B.12
oL oT: 0
85 §=6n aw 6§ §=6n ’
OL*
= Ty, B.1
= (B.13

Substituindo-se as Equacoes B.12 e B.13 na Equacao B.10, tem-se

81;; 1—5,% 81;; B
§"<aw§")+( ; )<awr) -

oL 0L or:  J0T:
=gy n_ogon= B.14
o T oe  ax T o (B.14)
Logo, reescrevendo-se a Equagao B.9 a partir de B.14, tem-se
oL
S+, =T B.15
oy "L =TW), (B.15)
ou ainda,

1 0L wlr) & N
ST, = (1= u(r) ) + U S AP Y m AT . (B10)

" =0 p=1

Assim, o novo problema para a transferéncia radiativa condutiva na geometria

esférica na aproximacao Sy é representada pelas seguintes equagoes

191;
&, Or

£ N
VT = (-0t + A S AR Y AT (B

I
o

- LS o) - 0], (B.18)

dr dr
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onde &, sao os pontos de avaliacao, com 1 < n < N. Sujeitas as condigoes de contorno

Z:L(O) = _ZN—n-H(O) ’ (B19)

N/2

Ty-ni1(R) = e(R)O*(R) + 2p"(R) Y @, T (R)&, -

Note que a integral sobre a variavel ¢ do lado direito da Equagao B.1 é substituida por um
sistema de quadratura de Gauss-Legendre com peso 25:1 wp, = 1.
Agora, com a finalidade de introduzir o método LTSy, reescreve-se o sitema de
Equacoes B.17 e B.18, como uma equacao diferencial ordinaria matricial de primeira ordem,
d

E—-I-FI=&

B.20
> , (5.20)

where E é uma matriz diagonal, E = diag (1/&,,---,1/&,) de ordem N? x N% F é uma

matriz quadrada de mesma ordem que a E com elementos

( £
1+ WJT(T) [Z PPE)PIE)|  sei=
F, = =0 (B.21)

° LZ:;, /3z7>l<£i>7>l<£j)] i ]

e 0s termos nao lineares

U=|(1-woe'. .  (1-we'| . (B.22)

. J

~
N vezes

O vetor de intensidade de radiacdo I de ordem N2, é definido por
% >k % T
I:(Il,~-~,2%+1,~-~,IN> . (B.23)

De acordo com a prescri¢cao de Adomian [Adomian, 1988, a intensidade de radiacao
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é expandida através de uma série infinita conforme

I=)Y,. (B.24)
=0

Logo, reescreve-se a Equacgao B.20 como

3 (E%YZ . FYZ) =((1=w),. .., (=) > Ay ({Ye}iZh) . (B.25)

£=0

J/

-~

©4(r)

Em ordem, para resolver o sistema de Equacoes B.25 de uma forma recursiva, a

inicializacao é escolhida por ser problema homogéneo, como

d
E—YO - FYO - 0 5
dr

juntamente com as condig¢oes de contorno e, logo apds, entra em um processo recursivo das

equacoes para os componentes restantes Yy,

E%YZ —FY, = ((1—w@),..., (1 —wr) A1 ({YH3) (B.26)

com/l{=1,2,....7.
Agora, para resolver a Equacao B.26 usa-se o método LTSy, deste modo, aplica-se

a transformada de Laplace sobre a variavel radial r definida como
Y(7) = LY (r);r — 7], (B.27)
juntamente com as condigoes de contorno, obtém-se a solugao
Yo(r) = L7((FLa = U)Y(0)) + L7((Fla — U)ET'®(7)) | (B.28)

onde £~! denota o operador da transformada inversa de Laplace, 7 ¢ um parametro complexo,

U = E'F e matriz U pode ser decomposta em U = XDX !, com D a matriz diagonal
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com os autovalores distintos e X’ a matriz de vetores associados.
Em consequéncia, dos detalhes ja observados no capitulo 3 sobre o método LTSy,

tem-se a solucao geral B.25 para cada termo Y/,
Yi(r) = XePV + XeP" X HE T (1—w(r)), ..., (1—w(r) Ay (B.29)

onde V! sio determinados a partir da aplicacdo das condicdes de contorno e com f =
0,1,2,...,J. A abordagem sobre a nao linearidade devido & ©%(r) = Z.Ag ({Yg}ﬁ;é),
=0

em que A, sao polinomios de Adomian, ja foi mostrada no capitulo 3. Conjuntamente
utiliza-se o critério de convergéncia heuristica (3.65), a fim de garantir a confiabilidade ao

método da decomposicao.

B.3 Resultados numéricos da equacao de transferéncia radiativa condutiva

em geometria esférica

Apresentam-se os resultados obtidos a partir de alguns parametros fisicos do pro-
blema, as Equacoes B.1-B.4. Estes resultados numéricos serao comparados com o artigo
[Siewert e Thomas Jr., 1991]. Por essa razao, avalia-se o comportamento da temperatura

admensionalizada ©(r) e dos fluxos de calor radiativo @, (r), condutivo Q.(r) e total Q(r) :

Q) = i), (5.30)
Q) = 5H = i (1) (B.31)
Q(r) = gH . (B.32)

Todas as avaliagoes que seguem sao baseados no conjunto de parametros dados na

Tabela B.1, considerou-se o espalhamento isotrépico, ou seja, £ = 0 e r em unidade de r/R
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que varia entre 0 e 1 para os problemas 1 até 6. Além disso, considerou-se N = 8 diregoes

para todos os problemas na Tabela B.1.

Tabela B.1: Parametros para diferentes problemas.

Problema e ' O w R N, H ! Ordem de trucamento

1 08 0,2 1 09 1 0,05 1.5 1 191

2 09 0,1 1 09 0,5 0,05 100 1 906

3 09 0,1 1 0,9 0,05 0,0006 4000 10 1358

4 09 0,1 1 0,9 0,5 0,006 40 1 4877

5 09 0,1 1 09 5 0,5 0,4 0,01 2821

6 1 0 1 09 5 0,1 1 0,01 53027
Problema 1

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de parametros
come=0,8,p?=0,2,05=1,w=0,9, R=1, N.=0,05 H=1,5 a = 1 e mostra-se o
perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo @, (r) e o fluxo total
Q(r) ao longo da profundidade 6ptica radial, estes resultados sdo comparados com dados
disponiveis no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991]. Além disso, os resultados sao ilustrados,
nas Figuras B.1, B.2, B.3 e B.4, também apresenta-se nas Figuras B.5 e B.6, a profundidade

da recursao finita e a establidade da recursao finita, respectivamente.

Tabela B.2: Resultados da metodologia proposta para o problema 1.

r/R_©(r) Qc(r) Q(r) Q

0  1,113396 0,000000 0,000000 0,000000

0,1 1,112510 1,77100 x 1072 3,22900 x 10~2 5,00000 x 10~2
0,2 1,109825 3,59880 x 1072 6,40120 x 1072 1,00000 x 10~
0,3 1,105256 5,54120 x 102 9,45880 x 10~2 1,50000 x 10~
04 1,098656 7,65880 x 102 1,23410 x 10~1 2,00000 x 10~
0,5 1,089819 1,00150 x 10~1 1,49850 x 10~1 2,50000 x 10~
0,6 1,078472 1,26790 x 10~* 1,73210 x 10~1 3,00000 x 10~
0,7 1,064273 1,57210 x 1071 1,92790 x 10~* 3,50000 x 10~
0,8 1,046803 1,92190 x 10~1 2,07810 x 10~* 4,00000 x 10~
0,9 1,025570 2,32490 x 10~1 2,17510 x 10~* 4, 50000 x 10~
1 1,000000 2,78910 x 10~' 2,21090 x 10! 5,00000 x 10~}




Tabela B.3: Resultados do artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991] para o problema 1.

1.124

1.09

1.06

1.03

/R O(r)  Qr) @ (1) Q
0  1,12138 0,0 0,0 0,0
0,1 1,12062 1,52369 x 1072 3,47631 x 102 5,0 x 102
0,2 1,11830 3,13948 x 1072 6,86052 x 1072 1,0 x 107!
0,3 1,11428 4,94546 x 1072 1,00545 x 10! 1,5 x 107!
04 1,10831 7,05177 x 1072 1,29482 x 10~! 2,0 x 107!
0,5 1,10003 9,58660 x 102 1,54134 x 10! 2,5 x 107!
0,6 1,08894 1,27020 x 10~1 1,72980 x 10~* 3,0 x 10~
0,7 1,07438 1,65783 x 107! 1,84217x 10~! 3,5 x 107!
0,8 1,05546 2,14270 x 107! 1,85730 x 10! 4,0 x 107!
0,0 103112 2,74873 x 107! 1,75127 x 10~ 4,5 x 107!
11,0 3,50169 x 10! 1,49831 x 10! 5,0 x 107!
I I I ‘ Metodologliaproposta
—&— Artigo H

| 1 0

Figura B.1: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o perfil de
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temperatura ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 1.
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Figura B.2: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
condutivo ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 1.
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Figura B.3: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor por
radiacao ao longo da profundidade éptica radial, problema 1.
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Figura B.4: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor

Temperatura recursiva

total ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 1.
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Figura B.5: Profundidade da recursao finita para o problema 1.
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Figura B.6: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 1.

Pode-se observar nas Figuras B.1, B.2, B.3 e B.4 que existe uma semelhanca entre os
resultados comparados com a metodologia proposta e o artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991],
esta semalhanca é confirmada nas Tabelas B.2 e B.3. Visto que, esta diferenca deve-se ao
fato de métodos distintos adotados para obter a solucao do problema. Outro fato a ser
observado é que o fluxos de calor condutivo e radiativo, ()., )., respectivamente, possuem
valores diferentes, Figuras B.2 e B.3. Consequentemente, o fluxo de calor total () é constante,
isso ocorre para satisfazer a lei da conservacao da energia, a Equagao B.32. Na Figura B.5,
ilustra-se o esquema recursivo para o problema 1. Emprega-se um critério de parada tal
como, as vinte tltimas recursoes da temperatura forem menores que 107% tem-se a ordem
de truncamento J = 191, para o problema 1. Ja na Figura B.6 ilustra-se a estabilidade da
metodologia proposta, observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de

truncamento de J = 191.

Problema 2

Para este problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de
parametros com € = 0,9, p? = 0,1, O = 1, w = 0,9, R = 0,5, N. = 0,05, H = 100,
a = 1 e mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo
Q. (r) e o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade 6ptica radial, estes resultados sao com-

parados com dados disponiveis no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991]. Estes resultados sao
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ilustrados, nas Figuras B.7, B.8, B.9 e B.10, também apresenta-se nas Figuras B.11 e B.12,

a profundidade da recursao finita e a establidade da recursao finita, respectivamente.

Tabela B.4: Resultados da metodologia proposta para o problema 2.

r/R_O(r) Qc(r) Q(r) Q

0 2,598599 0,000000 0,000000 0,000000

0,1 2590463 3,254570 x 1071 1,341210 1,666667

0,2 2565119 6,883760 x 10~" 2644957 3,333333

0,3 2519709 1,128114 3,871886  5,000000

04 2,449330 1,686822 4,979844 6, 666666

0,5 2,346969 2408134 5,925199  8,333333

0,6 2,203465 3,332217 6,667783 1,000000 x 10+
0,7 2,008007 4,486318 7,180348 1,166667 x 10*!
0,8 1,749047 5,872295 7,461038 1,333333 x 10*!
0,9 1415818 7457053 7,542947 1,500000 x 10*!
1 1,000000 9175883 7,490784 1,666667 x 107

Tabela B.5: Resultados do artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991] para o problema 2.

r/RO(r)  Qr) Q(r) @

0 262513 0,0 0,0 0,0

0,1 2,62062 1,83006 x 10~* 1,48357 1,66667

0,2  2,60618 4,04520 x 10! 2,92881 3,33333

0,3 2,57877 7,10759 x 10! 4,28924 5,00000

04 2,53265 1,16486 5,50181 6,65667

0,5 245839 1,85365 6,47968 8,33333

0,6 2,34153 2,88826 7,11174 1,00000 x 10*!
0,7 2,16183 4,38524 7,28143 1,16667 x 10*!
0,8 1,89410 6,41222 6,92111 1,33333 x 10+!
0,0 151276 8,90332 6,09668 1,50000 x 10+
11,0 1,16178 x 10*'  5,04885 1,66667 x 107!
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Figura B.7: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o perfil de
temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 2.
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Figura B.8: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor

condutivo ao longo da profundidade éptica radial, problema 2.
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Figura B.9: Comparagao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor por
radiagao ao longo da profundidade éptica radial, problema 2.
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Figura B.10: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
total ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 2.
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Figura B.11: Profundidade da recursao finita para o problema 2.
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Figura B.12: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recurséo finita para o
problema 2.

Existe uma correspondéncia entre os resultados obtidos pela metodologia proposta
e os dados disponiveis em [Siewert e Thomas Jr., 1991], as Figuras B.7, B.8, B.9 e B.10
que pode ser confirmado nas Tabelas B.4 e B.5. A diferenca nas solucoes deve-se ao fato
de metodologias distintas adotados para obter a solucao do problema. Outro fato a ser
observado ¢é que os fluxos de calor condutivo e radiativo, ()., )., respectivamente, possuem
valores diferentes, Figuras B.8 e B.9. Logo, o fluxo de calor total () é constante, isso ocorre
para satisfazer a lei da conservacao da energia, a Equacao B.32. Na Figura B.11, ilustra-se

0 esquema recursivo para o problema 2. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte
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tltimas recursoes da temperatura forem menores que 107% tem-se a ordem de truncamento
J = 906, para o problema 2. Agora, a Figura B.12 ilustra-se a estabilidade da metodologia
proposta, observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento

de J = 906.

Problema 3

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de parametros
com e = 0,9, p? = 0,1, O3 = 1, w = 0,9, R = 0,05, N, = 0,0005, H = 4000, a = 10 e
mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo Q,(r)
e o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade 6ptica radial, estes resultados sdo comparados
com dados disponiveis no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991]. Estes resultados sao ilustra-
dos, nas Figuras B.13, B.14, B.15 e B.16, além disso, apresenta-se a profundidade da recursao

finita e a establidade da recursao finita, as Figuras B.17 e B.18, respectivamente.

Tabela B.6: Resultados da metodologia proposta para o problema 3.

r/R ©(r) Qc(r) Q. (r) Q

0  1,900810 0,000000 0,000000 0,000000

0,1 1894037 2,704729 3,961937 6, 666667

0,2 1,873411 5,532192 7,801141 1,333333 x 10*!
0,3 1838020 8,602303 1,1397697 x 10+ 2,000000 x 10+
04 1,786371 1,2028082 x 10+! 1,4638585 x 10™1 2, 666667 x 10+
0,5 1,716440 1,5909275 x 10*1  1,7424058 x 1071 3, 333333 x 10*!
0,6 1,625760 2,0323225 x 10*! 1,9676775 x 1071 4,000000 x 10+
0,7 1511560 2,5313617 x 10*1 2,1353049 x 1071 4, 666667 x 10+
0,8 1,370966 3,0879394 x 10*1  2,2453939 x 1071 5, 333333 x 10*!
0,0 1,201232 3,6968046 x 10*! 2,3031954 x 107> 6,000000 x 10+
1 1,000000 4,3478643 x 1071 2,3188024 x 10*! 6, 666667 x 10+




Tabela B.7: Resultados do artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991] para o problema 3.

r/RO(r)  Qr) Q. (1) Q

0 195215 0,0 0,0 0,0

0,1 1,94668 2,20633 4, 46034 6, 66667

0,2 192976 4,60828 8, 72506 1,33333 x 107
0,3 1,89993 7,40913 1,25909 x 10*1  2,00000 x 10+
04 185465 1,08231 x 10+! 1,58436 x 10+! 2,66667 x 10+!
0,5 1,79031 1,50690 x 1071 1,82644 x 10*! 3,33333 x 10+
0,6 1,70224 2,03477 x 1071 1,96523 x 10*1  4,00000 x 10+
0,7 1,58487 2,67992 x 10+! 1,98674 x 10+!  4,66667 x 10+!
0,8 1,43225 3,44416 x 10*! 1,88017 x 10+!  5,33333 x 10+!
0,0 123873 4,31123 x 10*! 1,68877 x 10+  6,00000 x 10+!
11,0 5,24539 x 10+!  1,42127 x 10*!  6,66667 x 10+!
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Figura B.13: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o perfil de
temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 3.
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Figura B.14: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
condutivo ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 3.
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Figura B.15: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor por
radiagao ao longo da profundidade éptica radial, problema 3.
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Figura B.16: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
total ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 3.
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Figura B.17: Profundidade da recursao finita para o problema 3.
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Figura B.18: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 3.

Observar-se que existe uma correspondéncia entre os resultados obtidos pela metodolo-
gia proposta e os dados disponiveis em [Siewert e Thomas Jr., 1991], as Figuras B.14, B.15 e
B.16 que pode ser confirmado nas Tabelas B.6 e B.7. Posto que, esta diferenca nas solugoes
deve-se ao fato de métodos distintos adotados para obter a solugao do problema. Note ainda
que os fluxos de calor condutivo e radiativo, Q)., @), respectivamente, possuem valores difer-
entes, Figuras B.14 e B.15. Assim sendo, o fluxo de calor total () é constante, isso ocorre
para satisfazer a lei da conservacao da energia, a Equacao B.32. Na Figura B.17, ilustra-se
0 esquema recursivo para o problema 3. Utiliza-se um critério de parada tal como, as vinte
tltimas recursoes da temperatura forem menores que 107% tem-se a ordem de truncamento
J = 1358, para o problema 3. J4 na Figura B.18 ilustra-se a estabilidade da metodologia
proposta, observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem de truncamento

de J = 1358.

Problema 4

Neste problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de parametros
come=0,9p'=0,1,05=1,w=0,9, R=0,5 N.= 0,005 H =40, « = 1 e mostra-se o
perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo @,(r) e o fluxo total
Q(r) ao longo da profundidade éptica radial, estes resultados sao comparados com dados

disponiveis no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991]. Além disso, os resultados sao ilustra-



152

dos, nas Figuras B.19, B.20, B.21 e B.22, também apresenta-se nas Figuras B.23 e B.24, a

profundidade da recursao finita e a establidade da recursao finita, respectivamente.

Tabela B.8: Resultados da metodologia proposta para o problema 4.

r/R_©(r) Qc(r) Q. (r) Q

0  1,323031 0,000000 0,000000 0,000000
0,1 1,321864 4,606300 x 10~2 6,206040 x 10! 6,666670 x 10~
0,2 1,318191 9,911700 x 102 1,234216 1,333333
0,3 1,311464 1,671250 x 10~' 1,832875 2,000000
04 1,300680 2,600360 x 10~! 2,406631 2, 666667
0,5 1,284299 3,908430 x 107! 2,942490 3,333333
0,6 1,259979 5,765480 x 1071 3, 423452 4,000000
0,7 1,224451 8,386300 x 10~' 3,828037 4, 666667
0,8 1,173271 1,202243 4,131091 5,333334
0,9 1,100730 1,692925 4,307075 6,000000
1 1,000000 2,329743 4,336923 6, 666666

Tabela B.9: Resultados do artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991] para o problema 4.

r/RO(r)  Qr) Qr(r) Q

0  1,32004 0,0 0,0 0,0
0,1 131953 2,10701 x 1072 6,45597 x 10~! 6,66667 x 10~!
0,2 1,31785 4,73914 x 1072 1,28594 1,33333
0,3 1,31459 8,59090 x 10~ 1,91409 2, 00000
04 1,30888 1,47485 x 10~1 2,51918 2, 66667
0,5 1,20916 2,50259 x 10~ 3,08307 3,33333
0,6 128267 4,24775x 10~! 3,57523 4,00000
0,7 125467 7,21014 x 10~'  3,94565 4, 66667
0,8 120728 1,21515 4,11818 5,33333
0,0 1,12819 2,00727 3,99273 6,00000

1 1,0 3,19008 3,47659 6, 66667
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Figura B.19: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o perfil de
temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 4.
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Figura B.20: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor

condutivo ao longo da profundidade éptica radial, problema 4.
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Figura B.21: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor por
radiagao ao longo da profundidade éptica radial, problema 4.
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Figura B.22: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
total ao longo da profundidade optica radial, problema 4.
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Figura B.24: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recurséo finita para o
problema 4.

Pode-se observar que nos resultados obtidos através da metodologia proposta e dos
dados disponiveis em [Siewert e Thomas Jr., 1992], existe uma semelhanca, as Figuras B.19,
B.20, B.21 e B.22 que pode ser verificado nas Tabelas B.8 e B.9. Posto que, esta diferenca
nas solugoes deve-se ao fato de métodos distintos adotados para obter a solugao do prob-
lema. Note ainda que os fluxos de calor condutivo e radiativo, Q., )., respectivamente,
possuem valores diferentes, Figuras B.20 e B.21. Consequentemente, o fluxo de calor total
(@ ¢é constante, isso ocorre para satisfazer a lei da conservagao da energia, a Equacao B.32.

Na Figura B.23, ilustra-se o esquema recursivo para o problema 4. Utiliza-se um critério de
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parada tal como, as vinte tltimas recursoes da temperatura forem menores que 107% tem-se
a ordem de truncamento [J = 4877, para o problema 4. Agora, a Figura B.24 ilustra-se a
estabilidade da metodologia proposta, observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito

para a ordem de truncamento de J = 4877.

Problema 5

Para este problema, apresenta-se os resultados numéricos para um conjunto de
parametros com € = 0,9, p? = 0,1, O3 = 1, w = 0,9, R = 5, N, = 0,5, H = 0,4,
a = 0,01 e mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radia-
tivo @,.(r) e o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade 6ptica radial, estes resultados sao
comparados com dados disponiveis no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991]. Estes resultados

sao ilustrados, nas Figuras B.25, B.26, B.27 e B.28, também apresenta-se nas Figuras B.29 e

B.30, a profundidade da recursao finita e a establidade da recursao finita, respectivamente.

Tabela B.10: Resultados da metodologia proposta para o problema 5.

r/R ©(r) Qc(r) Qr(r) Q

0  1,530536 0,000000 0,000000 0,000000

0,1 1527508 1,215700 x 1072 5,450900 x 102 6, 666600 x 10~
0,2 15518212 2,516200 x 1072 1,081720 x 10~ 1,333333 x 10~
0,3 1,501985 3,996600 x 10~2 1,600340 x 10~ 2,000000 x 10~
04 1477633 5,772900 x 10~2  2,089370 x 10~! 2, 666660 x 10~
0,5 1,443313 7,980700 x 10~2 2,534370 x 10~!  3,333333 x 10!
0,6 1,396381 1,082150 x 107! 2,917850 x 10~ 4,000000 x 10~
0,7 1,333279 1,446030 x 107! 3,220640 x 10~ 4, 666670 x 10~
0,8 1.249542 1,907600 x 10~1 3,425730 x 10~! 5,333330 x 10~!
0,0 1,140099 2,474270 x 10~' 3,525730 x 10~ 6,000000 x 10~
1 1,000000 3,133800 x 10~ 3,532860 x 10~* 6, 666660 x 10~




Tabela B.11: Resultados do artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991] para o problema 5.

r/RO(r)  Qr) @ (1) Q

0 149251 0,0 0,0 0,0

0,1 1,49049 8,14823 x 103 5,85184 x 102 6,66667 x 102
0,2 148427 1,68525x 102 1,16481 x 10~' 1,33333 x 10~
0,3 147342 2,68523 x 1072 1,73148 x 10~ 2,00000 x 10!
04 145701 3,93193 x 1072 2,27347 x 10~! 2,66667 x 10~!
0,5 143336 5,62435x 1072 2,77090 x 10~! 3,33333 x 10~}
0,6 1,39947 8,10213 x 1072 3,18979 x 10~! 4,00000 x 10~!
0,7 1,35012 1,19207 x 107! 3,47460 x 10~! 4,66667 x 10~!
0,8 127667 1,79019 x 107! 3,54314 x 10~! 5,33333 x 10~}
0,0 1,16585 2,70291 x 10~! 3,29709 x 10~! 6,00000 x 10~!
1 1,0 3,99335 x 10! 2,67331 x 10-!  6,66667 x 10~"
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Figura B.25: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o perfil de
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temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 5.
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Figura B.27: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor por

radiagao ao longo da profundidade éptica radial, problema 5.
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Figura B.28: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
total ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 5.
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Figura B.29: Profundidade da recursao finita para o problema 5.
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Figura B.30: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recursao finita para o
problema 5.

Pode-se observar que nos resultados obtidos através da metodologia proposta e os
dados disponiveis em [Siewert e Thomas Jr., 1991], existe uma correspondéncia, as Figuras
B.25, B.26, B.27 e B.28 que pode ser confirmado nas Tabelas B.10 e B.11. Em razao
desta diferenca nas solucoes deve-se ao fato de métodos distintos adotados para obter a
solugao do problema. Note ainda que os fluxos de calor condutivo e radiativo, Q., @,
respectivamente, possuem valores diferentes, Figuras B.26 e B.27. Portanto, o fluxo de calor
total () é constante, isso ocorre para satisfazer a lei da conservagao da energia, a Equacgao
B.32. Na Figura B.29, ilustra-se o esquema recursivo para o problema 5. Utiliza-se um
critério de parada tal como, as vinte tltimas recursoes da temperatura forem menores que
107% tem-se a ordem de truncamento J = 2821, para o problema 5. J4 na Figura B.30
ilustra-se a estabilidade da metodologia proposta, observa-se que o critério de Lyapunov foi

satisfeito para a ordem de truncamento de J = 2821.

Problema 6

Finalmente, para este problema apresenta-se os resultados numéricos para um con-
junto de parametroscome =1, p =0,05=1,w=0,9, R=5,N.=0,1, H =1, a = 0,01
e mostra-se o perfil de temperatura, para os fluxos de calor condutivo Q.(r), radiativo @,(r)
e o fluxo total Q(r) ao longo da profundidade 6ptica radial, estes resultados sdo comparados

com dados disponiveis no artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991]. Estes resultados sao ilustra-
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dos, nas Figuras B.31, B.32, B.33 e B.34, também apresenta-se nas Figuras B.35 e B.36, a

profundidade da recursao finita e a establidade da recursao finita, respectivamente.

Tabela B.12: Resultados da metodologia proposta para o problema 6.

r/R ©(r) Qc(r) Q- (1) Q

0  1,399142 0,000000 0,000000 0,000000

0,1 1,397616 9,361000 x 10~3 1,573060 x 10! 1,666670 x 10~
0,2 1,392956 1,891100 x 10~2 3,144230 x 10~! 3,333340 x 107!
0,3 1,384888 2,894600 x 10~2 4,710540 x 10~! 5,000000 x 10~
04 1,372860 4,004900 x 1072 6,266170 x 10! 6,666660 x 10~
0,5 1,355813 5,345500 x 1072 7,798780 x 10~! 8,333330 x 10!
0,6 1,331679 7,183400 x 102 9,281660 x 10~* 1.000000

0,7 1,296291 1,008430 x 10~' 1,065824 1.166667

0,8 1,241294 1,516010 x 10~ 1,181732 1.333333

0,0 1,150984 2,425340 x 10~1 1,257466 1.500000

1 1,000000 3,942080 x 10~! 1,272459 1, 666667

Tabela B.13: Resultados do artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991] para o problema 6.

r/R O(r)  Q.r) Qr(r) Q

0  1,35750 0,0 0,0 0,0

0,1 1,35626 4.95826 x 1073 1,61708 x 10~* 1,66667 x 10
0,2 1,35253 1,00184 x 10~2 3,23315 x 107! 3,33333 x 10~
0,3 1,34621 1,53099 x 10~2  4,84690 x 10~*  5,00000 x 10!
04 1,33714 2,10549 x 10~ 6,45612 x 10~* 6, 66667 x 10~
0,5 1,32499 2,77786 x 10~2 8.05555 x 10!  8,33333 x 10~
0,6 1,30806 3,70412x 1072 9,62959 x 10~ 1,00000

0,7 1,28673 5,40039 x 10~2 1,11266 1,16667

0,8 1,25097 9,59937 x 10~ 1,23734 1,33333

0.9 1,17804 2,16897 x 10~ 1,28310 1,50000
110 5,43128 x 10~ 1,12354 1,66667
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Figura B.31: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o perfil de
temperatura ao longo da profundidade éptica radial, problema 6.
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Figura B.32: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
condutivo ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 6.
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Figura B.33: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor por
radiagao ao longo da profundidade éptica radial, problema 6.
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Figura B.34: Comparacao entre a metodologia proposta e o artigo para o fluxo de calor
total ao longo da profundidade 6ptica radial, problema 6.
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Figura B.35: Profundidade da recursao finita para o problema 6.
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Figura B.36: Expoente de Lyapunov negativo (—\) ao longo da recurséo finita para o
problema 6.

Existe uma correspondéncia entre os resultados obtidos pela metodologia proposta
e os dados disponiveis em [Siewert e Thomas Jr., 1991], as Figuras B.31, B.32, B.33 e B.34
que pode ser confirmado nas Tabelas B.12 e B.13. Visto que, esta diferenca nas solucoes
deve-se ao fato de métodos distintos adotados para obter a solugao do problema. Observa-se
ainda que os fluxos de calor condutivo e radiativo, Q)., @, respectivamente, possuem valores
diferentes, Figuras B.32 e B.33. Em consequéncia, o fluxo de calor total () é constante,
isso ocorre para satisfazer a lei da conservagao da energia, a Equacao B.32. Na Figura

B.35, ilustra-se o esquema recursivo para o problema 6. Utiliza-se um critério de parada tal
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como, as vinte iltimas recursoes da temperatura forem menores que 107¢ tem-se a ordem de
truncamento J = 53027, para o problema 6. Agora, a Figura B.36 ilustra-se a estabilidade
da metodologia proposta, observa-se que o critério de Lyapunov foi satisfeito para a ordem
de truncamento de J = 53027.

Note que para todos os problemas aqui estudados, os parametros listados na Tabela
B.1 influenciaram diretamente na obten¢ao da solucao através da metodologia proposta.
Observa-se as influéncias dos parametros para os problemas 1 até 6, no qual H # 0, isto é,
tem-se geracao de calor constante. No problema 1, a ordem de truncamento foi inferior que
nos demais casos e aqui os pardmetros que mais influenciaram foram p?, N, e a. Para os
problemas 2, 3, 4 e 5 existem maiores influéncias de R, N., H e . Nota-se que a medida que
H aumenta a temperatura também aumenta. Além disso, para obter a estabilidade numérica
para estes problemas foi necessario muitos termos de Adomian, ver as Figuras B.11, B.17,
B.23 e B.29. J4 o problema 6, para obter estabilidade numérica deste problema foi necessario
muitos termos de Adomian que nos outros problemas, ver a Figura B.35, e os parametros
que mais influenciaram foram R e «. FEntretando, nao se pode esquecer das influéncias
dos demais parametros como a emissividade € que esta correlacionada com a condicao de
contorno da intesidade de radiacao e outro parametro o albedo de espalhamento simples w,

para os seis problemas fixou-se w = 0.9 de acordo com o artigo [Siewert e Thomas Jr., 1991].



