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Resumo

A teoria da evolucao de Darwin - como introduzida em teoria de jogos por May-
nard Smith - nao é o tinico aspecto evolucionario importante a ser considerado em uma
dinamica evolucionaria, uma vez que as complexas interdependéncias, competicao, e
o crescimento podem ser modelados por, por exemplo, aspectos reativos. No jogo do
ultimato, a reciprocidade e a particao meio-a-meio parecem ser um desvio do compor-
tamento racional dos jogadores sob a luz do Equilibrio de Nash. Tal equilibrio emerge,
por exemplo, da punicao do respondedor que geralmente tende a refutar propostas in-
justas. Na versao iterada do jogo do ultimato, os proponentes sao capazes de melhorar
suas propostas por adicionar um valor a elas tornando-as mais justas. Tais aspectos
evolucionarios nao sao propriamente Darwinianos, mas eles sao dotados de um aspecto
fundamental: eles refletem suas agoes de acordo com suas ofertas. Recentemente, uma
versao reativa do jogo do ultimato onde a aceitagdao ocorre com probabilidade fixa foi
proposta. Na primeira parte desta tese, exploramos esta versao reativa do jogo do
ultimato onde a aceitacao pelos jogadores depende da oferta. A fim de realizar tal pro-
cedimento, analisamos duas situagoes: (i) campo médio e (ii) consideramos jogadores
inseridos em redes com coordenacao arbitraria. Assim, mostramos entao que o aspecto
reativo aqui estudado, nao amplamente estudado, de acordo com o nosso conhecimento,
na teoria evoluciondria de jogos da literatura pode desvendar um aspecto essencial para
a convergencia da divisao fifty-fifty. Além disso, nés também analisamos populagoes
sobre quatro diferentes politicas que variavam de uma altamente conservadora até uma
moderada, com respeito a decisao de mudar as propostas baseadas na quantidade de
aceitagoes recebidas. Mostramos que a ideia de ganhar menos, mais vezes, adicionada a
reciprocidade dos jogadores, concomitantemente ao lema do “dando mais pra receber
mais” , é altamente relevante para o conceito de populagoes economicamente saudaveis
que barganham. Finalmente, para completar nossos estudos no jogo do ultimato reativo,

adicionamos a mobilidade aos jogadores. Neste caso, realizamos algumas mudancas le-



vando em consideragao entao a sele¢ao natural (cépia Darwiniana). Mostramos que a
mobilidade lidera a menores ofertas médias e também elaboramos um estudo comple-
mentar que mostra os valores médios das densidades de ofertas e estratégias/politicas
mediadas em intervalos finais para grandes tempos de evolucao temporal. Nossos re-
sultados sugerem que apesar de uma coexisténcia temporéaria, a politica/estratégia 111
(s6 oferece menos se todos aceitarem) deve prevalecer em relagao a todas as outras em
redes quadradas considerando apenas 4 vizinhos sob os efeitos de mobilidade.
Finalmente, na segunda parte desta tese, continuamos a estudar os efeitos de mo-
bilidade, no entanto, em outro paradigma da teoria de jogos, mais precisamente no
que tange aos dilemas sociais relacionados aos conflitos entre cooperacao e interesses
préprios de individuos em grandes populacoes, uma vez que a emergéncia da cooperagao
e sua manutencao ¢ a chave para o entendimento dos conceitos fundamentais sobre a
evolucao das espécies. A fim de entender os mecanismos envolvidos neste contexto,
aqui estudamos o jogo de bem ptblico opcional com foco nos efeitos dos aspectos di-
fusivos nos padroes emergentes de dominancia ciclica entre as diferentes estratégias.
Diferentemente de outros trabalhos, mostramos que os padroes de pedra-papel-tesoura
(RPS, em inglés, rock-paper-scissors) ocorrem por introduzir no jogo um tipo simples
de mobilidade aleatéria em uma rede esparsadamente ocupada. Tal padrao tem se re-
velado muito importante na conservagao das espécies em ambientes ecoldgicos e sociais.
Uma das mais importantes contribuicoes desta tese é mostrar que nao precisamos de
esquemas mais elaborados para construcao da vizinhanga no jogo para observar padroes
de RPS como sugerido na literatura. Como um interessante resultado adicional, pro-
pomos um método alternativo para quantificar a densidade de RPS em um contexto
quantitativo da teoria de jogos que torna possivel realizar um estudo de tamanho fi-
nito. Tal abordagem pode ser muito interessante para ser aplicada em outros jogos

genericamente.



Abstract

Darwin’s theory of evolution - as introduced in game theory by Maynard Smith -
is not the only important evolutionary aspect in evolutionary dynamics, since complex
interdependencies, competition, and growth should be modeled by, for example, reactive
aspects. In the ultimatum game, the reciprocity and the fifty-fifty partition seems to be
a deviation from rational behaviour of the players under the light of Nash equilibrium.
Such equilibrium emerges, for example, from the punishment of the responder who
generally tends to refuse unfair proposals. In the iterated version of the game, the
proposers are able to improve their proposals by adding a value thus making fairer
proposals. Such evolutionary aspects are not properly Darwinian-motivated, but they
are endowed with a fundamental aspect: they reflect their actions according to value of
the offers. Recently, a reactive version of the ultimatum game where acceptance occurs
with fixed probability was proposed. In the first part of this thesis, we aim at
exploring this reactive version of the ultimatum game where the acceptance by players
depends on the offer. In order to do so, we analyse two situations: (i) mean field
and (ii) we consider players inserted within the networks with arbitrary coordination.
We then show that the reactive aspect, here studied, thus far not analysed in the
evolutionary game theory literature can unveil an essential feature for the convergence
to fifty-fifty split. Moreover we also analyse populations under four different polices
ranging from a highly conservative to a moderate one, with respect to the decision in
changing the proposal based on acceptances. We show that the idea of gaining less
more times added to the reciprocity of the players is highly relevant to the concept
of "healthy”societies population bargaining. Finally by completing our studies in the
reactive ultimatum game, we added mobility to the players. In this case, we performed
some changes taking into account the natural selection (Darwinian copy). We show
that mobility leads to lower average offers and we also elaborated color maps for all

occupation and mobility values show the density of offers and strategies/polices which
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suggests a temporary coexistence.

Finally, in the second part of this thesis, we explore the mobility effects which are
very important in social dilemmas that concern a natural conflict between cooperation
and self interests among individuals in large populations. The emergence of cooperation
and its maintenance is the key for the understanding of fundamental concepts about
the evolution of species. In order to understand the mechanisms involved in this fra-
mework, here we study the Optional Public Good Games with focus on the effects of
diffusive aspects in the emergent patterns of cyclic dominance between the strategies.
Differently from other works, we showed that rock-paper-scissors (RPS) patterns occur
by introducing a simple kind of random mobility in a lattice sparsely occupied. Such
pattern has been revealed to be very important in the conservation of the species in
ecological and social environments. The goal of this paper is to show that we do not
need more elaborated schemes for construction of the neighbourhood in the game to
observe RPS patterns as suggested in the literature. As an interesting additional result,
in this contribution we also propose an alternative method to quantify the RPS density
in a quantitative context of the game theory which becomes possible to perform a finite
size scaling study. Such approach can be very interesting to be applied in other games

generically.
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Capitulo 1

Introducao

Ao usar regras bem estabelecidas na descricao microscopica da interacao entre as
particulas, a Fisica Estatistica permite explicar de uma maneira razoavelmente pro-
funda e as vezes concisa as propriedades emergentes de sistemas coletivos (nivel macro).
Esse paradigma micro-macro é também utilizado para explicar os problemas dentro da
Economia, Biologia, que sao baseados nas interacgoes entre agentes [1]. No contexto
das ciéncias economicas, tal paradigma foi postulado no trabalho de Thomas Schelling
(1978), que foi um dos principais economistas em reconhecer a dependéncia entre os
micro-motivos dos individuos e o macro-comportamento do agregado, mostrando que
é o tipo de interacao que de fato regula a dependéncia entre ambos os niveis [2]. Da
mesma forma, os conceitos e métodos da Teoria dos Sistemas Complexos e da Fisica Es-
tatistica, tais como emergéncia ! do parametro de ordem ou de seus cumulantes, tanto
em equilibrio quanto em nao-equilibrio, no contexto da teoria das transicoes de fase,
formam uma poderosa ferramenta para entender os aspectos economicos e sociais em
populacoes e os mecanismos de emergéncia de muitos fenomenos tais como a dinamica
da opiniao, a competicao de linguagem, a cooperacao, a empatia, a justica, e alguns

dilemas sociais, etc. [4].

Quando ha estrutura espacial, os agentes colocados nos vértices do grafo formado,
tem seus estados alterados de acordo com regras especificas de interagao social, o que

geralmente chamamos de dinamica, levando em conta apenas os vizinhos mais préximos

1O comportamento coletivo de um sistema, ou conjunto de individuos que resulta das interacdes
locais entre seus membros, sem a existéncia de um controle ou coordenacao central, e que nao pode
ser explicado de forma trivial via tais interacoes locais é referido como comportamento emergente.
Geralmente essas propriedades sao dificeis de predizer, salvo quando as interagbes sao simples de
modelar [3].
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na rede. As redes complexas sao consideradas como o esqueleto dos sistemas complexos
a serem estudados, que podem ser de varios tipos. Topologias comuns a serem em-
pregadas no estudo de sistemas complexos sao as conhecidas redes regulares, onde os
vértices tem a mesma coordenagao (por exemplo, temos as tradicionais redes quadradas
utilizadas para estudar os sistemas de spins), as redes de mundo pequeno (em inglés,
“small world networks”) onde um fator de desordem mapeia desde uma rede regular até
uma rede completamente aleatoria, o que é bastante interessante para modelar aspectos
migratérios em processos epidémicos [5]. Temos ainda as abrangentes redes livres de
escala de Barabasi-Albert construidas pelo “preferential attachment mechanism” capaz
de descrever, por exemplo, a topologia e o crescimento dos grafos formados na Web,
redes de contato de doengas sexualmente transmissiveis e muitos outros contextos [6].
Nao poderiamos deixar de mencionar aqui também as recentes redes multiplex que véem
sendo foco de atencao nos ltimos anos com potencial aplicagdo em muitas areas como
climatologia, neurociéncia dentre muitas outras [7]. Alids pode-se dizer que a teoria de
redes para modelar sistemas complexos constitui hoje uma area prépria e interdiscipli-
nar envolvendo Fisica, Biologia, Economia e Ciéncia da Computagao com producao em
crescimento [8].

E reconhecivel que os incentivos que influenciam as escolhas das estratégias nas
interagoes sociais ou economicas dos individuos sao, em certa medida, moldados pelo
comportamento dos outros agentes, e, baseando-nos nessa hipdtese, podemos buscar
entender as causas e consequéncias do fenomenos coletivos emergentes ja citados ante-
riormente.

Os individuos em todas as sociedades ou mesmo em populagoes bioldgicas sao mem-
bros de redes politicas, sociais e economicas, e o comportamento dos outros influenciam
em suas préprias e melhores decisoes e vice-versa. Neste ponto, a teoria de jogos cai
como uma luva, porque justamente explora a situacao onde a escolha e o bem estar dos
individuos sao interdependentes (ver por exemplo [9, 10]).

Muitos jogos, tais como as interagoes entre cidadaos e os servidores publicos, tém
diferentes solucoes ou equilibrios. Essas solucoes podem favorecer ou podem beneficiar
apenas poucos individuos. Algumas podem favorecer os individuos com mais poder
sobre outros vulneraveis, e outras podem ser devastadoras para todos. Nesse cendrio,
o desenvolvimento economico de um dado sistema como uma cidade, pais ou estado

estd fortemente relacionado as instituigoes e aos incentivos que definem os equilibrios
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possiveis na interagao social [11].

Porém, as ferramentas matematicas da teoria dos jogos quando usadas para inferir
entendimento sobre comportamentos em nivel social ou economico, se levadas a cabo,
podem nao ter uma direta explicacao quantitativa dos fenomenos, mas podem prover
explicacoes, predicoes e constatagoes interessantes sobre fendomenos naturais e financei-
TOS.

Com o advento de grandes recursos computacionais, desde o final da década de 70,
ja se tem tentado entender os fenomenos sociais, usando simulagoes computacionais ba-
seadas em modelos de agentes [12, 13], que com regras definidas, permitem aos fisicos,
matematicos e cientistas sociais estudar e simular sociedades artificiais onde, cada in-
dividuo é obrigado a habitar em um tnico sitio na estrutura e se envolver em interacoes
de pares com os seus vizinhos locais. O ganho total é acumulado em todas as interagoes
e determina o ganho (payoff) de um individuo que depende da sua habilidade (ou como
comumente se conhece na biologia, seu fitness) [14].

Dependendo dos ganhos do agente e dos seus vizinhos, cada individuo reconsidera
sua estratégia e pode adotar a estratégia de um deles. O sistema evolui ao longo do
tempo, considerando as geragoes sucessivas. Em cada geragao, certos individuos sao
selecionados de acordo com a regra de atualizacao da estrutura e ao interagir com seus
vizinhos. Cada individuo, em seguida, recebe a oportunidade de atualizar a sua es-
tratégia de acordo com a respectiva regra de atualizacao. Neste contexto existem dois
tipos basicos de atualizacao dos estados dos agentes: sincrona onde os agentes apods
jogarem com seus vizinhos locais, somente no final do que se considera um instante de
tempo atualizam suas estratégias de maneira simultanea, que na literatura é préprio
das dinamicas no contexto dos automatos celulares, ou assincrona, onde se seleciona
aleatoriamente um agente que interage com seus vizinhos com atualizacao ja é ins-
tantanea “on the fly”. Apds um nimero de selegoes (que geralmente é o nimero de
nodos da rede) e interagoes-atualizagoes, onde inclusive pode haver repetigao do agente,
considera-se entao um instante de tempo da dinamica em questao.

Para realizar a dinamica local de um jogo, um jogador pode adotar a estrategia
de seu vizinho mais proximo, mas existem varias alternativas que sao baseadas na
dinamica evolutiva dos sistemas bioldgicos como por exemplo: selecao, replicacao e

mutagao [15, 16]. Concentrando-nos agora especificamente no conceito de sele¢ao, o que
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geralmente um jogador faz durante uma simulagao, é copiar a melhor estrategia seja
de forma deterministica ou probabilisticamente [17, 18, 19] (o aqui vamos denominar
de cépia darwiniana (CD) ). Dado uma vizinhanca de jogadores com o qual ele tenha
jogado, isso seria uma forma de incorporar os aspectos evolucionarios de acordo com
a teoria Darwin na simulacao de jogos em populagoes finitas no regime que a fisica
estatistica chama de limite termodinamico (populacoes grandes).

Portanto, com ajuda destes principios e ferramentas tedricas e computacionais, po-
demos tentar entender melhor alguns fenomenos sociais que motivam a elaboracao do
presente trabalho, neste caso queremos estudar que comportamentos podem emergir: a
justica (ou empatia) e a cooperagao em tais sociedades artificiais.

Nesta tese estudamos aspectos emergentes relacionados aos aspectos evolucionarios
em dois jogos: um jogo que imita situagoes de barganha, conhecido como jogo do
Ultimato (UG, em inglés Ultimatum game) e um jogo que explora os aspectos de bem
publico com op¢ao de partipacao ou nao, conhecido como jogo de bem piblico opcional
(OPGG, em inglés Optional Public Goods Game).

No primeiro jogo, nossas contribui¢oes foram concentradas inicialmente em um con-
ceito que cunhamos de jogo do ultimato reativo (RUG, em inglés Reactive Ultimatum
Game) baseado na ideia de que o jogador altera suas agdes de acordo com as propostas
e nao s6 apenas copiando uma estratégia de maior payoff como é feito numa evolugao
estritamente Darwiniana ao se estudar a dinamica evoluciondria em teoria de jogos.
As ideias iniciais sobre o RUG foram inicialmente introduzidas em [20] pelo orientador
deste trabalho e colaboradores, e nossa proposta aqui estende, modifica e explora outros
pontos dessa ideia inicial. Assim nesta tese, no jogo do ultimato, o jogador regula suas
propostas dado seu ultimo resultado prévio e com probabilidade que pode ser fixa ao
longo das simulagoes ou proporcionais as ofertas que sao atualizadas ao longo do tempo
dada a reacao do jogador a uma barganha bem ou mal sucedida.

Em uma primeira parte do jogo do ultimato, estudamos via campo médio e si-
mulagoes Monte Carlo as propriedades das flutuacoes estocasticas, propriedades esta-
cionarias e propriedades do estudo do jogo na rede, em regime de baixa e alta coor-
denacao. Mostramos que as ofertas estacionarias tendem a independer da oferta ini-
cial atribuida aos membros da populacao. Em campo médio mostramos que o mesmo
acontece contudo e o resultado é quantitativamente recuperado no regime de alta co-

ordenacgao da rede estudada. Efeitos de desordem sao também analisados em redes de
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mundo pequeno. Finalmente em uma ultima parte analisamos a mobilidade para o jogo
do tltimato introduzindo uma variagao com copia Darwiniana para esse jogo.

Ja no OPGG, que corresponde ao outro jogo a ser estudado nesta tese, nossa con-
tribuicao foi mais especifica: estudar os efeitos da mobilidade dos jogadores na coo-
peracao. Mais precisamente, exploramos a emergéncia das oscilagoes globais de pedra-
papel-tesoura (RPS, em inglés Rock-Seassors-Paper) que aparecem com o surgimento
da mobilidade dos jogadores. Tal efeito foi devidamente quantificado por introduzir um
parametro que mede a massa de RPS considerando todas as possiveis diluicoes e que
pode ser aplicado e estendido para jogos na rede ou sem estrutura espacial em outros
contextos.

Antes porém de dizer quais foram nossas contribuicoes em relacao a esses dois para-
digmas da teoria de jogos, precisamos defini-los e ilustrar alguns detalhes importantes
sobre eles e a sua importancia no contexto da teoria evolucionaria dos jogos. O que

faremos na préxima secao deste capitulo.

1.1 Introducao ao Jogo de Ultimato

Um dos mais debatidos resultados na economia experimental chega dos estudos
que provéem do chamado jogo do ultimato [21]. Neste jogo um jogador chamado de
proponente oferece uma divisao de um bolo de determinado tamanho. O segundo
jogador respondedor pode aceitar ou rejeitar. O jogo é detrimental no sentido que se o
segundo jogador rejeita, ambos jogadores nada ganham. No caso de aceitagao, a divisao
do bolo é realizada como foi proposta. Na Fig. 1.1, temos uma representacao por um
diagrama de arvores de uma tipica realizacao do jogo do ultimato.

Mas como o jogo do ultimato fica no contexto da teoria cléssica de jogos? Esta
teoria, parte do pressuposto que os individuos sao agentes racionais. Se entende por
racional, individuos com estratégias bem definidas e estabilizadas e que eles maximizam
seus ganhos dadas as possibilidades existentes [22]. Parafraseando a Rubinstein [23],
dizemos que um tomador de decisao racional é alguém que pede, em primeiro lugar, o
que é viavel, em segundo lugar, o que é desejavel e, finalmente, o que é a melhor alter-
nativa de acordo com a nocao de conveniéncia, dadas as restri¢oes viaveis. Portanto, ao
considerar jogadores racionais no contexto do jogo do ultimato, o jogador B aceitaria

qualquer proposta do jogador A por menor que ela seja, ja que seria a melhor resposta
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Figura 1.1: Diagrama de uma tipica realizacao do jogo do ultimato com dois jogadores A
e B, onde se repartem 10 unidades monetarias ou simplesmente um bolo dividido em 10 pedagos. Aqui
A é o proponente e B o respondedor. No ramo esquerdo, o jogador A propoe uma divisao (8,2), onde
ele ganha 8 unidades, o jogador B em caso de aceitar a proposta de A, ganha as 2 unidades restantes.
Similarmente, na ramo da direita, A propde uma divisdo equitativa, onde ambos jogadores ganham a
mesma quantia, sempre e quando o jogador B aceita a proposta de A, neste caso (5,5) temos um caso

de divisao justa (50% — 50%), (ou que o jogador A mostra empatia com o jogador B).

para a proposta de A, enquanto o jogador A praticamente ficaria com todo a quantia a

ser repartida [24], sendo essa a atitude racional segundo o proponente.

Mas os resultados experimentais estao em contraste com as suposicoes teéricas 2. Na
média, as ofertas estao em torno de 40% do bolo ao segundo jogador. Porém, ofertas sao
rejeitadas em torno de 15% — 20% das vezes. Nao surpreendentemente, baixas ofertas
sdo mais provéaveis de serem rejeitadas [26]. Também fatores de indole cultural e an-
cestral sao considerados em outros estudos. Em experimentos com sociedades urbanas,
em ambientes académicos ou de homens de negdcios, estudos sugerem que propostas
injustas sao em grande medida rejeitadas, mas no caso de sociedades indigenas como
Machiguenga localizada na Amazonia peruana experimentos reportados por Henrich e
colaboradores [27] com membros dessa tribo sugerem um comportamento mais altruista
(individuos desta tribo aceitam propostas de até menos que 30% do total).

E importante mencionar que os dados nestes experimentos sao obtidos fortemente
calcados em conceitos de antropologia, questiondveis no nosso entendimento dada as

muitas flutuagoes existentes nestes dados, como também em comportamentos associa-

ZNeste ponto cabe ressaltar que outros cientistas sociais consideram que o homo economicus (in-
dividuo racional) como modelo de homo sapiens na tomada de decisdes ndo necessariamente pensam
iguais. Na verdade o homo sapiens (no jogo de ultimato por exemplo), pensa de forma aproximada
como um homo sociologicus, um hominido ficcional que é governado pelas normas sociais que regem
numa sociedade [25]. Mas isso requer uma confrontagdo com a experimentagdo adequada no contexto
da antropologia, que nao é explorado neste trabalho.
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dos na psicologia e sociologia do comportamento, para entender maneiras de resolugao
de conflitos e sobre como as decisoes individuais sao influenciadas pelas decisoes dos
outros. Indo em direcao ao lado psicologico do jogador, um fato que nos chama atencao
neste contexto é o dito reflexo condicionado proposto por Ivan Petrovich Pavlov [28].
Observou-se que este tipo de comportamento condicionado ou reflezoldgico * pode ser
incorporado as simulagoes computacionais para estudar a emergéncia da cooperagao
em teoria de jogos [29]. A estrategia Pavlov é também conhecida nesses jogos como
Win-Stay, Lose-Shift, se ganhar fica, se perder muda [30]. Baseando-nos nesse tipo
de trabalho, nés consideramos um modelo para o jogo do ultimato que considerasse a
reagao do jogador a respostas positivas e negativas dos seus oponentes, o que denomi-

namos neste trabalho de jogo do ultimato reativo.

1.1.1 Jogo de Ultimato Reativo

Recentemente o orientador deste trabalho e colaboradores [20] deram um passo
inicial para incluir aspectos reativos no jogo do ultimato. Ao pensar em um jogo iterado
fora da rede, eles inicialmente imaginaram uma situacao simples onde o proponente
oferece inicialmente uma quantia O, ao respondedor que a aceita com uma probabilidade
fixa p. Ao ter sua oferta rejeitada, o proponente corrige-a para uma proxima jogada
fazendo-a um pouco mais generosa O, + €. Se aceita ele imediatamente a corrige para
O, — ¢ na tentativa de ficar com mais da quantia a ser repartida. Aqui ¢ é a taxa de
mudanca do jogo.

Os mesmos autores estudam esse jogo com fungoes de aceitagao generalizadas mais
complexas e pontos de otimizacao para o ganho méximo e variancia sao do ganho local
dos respondedores (e também dos proponentes) sao estudadas analiticamente. Contudo,
algumas inovagoes poderiam tornar essa versao reativa do ultimato ainda mais realistica,

como por exemplo:

1. A aceitacao nao ser realizada com uma probabilidade fixa e sim com uma proba-

3Premiado com o Nobel de Fisiologia (Medicina) de 1904 por suas descobertas sobre os processos
digestivos de animais, ele entrou pra historia, quase que por acaso por estudar o papel do condiciona-
mento na psicologia do comportamento, o dito reflexo condicionado. Em 1920 ao estudar a produgao
de saliva em caes expostos ha diversos tipos de estimulos paletares, Pavlov percebeu que com o tempo a
salivagao passava a ocorrer diante de situagoes e estimulos que antes nao causavam tal comportamento.
Essa descoberta abriu caminho para o desenvolvimento da reflexologia e psicologia comportamental e
mostrou ter ampla aplicacao pratica, inclusive no tratamento de fobias, nos anuncios publicitarios, e
em outras outras aplicagoes da medicina e ciéncias cognitivas.
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bilidade, por exemplo, que seja proporcional a oferta realizada;

2. Realiza-la em uma topologia diferente onde se possa explorar algum efeito de

desordem;

3. O jogo poderia ser simulado computacionalmente como um automato celular pro-
babilistico (ACP);

4. Incluir os aspectos difusivos do jogo do ultimato reativo na rede e incluir os efeitos

de sele¢ao (Darwiniana).

Entao de forma inédita nosso trabalho nesta tese foi considerar esses quatro topicos
e estudéa-los em algum nivel de detalhes. Utilizando resultados de campo médio e prin-
cipalmente simulagoes Monte Carlo, nosso resultados exploram as medias das ofertas
no estado estaciondrio (t — 00), comportamentos relacionado a distribui¢ao de ganhos
considerando diferentes politicas/estratégias adotadas pelos jogadores.

Com o jogo de ultimato podemos compreender como os processos de negociagao
em jogos nao cooperativos sao feitos, o que é uma fonte importante para entender por
exemplo, como surgem fenomenos sociais tais como a justica ou empatia. No entanto
existem na literatura varios estudos feitos onde se criam e exploram outros tipos de
jogos, neste caso o jogo do dilema do prisioneiro, que é paradigma para entender um

outro fenémeno coletivo, tao importante como a empatia: a cooperagao [31, 32].

1.2 O problema da Cooperacao

A cooperacao é um fenomeno coletivo emergente e um modo de interacao social,
economica e bioldgica, em que individuos ou grupos trabalham para um fim comum
[33, 34]. No entanto, as pessoas podem ser oportunistas e egoistas e tendem a cuidar
de si mesmas e de seus proprios interesses. Diante disso, ¢ crucial entender sob quais
condigoes a cooperagao pode emergir em grandes populacoes. O dilema social do con-
flito entre o interesse individual e 0 bem comum tém sido tema de pesquisa que atrai nao

s6 a atencao dos cientistas sociais, mas também dos fisicos e matemadticos [35, 36, 15, 37].

Da mesma maneira como a justica e a empatia, a emergéncia da cooperagao pode

ser estudada também no contexto da jogo, e paradigma mais simples em teoria de jogos
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que explora esse conceito, é conhecido como o dilema do prisioneiro [26], e que estuda
o dilema social dos individuos entre cooperar ou nao cooperar com apenas dois partici-
pantes. Uma generalizacao ocorre quando ele é aplicado a interacoes utilizando grupos

de N individuos, o que é usualmente referido como jogos de bem piblico [38].

A teoria dos jogos de bem publico tem sido utilizada de diversas formas em grande
parte da literatura para explicar a emergéncia da cooperagao em interacoes de N in-
dividuos [39]. O mecanismo basico do jogo de bem publico consiste na escolha de duas
estratégias possiveis: cooperar ou desertar. Em um dado momento, se todos os joga-
dores cooperam, o bem publico pode ser mantido, ja que ele depende do ntimero de
cooperadores presentes nesse instante, mas como os beneficios do bem ptblico sao com-
partilhados tanto por cooperadores como por desertores (ou egoistas), os cooperadores
percebem que estao sendo explorados pelos desertores e, na proxima rodada do jogo,
tendem a mudar para a estratégia de desertor. Assim, o bem publico tenderia a desa-
parecer se, ao longo do tempo, o nimero de desertores aumentasse. Haveria, entao, o
conflito social, consequente do comportamento egoista de cada um dos desertores 4, o
que exigiria a necessidade de cooperacao entre os individuos para continuar a manter
a existéncia do bem publico (por exemplo, o transporte piblico ou a saide publica, no
caso social; ou a prote¢ao a camada de ozonio, um bem piiblico natural).

Assim os mecanismos que fazem a atitude de cooperar emergir de forma a manter
a saude coletiva ja foram discutidas em pesquisas anteriores, nas quais foram apresen-
tados alguns modelos de Jogos de Bem Publico. Nelas, concluiu-se que a cooperacao
pode se estabilizar e se manter vigente [41, 42, 37, 43, 44]. Nesse sentido, a op¢ao de ser
cooperador beneficia uma sociedade, ja que, a partir disso, se pode manter e desenvolver
os bens publicos fornecidos pelo Estado para a sua nacao, e, no caso das espécies, a
cooperagao para a manutencao da biodiversidade [45, 37, 46].

Para contrapor o efeito de nao cooperar em um tipico jogo de bem piblico, varios mo-
delos forem propostos, por exemplo, punindo os desertores [41], ou em uma forma mais
branda que os cooperadores recompensem outros cooperadores [42]. Mas tais modelos
tem seu calcanhar de Aquiles: no primeiro caso, a punicao é o um fato que custa caro

e envolve um dispéndio de energia de parte das instituigoes que controlam e punem

4Neste sentido, a solucdo de equilibrio racional, dentro da teoria dos jogos, conduz a um impasse
econdmico, e, a cooperacao desce ao nivel mais baixo. Este dilema social é conhecido como tragedia
dos comuns, caracaterizado pelo free-rider problem [40].
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aos desertores e por outra parte, nao esta claro como ela surge nem como se estabi-
liza. A fragilidade do segundo caso é que a recompensa também incorpora um custo
de manutencao, ja que ha aqueles que contribuem ao bem comum mas nao recompen-
sam os outros cooperadores sao chamados de second-order-free-riders [46]. Todos esses
mecanismos além de possuirem um alto custo, envolvem outra questao importante, a
necessidade de identificar quais individuos cooperam e quais nao cooperam nos jogos de
bem publico. De maneira que tém surgido outras alternativas para resolver este dilema
social. Em nosso caso, estamos interessados na variante de jogo chamado de jogo de
bem ptblico com participa¢ao voluntaria ou Optional Public Good Games [44], com os
jogadores arranjados numa rede e com permissao de mobilidade para os jogadores o que
¢ uma das contribuicoes desta tese. A seguir, vamos falar um pouco sobre o jogo de

bem publico opcional a fim de contextualizar o leitor da literatura sobre isso.

1.2.1 Introducao ao Jogo de Bem Publico Opcional

Na sociedade humana a participacao nos bens piblicos nao é necessariamente obri-
gatéria: muitas vezes as pessoas tem a opcao de se abster ou mesmo se recusar a
participar neles, por exemplo, pode-se visualizar numa cidade onde um ou mais in-
dividuos podem ou nao fazer uso do transporte ptiblico, porque contam com transporte
individual ou podem ir caminhando ate seus destinos.

No jogo de bem publico opcional, temos trés tipos de estados: o estado dos coopera-
dores, o estado dos desertores (defectors) e o estado dos voluntérios (loners) [47], onde
estes ultimos, sao os jogadores que optam por nao participar do bem piblico e que
tem um lucro fixo que nao depende dos outros participantes. A inclusao do estado dos
loners pode limitar a dominancia dos free-riders (que é o estado dominante nos jogos

de bem publico obrigatérios) e deste forma relaxar o dilema social [48].

A modelagem deste cenario foi pela primeira vez tratada com as ferramentas ma-

temdticas da teoria evolucionaria dos jogos ® por Hauert e colaboradores [54], onde se

5A dindmica evolucionaria apresenta aqueles principios mateméticos basicos de acordo com o qual
a vida tem evoluido e continua e evoluir [45, 49, 50, 51, 52]. E neste contexto que surgiu a teoria dos
jogos evoluciondrios ou a teoria evolucionaria de jogos. Originada em 1973 com John Maynard Smith e
George R. Price [53], os quais introduziram conceitos da teoria de evolugido de Darwin na teoria cléssica
de jogos, tal teoria foca-se na dindmica das estrategias mais do que nas propriedades do equilibrio em
si. Smith e Price, forneceram uma formalizagao das estratégias evolucionariamente estaveis como uma
aplicacao formal da teoria de jogos para contextos bioldgicos. A dinamica do replicador por ser escrita,
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supde a existéncia de grande populagao misturada (ou seja populagdes de agentes onde
cada individuo tem a mesma probabilidade de encontro com quaisquer outros jogadores
no jogo de bem publico opcional) de N jogadores consistindo de cooperadores, deserto-
res e voluntarios. Em cada passo de tempo, considera-se uma vizinhanca consistindo de
n individuos aleatoriamente escolhidos na populagao. Os jogadores sao perguntados se
desejam participar ou nao do jogo. Sendo S o niimero de individuos que vao participar,
os n; = n — S individuos que rejeitam a participagao no jogo, adotam o estado loner,
e recebem um ganho fixo P, = o, uma constante. O grupo restante de S jogadores é
formado por n. cooperadores e ng = S — n. desertores. As quotas de investimento ou
de operagao no fundo dos bens ptblicos sdo normalizadas a um (¢ = 1). O lucro dos
desertores é calculada como P; = rn./S , onde r é o fator de multiplicagdo de bem
ptblico, e o lucro dos cooperadores é calculada como P. = rn./S — ¢ [55]. Se o grupo
consta de um s6 jogador (S = 1) é facil comprovar que ele vai optar por tornar-se loner.

A dinamica do jogo ¢é a seguinte: para este modelo se 0 < r < ¢ + 1, é melhor
ser loner no grupo de cooperadores e desertores, ja que o fator de multiplicacao de
jogo publico r é baixo. Mas se r > o + 1, comeca a crescer o numero de cooperado-
res, porque o incentivo para cooperar aumenta, e sob estas condicoes do jogo se existem
muitos jogadores que sao cooperadores, ¢ melhor tornar-se desertor; se os desertores sao
maioria, ¢ melhor nao participar no jogo porque nao se tem lucro algum e, portanto, é

melhor tornar-se loner; por fim, se os loners sao maioria, ¢ melhor tornar-se cooperador.

A dinamica de jogo de bem publico opcional para esses valores do fator r podem
entao apresentar as conhecidas oscilacoes globais, ou ciclos do tipo pedra-papel-tesoura

5 E interessante que quando temos muitos jogadores que sao loners, formam-se pe-

em sua versao discreta relacionada diretamente com a matriz de ganho do jogo:

aiz: =pi [ (Ap);—p"Ap]
onde A é a matriz de ganhos, que proporciona todos os possiveis resultados entre os confrontos de todos
os pares de estratégias existentes, portanto tem dimensao Ny X Ng, onde Ny é o niimero de estratégias na
populagdo. Aqui p; é a proporgao do tipo i na populacao, f;(p) é o fitness do tipo i, p = (p1, P2, s Pn)s
tal que Y1, p; = 1, é o vetor da distribuicao de tipos na populagao e p(p) = >_1; pifi(p) é o fitness
médio da populagao. Esta equagao de tipo determinista e aplicado a populagoes infinitas, nao considera,
por exemplo, aspectos de mutagao. Nods sabemos que as flutuagoes estatisticas em uma dinamica de
populagao traz aspectos valiosos para uma analise completa de suas propriedades, o que é uma das
propostas deste trabalho.

6A Natureza utiliza as vezes a acdo de trés tipos de participantes para manter a diversidade e o
equilibrio das espécies mas com diferentes estratégias de sobrevivéncia. Existem dois casos principais
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quenos grupos de cooperadores e grandes grupos de desertores, mas a opcao de poder
sair ou abster-se do jogo preserva o equilibrio entre as duas opc¢oes de uma maneira
natural. Desta forma, esta dinamica cria uma situacao em que nenhum estado pode
ter dominancia sobre os outros, mantendo-se assim niveis de cooperagao aceitéveis [17].
Ela ja foi observada na natureza, e em experimentos de jogo de bem piiblico opcional
realizado com seres humanos como, por exemplo, um realizado no ano 2002 com 280
alunos do primeiro semestre de biologia em uma Universidade da Alemanha [62]. Os
alunos foram divididos em 20 grupos de 14 alunos cada. Em cada grupo foram reali-
zados jogos de bem publico opcional com 57 rodadas consecutivas. Nas primeiras sete
rodadas do jogo, aos jogadores sao mostrados resultados falsos na tela para convencer-
lhes que existe um comportamento dominante. Este procedimento foi necesséario para
forcar uma condicao inicial em que a maioria adote um dos 3 estados possiveis: loner
(L), cooperador (C) ou desertor (D). Na oitava rodada, o painel passou a mostrar os

resultados reais e assim o comportamento ciclico pode ser testado(ver figura 1.2) .

da competicao entre as espécies, a competigdo conhecida como hierdrquica (onde apenas uma espécie
é mais apta para sobreviver entre trés tipos de espécies existentes, digamos A, B e C), e a competicao
transitiva ou ciclica, onde as trés espécies A, B e C coexistem. Em uma competigao ciclica as regras sao:
A ganha de B, B de C e C de A. Assim, todas as estratégias tém a mesma chance de ganhar ou perder
na competigdo como no tipico jogo de pedra-papel-tesoura. [56, 48]. Existem estudos com sistemas
compostos da maneira hierarquica onde um predador tem mais de uma presa, e num curto periodo
de tempo o sistema competitivo hierdrquico desaparece e tende a um ciclo nao-hierarquico descrito
pelo jogo de pedra-papel-tesoura [57, 47]. O jogo do pedra-papel-tesoura tem sido extensivamente
estudado nao s6 em biologia, mas também em dinamicas sociais, tais como na dinamica de opinioes
[58] e emergéncia de cooperagao na teoria dos jogos ptiblicos opcionais [54, 59] que é o tema que vamos
explorar nesta tese. Para complementar, mencionamos duas pesquisas no campo bioldgico onde o tipo
de competicao de pedra-papel-tesoura foi observada: a primeira por Barry Sinervo e Curt Lively da
Universidade de Indiana [60]. Neste trabalho foram descritos padrdes de comportamento sexual de um
tipo de lagarto abundante na faixa litoral da Califérnia. E o outro caso foi a pesquisa realizada por
cientistas das Universidades de Yale e Stanford [61, 49, 19], que descobriram que o mesmo cendrio é
responsavel pela preservacao da biodiversidade em populagoes de bactérias. A bactéria em questao foi
a FEscherichia Coli, que é encontrada particularmente em nosso sistema digestivo.
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Figura 1.2: O experimento de Jogo de Bem Piiblico Opcional. No grifico se apresentam as
médias das frequéncias das trés estratégias durante um periodo de dez rodadas apds a sincronizagao
dos 20 grupos. Na figura (a) se comega com dominéancia dos loners (preto), (b) se comega com
dominancia dos cooperadores (vermelho) e (c) se comegd com dominancia dos defectors (azul-claro).
Podemos observar as oscilagoes globais dinamica de pedra-papel-tesoura emergente. Para estas figuras,
os autores utilizarem um fator de multiplicagao do bem publico r=3.6 e lucro fixo de loner ¢ = 1.25
[62].



1.3 Estudo de arte sobre Mobilidade 29

Desta forma a dinamica de pedra-papel-tesoura parte da contribuicao a desercao
e dai a opgao de abster-se de participar no jogo para depois voltar a contribuicao e
continuar com a sequéncia (C-D-L-C,etc). Porém, isso nao é suficiente para estabelecer
a cooperagao, porque a longo prazo as médias dos ganhos dos cooperadores sao as
mesmas que se os participantes se abstivessem de participar no jogo [46, 18]. Quando
0 jogo evolui desse jeito nestes grupos, os jogos de bem publicos ja nao sao mais um
dilema social. Mas além da insercao de uma nova estrategia, existem outros mecanismos
que poderiam ou nao superar o dilema da cooperacao, como é o caso da mobilidade dos

jogadores, onde os agentes tem uma certa probabilidade de se movimentar no meio.

1.3 Estudo de arte sobre Mobilidade

A mobilidade é um fenomeno que esta presente tanto em sociedades humanas como
animais. Estudos mostram a importancia da mesma na determinacao da conservagao
das espécies num cendrio de interagao entre suas componentes de tipo biolégico [63, 64]
ou social [65, 66], outros trabalhos baseados em jogos de coopera¢do como o dilema
de prisioneiro [67, 68, 69] propoem que a mobilidade pode desestabilizar e prejudicar
a cooperacao ou sobrevivéncia das espécies, ou que para valores baixos de mobilidade,
certos mecanismos de blindagem fazem manter a biodiversidade, ou a cooperacao pode
se manter no tempo até chegar ao equilibrio do sistema.

De uma maneira mais geral, o movimento dos agentes pode levar a uma segregacao
de acordo as suas estratégias, e assim, formar aglomerados fortemente ligados que evi-
tem a invasao das outras estratégias, neste caso a invasao de egoistas em grandes grupos
de cooperadores, mantendo assim a cooperagao [70]. Podemos mencionar também a
inclusao de outros parametros de controle no caso de varios tipos de mobilidade depen-
dendo do lucro das estrategias em jogos de bem piiblico opcional [71], ou de inclusao
de outras variantes ao jogo de dilema do prisioneiro espacial [72, 73] com o objetivo de
que a cooperagao prevaleca.

No jogo do ultimato a mobilidade tem sido pouco explorada. Neste tese procura-
mos explorar esse ponto. Nosso modelo explora agentes que adotam quatro diferentes
estratégias na nossa variacao do jogo de ultimato, o dltimato reativo. Essas estratégias
estao associadas a diferentes mudangas de como se atualiza a oferta com respeito aos

vizinhos mais proximos, indo do mais guloso ao mais conservador. A oferta inicial de



1.3 Estudo de arte sobre Mobilidade 30

todos os jogadores tem um valor fixo, mas tende a avariar em cada passo do tempo,
neste caso tanto a variacao da média da oferta total, como da fracao das estratégias no
jogo sao influenciadas pela mobilidade como a ocupacgao na rede, como veremos adiante.
Entao dividiremos essa tese em duas partes.
Na primeira parte, nds estudamos a versao reativa do jogo do ultimato tendo como

meta:

1. Explora-lo em campo médio;

2. Via simulagoes Monte Carlo olhando para o jogo em termo de um automato celular
em redes quadradas bidimensionais. Complementarmente a fim de estudar os
efeitos de alta coordenacao, e os efeitos de desordem sobre o sistema, exploramos

o jogo com um foco especial para as redes de mundo pequeno;

3. Introduzindo uma versao do jogo do ultimato reativo com adicionais efeitos de
selecao Darwiniana, exploramos os efeitos de mobilidade na rede quadrada bidi-

mensional;

Na segunda parte da tese estudamos o jogo de bem ptiblico no que tange aos efei-
tos de mobilidade e mais precisamente como esta mobilidade influencia nas oscilacoes
globais que emergem em regimes de alta ocupacao. Nesta parte apds introduzir os de-
talhes do jogo e mostramos as simulagoes relativas aos fenomenos de sobrevivéncia da
cooperacao e de dominancia ciclica ou pedra-papel-tesoura no jogo de bem publico.

Utilizamos uma terceira e ultima parte para sumarizar e apresentar algumas con-
clusdes do nosso trabalho (Parte III). Aproveitamos também para nesta parte final,
apresentar algumas breves discussoes e outros fenomenos a serem explorados em pes-

quisas futuras que possam dar continuidade ao presente trabalho.



Parte 1

Flutuacoes e Mobilidade no Jogo do
ultimato
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Nesta parte da tese exploraremos os aspectos reativos do jogo do ultimato. No pri-
meiro capitulo, mostraremos nossos resultados de campo médio adequadamente definido
para a versao reativa do jogo do ultimato 7. Antes porém, realizamos um estudo com-
plementar a referéncia [20] com probabilidade de aceitagao fixa, mostrando resultados
analiticos sobre a soma das correlacoes temporais do ganho acumulado. Finalmente,
nesta mesma secao, nos apresentamos o campo médio para o caso onde aceitacao é
realizada com probabilidade varidavel proporcional ao valor da oferta.

No segundo capitulo desta secao, apresentamos como o jogo do ultimato reativo é
implementado como um automato celular. Descrevemos brevemente as redes de mundo
pequeno que utilizaremos para estudar os efeitos de alta coordenacao e efeitos de de-
sordem sobre o jogo do ultimato reativo. Finalizando este capitulo, mostraremos como
a mobilidade serd incorporada neste modelo, ilustrando o que entendemos pela difusao
dos jogadores na rede particularmente para essa versao do jogo do ultimato estudado.

Ja no Capitulo 4 apresentamos os resultados do jogo do ultimato tanto na versao de
campo médio quanto simulado como um automato celular na rede quadrada e de mundo
pequeno. No ultimo capitulo da parte I (Cap. 5), mostramos as mudangas introduzidas
no jogo do ultimato reativo e entao apresentamos os resultados para a mobilidade no

jogo do ultimato.

"Nao encontramos nenhum nome melhor do que campo médio para o que vamos fazer no préximo
capitulo.



Capitulo 2

Aproximacao de campo médio no
jogo do ultimato reativo

Em [20] os autores (incluindo particularmente o orientador deste trabalho), propdem
o que entendemos ser como a versao mais simples possivel (talvez a tinica) de um modelo
Pavloviano para o jogo do ultimato. Neste modelo, um jogador (proponente) realiza
uma proposta O, € [0, 1] no tempo t que é aceita com uma probabilidade fixa p pelo
respondedor /aceitador. Quando rejeitada, ela faz com que o proponente mude suas
expectativas de ganho e aumente a proposta de uma quantidade € que é parametro do
problema.

Por outro lado, quando aceita faz com que o proponente decresga a oferta numa
quantidade, exatamente como ocorre com moedinhas de chocolate das criancas no ex-
perimento reportado no Youtube [74].

Primeiro vamos revisitar este problema para descrever as possiveis correlacoes, o que
nao foi discutido no artigo [20]. Para p fixo os efeitos de rede nao sdo importantes, assim
campo médio é a unica andlise interessante, o que sera feito na proxima se¢ao. Logo
apds, na se¢ao seguinte mostraremos os resultados para o jogo onde a probabilidade
de aceitacao é exatamente igual a proposta. Isso conduz a uma situagao interessante
de oferta estaciondria justa: O, = 1/2, independente da oferta inicial arbitraria

considerada.
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2.1 Nao estacionariedade da oferta e estudo das cor-
relacoes do ganho acumulado no caso de aceitacao
com probabilidade fixa

Considere o caso onde o respondedor, sempre aceita a oferta com uma probabilidade
fixa p € [0, 1] [20], e naturalmente a rejeicao da oferta ocorre com probabilidade 1 — p.
Vamos imaginar que o jogo ocorra iteradamente, rodada apds rodada entre o mesmo
par de jogadores. E também sabemos que quando rejeitada, a oferta é corrigida pela
adicao de ¢ e na aceitagao decrementada pela mesma quantidade.

Para este simples jogo iterado de memoria igual a 1 (os jogadores mudam de acordo
com sua ultima rodada), dado €, p o valor esperado do ganho na i-ésima rodada, supondo

que ele parta da oferta inicial Oy, é dada pela equacao
(Oi) = Op +ie(1 - 2p), (2.1)

onde ¢ =0,1,2,...,t,... uma vez que em cada rodada a oferta média é modificada em
média por ((AO),) = (1 —p)e —pe = (1 — 2p). Assim na i-ésima rodada, o valor
esperado do ganho do respondedor, recompensa (tradugado para o termo em inglés:
payoff) é:

(9:) = p(0:) = pOo + ipe(1 — 2p). (2.2)

Neste problema, em particular, torna-se mais interessante calcular a média do ganho
acumulado apds t iteragoes, que para o respondedor fica:

t

(G (1) =D {g:) =pOo(t+1) +

=0

ML) op)e (2.3)

E importante observar que neste caso ha um valor de p dado ¢ que maximiza o ganho

acumulado do respondedor (G,) (t), e este valor é dado por:

1 2y0
f = 1].
P 4{1&Ay+}

Analogamente, o ganho acumulado médio do proponente no instante ¢ pode ser calcu-

lado de forma similar de acordo com a férmula !:

!'Neste trabalho frequentemente vamos em algumas vezes reportar (principalmente no caso da apro-
ximagao de campo médio) ao ganho do respondedor. E importante salientar que toda a andlise feita
para o respondedor pode ser feita para o proponente, por isso algumas vezes vamos nos concentrar em
grandezas relacionadas apenas ao respondedor.
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tt+1)

(Gp) (1) =p(1 = Og)(t + 1) — p(1 —2p)e.

Aqui agora gostariamos de reportar um resultado obtido em [20] com respeito ao
calculo da variancia do ganho acumulado, que nao é uma tarefa simples. Na verdade,
obteve-se uma férmula analitica, se é que podemos chamar assim, que é suportada por
computador, isto é nao é um resultado rigorosamente analitico. A coisa funciona assim:
suponha que a variancia ¢ um polinomio de grau 4 de p e que obviamente tem duas
raizes triviais: p = 0 e p = 1, assim se supomos que var(G,) = ap(p—1)(p—p1)(p—p2),
temos que a, p; e ps sao constantes a serem determinadas.

O que se fez foi um programa que para um nimero arbitrario de rondas t ele obtinha
a variancia considerando muitas repetigoes (séries temporais) para o ganho acumulado
para 3 valores diferentes de p : p = 1/2, p = 1/4 and p = 3/4. Neste caso, para cada
t obtinha-se a solucao do sistema linear determinando a, p; and py e constatando que
eles eram o mesmo para todos os valores de t testados.

Desta forma, chegou-se a uma férmula analitica semi-empirica [20] para o ganho do

respondedor:

var(G,)(t) = (t+ 1)p(1 — p)Os + 4t(t + 1)p(p — 1) <p — i) Ope (2.4)

+[2t(t 4+ 1)(2t — D)p*(1 — p) — 2t(t* — 1)p*(1 — p)

RUGRVCARV RS

e de maneira similar obteve-se a variancia do ganho acumulado do proponente:

var(Gy) = (1 + Dp(1 — p)(1 — Oo)? — 4t(t + )p(p — 1) ( - 1) (1= Oo)e

4
+[2t(t + 1) (2t — D)pP(1 — p) — 2t(t* — 1)p*(1 — p)

N tt+1)(2t g 1)p(1 — p)]€2

estas férmulas concordaram exatamente com as simulagoes Monte Carlo que foram
realizadas nesta pesquisa.
Neste trabalho, primeiramente dando continuidade a esses resultados, comegamos

a nos perguntar onde esta a dificuldade de obter analiticamente a variancia do ganho
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acumulado. Claro ela reside no fato que nao conseguimos controlar as correlagoes do
problema. Sendo assim, resolvemos investigar as correlagoes envolvidas neste caso.

A variancia do ganho (vamos nos concentrar apenas no caso do respondedor e sa-
bendo que a dificuldade é anédloga para o caso do proponente) pode ser escrita da

seguinte forma:

var(Gy)(t) = Su_o(92) = (90)” + Sv—o Xpr—o ({grger) — (gv) (g} )
= Zi':1 var(gy) + Zi’:l Z:”:l corr(gy, gu)

Vamos pensar entdao na primeira parte da soma. Podemos escrever que: (g2) =
p(0O2). Mas como computar (O2)? Uma vez que (Op?) = (1 — p){(Op_1 +¢)*) +
p{(Op_1 — 5)2>, n6s temos (Op?) =2 + (07 _,) + 2¢(1 — 2p) (Op_1).

Podemos facilmente concluir que iterando esta equacao chegamos em:
(O) = OF + 2(1 — 2p)Ogte + (t(t — 1)(1 — 2p)* + 1)
Entéo, (¢2) = p[O2 + 2(1 — 2p)Ogte + (t(t — 1)(1 — 2p)? + t)€?)] e naturalmente (g;)* =
p? [O% +2(1 — 2p)Ogte + (1 — 2p)?t2e?].
Abrindo so termos temos que:

(g2) — (g)* = p(1—p)O3+2p(1 —p)(1 —2p)Ogte
(2.5)

+p(t(t — 1)(1 = 2p)* +t) — p*(1 — 2p)*t*]€?

E realizando a soma obtemos:

va’r Z <9t/ gt’

1
= (2p2(1 —pitt+1)+ 6p(l —p)(1—2p)%t (2t + 1) (¢t + 1)) e+
+p(1 = p)(1 = 2p)Opt(t + 1)e + p(1 — p)OR(t + 1) (2.6)
Esta formula agora pode ser usada para estimar a magnitude das correlagoes uma
vez que na equagao 2.4 temos uma forma exata (empiricamente obtida) para a variancia.

Subtraindo as formulas podemos medir a magnitude das correlagoes definida pela somas

de todas as correlacoes entre os ganhos locais até o instante t.

= Z Z corr(ge, gr) (2.7)

t'=0t"=0
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Apo6s alguma algebra obtemos:

d(t) = 2t(t+1)p*(p—1)Ope + (2.8)
843 84 1033 103 2 243 2 2 2
S+ SpM 4 o — gt — SpA 4 Spt
( L U T T LT

Entao nés podemos estudar esta funcao em detalhes uma vez que a oferta O; nao
toca os limites (0 or 1), hd um limite inferior para o nimero de iteragoes necessérias

para que o sistema atinja tais limites:

te = min ([Op/e], [(1 = Oo)/c])

2.2 Estacionariedade da oferta e estudo das cor-
relacoes quando a aceitacao depende da oferta

Em situacoes mais realisticas, a aceitacao depende da oferta. Entao, uma escolha
natural é colocar a probabilidade de aceitacao dependente da oferta, uma vez que muitos
jogadores tendem a rejeitar propostas infames com maior probabilidade. Entao uma
escolha natural é colocar a probabilidade de aceitacao exatamente como valor da oferta
ja que esse valor varia de 0 a 1. Neste caso considerar uma aproximacao de campo
médio onde mudamos O; por (O;), nos proporciona obter uma relagdo de recorréncia

para a oferta e podemos escrevé-la como:
(Ort1) = (O1) = (Op) e+ (1 = (Op))e

= (1—-2¢)(Oy) + ¢
Iterando esta equacao obtemos que:
(Or) = (1—26)!00 +e>i1(1—2¢)"
(2.9)
= (Og—1/2)(1 —2¢)"+1/2
e naturalmente vemos que no estado estacionario lim;_,, (O;) = 1/2.
Uma vez que (1 —2¢)! =1 — 2et + O(€?) para valores, digamos, intermediérios de ¢,
onde € é um numero pequeno, podemos ser mais preciosistas e escrever que assintoti-

camente: (Oo—1/2) (1 —2et) +1/2 £ 0
(0) ~ (210)
1/2 t — oo
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Entao uma aproximacao para o ganho médio do respondedor no instante ¢ é

(ge) = (Op)? = (0g — 1/2)* (1 — 26)* + 1/4+ (Op — 1/2) (1 — 2¢)".
Isto assintoticamente nos conduz a:
O2 + (2 — 40,)eOqt t—0
(ge) ~
(00 —1/2° +(0g —1/2) +1/4 t— 0
Assim em nossa aproximacao, nesta versao Pavloviana de jogo as ofertas devem
convergir para uma proposta dita justa para o ultimato. Este resultado embora simples,
merece um bocado de discussao na literatura e distor¢oes deste comportamento devem
ser melhor entendidos, principalmente porque conseguimos mostrar tal comportamento
para a versao Pavloviana que propomos aqui para o jogo do Ultimato.
Agora podemos seguir para completar nossa andlise determinando férmulas para
grandezas mais complexas. Comecemos pelo ganho acumulado no instante ¢ na apro-
ximagao de campo médio. Diante das férmulas anteriores sob a mesma aproximagao

tempos que:

(Go(t) = g (On)

_ 1\2 (2e—1)**2_1 1\ 1-(1=29)"1 | 441
= (Oo—3) g T (O0—3) =% —+*F

(2.11)

Novamente, temos dois regimes: para t — 0, assintoticamente temos:

@) ~ (o-1) LY

_ <§+1i6(00—%)2> (1+1)

For t — oo, (G.(t)) ~ (0o — %)2 m + 5 (00— 3) + 2 o que determina um

t+1
4

+(t+1)+

crossover entre dois comportamentos lineares.
Se extrairmos as correlagoes, a variancia do ganho acumulado: var(G,)(t) = var(G,)(t)—
ST (guger) — aw) (Ow) ) = 2478 (63— {gv)” pode neste caso ser obtida ana-

liticamente. Primeiro lembramos da equacao (g;) ~ (Oy)? e entéo considerando que:

(02) = (1 = (04-1)) ((Or—1 +€)*) + (O4-1) {(O4—1 — €)*)

apos alguma algebra obter a seguente relacao de recorréncia:
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(O2) = >+ (OL) +2e (O4—1) — 42 (0, 41)?
se substituirmos 2.9 na equacao de acima obtemos:
(O2) = (0y12) 42422 [(0g — 1/2) (1 = 26)" ™" +1/2] — 4e [(1 — 2¢) " 4+ 1/2]"

= O+ — (0 —1/2) [1 = (1—2¢)7] = L2221 — (1 - 26)]

(2.12)

Seguindo exatamente o que consideramos explicitamente, podemos aproximar:
(gi) =~ (Ov)(0F)
2 4
(gv)" =~ (Ov)
Desta forma temos que para variancia local:

(Oy — 1/2)? 1
(1—¢) T

parat — 00, o que conduz a um comportamento linear no tempo diferentemente do que

var(g;) = <gt2,> — <gt/>2 ~ %(002 + %t —(0g —1/2) — (2.13)

acontece quando a probabilidade de aceitagao é fixa. Neste caso devemos nos lembrar
que var(g;) tem um termo lider quadrético em funcao de t.

Através das equacoes previamente calculadas podemos computar numéricamente,
mas de forma exata a variancia do ganho desconsiderando as correlacoes que de acordo
com nossas aproximagoes sao dadas por:

t

var(G) = Y (Oy) ((OF) — (On)?) (2.14)

t'=0

com (Oy) e (O2) dada pelas expressoes 2.9 e 2.12 respectivamente, e assim naturalmente
podemos computar ®(¢) como realizado para o caso onde p é fixo (ver equagao 2.8) para
este particular caso onde a aceitacao depende da oferta, mas para isto devemos computar
var(G,) que s6 pode ser feito numericamente pelo método Monte Carlo, diferentemente
do caso onde a aceitagao ocorre com probabilidade fixa p onde se usou um método semi-
empirico para obter var(G,) analiticamente. Uma vez que podemos computar var(G)
através de 2.14, subtraimos do resultado obtido por Monte Carlo para entao computar
O(t).

Uma vez estudado a aproximacao de campo médio do modelo reativo, estamos

prontos para definir o jogo na rede e também mostrar como analisaremos o efeito da
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mobilidade dos jogadores nessas rede dado sua ocupagao e probabilidades de transicao
para sitios vizinhos que é um dos nossos objetivos principais neste trabalho.
Nossa escolha é fazer o jogo com atualizagdo sincrona (como um automata celular

probabilistico). Esse é o assunto do préximo capitulo.



Capitulo 3

Jogo do ultimato reativo na rede:
automata celular, redes de mundo
pequeno e mobilidade

Antes de falar sobre como implementar o jogo do ultimato reativo na rede, é in-
teressante discutir alguns detalhes sobre um tipo especial de topologia a ser utilizada
pra analisar os efeitos de coordenacao e desordem sobre o jogo, que sao as conheci-
das redes de mundo pequeno que foi onde nosso trabalho foi concentrado. Para isso,
apresentaremos um breve resumo sobre o estado da arte atual em redes complexas. A
escolha das redes de mundo pequeno para este trabalho é que elas podem mapear desde
redes regulares até redes totalmente desordenadas . Na sequéncia, mostramos como
podemos implementar computacionalmente o jogo do ultimato reativo na rede com um
conjunto de prescrigoes que definem diferentes tipos de jogadores neste jogo.

Finalmente, na ultima parte deste capitulo mostramos como introduzir a mobilidade
no jogo do tltimato em redes quadradas bidimensionais uma vez que a mobilidade em
particular é estudada apenas neste tipo de rede por razoes de simplicidade e anélise dos

resultados 2.

ICabe salientar que nio apresentamos o contetido sobre redes livres de escala pois nossos resultados
a esse respeito, considerando o jogo do ultimato reativo nestas redes nao estao totalmente claros e
merecem um melhor polimento.

2Nesta tese mobilidade foi estudada em todos os modelos de jogos apenas em redes quadradas
bidimensionais. Outras redes podem e devem ser exploradas por nés ou mesmo outros autores futura-
mente, mas deve-se lembrar que os efeitos de mobilidade sdo mais dificeis de medir e ou discernir em
redes de mundo pequeno com desordem ou nas redes livres de escala de Barabasi-Albert.

41
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3.1 Redes Complexas

O estudo das inter-relacoes sobre elementos interativos tem revelado a existéncia
de redes subjacentes de conexoes em muitos sistemas [75]. Alguns anos atras foi des-
coberto que sistemas diversos como a Internet, redes de telecomunicacao, grupos so-
ciais dinamicos, corporacoes economicas, fluxos metabdlicos nas células, neurénios no
cérebro, e muitas outras, apresentam as vezes caracteristicas comuns e algumas com-
partilham de propriedades similares de auto-organizacao. A estrutura topoldgica das
redes de interagao podem ser consideradas como um ingrediente essencial dos sistemas

complexos.

Uma rede é um conjunto de elementos, chamados de vértices ou nés com ligagoes
ou conexoes entre eles denominadas links. O aparecimento da teoria das redes como
estrutura matemética é um territério da Teoria dos Grafos [76]. A teoria dos Grafos
comegou com o trabalho de Leonhard Euler para resolver o problema das sete pontes de
Koénisberg, cidade localizada na Prissia do seculo XVIII (atual Kaliningrado, Russia).
Apoés Euler esta teoria desenvolveu-se bastante com contribuicoes feitas por expoentes
da Matemadtica, como Cauchy, Hamilton, Cayley, Kirchoff e Polya [77] e nas pesquisas
pioneiras em redes aleatérias na metade do seculo XX por Erdos e Renyi [78], mais
recentemente a investigacao das redes complexas desde o ponto de vista da Fisica chegou
a ser foco de atencao nestos ultimos anos.

A introdugao dos modelos por Watts-Strogatz [5] e na amplitude das redes livres de
escala construidas pelo método de “preferential attachment” criadas por A. Barabasi
e R. Albert [6], para explicar e estudar as caracteristicas bésicas observadas nas redes
reais tais como redes WWW, de contagio sexual, etc, levou a uma revolucao no campo
dos Sistemas Complexos com um crescente nimero de pesquisas neste campo até hoje.
Na atualidade, os fisicos estao interessados na formacao, estrutura e evolugao das redes
complexas, como também nos efeitos da topologia de rede sobre problemas de interacao
social tais como a dinamica de opiniao, cooperagao, difusao cultural ou competicao de

linguagem [1].
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3.1.1 Redes de Mundo pequeno

As redes de pequeno mundo que usamos no nosso modelo foram identificadas como

uma classe de grafos aleatérios por Watts e Strogatz [5].

Regular Small-world Random

Increasing randomness

Figura 3.1: O modelo de pequeno mundo ou de Watts-Strogatz. O procedimento de Watts-
Strogatz de religagao aleatéria, que interpola entre um anel de rede regular e uma rede aleatdria
mantendo o nimero de vértices e links constante. Aqui, N = 20, inicialmente com quatro vizinhos
mais proximos. Para p = 0, o anel original permanece inalterado, e conforme p aumenta o anel torna-se

cada vez mais desordenado, até para p = 1, onde uma rede aleatodria é recuperada. Figura obtida por

[5]-

Para construir uma rede de pequeno mundo se comeca com uma rede regular de N
vértices, e cada vértice estd conectado aos k vizinhos mais proximos em cada direcao,
onde N >> k. No passo seguinte, cada link ou aresta ¢ aleatoriamente religada com
a probabilidade p 3. Se p = 0 se tem uma rede regular com um ntmero elevado de
lacos mas com grandes distancias, mas quando p — 1, a rede ¢é aleatéria com curtas
distancias mas poucos lacos entre os elementos da rede. Assim, mudando o parametro
p, se observa uma transicao entre a rede regular e uma rede aleatoria mostradas na
Figura 3.1. Portanto, existe uma regiao consideravel entre estes dois extremos, uma
regiao chamada small-world. O small-world esta a meio caminho entre a rede ordenada

e a rede completamente aleatéria para os quais o modelo tem as duas caracteristicas:

3K importante comentar que aqui também usamos p para probabilidade de religacao assim como
usamos no capitulo anterior a mesma letra para probabilidade de aceitacdo de uma oferta. Cabe
salientar também que p serd utilizada como probabilidade de locomogao quando definirmos mobilidade.
Isso serd modificado em uma versao futura, contudo agora envolveria gerar problemas com os intimeros
graficos do trabalho.
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comprimentos caracteristicos (menor caminho ligando dois vértices no grafo) curtos e
um alto coeficiente de clustering ou agrupamento, isto ¢, a maioria dos vértices nao
sao ilhados ou ainda a maioria dos pares de vértices em geral existem caminhos que os

ligam, para valores de p intermedidrios (ver Figura 3.2 retirada da ref. [5]).

Clustering ]

4 'Path lengths

el L(p) / L(O)

0.0001 0.001 0.01 0.1 1
p

The “Small-World™ regime:
paths short, clustering high

Figura 3.2: O comprimento caracteristico [(p), e o coeficiente de agrupamento C'(p) para
o modelo de Watts-Strogatz. Os dados sdo normalizados pelos valores de [(0) e C(0) para uma
rede regular. Foram realizadas médias sobre mais de 20 realizacoes aleatdrias do processo de religacao;
N = 1000, e um grau médio de k = 10. Figura obtida por [5].

3.2 Implementando o jogo do ultimato reativo como
um automato celular na rede incluindo diluicao
e mobilidade

Vamos considerar agora os detalhes do jogo do ultimato em uma rede complexa
indexando cada individuo por ¢ = 1, ..., N. Nesta rede cada agente interage com todos
seus vizinhos como proponente. Naturalmente se todos os jogadores nos sitios serao
proponentes para todos os agentes vizinhos, e considerando os sitios ocupados da rede
sao lidos todos em sequéncia, esses mesmos proponentes serao aceitadores de todos os
seus vizinhos implicando que todos os jogadores, participam a mesma quantidade de

vezes como proponentes e como aceitadores caso a rede esteja totalmente preenchida.
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Quando ocorre a aceitacao da proposta na interacao de dois vizinhos, o proponente
nao atualiza de imediato o seu valor de proposta. Apenas quando todos os jogadores
sao lidos, essas atualizacoes sao entao realizadas de forma simultanea, como se elas
acontecessem ao mesmo tempo concluindo o que é uma unidade de tempo da simulagao.

Assim no instante ¢ = 0, é atribuido o valor da oferta inicial Oy aos jogadores/agentes
(pode ou nao serem diferentes) em qualquer das redes previamente discutidas. O jogo

entao segue de acordo com seguinte algoritmo:

1. No instante ¢ arbitrario, lé-se o elemento ¢ = 1,..., N da rede. Este elemento
propora para seus j = 1, ..., k; vizinhos. Cada vizinho j, aceitara ou nao a proposta
com probabilidade p,(t) = Ogi), onde Ogi) é o valor da oferta do proponente no

instante, instante .

2. Conta-se o nimero de jogadores que aceitaram a proposta do proponente, chama-
mos isso de n,(7). A partir disso o algoritmo pode usar 4 diferentes prescri¢oes

(politicas) diferentes para atualizar suas ofertas:

Prescrigao I Se n,(i) > k;/2 entdo o valor de oferta do proponente passa a ser Oﬁgl =
Ot(i) — ¢. Caso contrario Ot@l = Ot(i) + ¢;
Prescrigao II Se n,(i) > 1 entao o valor de oferta do proponente passa a ser Og_?l = O,gi) —€.
Caso contrario Ogi)l = Ot(i) + ¢;
Prescrigao 111 Se n, (i) = k; entao o valor de oferta do proponente passa a ser O,gi)l = O,Ei) —€.
Caso contrario Ogl = Oﬁi) + ¢;
Prescri¢ao IV Se n,(i) > k;/2 entao o valor de oferta do proponente passa a ser Ogi)l =

Oéi) — e. Caso contrario Og_?l = Of) + ¢;

3. Repete-se o procedimento para todos os sitios e s6 entao faz-se as atualizacoes das

ofertas prescritas pelo passo 2 para todos os jogadores da rede simultaneamente.

Este é basicamente o algoritmo que utilizamos para realizar as simulacoes sem a
mobilidade dos jogadores e também para comparar com resultados de campo médio o
que ser4 feito no préximo capitulo. No caso de reticulados (redes regulares retangulares)
diluidos (com sitios vazios), podemos considerar os jogadores se movendo na rede para

sitios mais préximos vazios. Particularmente para o dilema do prisioneiro, os autores em
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— Algoritmo Mobilidade para rede retangular —

1 Para todo sitio (i, 1,) sorteado: i, =1,.... L, ei, =1,..., L,

2 quando habitado por um jogador faca:

3 Se (rand 1 < p) entao

4 */ Entao se o jogador decidiu que vai se movimentar,

5 isso depende pra onde: /*

6 Se (rand 2 < 1/2) entao

7 */ Entao caso se movimente serd na diregao x/*
8 mov, = int[2 - rand 3]

9 */ Para direita ou esquerda,

10 i =, + (2 movy — 1)

11 i) — i,

12 Senao

13 */ Entao caso se movimente serd na diregao y
14 mov, = int[2 - rand 4]

15 */ Para cima ou para baixo,

16 i) =,

17 i) = iy + (2 - mov, — 1)

18 FimdoSe

19 Se (o sitio (i, i{"")) est4 vazio) entdo
20 Jogador move-se de (i, i,) para (i) ey
21 FimdoSe

22 FimdoSe

Tabela 3.1: Algoritmo para mobilidade dos jogadores a ser utilizado neste trabalho. So
sorteados L? stios para esse algoritmo que podem ou no estarem vazios

[68] consideraram um particular tipo de mobilidade onde uma vez que o jogador decide
se deslocar para o sitio mais préximo, o que ocorre com uma determinada probabilidade
p. Ele se move para 14 apenas se o sitio, obviamente, esta vazio. Isto é diferente de
primeiramente escolher previamente um sitio vazio e depois entao se mover pra la ou
nao de acordo com a probabilidade estabelecida. Isso pode gerar uma longa discussao
entre o que seria um agente reativo ou preditivo e nao é o cerne desta tese.

Nos simplesmente aqui utilizamos essa mesma maneira de implementar a mobilidade
que a utilizada em [68], que inclusive ja foi utilizada para estudar propagagao epidémica
na rede (veja por exemplo artigo recente do orientador deste trabalho [65]).

Para sanar dividas de como a mobilidade é implementada neste trabalho, resumimos

via um algoritmo como ela é realizada *:

4Embora nao esteja explicito no algoritmo abaixo, condicdes periédicas de contorno foram utilizadas
no nosso trabalho.
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Neste algoritmo, ranl, ran2, e ran3 e rand sao nimeros aleatérios definidos para
diferentes sementes. E importante observar que L, e L, sao as dimensoes da rede retan-
gular utilizada que neste trabalho sao sempre feitas iguais (rede quadrada). No préximo
capitulo vamos apresentar os resultados de campo médio, ultimato na rede utilizando o
algoritmo que descrevemos acima mas ainda sem mobilidade. Vamos estudar a mobili-
dade no ultimato no capitulo seguinte 5 onde mostraremos que a introducao de selecao
(cépia Darwiniana) deve necessariamente ser introduzida no algoritmo acima para se

observar efeitos de mobilidade.



Capitulo 4

Resultados para o jogo do ultimato
reativo em campo médio, na rede
regular e na rede de pequeno mundo

Nesta capitulo exploramos os principais resultados para o jogo do ultimato sem efeito
de mobilidade dos jogadores via campo médio e simulagoes Monte Carlo via autémato

celular.

4.1 Resultados na aproximacao de campo médio

Primeiramente comecamos por checar as equacoes obtidas no capitulo 2. Vamos
comecar explorando alguns resultados relativos a aceitagao com probabilidade fixa p.
Primeiro vamos nos ater as correlagoes do ganho acumulado. Olhando para a férmula
2.4, que descreve a variancia acumulada do respondedor e que nao possui uma de-
monstragao (na referéncia [20] ela foi obtida de uma forma numérica exata com fit
polinomial e posteriormente testada) nés podemos analisar as correlagoes de forma a

explorar melhor esse resultado.
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Figura 4.1: Variancia local do ganho do respondedor para p = 1/2 com Oy = 1/4, para
diferentes valores de ¢.Vemos diferentes estdgios de crescimento da variancia local em funcao do

tempo.

O fato de nao existir um resultado exato nos remete a pensar o que seria a variancia
do ganho acumulado no caso descorrelacionado. Ela seria a soma das variancias dos
ganhos locais de um jogador. A variancia do ganho local foi por nds calculada e é
dada pela expressao 2.5. Apenas como teste, nés expressamos o comportamento desta
variancia como func¢ao do tempo para diferentes valores de &, com p =1/2 ¢ Oy = 1/4.
Veja que os resultados estabelecem diferentes estagios de crescimento para a variancia
local do ganho, uma vez que estabelecem como as ofertas sao alteradas na dinamica
Pavloviana, conforme observamos na Figura 4.1. A soma destas variancias locais esta-
belece uma variancia do ganho acumulado que desprezaria as correlagoes. Assim se a
férmula 2.4 é a férmula que corresponde a variancia do ganho acumulado considerando
as correlagoes, se subtrairmos var(G,)(t) analiticamente obtida em 2.6, que corresponde
a soma das variancias dos ganhos locais, teremos a soma das correlagoes dos ganhos
locais até o instante ¢, que corresponde ao resultado também analiticamente obtido (ver

Eq. 2.8).
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Figura 4.2: Médulo de ®(t) dado pela Equacao 2.8 para diferentes valores de Oj, com
p =1/2.. E muito peculiar observar que ®(t) se anula para diferentes instantes de tempo que sado
maiores conforme o valor da oferta inicial. Apds este instante o médulo da soma das correlagoes torna

a crescer novamente.
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A figura dada pela Equagao 2.8 (fig. 4.2), mostra as diferentes evolugoes temporais
de ®(t) (em médulo) para diferentes valores de Oy, com p = 1/2. E muito peculiar ob-
servar que ®(t) se anula para diferentes instantes de tempo que sdo maiores conforme
o valor da oferta inicial. Apds este instante o médulo da soma das correlagoes volta
novamente a crescer. As linhas correspondem a férmula analitica, j& os pontos corres-
pondem a simulagoes Monte Carlo que fizemos para corroborar as féormulas analiticas
obtidas. Esse Monte Carlo é algo simples: apenas simulamos as jogadas entre dois
jogadores e repetimos o experimento 10° vezes, isto é 10° séries temporais diferentes
sao utilizadas, por isso nao apresentamos detalhes adicionais sobre isso neste texto.
E importante salientar que ainda estamos explorando o significado do anulamento de
®(t) e isso ainda merece uma melhor exploragdo. Para o momento deixamos apenas o
resultado para ser apreciado.

Uma vez explorado os resultados com p fixo, vamos agora considerar os resultados
com aceitacao dependente da oferta. Primeiro ponto importante é observar se para
Op = 0.5 o resultado neste regime equivale a p = 0.5.

Na figura 4.3(a) realizamos um grafico de (G,) (t) dado pela equagao 2.3 para varios
valores de p. Vemos que o resultado com aceitacao dependente da oferta (2.11) corres-
ponde a p = 0.5. Na figura 4.3(b) realizamos um gréfico similar para a variancia do
ganho local (veja equagao para p fixo: 2.5 e para aceitagao dependente da oferta 2.13).
Novamente para p = 0.5 ha um concordancia com o caso dependente da oferta.

Apenas nao se engane com o grafico para p = 0.5 que parece ser constante no
tempo, ela estd levemente inclinada (cresce com coeficiente angular €?). No caso de-
pendente da oferta, nés olhamos a variancia local para diferentes ofertas iniciais. Neste
caso novamente utilizamos simulacoes para checar se as expressoes analiticas que sao

corroboradas.
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Figura 4.3: Ganho acumulado pra p fixo Na fig.4.3(a) : O ganho acumulado para diferentes
valores de p (pontos) com Oy = 1/2. A curva continua em vermelho constitui o caso em que a
probabilidade de aceitacao é a prépria oferta. Observe que ela equivale ao caso p = 1/2. Fig. 4.3(b) :
Os mesmos resultados para a variancia local.
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Figura 4.4: Variancia local no caso onde a aceitacao depende da oferta como fungao do
tempo. Os pontos sdo resultados analiticos enquanto as linhas s@o provenientes de simulagoes Monte
Carlo.

Podemos observar no gréafico 4.4 que os valores da variancia local convergem para o
mesmo valor var(g) = 0.06, independente do valor inicial da oferta. Observe particular-
mente o valor para oferta Oy = 0.95. Neste caso a variancia local tem um méximo antes
de convergir para este valor. Obviamente isso acontece porque a oferta média converge
para o mesmo valor independente da oferta inicial Oy, isto é (O;) — O = 1/2 (ver
2.10).

Finalmente, terminando a andlise de campo médio analisamos a correlagao no caso
da aceitacdo dependente da oferta. Na figura 4.5 (superior) mostramos o caso da
variancia do ganho acumulado total no instante ¢. Salientamos que os pontos cheios
correspondem a variancia var(G,) que sé pode ser obtida via simulagdes Monte Carlo
enquanto que os pontos vazios correspondem ao resultado de Monte Carlo para m
que é obtido analiticamente através das equacoes 2.14, 2.12, e 2.9 que é mostrada na
mesma figura pelas linhas continuas que concordam muito bem com o Monte Carlo. Na

mesma figura (superior) apresentamos o grafico de ®(t) para este caso onde a aceitagao
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Figura 4.5: Correlagao dependente da oferta. Fig. 4.5(a) : Variancia (pontos cheios) e
a versao descorrelacionada da varidncia (pontos vazios) no caso dependente da oferta via simulagoes
Monte Carlo. As curvas correspondem aos resultados analiticos obtidos com nossa aproximagao de

campo médio respectivos aos gréaficos de @ (fig. 4.5(b)) do caso (a).
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depende da oferta e podemos observar que ela converge para um valor estacionario
diferentemente do que acontece com o caso de p fixo (Figure 4.2), onde hé um instante
t*, onde ®(t*) = 0, mostrando que além da oferta e da variancia local a soma das
correlagoes deve se estabilizar.

Concluindo parcialmente, podemos observar que a dependéncia da oferta na aceitacao
reproduz os resultados onde o comportamento ”justo” deve emergir contrariando o com-
portamento racional de aceitar qualquer coisa mesmo que pequena. Agora queremos
saber que tipo de distorcao tais resultados, na abordagem onde aceitacao dependentes
da oferta pode ter, quando jogamos em diferentes topologias e quais os efeitos reais do

tamanho da vizinhanca.

4.2 Resultados das Prescricoes Pavlovianas para o
jogo do ultimato na rede

A seguir apresentamos os resultados obtidos em simula¢oes numéricas para nosso
modelo de jogo de ultimato em diferentes topologias: rede regular bidimensional (qua-
drada), redes desordenadas (small worlds) construidas a partir de um uma rede qua-
drada e também a partir de um anel e para rede regular aleatéria ou rede de Erdos-
Rényi. Para tanto, utilizamos a atualizacao sincrona sequencial dos vértices da rede

conforme descrito na segao 3.2 do capitulo 3.

4.2.1 Rede Regular Quadrada Bidimensional

Realizamos simulagoes com N = 100 x 100 jogadores onde as flutuacoes ja nao sao
perceptiveis. Nesta rede, entao, como ja foi mostrado na se¢ao 3.2 o jogador propoe
para quatro vizinhos e depois claro sera aceitador de quatro vizinhos na rede regular
quadrada.

Nosso primeiro objetivo nesta parte é encontrar o valor da proposta O; como funcao
do tempo para diferentes ofertas iniciais e comparar com o resultado de campo médio
previamente desenvolvido neste texto. Vamos nos fixar inicialmente prescricao I. Na
Figura 4.6 (a) apresenta a oferta média para o caso da rede quadrada. Na figura (b)
ilustramos o caso do campo médio para fins de comparacao. Vemos que a oferta converge
para um valor superior ao do campo médio, mais precisamente para o valor Oy, ~ 0.614.

Possiveis suspeitas de que outra prescricao trouxesse o resultado de campo médio sao
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Figura 4.6: Oferta na rede Quadrada. Fig. 4.6(a) : Valor médio da oferta para simulagoes na

rede quadrada . Fig 4.6(b): Valor médio da oferta no caso do campo médio.
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quebradas como pode ser observado na Figura 4.7. Como podemos perceber nenhum
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Figura 4.7: Valor médio para diferentes prescricoes do jogo do ultimato Pavloviano na
rede quadrada , Oy = 1/2.

caso vai para Oy = 0.5. Agora deixe-nos fazer um experimento muito simples, na rede
quadrada ao invés de jogar com apenas 4 jogadores, o jogador (proponente) propoe para
k outros jogadores, dispostos na rede quadrada contudo escolhidos aleatoriamente. O
resultado é interessante, mesmo na prescricao I, o que temos é que conforme k& aumenta
O+ se aproxima sistematicamente de 0.5 conforme pode ser observado na Figura 4.8.
Assim resgatamos o valor de campo médio na rede quadrada. Tomando por exemplo
uma vizinhanca fixa, aparentemente o mesmo processo tende a ocorrer. Para k = 16
vizinhos mais préximos (nao aleatérios) obtemos O, = 0.524 que é praticamente o
comportamento justo.

Estudaremos outras topologias na proxima subsecao. Antes porém, gostariamos de
explorar melhor alguns aspectos do jogo do ultimato na rede quadrada com respeito
a comparacao entre as diferentes prescricoes Pavlovianas previamente definidas. Uma

pergunta que se faz, por exemplo, é como se da a distribui¢ao dos ganhos dos jogadores
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Figura 4.8: Valor médio para as ofertas no jogo do ultimato Pavloviano na rede quadrada.

Em fungao do tempo para diferentes valores do niimero de vizinhos mas escolhidos aleatoriamente.
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ao longo do tempo. Neste caso podemos importar um conceito bastante interessante
usado em economia, o coeficiente de Gini. O coeficiente de Gini, mede o quao dispare
¢ a distribuicao de riqueza de um jogador. Considere que os N jogadores tenham seus
ganhos dispostos em ordem crescente: no instante t: ¢1(t) < go(t) < .... < gn(t). Para

defini-lo primeiro consideramos

Z;:l g;(t)
Z;‘Vzl g;(t)

A curva de Lorentz, determina a quantidade riqueza dos jogadores como funcao

wi(t) =

da fragdo de jogadores que detém essa quantia f; = i/N. Naturalmente esperarfamos
que @;(t) x i/N fosse uma fungdo identidade se o ganho entre os jogadores é bem
distribuido. Contudo ele nao o é. O coeficiente de Gini mede o quanto essa curva
foge da funcao identidade e pode ser calculado da forma mais pratica pela conhecida
férmula de Brown que simplesmente integra a curva ¢;(t) x i/N através de uma regra

trapezoidal:
XN
ni(t) =1— — (t
Gini(t) N ;1 it)

Sendo assim medimos este coeficiente para as quatro prescrigoes utilizadas neste
trabalho na rede quadrada tanto para o ganho como proponente quanto como aceitador
separadamente o que é mostrado nas duas subfiguras da figura 4.9. Como podemos
perceber tanto como proponente quanto aceitando o menor coeficiente de Gini ocorre
com prescricao III. Qual seria o real motivo disso estar acontecendo? A prescricao III
¢é conservadora no sentido que apenas quando todos os vizinhos aceitaram a proposta
o proponente ird diminuir a oferta. Ele nao arrisca se um dos aceitadores negarem o
feito. Isso faz com que ele aumente a proposta em niveis maiores e isso aumenta suas
chances. Mas ¢é interessante observar a prescri¢ao III também proporciona nao apenas
melhor distribui¢ao de ganhos mas também ganhos médios maiores (ver Figura 4.10).
Claro ganha-se muito como aceitador e embora o ganho como respondedor seja mais
baixo do que as das prescrigoes I e IV ele nao é pequeno e somado com o do aceitador
a prescricao III é de fato a vencedora.

O dltimo grafico na Figura 4.10 mostra que a variancia na oferta da prescricao
ITI converge para valores menores mostrando que a baixa variabilidade na oferta esta
associada a um baixo coeficiente de Gini que é acompanhado de alto valor médio no

ganho.
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Figura 4.9: Coeficiente de Gini do ganho de todos os jogadores no instante ¢t para as

quatro prescrigoes utilizadas. .

Dividimos nossos resultados tanto no ganho como proponente

(fig.4.9(a)) quanto no caso de ser o aceitador (fig. 4.9(b)).
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Figura 4.10: Evolugao temporal do Ganho Médio. Fig. 4.10(a) :

ganho médio do aceitador, fig. 4.10(b):

diferentes prescrigoes.

A evolugao temporal do

do proponente e fig. 4.10(c) a varidncia da oferta para as
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Vamos agora analisar aspectos da jogo reativo em redes onde a coordenagao dos
nodos ¢é variavel e estudar também propriedades relativas ao ganho acumulado que
pode ser mais importante. Vimos que o ntimero de vizinhos é importante, mas o que
dizer da topologia? Qual é o real papel da topologia no jogo do ultimato pavloviano
(reativo)? Teria ela o mesmo efeito se a dinamica em questao fosse um cendrio onde
os jogadores adotam as estrategias com maior sucesso reprodutivo ou econdémico, que
¢é conhecida também como dinamica darwiniana?. Nosso proximo passo é entender a
primeira parte. Comparagoes com dinamicas darwinianas serao realizadas no pentultimo
capitulo deste texto. Na préxima subsecao estudaremos o jogo em redes de mundo

pequeno.

4.2.2 Redes de mundo pequeno

Uma rede regular é o marco mais simples possivel onde as interagoes locais podem
ser estudadas. Em particular, deve-se observar que na rede regular todos os individuos
encaram as mesmas condigoes simétricas. Vamos nos focar agora no possivel efeito de
que um desvio desse marco pode induzir no resultado das estratégias dos jogos na rede.
Um estudo do efeito de uma desordem controlada e gradativa pode ser feito através do
algoritmo que foi proposto por Watts e Strogatz para construir uma rede de pequeno

mundo que chamaremos de rede W'S.

Rede de mundo pequeno partindo da rede quadrada bidimensional

Desta maneira procedemos a analisar a dinamica do jogo de ultimato nesta topologia
de rede da mesma maneira que fazemos na Secao 4.2.1 com a rede quadrada. Aqui entao
nos analisamos o jogo com diferentes coordenagoes k da rede regular e probabilidade
de religagao p das redes de mundo pequeno.

A figura 4.11 mostra tais evolucoes temporais. O que se observa é que o aumento
da desordem p (religacdo) tende mesmo com coordenagao baixa fazer com que a oferta
se aproxime mais do resultado esperado para campo médio. Para olhar isso de uma
maneira mais precisa elaboramos um diagrama de cores (veja Figura: 4.12) que pinta
com o valor estaciondrio Oy como fun¢ao dos parametros de controle (p, (k)) .

Observamos que no primeiro caso para um p fixo e variando o valor da vizinhanca
(k), O; tende para valores mais préximos ao valor tedrico obtido no campo médio. Mas

se controlamos o valor de p e deixamos fixo a coordenagao média (k), se pode apreciar
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Evolucao temporal da média de O; no Jogo de Ultimato na rede regular

quadrada, para diferentes valores de probabilidade p de religacao de rede e da vizinhanca média

Fig 4.11(a):

0.03,4, Fig. 4.11(b):

0.03,16, Fig 4.11(c):

0.01,8, Fig.

4.11(d): 0.50, 8, respetivamente. Com valores iniciais da proposta O, = O(0) iguais a: 0.2 (violeta) ,
0.4 (azul), 0.5(verde), 0.6(vermelho), 0.8(preto). O valor de ¢ =6 x 10~* . Usamos L=100.
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que a valores pequenos de desligacao da rede p ja se pode obter um jogo mais justo de
Ultimato de forma global. Os transientes diferem substancialmente tendo uma relacao
proporcional mais do tamanho do grupo de interacao local no jogo que da desligacao

global da rede.
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Figura 4.12: Diagrama de fase no espago p — k, no Jogo de ultimato reativo partindo de uma

rede quadrada.

Rede de mundo pequeno partindo de um anel

Exatamente como fizemos para anélise da evolucao de O, em base aos parametros
de controle (p, (k)) na seccao anterior 4.2.2, aqui procedemos a ver que propriedades
emergem partindo de um anel nas redes de mundo pequeno. Como primeiro passo
procedemos a comparar o que acontece pra os mesmos valores de (p, k) analisados na
rede quadrada e com o anel se os resultados depois de um transiente sao comparaveis.
(Ver Fig.4.13).

Baseados nessa informacao e comparando todos os dados tanto da rede quadrada
como de o anel se aproximam intuitivamente dentro de um intervalo aceitavel, podemos
fazer a andlise com o anel para comprovar além da aproximacao da vizinhanga (k)

max

~ N e também para valores (k)yi, = 2.
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Figura 4.13: Valores O, para redes de mundo pequeno constuida a partir de um anel
em funcao de k para p fixo e em funcao de p para k fixo. Os valores podem ser comparados
com os resultados das redes de mundo pequeno partindo da rede quadrada (preto) com respeito a um
anel (vermelho). Na fig. 4.13(a) o valor de ( k ) = 4, e na fig. 4.13(b) o valor de p = 0.01
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Figura 4.14: Evolugao temporal da média de O; do jogo do ultimato no anel, para diferentes
valores de probabilidade p de religacao de rede e de vizinhanga ( k ): Fig 4.14(a): 0.00,2, Fig. 4.14(b):
0.50,2, Fig 4.14(c): 0.00,99, Fig. 4.14(d): 0.00,99, respetivamente. Com valores iniciais da proposta
0, = O(0) iguais a: 0.2 (violeta) , 0.4 (azul), 0.5(verde), 0.6(vermelho), 0.8(preto).
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Tomando em base a informacao refletida nas figs: 4.13 e 4.14 procedemos a construir
(similar como se fez na rede quadrada) o diagrama de cores p — k do jogo de ultimato

para rede de mundo pequeno no anel.
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Figura 4.15: Mapa de calor no espago p — k no jogo de ultimato partindo do anel, onde
se pode apreciar em que regioes o valor de O, determina se o Jogo de Ultimato tende a ser mais
justo/altruista Oy < 1/2 ou egoista O_ > 1/2. O valor da vizinhanga ( k ) varia entre um valor

minimo igual a 2 ate o valor limite de N — 1 = 99 tal como se queria conseguir anteriormente .

4.2.3 Resultados para riqueza acumulada e coeficiente de Gini
sob as quatro prescricoes Pavlovianas para redes de mundo
pequeno partindo de um anel: analise da desordem e da
conectividade

Vamos aqui analisar as quatro prescri¢oes com respeito ao ganho acumulado para
redes de mundo pequeno construidas a partir de um anel. Resultados para redes qua-
dradas sao similares e, por isso, foram naturalmente omitidos deste trabalho. Para isso

consideramos os resultados em duas situagoes particulares:

1. Removendo a desordem (p = 0) e variando o nimero de vizinhos k;

2. Fixando um numero de vizinhos (k = 4) e variando a desordem p;
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Conectividade no anel com desordem nula

Até agora vimos que os resultados de campo médio sao corroborados para redes com
(k) ~ N, isto é as ofertas a longos tempos convergem para 1/2 que é o comportamento
dito justo no jogo do ultimato. Mas nao analisamos, por exemplo, propriedades rela-
tivas a riqueza acumulada dos jogadores como funcao do tamanho da vizinhanca sem
desordem do sistema e também como essas mesmas propriedades variam quando temos
um tamanho fixo de vizinhanca e variamos a desordem, quando consideramos as quatro
diferentes prescrigoes Pavlovianas. Eo que faremos agora.

O jogo como vimos, torna-se especialmente interessante quando a conectividade é
incrementada e as ofertas se aproximam daquelas obtidas e calculadas no campo médio.
Portanto, vamos dar continuidade e explorar os resultados estacionarios da evolucao de
grandezas sob as diferentes prescrigoes. As grandezas utilizadas (obtidas no caso es-
taciondrio), sdo a oferta média, a densidade de aceitadores, a riqueza acumulada e o
coeficiente de Gini da riqueza acumulada, o que é diferente do que calculamos em secoes

anteriores.

Os resultados no estado estacionario (fig. 4.16) mostram uma notavel vantagem
da proposta III com respeito as outras propostas de negociagao, conduzindo a mais
baixos coeficientes de Gini e uma maior riqueza média dos jogadores. A questao é
simples, embora o altruismo nao seja a atitude racional, como proponente em rede ela
¢ mais vantajosa porque ela gerard maior numero de negdcios. A analogia é simples,
o velho dilema: um corretor de iméveis que fecha muitos negocios de valores menores

melhor do que aquele que fecha poucas corretagens de valores mais altos se elas sao

[©N

muito raras. Sem contar, que de vez em quando vocé é o comprador do imével, e vocé
vai ganhar mais nas aceitacoes, numa espécie de: todo mundo beneficia todo mundo.
Em rede, no jogo reativo aqui inventado, é como se o altruismo fosse a atitude mais
racional. E importante lembrar que a proposta III é a de uma pessoa que pode ser
considerada conservadora em seus investimentos, ela s deu propostas menores no caso
de uma aceitacao plena (de todos os vizinhos), isto é, s6 mudou em cendrios amplamente
favoraveis, preferindo continuar com uma estratégia que privilegiasse a chance de fazer
mais negbcios ao invés de beneficiar-se rapidamente! Isto concorda e muito com os

resultados obtidos em [79)].
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Figura 4.16: Andlise da dependéncia da conectividade k de grandezas no jogo do ultimato

Pavloviano. Simulagoes sdo realizadas no anel, sem desordem (p = 0): a cor preta representa a

prescricao I, vermelha a IV, verde a III e azul a II. As quantidades sdo as seguintes: i) parte superior

esquerda: A oferta média dos jogadores; ii) parte superior direita: A fragdo de aceitadores; iii) parte

inferior esquerda: O valor da média dos ganhos acumulados e sua variancia e iv) parte inferior direita:

O coeficiente de Gini da riqueza acumulada. Com valores iniciais da proposta O, = 0.25. O valor de

€ = 6.10*. O tamanho do sistema é de N =100.
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A proposta II por outro lado, leva que abaixar propostas pois muda com poucas
garantias de um cendario favoravel, conduz a um egoismo que nao encontrard parceiros
de negocios na rede. Esse ostracismo economico conduz o jogador a ganhos pifios e
ainda sendo mal distribuidos entre os jogadores, pois o coeficiente de Gini é o mais alto
de todos!

Observe que para valores baixos de k, o jogo poderia se tornar um jogo no limite do
que se espera na atitude racional [80, 81], observando que a fracao de aceitadores pode
chegar a valores nulos com o aumento da conectividade (Veja Fig. 4.16 ii)) .

As propostas I e IV no estado assintético chegam se aproximar de valores conside-
rados justos conduzindo ao que se espera por exemplo no experimento de Machiguenga
na Amazonia peruana como reportado nos trabalhos de Henrich [27], conceito estudado
no jogo do ultimato por diversos autores (veja por exemplo [82, 79])

E importante salientar que, em geral, a forma de negociacao deste tipo pavloviano faz
com que praticamente todos os individuos tendem a ter uma riqueza igual, é importante
salientar que o coeficiente de Gini para o ganho em cada rodada é bem maior como
mostramos na subsecao 4.2.1.

Outro fato importante é a dispersao dos resultados do ganho total acumulado, no
caso da proposta III (fig. 4.16 iii) (pequena figura inserida) ser baixa. Isso de deve ao
fato que vai demorar até que a negociacao seja feita, e até que todos aceitem a proposta,
o tempo requerido vai ser longo para que se chegue no consenso de parte de todos no
jogo local, este efeito sera mais emergente em nivel global se a vizinhanca tende a ser o

tamanho do sistema.

Desordem no anel com conectividade fixa

Nesta subsecao vamos revisar que fator de importancia tem no jogo do ultimato se
o analisamos para uma conectividade fixa, mas variando o desordem das ligagoes no
anel. Neste caso variamos desde uma rede ordenada p = 0.0, até uma rede aleatoria p
= 1.00 .

Na fig. 4.17 se aprecia os valores no estado assintético de algumas propriedades
importantes no jogo de ultimato tal como se analisou na seccao anterior, mas nesta
oportunidade se quer ver o efeito da desordem, fixando-se a conectividade (usamos k
= 4). O efeito do desordem nao tem uma preponderancia tdo grande como no caso

de aumentar a vizinhanga, j& que como se observa, os parametros (valor da oferta, a
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Figura 4.17: Resultados no Jogo do ultimato no anel para variagao do parametro de
religacao p , com niimero fixo de vizinhos k = 4 : a cor preta com circulos, representa a proposta
I, a vermelha a IV, a verde corresponde a III e a cor azul com circulos representa a proposta II, depois
de 10* realizagoes (garantindo com muita folga estado estaciondrio. As caracterfsticas sdo as seguentes
:i) parte superior esquerda: a ofertas média; ii) parte superior direita: a fracdo de aceitadores; iii)
parte inferior esquerda: o valor médio do ganho acumulado e sua varianga e iv) parte inferior direita:
O coeficiente de Gini da riqueza acumulada. Valores iniciais da proposta O, = 0.25. O valor de
e =6-10"%. O tamanho do sistema é de N =100.
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fragdo de nimero de aceitadores e o ganho médio acumulado nao se se desviam muito
ao aumentar o valor de p.

Mas se observa também que o coeficiente de Gini da riqueza acumulada aumenta
consideravelmente para todas as prescrigoes, os valores indicam que a desordem nao
proporciona distribuicao dos ganhos de maneira homogénea. Isso provavelmente deve
ser devido a uma disparidade gerada pelo processo de religacao da rede.

Finalmente deixamos para o final um estudo detalhado sobre os efeitos de tamanho

finito no jogo de ultimato reativo.

Efeitos de tamanho finito
Deixamos essa parte para estudar os efeitos de tamanho finito no jogo de ultimato

reativo.
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Figura 4.18: Efeitos de tamanho finito para o Jogo de Ultimato pavloviano: comportamento
da oferta no caso assintético como fungao de (k) /k max para diferentes tamanhos de rede. Utilizamos
para isso uma rede de mundo pequeno construida a partir de um anel. O grafico superior( fig. 4.18(a)

) corresponde a prescri¢do I enquanto que o inferior (fig. 4.18(b)) corresponde a prescrigao III.
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Os efeitos de tamanho finito aqui sao analisados observando os valores das ofertas
no estado estaciondrio como funcao de (k) /kyax onde ky.x = N — 1, para diferentes
tamanhos do sistema (ver: Fig.4.18). A parte superior na Fig. 4.18 corresponde a
prescricao I, enquanto que o grafico inferior na Fig. 4.18 corresponde a prescricao III.

E importante salientar que os efeitos de escala sao preponderantes na analise dos
valores estaciondrios em fungao de (k) /knax, contudo nao se observa discrepancias no
valor estacionario da oferta para um k fixo, na verdade neste caso o que se verifica
¢ uma variancia maior no valor estacionéario da oferta e nao no seu valor médio em
si. No proximo capitulo falaremos dos nossos resultados sobre a mobilidade no jogo
do ultimato reativo, realizando algumas modificacoes no que propusemos até agora.
Basicamente faremos algumas modificagoes nas atualizacoes das ofertas segundo as
prescri¢oes previamente definidas e também por introduzir o aspecto de selecao até

aqui ignorado nesta tese.



Capitulo 5

Jogo de Ultimato Reativo com
Mobilidade

Neste capitulo vamos explorar, que efeitos podem emergir, quando os agentes ado-
tam um das quatro estratégias vistas em capitulos anteriores, inicialmente espalhadas
de maneira uniforme e aleatéria, mas adicionalmente com a probabilidade de se movi-
mentar na mesma. Para esse propésito, no nosso modelo, implementamos os seguintes
parametros de ordem: a dilui¢do de agentes na rede p e a mobilidade p. As atualizagoes
das estratégias (selegao) serao realizadas levando-se em conta os maiores ganhos totais

(copia darwiniana) em cada passo do tempo.

5.1 Modelo de jogo de ultimato reativo com mobi-
lidade aleatoria

Para o estudo de jogo de ultimato com mobilidade, consideramos uma rede quadrada
bidimensional, com ntimero total de sitios N = L? vértices (onde L ¢é a dimensao linear).
Agora, a rede pode nao estar totalmente ocupada, e k; indica o niimero de vizinhos do
vértice 1 = 1, ..., N, que nao necessariamente é 4 para todos eles.

Primeiramente realizamos simulagoes preliminares para checar se a mobilidade ti-
nha efeito sob as ofertas considerando nosso modelo de ultimato reativo previamente
descrito no capitulo 3 e preenchemos a rede com 75% jogadores (p = 0.75) seguindo a
prescricao I e entao procuramos observar o que aconteceria com as ofertas se variassemos
a mobilidade dos jogadores de acordo com o algoritmo de mobilidade descrito também
no Cap. 3. Surpreendentemente, nao vimos diferencas na evolucao temporal da oferta

média como pode ser observado no grafico da Fig. 5.1.

75
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Figura 5.1: Efeito de mobilidade para o ultimato reativo com mobilidade, e todos os

jogadores seguindo a prescrigao I.

O ponto importante aqui nao é que nao utilizamos mais estratégias, mas isso também
nao deve alterar os efeitos de mobilidade. O argumento é muito simples, porque dado
uma fracao fixa de estratégias, sem o efeito de selecao natural, ou com correlacoes
direta entre as ofertas, a mobilidade nao deve mudar a oferta média. Por que? Se
considerarmos que p., pg, pac and pyr sao as densidades de conservadores, gulosos,
altamente conservadores e moderados, podemos escrever que os jogadores inseridos em
uma populagao com coordenacao fixa k, temos que a relagao de recorréncia para as

ofertas dos jogadores pode ser escrita como:

(Oir1) ~ (O + pe-[2Pr(0 < ny < k/2[{0)) — 1] € + pe - [2Pr(ng = 0] (O))) — 1] e+

+ puc 2Pr(0 < n, < k| (Oy)) — 1] e+ pam 2Pr(0 < n, < k/2 =1 (Oy)) — 1] ¢,

o que resulta em:

m k—m
(Or) ~ (00 +pe (2542, oG- 00" _ 1)

+ pa (200 = (O))F = 1) + prc (1 _9 (Ot>’“> (5.1)

k 1{Oy) O¢))k—m
o (25425 MO o)

Observe que dada concentragao das diferentes prescrigoes e a coordenacao da rede
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as ofertas nao devem mudar o que generaliza nosso campo médio (kK — o00) valendo
claro apenas para o limite termodinamico (N — o0). Ou seja as simulagbes com
coordenacgao fixa sao exatas para o nosso problema e esta solucao por exemplo para
k = 4 pode reproduzir todos os resultados que obtivemos para simulacoes em redes
com coordenacao fixa que fizemos no capitulo anterior, claro, desde que a desordem
seja nula. Neste caso, temos apenas que zerar ou nao as densidades de estratégias
desejadas (resultados interessantes de misturas de estratégias, o que nao foi feito no
capitulo anterior, podem ser observados no artigo publicado relativo a parte desta tese
que aparece no seu final).

A fim de observar os efeitos da mobilidade sobre o jogo do ultimato reativo, reali-
zamos algumas modificagoes nas simulacoes realizadas até entdao. Agora nés damos as
prescricoes I, I, IIT e IV previamente a qualidade de estratégia. Assim cada elemento
i € N pode estar em um dos quatro estados s(z) : { C (conservativo) ou S;, G (Am-
bicioso) ou Sy;, HC (altamente conservativo) ou Sr;; e M (Moderado) ou Sy } para
qualquer passo de tempo. Os quatro estados sao distribuidos aleatoriamente na rede
em propor¢oes iguais a 1/4 (do total de agentes) para cada um.

A forma de implementar o jogo de ultimato é o mesmo como ja foi descrito na segao ,
mas agora com a implementacao da mobilidade e a estratégia do elemento i, consiste
no método que ele adota para mudar ao estado que tem melhor sucesso no jogo, em
cada passo de interagao do mesmo e esta atualizacao é realizada ao mesmo tempo para
todos os jogadores (preservando as caracteristicas de automato celular do modelo). O

algoritmo modificado segue o seguinte roteiro:

1. No instante ¢ arbitrario, lé-se o elemento ¢+ = 1,..., N da rede. Este elemento
propora para seus j = 1, ..., k; vizinhos. Cada vizinho j, aceitara ou nao a proposta
com probabilidade p,(t) = Ogi), onde Ogi) é o valor da oferta do proponente no
instante, mas agora incluimos também como condicionante que o ganho que recebe
do aceitador tem que ser maior ou igual ao ganho que ele perceberia quando ele
é o proponente, ou seja OEDZ 1 - Ot(j) que é 0 mesmo que Ot(i) + O,gj) > 1.
Ou seja, a aceitagao ocorre sob essas duas condicoes que devem ser satisfeitas

simultaneamente.

2. Conta-se o nimero de jogadores que aceitaram a proposta do proponente ¢, cha-

mamos isso de n,(7). A partir disso o algoritmo usa as 4 prescrigoes (dinamicas)
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diferentes ja anteriormente mencionadas, sé que agora ha um detalhe importante,

o jogador decrescera sua oferta com probabilidade que é a propria oferta e per-

manecera com a mesma como probabilidade complementar. Isto significa que o

jogador tende a abaixar sua oferta apenas em situacgao em que ela nao esteja

extremamente baixa. Trata-se de impor um minimo respeito ao adversario ou

uma barreira contra a gulodice extrema. Por outro lado, ele incrementard sua

oferta com probabilidade que é o complementar dela e permanecera com mesma

com probabilidade que é a prépria oferta. Trata-se, neste caso, uma maneira de

coibir/controlar um altruismo sem limites o que neste caso significaria para o jogo

um comportamento quase que autodestrutivo. Assim as novas prescrigoes ficam:

Prescricao I

Prescricao 11

Prescrigao 111

Prescrigao IV

Se n,(i) > k;/2 entao Oﬁgl = Of) — ¢ com uma probabilidade igual a Of),
Ot(ﬁl = Ogi) com probabilidade complementar 1 — Ogi). Caso contrario, isto
é, se ny(i) < k;/2, entao Oﬁgl = Oii) + € com probabilidade 1 — Ot(i), mas
permanece com a mesma oferta Oﬁgl = OEi) com probabilidade O,Ei).

Se ngy(i) > 1 entao Ogl = Ogi) — € com uma probabilidade igual a Ot(i),
OE?I = Ot(i) com probabilidade complementar 1 — Ot(i). Caso contrario, isto
é, se ny(i) < 1, entao Oﬁgl = Ofi) + & com probabilidade 1 — Ogi), mas

permanece com a mesma oferta Ot(?l = Ot(i) com probabilidade Ogi).

Se ny(1) = k; entao Oﬁgl = 0! — ¢ com uma probabilidade igual a O,
Ogl = Ogi) com probabilidade complementar 1 — Oii). Caso contrario, isto
é, se ny(i) < k;, entdo O,EQI = Ogi) + ¢ com probabilidade 1 — O,Ei), mas
permanece com a mesma oferta Oﬁgl = Ot(i) com probabilidade Ogi).

Se n,(i) > k;/2 entao Oﬁgl = O,gi) — ¢ com uma probabilidade igual a Ot@,
Oﬁgl = 9 com probabilidade complementar 1 — Of). Caso contrario, isto
é, se ny(i) < k;/2, entao OEQI = O,Ei) + ¢ com probabilidade 1 — Oy), mas

permanece com a mesma oferta Ogi)l = Ogi) com probabilidade O,gi).

3. Repete-se o procedimento para todos os sitios ocupados e s6 entao faz-se as atu-

alizagoes das ofertas prescritas pelo passo 2 para todos os jogadores da rede si-

multaneamente.

4. Para todo sitio ocupado i , seleciona-se um elemento j (j diferente de um sitio

vazio) da vizinhanca de i. Entao procede-se com a atualiza¢do darwiniana: se o
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payoff do elemento i é inferior ao do j, P(s(i)) < P(s(j)), a estratégia(prescrigao)
do elemento j é copiada. Caso contrario o elemento ¢ permanece em seu estado

original. Repete-se o procedimento para todos os sitios da rede de forma sincrona.

5. Aplica-se a mobilidade dos jogadores de acordo com o algoritmo descrito na tabela

3.1.

Tendo em conta que nosso modelo do jogo tem como vizinhanca k = 4 para a rede
totalmente cheia (i.e., sem a presenga de vacancias na rede), com vacancias teremos em
média um nimero menor de vizinhos por sitio ocupado e as regras estabelecidas pelas
prescrigoes/estratégias podem ser afetadas, havendo por exemplo fusao das estratégias.
Assim elaboramos em funcao de k, uma andlise da sobrevivéncia e fusao das estratégias
que podem ocorrer com a diluicao da rede. Neste cendrio a vizinhanca varia de 0 a
4 jogadores como produto da ocupacao 0 < p < 1 de agentes na rede, e a influéncia
da vizinhanca nas estratégias durante a evolucao do jogo vai ser como se amostra na

tabela 5.1 a continuacao:

’ <k> ‘ Nimero de aceitagoes ‘ Estrategias que sobrevivem | Efeito

0 - — Sem mudancas
1 1 S] S[] S[[] SIV Fusao total
2 1 St St St Siv Srr e Srv se fundem
2 St Srr Srrr Srv Fusao total das estrategias
3 1 St St St St Sé sobrevive Sty
2 Sr Srr Srv S1, Sire Sy se fundem
3 St Srr Srrr Srv Fusao total das estrategias
4 1 St Srr St St S6 sobrevive Spy
2 St Str St Srv Srr e Spv se fundem
3 St Srr St Srv St, Srr e Sy se fundem
4 St Srr Sirr Siv Fusao total das estrategias

Tabela 5.1: Esta tabela mostra o cenirio de possiveis fusées e sobrevivéncia de es-
tratégias, levando-se em consideragao que pode haver menos que quatro vizinhos em alguns sitios no

jogo do tdltimato reativo.

Esses efeitos descritos na tabela 5.1, vao ser importantes na descricdo em nivel
global do jogo do ultimato reativo com mobilidade, descritos na proxima secao, onde

apresentamos os resultados numéricos de simulagao.
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5.2 Simulacoes Numéricas

A seguir apresentamos os resultados obtidos em simulagoes numéricas para o jogo
do ultimato reativo com diluigao (1 — p) e mobilidade p. Em todas nossas simulagoes,
as condigoes iniciais sdo aleatdrias, ou seja, a distribuicao na rede é aleatéria de 1/4
da densidade total de agentes p que esta no estado C, 1/4 do estado G, 1/4 do estado
HC e 1/4 do estado M. A oferta inicial de todos os jogadores parte sempre da mesma

situacao que é o jogador totalmente justo: Oy = 0.5.

Com o objetivo de pesquisar o comportamento coletivo do sistema, primeiramente
medimos a evoluc¢ao da oferta média no sistema sem mobilidade dos agentes (p = 0)
como se vé na figura 5.2, onde foram feitas 100 realizacoes para diferentes configuragoes
especiais para t = 20000 passos temporais. Na figura 5.2 se mostra a influéncia da
diluicao do sistema, a medida que vamos diminuindo a média da oferta que tinha
um valor maximo de aproximadamente de 0.72 para a rede completamente cheia: p
= 1.0 até aproximadamente 0.63 que ocorre para ocupacao p = 0.6, é visto que entre
densidades compreendidas entre 0.6 e 0.3 a oferta média tende a ser quase parecida, mas
uma analise mais geral do comportamento coletivo da oferta média podera ser melhor
apreciado conforme segue.

Uma vez analisado o efeito da diluicao, partimos agora para analisar os efeitos de
mobilidade no nosso jogo. Para esse proposito utilizamos varios valores de densidade
e observamos como a inclusao da mobilidade afeta na medida global da oferta media
durante a evolugao temporal.

E importante observar a influencia da mobilidade quando temos uma variacao de
dilui¢do, como mostrado na fig.5.3. Para uma dilui¢ao baixa como p = 0.3 (Fig. 5.3(a))
se téem uma diminuicao da média da oferta a medida que a mobilidade vai aumentando,
chegando a um valor maximo para valores de alta mobilidade. Mas esse comporta-
mento, a medida que vamos aumentando a diluicao, vai desaparecendo. Para valores de
mobilidade baixos podemos observar que a média da oferta em caso quando a diluicao
é alta (neste exemplo a partir de p = 0.6), tende a ser praticamente a mesma (com
algumas diferengas numéricas) quando chegam a se estabilizar as ofertas depois de um
transiente (de 15000 passos do tempo aproximadamente), existem diferengas quando

incrementamos a mobilidade a partir de p = 0.1 (linha verde tracejada) tanto para p
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Figura 5.2: Evolugao temporal da oferta media no jogo de ultimato reativo com mobi-
lidade igual a zero, para véarios valores de densidade, p = 0.3 (linha azul),0.6 (linha verde),
0.8 (linha vermelha) e 1.0 (linha preta), para cada valor de < O > foram feitas 100 realizagoes
para diferentes configuragoes iniciais juntamente com uma média sobre os N agentes em cada passo

do tempo, para t = 20000 unidades temporais. Aqui usamos, L = 100 em todas as simulagoes

ng:ngI:p%III:p%IV:1/4'

= 0.6 fig. 5.3(b) e p = 0.8 fig. 5.3(c). No caso quando a dilui¢do é méxima: p = 1.0,
fig. 5.3(d), obviamente nao esperamos diferenga entre as curvas e serve apenas como
comparagao ja que nao ha interferéncia da mobilidade.

Agora partimos para estudar a evolugao temporal das estratégias. Para esse propdsito,
utilizamos dois valores diferentes de diluicao e observamos como a densidade de es-
tratégias muda conforme o tempo o que ¢é descrito pela Fig.5.4.

Na figura 5.4 apresentamos duas situagoes com dilui¢oes diferentes: quando p = 0.6
(fig.5.4(a)) temos duas estrategias que tendem a aumentar inicialmente: C ou Sy e HC
ou Syrr, que podem sofrer fusdo em uma sé estrategia dependendo do valor de k (ver
5.1). As duas estratégias que consideramos no tempo méximo de simulag¢ao sobrevivem,
mas para tempos absurdamente longos, apenas HC ird dominar. Vemos que para p =
0.8 (fig.5.4(b)), temos que a estrategia HC ou Sy;; é a dominante da mesma forma
ao chegar no tempo maximo de simulacao, ou seja, neste caso o sistema chegou a um
estado absorvente. Portanto, o comportamento para baixos valores de ocupacao, os
efeitos da mobilidade podem dar aos estados uma situacao de coexisténcia ainda que

temporaria. A fim de estudar esse fenomeno de coexisténcia tempordria partimos para
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Figura 5.3: Variacao da oferta media com a mobilidade p para diferentes diluigoes
no sistema, os valores de mobilidade p utilizados sdo: 0.0 (linha azul), 0.01 (linha verde), 0.02
(linha vermelha), 0.04 (linha preta), 0.05 (linha azul tracejada), 0.1 (linha verde tracejada), 0.3 (linha
vermelha tracejada), 0.6 (linha preta tracejada), 0.8 (linha azul combinada entre tragos e pontos
alternados) e 1.0 (linha verde combinada) Na fig.5.3(a) : para p = 0.3, na fig.5.3(b) p = 0.6, na fig.
5.3(c) para p = 0.8 e finalmente na fig. 5.3(d) para p = 1.0. As medidas das ofertas no jogo de ultimato
reativo com mobilidade foram feitas médias sobre 100 realizacoes para diferentes configuragoes iniciais
e sobre L?p agentes em cada instante do tempo ¢. Usamos, L = 100, p%, =%, =0%,, =0r%, =1/4,
e oferta inicial < O(g) > = 0.5.
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Figura 5.4: Variagdo das estrategias com a mobilidade p = 0.1 para diferentes diluigées

no sistema: fig.5.4(a) p = 0.6 e fig.5.4(b) p = 0.8, onde as estrategias estdo apresentadas da seguinte
maneira: pg, linha azul, pg,, (linha verde), ps,,, (linha vermelha), pg,,, (linha preta). As medidas das
estratégias no jogo de ultimato reativo com mobilidade foram feitas com médias sob 100 realizacoes
(diferentes configuragoes iniciais) e sob L2p agentes. Da mesma forma aqui usamos, L = 100, p%I =
p%,, =%, =p%,, =1/4, e oferta inicial < Oy > = 0.5.



5.2 Simulagoes Numéricas 84

estudar a densidade das estratégias em funcao de todas as mobilidades e ocupagoes.

A fig.5.5 mostra um mapa de cor para varios valores de ocupacao p e mobilidade p.
Cada ponto neste diagrama corresponde ao valor de oferta média no jogo de ultimato
reativo com mobilidade e atualizacao de tipo darwiniana. As médias sao realizadas sob

os ultimos 500 passos temporais dos ty,.c = 20000 realizados.

Oferta media

0.60

Ay

0.9 1.0

Figura 5.5: Mapa de cor da dependéncia da oferta media no espago (p,p ). Para cada valor
de < O > foram feitas 100 realizagoes para diferentes configuragoes iniciais e as médias correspondem
aos ultimos 500 passos do tempo. A emergéncia de padroes de cor que obedecem a diferentes ranges
de ofertas medias no sistema, e que classificamos desde um range de empatia maxima E (zona azul
cor obscura), a continuagdo as zonas de altrufsmo: Al (azul claro), Ay (azul turquesa), As (verde
turquesa) e Ay (amarelo). Usamos aqui também L = 100, p§ = p% = pQ = p% = 1/4, e oferta
inicial < Qg > = 0.5.

Na fig.5.5 se apresenta a variacao da oferta média no espaco (p, p), nele se podem
distinguir varias capas de cores que mostram cada uma diferentes ranges de valores
da oferta média para tempos longos. Distinguimos aqueles valores em duas regioes
especificas, a zona E vamos chamar de zona de empatia maxima, onde o oferta
se consegue a estabilizar dentro de um intervalo de 0.5 ate aproximadamente 0.55 no

equilibrio, a zona A ¢é aquela correspondente a zona de altruismo, que tem vérios
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niveis onde a zona A; corresponde a um altruismo de nivel moderado (entre 0.55 ate
aproximadamente 0.60) e, assim, diante com as outras zonas, até chegar a zona de
altruismo alto que é a zona A,, que neste caso corresponde a valores da média da oferta
entre 0.7 e 0.75 no estado de equilibrio.

O que chama a atencao também é que as diferentes zonas mostram um padrao de
repeticao, onde a zona central por dizer assim corresponde a zona de empatia maxima, e
em torno dela, as zonas da média da oferta neste ordem A;, A, A3 e A, respetivamente.
Portanto, nosso modelo podemos dizer que em torno da zona de empatia, temos uma
zona de altruismo que vai depender da variacao dos parametros p e p, por exemplo
para obter propostas generosas onde praticamente o proponente nao ganha nada para
densidades baixas (debaixo de p = 0.2 aproximadamente) e densidades altas (quase
perto de p = 0.9 aproximadamente) para qualquer valor de mobilidade.

Mas se queremos considerar a influéncia da mobilidade, baseados na fig.5.5, podemos
concluir que esse parametro é importante para valores de densidade compreendidas
entre 0.2 até 0.9 aproximadamente. Uma vez estudado um mapa das ofertas médias, da
mesma maneira podemos explorar o que ocorre com a densidade média das estrategias
no espaco (p,p), como se mostra na fig.5.6.

Tao como se amostra na fig.5.6, é claro ver que a estrategia S;;; é a dominante para
altos valores de densidade no sistema (fig.5.6¢)), como podemos observar, o sistema
pode chegar a alcancar um estado absorvente com aquela estrategia dominante no jogo.
E importante avisar que nossos resultados podem mudar tanto para médias maiores e
trata-se de uma analise setorial do problema. O problema merece ser investigado mais
profundamente no futuro.

Outra carateristica importante é que a estratégia egoista S;; é dominante para baixas
densidades no sistema como podemos observar na 5.6b, isso pode ser pelo fato que temos
vizinhangas que podem ser até de um vizinho em média, e como vimos na tabela 5.1. As
estratégias S; e Sy sdo praticamente equivalentes dentro de quase o mesmo intervalo
de densidades: entre 0.4 e 0.6 aproximadamente (figs. 5.6a e 5.6d)). Analisando o efeito
da mobilidade de uma forma geral, se vé que é importante para ranges entre valores
intermédios (desde p = 0.4 aproximadamente) até valores altos da densidade (p = 0.8
aproximadamente). Poderiamos considerar nessa andlise temporéria, aparecimento de
coexisténcia de duas até trés estratégias no sistema, geralmente a estratégia S;; é a que

se extingue de forma rapida e as outras trés coexistem temporariamente como se vé na
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Figura 5.6: Mapa de cor da dependéncia das estratégias no espaco (p, p), para isso foram
feitas 100 realizagbes para diferentes configuracoes iniciais e promediadas nos ultimos 500 passos do

tempo. Nos usamos, L = 100, p%I = pOS” = p%I” = p%w = 1/4, e oferta inicial < Oy > = 0.5.
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fig.5.6. Mas insistimos aqui a tempos realmente longos, S7;; deve dominar. Admitimos
que essa analise de coexisténcia temporaria é ténue e algo mais robusto deve ser tratado
para estudar esse problema. Contudo tal analise mostra que a estratégia Sy tem algum

confronto com outras estratégias e pode ser quantificada.
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Capitulo 6

Jogos de Bem Publico Opcional
com Mobilidade

Nesta parte da tese exploramos simulagoes Monte Carlo aplicadas ao jogo de bem
publico opcional estudando o aparecimento de coexisténcia e oscilacoes pela introducao
da mobilidade dos jogadores.

A introducao dos loners no jogo de bem publico parece nao gerar os padroes conhecidos
por pedra-papel-tesoura de oscilagoes globais em redes onde os jogadores nao podem
se mover. Contudo, nao é claro que a mobilidade gerara tais padroes de coexisténcia
e alguns trabalhos mostram alguns resultados nesta dire¢ao, mas as conclusoes com
respeito aos padroes RPS devem ser melhor investigados. Nesta tese mostramos que o
jogo de bem publico opcional apresenta estas oscilagoes e mais, propomos uma forma
simples de quantificar tais oscilagoes que pode ser facilmente aplicadas a outros para-
digmas em teoria de jogos. A seguir, descrevemos o modelo de uma forma algoritmica

e os detalhes para se medir as oscilagoes globais no jogo de bem publico.

6.1 Descrevendo o modelo e sua implementacao

Para o estudo da evolugao da cooperacao em Jogos de Bem Piblico Opcional na
rede com mobilidade, consideramos uma topologia de rede de dimensao d = 2 com
N = L x L vértices ( onde L é a dimensao linear da rede quadrada) que possui um
ntimero de conexdes k = 4 (rede quadrada com contato de primeiros vizinhos), k; indica
o numero de vizinhos do vértice ¢ (na rede quadrada ordenada k; < k = 4). Cada ele-
mento i € N pode estar em um dos trés estados s(z) : { C (cooperador), D (desertor), L

(loner) } para qualquer passo de tempo. Os trés estados sao distribuidos aleatoriamente

89
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na rede em proporgoes iguais a 1/3 para cada um.

A estratégia do elemento 7 consiste no método que ele adota para mudar ao estado
que tem melhor sucesso no jogo em cada passo de interacao do mesmo. Este método

segue os seguintes passos:

1. Seleciona-se aleatoriamente um elemento da rede, a fim de estudar a interacgao

deste elemento com sua vizinhanca local.

2. Cada elemento contribui para o fundo comum de acordo a seu estado (L,C,D). Os
cooperadores na sua vizinhancga contribuem ao fundo comum um custo de investi-
mento c. Os desertores participam, mas sem contribuir ao bem publico. Enquanto
os solitarios (loners) nao participam do jogo, mas recebem um ganho fixo 0. Mas
sem perda de generalidade, podemos normalizar o custo do investimento ¢ e o

lucro da estratégia dos loners, o, igual a unidade.

3. Calculam-se os payoffs de acordo com a seguinte funcao:

( % —c : s(x)=C
rcNo . _
P(s(a)) ={ Bestpy S0 =D (6.1)
o : s(x) =1L

0
onde r é o fator de multiplicacao no Jogo de Bem Publico Opcional, N., N; e N,
sao os numeros de participantes que adotam as estratégias C, D e L respectiva-
mente na vizinhanga local, ¢ é o custo do investimento no Bem Ptiblico Opcional
e finalmente o ¢é o lucro fixo dos loners. Se definimos s; = 0 para C, s; = 1 para

Des; =2para L, c =0 = 1, podemos reduzir a formula 3 a seguinte funcao:

rN¢ s(s—1)
(Nc + Np) {1 o2

P(s) = }+s—1

4. Seleciona-se de forma aleatéria um elemento j da vizinhanca de i. Se o elemento
7 € um sitio vazio, o agente localizado no sitio ¢ ocupa esse sitio com uma proba-
bilidade p, caso contrario, se o lucro do elemento ¢ satisfaz a condigao: P(s(i)) <
P(s(j)), entao a estratégia do elemento j é copiada. Caso contrério, o elemento i

permanece em seu estado.
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5. Depois de N atualizacgoes, incrementa-se unitariamente o tempo.

Temos que sinalizar que o mecanismo da mobilidade e atualizagao das estrategias
implementado neste capitulo, é diferente ao considerado no cap. 5, ja que o presente
jogo ¢ assincrono e sequencial na mobilidade diferente do que consideramos no jogo do

ultimato reativo na rede, que é sincrono e nao sequencial a mobilidade.

6.2 Simulacoes Numéricas

A seguir apresentamos os resultados obtidos em simulacGes numéricas para nosso
modelo de Jogo de Bem Publico Opcional com Mobilidade JBPOM. Nesta parte de
nosso trabalho, utilizamos a atualiza¢ao assincrona aleatéria dos vértices da rede (ver
capitulo 1): em cada interagdo um vértice da rede é aleatoriamente escolhido para jogar
e atualiza sua estado s(z): C,D ou L, de acordo com os passos 1 a 4 da Segao anterior.
De acordo com o item 5 acima, cada passo de tempo corresponde a N interagoes (N
jogos e N atualizagoes), de forma que em média cada vértice atualiza uma vez. Em
todas nossas simulagoes, as condicoes iniciais sao aleatorias, ou seja, a distribuicao na
rede ¢ aleatéria de 1/3 da densidade total de agentes p que estd no estado C, 1/3 do
estado D e 1/3 do estado L.

As interagoes locais sao reproduzidas por uma vizinhanca de Von Neumann k =
4 ([83, 17]), ou seja, o vértice a ser atualizado interage com seus quatro vizinhos (no
m&ximo) mais préximos caracterizando uma vizinhanga local. O tamanho da vizinhanga

determina o nimero maximo de participantes nos JBPOM [47, 57].

Com o objetivo de pesquisar o comportamento coletivo do sistema, primeiramente
se mede a evolugao da fragdo (ou densidade) de individuos nas trés possiveis estrate-
gias: p. = (1—NW’ Pd = (I_NW and p; = (I_NW, cooperadores, desertores, e solitarios
respetivamente, desde que (1 — p)L? = L? — N ¢ o nimero de agentes na rede.

Comegamos apresentando a evolugao de p.(t), pa(t),e pi(t) considerando que N, =
10* mes como se observa na figura Fig.6.2. Nés escolhemos duas situacoes particulares:
a) p= 0.4 and b) p = 0.6, ambas considerando r = 5 e p = 0.005 com uma populagao
inicial de p? = pJ = p? = 0.333. Esta figura revela dois tipicos padroes da nossa analise

: na fig.6.2a): Coexisténcia das trés estratégias de forma ciclica. Na fig.6.2b), nao existe
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Figura 6.1: Evolugao temporal da da fracao das estratégias no Jogo de Bem Prblico
Opcional com varios valores de mobilidade e diluicao de agentes. Apresentamos a fracio de
cooperadores (linha negra), desertores (linha vermelha) e solitdrios (linha azul) para p = 0.005. Nés

usamos, L = 100, p2 = pY = p? =1/3.
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dominancia ciclica sobre as estrategias.

Agora vamos a explorar os efeitos da vacancia da rede e da mobilidade dos jogadores
e como isso esta relacionado com a emergéncia dos padroes de pedra-papel-tesoura
no jogos de bem publico opcional. Aqui a ideia é simples: por variar a densidade
de jogadores e a mobilidade do sistema podemos encontrar pequenas flutuacoes que
conduzem a grandes e sustentadas oscilagoes, assim vao emergindo estados ciclicos no
comportamento global do sistema, onde a fracao de cada estrategia deve variar de
forma ciclica. Mas como medimos a densidade da ocorréncia dos padroes de pedra-
papel-tesoura no sistema de uma maneira simples?

Descrevemos o método utilizado para caracterizar a dominancia ciclica no jogo
(quando hé ciclos do tipo L-C-D-L, etc).'Esta medida, foi realizada mediante o se-
quenciamento de imprimir caracteres: L (loner), C (cooperador) ou D (desertor), em
cada valor maximo que cada uma das frequéncias alcanca sobre as outras dois (seja L,
C ou D) em cada instante do tempo. Uma amostra de realizagdo desta caracterizagao
estd ilustrada na Figura 6.2.

Desta maneira precisamos identificar que, para um valor dado de probabilidade p,
e de p as oscilagoes periddicas seguem esta sequéncia de pedra-papel-tesoura no Jogo
de Bem Piblico Opcional com mobilidade. Para isto nos baseamos em trés condicio-

namentos:

1. H4 um periodo durante o qual cada estado domina.
2. Os trés estados (L,C,D) aparecem.

3. A sequéncia de pedra-papel-tesoura se repete (exemplo: LLLCCDDLLL,etc).

Por exemplo, na sequencia de 40 términos: CCLLLCCDDDLCCCCCDLCCCCDDDDC-
CCLLCCCCDDCCC, ele tem 4 ciclos do tipo LCD, onde a densidade ¢ igual a a =
(24+8)/40 = 0.8, onde nos definimos « como o porcentagem dos ciclos de pedra-papel-
tesoura no jogo de bem puiblico opcional com mobilidade, e é definido como:

_ thj

tmax

(%

'Daqui em diante, nos vamos referir aos ciclos de pedra-papel-tesoura no Jogo de Bem Priblico
Opcional como ciclos L-C-D Loner-Cooperador-Desertor, para ter concordancia nos termos assumidos
no artigo submetido do mesmo titulo deste capitulo.



6.2 Simulagoes Numéricas 94

Q__ lIIIIl LLLLL] IIIIlIIlIIIIIlIl# l&
0.75
Q
_ 05
O
Q.0.25
0 '
175 210 245 1120 1155 1190
Tempo

Figura 6.2: Forma de como foi feita a caracterizacao na evolugao temporal das oscilagoes
periédicas da dinamica de pedra-papel-tesoura para o Jogo de Bem Ptiublico Opcional na
rede com mobilidade, (de forma ideal) : densidade de cooperadores p. (linha preta), desertores pq
(linha vermelha) e solitdrios (loners) p; (linha azul), e com condigdes iniciais: p? = pg = pf = 0.333.
Figura A) No caso no que um intervalo do tempo se tem coexisténcia mas nao dominancia ciclica, B)
no caso no que um determinado intervalo do tempo se tem s6 dominéancia ciclica (LDCLCDLCD,etc).
Tomado do ref.[84].

onde {t;};*, onde denotamos o conjunto de todas as sequencias LCD encontradas em
todas as series temporais de tamanho ¢, onde é claro que > it < tmax, qual conduz
al0<a<l.

Agora apresentamos os graficos onde amostra que (p;), (pe), {(pa) € @ como funcao de
r, o factor de multiplicacao do jogo de Bem Ptblico Opcional observado na figura 6.3.

As médias:

1 tmax

sz’(t),

onde i = [, ¢, ou d, e o foram calculadas onde se considerou: ty,.x = 10* mes para

(pi) =

tmax

calcular as médias.

Esta figura corrobora qualitativamente que existe dominancia ciclica para baixas
densidades e alta mobilidade. Para altas mobilidades podemos observar que tao pre-
senca é ausente, s6 temos regime de coexisténcia. Este comportamento pode ser melhor
explorado a dependéncia das médias das densidades (L,C,D) como funcao de p como
podemos observar no seguinte figura 6.4

A ideia que baixa densidade e alta mobilidade promove os ciclos pedra-papel-tesoura
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Figura 6.3: Média das densidades das estratégias em fungao do fator de multiplicagao r
do Jogo de Bem Publico Opcional, onde se tem a media das densidades de cooperadores (circulos
pretos), desertores (quadrados azuis), e loners (tridngulos azuis) e a proporgao de ciclos pedra-papel-
tesoura (a) (green zone) como fungdo do fator de multiplicagdo r. A figura de acima corresponde
a p = 0.60, com os correspondentes valores de densidade (a) p = 0.1, (b) p = 0.5, (¢) p = 0.6. O
grafico de abaixo corresponde ao caso de p = 0.001 para os mesmos valores de densidade previamente

mencionados.
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Figura 6.4: Média das densidades das estratégias em fungao da diluicao total de agentes
na rede p no Jogo de Bem Publico Opcional com mobilidade, onde se tem a media das
densidades de cooperadores (circulos pretos), desertores (quadrados vermelhos) e loners(tridngulos
azuis) e a proporgao dos ciclos pedra-papel-tesoura () (zona verde) como funcao da dilui¢do de agentes
total na rede p. A figura da acima corresponde a p = 0.60 considerando quatro diferentes valores do
fator de multiplicagao (a) r =2, (b) r =3, (¢) r =4 and (d) » = 5. A figura de abaixo corresponde

ao caso de mobilidade baixa p = 0.001 com os mesmos valores de r previamente mencionados.
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parece ser qualitativamente corroborado por esta figura. Na figura 6.4, também apre-
senta que para r > 2 os padroes de RPS comecam a emergir. Porém, uma alternativa
para aclarar este ponto, é observar a proporgao de « correspondente ao espago de fase
(p, p).Portanto, nés elaboramos mapas de cor que apresentam como esta proporgao
muda em todas as combinagoes de mobilidade e ocupacao quais podem ser observados
na fig. 6.5. Nessa figura tem uma amostra de 3 diferentes sementes respetivamente,
onde se vé a robustez das zonas obtidas para diferentes sementes, podemos observar que
se mostra similar padrdes para trés diferentes sementes. Por uma questao de simplici-
dade, nds separamos o espacgo de fase em duas diferentes regides: I) qual corresponde
a zona onde se tem uma alta probabilidade de encontrar ciclos de tipo pedra-papel-
tesoura (esquerda), e II) onde somente se tem coexisténcia das trés estrategias sem

presencia da dominancia ciclica (direita).

a)

Figura 6.5: Mapa de cores que mostra a densidade dos ciclos pedra-papel-tesoura a para

cada par (p,p), considerando r = 5. Os trés diferentes graficos correspondem a diferentes sementes.

Entao, vamos pegar dois tipicos pontos em duas diferentes zonas para explorar sua
comportamento tipico. Para a zona I nds fixamos os parametros p = 0.20, e p = 0.5

enquanto a zona II nés escolhemos os valores p = 0.65, and p = 0.5 e nds construimos a
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figura (Fig. 6.6) que amostra a evolugao temporal das densidades das estrategias para
as duas situagoes onde se apresenta coexisténcia sem ciclos pedra-papel-tesoura (figura
de abaixo) e coexisténcia com ciclos de dominéancia ciclica (figura do médio).

Os snapshots correspondem aos tempos a) t = 20 b) t = 200, ¢) t = 400, d) ¢t = 1000
e)t = 2000, e f) t = 5000 passos de MC. Nés claramente observamos o comportamento
com dominancia ciclica para o caso da regiao I, enquanto isso nao se apresenta na regiao
II. Portanto, podemos concluir que uma simples classe de mobilidade, os padroes de
pedra-papel-tesoura podem ser observados com baixa ocupagao e alta mobilidade, mas
os padroes ocorrem continuamente.

Finalmente nds estudamos os efeitos de L (tamanho do sistema) na densidade dos
ciclos pedra-papel-tesoura. Para esse propoésito, elaboramos a dependéncia de a(p)
como funcao de p, para diferentes tamanhos da rede: L = 100,200,400 e 500 qual é
apresentado na figura principal da fig. 6.7 em escala mono-log. E importante notar,
que observamos grandes flutuagoes para «(p) por considerar diferentes tamanhos do
sistema. Mas, a fim de realizar um analise de tamanho finito, nés propusemos a usar
a densidade de dominancia ciclica integrado sobre diferentes valores de p, quais nds
definimos como massa de densidade de ciclos de pedra-papel-tesoura “RPS mass” que

¢é calculada de acordo com a seguinte equacao:

1
S = [ atpLidp (6.2)
0
a qual é obtido pela formula da regra de Simpson:
a(0,L)+a(1,L n
S(L) ~ 2QERa@BAL 4 2Ap Y apaiot, L)

(6.3)

+38p 301 alpai, L)
Nos sabemos que erros numéricos na aproximacao 6.2 por 6.3 qual é do ordem de
O(1/n*), porém nds obtemos os resultados da fig.6.7 usando cinco diferentes sementes
e assim obtemos as barras de erros para cada «a(p;, L), representados por o erro padrao

oa(pi). Agora, por considerar somente os erros estatisticos e ndo os numéricos como

principais fontes, obtemos a formula de propagagao de incerteza como:

9 9 n n—1
oot oo 2Ap 4Ap
Ug‘ - %Ap + 3 Z O-CQV(P%—l) T 3 Z 03(921') (6.4)
i=1 =1

Nés realizamos a grafica de S(L) como fungiao de L™! qual é mostrada na figura de

baixo insertada na fig.6.7 com barra de erros calculada de acordo com a equacao Eq.
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6.2 Simulagoes Numéricas
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Figura 6.6: Snapshots e evolugao temporal para diferentes pontos no grafico de cores.

Figura da acima: Evolugao temporal de dois diferentes pontos no mapa de cores: I p=0.2eIl: p=0.5

com p = 0.5. Figura de médio: Sequéncia de snapshots para diferentes evolugdes temporais para o

ponto I: p = 0.2 e p = 0.5. Finalmente a figura de baixo mostra a mesma sequéncia para o ponto II:

0.5 ¢ p=0.5.

p:
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6.4. N6s podemos observar uma forte dependéncia no tamanho do sistema. A figura de

acima mostra o caso em que L = 400 in escala lineal sé para observacao.

100 , —
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[ 0.0
3 107 E
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Figura 6.7: Efeitos de tamanho finito. A Densidade de ciclos RPS (a) como funcio da
ocupacao na rede p em escala log-log. N6s mostramos os graficos para diferentes tamanhos do sistema:
L = 100 (tridngulos) L = 200 (quadrados), L = 400 (tridngulos invertidos) and L = 500 (circulos).
No6s escolhemos o fator de multiplicacao r = 3.0 e mobilidade p = 0.5. O gréafico inserido na parte da
cima corresponde ao caso de L = 400 em escala linear, onde nao existem flutuagoes observadas. O

grafico de baixo mostra a massa de RPS S(L) como fungao de L.

Nos observamos que a massa de RPS decresce como L de acordo com o comporta-
mento algebraico. Portanto, nossas conclusoes conduzem a que as ocorréncias dos ciclos
de dominancia ciclica no JBPO podem ser observados nao no regime de percolagao de
ocupacao quando a mobilidade é incrementada no sistema. Nossos snapshots mostram
tais fenomenos por amostrar que a mobilidade possibilita os encontros entre os joga-
dores que comecam com o processo de RPS. O fenomeno nao ocorre em diluigoes altas
e 0 processo ¢ continuo, é dizer, que os ciclos de RPS tem regioes preferenciais com
baixas ocupacoes que muda de maneira suave de semente a semente. Alguns eventos
esporadicos de ciclos de dominancia ciclica se podem encontrar no regime de percolagao

(p > 0.6), mais alguns nao sao observados em todos os diferentes mapas de cor corres-
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pondentes a diferentes sementes.
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Neste trabalho estudamos em detalhes o jogo do ultimato em sua versao pavloviana
(reativa). Olhamos o problema tanto na versdo de campo médio, quanto para o jogo
na rede, quanto no jogo simulado via um automato celular probabilistico através de

simulagoes Monte Carlo. No caso de campo médio podemos elencar nossas contribuicoes

1. Mostramos resultados para a variancia do ganho em diferentes instantes de tempo,
para diferentes valores de ¢ (valor de decremento/incremento da oferta) no caso
em que a aceitagao ocorre com probabilidade fixa. Mostramos que em todos os
casos temos um crescimento dessa variancia, mas ela se da sob estdgios diferentes
no tempo. Cabe salientar que um resultado interessante é que a soma de todas
as correlagoes () entre todos os pares de instantes de tempo até um certo tempo

t se anula para um particular instante de tempo que depende da oferta inicial.

2. Diferentemente do caso onde a aceitagao ocorre com probabilidade fixa, no caso da
aceitacao dependente da oferta, a oferta tende a convergir no estado estacionario,
via aproximagao de campo médio, para o valor justo (O, = 1/2) e isso ocorre
independente da oferta inicial. Isto nao ocorre no caso da aceitacao com proba-
bilidade fixa. A variancia do ganho também converge para valores estacionarios,
mas hd um fendmeno interessante dela atingir um maéaximo e depois diminuir até

se estacionar, por exemplo, para ofertas iniciais muito altas.

3. No caso do jogo na rede enumeramos inicialmente algumas contribuicoes impor-

tantes:

3.1. Mostramos que para baixas conectividades o jogo tende a fugir do resultado
esperado por campo médio. Contudo, o jogo assume o comportamento de

campo médio para grandes conectividades.

3.2. Cabe salientar que a melhor prescrigao para os jogadores na rede (indepen-
dente da conectividade), é s6 aumentar as propostas quando hd um nitido
cendrio favoravel (todos os vizinhos aceitam) (prescrigao III). Isso propor-
ciona um altruismo que acaba sendo benéfico a todos os jogadores da rede.
Mostramos que a ideia de ganhar menos mais vezes adicionada a recipro-
cidade dos jogadores, concomitantemente ao lema do “dando mais para

receber mais” é o segredo do sucesso da prescricao III.
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3.3.

3.4.

3.5.

Mostramos que nossas simulacgoes indicam que para uma colecao de carac-
teristicas empregadas: propostas de negociacgao, diferentes tipos de topologia,
diferentes tamanhos de sistema e diferentes valores de parametros de controle
— coordenacao k e desordem p, o sistema evolui para mostrar emergéncia de

altruismo ou na pior das hipdteses de comportamento justo.

A desordem favorece que muitos individuos consigam participar mais do jogo
que outros e, portanto, com chances de acimulos maiores de ganhos. Isso
pode favorecer ao aparecimento de grupos de individuos com maior riqueza

acumulada o que é refletido no coeficiente de Gini.

E importante salientar que a situacao estacionaria da oferta, depende da
desordem e da conectividade mas nao da topologia em si, sem efeitos de

selecao natural.

. Realizamos um estudo adicional onde incluindo selecao natural no modelo do

ultimato reativo, mostramos que a mobilidade faz decrescer a oferta média. Ao

mesmo tempo, embora haja coexisténcia temporal das prescrigdes (nesse caso

com status de estratégia e portanto sendo copiadas), a prescrigao III (sé reduzir

a oferta quando todos os vizinhos aceitarem) domina a longos tempos.

. Quanto aos jogos de bem publico opcional com mobilidade, ressaltamos as seguin-

tes contribuicoes:

5.1.

5.2.

5.3.

A influencia da mobilidade nos jogos de bem ptublico opcional, na emergéncia
dos ciclos pedra-papel-tesoura, corresponde a dois cenarios: baixa mobilidade
e alta densidade, como também de alta mobilidade e baixa densidade de

ocupacao dos sitios na rede regular.

Nos também exploramos as relagoes numéricas entre o fator de multiplicagao

de jogo de bem publico r e os padroes de ciclos de pedra-papel-tesoura.

Realizamos um estudo de tamanho finito, propondo um parametro de ordem
que pode ser descrito como a massa de dominancia ciclica S. Este parametro
que ¢ a integracao da densidade de padroes RPS, sobre todas as possiveis
ocupacoes para um tamanho de rede, decai algebricamente a medida que

o tamanho do sistema vai se incrementando. Nosso trabalho quantifica a
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emergeéncia dos padroes de ciclos pedra-papel-tesoura em redes diluidas, ou
somente padroes de coexisténcia, os quais aparecem com mobilidade simples,
e diferencia dos outros trabalhos que exploram mais complexos mecanismos
de difusao para estabelecer frequéncias estéveis no estado de equilibrio (ver
por exemplo [71]). Nesta parte de nosso trabalho que corrobora outros re-
sultados no contexto de jogos de pedra-papel-tesoura os quais sugerem que a
biodiversidade sob certas condigoes é promovida pela mobilidade no sistema

(ver por exemplo [63]).
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Abstract

The ultimatum game explains and is a useful model in the aisabf several effects of bargaining in
population dynamics. Darwin’s theory of evolution - as @amced in game theory by Maynard Smith - is
not the only important evolutionary aspect in a evolutigndynamics, since complex interdependencies,
competition, and growth should be modeled by, for examplagtive aspects. In biological models, compu-
tationally or analytically considered, several authorgehiaeen able to show the emergence of cooperation
with stochastic or deterministic dynamics based on the mm@sim of copying the best strategies. On the
other hand, in the ultimatum game the reciprocity and thg-fifty partition seems to be a deviation from
rational behavior of the players under the light of the Naghildorium concept. Such equilibrium emerges
from the punishment of the responder who generally tendsftse unfair proposals. In the iterated version
of the game, the proposers are able to improve their propdsabdding an amount thus making fairer
proposals. Such evolutionary aspects are not properly Demvmotivated, but they are endowed with a
fundamental aspect: they reflect their actions accordinglice of the offers. Recently, a reactive version
of the ultimatum game where the acceptance occurs with fikglohbility was proposed. In this paper, we
aim at exploring this reactive version of the ultimatum gamiere the acceptance by the players depends
on the offer. In order to do so, we analyze two situationsm@an field and (ii) by considering the players
inserted within the networks with arbitrary coordinatiohsthe proposed model we not only explore situa-
tions of occurrence of the fifty-fifty steady-state, in botimfogeneous and heterogeneous populations, but
also explore the fluctuations and payoff distribution chtaazed by the Gini coefficient of the population.
We then show that the reactive aspect, here studied, thumfamalyzed in the evolutionary game theory
literature can unveil an essential feature for the convexrgdo fifty-fifty split. Our approach concerns four
different policies to be adopted by the players. In suchcpesithe evolutionary aspects do not work through
a Darwinian copying mechanism, but by following a policyttaverns the increase or decrease of their
offers according to the response of the result - i.e. acoeptar refusal. Moreover, we present results
where the acceptance occurs with fixed probability. Ourrdaution is twofold: we present both analytical
results and MC simulations which in turn are useful to desigw controlled experiments in the ultimatum
game in stochastic and deterministic scenarios.

1. Introduction

Game theory analyzes several important aspects of the Bgoaloand Biological sciences such as

bargaining, cooperation and other social features. Theryhglays an important role in explaining the

Preprint submitted to Elsevier November 24, 2015



interaction between individuals in homogeneous and hgégreous populations, with or without spacial

structure, in which agents negotiate/combat/collabovédecertain protocols. The full understanding of

cooperation between individuals as an emergent colleb&vior remains an open challenge [1, 2, 3]. In
this context, bargaining is an important feature has calteshtion of many authors: two players must divide
an amount (resources, money, food, or other interestingtifyjpand the disagreement (or no agreement)
between them in a given deal could mean that both lose songetfihis dilemma motivates a simple game
that mimics the bargaining between two players - the UltimaGame.

In this game, firstly proposed by Gt al. [4], one of the players proposes a division (the proposer)
and the second player (the responder) can either accepjeot ite If the responder (the second player)
accepts it, the values are distributed according to thesidwiestablished by the proposer. Otherwise, no
earning is distributed to both players.

Real situations in western societies suggest that unfapqsals are refused for either fairer or even
more selfish amounts. However some isolated societies abifleanga localized at Peruvian Amazon
seem to show a behavior opposed to such fact, which suggastseaaltruistic behavior [5]. On the other
hand, scientists have studied and simulated artificialesiesi where players confront each other according
the ultimatum game protocol. In order to consider a simpldutonary probabilistic model where un-
satisfactory proposals are refused, in this paper we peomostudy a model where accepting depends on
proposal.t

Although it is rationally better for the responder to accepy offer, offers below one third of the
available amount to be shared are often rejected [6]. Thmreter punishes the proposer up to the balance
between proposal and acceptance in the iterated game. énagievalues around a half of the total amount
are accepted [6, 7]. Other interesting experimental resulggest that high-testosterone men reject low
offers in the ultimatum game [8]. Nowak et. al [9] showed ttieg evolution of fairness, similarly to the
evolution of cooperation, is linked to reputation by coesidg a simple memory mechanism: fairness will
evolve if the proposer can obtain some information on whatsdne responder has accepted in the past .

Our contribution goes precisely along this line of reseatnththis manuscript, we extend the memory-
1 model proposed by one of the authors in [10] that considersatceptance with fixed probability, by
putting this probability variable and assigning the offgr at timet, that is a number belonging {6, 1] and

performing the game in graphs with arbitrary homogeneodshaterogeneous coordination.

1This game scenario is common and expected in real situatitrisast in western societies, illustrated even when hild
negotiate chocolate coins (see e.g. this video https://wawntube.com/watch?v=Y XfEv-XEWLE).
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In this reactive and iterated version of the ultimatum gathe,players are able to correct their offers
by adding/subtracting an amount to the offers in order toexfakker proposals. Such mechanisms, which
we assume are an essential ingredient for the convergerfiféytbifty partitions seems to be discarded
in typical evolutionary game theory based on probabili§iarwinian copies. By performing a detailed
study, we investigate the game both analytically and viatd@uarlo (MC) simulations under four different
policies about the increase or decrease of the offer undferatit levels of greed. Moreover, we present
results about temporal correlations in the model with fixezbpbility for a suitable comparison with the
model where the offer is time-dependent.

The remainder of paper is organized as follows. Next, we défie reactive model and its mean-field
approximation. Then, we show how the model can be run in n&svavith arbitrary coordination. In
Section 2 we present the first part of our results correspgnidi the mean-field approximation. In Section
5 we present the results for the game with arbitrary cootitinavia equation integrations. Particularly
for k = 4 we explore the randomness effects by considering MC siioakin small world networks. A
general and analytical formula is obtained for the statipreverage offer and a complete study of the
fluctuations and distribution of the payoffs are performetsidering homogeneous and heterogeneous
populations. Then we present a comparative analysis batwaman-field and the model on networks.
Finally, we conclude and comment on the relevance of thetiveaoltimatum game, in particular on the

experimental evidence of the effect of fairer offers ineliéint international societies.

2. Modeling and Mean-field Approximation: Analyzing the correlations

In the reactive ultimatum game, when a player (proposeifppes an offerO; € [0,1] at timet, it can b
accepted or rejected by the other player (i.e. the resphnet us think that such acceptance occurs with

probability p;. Let us consider two simple situations:

1. p; = pfixed, and does not change along time;

2. pp =0y, i.e., the acceptance occurs with higher probability aoffex is more generous.

When the offer is rejected it will take the proposer to chaitgexpectations increasing its proposed
offer . On the other hand when it is accepted the proposer decrigepegposal by a quantity. Heree is
a rate of offer change. We can consider the mean-field regintleesaverage under all different time series
of parameters of two players interacting according to a dyos. We also can imagine it as parameters

averaged by the different players in a large population,re/tiee players interact at each timédenoted
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by authors in refs. [11], and [12] as one ‘turn’) by pairs casipg a perfect matching witN players (for
the sake of simplicityN is an even number) randomly composed. In this pairing, ngeplis left out of the
game, with each individual playing once by turn, by constamnc

Both ways provide similar ways to compute averaged parasietlving along time, since in this
reactive formulation of the ultimatum game, the interactitepends only on the proposal (offer). The first
case p fixed) were partially explored in [10] but some importantrsiinvolving the existing correlations,
have not been studied yet.

First, we would like to revisit the problem, = p to describe the possible correlations which were not
studied in [10]. In this case the clustering effects are mgidrtant, and in the next subsection we revisit
some results fop; = p to deduce some semi-analytical formulas for the sum of teatporrelations of the
payoff. Next, in the following subsection, we define the nldde p, = O;, and we deduce some relevant

results by mean-field approximation. Our results show thdgpendently fron®g, lim;_. O = 1/2.

2.1. Reactive Ultimatum Game With= p: Mean-field approximations

Let us consider the case where the responder always achepiffér with a fixed probabilityp € [0, 1]
[10], and the offer rejection occurs with probability-1p. This assumption allows us to obtain analytical

results in the one-step memory iterated game. Gévandp, in thei—th round, the average offer is:
(Gi) =00 +ig(1-2p), (1)

wherei = 0,1,2...t, since in each round the average offer is modified(xO);) = (1— p)e — pe =
£(1—2p). Inthei-th round, the responder average payoffgis = p(O;) = pOy+ipe(1—2p). Thus, after

t iterations, the average of the cumulative payoff is

W)= 3 (6) = pOs(1+1) + L p(1 - 2p)e @

=
and there is a probabilitp, for a givenn, that maximizes the cumulative responder g&if) (t) is given by

tAy
p(1—Op)(t+1) — 12 p(1—2p)e
In order to calculate the variance of the cumulative gaie, tdsk is not so simple. The result was

p*= %1 [ﬂ + 1} . Similarly we have that for proposer the average cumulaiaseoff is given by(W,) (t) =

obtained in [10] but only this computed result was shown.i&4ly, this is not only an analytical task. We
suppose that variance is four-degree polynorpiafith at least two rootsp =0 andp = 1. So the variance
is considered as a polynomighr(W, ) = ap(p—1)(p— p1)(p— p2) wherea, p; andp, are constants to be

determined. By observing the variance for an arbitrary nemaf rounds (numerically) for three different
4



pvaluesp=1/2, p=1/4 andp = 3/4 we solve a linear system to firsd p; and p, and we can check the

semi-empirical analytical formula obtained in [10]:

varW)(t) = (t+1)p(1—p)Oj+4t(t+1)p(p—1) (p—7) Ooe + [2t(t +1)(2t — 1)p*(1— p)
~2(t? - 1)p?(1— p) + (RO 2 o
and similarly, we can obtain the variance of the cumulatiai @f the proposervar(W,) = (t+1)p(1—
p)(1—00)> — 4t(t+ )p(p— 1) (P §) (1 Oo)e + [2A(t + 1)(2 — )p*(1— p) — A(t - YpA(L— p) +
@+ pl-p)y 2

Implicitly, our difficulty in analytically obtaining a formla to the variance of the gain is related to
the the fact that there is no control of correlation in thebfem. Here aim at providing a more detailed
exploration in order to understand the correlations ingdlin such a problem.

Since for examplear(W ) (t) = $t_o (G7) — (G)*+ St Str_o ((QrG) — (G) (Gr) ) = Sh_y var(ge) +
St_13_1C0r(gy, o). Let us think about the first part of sum: we can write thgt) = p(O7). But,
how can one computé02)? Since(Oy2) = (1- p) <(Ot’—1+8)2> + p<(Ot/_1—£)2>, we have that
(Oy?) = €24 (07 _;) +2¢(1—2p)(Oy_1). We can easily conclude, by iterating such equation, that:
(O?) = 03+ 2(1—2p)Ogte + (t(t — 1)(1—2p)? +1)e2. So(g?) = p[OF+2(1— 2p)Opte + (t(t —1)(1—
2p)?+1)e?)] and(g)? = p? [03+2(1— 2p)Ogte + (1— 2p)?t2?]. Expanding the terms we have that

()~ (&) = p(1—p)O§+2p(1— p)(1—2p)Octe (4)

+[p(t(t — 1)(1—2p)®+1t) — p*(1—2p)*t?)e?

By performing the sum we obtain:

t
W) = 5 ()~ (@)= (2L PRt D)+ P - 2P 2+ D 1+ D)) 06)
t'=0

+p(1— p)(1—2p)Opt(t+1)e + p(1— p)Oj(t + 1)
This formula, can be used to estimate the magnitude of etivek since from Eq. 3 we have an exact

form (empirically obtained) for the variance. So by measyithis magnitude we can define the following:

t t
d(t) = ,Ov 6
(t) tzml :Ocorr(gr o) (6)

By some algebra derivations we obtain:



() = 2A(t+1)p*(p—1)Opt + @)

8 .5 8, 10,5 10, 2,5 2
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So we can study this function in detail. Since the offgrdoes not touch the limits (O or 1) there is a

lower bound for the number of iterations necessary for tiséesy to reach such limitsi, = min(|yo/€], [ (1—Yo)/€]).

2.2. Reactive Ultimatum Game Withs O;: Mean-field approximations

In more realistic situations, the acceptance depends onftee So, a natural choice is setting the
accepting probability as exactly the value of the offer. histcase, considering a simple "mean-field”

approximation where we chan@® by (O;), a recurrence relation for the offer can be written as:

(Ou) = (O)—(O)e+(1—(O))e
= (1-26)(0)+e

By iterating this equation we obtain:
(O) = (1-26)'Oo+e3| o(1—2¢)

(8)
= (0Og—1/2)(1-2¢)'+1/2

and lim . (O;) = 1/2. Since(1— 2¢)! = 1— 2¢t + O(e?) for intermediatet-values, sincee is a small

number we have the asymptotical behavior:

(Op—1/2)(1—2et) +1/2 t—0
(Or) ~ { 9)
1/2 t — o0

Therefore an approximation for the average gain of the medgoat timet is (g;) ~ (O[,>2 =(Op— 1/2)2 (1—
2e)2 +1/44 (Op—1/2) (1 2¢)'. That asymptotically gives
O%+(2—40o)£00t t—0
(G) ~
(O0—1/2)°+(0p—1/2)+1/4 t—ow
In our approximation, in this Pavlovian version the offersnoonverge to a fair proposal. This result
although simple, deserves a lot of discussion in the liteeatind distortions of this behavior must be better

understood since it has an important role in the Pavloviasiae of the ultimatum game.

So a formula for the average of the cumulative gain at timenean field approximation can be written,
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since the acceptance probability is the owner’s offer value

W(t)) = Sho(Or)?

(10)

. 1\2 (2e—1)22_1 1\ 1—(1—2¢)t*1 1
= (00§ iy (00 5 T Y

2¢ 4

Again, we have two regimes: for— 0, asymptotically we havéi (t)) ~ (Og — %)2% +(t+1)+
thl _

2 2 .
: (%—F = (00— 32) ) (L+1). Fort— oo, W (t)) ~ (Oo—3)" zzrig + = (Oo—3) + 5 which
determines a crossover between two different linear behsvi

If we extract the correlations, the variance of the cumwdatjain:

var(W)(t) = var(W)(t) - 5y Y 2o ((OrOrr) — (Or) (Orr) )
= Sis(d) — (@)
(02 ~ (1= (0 1)) {(O-1+8)) + (01} (O - )°)
After some algebraic calculations:
(02) = €2+ (OF ;) +2¢ (O_1) — 4 (Op_1)?

what after the iteration and some algebra leads to:

(02) = (04?)+e2+25[(00—1/2)(1-26)" " +1/2] e [(1-2¢) ' +1/2] ’

(11)
= Op+&%—(0p—1/2) [1- (1-2¢)'] - (&2 [1— (1- 25)2‘]
Following exactly what we considered previously, we canrapimnate
(@) ~ (O)(0f
(@) ~ (Op)*
It is important to see that
var(@) = (6) — (@) ~ 200" + £ — (0~ 1/2)~ 2120y L (12)

(1—¢) 16
for t — oo, which leads to a linear behavior in time for the variancéedéntly from case where accepting

occurs with fixed probability. In this caser(g;) has a quadratic leader term in time.



We can evaluate numerically the expression

- t
varW) ~ (o) ((0F) - (on)°) (13)
=0
and naturally to comput®(t) as performed for the case of the fixpdequation 2) for the particular case
where acceptance depends on the offer, but for this case veetbacomputevar(\W; ) numerically by a
Monte Carlo simulation differently from the case where thesgptance occurs with fixed value pf3) and

computingvar(\W ) by using 11.
3. Extending the Model to Networks

In this second part we analyze the model considering coatidim and randomness. In this case we
consider that players are inserted into a network (or gréghgonsidering the reactive ultimatum game
with acceptance probability equal to off@y.

To extend our results to networks, we consider four diffepeticies that governs the update dynamics
of the player offers in the network, which works as a greedglleHere, the terntonservativemust be
understood by the policyif you are not sure about the acceptance of your offer in thghimrhood, you
will increase your offer; otherwise you will decrease it.

Our simulations consider a simple initial condition: firah initial offer Og is assigned equally to all
players. Such initial condition is initially adopted foretlsake of simplicity.

At t—th simulation step, each playe& 1,...,N in the network, wherd\ is the number of nodes, offers
a value for itk neighbors. Each neighbor accepts or not the proposal wathaility p,(t) = t“), where
Otm is the offer ofi-th player at time. Since we compute the number of players that accept the gagpo

na(i), we have the possible policies:

1. Conservative: Ensures that more than half of the neighbors accept the malpo order to reduce

the offer If na(i) > ki /2, so0!); = Of) — ¢, otherwised!”, = O +¢;

2. Greedy: One acceptance is enough to reduce the offémy(i) > 1, soOt(Rl = Ot(i) — g, otherwise
ofl, ol ++

3. Highly Conservative: All neighbors must accept the proposal to reduce the offem,(i) = ki, so
Ot(El =o' —¢, otherwiseot(zl — ol +¢;

4. Moderate: If exactly half of the neighbors accept it, then the prop@seeduced n,(i) > ki /2, , so

o, =0 —¢, otherwiseo!), = O +¢;



Let us consider a particular and interesting case, wheredbrlination of all nodes is fixed and made

equal tok (regular graph). For example, in the first case we have,

(Orr1) =~ (Or) —&(Pr(na > k/2[(On) — Prna < k/2[(OQ)))

(Or) +€(2Pr(na < k/2[(Or)) — 1)

But
k/2 meq k—m
Prina < /21 (0y) = 5 U]
and so

C KH(OY™ (1 (Oy) ™
(Ory1) =~ ( 2 Z m k én)

~1|e (14)

We can iterate this recurrence relation and compare withitseBom Monte Carlo simulations in net-
works with fixed coordinatiok. Monte Carlo simulations can also be performed to analyzeléviations
of this formula when the average degred& ia disordered networks. In section 5 we analyze, for example
the deviations from formula 14 when we introduce effectsaoiomnesg in small worlds built from rings
and two-dimensional lattices.

In this same section we present studies about payoff digiwi for k = 4 and analyses of stationary
offer (O) for arbitraryk in heterogeneous population of players, i.e., we considfrent partition of

players that play under four different policies.

4. Results Part I: Mean-field Regime

In the sequel, we present our main results in the mean-figichee

4.1. Mean-field for acceptance with fixed probability p

In the previous section, we observe that in such case, teeinffreases or decreases linearly with time.
The cumulative payoff (wealth) of the respond8A{() (t)) also is easily calculated by Eq. 2. Foe= 1/2,
we can verify thatW, ) grows linearly in time, independently from rate The quadratic term is relevant for
p # 1/2. This simple calculation suggests that the variance ofutatie gain should also be calculated.
Here a problem occurs: The authors in [10] have analyzedd#riscular case of the game. They calculated
it by using a semi-empirical method to obtaiar(\W;)(t), fitting a polynomial inp which has two obvious
roots: p=0 andp = 1, resulting in equation 3. This is so because the authoiid #ve correlations of the

problem, the only reason that prohibits an analytical @idwn of this formula by direct methods. But why



is this important? Because we can use the semi-empiricaluiiar for the variance obtained by [10] given
by Equation 3 in order to study the correlations of the proble

By performing such correlations, first of all, it is importan observe the behavior of variances of the
payoff at timet of respondervar(g;) = <th> — (gt>2. We know how to calculate this value as can be seen

in Eq. 4. Here our first study is to observe the influence of tlenging rate of.
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Figure 1: Variance of the payoff of responder fo= 1/2 andOg = 1/4, for differente-values according to Eq. 4 We can observe
in this log-log plot different stages of growing as functigitime.

We can observe thatar(g;) increases with time, as Fig. 1. A convexity change is morsitea to

highere-values. The sum of these local variances corresponds tb efpar(\W; )(t), denoted byar(\W )(t)
which was analytically obtained by Eq. 5. So we compbte) = var(W )(t) — var(W ) (t) estimated by
equation 7 which corresponds to the sum of all correlatiohthe payoffs until timet, i.e., a kind of
“cumulative” correlation.

In Fig. 2 we can check the behavior [@b(t)|. The pointst*(Op) where® = 0, givevar(W )(t*) =
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Figure 2: Absolute value ab(t) given by Eq. 7 for different values @g, with p=1/2. We can observe that there is*avhich
corresponds t@ = 0 for eachOp. Such point corresponds to a signal change(f.

var(W)(t*), i.e, they work as a “decorrelation time” of the system thepehds on initial offeOy. The
points in Fig. 2 corresponds to MC simulations used to carate the results from equation 7. In this
simulations we performed 20uns of the iterated game performing averages for each fileecan see a
perfect agreement between Eqg. 7 and MC simulations.

Now let us show the results for the reactive ultimatum gamsioe when the acceptance depends on

the offer and compare with the results of this subsection.

4.2. Mean-field for Acceptance Dependent on the Offer

We observed that reactiyefixed approach for acceptance of the offer leads to offeasiticrease or
decrease along time. This is a possible behavior, but therempnts with human beings (see e.g. [5]) seem
to avoid the undesirable situation leading to a fair steaalyesfifty-fifty sharing.

The reactive ultimatum game, based on acceptances thahdiepethe offers produce a stable state
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O. = 1/2 independently 0Dy. This strong fixed point must be better understood. Herdjr$tequestion is
to check the cumulative gain and variance of the offet@gre= 1/2 in this situation comparing these same
values in the reactivp-fixed game.

In Figure 3 (eft plot) we show the temporal evolution ¢7\}) (1), i.e., the cumulative payoff up to time
t, according to Equation 2 for fivp-values. We can observe that cgse- 1/2 corresponds to the regime
which p changes with offer (10).

In the same Figureight plot ) we show the behavior of the variance of the payoff for theespralues
(Eq. 4). The variance can increase or decrease, respgcfivep > 1/2 andp < 1/2. Forp=1/2 we have

also the agreement with the case witdependent on the offer given by Equation 12

- depends on the offer ' ' ' '
w4 % p=0.05 10"
° p=025 ° a 2 8%
o p= 0.5 N/\ X
o 4 a p=075 50
X « p=095 M
- A EN ¥ ¥%
B . 10
3 o0
\Y o Vi
o * depends on the offer  * p=0.05
o1 O =05 o p=025 o p=0.50
»** 0 E a p=075 * p=0.95
T : . 107 4+t : ; .
! 10 100 1 10 100 1000
A t

Figure 3:Left: Cumulative payoff (wealth) for differerp—values withOp = 1/2. The red line corresponds to the case in which
accepting depends on the offer. It fits very well the gasel/2. Right: The same results corresponding to the variance of payoff.

Now, it is interesting to observe what happens with othdrah¢onditions for variance of payoff when
the acceptance depends on the offer. We can observe in Figat 4dlues of payoff dispersion always
converge to the same valwar(g) ~ 0.06 which does not depend @y.

Particularly forOy = 0.95, we observe that variance has a maximum before it corveéogine steady
state. This rich behavior is obviously related to the faet tin average that offer convergf3;) — O., =
1/2 (see Eq. 9). In this same plot, we also show that MC simuiat@mrroborate our analytical results.

So our reactive ultimatum game in mean field regime (two iiddials iteratively playing) and with the
values averaged for a huge number of repetitions (meanréglthe) is able to reproduce the intuitive aspect

of the ultimatum game, which corroborates real situatfoR@ally looking at the variance of the cumulative

2As seen in this simple video: https://www.youtube.comghiay=Y XfEv-xEWtE
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Figure 4: Temporal evolution of the payoff dispersion fag tase which accepting depends on the offer. The pointsspomel to
analytical results and the lines to Monte Carlo simulations

payoff we can also estimate the vald¢t) for this case as we performed for thefixed approach.

In Fig. 5 (left) we show the variance of the cumulative payadf(\W ) as a function of time which

is only obtained by Monte Carlo simulations (full points)n @e other handvar(\W ) (lines), the sum of
payoff variances for all time < t, were analytically estimated by Equations 13, 11, and 8.

The empty points correspond t@r(W ) obtained by Monte Carlo simulations. By performing the
differencevar(W )— var(W) we obtain®(t). In Fig. 5 (right) we can observe tha(t) converges to a
steady state well defined as the payoff and its variance. Rérmethat this is different for the-fixed
approach (as seen in Fig. 2).

In summary, we observed that offer-dependent acceptamckiges a fair steady state for these offers
contrary to the expected rational behavior. But in this ieeref reactive ultimatum game other important

guestions can be answered: which are the effects of tomspgindomness, and the neighborhood size on
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Figure 5:Left: Variance of the cumulative payoff (filled in points) and #wm of payoff variances (empty points) obtained by MC
simulations. The lines correspond to analytical resultaiokd by Mean-Field approximatioRight: Temporal evolution ofp(t)
corresponding to results of the left plot in this same figure.

the offers. In the next section (second part of our resulesspmalyze such effects on the reactive ultimatum

game when the acceptance depends on the offer.

5. Results Part II: Coordination (k # 1) and Randomness Effectsf # 0)

In this section we analyze the reactive ultimatum game iwokds. We initially concentrate our atten-
tion for populations that play under policy I, in a regulaagi withk = 4. In this case, we can skt 4 in
equation 14, we havéDy 1) = (O) + ( 6(0;)* —8(0;)> + 1)e. For (Op) = Op. We can iterate this equa-
tion. Simultaneously we have performed Monte Carlo sinmiatin a square lattice by considering that
a player will make an offer to their four different neighb@unsd therefore will be the responder to another
four different neighbors. The player changes her decisiitim kgspect to the offer only after having played
with all neighbors, and the synchronous our asynchronorsoreof the MC simulations which are similar
in this case.

Here an important question to ask is about the influence ofaiamess on these results. If we imagine
for example a small world built from a simple ring or even aagulattice with coordinatiokg, by intro-
ducing a rewiring probabilityp, we have(k) = kg but the result corresponds exactly, for example to policy
I, by changingk by correspondingk)? This is not what happens. This occurs onliifs large; for smaller
ko we have a dependence pras can be observed in the color maps of Figure 7.

Such behavior can be checked by looking the dependencetiohstiey offer as function op and (k) as

shown in fig. 7. We performed simulations in a small world tatgrfrom a ring and a square lattice. It is
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Figure 6: (a): Average offer, for different initial valu®@y, equally attributed to all players. We considered the exactirrence
from Eq: 14 (continuous curves) and MC simulation (pointsqisquare lattice which corresponds to kse4 in formula. Inset
plot correspond to stationarity of the offer dispersion): Results obtained from mean field which corresponds=tol (no policy
dependent). (c): Results for the other policies alsokfer4. (d) Results for policy | simulated on the square but withitaary
neighborhood for differerit-values.

interesting observe that for low coordination evenor 1 we do not obtain the result expected for mean
field (Ot ) = 1/2).

Now it is interesting to analyze the effects about the papbfthe players in populations under four
different policies. We want to show the effects about disttion of payoff in populations as a function of
time considering the populations in which the offers ardqvared under 4 different policies and acceptance
occurs with probability exactly the offer of the player. Wansider k = 4). We can see from plot (C) in
Fig. 6 that policy 3 leads to higher offers. This happens bseglayers with this behavior only decrease
their offers in really favorable situation; they prefer ®adlwith more players under lower offer values than
playing with only one player under higher offer values. Riggffers mean higher acceptance probabilities,
which mean larger number of deals.
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Figure 7: Randomness effects on stationary offers for ttieypb a) Left plot: small world built from a ring b) Right plo small
world built from a square lattice.

By considering the payoff obtained by players in populaiorieracting under the different policies, we
analyzed statistics related to payoff obtained by the ptayepopulations interacting under these different
policies separately. We considee= 4, for the sake of simplicity. One question to ask is how thgoffas
distributed among the players along time. In this case, weusa a interesting concept from Economics,
the Gini coefficient. Considering that players have their payoffs at tinteén increasing orderg; (t) <
g2(t) <.... < gn(t). So we consider the cumulative distribution:

_ Sio10;(t)
Si1gi(t)

The Lorentz ¢;(t) x i/N) curve shows the corresponding wealth (sum of payoffs)esponding to

¢i(t)

population fractionf; =i/N. We expect an identity function for a well distributed pdy®&y a trapezoidal

formula, the Gini coefficient can be estimated by

1 N
G =1-§ 3 4V
which measures the difference between the Lorentz curvehendlentity function. This number changes
from 0 up to 1, and the higher the value®fthe worse is the payoff distribution.
Since we analyzed the properties of populations underrdiitepolicies fokk = 4, now we would like to
better explore a general formula for the stationary offerfititrary coordination, considering populations
under proportions of different policies. If we considerttpg pc, pnc andpy are the densities of conser-

vative, greedy, highly conservative and moderated playeescan write that with the players inserted in a
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Figure 8: (a): Average total payoff of the players kot 4 by considering the different policies. (b): CorrespogdBini coefficient
of the average payoff described by Plot (a).

population with coordinatiok, is
(Ot11) = (O)+pc-[2P(0 < na <k/2|(Or)) — 1 e+ pg- [2Pr(na = 0[ (Or)) — 1] e+
+ Puc 2P0 < na < K| (Or)) — 1] e+ pm [2PHO < na < k/2—1](O)) — 1] &

which results in

Ou) & (O +pe (25% “ORIam = — 1) + o (21— (00)* - 1) + puc (1-2(00))

+pu (22"/2*1 k(o)A (oy)™ 1) c

m=0 m! (k—m)!

(15)
Obviously, Eq. 14 is a particular case of Eq. 1%k € 1, pc = puc = pm = 0). So our work now

is to change the proportions, pc, pHc andpm, by numerically solving this equation and answering an

important question: Is there some proportion that is ablshtmge the behavior d6;_,.,) = 1/2? First of
all, it is important to mention that all results obtained lymrerical integration of Eq. 15 were checked by

performing simulations in rings and square lattices withiteairy coordination. For this reason we will omit

any information about MC simulations from that part unti tfinal results, but remember that we have a

perfect agreement between MC simulations and numericagiiation of Eq. 15.

First, we would like to analyze the stationary average dtiemixing of different strategies, by looking

at differences between the homogeneous populationstkize.one where players only use the same policy

(1, 11, 1, or IV). In plot (a), Fig. 9, we show the behavior 40 ;) as a function okin log-log scale. Each
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plot corresponds to one population interacting according $pecific policy (we denote it as homogeneous
population). The inset plot corresponds to the same plaheal scale. We can observe that in policies |
and IV, the stationary offers converge tp2lwhenk — oo, differently from Il and IIl.

It is important to mention that a population with only greqalstyers leads to an algebraic decay of the
offer as coordinationk): (O_e) ~ k=¢. We measured the exponefit~ 0.95 by usingkmax = 40 and
& ~ 0.97 for kmax = 60 which indicates a kind of hyperbolic scaling in coordioat(O; ) ~ 1/k.

The first experiment with heterogeneous population kepps-(oc = prc = pm = 1/4). In this case,
surprisingly the stationary case(i®;_,») = 1/2 independently fronk (by simplicity we omit this obvious
plot). We cannot observe such behavior in the studied hormemmes populations.

Other exotic choices can be performed in whi{€h_,..) shows convex and concave behaviors as func-

tion of k, i.e., with extrema well defined as we can observe in plotRlg), 9.
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Figure 9:(a): Stationary average offers as a functiorkafonsidering homogeneous populations - players follow glsipolicy -
in log-log scale.(b): Some mixing of policies (heterogeneous population) iteting one case where there is a coordination that
maximizes the stationary offer and one that minimizes it.

6. Conclusions

In this paper we analyze some important aspects of popofatidich interact under a reactive ultima-
tum game. First we extended results of a recent publicatizerevacceptance of the offers occurs with fixed
probability p. We show an interesting behavior for the sum of all tempooaletations of the payoff from
t'=0,...,t: d(t), which changes its signal in time that depends on the aaueptarobabilityp, that is a
property from the fact thatO;) increases (respectively, decreases) as0 (resp,< 0) as function of time.

Based on the fact that unfair offers have small acceptaratgapilities, we proposed a new model where
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acceptance occurs with probabili@y, i.e. the offer of the opponent. In this case a mean field reda@ads
to a interesting stationary fair offe®; ., = 1/2 independently from the initial offéDy. Thus, the sum of
the temporal correlations of the payoff has a steady stalledefned, but depends dDp.

When studied in networks the model does not pre€gnt, = 1/2 for low coordination (smak) what-
ever the policy analyzed. Particularly fer= 4 we showed that the average payoff is larger and the Gini
coefficient is smaller for the policy that decreases theaetsge offer only when all players have accepted
the offer at hand. This apparently altruistic player gaims lalues as proposer, but higher values as a
responder; this combination leads to a well distributedoffaywWe show that the absolutely greedy policy
(1) leads to low payoffs and to high Gini coefficients.

Further, we introduced four policies that differ in how egthyer increases/decreases her offer. Only
two policies presentO;_,.) = 1/2 for k — . However a perfect equilibrium among policies, i.e. 1/4 of
population for each policy, leads {®:_.») = 1/2 independently fronk. There is a breaking of mono-
tonicity of (O_,«) (k) for mixing of strategies, which preseris/alues wherdQ; ) is a extreme, either

maximum or minimum value.
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Abstract

Social dilemmas concern a natural conflict between cooperation and self interests among individuals in
large populations. The emergence of cooperation and its maintenance is the key for the understanding of
fundamental concepts about the evolution of species. In order to understand the mechanisms involved in this
framework, here we study the Optional Public Good Games with focus on the effects of diffusive aspects in
the emergent patterns of cyclic dominance between the strategies. Differently from other works, we showed
that rock-paper-scissors (RPS) patterns occur by introducing a simple kind of random mobility in a lattice
sparsely occupied. Such pattern has been revealed to be very important in the conservation of the species in
ecological and social environments. The goal of this paper is to show that we do not need more elaborated
schemes for construction of the neighbourhood in the game to observe RPS patterns as suggested in the
literature. As an interesting additional result, in this contribution we also propose an alternative method to
quantify the RPS density in a quantitative context of the game theory which becomes possible to perform a
finite size scaling study. Such approach can be very interesting to be applied in other games generically.

1. Introduction

The evolution of cooperation, fairness, or pro-social behavior among non-related individuals is one of
the fundamental problems in biology and social sciences [1]. Reciprocal altruism fails in providing a good
solution if the iterations are not repeated. Some mechanisms as punishment can be effective, for example
in the iterated ultimatum game (UG) where players reject offers far from fifty-fifty division [2, 3, 4, 5, 6].
However this mechanism, in the case of prisoner dilemma (PD) or even public goods games (PGG) requires
that defectors must be identified as observed in ref. [7]. Optional participation in the PGG is a simple
but effective mechanism that can avoid possible exploiters and overcome the social dilemma [8, 9], since
the cooperators and defectors can coexist due to the abstention alternative. These works as well as many
others (see for example [10, 11, 12]) consider a dynamics with many public games, where each one of them
corresponds to a different neighbourhood and its central node, differently from some alternative works (not
so explored in literature) that consider the dynamics of an only single and large public goods game with

interacting players (see for example [13, 14]).
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Therefore, the so called Optional Public Goods Game (OPGG) can provide an useful representation
of many social conflicts which the cooperation plays an important role in the good operation of general
public services. Voluntary participation in PGG may provide a way to keep stable and persistent levels
of cooperation, without secondary mechanisms as punishment or reward [15]. In the stationary state of
dynamics in OPGG the coexistence of the three strategies: cooperators, defectors, and loners, as well as
dominance cycles of each one of these strategies in sequence, i.e., the so called rock-paper-scissors (RPS)
regime, were reported as solutions of the mean field replicator dynamics [16], as well as for simulation in
different topologies [11, 12, 17].

Other important aspects may influence the cooperation patterns in PD and PGG and among them, one
has called the attention of physicists that study evolutionary game theory: the mobility of the players [18].
Mobility is an interesting mechanism to evaluate if a social or biological system preserve its environment
or biodiversity by considering the different strategies in the population [19, 18], or by simply to change the
critical rates in epidemiological systems simulated by cellular automata [20]. So, the investigation of RPS
pattern which is an interesting case of emergence of cooperation, deserves more attention in OPGG and in
this point we would asking for: Is the mobility an important ingredient to influence or even preserve the
RPS patterns in OPGG? If yes, for which occupation this can happen?

In this paper we propose to study the effects of mobility in OPGG. We focus our investigation in three

different contributions:

1. First, we would like to answer about the connection between the mobility and RSP patterns observed
in OPPG and in other game theory protocols;

2. In square lattices, where each site can be occupied by only one player, we intend to explain how the
occupation (density of occupied sites) and mobility characterized by a simple diffusion parameter p,
probability that a player moves to a empty site, randomly chosen among nearest neighbours, influence
the RSP patterns;

3. By following this investigation, we would like to propose a parameter to measure the density of RPS
patterns in Game theory, more precisely in PD and PGG with voluntary participation, or even in other

game theory protocols;

In this contribution we present an analysis, by means of Monte Carlo Simulations, looking for the coex-
istence of the two strategies in the steady states or in a more singular and rare case, the alternate dominance
of each single strategy (RPS patterns) in the presence of mobility. We simultaneously analyse the effects of

the multiplication factor (r) , the density of mobile agents in the lattice (p) and the mobility parameter (p).
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It is important to notice that other studies considering mobility in OPGG reveal some features to maintain
the cooperation but these results do not explore the existence of cyclic dominance of the strategies (see for
example [10]). More precisely, we are interested in how these three important parameters of the game are
able to modulate the emergence of spontaneous cooperation, looking simply for coexistence of strategies or
cycles of the three possible strategies. In the next section we present the essential points about the model and
how our simulations are implemented considering our Monte Carlo Simulations for OPGG with mobility

of the players. In section 3 we present our main results.

2. The OPGG with Monte Carlo simulations considering mobility of the players

In this paper we consider a population of N players randomly distributed over a square lattice of linear
dimension L, so N < L? and the density of players is defined by 0 < p = % < 1. Every player interacts
only with its nearest neighbours, and each site in the lattice can contain a player or simply to be a vacancy
(empty space). So if we include the vacancy with status of state, we have a four-state model, where each
site can have four possible states: C (cooperator), D (defector), or L (loner) if there is a player occupying
the site which represent the three possible strategies for a player and V (vacancy) otherwise. The OPGG

with Mobility evolves according to steps of the following algorithm:

1. An agent i is randomly chosen.

2. Each cooperator in its neighbourhood contributes to the common pool with a unit of wealth. Defectors
participate, but without contribution (free-rider action), while loners stay out of game getting a fixed
payoff ¢, which we make equal to the unit, without loss of generality.

3. Payoffs are then calculated for the three possible strategies:

N .
Wy — 1 3 €
_ rN .
P= (NC"F?VD) ;D (1)
1 . L

where r is the multiplication factor of the public good, N, N; and N; are the number of players with
each corresponding strategy in the local configuration (neighbourhood). If we define s; = 0 for C,

s; = 1 for D and s; = 2 for L, we can reduce this formula to:

P(s)=

rNc { _s(s—1)

-1
(Nc+ Np) 2 ]—H



4. An occupied site i is randomly drawn. So a site j in the neighbourhood of i is also randomly drawn.
If the site j is a vacancy the player localized in i jumps to site j with probability p. Otherwise, if
P(s;) < P(s;) then i copy the strategy of j. If this condition is not satisfied, so i keeps its current
strategy.

5. The process is repeated N times, i.e., we randomly choose N players from the population, and so we
replicate the process. In average each agent has the opportunity to change its state once per Monte

Carlo time step;

So we present time evolution densities of the three kinds of strategies, p;(¢). In all our simulations,
the initial configuration is fixed but random, where the population is composed by 1/3 of the each one of
the three strategies, in order to observe the survival of the strategies. Clearly, other situations should be
biased to lead the system to the emergence of cooperators. However we opted by avoiding this possible
bias. In the next section we present our main results. Basically, we define an interesting parameter to able to
describe the density of RPS patterns in the time evolution of strategies, considering the system over different

occupations and mobilities.

3. Results

In order to investigate the collective dynamical behaviour of the system, we measure the time evolution

of fraction (or density) of individuals in the three possible strategies, p. = (1_1\’%, Pa = (1_1\/% and p; =
U—IVW’ cooperators, defectors, and loners respectively, since (1 — p)L2 = L2 — N is the number of players

in the lattice.

First, we start showing the time evolution of p.(t), pg(t), and p;(¢) considering N, = 10* Monte Carlo
steps as can be observed in Fig. 1. We choose two particular situations: a) p = 0.4 and b) p = 0.6,
both considering r = 5 and a low mobility: p = 0.005. As previously reported, we start from an initial
concentration of p? = pg = plo = 0.33. This figure reveals two typical patterns in our analysis: In plot
(a), the system reaches a configuration in which the three strategies coexist in a cyclic way while in plot
(b), there is no cyclic dominance among the strategies, just coexistence where two strategies dominate one
third. Now let us better explore the effects of the vacancies and mobility of the players in the emergence of
cooperation or more precisely how this is related to the occurrence of RPS patterns.

Here the idea is very simple: by varying the occupation and a mobility parameters of the system we can
find small fluctuations which leads to large and sustained oscillations, so a cyclic state appears in the global
behaviour of the system, i.e., the fraction of each one must vary cyclically. However, an important question

4
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Figure 1: Time evolution of the fraction of cooperators (black line), defectors (red line) and loners (blue line) for r =5: a) p = 0.40,
p=0.005 and b) p = 0.6, p = 0.005. For that we used L = 100, and p? = p9 = p{ = 1/3.

is how to measure the density of the occurrence of this pattern in the time evolution of these strategies
in a simple way. In this paper we suggest a natural parameter: we measure how long is the length of all
L-C-D (or C-D-L, or L-D-C...) sequences that appear during the evolutions. So we establish the following
convention: the condition p; > p. s means L, while p. > p; ; means C, and finally p; > p.; corresponds to

the dominance of D. For example, in the sequence with 40 terms:
CCLLLCCDDDLCCCCCDLCCCCDDDDCCCLLCCCCDDCCC

we have 4 LCD cycles, where the density is then equal to oo = (8 +7+9 + 8) /40 = 0.8, since in a general

evolution we define o as
Xt

tmax

o

where {ti};"z | denote the set of lengths of all sequences of LCD found in the whole series of size fm,x, where
sure thj < tmax, Whichleadsto 0 < o < 1.
So we elaborate an interesting plot that shows (p;), (p.), (p4) and o as function of r, the multiplication

factor of the OPPG as can be observed in Fig. 2. The averages were computed by:

1 Tmax

Y pilt)

Tmax =1

{pi) =

where i = I, ¢, or d, and o were computed considering fmax = 10* MC steps to compose the averages.
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Figure 2: Average frequencies of cooperators (black circles), defectors (red squares), and loners (blue triangles) and the proportion
of rock-paper-scissors cycles (&) (green zone) as a function of multiplication rate . The three first upper plots correspond to
p = 0.60, with the corresponding density values (a) p = 0.1, (b) p = 0.5, (c) p = 0.6. The three last lower plots correspond to case
p = 0.001 for the same corresponding density values previously used.

This figure qualitatively corroborates that there is a relation between occupation and mobility, however
this relation must be more explored. So we perform a plot of {(p;), (p.), {ps) and @ as function of p as can

be observed in Fig. 3.
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Figure 3: Average frequencies of cooperators (black circles), defectors (red squares), and loners (blue triangles) and the proportion
of rock-paper-scissors cycles (@) (green zone) as a function of occupation p. The right side plot corresponds to p = 0.60 by
considering four different values of multiplication factor (a) r = 1, (b) r =2, (c) r = 3 and (d) r = 4. The left side plot corresponds
to the case p = 0.001 where the same multiplication factors previously were used.

The idea of low density and high mobility promotes RPS behaviour seems to be qualitatively corrob-
orated by this figure. This figure also shows that for » < 2 the RPS patterns are not observed. However,
an alternative to clear up this point is to observe the proportion ¢ to all pairs (p, p). So we elaborate color
maps which show how this proportion changes in all combinations of occupation and mobility which can

be observed in Fig. 4. We show 3 plots that correspond to the 3 different seeds respectively, by showing the
6



robustness of the zones obtained for the different seeds, i.e., we can observe similar maps for the different
seeds. For the sake of simplicity, we can qualitatively separate the region in two different regions: I which
corresponds to zone with higher RPS probability (left) and IT where just coexistence of two strategies is

generally observed (right).
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Figure 4: Color Map that show the RPS density a for each pair (p, p) considering r = 5. The 3 different plots correspond to
different seeds respectively used in our simulations to obtain the time evolution strategies.

So, let us pick up two typical points in the two different zones by exploring their typical behaviour. For
zone I we fix the parameters p = 0.20, and p = 0.5 while in zone II we choose p = 0.65, and p = 0.5 and
so we built a figure (Fig. 5) that shows the time evolution of strategy densities for these two situations (first
plot from up to bottom) and a corresponding sequence of snapshots by showing the spatial distribution of
strategies in the lattice, for the first situation (medium plot) and for the second situation (lower plot).

The snapshots corresponds to times a) t = 20 b) t = 200, c) t = 400, d) r+ = 1000 e) ¢+ = 2000, and
f) t = 5000 MC steps. We can clearly observe the RPS behaviour for the case chosen in region I while
dominance of a strategy is observed for the case chosen in region II. So we can conclude that with a simple
kind of mobility the RPS patterns can be observed in low occupation and high mobility, but the pattern
occurs continuously.

Finally we studied the effects of L on the density of RPS. So we plot o(p) as function of p, for different
sizes L = 100,200,400 and 500 which is shown in the main plot of the Fig. 6 in mono-log scale. It is

important to notice that we can observe strong fluctuations for a:(p) by considering different size systems.
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So, in order to perform a finite size scaling analysis, we propose to use the RPS integrated over the different

p values, which we define as RPS mass and calculated according to:

1
S = [ alp.Ldp @
which is numerically obtained by Simpson’s rule formulae:

S(L) ~ “CETeUUAp 4 3Ap YL a(pii,L)
3
+3Ap X1 a(pais L)
We know the numerical error in approximating Eq. 2 by Eq. 3 which is of order O(1/n*), however
we obtained the plots of Fig. 6 by using five different seeds and we have the error bars for each a(p;,L),
represented by standard error 8¢ (p;). So by discarding the numerical errors, and considering only the

statistical errors as main sources, we have the uncertainty propagation formulae:

1/2
Ap n n—1
552 = ? 5(?!(0) + 5;(1) +4Z 602!(p2i—1) +16 Z 53(1021') ¥
i=1 i=1

So we plot S(L) as function of L~! which is shown in the lower inset plot in 6 with error bars calculated
according to Eq. 4. We can see the strong dependence in the size system. The upper inset plot shows the
case L = 500 in linear scale just for observation.

We can observe that RPS mass decreases as L increases according to algebraic behaviour. So our
conclusions leads to RPS occurrences in the OPGG can be observed in no percolation regime of occupation
when mobility is incremented in the system. Our snapshots show such phenomena by showing that mobility
possibilities encounters between players that starts the RPS process. The phenomena does not occur in
highly occupied lattices and the process is continuous, i.e., the RPS regions has a preferential region in low
occupation that changes slightly from seed to seed. Some sporadic RPS events can be found in percolation

regime (p > 0.6) but are not observed in all different color maps corresponding to the different seeds.

4. Conclusion

We have performed a thorough study about emergence of cooperation in OPGG, by showing the ap-
pearance of cycles of rock-paper-scissors patterns among the three possible strategies in an evolutionary
Darwinian dynamics under diffusion effects in lattices with vacancies. We established color maps which
show that more probable regions of RPS patterns occur in more sparsely lattices and intermediate mobili-

ties while we have only coexistence domain in more occupied lattices where the RPS patterns are missing.
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Figure 6: Finite size scaling effects. Density of RPS cycles ¢ as function of lattice occupation p in log-log scale. We show plots for
different size systems: L = 100 (triangles) L = 200 (squares), L = 400 (losangles) and L = 500 (circles). We choose the parameters
multiplicative factor » = 3.0 and mobility p = 0.5. The upper inset plot shows the case L = 500 in linear scale where no fluctuations
are observed. The lower inset plot shows the RPS mass S(L) as function of L.

We also explore the numerical relationship between the multiplicative factor r of the OPGG and the RPS
patterns. We also show that RPS mass, i.e., the integral of RPS over all possible occupations, decays as
a power law as the size system enlarges. Our work quantifies RPS patterns emergent in diluted lattices,
or only coexistence patterns, which occurs with simple mobility, differently from other works that explore
more complex diffusion to stablish stable frequency of strategies in steady state (see for example [10]). Our
work corroborates other results obtained in the context of rock-paper-scissors games which suggest that

biodiversity is promoted by mobility (see for example [19]).
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