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“A Matemdtica é ndo s6 um conjunto de técnicas
liteis mas também um conjunto de ideias que
fazem parte do patriménio cultural da
humanidade. Nesse sentido, ela existe hd mais de
dois mil anos, contém elementos de rara beleza,
e constitui um dos maiores monumentos criados
pelo espirito humano”

Manfredo P. do Carmo,
prefacio do livro “Superficies Minimas”,
16° Coléquio Brasileiro de Matematica
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Prefacio

Essa notas foram escritas como base para o minicurso “O Problema Isoperimé-
trico” ministrado pelas autoras no IV Coléquio de Matemadtica da Regido Sul, que
aconteceu de 02 a 06 de maio de 2016 na Universidade Federal do Rio Grande.

Aproveitamos a oportunidade para dizer um forte “Muito obrigada!” ao profes-
sor Leonardo Bonorino, nosso colega, que nos clareou pontos importantes acerca
dos contetidos de Andlise e EDP contidos neste texto, desde a primeira edi¢ao deste
minicurso, apresentada na Semana Académica da Matemdtica da UFRGS em 2011.

Agradecemos também as Comissdes Organizadora e Cientifica do IV Coléquio
Regional de Matematica da Regido Sul, pela oportunidade e pelo grande incentivo
em organizar o minicurso, além da calorosa recepcdo em Rio Grande. Por fim,
agradecemos especialmente ao publico do minicurso. Esperamos que vocés se
divertam tanto quanto nés com o Problema Isoperimétrico.
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Capitulo 1

Introducao

O problema isoperimétrico (cldssico) no plano consiste em:

Dado um comprimento L > 0, encontrar, dentre todas as curvas do plano de
comprimento L, aquela que engloba a maior drea.

Esse problema possui uma versdo chamada dual, que é equivalente e consiste
em

Dada uma drea A > 0, encontrar, dentre todas as curvas que englobam esta drea,
a que tem menor perimetro.

Apesar de ser antiquissimo’, o problema isoperimétrico (que vamos abreviar,
daqui em diante, por PI) ainda inquieta matemaéticos de todo o mundo: generali-
zacdes do PI ainda estdo sendo formuladas e objetos matematicos que foram de-
senvolvidos no seu estudo seguem sendo amplamente utilizados como ferramentas
em outros contextos. Algumas das dreas da Matemadtica nas quais o PI ainda é
um campo ativo sdo: Geometria Diferencial, Geometria Discreta e Convexa, Pro-
babilidade, Teoria de Espacos de Banach, Equagdes Diferenciais Parciais, Teoria
Geométrica da Medida, etc.

Quanto as generalizagdes do PI, elas consistem em considerar o PI em R3,
em R” ou ainda em variedades riemannianas. No espaco euclidiano R? ele con-
siste em encontrar a superficie de drea fixada A que engloba o maior volume
possivel. Podemos também falar desse problema em espacos de dimensdo maior
do que trés, os R", nos quais se procura hipersuperficies de “4rea” (ou volume
(n — 1)—dimensional) A que englobem regides de maior volume n—dimensional
possivel. Aqui usamos a palavra volume, como € em geral feito na literatura, para

1O PI foi inicialmente formulado no plano Euclidiano provavelmente na Grécia Antiga, ou ainda
antes. Segundo Blasjo [5] sua primeira solucdo foi exibida quando Zenodorus demonstrou que o
circulo de comprimento L tem drea maior do que qualquer poligono plano de comprimento L. O
trabalho de Zenodorus, no entanto, foi perdido. A segunda solu¢do que exibiremos nestas notas
assemelha-se ao trabalho de Zenodorus.
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falar no quanto de espacgo € ocupado na dimensao que queremos tratar. Por exem-
plo, a drea de uma regifo poderia ser chamada de volume 2—dimensional e o com-
primento de volume 1—dimensional.

Além dos espagos euclidianos, o PI pode ser formulado em outros espagos,
chamados variedades riemannianas, que podem, por ora, ser pensadas como ambi-
entes em que uma noc¢io de comprimento (ou volume n — 1 dimensional) e 4rea
estdo bem definidos. Por exemplo, considere S uma esfera de raio 1 em R3, ou
seja, a superficie que engloba uma bola. Sabemos que .S tem area 47. Qual serd a
curva em S de menor perimetro que engloba drea m sobre S?

O PI também pode ser tratado em variedades com bordo, como € o caso do
semiplano: Dentre todas as curvas de perimetro P contidas em um semiplano, qual
delimita a maior drea? E esperado que a solugdo desse problema seja diferente da
solu¢do do PI no plano todo porque ao englobar uma regido do semiplano pode-
se aproveitar parte da reta que o delimita. O mesmo para semiespaco, para um
hemisfério da esfera, etc.

No plano, bem como em R” e em algumas variedades riemannianas, como as
esferas S™ e os espacos hiperbélicos H™, o PI ja foi solucionado. Porém em certos
especos ndo homogéneos, o PI foi apenas recentemente solucionado ou ainda estd
em aberto. Por exemplo, para o paraboldide, que é uma superficie de revolucdo
simples, a demonstragdo da solugdo foi exibida apenas em 1996, [3].

Gostarfamos de chamar aten¢do do leitor sobre o quanto as nogdes de perime-
tro, area, volume, etc, podem ser matematicamente complicadas, e portanto reque-
rem cuidados ao serem precisadas. Afinal de contas, o que é o comprimento de
uma curva plana? A nocio de comprimento é muito simples entre curvas poligo-
nais (ou seja, unides de segmentos de reta): basta somar os comprimentos de todos
os segmentos. Mas o que vem a ser, por exemplo, o comprimento de um circulo?
Intuitivamente, podemos pensar que o circulo pode ser aproximado por poligonos,
inscritos ou circunscritos, e a medida que o niimero de lados destes poligonos au-
menta, seus comprimentos tendem a um nimero que chamamos comprimento do
circulo. De fato esta é a abordagem natural para todas as curvas retificdveis, con-
forme veremos na Sec¢éo 3.1. Por outro lado, devemos chamar atengio que existem
curvas que ndo sao retificdveis, e se fizéssemos aproximacdes delas por poligonais,
os comprimentos destas convergiriam para infinito! Exemplos destas curvas sdo
os fractais. Mas ndo precisamos nos preocupar com estas curvas “de comprimento
infinito” porque elas com certeza ndo sdo solugdes do problema isoperimétrico!
Entdo nestas notas nos restringimos apenas ao estudo de curvas de comprimento
finito. As dreas englobadas por estas curvas sao também finitas e podem ser calcu-
ladas utilizando a mesma aproximacao por poligonos.

O terreno fica menos seguro quando estamos em contextos mais gerais, onde
nogdes de drea e perimetro, ou de volumes n e (n — 1)—dimensionais, sdo ainda
mais delicadas. Até mesmo quando continuamos no espago Euclidiano, mas au-

’Espacos nos quais a geometria em torno de um ponto é diferente da geometria na vizinhanca de
de outro ponto.



mentamos a dimensdo de 1 para 2, e precisamos entdo conhecer a nocao de drea
de superficie. Para ilustrar o como isso pode ser complicado, citamos o que diz
Radé6 em [28]: a diferenca em medir comprimento de curva e drea de superficie é
tdo grande que pesa em vdrios campos, incluindo teorias de integragcdo dupla em
problemas de Cdlculo das Variacées. Muitas vezes a pergunta passa a ser qual € a
nog¢ao correta de drea, antes mesmo de tentar minimiza-la.

Um aspecto interessante dentro de problemas isoperimétricos nos mais diver-
sos ambientes € determinar a existéncia e propriedades das solugdes. Solucgdes
existem? Sdo convexas? Sao regulares? Sao dnicas? Nenhuma destas questdes
¢ trivial em geral. No plano, como veremos logo na primeira demonstrag¢do, as
solucdes devem ser convexas. E fécil observar porque isso é verdade, pois ao subs-
tituir um conjunto por sua envoltdria convexa, aumentamos a drea e reduzimos o
perimetro, visto que a menor distancia entre dois pontos é realizada pelo segmento
de reta que os une. Mas a situagdo fica completamente diferente em dimensao 3 :
existem regides tridimensionais cuja envoltdria convexa, embora tenha maior vo-
lume, tem 4rea de superficie maior também, e portanto ndo podemos pensar que ela
tenha uma razio a priori para ser o modo mais econdmico de englobar o volume
desejado.

Outra propriedade de solucdes cuja demonstracdo rigorosa foi dificil de ser ob-
tida, até mesmo no problema no plano, ¢ sua regularidade. Intuitivamente, espera-
se que uma solugdo do PI no plano seja uma curva suave, sem bicos ou pontas,
ja que parece que bicos e pontas‘“‘gastam’ muita curva para delimitar pouca drea.
Assim, por muito tempo, aceitou-se como solug@o do PI o fato que qualquer curva
suave de comprimento L delimita uma regido de drea menor ou igual a L? /4.
Inclusive, 3 das solucdes exibidas nessas notas sdo deste tipo, a saber, as trés apre-
sentadas no Capitulo 3.

Quanto a unicidade, o leitor talvez fique espantado com o seguinte fato, comen-
tado de maneira muito interessante por Berger em [4]: o plano é a tinica superficie
onde a unicidade de solucdo do PI é fdcil de provar. Existe uma boa razdo para se
esperar isso: mesmo em dimensdo 3, a unicidade pode ndo ser verdade. Imagine
uma esfera no espaco, e adicione a ela “cabelos”, ou seja, curvas (para dentro
ou para fora, tanto faz). A drea de superficie ndo se altera, tampouco o volume
englobado por ela, e portanto a esfera “cabeluda” também é solugcdo! Entdo
a unicidade so pode ser esperada se adicionamos algumas hipoteses, como por
exemplo pedindo regularidade ou convexidade (ambas ndo sdo satisfeitas pela es-
fera cabeluda). E Berger conclui dizendo que desta simples observagdo podemos
entender porque as questoes envolvendo problemas isoperimétricos (um assunto
surpreendentemente bonito, itil e simples de enunciar) estdo usualmente fora dos
curriculos matemdticos.

Existem muitos textos sobre o problema isoperimétrico. Muitos mesmo. Este
€ s6 mais um deles! Foi um trabalho dificil selecionar que abordagens farifamos
aqui, quais resultados teriam demonstracio, quais fatos seriam contados. Decidi-
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mos organizar estas notas, bem como o minicurso para o qual elas servem de base,
da seguinte forma: no Capitulo 2, apresentamos duas solucdes envolvendo apenas
argumentos geométricos. No Capitulo 3, apresentamos trés solu¢des que utilizam
ferramentas de Célculo e um pouco de Geometria Diferencial de curvas, que sdo
apresentadas no comecgo do capitulo, na Sec¢do 3.1. Por fim, no Capitulo 4 apre-
sentamos algumas generalizacdes do PI e também alguns problemas relacionados,
como € o caso do Problema de Plateau, e para isso utilizamos o exemplo concreto
das bolhas e peliculas de sabdo. Ao longo das notas, fazemos alguns comentarios
com indicagdes bibliograficas sobre tépicos um pouco mais avancados, e convida-
mos o leitor curioso a explorar mais a literatura a respeito do assunto. Advertimos,
no entanto, que tais indicagdes estdo longe de representar a imensidao de trabalhos
a respeito.



Capitulo 2

Solucoes geométricas

Nesse capitulo mostraremos duas resolucdes do PI que utilizam apenas argu-
mentos de geometria plana. A primeira delas, chamada método das reflexdes con-
siste em supor que existe uma solu¢do do PI e mostrar que um circulo pode ser
tomado como essa solu¢do. A segunda resolucdo considera inicialmente o pro-
blema isoperimétrico para poligonos e aborda o caso geral das curvas como um
caso limite. Ambas as solu¢des podem ser encontradas em [17], porém sua origem
ndo € clara, embora tenha aparecido nos trabalhos de Steiner.

2.1 Primeira solucao: Método das reflexoes

A primeira solucdo do problema isoperimétrico que vamos apresentar é bas-
tante elementar. Ela consiste em supor que o PI admite de fato uma solugdo, fato
que convidamos o leitor a refletir sobre a dificuldade de demonstrar, e, com essa
suposi¢cdo, demonstrar que uma solugdo € um circulo.

Com a suposicdo de que existe solucdo para o PI, pode-se considerar R uma
regido do plano de drea 7 que € delimitada por uma curva suave C, de modo que
C tem o menor dentre todos os possiveis comprimentos de uma curva que delimita
uma regido de drea 7. Para o leitor que ndo estd familiarizado com os conceitos de
curva e comprimento, recomendamos a leitura da secao 3.1.

Inicialmente, analisamos porque podemos escolher a drea m sem perda de in-
formacio. Isso se deve ao que chamamos de homogeneidade do plano euclidiano,
que nada mais € do que dizer que olhar o plano com uma lente de aumento nao al-
tera suas propriedades. A consequéncia disso para o PI € o fato que se conhecemos
uma solucdo de area m, dilatando-a ou encolhendo-a, conhecemos uma solucio
correspondente a drea que escolhermos.

Para justificar esse fato, fixamos um ponto O do plano e definimos uma espécie
de multiplicacdo em relagdo a O, o que nada mais é do que fazer uma homotetia
de centro O. Assim, dado um ponto X e um ntimero positivo A, o ponto AX € o
ponto da semirreta de origem O que contém X que estd a uma distdncia A multi-
plicado pelo comprimento de OX, \|OX]|, do ponto O. Séo vilidas as seguintes

7



8 CAPITULO 2. SOLUCOES GEOMETRICAS

propriedades para as homotetias:

1. Se R ¢ uma regido do plano de drea a, entdo a regido AR = {\X |X € R}
tem drea \2a.

2. Se C' é uma curva plana de comprimento ¢, entdo AC' tem comprimento Ac.

Conhecidas essas propriedades, convidamos o leitor a demonstrar o seguinte
lema

Lema 1 (homogeineidade do PI). Se R ¢ uma solucdo do PI de drea a e A\ é um
niimero positivo, entdo AR é uma solugcdo do Pl de drea Ma.

Levando em conta o lema acima, podemos escolher o niimero positivo 7 e tratar
do PI para area 7.

Exercicio 1. Formule precisamente e demonstre que no Lema acima poderiamos
ter fixado o perimetro, ao invés da drea.

Assim, seja R uma solugéo do PI de area 7.

Proposicao 1. Se h é uma reta horizontal que divide R em duas regides de mesma
drea, entdo h divide a curva C que delimita R em duas curvas de mesmo compri-
mento.

Demonstragdo. Essa proposicao pode ser demonstrada por absurdo. Suponha que
a parte de C' abaixo da reta h tem comprimento menor. Entdo, seria possivel subs-
tituir R pela regido formada pela parte de R que estd abaixo de h unida com uma
reflexdo dessa regido através de h, como mostra a Figura 2.1. Com essa substitui-
c¢do, a drea da nova regiio permaneceria a mesma de R e o comprimento da sua
fronteira ficaria menor.

Figura 2.1: Reflexdo
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Por causa da Proposicao acima podemos supor que a regido R € simétrica com
respeito a reflexdes em relacéo a reta h. Caso isso ndo ocorra, basta substituir R
pela regido obtida pela metade inferior de R unida com sua reflexo.

O mesmo procedimento da prova da Proposicdo acima, tomando agora v uma
reta vertical que divide R em duas regides de mesma drea, permite concluir que v
divide C' em duas curvas de mesmo comprimento. Assim, podemos supor também
que R é simétrica com respeito a reflexdes por v.

As retas h e v sdo perpendiculares. Seja O o ponto em que elas se encontram.
Como consequéncia do proximo exercicio (por qué?), tem-se que qualquer reta
pelo ponto O divide R em duas regides de mesma drea delimitadas por curvas de
mesmo comprimento.

Exercicio 2. Demonstre que, se R é simétrica com respeito as reflexdes por h e v,
entdo R é simétrica com respeito a rotacdes de 180° em torno do ponto O. Dica:
Olhe a Figura 2.2.

<

7777777777777
//
////////////////
/]]]]/] /L
(//

///
//

Figura 2.2: Rotagdo

Até aqui observamos que se o PI tem uma solugdo, podemos supor que existe
um ponto O, tal que qualquer reta por O divide a regido R em duas de mesma area
e a curva C' em duas de mesmo comprimento.

Uma propriedade sobre solu¢des do PI que se verifica em diversos contextos é
o fato de que essas solugdes sdo sempre conjuntos convexos. Vamos usar esse fato,
cuja prova apresentamos aqui, também em outras solucdes do PI.

Definicao 1. Uma regido S do plano ¢ dita convexa se dados dois pontos A e B
pertencentes a S, o segmento AB estd contido em S.

Lema 2 (Lema da Convexidade). Se S é uma solucdo do PI no plano, entdo S é
convexa.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que S é uma soluc¢éo do PI que ndo é con-
vexa. Entdo existem dois pontos A e B de S tais que o segmento AB ndo estd
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contido em S. Assim, AB deve sair e entrar em .S pelo menos uma vez. Sejam
A’ e B’ os primeiros pontos de saida e entrada em S. Considere S’ a regiéo obtida
substituindo o trecho da fronteira de S que vai de A’ a B’ pelo segmento A’ B’.

Figura 2.3: Convexidade das Solu¢des

Tem-se que a regido S’ tem drea maior do que a drea de S e, como o segmento
é o caminho mais curto entre dois pontos no plano, S’ tem perimetro menor do que
S. Esse fato contradiz a suposi¢do de que .S € solu¢ao do PI. Mais precisamente,
poderiamos encolher S’ por uma homotetia de modo que a drea da regido encolhida
coincida com a drea de S e o perimetro dessa regido seria menor do que o de ',
portanto menor do que o de S. O

Usando a convexidade das solugdes do PI, demonstramos a tltima proposi¢do
dessa solugdo.

Proposicao 2. Seja R a solugdo do Pl de drea m que estamos supondo simétrica
em relagdo a reflexdes com respeito a h e v. Entdo qualquer reta r pelo ponto O
de intersecc¢do entre h e v encontra a curva C ortogonalmente.

Demonstragdo. Se existisse uma reta r por O que ndo interseccionasse C' ortogo-
nalmente, como sabemos que r divide R em regides de mesma drea e C' em curvas
de mesmo comprimento, poderiamos obter uma solug¢do nao convexa para o PI,
como mostra a Figura 2.4. Com isso, terfamos uma contradi¢do com o Lema da
convexidade (Lema 2).

O

As Unicas curvas planas que interceptam todas as retas por um ponto O or-
togonalmente sdo os circulos de centro O. Assim, concluimos que se existe uma
regido isoperimétrica que delimita uma area de medida 7, entdo essa regido pode
ser delimitada por um ou mais circulos concéntricos. A regido delimitada por mais
de um circulo concéntrico ndo € convexa, portanto a solucdo que procuramos &
necessariamente um circulo.

Observacao 1. Ressaltamos aqui que essa primeira demonstracdo prova que o
circulo é uma solucdo partido do pressuposto que dentre todas as regides de drea
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Figura 2.4: Angulo com a reta r

, existe uma cuja curva de fronteira é o mais curta possivel. Essa é uma hipétese
bastante forte, como chama atengcdo Perron em [27], veja também em [5]: Supo-
nha que existe um niimero natural n que é o maior de todos. Entdo é fdacil mostrar
que esse niimero é 1, jd que caso n # 1, existe um método de obter um niimero
maior que n, a saber; elevd-lo ao quadrado: n* > n. Todos sabemos que 1 ndo
é o maior niimero natural, mas a unica falha na demonstragcdo acima é supor a
existéncia de um maximizante. Fica a pergunta aqui se ndo estamos falhando da
mesma forma ao supor a existéncia de uma curva minimizante delimitando uma
regido de drea m. A demonstracdo da proxima secdo bem como as solucdes das
Secoes 3.3 e 3.4 ndo supdem existéncia.

2.2 Segunda solucao: Poligonos

Nessa secdo, antes de tratar do problema isoperimétrico para curvas em ge-
ral, vamos considerar uma versao restrita ao poligonos de n lados, que chamamos
n—4agonos . Essa solugdo, por seu cardter geométrico, inclui ideias muitos antigas
(Zenodorus, em torno de 200 a. C.) e pode ser lida no trabalho de conclusdo de
Howards, [16].

PI para n—agonos: Fixado n natural e um ndmero positivo A, dentre todos
os n—agonos de drea A, qual tem o menor perimetro?

Nesse momento, sugerimos ao leitor que pare e pense sobre como deve ser a
solug@o antes de continuar a leitura.

Primeiramente justificamos que existe um n—agono solugdo do PI, que aqui
é conveniente pensar na versdo equivalente com perimetro fixo L. Observamos
que cada n—agono fica determinado pela localiza¢do de seus n vértices (z1,y1),
(z2,92), .-+, (Tn,yn) no plano R? = {(z,y) | z,y € R}. Assim, um n—éagono
‘P, pode ser visto como um elemento de R27. a saber, a 2n—upla (x1, y1, T2,
Y2y - -+, Tn, Yn). Com isso, a drea de P, pode ser interpretada como uma fungéo
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A : R?" — R. Queremos nos restringir ao conjunto dos n—agonos de perimetro
L e demonstrar que nesse conjunto a fungdo drea tem um minimo. Como todos
os pontos do plano sdo ’iguais’, podemos fazer mais uma restricao e pensar que o
dominio de R?" ao qual queremos restringir a fun¢io A é o conjunto dos pontos
que sdo vértices de P, com perimetro L e que além disso o dltimo vértice € a
origem, ou seja,

{(3717,"917 st 7yn—17$n = 07y7’b = 0) ‘
[yl + 55 (i ws) — (i1, 9isa) | = P

Como o conjunto acima € um conjunto compacto e a funcio A € continua, tem-
se que existe um minimizante'. Assim, concluimos que o PI para n—agonos tem
solug@o.

Exercicio 3. O Lema da Convexidade 2 foi demonstrado para curvas. Enuncie e
demonstre uma versdo para n—dgonos.

Decorre do exercicio que um n—agono solucio deve ser convexo. Vamos exibir
a solugdo através de duas proposicdes. Nossas demonstragdes seguem as ideias de
[17] e outras provas dessas proposicdes podem ser encontradas em [12].

Proposicao 3. Se P, é um n—dgono de drea A que é solucdo do PI, entdo Py, é
equildtero, i. e., todos os lados de Py, tém mesma medida.

Demonstragdo. Vamos supor por absurdo que P,, tem dois lados consecutivos de
medidas distintas (AB e BC') e mostraremos que existe um n—agono de mesma
area que Py, porém com perimetro menor. Com isso, temos um absurdo e podemos
concluir que P,, ndo é a solugdo que buscamos.

Suponha que AB e BC sio lados consecutivos de P,, e considere a reta AC,
que tem o segmento AC' inteiramente contido em P,,, ja que ele é convexo. Consi-
dere r a reta paralela a AC pelo ponto B. Observe que se trocamos B por qualquer
outro ponto B’ de r, e formarmos um novo poligono Q, entdo Q terd a mesma
darea de P,,. Tome A’ como a reflexdo de A pela reta r. Note que os comprimentos
|AB| e | A’ B| coincidem, bem como quaisquer comprimentos |AX| e |A’ X | com
X € r. Assim, trocando B por um ponto B’ € r tal que |A’B’| + |B’C/| é 0 menor
possivel, encontramos o ponto B’ que ao substituir B diminui o perimetro de P,,.

Deixamos a cargo do leitor justificar porque o ponto que minimiza a soma
acima é o ponto M indicado na Figura 2.5 que satisfaz |AM| = |CM|. Com isso
concluimos que P,,, ¢ um n—agono equilatero. O

Proposicao 4. Se P, é um n—dgono que é solucdo do Pl, entdo Py, é regular, i.
e., todos os lados e dngulos de P,, tétm mesma medida.

'O leitor que ndo teve ainda contato com Topologia deve pensar que os conjuntos compactos
funcionam como intervalos fechados de R, nos quais fun¢des continuas assumem sempre valores
maximo e minimo.
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Figura 2.5: Poligono equilatero

Demonstracdo. Pela proposi¢do anterior, ja sabemos que P, € equilatero.

Para a prova dessa proposi¢do vamos considerar a versdo equivalente do PI,
i. e., vamos encontrar o n—agono de perimetro fixo que tem a maior drea. Vamos
demonstrar que os vértices de P,, devem estar todos sobre uma circunferéncia. Para
tal, lembramos um fato sobre circunferéncias.

Fato da Geometria Plana: Se o segmento P() ¢ didmetro de uma circunfe-
réncia C e X é um ponto do plano tal que m mede 90°, entdo X estd sobre
C.

Caso 1: n = 2k é um ndmero par.

Considere P e @) dois vértices opostos de Py, isto é, existem k — 1 vértices
de P, entre P e (). Seja r a reta por P e () e observe que r divide P,, em dois
poligonos de mesma area. Isso se da porque os poligonos t€m o mesmo perimetro
e estamos supondo que P, € solucdo do PI. Assim, se um dos poligonos tivesse
drea menor do que o outro, poderiamos substituir o de drea menor pela reflexao
do de area maior, obtendo assim um poligono de drea maior do que A é mesmo
perimetro de P,,.

—

Seja X um dos vértices de P, entre P e (). Afirmamos que P.X () mede 90°.

Se Q denota o (k + 1)—dgono que corresponde a parte de P,, que contém X,
entdo a drea de Q € dada por

A(Q) = A(PolP) + A(PXQ) + A(PolQ),

com Pol P e Pol() como indicados na Figura 2.6. Pensando que o poligono PolQ)
da figura € um poligono rigido, vamos mover () sobre a reta r carregando o poli-
gono Pol() sobre o segmento X (). Observe que isso ndo altera o perimetro de Q
nem as dreas de PolP e Pol(@. Assim, se posicionamos () sobre r de modo que
PX () messa 90°, maximizamos a drea de PX () (exercicio 4 abaixo) e portanto a
area de Q. Tomando R o poligono que é a unido de Q com sua reflexdo sobre a reta
7, temos que ou R = P, ou R tem 4rea maior do que a drea de P,,. Com isso, con-
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Figura 2.6: Poligono equiangulo

./\.

Q?n

- Q,

——

Figura 2.7: Poligono equiangulo II

cluimos que para qualquer X vértice de P, temos m medindo 90°. Usando o
fato de Geometria Plana acima mencionado, concluimos que P,, tem seus vértices
sobre uma circunferéncia de didmetro P(Q). Portanto P, € regular.

Caso 2: n é um nimero impar.

Considere Qo o poligono regular de 2n lados que sabemos ser solugdo do PI
para 2n—agonos. Ligando n vértices de Qs,, pulando um a cada passo, de modo
que nenhum par de vértices consecutivos seja utilizado, obtemos Q,,, poligono
regular de n lados (por qué?). Além disso, denotamos por 7 o tridngulo formado
por dois lados consecutivos de Qs,, e 0 lado correspondente de O,,.

Seja P, o poligono solugdo do PI para n—agonos. Colando sobre cada lado
de P,, um tridngulo 7, veja Figura 2.7, obtemos um poligono de 2n lados Py,. E
necessdrio que Pa,, seja congruente a Qay,, caso contrdrio terfamos uma contradi-
¢do com o primeiro caso. Mas se Pa,, = Qoy, entdo P, = Q,,, 0 que conclui essa
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demonstracgao. O

Na dltima proposi¢do ndo s6 demonstramos que os poligonos regulares sdo
solugdes do PI, como que eles s@o as tnicas solugdes.

Exercicio 4. Mostre que dentre todos os tridngulos com lados medindo | e m o
que tem maior drea é o tridngulo retdngulo com catetos de medida l e m.

Agora vamos comparar poligonos com nimeros de lados diferentes e verificar
que se mantemos o perimetro L dos poligonos e comparamos as solu¢des do PI
para n—agonos com n variando, a drea da solu¢do aumenta se n aumenta. Essa
parte é uma adaptacdo das provas apresentadas em [5, 21].

Proposicao 5. A funcdo A(n) = drea do n—dgono regular de perimetro L é uma
Jfuncdo crescente.

Demonstragdo. Seja P, o n—éagono regular de perimetro P. Para calcular a drea
de P,, dividimos P,, em n tridngulos isdsceles congruentes entre si cuja base mede
L/n e o angulo oposto a base mede 27 /n. Assim,

_ Lhy,

2

com h, o que se chama apétema de P,,, indicada na Figura 2.8.

A(n)

—_——
P/n

Figura 2.8: Apdtema

Tem-se que h,, cresce com n e isso pode ser via trigonometria, pois tem-se que

h, = L cot (7/n)

5n > que € uma fungdo crescente de n. O

Corolério 1 (Desigualdade isoperimétrica para poligonos). Vale uma desigualdade
isoperimétrica para poligonos, isto é, se P é um poligono de perimetro L, entdo a
drea de P satisfaz para todon > 3,

L?cot (m/n) _ L?
Z N o
4n? — 72

A(P) <
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Como consequéncia desse Corolério e do fato que curvas retificiveis podem
ser aproximadas por poligonais (3.1), temos o préximo corolério.

Corolario 2 (Lema 1.39 de [21]). Seja o uma curva plana fechada simples retifi-
cdavel de comprimento L que delimita uma regido de drea A e seja ¢ > 0. Existe
um poligono P’ de perimetro L' e drea A', tal que |[L — L'| <ece|A— A'| <e.

Sugerimos o leitor familiarizado com curvas escreva os detalhes da demons-
tracdo desse coroldrio, com o qual poderemos concluir essa segunda solucdo do
PL

Teorema 1 (Desigualdade isoperimétrica para curvas, Teorema 1.3.10 de [21]).
Seja C' uma curva fechada simples retificdvel de comprimento L que engloba uma

regido de drea A. Entdo
L2
A< =

E, se C for um circulo, vale a igualdade.

Demonstracdo. Primeiramente, observe que o circulo de perimetro L tem drea
maior do que qualquer n—&4gono (regular) de perimetro P, porque a drea do circulo

7z

é
L? L? cot (m/n
— = lim L7 cot (x/n) = lim A(n).
47 n—r00 4n n—00
como descrito na Proposicao 5.
Agora mostramos que qualquer que seja a curva fechada simples C' como no
enunciado, tem-se

Dado € > 0, seja P’ o poligono do Coroldrio acima. Note que, como vale a
desigualdade isoperimetrica para P’,

AmA < AmA' 4+ dme < L'* 4 dme < (L4 €)% + dme = L? + (2L + 47 + €).

Como essa desigualdade vale para € tio pequeno quanto se queira, 4T A < L2.
O



Capitulo 3

Solucoes utilizando Calculo

Neste capitulo apresentamos trés solucdes para o PI utilizando ferramentas de
Célculo e um pouco de Geometria Diferencial de curvas.

Como as ferramentas utilizadas requerem argumentos de Célculo diferencial e
de Geometria Diferencial, as curvas nesta Secao serdo sempre supostas suficiente-
mente suaves, no sentido que sdo de classe C™ para um m suficientemente grande
de modo que os argumentos funcionem (em geral C'' ou C?2, as vezes por partes,
ja é o suficiente). Isso pode parecer uma grande restricdo dentro da classe das
curvas retificaveis. De fato, ndo é nem um pouco imediato que podemos reduzir
o problema para trabalhar apenas com curvas suaves, mas supomos verdade neste
capitulo.

3.1 Pré-requisitos de Calculo e geometria de curvas

Nesta secdo apresentamos alguns dos pré-requisitos para as trés demonstragdes
utilizando ferramentas analiticas que aparecem neste capitulo. Ndo expomos todos
os detalhes, mas tentamos aqui resumir tudo que € utilizado efetivamente nas de-
monstragdes. Encorajamos o leitor menos familiarizado com a geometria de curvas
no R? ou com Célculo a vérias varidveis a fazer os exercicios propostos para se sen-
tir um pouco mais ambientado. Ao longo do texto, fazemos algumas referéncias
que podem guiar aqueles que queiram se aprofundar nos assuntos.

Dizemos que uma fungio é de classe C", onde m € {0, 1,2, ...}, quando ela
possui derivadas continuas até ordem m. Dizer que uma fungido é C™ por partes
significa que € possivel decompor o dominio de defini¢do em uma quantidade finita
de subdominios onde ela é de classe C"™.

Curvas no plano

Uma referéncia interessante para o estudo de curvas (embora aqui tenhamos
adaptado para nossos propdsitos) € o livro classico de Manfredo do Carmo [8].

17
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Chamamos de curva parametrizada (ou, por simplicidade, curva) uma aplica-
¢do continua a : I — R2, onde I C R é um intervalo fechado, por exemplo,
[a, b].

Dada uma subdivisdo {a = tg < t; < -+ < tjp—1 < ty, = b} do intervalo
[a, b], denotamos por («, {t;}) a linha poligonal obtida ligando os pontos c(t;_1)
ea(t;),ie{l,...,m}.

Figura 3.1: Subdivisdo de uma curva

O comprimento de (o, {t;}) é L(a, {t;}) = Y%, ||la(ti) — a(ti—1)]||, onde
| - || denota a norma euclidiana em R?, j = va? +y?. A curva
a é dita retificdvel quando for finito o supremo dos comprimentos de todos as
linhas poligonais obtidas de subdivisdes de [a, b]. Neste caso, tal supremo € dito o
comprimento de «, e serd denotado por L(«).

Se escrevemos a curva o em coordenadas do R?, temos que existem z e ¥
fungdes continuas tais que a(t) = (x(t), y(t)) paratodo t € I.

Exemplo 1. Convidamos o leitor a esbocar as curvas oy, . . ., ay. Os esbocos de
as, g, a7 ndo sdo tdo fdceis de fazer, e por isso os apresentamos aqui.

a1 t
a9 t
ay(t cost, sent).

as(t

(t) = (

() = (
as(t) = (%,¢°).

() = (

(t)

— (t3,t2)

(1+t3, 1+t3) . (Folium de Descartes)
(e

/10 t/10

cost, e’/ Vsint). (uma espiral logaritmica)

ar(t) =

O leitor que quiser encontrar muitos outros exemplos de curvas (planas, em
R3 e até superficies e fractais) pode navegar em [11].

Quando z e y forem de classe C'! (por partes), diremos que a é C'! (por partes).
Curvas C' por partes admitem nos pontos de diferenciabilidade o vetor velocidade
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Figura 3.2: as(t) = (3,1?).

v

. 2
Figura 3.3: ag(t) = (%7 %) .

Segue das defini¢Oes acima (e de que o conjunto dos pontos de ndo diferencia-
bilidade ndo contribui com a integral) que comprimento de uma curva « : [0,] —
R? de classe C"! por partes é dado pela seguinte expressio:

!
P(@) = [ lla/(®)la, G
O traco da curva « € o seu desenho no plano, ou seja, é a imagem
all) ={a(t)|t € I}.

E comum, por abuso de linguagem, também chamar de curva o traco de uma curva.
A diferenca € sutil e as vezes irrelevante. Quando quisermos nos referir, nestas
notas, ao traco de uma curva, vamos denota-lo por C, C, etc. Uma curva C' admite
infinitas parametrizacdes, ou seja, funcdes continuas 3 : I — R? tais que C' =
B(I), onde I C R sdo intervalos fechados. Se C' admitir uma parametrizagéo de
classe C', entdo ela é dita ser de classe C''.

Exercicio 5. Mostre o comprimento de uma curva de classe C' independe da
parametrizacdo.

Uma curva suave « : I — R? é dita regular se o/ (t) # 0 paratodo ¢ € I.
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Figura 3.4: az7(t) = (e//10cost, et/ sint).

Exercicio 6. Indique quais curvas apresentadas no Exemplo 1 sdo regulares e
quais ndo sdo.

Verifique se existem duas curvas no Exemplo I que possuem o mesmo trago.

E possivel ter um tragco parametrizado por uma curva parametrizada regular e
por outra ndo regular? Justifique.

Uma propriedade bem interessante das curvas regulares (e bastante ttil) é dada
na proposicao a seguir.

Proposiciio 6. Seja o : I — R. uma curva regular. Existe 3 : [0,1] — R? curva
regular tal que 3 e o tém o mesmo traco em R? e j3 satisfaz ||3'(s)|| = 1,Vs €
[0,1].

Uma curva regular o : I — R? com vetor tangente satisfazendo ||/ (t)|| =
1,Vt € I é dita parametrizada pelo comprimento de arco ; abreviadamente dize-
mos que é uma curva p.c.a. Conforme a proposi¢cdo acima, todas as curvas regula-
res admitem parametrizagdo p.c.a..

Exercicio 7. Apresente uma parametrizacdo pelo comprimento de arco do circulo
de raio v > 0 centrado na origem (0,0) € R2,

As curvas regulares t€ém uma dire¢do normal bem definida ao longo delas. De
fato, é a diregdo perpendicular a o/(t). Se a(t) = (x(t),y(t)), entdo um ve-
tor normal aponta na direcéo ortogonal a (x'(t),/(t)), que é a direcdo dada por
(—y/(t),2'(t)). Quando « € p.c.a., 0 campo

N(t) := N(a(t)) = (=y/(t), 2'(1))
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¢ unitdrio e normal a o em «(t). Observe que —N (¢) também € normal unitario,
mas aponta no sentido contrdrio. O sentido de NV € preferencial, veja a Observacio
2

Quando « é curva p.c.a. de classe C2, a derivada do campo normal N é
dada por N'(t) = (—y"(t), 2" (t)). Derivando em relacdo a t a igualdade z'%(t) +
y'%(t) = 1 obtemos

2'(t)2"(t) +y'(t)y" (t) = O,

e portanto N’(t) é ortogonal a N (t) . Como N (t) é ortogonal a /() e a N'(¢)
simultaneamente, mas no R? s6 existem duas dimensdes, segue que obrigatoria-
mente N'(t) é paralelo a o/(t). Assim, existe uma constante (que depende de t)
k(t), chamada curvatura de o em o(t),tal que

N'(t) = —k(t)d/(t). (3.2)
O sinal de — na frente de k serd melhor entendido a seguir.

Exercicio 8. Mostre que se a(t) = (x(t),y(t)) € curva p.c.a. e sua curvatura é
k(t), entdo x,y e k satisfazem as igualdades

{ 2(t) = fk(t)/y’(t) (3.3)

A nocgao de curvatura ¢ uma das mais importantes dentro da geometria de cur-
vas. Alids, em geral temos que curvaturas dizem muito a respeito de entidades
geométricas diferencidveis. Por exemplo: observe que (a0 menos em médulo) k(t)
definido acima mede o comprimento de N’(t), e portanto mede o quanto N (¢) va-
ria com ¢. Se uma curva tem, por exemplo, k£ constante igual a zero, isto significa
que N € constante, ou seja, « deve ser um segmento de reta. Assim, podemos ter
em mente que a curvatura de uma curva mede o quanto ela deixa de ser uma reta.

Observacao 2. Outra possivel interpretacdo da curvatura é a seguinte: conforme
observado acima, o e o sdo ortogonais, e portanto o é paralelo a N. E pre-
cisamente, o sentido preferencial de N é o sentido dado por o”. Desta forma, a
curvatura k é sempre uma quantidade ndo-negativa, e é dada por k(t) = || (t)|],
o que com as observagoes acima é equivalente a

o’ (t) = k(t)N(t). (3.4)

Exercicio 9. Mostre a equivaléncia entre as definicoes (3.2) e (3.4) (Dica: utilize
coordenadas.)

Exercicio 10. Mostre que a curvatura de um circulo de raio r é constante igual a
1/r.

'Tsto também prova que o (t) é ortogonal a o (t), fica como exercicio se convencer.

Ressaltamos que esta definicdo de curvatura é feita em utilizando curvas parametrizadas pelo
comprimento de arco. Fica como exercicio para o leitor tornar preciso o fato que k depende do trago
da curva regular (isto é, da imagem de « no plano) e ndo da parametrizacéo.
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E possivel provar a reciproca: se a curvatura de uma curva é constante igual a
1/r, entdo ela estd contida em um circulo de raio r. Este fato serd assumido aqui
como verdadeiro, pois sua prova requer um pouco de conhecimento da teoria de
EDOs, o que foge do objetivo do curso.

Uma curva  : [0,1] — R? ¢ dita fechada e simples, ou simplesmente de
Jordan, se a(0) = «(l) e « é injetiva em [0,/[. Uma curva de Jordan delimita
uma regido R do plano. Ao parametriza-la, costumamos orientd-la no sentido anti-
horério, de modo que R fique & esquerda de quem percorre a curva no sentido
de t crescente. Pode-se mostrar que (se « é regular) com esta orientagdo tem-se
que —N(t) = (y/, —2') é o normal exterior a R. Estas sdo as orientagdes corretas
utilizadas no Teorema da Divergéncia para obter a drea de R como uma integral de
linha, veja nas préximas subsecdes.

Figura 3.5: Orientacdo do bordo

Campos de vetores e Teorema de Stokes

Definiciio 2. Um campo de vetores V em Q C R? é uma fungdo que a cada ponto
p € Q associa um vetor V(p) = (X(p),Y (p)) do R?, onde X,Y sdo fungoes de
QemR. O campo V é dito diferencidvel quando X,Y forem diferencidveis.

Em outras palavras, um campo V definido em  C R? é uma aplicacio V :
Q — R2

Um exemplo de campo de vetores é o gradiente de uma funcdo: Se f : Q0 —
R é uma funcéo diferencidvel, definimos o campo gradiente de f por V f(p) =

(%), %))

Defini¢iio 3. Se V é um campo de vetores em Q C R? dado por V (p) = (X (p), Y (p)),
o divergente de V ¢ definido por

divV(p) = %(p) + ?y/(p)-

Exemplo 2. a) Se V(z,y) = (—y,x), entdo divV (x,y) = 0.

b) Se V(z,y) = (cosx + Ty? — 8%, sinx + e~ Y), entdo divV = — sinx — 8e% +
cosx —e Y.
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O préximo exercicio da ao leitor um pouco de familiaridade com o operador
divergente e servird de ferramenta nas demonstragdes que seguem.

Exercicio 11. Considere V e W campos de vetores diferencidveis em Q2 C R? e
f: Q — Ruma funcgdo diferencidvel. Demonstre que o divergente tem as seguintes
propriedades:

a)div(V + W) = divV + diviV.

b)div(fV) = fdivV + (Vf,V).

Também precisamos que o leitor conheca a defini¢do de laplaciano de uma
Sfungdo.

Definiciio 4. Se f é de classe C?, o Laplaciano de f, denotado por Af, é definido
por

Af :=div(Vf).

Note que se f : Q2 C R? — R é de classe C?, entdo Af = % + gingc

Em algumas solucdes do PI, bem como em outros contextos de matematica que
relacionam fronteira e interior, utiliza-se o Teorema de Stokes (ou do Divergente).

Teorema 2. Seja ) C R? um dominio limitado com fronteira suave C. Se V é um
campo de vetores diferencidvel com derivada continua em uma vizinhanga de (2,
entdo

/dide:cdy:/(V, n)yds,
Q C

para n o campo de vetores unitdrio ortogonal a C que aponta na direcdo exterior
de §Q, onde ds denota o elemento de comprimento da curva C.

Observe que o teorema pode ser visto como uma versao bidimensional do Te-
orema Fundamental do Calculo, j4 que relaciona a integral da derivada de uma
funcdo com a prépria fungdo no bordo.

Observacao 3. Uma integral de linha na curva C é calculada da seguinte forma:
se a: [a,b] — R? parametriza C, e g : C — R é a fungdo a ser integrada, entdo

b
ods = [ gtat)’ @)t

Note que esta é, entdo, a integral de uma fungcdo de uma varidvel. O elemento de
comprimento citado no Teorema 2 é entdo ||/ (t)||dt. Fica como exercicio para o
leitor mostrar que a integral de linha independe da parametrizacdo.

Existem ainda as integrais de linha com respeito as varidveis x e y, para curvas
orientadas: se escrevemos o em coordenadas o(t) = (z(t),y(t)) e o concorda
com a orientacdo de C, tais integrais sdo definidas por

[ otz = [ gatoyaa, [ ow.ndy= [ oty

Diferentemente da integral de linha do pardgrafo anterior, estas dependem da
orientacio.
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Observacao 4. Algumas vezes, no que segue, utilizaremos a notacdo 02 para
denotar a fronteira de um conjunto €.

Area de uma regifio utilizando integral de linha

Uma consequéncia do Teorema da Divergéncia (Teorema 2) é que a drea de
uma regido {2 do plano delimitada pela curva de Jordan C retificavel pode ser
calculada via integral de linha com relacdo a x e y, a saber:

1
A(Q) = B /dey — ydx (3.5)

De fato, por um lado temos
A(Q) = / ldzdy.
Q

Note que 1 = divV (z,y), onde V' é o campo dado por

V(z,y) = (32;, g) .

Utilizando o Teorema da Divergéncia, temos por outro lado que

/dideacdy:/ (V,n)dS.
Q o0

A integral de linha a direita na igualdade acima pode ser calculada parametrizando
09 por uma curva regular « : [0,1] — R?, (que supomos s.p.g que é p.c.a.), dada
por o(t) = (x(t),y(t)), orientada no sentido antihordrio. Neste caso, temos que o
lado direito acima € igual a

[0, -Npd= [ (D) g0,

l
=5 [ a0/ @)~y @t = 5 [y~ yaz.

Uma demonstracdo mais geométrica (e bem interessante!) de (3.5) pode ser
encontrada em [5].

Exercicio 12. Utilizando integragdo por partes, ou outro campo de vetores conve-

niente, mostre que
1
f/ mdy—yd:c:/a:dy:—/ ydx.
2Jo C c

Exercicio 13. Utilize a integral de linha (3.5) para calcular a drea da elipse cujos
comprimentos dos semieixos sdo a e b. (Dica: uma parametrizacdo de tal elipse é
t — (acost,bsint).)
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3.2 Terceira solucao: Multiplicadores de Lagrange em um
espaco de curvas

A solucdo apresentada nesta Sec¢do tem uma pitada de Célculo das Variagdes,
drea da Andlise que estuda o problema de encontrar extremos para funcdes conti-
nuas definidas em algum espacgo de funcdes. A técnica utilizada é a de Multiplica-
dores de Lagrange em espacos de Banach (veja por exemplo [32]). Nestas notas o
que fazemos € a variacdo de uma curva a partir de sua dire¢do normal, utilizando
para isso func¢des diferencidveis.

Outra abordagem (possivelmente mais natural) é obter equacdes de Euler-La-
grange para o problema. Em [5] € possivel encontri-la com detalhes. Estas duas
resolugdes via variacdes guardam vdrias semelhancas, mas optamos por utilizar
multiplicadores de Lagrange porque a técnica é andloga a que ¢ vista em cursos
de Cdlculo a vdérias varidveis, com a qual o leitor possivelmente apresenta alguma
familiaridade.

Por fim, um argumento variacional similar ao que apresentamos aqui, utili-
zando também a desigualdade isoperimétrica (veja (3.13) ), pode ser encontrado
em [23].

E importante salientar que esta demonstraciio supde existéncia de solucio
para o PI, o que ndo é imediato, conforme ja discutido na Observagdao 1. Além
disso, é suposto que a solucdo é de classe C?.

Num primeiro curso de Cdlculo, aprendemos que se uma fung@o f : [a,b] — R
derivédvel em |a, b tem um ponto de méximo ou minimo relativo (qualquer um dos
dois é chamado extremo relativo) em ¢ €|a, b], entdo ¢ é um ponto critico de f, ou
seja, f'(¢) = 0. Em dimensdes maiores acontece algo similar. Sejam U C R™ um
aberto e F' : U — R uma func¢do diferencidvel. Se ¢ € U € um extremo relativo de
F, entdo para qualquer direcdo v € R", vale que a restricdo de F' a um segmento
de reta

s € [—e,el = q+ sv

tem extremo relativo em s = 0, e portanto se anula a derivada

d F - F
4 pgtsv)| = tim ZUEV) = @) (3.6)
ds s=g 50 S
ou seja,
(VF(q),v) =0, Yv e R".
Resumindo:

Teorema 3. Se F' : U — R ¢ uma funcdo derivdvel definida no aberto U e tal
que q é um ponto de extremo relativo de F, entdo o gradiente de F' em q satisfaz

VF(q)=0.



26 CAPITULO 3. SOLUCOES UTILIZANDO CALCULO

Seguindo esta ideia, poderiamos ser tentados a atacar o PI da seguinte forma:
imaginamos que o conjunto de todas as curvas regulares fechadas faz o papel de um
certoU, e L : U — R é a funcdo que a cada curva destas associa seu comprimento
(fazendo o papel da F' acima). Para encontrar uma curva cujo comprimento é
minimo, poderiamos, entdo, derivar a fun¢do £ (ou encontrar seu “gradiente”) e
verificar quando esta derivada é zero. Qual o problema nesta forma de atacar? Em
algum momento temos que nos restringir as curvas que delimitam uma mesma drea
fixada A = .

Um exemplo um pouco mais simples para entender a situagdo é o seguinte pro-
blema cléssico (o leitor bem familirizado com multiplicadores de Lagrange pode
pular este exemplo):

Exemplo 3. Dentre todas as triplas de niimeros positivos x,vy, z que somam 3,
qual delas tem o maior produto?Queremos de alguma forma maximizar a fungdo
‘produto dos trés nimeros” F(x,y, z) = xyz e se procuramos por pontos (z,y, z)
comzx + y + z = 3 onde F tem gradiente zero, temos a seguinte surpresa: isso
nunca acontece! Entdo como explicar que existe solugdo para esse problema, a
saber, x =y = z = 1?7 A solugdo ndo deveria ter gradiente nulo?

A resposta é: ndo! Isso acontece porque ndo estamos procurando por ma-
ximizantes em um aberto do R3. Estamos procurando por solucées apenas num
subconjunto S de R3, e precisamos que, em certo sentido, o “gradiente” de F sob
o ponto de vista deste subconjunto se anule. Isso acontece quando a projecdo or-
togonal de V' F sobre S é nula, como vemos a seguir. Note que S é o conjunto de
nivel de uma fungdo, a saber: se G(x,y,z) = x +y + z, entdo

=G 3} = {(z,y,2) € R}|G(x,y,2) = 3}.

Como o ponto (1,1,1) € S é ponto de mdximo para a fungdo F em S, temos
que, em particular, (1,1,1) é ponto de mdximo de F ao longo de qualquer curva

em S passando por este ponto, digamos, uma curva 3 : [—¢,e] — S, com B(0) =
(1,1,1). Isso implica que F o [3 tem um mdximo em 0, e portanto
d
—F =0
Lreo)|

Mas por outro lado a regra da cadeia nos dd

d :
SF(B(1) = (VF(5(), (1))

Conclusdo 1: (VF(1,1,1),5(0)) =

Por outro lado, note que G(5(t)) = 3 para todo t € [—1,1] e portanto temos
também que (VG(1,1,1),5'(0)) = 0.

Para concluir o argumento, observamos que (5 pode ser tomada como uma
curva em S passando por (1,1,1) com qualquer vetor tangente a S em (1,1,1).
Assim, temos que ambos os vetores VF(1,1,1) e VG(1,1,1) sdo ortogonais ao
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plano tangente a S em (1,1,1). Como este plano tangente tem exatamente uma
dimensdo a menos que o R3, sobra apenas uma direcdo: tais vetores sdo paralelos.

Assim, existe A € R, chamado multiplicador de Lagrange, tal que VF(1,1,1)
AVG(1,1,1). A fungd@o G é chamada a fungido vinculo.

Suponhamos, entdo, que o PI admita solugdo para a drea A = 7 fixada. Seja
C uma curva de Jordan regular, parametrizada por « : [0,1] — R? de classe C?,
delimitando uma regido R, que seja solucdo do PI. Supomos sem perda de gene-
ralidade que « é parametrizada pelo comprimento de arco, e que estd orientada
positivamente,isto €, ao percorrer a curva com t crescente, R situa-se a esquerda.
Como na Sec¢do 3.1, denotamos por N o vetor normal a « e por k sua curvatura.

Afirmamos (sem demonstracio) que, uma vez que « € regular, existe € > 0
suficientemente pequeno tal que se f : [0,1] — R é uma fungéo diferencidvel com
—e < f(t) < e paratodo t € [0,[], entdo a curva

ap(t) == a(t) + f(H)N ()

ndo tem autointersec¢do e é regular. Além disso, se f(0) = f(l), entdo ay é uma
curva fechada, e portanto delimita uma regido, que denotamos por Ry.

Figura 3.6: Perturbagdo de «

Denotaremos por F; o conjunto de todas as funcdes com as propriedades cita-
das no pardgrafo anterior. Este conjunto J, é um subconjunto aberto, contendo o
0, do espago vetorial F de todas as fungdes diferencidveis em [0, ] que coincidem
nos extremos 0 e [. Desta forma, os elementos de F. podem ser tratados como
vetores; além disso todo elemento de F pode ser multiplicado por uma constante
suficientemente pequena para gerar um elemento de JF. (exercicio!).

Consideramos as funcdes A, £ : F. — R definidas por

A(f) = A(Ry), L(f) = L(Ry).
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Estas sdo as funcdes continuas definidas em um espaco de fungdes, referidas no co-
meco da Sec¢do como sendo objeto de estudo do Célculo das Variagdes. Queremos
extremizar £ de modo que A(f) seja constante.

Usando o que foi visto na Sec¢do 3.1, podemos calcular A4 e £ explicitamente
em termos de o e f. Para tal, note que se «(t) = (z(t), y(t)), entdo escrevemos
e o/f em coordenadas:

ap(t) = (z(t) — fO)y (1), y(t) + f()2' (1))

op(t) = (2'(t) = fFO)" (1) = 1Oy 1),/ (1) + fF(®)2"(t) + f'(1)2'(}). 3.7

Ainda, € ttil notar que utilizando (3.3), a expressao (3.7) se reescreve por (omitindo
a varidvel ¢ para limpar notacao)

af = (L=kf)d/ + ['N = (1= kf)a' = [y, A =kf)y' + f'2'). (3.8)
Finalmente, escrevemos A e £ em termos de v e f:

1

A = 3 [ gD+ 7)o 20 kD) £yt 39)

€

l !
£ = [ s lldt = [ i0= ke = 1y + (0= kD + S,

(3.10)
Exercicio 14. Manipule as expressoes (3.9) e (3.10) acima, obtendo
Lt / I Lk
A(f) = A(R) + 5/O (22’ + 93] dt+/0 <2f - 1) fdt
!
:A(R)+/ (];f— 1) fdt. 3.11)
0

l
L(f) :/O JO = k)2 + f2dt (3.12)

Dica: para a primeira, utilize as expressoes de (3.3) e regra do produto para
derivada.

Por hipétese, a fungéo 0 pertencente a F. é a que minimiza £ sob a restri¢do
A = A. O que os multiplicadores de Lagrange nos dizem, entdo, é que existe
A € R tal que (dentro do espaco vetorial F)

VL(0) = AV.A(0).
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De modo andlogo ao que ocorre no R™ (veja expressao (3.6)) isso € equivalente
a dizer que para toda v € F, vale

lim L(hv) — L(0) )\ lim V(hv) — V(O)'
h—0 h h—0 h
Calculamos cada um dos limites separadamente:
L(h
lim £00) ~ £0) / V(1= khv)2 + h2o'2 — 1dt
h—0 h h—>0
(1 — khv)? + h20"? -1
h—>0h \/ 1 — khv)? + h2v"2 4+ 1
1 201.2,2 | /2
— lim 2khv + h*(k*v° +v'%) it
m=0Jo b (VT = ERoP + 707 + 1)
l
_ / k(t)o()dt
0
e
. A(hv) = A(0) 1 l k
tim 22— i | A(R) —/O (1= Sho)hodt — A(R)

=— /Olv(t)dt.

Logo quando « dd uma solucdo temos que para toda v € F vale

/0 () + Ao(t)dt = 0.

Em particular, isso deve valer para v(t) = k(t) + A, fazendo com que

1
/ Ik (t) + A2dt = 0,
0

e, sendo zero a integral de uma fun¢do continua ndo-negativa, esta deve ser iden-
ticamente nula, ou seja, k(t) = —A\ para todo ¢ € [0,!]. Isto nos diz que o tem
curvatura constante, e portanto é um circulo. Como a drea ¢ A = m, podemos
ainda concluir que o raio deste circulo é 1, e [ = 27 é o menor comprimento
possivel. Isto conclui a demonstracao.

3.3 Quarta solucao: Teorema de Stokes

Teorema 4 (A desigualdade isoperimétrica (bis)). A drea A englobada por qual-
quer curva de Jordan retificivel C de comprimento L satisfaz a desigualdade iso-
perimétrica

A< L?/4x. (3.13)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, C' for um circulo.
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Desta vez, para provar a desigualdade acima usamos uma ideia de Gromov [15]
que foi aprimorada em [17]. A ideia de Gromov consiste em encontrar um campo
de vetores V' definido em uma regido que contém R com duas propriedades que
garantem (3.13). Essas propriedades sdo

divP >2em Re (V,n) < lemC, (3.14)

com n o vetor normal a C' unitdrio exterior a R. Se V satisfaz as propriedades
acima, a desigualdade (3.13) é consequéncia do Teorema do Divergente (Teorema
2):

C) = / lds > / (V,n)ds = / divVdzdy > 2A(R) = 2.
C C R

A constru¢do do campo de vetores de Gromov funciona em R™, ndo apenas em
R2. O campo que apresentamos aqui foi exibido em [17] para R?

Vip) = 1/ udq'

7 Jr |lp — ql?

Mais precisamente, se p = (x,, Yp), entdo a coordenada X do campo de vetores V'

z

€

1 xr, — T
X = —/ P 4 dz,d
Q T™JR (‘Tp - xq)2 + (yp - yq)2 ata

e de maneira andloga escrevemos a coordenada Y.

Se p € R, o integrando na defini¢do de V' (p) tem uma singularidade quando
p = q e por isso precisamos verificar que V est4 de fato bem definido.’

Vamos verificar a boa definicdo de X (p) para p € R. Escolhemos ¢ > 0 tal
que B.(p) C R, assim

X(p) =1 (/ Rl AL +/ C”gdq) (3.15)
T \Jr\B.() llp — 4 B lp =4l

e a primeira parcela pode ser calculada, de modo que a boa definicdo de X depende
de analisar a segunda parcela. Com um sistema de coordenadas polares (r, f) cen-
trado em p podemos escrever

27r
/ ‘Hp qH2 // frdrd0—27r€ (3.16)

Portanto, existe o limite

lim/ qu —0
e=0JB.(p) llp — 4l

3Se o leitor estd familiarizado apenas com Célculo de uma varidvel, esse fato é o andlogo bidi-
mensional do fato que a fungéo f(¢) j \ 5 dm estd bem definida em R.
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e podemos definir e calcular X (p) via

1 _
X(p) = lim — Ip — %q

R
=07 Jr\B.(p) lIp — ql?

Exercicio 15.

a) Escreva a coordenada 'Y do campo V.

b) Verifique que se p ¢ R, entdo divV (p) = 0.

Sugestdo: Lembre que vocé precisa calcular o divergente em relacdo as coordena-
das de p e a integral é em q e estd bem definida. Portanto a derivacdo comuta com
a integragdo.

Vamos calcular divV (p) para p € R. Esse célculo é mais complicado do que o
casop ¢ R devido a singularidade no integrando. Considere a fungio w : R? — R,

1
w(p) =~ [ nflp~ glda.
T™JR

Deixamos a cargo do leitor, através de argumento andlogo ao da equagdo (3.15),
demonstrar que w estd bem definida. Vamos demonstrar que Vw = V e portanto,
o laplaciano de w satisfaz Aw = divV. Depois disso, bastara notar que Aw = 2
na regido R.

Para verificar que Vw = V| note que

1 0
X(p)=— / — (In||p — dq.
)=/ oz, (In[lp —ql|) dg
No que segue faremos um argumento preciso e bastante comum em Andlise
para demonstrar que

ow

1 ) 10
() 7r/Rfmp n||p — ql|dq waxp/R n||p — ql|dq axp(p)

O leitor que estiver pouco familiarizado com Anélise pode pular essa parte, mas
ndo sem antes notar que pode ndo ser trivial trocar a ordem entre a derivagdo e a
integracao.

Considere uma fungéo auxiliar 7 € C'([0, 00)) com as seguintes propriedades:

i) 0 <n(t) <1 paratodo t;
ii) n(t) =0set € [0,1];

iii) n(t) =1set € [2,+00);
iv) 0 < 7/(t) < 2 paratodo t.

Essa funcdo é chamada funcio suavizadora, ou 'molifier’ em inglés, e serve para
reduzir a contribui¢do da singularidade como faremos ao definir para cada € > 0,

]_ —
we(p) = - /Rln lp—qlln (M) dq.
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Figura 3.7: Molifier padrao

Exercicio 16. Mostre que sep € Ree < 1/2, |w.(p) —w(p)| < Ce para alguma
constante positiva C.

Como consequéncia do exercicio acima podemos dizer que a familia de fungdes
{w:}e>0 converge uniformemente a funcdo w em R, e na verdade até em R?, ji

que para ¢ pequeno e p ¢ R, we(p) = w(p).
A vantagem de w. em comparagdo com w € ndo ter a singularidade no inte-
grando que a define. Por isso,

0 s bo=dl))
7 = [ 2 (m|p- :
s ue) =~ [ (mlp—aln (1) ) do

E pela regra do produto,

0 1 ( Tp — Tq (Hp—(JH>
—w =— d
Oz «(p) ™ HP—QH277 € 4

pP—q T
+/ln”p alhm <’ H)ffl!p—qqlld>

X) - 83p Sjr(‘/z-z Ip—qHQ( 77<Hp;q”)>dq‘
[z o= =gt (P2 ).

Como vimos em (3.16), temos

— o
’/ e T ( _n(HP qH))dq‘ < / p qqu
Rlp— qII £ B2:(p) |Ip — 4|

Por outro lado, como 7' < 2 e 1/ $6 ndo se anula em [1,2], e como ﬁ;:;cﬁ <1,
temos

< 27e,
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1 Ty — T p—q
> [ - iy 7=y (2= g
eJr Ip — 4l £

S [ 2wllp-dldg

€ JBae(p)

< < 8me|In(2e)]

Portanto,

|Mm—£ﬁmm<%+wm%w:%a+mmmm

0 que nos permite concluir que

Um Teorema (Teorema 7, cap X de [20]) geralmente estudado em cursos de
Andlise na Reta garante que se temos uma sequéncia de fungdes derivaveis (w. com
€ — 0) convergindo a uma fun¢do (w) cujas derivadas convergem uniformemente
auma fungdo (X), entdo a funcdo limite (w) € derivavel e sua derivada € o limite da
sequéncia das derivadas. Cabe mencionar aqui que estamos trabalhando com uma
funcdo de duas varidveis, mas os argumentos para analisar funcdes de variavel real
se aplicam. Uma segunda observagdo é que fazer ¢ — 0 ndo € trabalhar com uma
sequéncia, e quanto a isso o leitor pode pensar apenas em ¢ = 1/n comn € N.

: . 0 . )
Com isso, concluimos que X = 6—w. De maneira andloga, mostra-se que
x
Y = a—w, do que decorre a afirmacdo que Vw = V.
Yy

Para concluir que divV” = Aw, novamente usa-se a fung¢@o 7 e um argumento
semelhante ao que acabamos de exibir para demonstrar que

0? 1 d
@) === [ in(lp— alns(a)ds,
0

para Ry uma regido que contém R e onde vale o Teorema do Divergente, n, a
primeira coordenada do vetor n normal exterior a OR e ds o elemento de compri-
mento de ORg.

Para concluir que Aw = 2, considere Ry um circulo grande de centro p e raio
M e, usando coordenadas polares,

0? 1 0 1 (z, — 14)?
— =—= —1 - 2(q)ds = —/ =P dg.
axgw(p) ABAI(p) or Il(”p qn)n (q) S 9B (p) M3 q

™

Fazendo o mesmo para y

d? 1/ (yp_yq)2
I o)== W —Ya)” 4.
dy? b)=7 oBum) MP
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de modo que somando wy; + wy,, temos

—dq = = 2.
») M q TM

&2, 1/ Lo M
0z2 Oy? T JoBa(

Para concluir essa solug¢do do PI, resta mostrar que (V,n) < 1 ao longo de OR,
qualquer que seja a regido R. Afirma-se que (V,n) assume o maior valor possivel
em p € OR caso R seja um circulo unitério.

Para demonstrar essa afirmacgao, considere um sistema de coordenadas polares
com origem o ponto p € OR e o ngulo € definido de modo que n(p) tenha dngulo
.

Figura 3.8: Coordenadas polares

Note que se ¢ € R, lembrando a identidade sobre o produto escalar (u,v) =
||lu||||v]| cos ¢, para ¢ o dngulo entre os vetores u e v, temos

(g —p,n(p)) = |In||llg — p|| cos® = rcos¥,

para 6 a coordenada polar referente ao angulo de ¢. Portanto

Vi) = = [ (2= e = [ =P,

mJr lp = qll*’ mJr T

Finalmente, observe que as curvas de nivel da fungdo f(r,0) = y sdo circu-
los que passam por p com vetor normal exterior n(p). Além disso, quanto maior o
circulo, menor € o valor de f ao longo dele. Assim, a integral acima serd maxima
quando R for um circulo unitario D, pois sua drea é 7, passando por p com nor-
mal n(p). Note que caso D seja dessa forma, terd (V, n) maximizado em todos os
pontos de 0D.

Resta verificar que no caso do circulo, tem-se que (V,n) é constante igual a 1
ao longo de 0D. Para calcular a tdltima integral, pode-se usar um novo sistema de
coordenadas polares, agora centrado no centro de D. Denotando por (1, §’) esse
novo sistema com ¢’ tomado de modo que a semirreta ' = 0 esteja contida na

semirreta § = 0, temos que
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cosf)  cosf _i
r 2r'cosf 7’
€ assim,
1 0 1 1 1 27 11
<V(p),n(p)>=*/ o dq:f/ quz—/ / —r'dr'de’ = 1.
TwJp T T Jpr TJo Jo

3.4 Quinta soluciao: Série de Fourier

Nessa secdo, usando as ferramentas associadas as séries de Fourier, vamos
demonstrar a desigualdade isoperimétrica no plano, Teoremas 1, 4.

Para essa demonstracdo vamos precisar de alguns fatos envolvendo séries de
Fourier, que enunciamos abaixo e referimos o livro [12] para as demonstragcdes.
A demonstracido do Teorema 4 que apresentamos aqui também segue a exposicao
desse livro.

Dada uma fungio f : [0,1] — R de classe C'* por partes, escrever a sua série
de Fourier consiste em escrever f como uma soma infinita (série) de fun¢des senos
e cossenos com frequéncias cada vez maiores de modo que, se tudo correr bem,
quando somarmos muitas parcelas dessa séria, estaremos bem perto do valor da
funcdo f. Essa técnica € comumente estuda em cursos de Equagdes Diferenciais
Parciais de Graduacdo em alguma Ciéncia Exata, ja que ela se mostra muito ttil na
resolucdo de algumas dessas equagdes.

Definicio 5. Dada uma funcéo continua f : [0,1] — R de classe C' por partes,
a série de Fourier de f é
a [e.e]
20 Z (ay cos 2nmx + by, sen 2nmzx) 3.17)
2 n=1

com os coeficientes de Fourier dados por

1
ag = 2/0 f(x)dx

eparan > 1,

1 1
ap = 2/ f(x) cos(2nmx)dx e b, = 2/ f(x)sen (2nmx)dz.
0 0

O ponto interessante da série de Fourier de uma funcdo f é que para muitas das
fun¢des com as quais costumamos trabalhar, ela de fato é uma outra maneira de
escrever f, como garante o teorema de Fourier, cuja versdo que enunciamos abaixo
ndo é a mais geral.

Uma motivag@o natural para que se espere que a série de Fourier seja de fato
uma outra maneira de escrever f vem da Algebra Linear, ao escrever (3.17) es-
tamos na verdade escrevendo o vetor f do espago vetorial £ = {g : [0,1] —
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R | g é continua e de classe C'! por partes} como combinagio linear dos vetores de
B = {cos(2nmx), sen (2nmx), 1} hen. Além disso, a expressdo (3.17) funciona tdo
bem porque esse espaco vetorial possui um produto interno (ou produto escalar)
que € definido por

)= [ rwgteie, (3.18)

de modo que a expressdo dos coeficientes de Fourier é exatamente a mesma que a
expressdo vista em Algebra Linear para escrever um vetor em uma base ortonor-
mal. A tnica diferenca entre essas duas situacdes € que aqui a base tem infinitos
elementos (o que nos leva a dizer que £ tem dimens&o infinita) e por isso algumas
quastdes de convergéncia se tornam mais delicadas.

Exercicio 17. Mostre que o conjunto B é um subconjunto ortonormal do espaco
vetorial € munido do produto escalar (3.18), ou seja, verifique que se u, v € B,

entdo
1 se u=v
<u,v> = {

0 caso contrdrio.

A base B é na verdade base de Hilbert de um espago vetorial H que contém
£.* Ela também tem origem semelhante 2 origem de certas bases que de espacos de
dimensao finita. Ela é obtida quando se diagonaliza o operador de Laplace em .
Esse operador aplicado a fungdes com dominio [0, 1] nada mais é do que derivar
duas vezes a fungdo. Assim, uma autofuncio (andlogo de autovetor) do % é uma

. 2
fungdo que satisfaca % f(x) = Af(x). Observe que os elementos de 53 tem essa
propriedade:
d? 9
72 Sen (2nmz) = —4n”sen (2nmx). (3.19)
x
A diferenca € que aqui existem infinitos autovetores e autovalores. Essa obser-
vacdo € feita de maneira mais detalhada no texto [23] e serd retomada no fim da
secdo. No que segue, enunciamos os resultados sobre séries de Fourier que serdao
necessarios.

Teorema 5 (Teorema de Fourier e Identidade de Parceval). Seja f : [0,1] — R
uma fungdo continua de classe C* por partes e tal que f(0) = f(1). Entdo a série
de Fourier de f converge em cada ponto x € [0,1] para f(x). Além disso, vale a
identidade de Parceval sobre a integral do quadrado de f

(12 > 1
T2 (i) =2 | 1@z, (3.20)

*Mais precisamente, 3 é uma base de Hilbert do espago vetorial das fungdes Hy ([0, 1]) com, B
exibida acima com a norma proveniente do produto interno dado em (3.18). O conceito de base de
Hilbert é semelhante ao conceito de base (de Hammel) estudado em Algebra Linear.
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Observacao 5. Mesmo que a funcdo | tenha alguns pontos de descontinuidade,
ainda é vdlido o resultado acima para os pontos em que f é continua.

Corolario 3. Seja f : [0,1] — R uma funcdo continua de classe C? por partes e
tal que f(0) = f(1). Entdo os coeficientes da série de Fourier de f', que converge,
podem ser obtidos a partir da série de Fourier de f derivando termo a termo essa
série.

Esse Corolario pode ser demonstrado usando integracdo por partes para o cél-

culo dos coeficientes e o teorema anterior para a convergéncia da série. Sobre a
identidade de Parceval, também enunciamos um corolario.

Corolario 4. Se f e g sdo funcées como no Teorema anterior, a, e b, sdo os
coeficientes de Fourier de f e c,, e d,, os de g, entdo

o0

aobo . 1
5 + nz::l (ancn + bpdy) = 2/0 f(z)g(z)dz.

O leitor interessado pode demonstrar esse Coldrio usando a Identidade de Par-
ceval para a fungéo f + g.

Com esse teorema estamos aptos a expor mais uma demonstracio da desigual-
dade isoperimétrica.

Prova do Teorema 4 para curvas C* por partes. Seja C' uma curva fechada sim-
ples de classe C'* por partes de comprimento L que engloba uma 4rea A. Considere
uma parametrizagio 4 de C' por comprimento de arco, isto é, ¥(s) = (Z(s),y(s)) e
#"2(s) + 7"?(s) = 1 sempre que i’ e §j estiverem bem definidas. Podemos repara-
metrizar C' com fungdes x e y definidas em [0, 1] via z(t) = Z(Lt) e y(t) = g(Lt).
Assim, 2'%(t) + y'?(t) = L? parat € [0, 1] no qual a expressio faz sentido, o que
ocorre exceto em um conjunto finito de pontos. Usando o teorema de Fourier para
as fungdes z e y, temos que

o0
x(t) = % + Z (ay, cos 2nmt + by, sen 2nrt) ,

n=1

oo
y(t) = %0 + Z (cn cos 2nmt + dy, sen 2nt) .

n=1
Derivando, de acordo com o Corolério 3 obtemos a expressdo abaixo para x’ e
uma analoga para 3’

oo
2'(t) = 2n7 (—an sen 2nat + by, cos 2nat)
n=1

Pela Identidade de Parceval aplicada as fungdes 2’ e ¢/, temos

o0 1
Z 4n?r? (a% + bi) = 2/ |2 (t))?dt
n=1 0
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o0 1
S dan’n? (& +d2) =2 /O (1) 2dt.
n=1

Somando as duas igualdades

0o 1
> 2nPr? (a,% +b2 + 2+ d,%) = / 2/ (1)|* + |/ (t)|?dt = L2
n=1 0

Conforme visto no Exercicio 12, a area da regido englobada pela curva C é
dada por A = fol x(t)y'(t)dt. Pelo Corolério 4,

A= Z nr (andy — bpey) -
n=1
Assim,

L? — 41 A= 2r° Z ((nan)2 + (nbp)? + (nen)? + (ndy)? — 2nand, + anncn>

n=1

o
=212 Y ((nan—dp)? + (nbpt en)? + 2 (n?= 1) + d2(n?~ 1)) >0
n=1

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, a,, = b, = ¢, = d,, = 0 para
todon >1eb; = —c; = —cea; = d; = d, ou seja,

x(t) = % + dcos(2mt) — csen (27t) e y(t) = 62—0 + ccos(2nt) + dsen (27t)
(3.21)

que corresponde a um circulo de raio vd? 4 ¢? e centro (ag/2, co/2).
O

Exercicio 18. Complete o final da iiltima prova justificando que (3.21) é de fato
uma parametrizacdo do circulo ali descrito.

Exercicio 19. (Desafio) Usando o fato que toda curva retificdvel pode ser aproxi-
mada por curvas C* por partes, faca a demonstracdo do caso geral do teorema.

Agora retomamos a discussdo que relaciona séries de Fourier 2 Algebra Linear.
Mencionamos anteriormente que escrever uma funcdo definida em [0, 1] em série
de Fourier estd associado a escrever um elemento do espaco vetorial H como soma
de autovetores do operador de Laplace. Olhando a expressao (3.19), vemos que os
autovalores desse operador sdo dados por \,, = 4n?7? (na verdade seria —4n?72,
mas costuma-se usar o operador com sinal trocado para que os autovalores se-
jam positivos.) Quando escrevemos a série de Fourier de uma func¢éo, olhamos o
operador derivada segunda no espago das fungdes que satisfazem f'(0) = f/(1),
porque na verdade s@o funcdes que poderiam ser estendidas ao reais como fungdes
periddicas de periodo 1.
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3.4.1 A Desigualdade de Faber-Krahn

Vamos finalizar esse secdo citando algumas curiosidades sobre o primeiro au-
tovalor de Dirichlet do Laplaciano.

Defini¢do 6. O primeiro autovalor de Dirichlet do Laplaciano (A(S2)) em um do-
minio limitado ) é o menor niimero real \, para o qual o problema

(3.22)

Au+du=0em$
u = 0 em OS2

admite uma solucdo ndo trivial.

A solugdo trivial € a solucéo constante zero.

Tem-se que o primeiro autovalor A(§2) é sempre positivo e que a solugdo de
(3.22) com A = A(€2) ndo troca de sinal. O par {primeiro autovalor, primeira
autofungdo} corresponde a frequéncia de vibragdo fundamental de um dominio.
Por exemplo, se {2 corresponde a forma da membrana de um tambor que produz
som, o som mais grave produzido tem frequéncia associada a \(2). Pode-se mos-
trar que se dilatamos um dominio, seu primeiro autovalor diminui e portanto, se
aumentamos a membrana de um tambor por uma dilatacdo, ele se torna capaz de
produzir sons mais graves. Uma outra caracteriza¢do de A(2) € dada pelo infimo
do quociente de Rayleigh:

2
o Ja IV

M) =it

onde u percorre H{ (2) que é, a grosso modo, o espago das fungdes nio triviais que
se anulam na fronteira e para as quais tanto o numerador quanto o denominador no
quociente acima estdo bem definidos.

Uma razdo pela qual é interessante conhecer estimativas para \(€2) decorre
diretamente do quociente de Rayleigh e é chamada Desigualdade de Sobolev: Se

u € HE(Q),
2 1 / 2
< .
/QHVUH dzx < N Q|u| dx

Desigualdades como essa sdo uteis em Andlise, por exemplo em algumas demons-
tracdes de existéncia se solucdo de equagdes diferenciais. Por causa do quociente
de Rayleigh, se conhecemos uma estimativa \(2) > C, temos uma desigualdade
como a de Sobolev.

Nesse contexto torna-se natural questionar se uma desigualdade do tipo A(§2) >
C pode ser obtida conhecendo apenas certas propriedades de €2, como por exemplo
sua drea. A resposta aqui € sim, como mostra o préximo resultado, que foi obtido
de forma independente por Faber [10] e Krahn [19].

Teorema 6. Seja Q C R? um dominio de drea A e seja D C R? um disco de
mesma drea A, entdo A\(2) > (D).
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Assim, o disco ndo s6 é o conjunto de drea com menor perimetro, como tam-
bém € o que tem menor primeiro autovalor. Esse teorema pode ser demonstrado
usando uma técnica chamada simetrizacdo de fungdes que consiste em transfor-
mar de modo especifico uma fungdo definida em €2 em uma funcdo definida em
D. Usando, entre outras ferramentas, a desigualdade isoperimétrica, mostra-se que
esse processo diminui o quociente de Rayleigh do que decorre o resultado.

Observamos que além de R?, os demais espacos euclidianos R™, bem como os
espagos hiperbdlicos H™ e as esferas S™, sdo ambientes nos quais vale a desigual-
dade de Faber-Krahn. Para detalhes referimos [7].



Capitulo 4

Bolhas de sabao

As bolhas de sabdo nos dizem bastante sobre isoperimetria no espago tridimen-
sional. Quando fazemos uma bolha de sabao, existem razdes fisicas, envolvendo
tensdo superficial, que fazem com que ela tenha a menor 4rea possivel envolvendo
um volume j4 pré-fixado (o volume de ar que foi soprado). Assim sendo, bolhas de
sabdo, quando livres no ambiente, sdo esféricas. Mas elas podem nos dizer ainda
mais sobre o PI em outras situagdes e outros problemas variacionais. Neste capi-
tulo vamos tratar um pouco disto, depois de desenvolver algumas nocdes iniciais
ao trabalhar com o PI em R3.

4.1 O caso tridimensional (primeiros passos)

Robert Osserman em [26] nos diz algo fundamental sobre o PI com relacio a
dimensdo: para dimensdes maiores que 2, ndo existe prova que aproxime a simpli-
cidade das provas existentes para dominios planos. Ele também afirma que talvez
a abordagem mais direta, pelo menos supondo que as solugdes sdo suficientemente
diferencidveis, seja utilizar Calculo das Variacdes.

Imaginemos o caso do espaco tridimensional R3. Seja V' um volume dado.
Procuramos, dentre todas as superficies regulares que englobam uma regiao tridi-
mensional de volume V, aquela(s) que te(€)m a menor drea, se é que existe(m).
Supondo existéncia, seja S uma tal superficie e W a regido delimitada por ela.

Ainda, € preciso supor que S € uma superficie orientdvel, ou seja, que exista
um campo unitdrio continuo 7 : S — R3 normal a S.! Note que se tal 1) existe, —7
também € unitario e normal a S, cada um deles define uma orientagdo diferente em
S. Fixamos, entdo, a orientagdo de S dada por 7. Essa suposi¢do ¢é relativamente
natural, ja que se S delimitada uma regido, entdo devem haver os lados de dentro
e de fora de S. Assim, a grosso modo, podemos tomar o normal 7 que aponta para
dentro de S.

Assim como fizemos com as curvas (Se¢do 3.2, a superficie S pode ser variada
na dire¢do do normal, digamos, Sy := S + fn, onde f : S — R é uma funcdo

'O exemplo mais cldssico de superficie nio orientdvel é a Faixa de Mibius.

41
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suave’. Entdo é possivel, utilizando um pouco de Geometria Diferencial e nova-
mente o Teorema de Stokes, calcular a drea £( f) de Sy e o volume A(f) de Wy, a
regido englobada por S¢. O que deve ocorrer, novamente, € que deve existir A € R
tal que

VL(0) = AV.A(0).

Prova-se, entdo, que isto € equivalente a

/S(H—)\)vdAzo

para toda v : S — R diferenciavel, onde H é a curvatura média de S com respeito
ao normal 7.
A conclusdo, entdo, € a seguinte:

Teorema 7. Se uma superficie S C R> tem drea minima dentre todas as superficies
que englobam um mesmo volume, entdo S tem curvatura média constante.

Nao vamos entrar em grandes detalhes matemadticos aqui a respeito do que € a
curvatura média, mas ndo poderiamos deixar de dar uma ideia intuitiva de como
ela pode ser pensada. Vejamos duas formas.

As curvas contidas em uma superficie do R? se curvam no espaco, mas se
curvam também sobre a superficie. Por exemplo, imagine um equador de uma
esfera. Ele é uma curva “curvada” em R3, mas se olhamos sob o ponto de vista
da prépria esfera, ele ndo se curva, pois em certo sentido acompanha a curvatura
ditada pela esfera. Nao haveria como ser reto, pois sairia da superficie! Outro
exemplo interessante para se pensar € um cilindro. Imagine que o cilindro foi
construido a partir de uma folha de papel enrolada. Se desenhamos uma reta no
papel antes de enrold-la, o que acontece com ela no cilindro? Dependendo da
situacdo, ela se curvard no espaco, junto com a folha, mas é sensato pensar que sob
o ponto de vista do cilindro ela ndo se curva.

Afirmamos (sem demonstracdo) que dado qualquer ponto p € S e qualquer
vetor v unitdrio tangente a S em p, existe uma curva v : [—&,¢] — S contida em
S, com v(0) = pe+/(0) = v, e de forma que sua curvatura sob o ponto de vista
da superficie, chamada curvatura geodésica, ¢ nula. No exemplo do cilindro, ela
¢ uma reta que foi enrolada. Nas esferas, sdo os circulos maximos. No plano, sdo
as retas. Estas curvas que ndo se curvam sob o ponto de vista da superficie sdo
chamadas geodésicas, e t€m muitas propriedades importantes dentro da geometria,

2Aqui estd uma diferenca sutil com relacdo as curvas, e que torna o problema muito mais dificil
em dimensdes maiores. Note que as fungdes f utilizadas na abordagem com as curvas estava definida
no mesmo intervalo que parametrizava o bordo C'. Acontece que parametrizar uma superficie requer
muito mais cuidado que parametrizar uma curva de Jordan; ndo se trata apenas de deformar um
pedaco de arame e fechd-lo. E facil ver isso ao tentar moldar uma superficie utilizando um pedaco de
papel, ou mesmo de pano, mesmo quando este pano estica. Como é que se “fecha” a superficie? A
colagem é um problema complicado; em geral o que se pode fazer € tentar usar mais de um pedago
de pano. Essas ideias sdo discutidas em cursos de Geometria Diferencial de superficies.
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das quais destacamos o fato que sdo as Unicas curvas capazes de realizar, sobre a
superficie, a distancia entre dois pontos.’

E possivel mostrar que neste caso 7" (que é ortogonal a +/, como na Segio
3.1) s6 tem componente normal a superficie, ou seja, na direcdo de 1. O quanto y
se curva no espago ¢é ditado por esta componente. Mais precisamente, existe um
nimero real k,,(t), que depende de ¢, chamada curvatura normal de -, tal que

Observacio 6. Se N(t) é o normal a geodésica vy definido na Segdo 3.1, segue que
n e N sdo paralelos; mais precisamente, N = =+, jd que os dois sdo unitdrios.
Assim, temos que a curvatura normal de uma geodésica satisfaz k,, = +k, onde k
€ sua curvatura. Na verdade, so definimos antes curvatura de curvas planas, mas
existe uma definicdo andloga para curvas no espago, de forma que seja sempre
positiva, e coincida com a definicdo plana no caso em que a curva estd contida
num plano.

A curvatura normal de uma geodésica mede, a grosso modo, o quanto a super-
ficie se curva na direcdo desta geodésica.

Seja, agora, S sua superficie preferida, orientdvel, com campo normal 7 (pode
ser um plano, uma esfera, um cilindro, ou um paraboléide hiperbdlico, por exem-
plo — e de fato estes sdo os exemplos em certo sentido mais importantes!), e fixe
um ponto p € S. Considere todas as curvaturas normais de todas as geodésicas
normalizadas passando por p. Tais curvaturas normais assumem um valor maximo
e um valor minimo k1 (p), k2(p). Eles sdo chamados as curvaturas principais de S
emp..*

Outra maneira de descrever geometricamente as curvaturas principais é a que
foi introduzida por L. Euler em 1760, e pode ser encontrada em [9]. Sejam p € S
e 7(p) o vetor normal a S em p dado pelo campo fixado. Dado vetor v ortogonal
an(p), e portanto tangente a .S em p, considere o plano II, contendo p e paralelo
avean(p). Ao interseccionar IT, e S, obtemos uma curva plana C,, que contém
p. A curvatura normal k,, de S na direcdo de v é definida como sendo a curvatura
de C, em p (definida na Se¢@o 3.1), com o sinal positivo se 7 estd voltado para a
concavidade de C,, e com sinal negativo se estd apontando para o lado contrério. E
possivel mostrar que k,, depende apenas da direco, e ao fazer os vetores v variarem
em todas as dire¢des do plano ortogonal a 7(p) em p, a variagdo de k,, é continua.
Isso faz com que k, assuma valores maximo e minimo k1 (p) e k2(p): as curvaturas
principais de S em p.

$H4 muito mais sobre elas, convidamos o leitor curioso a pesquisar a respeito.

“Um milagre da natureza é que essas curvaturas principais sdo assumidas por curvas partindo de p
em dire¢des ortogonais; de fato k1 e k2 sdo os autovalores de uma transformacao linear autoadjunta,
que admite, portanto, base ortonormal de autovetores: sdo estas as direcdes ortogonais!
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Por fim, a curvatura média H de S no ponto p (segundo o normal 7)) é a média
aritmética das curvaturas principais, ou seja,

k1(p) + k2(p)

H(p) = 5

Exemplo 4. 1. Num plano, as geodésicas sdo retas, que tém curvatura nula.
Logo a curvatura média do plano é constante igual a zero.

2. Numa esfera de raio r, as geodésicas sdo circulos mdximos, e que tém raio r.
A curvatura normal destes circulos, quando o normal aponta para dentro, é
1/r. Assim, k1 = ko = 1/r em todos os pontos da esfera, o que dd H = 1/r.
(conforme Exercicio 10).

3. Num cilindro de raio r, as geodésicas sdo obtidas enrolando as retas. Note
que a tinica chance de uma reta ndo se enrolar (e portanto ter curvatura
zero no espago) é quando ela é paralela ao eixo do cilindro. Além disso,
todas as outras se curvam “para dentro”, e portanto ddo origem ao mesmo
sinal para curvatura normal. Assim, uma das curvaturas principais é zero.
A outra é dada em uma diregcdo ortogonal, e portanto em um circulo na
cintura do cilindro, que tem curvatura (orientando para dentro) 1/r. Assim,
a curvatura média do cilindro de raio r é 1/2r.

4. No ponto de sela de um paraboldide hiperbdlico, é possivel mostrar que uma
das curvaturas normais é positiva e a outra é negativa. Eum pouco intutivo
pensar que num ponto de sela temos curvas que se curvam no sentido do
normal e outras que se curvam no sentido contrdrio. Por exemplo, no para-
bolside {(z,y,y* — x?)|z,y € R}, a origem o = (0,0,0) é um ponto de
sela e k1(0) = —2, ka(0) = 2. Neste caso, H (o) = 0.

Voltando a nossa histéria como o PI foi atacado: o Teorema 7 pode ser obtido
de maneira razoavelmente simples supondo que S seja de classe C2. O problema
¢ a partir dai: como garantir que uma superficie compacta de curvatura média
constante (CMC) é uma esfera? Uma série de passos foram dados neste sentido ao
longo do século passado a fim de responder essa pergunta, ¢ fez muita teoria ser
estudada e desenvolvida. Em [26] € possivel encontrar um pouco desta histéria,
seguida do artigo de Lucas Barbosa e Manfredo do Carmo [2], onde a questio se
encerra por esse ponto de vista, mostrando que uma superficie de curvatura média
constante que tenha sido obtida através desta abordagem variacional é uma esfera.

4.2 Problema no semiespaco e problemas relacionados

O leitor pode neste momento lembrar de vérias experiéncias com bolhas de
sabdo. Uma delas consiste em formar a bolha de modo que ela encoste no chio ou
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numa outra superficie plana’. Qual o formato desta bolha?

A reposta é uma semiesfera. Por qué? O que acontece é que o ambiente onde
queremos resolver o problema ndo é mais o espago tridimensional inteiro, mas
sim um semiespago, € de modo que a solucdo utilize um pedago da fronteira do
ambiente para se formar (0 que economiza sua propria fronteira.

O andlogo bidimensional a fazer a bolha de sabdo tocar o chdo é a conhecida
lenda de Dido, que parece ter sido o primeiro aparecimento do PI, no século IX
a.C.. Dido, ou Elissa, foi a primeira rainha de Cartago, e sua historia ficou conhe-
cida por ser narrada na obra Eneida, de Virgilio. Uma histéria completa pode ser
encontrada em [31].

Resumidamente, Dido teve que fugir da cidade de Tiro, devido a uma disputa
que The ameagava a vida, e ja tinha a deixado vitiva. Chegou a Africa, depois de
uma longa viagem, e precisava de terra para ela e seus seguidores. Os habitantes
do local disseram-lhe que ela teria direito de tanta terra quanto coubesse na sua
sacola. O que ela fez foi cortar a sacola (que era de couro de boi) em tiras, formar
uma grande tira e, utilizando uma parte da costa maritima, delinear sobre a terra
um pedaco de circulo que fosse perpendicular a orla. Reza a lenda que foi dentro
deste pedaco de terra que ela construiu a cidade de Cartago.

Assim, o problema de Dido consiste em limitar, numa regido do plano limitada
por uma curva que separe o plano em duas componentes (por exemplo, uma reta),
a maior area com um dado perimetro. No caso desta curva ser uma reta, a solugao
¢é dada por um semicirculo.

As solugdes do PI no semiplano ou no semiespaco tém caracteristicas em co-
mum que na verdade sdo vdlidas em situagdes muito mais gerais. Eles podem se
enquadrar na classe de problemas isoperimétricos chamados de problemas rela-
tivos, pois as superficies que resolvem o problema tém fronteira e esta ndo estd
previamente estabelecida pelo problema. Por exemplo, a fronteira da semi-esfera
é o equador onde ela termina, a fronteira do semi-circulo no problema de Dido sio
seus ponto inicial e final. Outros problemas relativos em R? podem ser encontrados
na Sec¢do 1.4 de [6].

O seguinte teorema, que € enunciado em [29] por uma combinacdo de resulta-
dos 14 citados, ilustra isso.

Teorema 8. Se M ¢ uma variedade riemanniana compacta de dimensdo n e de
volume V (M), entdo para todo V' €)0,V (M)| existe uma regido compacta
cuja fronteira ¥ = 0§) minimiza drea dentre todas as regioes de volume V. Além
disso, exceto por um conjunto singular de dimensdo de Hausdorff no mdximo n—S8,
a fronteira % de qualquer regido minimizante é uma hipersuperficie mergulhada
de curvatura média constante e, se OM N'Y # (), entdo OM e X se encontram
ortogonalmente.

Na verdade, esta superficie deve ter algumas propriedades fisicas que a tornem de fato uma
espécie de fronteira para o espago tridimensional. Bolhas que caem sobre a d4gua ou caem sobre uma
superficie hidrofébica tendem a ter outros formatos. Veja, por exemplo, as imagens em [33].
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Figura 4.1: A lenda de Dido. Figura inspirada no mapa de [31]

Mesmo que o leitor ndo tenha entendido todo o enunciado do teorema, duas
propriedades aparecem: curvatura média constante (que ja falamos um pouco na
Secdo 4.1) e ortogonalidade com a fronteira do ambiente. A demonstrag¢do disto
pode ser feita também utilizando Célculo das Variacdes, mas envolve outros entes
geométricos que infelizmente ndo temos como introduzir nestas notas.

Chamamos atengdo para a conclusio que envolve um conjunto de dimensao de
Hausdorff n—8. O leitor que ndo conhece dimensdes de Hausdorff pode pensar que
ela coincide com a dimensao usual sempre que hé regularidade. O Teorema acima
d4 que se M tem dimensdo menor ou igual a 8, ndo hd singularidades na solucdo. A
dimensao 8 é de fato um divisor de dguas: dimensdes abaixo de 8 admitem muito
pouca singularidade, mas a partir de 8, os conjuntos singulares podem ser mais
expressivos e fendmenos mais estranhos podem acontecer.

Este fato curioso é explicado por uma area chamada Teoria Geométrica da
Medida, que é muito util para o estudo de singularidades em entes geométricos (ou
seja, onde se perde diferenciabilidade), como é o caso dos pontos onde as bolhas
de sabdo se intersectam.
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4.3 Bolhas duplas

Ainda sobre bolhas de sabdo, podemos remeter o leitor as lembrangas da in-
fancia novamente. O que ocorre quando duas bolhas de sabdo se tocam, ou quando
se faz uma bolha sobre outra bolha? O problema € mais complicado, trata-se do
problema da bolha dupla (“double bubble™).

Uma conjectura famosa, resolvida no comeco dos anos 2000 por Hutchings,
Morgan, Ritoré e Ros [18], é que a maneira mais econdmica de empacotar separa-
damente dois volumes no espago é usando uma bolha dupla usual, ou seja, aquela
que ¢ realizada fisicamente, soprando duas bolhas de sabdo uma colada na outra.
Mas ainda ndo se sabe o que acontece quando o nimero de volumes aumenta:

Conjectura 1. A maneira mais econémica de empacotar m > 4 volumes no es-
pago tridimensional é utilizando uma bolha m—upla usual.

Muitos trabalhos ainda estdo sendo feitos neste sentido, com diferentes abor-
dagens e generalizacdes, na sua grande parte envolvendo Teoria Geométrica da
Medida. Convidamos o leitor a dar uma olhada no livro classico de Frank Morgan
[24] para saber um pouco mais sobre essa teoria.

4.4 Problema de Plateau — uma introducao as superficies
minimas

Construa com pedagos de arame algumas curvas de Jordan no espago tridimen-
sional. Mergulhe estas curvas dentro do recipiente com dgua e sabdo, obtendo, ao
retird-las, peliculas de sabdo. O problema de Plateau consiste em determinar quais
sd@o as possiveis peliculas obtidas. Existem razdes fisicas, também envolvendo ten-
sdo superficial, para provar que estas solu¢des devem ser superficies minimas.

Originalmente, o problema de Plateau foi formulado por Joseph Louis La-
grange, em 1760.

Problema 1 (Problema de Plateau cldssico). Dada uma curva de Jordan no R3,
existe uma superficie que tenha esta curva como bordo e cuja drea é minima dentre
todas as superficies de mesmo bordo?

De fato o problema ganhou o nome de Plateau gracas as contribui¢des do fisico
belga Joseph Antoine Ferdinand Plateau, que realizou a experiéncia com peliculas
de sabdo acima referida (mesmo sendo cego!), “provando” empiricamente a exis-
téncia de solucdes para o problema. Mas a prova da existéncia de solugdes para o
Problema 1 ndo é tdo simples assim, e até o comego do século XX intrigava grandes
matemadticos, sendo de fato obtida apenas em casos particulares de bordo.

Embora ndo seja um problema isoperimétrico, o problema de Plateau é seu
primo irmao. Novamente trata-se de um problema que pode ser atacado utilizando
técnicas de Célculo de Variagdes, ao menos quando supomos alguma diferenciabi-
lidade, e inclusive foi formulado por Lagrange para ilustrar aplicagdes de Calculo
das Variagoes.
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No comeco, a ideia era encontrar explicitamente solugdes, mas no século pas-
sado este ponto de vista foi modificado, passando a interessar outros aspectos, a
saber: existéncia, unicidade, regularidade de solugdes, etc. Sob este ponto de vista,
os matemdticos Tibor Radé (em 1930) e Jesse Douglas® (1931) provaram, inde-
pendentemente, que o problema de Plateau no disco era solivel. Precisamente,
denotando por D o disco unitério de R?, isto é, D = {(z,y) € R? | 2% + 42 < 1},

Problema 2 (Problema de Plateau no disco). Fixada uma curva de Jordan C' C
R3, existe uma funcdo diferencidvel f : D — R? que se estende continuamente ao
bordo 0D de D, levando-o continuamente em C, cuja drea é minima dentre todas
as outras fungbes com as mesmas propriedades.

Problemas de Plateau em dimensdo e codimensao maior podem ser facilmente
formulados, mas estudados com bastante trabalho, utilizando ferramentas de Equa-
¢coes Diferenciais Parciais e de Teoria Geométrica da Medida, drea que, como ja
mencionamos, estuda situacdes onde pode ndo haver regularidade das solugdes.
Muitas vezes mostrar existéncia de solucdo para os problemas ¢ relativamente sim-
ples, mas dai para entender o qudo regular as solugdes sdo, € um passo bem com-
plicado.

Como o objetivo destas notas € uma introducao ao assunto, vamos no que segue
supor que a solugdo do problema de Plateau € suave. Seja S uma solugdo suave do
problema de Plateau de fronteira C.

Fazendo variagdes normais de .S como feito na Secdo 4.1, mas com a restricdo
flc = 0 em vez da preservacdo de volume, € possivel mostrar que para toda f
suave com f|c = 0, vale

/ fHAA =0,
S

onde dA indica o elemento de area de S. Isso implica que H € constante igual a
zero. Conclusdo: as solugdes do Problema de Plateau tém curvatura média cons-
tante igual a zero, o que justifica o nome classico de superficie minima para qual-
quer superficie que tenha curvatura média constante nula. Devemos ressaltar, no
entanto, que existem superficies minimas que ndo minimizam 4rea!

Uma outra abordagem mais elementar pode ser feita adicionando a hipétese
que C é um grifico: Suponhamos que a curva do bordo C' C R3 é o gréfico de
uma fungdo (continua) definida em uma curva de Jordan plana C c R? x {0} (a
projegio de C' sobre o plano xy), digamos, C' é o grifico de ¢ : C' — R.

Neste caso, afirmamos (sem demonstracdo) que a solucdo do problema de Pla-
teau para a curva C é também um gréfico, de uma fungfo definida na regido R do
plano xy delimitada por C, digamos v : R — R. (conforme o trabalho de Rad6
[28]). Vamos provar, usando técnicas de Célculo de Variagdes, que u satisfaz a
equacdo diferencial

®Douglas foi um dos primeiros medalhistas Fields em 1936, gracas a este trabalho.
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Figura 4.2: Problema de Plateau para gréficos

Vu
V| ———— ] =0, 4.1)
( 1+ HVU\P)
que € equivalente a
(14 u2)uyy — 2upuytgy + (1 + UZ)um =0.

De fato, o que vale é o seguinte resultado, para o qual apresentamos uma possivel
demonstragao.

Teorema 9. Se u : R — R uma fungdo cujo grdfico Gr (u) C R3 tem a menor
drea dentre todos os grdficos cuja fronteira é C, entdo é solugcdo do Problema de
Dirichlet

: Vu _
W (s ) =vem B (42)
u = ¢emIR.

Demonstragdo. Sejau € C?(R). Note que S := Gr (u) pode ser parametrizado
por

U (z,y) € R (z,y,u(z,y)).
Assim, uma base de vetores tangentes a S em U(x,y) é dada por ¥, = (1,0, uy)

e ¥, = (0,1,u,). Fazendo o produto vetorial ¥, A ¥, temos que o elemento de
drea de S ¢é dado por ||, A U, ||dzdy = /1 + || Vu|*dzdy Desta forma,

AS:/hM:/ 1+ | Vul2dady.
()= [1a4= [ U+ [Vulldody

Escolhendo f € C?*(R) tal que f|s = 0, temos que Gr (u + f) tem 0 mesmo
bordo que Gr (u). Digamos que u seja tal que A(Gr (u)) < A(Gr(u+ f)) para
toda f. Entdo, denotando por A(f) := A(Gr (f)), temos que V.A(0) = 0, ou seja,

[ Al) = A(0)

h—0 h =0
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para toda v com v|~ = 0. Ou seja,

1
1 — 2 — 2 g
}lllil(l)h (/R\/l—l-HVu—i—thH dxdy /R\/l—i-HVuH dmdy) 0

d

_ 2 _ 2
/R dh(\/1+||Vu+hVU|| V141V )|
(Vu, Vo)
R /14 |[Vu|?

Agora remetemos o leitor ao Exercicio 11, item b). Aplicando-o para
V= (1+|Vul?)"'Vue f = v, temos

dedy =0 <~
=0

dxdy =0

_VwVv) div vivu — vdiv o Ve
V1+ || Vul? V1+ || Vul? VI+([Vul2)

Além disso, note que pelo Teorema da Divergéncia (veja Teorema 2),

/di ) Vu /v Vu n )ds
v T A — 1o = T Aa w1 )
R V14| Vu|? e, V14| Vu|?

e esta dltima integral se anula pois v|s = 0. Logo u deve satisfazer

V14| Vul]?

Da arbitrariedade de v, o que esta acima implica o desejado. O

/ vdiv <W> dxdy = 0, Vv com v|s = 0.
R

Com algumas contas dentro da Geometria Diferencial, é possivel mostrar que
de fato a curvatura média do grafico de uma funcdo w : R — R € dada pela
expressao

. Vu
2H =div | —/—— |,
V14| Vul?
e portanto o que estamos dizendo acima € que os grificos que resolvem este pro-
blema de Plateau sdo superficies minimas.

O estudo das superficies minimas € outro que vem envolvendo muitos gedme-
tras ao longo dos séculos’. Para finalizar estas notas, apresentamos aqui algumas
superficies minimas interessantes, que nao sdo necessariamente graficos de fungdes
como no problema de Dirichlet apresentado acima, mas certamente sio interessan-
tes! Encorajamos o leitor a realizd-las fisicamente (ou pelo menos algo similar)
utilizando arame e peliculas de sabdo. Ilustracdes muito bonitas a este respeito
podem ser encontradas em [14]. Também fazemos questdo de indicar o livro sobre
superficies minimas de Manfredo do Carmo [9] como uma 6tima oportunidade de
aprender muito mais sobre o assunto.

"até os dias de hoje; as autoras destas notas, por exemplo, estio bem envolvidas com superficies
minimas em suas pesquisas, € conhecem muitos outros gedmetras trabalhando nisso!
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Superficies a la Scherk

E possivel construir uma superficie que seja grifico sobre um quadrado no
plano, de modo que no bordo do quadrado ela tenda a =00. De fato, em um par de
lados paralelos ela tende a +0co e nos outros dois ela tende a —oo. Precisamente,
trata-se da superficie

coS T T 7
Sz{(x,y,log >|—<x,y<}.
cos Y 2 2

Essas superficies foram inicialmente apresentadas por H. Scherk [30], e foram
o terceiro tipo de superficies minimas ndo triviais conhecidas (apds os catendides
e helicdides). Sao, no entanto, muito mais do que exemplos: comumente elas
(ou superficies construidas inspiradas nelas!) sdo utilizadas como barreiras em
problemas geométricos; um exemplo cldssico de aplicacdo € na demonstragdo do
Teorema de Bernstein, que afirma que em R? as tnicas superficies minimas que
sdo grifico de funcdes definidas em todo R? sdo planos (ou seja, as funcdes sio
lineares afins).

A construcdo aproximada das superficies de Scherk com peliculas de sabdo
constiste em construir um contorno como o da Figura 4.3 para mergulhar no sabao.

/

Figura 4.3: Contorno para constru¢cdo de uma superficie parecida com as superfi-
cies de Scherk
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Helicoides

Um helicéide € obtido como a composi¢io de dois movimentos rigidos de uma
reta no R3, a saber, uma translagio com velocidade uniforme na dire¢io de uma
reta r e uma rotacdo com velocidade angular constante, em planos perpendiculares
a r, centrada em um ponto de 7..

Uma porcdo de helicéide pode ser realizada com peliculas de sabao como foi
feito por Plateau: tome como formato para o arame uma hélice em torno de um
eixo... mas para que se forme uma pelicula de sabdo, é preciso que o arame se
feche, e para fazé-lo ¢ suficiente adicionar o eixo de rotacdo da hélice. Nao ha
problema em fazer isto porque o eixo de rotacdo estd contido no helicéide.

Catenoides

Os catendides foram as primeiras superficies minimas descobertas, além dos
planos, por Leonhard Euler, em 1744. Eles podem ser obtidos rotacionando uma
catendria (curva que aparece quando prendemos um corddo em dois extremos dis-
tintos) em torno de sua diretriz.

Para realizd-los como peliculas de sabido, faca dois circulos (de preferéncia de
mesmo raio) com o arame. Vai ser necessario deixar também uma haste para puxa-
los para fora do balde. Encoste-os e mergulhe-os na mistura de 4gua e sabdo. Ao
retird-los, separe-os vagarosamente. Primeiramente, aparece algo singular (no sen-
tido matemético da palavra!): um disco se formando entre os dois arames, no meio
da pelicula. Ao furé-lo, vai ser possivel ver um catenéide. Continue separando os
arames vagarosamente... cada vez mais... ué! O que acontece? Acima de uma
certa distancia, ndo hd mais catendide entre os circulos. Isso pode ser provado ma-
tematicamente, e € possivel calcular esta altura critica explicitamente em termos
do raio dos circulos. Curioso? Isso € s6 um comeco...
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