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Resumo

Neste trabalho tratamos com (co)agoes parciais de algebra de Hopf de multipli-
cadores sobre algebras, nao necessariamente unitarias, com o objetivo principal de
construir um contexto de Morita relacionando a dlgebra dos coinvariantes R4 com
uma determinada subalgebra do produto smash R#E Além disso, apresentamos
a nogao de uma coacao de Galois parcial, a qual guarda uma intima relacao com o

contexto de Morita assim construido.



Abstract

In this work we deal with partial (co)action of multiplier Hopf algebras on al-
gebras, not necessarily unital. Our main goal is to construct a Morita context
relating the coinvariant algebra R®4 with a certain subalgebra of the smash pro-
duct R#A\. Besides that, we present the notion of partial Galois coaction, which is

closely related with the Morita context as constructed.
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Introducao

Agbes parciais de grupos foram introduzidas por R. Exel em [12], no contexto
de algebra dos operadores. Alguns anos depois, M. Dockuchaev e R. Exel, em
[7], generalizaram alguns resultados cldssicos de ac¢oes de grupos para o contexto
de acgoes parciais de grupos sob um ponto de vista puramente algébrico. Dando
sequéncia, S. Caenepeel e K. Jassen, em [4], estenderam esse conceito para algebras
de Hopf e desenvolveram uma teoria para (co)agoes parciais de dlgebra de Hopf,

bem como uma teoria de Hopf-Galois parcial.

Posteriormente, muitos autores tém explorado essas novas estruturas, proporci-
onando um grande desenvolvimento dessa teoria. Porém, os principais resultados
obtidos a partir de (co)agoes parciais em algebras, sao quando estas sdo unitdrias
e quando a algebra de Hopf tem dimensao finita. Uma pergunta natural é saber
se existe alguma estrutura de algebra, nao necessariamente unitaria, com a qual

possamos (co)agir parcialmente em &lgebras também sem unidade.

Note que, se G é um grupo qualquer, a algebra de grupo kG sobre um corpo
k tem uma estrutura natural de algebra de Hopf. Além disso, se o grupo é finito,
essa algebra de Hopf tem dimensao finita e entao seu dual também é uma algebra

de Hopf, o que nao ocorre quando G ¢ infinito.

Nesse contexto, A. Van Daele em [13], introduziu a nogao de dlgebra de Hopf de



multiplicadores, generalizando a definicao classica de algebra de Hopf. O exemplo
motivador para esse conceito foi a algebra das fungoes complexas com suporte finito

em um grupo qualquer.

Desde entao, a teoria foi desenvolvida seguindo as mesmas linhas de estudo de
algebras de Hopf e obtendo alguns novos resultados, como a existéncia de unidades
locais bilaterais para qualquer algebra de Hopf de multiplicadores. A principal dife-
renca, além dos aspectos técnicos, reside no fato da dualidade, no caso de algebras
de Hopf de dimensao finita, ser estendida para dlgebras de Hopf de multiplicadores

com integrais.

No Capitulo 1 tratamos dos pré-requisitos minimamente necessarios para a com-
preensao do texto. Referéncias para o aprofundamento deste assunto sao dadas

sempre que necessario.

No Capitulo 2 apresentamos a definicao de acao parcial de uma algebra de Hopf
de multiplicadores regular A em uma algebra R, com produto nao degenerado, jun-
tamente com exemplos e propriedades. Esses conceitos nao sé generalizam a teoria
construida por S. Caenepeel e K. Jassen, em [4], mas também a teoria desenvolvida

por A. Van Daele em [§].

Seguindo as ideias de A. Van Daele em [§], “estendemos” a agao parcial acima
para a &lgebra de multiplicadores de R e definimos as dlgebras R#A e RA, ne-
cessarias para a construcao de um contexto de Morita desenvolvido neste trabalho.
Ao final do capitulo, com o objetivo de apresentar uma relacao para a aplicacao
antipoda de A, semelhante a realizada por K. Janssen and J. Vercruysse em [10],
construimos uma estrutura de algebra para um subconjunto do Hom(A, R) utili-

zando [13].

No capitulo 3 estudamos o conceito de coacoes parciais de uma algebra de Hopf

de multiplicadores A em R e trabalhamos com exemplos e importantes propriedades



relacionadas a essa nova estrutura parcial, estendendo a teoria proposta por A. Van
Daele em [22]. Na sequéncia, supondo A um grupo quantico algébrico, relacionamos

as estruturas de acao e coacao parcial.

No 1ultimo capitulo construimos um contexto de Morita relacionando a algebra
dos coinvariantes R%4 e uma subdlgebra do produto smash, o qual estende o con-
texto de Morita apresentado por A. Van Daele em [22] e o contexto cldssico unitério
e finito dimensional. Como consequéncia desenvolvemos uma teoria de Galois co-

nectando o contexto de Morita e a nocao de coacao de Galois parcial.
Convencoes

Produtos tensoriais e espacos vetoriais sem identificacao serao sobre um corpo
fixo k. Para nao sobrecarregar a escrita, denotamos por 1 a unidade da algebra de
multiplicadores de A e a unidade da algebra de multiplicadores de R, ficando claro
ao longo do texto a qual algebra estamos nos referindo. Demais notagoes, serao

fixadas ao longo do trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo mencionamos alguns conceitos basicos que serao necessarios ao
longo deste trabalho. Para facilitar a leitura, nao vamos apresentar as demons-
tracoes dos resultados que serao enunciados, mas em cada secao indicamos os textos

que o leitor podera consultar caso necessite de informacoes adicionais.

1.1 Algebra de Hopf de Multiplicadores

Iniciamos com a definicao de algebra de multiplicadores para introduzirmos a
nocao e propriedades de uma algebra de Hopf de multiplicadores. No que segue,
A serd uma &dlgebra nao necessariamente unitaria e, para maiores informagoes, veja

[13], [15], [8] e [17].

Definigao 1.1.1 ([I3]). Uma &lgebra dos multiplicadores de A é o espago vetorial

dos pares ordenados

M(A)={(\,p); A\, p: A— Ak-lineares},



tais que A(ab) = A(a)b, p(ab) = ap(b) e aA(b) = p(a)b, para todo a,b € A munido

de uma multiplicacao definida por

<)‘7 p) ’ ()‘/7 p,) = (>‘ o\, p, o :0)

M(A) é unitdria e denotamos 1y7(4)y = (24,24) por 1, onde 24 ¢ a aplicagao identidade

de A para A.

A aplicacao A é chamada um multiplicador a esquerda e p um multiplicador
a direita. Nessas condigoes, as composicoes acima, também definem a algebra de

multiplicadores & esquerda de A (L(A)) e a dlgebra de multiplicadores a direita de

A (R(A)).

A partir de agora, assumimos o produto em A nao degenerado no seguinte
sentido, se para todo b € A, ab = 0 entao a = 0 e similarmente se, para todo a € A,
ab = 0 entao b = 0. Essa propriedade é automéatica para algebras com unidade. Da

mesma forma, podemos pensar no produto nao degenerado lateralmente.

Obtemos uma imersao natural de A em L(A), R(A) e M(A), da seguinte forma:

A — L(A) A — R(A) A— M(A)

a— L, a — R, ar— (Lg, R,)

onde L,(b) = ab, R,(b) = ba, para todo b € A. Se A tem unidade, entdao A =
L(A) = R(A) = M(A).

Dessa forma, a € A pode ser considerado como um elemento (L,, R,) € M(A) e,
portanto, para z = (Z,7) € M(A), ar e za podem ser interpretados como elementos
em M(A). Logo, pela definigao do produto em M (A), é natural escrevermos Z(a) =

ra e T(a) = ax, e assim, temos a seguinte relagao: a(xb) = (ax)b, para todo a,b € A.

A nao degenerescéncia de A também implica que uma algebra de multiplicadores



pode ser definida apenas usando a relagao
aA(b) = pla)b, (1.1)

para todo a,b € A. De fato,

ai(bc) = p(a)be = aA(b)e,

para qualquer a € A, assim A(bc) = A(b)c, para todo b,c € A. Similarmente,
plab)e = abA(c) = ap(b)c, para todo ¢ € A, ou seja, p(ab) = ap(b), para qualquer

a,b € A e dessa forma, \ e p sao unicamente determinados.

Nesse contexto, definimos o seguinte homomorfismo:

Definicao 1.1.2 ([13]). Sejam A e B duas algebras com produto nao degenerado
e ¢ : A — M(B) um homomorfismo. A aplicacao ¢ é dita ndo degenerada se,

B =p(A)B e B= Byp(A).

Tal homomorfismo tem uma Unica extensao:

Proposicao 1.1.3 ([13]). Se ¢ é um homomorfismo nao degenerado de A para

M (B), entao existe um unico homomorfismo de M(A) para M(B) que estende .

Demonstracao. Definimos p(z) = (p(z),¢(x)) € M(B), para x € M(A), da se-

guinte forma:

e(x): B — B
pla)b — p(za)b

Analogamente, ¢(z)(bp(a)) = bp(ax), para qualquer b € B e a € A. O

No que segue, consideramos o espaco vetorial A ® A, o qual é uma algebra de

maneira natural com produto nao degenerado. Assim, temos as seguintes inclusoes



naturais:

A® A< M(A) @ M(A) — M(A® A) (1.2)

Nessas hipdteses, podemos introduzir a nocao de uma comultiplicacao em A.

Definicao 1.1.4 ([13]). Uma comultiplicagdo (ou coproduto) em A é um homomor-

fismo A : A — M(A® A) tal que

(i) Ala)(1®b) e A Ae (a®1)A(b) € AR A

(i) (e®@1®1)((A®2)(ADL)(1®c))=(t®A)((a®1)AD)))(1®1®c),
para todo a,b e ¢ € A, sendo 1 a aplicacao identidade de A para A.

Se A tem unidade, podemos tomar a = ¢ = 14 e com isso, obtemos a nogao

usual de coassociatividade.

Observacao 1.1.5. Usando as imersoes em [1.2] temos:
() I®a)e(a®l) e M(Ax A);
(i) (a®y)(z®b) = (az @ yb) € A® A;
(iii) (a®@1)(1®b)=(a®b) =(1®b)(a®1),
para todo a,b € Aex,y € M(A).

Definicao 1.1.6 ([13]). Um par (A, A), onde A é uma dlgebra e A é uma comul-

tiplicacao é dito uma dlgebra de Hopf de multiplicadores se as aplicagoes lineares

T': AR A — ARA e Th: AR A— AR A

a®b — A(a)(1®Db) a®br— (a®1)A(b)

sao bijetivas.



Semelhante a teoria de algebras de Hopf, a definicao acima implica o seguinte

resultado:

Proposicao 1.1.7 ([13]). Seja (A, A) uma dlgebra de Hopf de multiplicadores.

Entao, existe um inico homomorfismo € : A — k tal que

(e®1)(Ala)(1®0D)) = ab

(t®@e)((a®1)A(b)) = ab

para todo a,b € A. Temos também a existéncia de um unico anti-homomorfismo

S:A— M(A) tal que

m(S®1)(A(a)(1®0b)) = e(a)b

m(z® S)((a®1)A(D)) = e(b)a

para todo a,b € A, onde m € denotada a multiplicacao em A e 1 a aplicacdo iden-
tidade de A. As aplicagoes € e S sao chamadas de counidade e antipoda de A,

respectivamente.

Observacgao 1.1.8. O homomorfismo ¢ é nao nulo, logo existe pelo menos um
elemento b € A tal que £(b) = 1k, ou seja, € é um homomorfismo nao degenerado,
pois k = ¢(A)k. Portanto, aplicando a Proposigao existe uma tnica extensao
e: M(A) — k.

Nessas condigoes, se A tem unidade segue que,

Teorema 1.1.9 ([15]). (A, A) € uma dlgebra de Hopf de multiplicadores com uni-

dade se e somente se A € uma dlgebra de Hopf.

O exemplo motivador dessa algebra de Hopf generalizada surgiu considerando o

espaco das fungoes com suporte finito de um grupo G em k, como segue abaixo.



Exemplo 1.1.10 ([I5]). Seja G um grupo qualquer e consideramos Ag o espago
das fungoes com suporte finito de G em k. Esse espaco vetorial é uma algebra com
produto pontual e possui produto nao degenerado. Uma base para tal algebra ¢é o
conjunto {6, ; p € G}, onde §, : G — k tal que §,(p) = lx e 6,(¢) =0,se ¢ # p. A
algebra de multiplicadores de Ag é o espago de todas as fungdes de G em k e serd

denotado por Bg.

E possivel identificar a algebra Ag® Ag com o espaco Agxg e definir a aplicagao
A Ag — M(Agxa) por A(f)(p,q) = f(pg), para todo f € Ag e p,q € G. Entao,
Ag é uma algebra de Hopf de multiplicadores, pois para qualquer g € Ag, pelas

propriedades de grupo, segue que as fungoes

AN A®g):(p,q) — flra)g(q)

(9@ DA(Sf) : (p,a) — g9(p)f(pg),

também possuem suporte finito. Em outras palavras, vale o item (i) da Defini¢ao
e, consequentemente, A é uma comultiplicacdo. Note que, nas aplicagoes
acima, estamos usando fortemente o isomorfismo entre as algebras Ag® Ag e Agxc-
Além do mais, as aplicacoes T e T da Defnicao [1.1.6] construidas a partir das

fungoes acima, geram todo espaco Agxg-

A aplicagao ¢ é dada por e(f) = f(e), onde e é o elemento neutro de G e S é

dada por (S(f))(p) = f(p~'), para todo f € Ag e p € G.

Exemplo 1.1.11 ([2I]). Sejam C o corpo dos nimeros complexos e A o espago
vetorial sobre C, gerado pelos elementos {e,d%;p € Z e q¢ € N}. Definimos o

produto em A da seguinte forma
de, = epr1d € epe, = 0,6,
onde § é o delta de Kronecker. Assim, A é uma algebra sem unidade, mas com

produto nao degenerado. Seja ¢ € M(A), denotado por ¢ = > A"e,, para A € C
reZ



nao nulo, definido da seguinte maneira:

O Ne)(epd?) = Nepd

rez

(ed) (D Ney) = N e,df,

rez

para todo e,d? € A, logo ¢ ¢ um elemento invertivel em M (A), cuja inversa ¢ dada

por > A7"e, e, quando A = l¢, ¢ é a unidade de M(A).

reZ

O coproduto A serd dado por,

Ae,) = Zer®ep_r, pEZ

rez

assim A(c) = c®c € M(A® A) e, portanto, (A, A) é uma algebra de Hopf de

multiplicadores, com antipoda e counidade dadas por

S(ep> = €_p, €(€p) = 5O,p> p € L,

S(d) = —dc ™, e(d) = 0.

Note que, o coproduto A depende do escalar A\, ou seja, o correto seria escrever

Ay, mas para simplificar a notagao, escrevemos apenas A.

Observacao 1.1.12. Se A é um homomorfismo nao degenerado entao, pelo Teo-
rema [1.1.3} os homomorfismos (A ®2) e 1 ®@ A) de A® A em M(A® A) possuem
uma tnica extensao para M(A ® A). Portanto, a coassociatividade da Defini¢ao

1.1.4] pode ser expressa na forma (A ® 1)A = (1 ® A)A.

Para mostrar a nao degenerescéncia do coproduto é necessario introduzir a nogao

de unidades locais bilaterais, conceito trivial no caso de algebras com unidade.

Definicao 1.1.13 ([§]). Dizemos que uma algebra A possui unidades locais bilate-
rais se dados ay, as, ..., a, € A, existe um elemento e € A tal que ea; = a; e a;e = a;,

para todo ¢ € {1,...,n}.

10



Inicialmente B. Drabant, A. Van Daele e Y. Zang, em [§], mostraram que adici-
onando uma certa propriedade na algebra de Hopf de multiplicadores, esta sempre
teria unidades locais bilaterais. Mas, observaram que nao tinham certeza se essa
hipotese, chamada de regular, era fundamental para esse resultado. Posteriormente,
em [17], A. Van Daele melhorou essas hipGteses apresentando o préximo resultado e,

devido ao fato de [I7] nao ter sido publicada, apresentamos aqui sua demonstragao.

Teorema 1.1.14. Seja (A, A) uma dlgebra de Hopf de multiplicadores, entio A

tem unidades locais bilaterais.

Demonstracao. A demonstracao serd realizada em trés passos:
e Dado a € A, existem elementos e, f € A tais que ea =a e af = a.

De fato, seja a € A e consideramos o subespaco Aa de A. Para mostrar a
existéncia de tal elemento e, precisamos provar que a € Aa. Supomos que isso nao
ocorre e seja w um funcional linear em A tal que w(ba) = 0, para todo b € A, mas

w(a) # 0. Entao, para todo c€ Aem € M(A), (c@m)A(b) € A® A, logo
(1@ w)((comAP)(1®a) =0,

onde 72 é a aplicagao identidade de A. Escolhemos um elemento b € A tal que
g(b) = 1k e escrevemos A(b)(1®a) = > p;®q;, onde os elementos p; sdo linearmente

7

independentes, assim

Z sz‘w(m%) =0,

7

para todo ¢ € A. O fato do produto em A ser nao degenerado implica » . p;w(mg;) =
0 e, como {p;} é linearmente independentes, segue w(mg;) = 0 para todo i €
{1,..,n} e m € M(A). Pela Prosicao S(pi) € M(A), para todo i € {1,...,n}

e, portanto, w(>_(S(p;)g;)) = 0. Agora observamos,

Z Spi)gi =m(S @) (AD)(1®a)) =e(b)a=a,

11



ou seja, w(a) = 0, contradizendo a hipétese e, concluindo assim, a € Aa. Similar-
mente, mostramos que a € aA e com isso, existe um elemento f € A satisfazendo

a = af, completando a demonstracao do primeiro passo.
e Para todo ay,as,...,a, € A, existem elementos e, f € A tais que a; = ea; €
a;f = a; para todo j.

A prova serd feita por inducao em n. O cason = 1 é decorrente da primeira parte
e entdo, assumimos verdadeiro para n — 1, ou seja, existe €' € A tal que €'a; = a;
para todo j = 1,2, ...,n—1. Consideramos ¢” € A tal que ¢’ (1—¢€')a, = (1—€')a,, e
facilmente verificamos que e = €’ 4 ¢" — €"¢’ satisfaz ea; = a; para todo j =1, ..., n.
Da mesma forma, encontramos um elemento f € A tal que a;f = a;, para todo
7=1,...,n.

e Para todo ay,as,...,a, € A existe um elemento p € A tal que a; = pa;
e a;p = aj, para todo j € {1,..,n}. Para tal, assumimos a existéncia desses

elementos e, f € A como acima e, consideramos p = e + f — fe. Entao,

pa; = ea;+ fa; — fea; =a; + fa; — fa; = a;

a;p = aje+a;f —a;fe=aje+a; —aje=aj,

para todo j € {1,...,n}, completando a demonstragao. O

Algumas consequéncias importantes sao geradas a partir desse resultado.

Corolario 1.1.15. Toda dlgebra de Hopf de multiplicadores (A, A) é idempotente,
ou seja, A2 = A.

Corolario 1.1.16. Se (A, A) é uma dlgebra de Hopf de multiplicadores, entao a

aplicagao A € um homomorfismo nao degenerado.

B. Drabant, A. Van Daele e Y. Zang, em []], justificam o uso da notagao de

Sweedler para algebra de Hopf de multiplicadores usando unidades locais bilaterais.

12



Observagao 1.1.17. Se (A, A) é uma algebra de Hopf de multiplicadores, seria
util obtermos uma expressao para A(a), quando a € A mas, o problema é que A(a)
nao pertence a A ® A, em geral. Sabemos, no entanto, que A(a)(1®b) € A® A,
para todo a,b € A e, portanto, podemos escrever A(a)(1® b) = > a1 ® azb. De
fato, pelo Teorema existe e € A tal que b = eb e, com isso, podemos pensar
Y .01 ® ag para A(a)(1 ® e). Essa notacdo ainda depende de b € A, mas para
finitos elementos de A podemos usar a mesma unidade local e € A. Similarmente,

denotamos (b ® 1)A(a) por >, bas ® a; € A® A.

A notacao de Sweedler é muito conveniente, pois podemos escrever as formulas
de uma maneira mais clara, mas usa-la requer muita atengao. Para estar bem
definida, precisamos cuidar para no maximo um fator a; nao estar coberto por
um elemento de A. Em [I7], A. Van Daele também justifica o uso da notacao de

Sweedler, nao utilizando a existéncia das unidades locais bilaterais.

No que segue, omitimos o uso do somatorio na notacao de Sweedler, dessa

maneira, a coassociatividade da Definigao pode ser reescrita da seguinte forma:
abyy ® bia ® bac = aby ® by ® baec = aby ® by @ bsc,

para todo a,b,c € A.

A condicao de regularidade nos da uma classe especial de algebras de Hopf de
multiplicadores. Para defini-la, denotamos ¢ a aplicagao linear de A® A para A® A
dada por o(a ® b) = b ® a, a qual é um homomorfismo nao degenerado. Portanto,
pelo Teorema , o pode ser estendida a um homomorfismo em M(A® A) e com
isso, faz sentido compor as aplicacoes o e A, denotando por cA. Note que, essa

nogao em uma algebra com unidade ¢é trivialmente satisfeita.

Definicao 1.1.18 ([13]). Uma algebra de Hopf de multiplicadores (A4, A) é chamada

de regular se (A,0A) também for uma algebra de Hopf de multiplicadores.

13



Um importante resultado segue dessa nova classe de algebras.

Proposicao 1.1.19 ([13]). Uma dlgebra de Hopf de multiplicadores (A, A) € reqular

se, e somente se, S € bijetiva e S(A) C A.

Exemplo 1.1.20. As élgebras de Hopf de multiplicadores construidas nos Exem-

plos|1.1.10| e [1.1.11] sao regulares.

Exemplo 1.1.21. Sejam (A, A4) e (B, Ap) duas dlgebras de Hopf de multiplicado-
res regulares. Entao, (A® B, A) é uma édlgebra de Hopf de multiplicadores regular

com produto e coproduto definidos de maneira usual.

Observagao 1.1.22. Para algebras de Hopf de multiplicadores regulares A(A)(A®

1) e (1® A)A(A) geram todo o espago A ® A e a coassociatividade é equivalente a
(A@)((IobAlg)(celel) =110 A)(Al)(ce1),  (1.3)

para todo a,b e ¢ € A. E, usando a notacao de Sweedler, escrevemos (1®b)A(a) =

a; ®bas e A(a)(b® 1) = a1b ® aq, para b,a € A.

Note que, analogamente ao caso usual de dlgebras de Hopf, a inversa S=! de S
é a antipoda da édlgebra de Hopf de multiplicadores (A, 0A). Nessas condigoes, a
aplicagao S é um homomorfismo nao degenerado e, com isso, pode ser unicamente

estendida.

Ao longo deste trabalho, usamos uma outra escrita para os elementos do espago

A ® A, conforme serd observado abaixo:

Observagao 1.1.23. Usando a sobrejetividade da aplicagao 77, da Defini¢ao [1.1.6]
dados a,b € A, escrevemos a ® b = > . A(p;)(1 ® ¢;). Por outro lado, usando a
notagao de Sweedler e a regularidade da algebra de Hopf de multiplicadores, temos

as seguintes escritas:

a®b = Aa)(1® S(az)b)
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= A(b)(S7Hb)a® 1), (1.4)

para todo a,b € A.

1.2 Grupos Quanticos Algébricos

Na teoria usual de algebras de Hopf, a algebra dual de uma &lgebra de Hopf
também serd uma algebra de Hopf, se sua dimensao for finita. KEssa hipdtese,
no contexto de algebras de Hopf de multiplicadores é muito forte, pois se A tiver
dimensao finita, pelo Teorema|[1.1.14] A tem unidade e, consequentemente, A é uma
algebra de Hopf. Nesta secao, introduzimos a no¢ao de uma algebra de Hopf de
multiplicadores dual e, para isso, o conceito de integrais. Para maiores informacoes,

o leitor podera consultar o artigo [15].

Para o que segue, (A, A) (ou simplesmente A) é uma algebra de Hopf de mul-
tiplicadores regular, A’ seu espaco vetorial dual e denotamos por ¢ a aplicacao

identidade de A.

Sejam a € A e w € A’ (um funcional linear em A), definimos um elemento

m € M(A) por

mb = (w®1)(A(a)(1®0D))

bm = (w@)((1©b)A(a)), (1.5)
para todo b € A e, escrevemos m = (w®1)A(a). Similarmente, definimos (:@w)A(a)

em M (A). Usando essa notacao, segue abaixo, a no¢ao de funcionais invariantes a

esquerda e a direita.

Definicao 1.2.1. Um funcional linear ¢ em A é chamado de invariante a esquerda
se (1® p)A(a) = p(a)l, para todo a € A. Analogamente, um funcional linear 1) em

A é chamado invariante a direita se (1 ®1)A(a) = ¥ (a)l, para todo a € A.
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Exemplo 1.2.2. No exemplo|1.1.10} o funcional linear ¢ em Ag definido por ¢(f) =

ZpeG f(p) é invariante a esquerda e a direita.

Observagao 1.2.3. Se ¢ é um funcional invariante a esquerda, entao ¢y = o S é

um funcional invariante a direita.

Funcionais invariantes nem sempre existem, basta considerar o Exemplo (1.1.11}
Também sabemos da teoria classica de algebras de Hopf, que sua existéncia esta
atrelada a finitude da algebra, mas como mencionamos acima, este nao é o caso que

estamos interessados em estudar.

Definicao 1.2.4. Um funcional invariante a esquerda é dito uma integral a es-
querda, se este for nao nulo. Da mesma forma, funcionais invariantes a direita, nao

nulos, sao chamados de integrais a direita.

Se integrais a direita e a esquerda coincidem, chamamos a algebra de Hopf de

multiplicadores regular A de unimodular.

Proposicao 1.2.5. Sejam ¢ uma integral a esquerda em A e a € A. Se p(ba) = 0,
para todo b € A, entao a = 0. Similarmente, se p(ab) =0, para todo b € A, entao
a=0.

A propriedade acima, chamada de fiel, também é valida para integrais a direita.
Outro fato, anédlogo ao caso de algebras de Hopf, é a unicidade (a menos de um
escalar) das integrais, caso elas existam. Para esse propésito, enunciamos alguns

resultados basicos.

Lema 1.2.6. Se ¢ € um funcional invariante a esquerda em A e v € uma integral
a direita em A, entdo para cada a € A, existe b € A tal que ¢(ca) = (cb), para
todo ¢ € A. Similarmente, se ¢ € nao nulo, dado b € A, existe a € A tal que

o(ca) = 1(cb), para todo c € A.
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Lema 1.2.7. Se 1 e s sao duas integrais a esquerda em A, entdao os espacos dos

funcionais

{wi(la);ja e A} e {wo(a);a € A}

5G0 1gUaLs.

Juntando esses fatos, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.8. Seja (A, A) uma dlgebra de Hopf de multiplicadores regular. Se A
admite uma integral a esquerda, entao ela é unica a menos de um escalar e, dessa

forma, existe uma unica integral a direita.

Uma consequéncia importante do teorema anterior é a existéncia de um multi-

plicador invertivel.

Proposicao 1.2.9. Seja (A, A) uma dlgebra de Hopf de multiplicadores regular,
entdo existe um elemento invertivel 5 € M(A) tal que (¢ ® 1)A(a) = p(a)d e
(1@ ¥)A(a) = ¥(a)d™!, para todo a € A, onde ¢ € ) sio funcionais invariantes 4

esquerda e a direita, respectivamente.
Observacao 1.2.10. Usando as extensoes das aplicacoes A,ec e S, obtemos as
seguintes relagoes: A(§) =0 ® 4§, e(6) =1e S(0) =1

Esse multiplicador ¢ é chamado elemento modular e relaciona ¢ e 1 da seguinte

maneira:

Proposicao 1.2.11. Se ¢ é um funcional invariante a esquerda em A, entdo
©(S(a)) = ¢(ad), para todo a € A. Similarmente, se ¢ € um funcional invari-

ante a direita em A, entdo (S7'(a)) = ¥(ad™t), para todo a € A.

Finalizando as propriedades necessarias para a construcao da algebra dual de

uma algebra de Hopf dos multiplicadores, apresentamos a seguinte consequéncia:
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Proposicao 1.2.12. Se ¢ uma integral a esquerda em A, entdo para cada a € A,

existe b € A tal que p(ca) = p(bc), para todo ¢ € A.

Aplicando S no resultado acima, obtemos uma propriedade analoga para funci-
onais invariantes a direita 1) em A. Além do mais, combinando a proposicao acima

e o Lema [1.2.6, obtemos a igualdade dos seguintes conjuntos de funcionais lineares:
{e(a-) ; a€ A}

a) ; a€ A}

a) ; a€ A}

_a) ; a€ A}

Para definir o dual de uma &algebra de Hopf de multiplicadores utilizamos os

funcionais invariantes acima mas para isso, precisamos supor a existéncia de uma

integral em A.

Definicao 1.2.13. Um grupo quantico algébrico é uma algebra de Hopf de multi-

plicadores com integrais.

Notagao 1.2.14. Se ¢ é uma integral a esquerda em A, entao denotamos a algebra

dual de A por
A={p(a)ac A}

Note que, elementos em A também podem ser escritos da forma ¢(b_), 1(_c) ou
Y(d-), para b,c,d € A. Usamos durante este trabalho essas diferentes féormulas em

situagoes apropriadas.
O espaco A é uma algebra com a seguinte estrutura:

Proposicao 1.2.15. Sejam w,u € A. Definimos um funcional linear wu em A por

(wu)(a) = (w @ u)A(a), (1.6)
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para todo a € A. Entao, wu € A e, com isso, esse produto transforma A em uma

algebra com produto nao degenerado.

Observagao 1.2.16. Se w = ¢(_b) e u = p(_c) € A, entio
(wu)(a) = (w @ u)Ala) = (¢ @ ¢)(Ala)(b© ),

para todo a € A, e escrevendo b ® ¢ = Y. A(p;)(¢; ® 1), encontramos o funcional

wu = p(-d), onde d = 3, p(q:)p.

No caso de A ter unidade, o produto acima, coincide com o classico produto de
convolucao da teoria de algebras de Hopf. No proximo passo, consideramos uma

comultiplicacao Aem A.

Defini¢ao 1.2.17. Dados w,u € A\, definimos a aplicagao A:A— M(g@) 121\)
por

-~

(Aw)(1®u))(a®b) = (wu)((a®1)A(Db))

(0@ DAW))(a®b) = (v@w)(A)(1®Db)), (1.7)

para todo w, u,v Egea,beA.

-~ ~

As férmulas acima, definem completamente A(w) = (A(w), A(w)) € M(A® A),

pois

Aw): A A — A®A

vRU +— ﬁ(w)(l Ru)(ve® 1),

—~

e analogamente, A(w)(v ® u) = (1 ® u)(v ® 1)3(10), para todo u,v € A. Além
disso, se € € E, as formulas , generalizam a comultiplicacao usual em algebras

~

de Hopf, ou seja, A(w)(a ® b) = w(ab), para todo a,b € A.
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Proposicao 1.2.18. Se A e A sdo como definidos acima, entao (g, ﬁ) € uma

algebra de Hopf de multiplicadores regular.

Nesse caso, temos
(1@uwAW)(a®b) = (uew)(1ea)Ab)
Aw)(ue1)(a®b) = (weu)(A)(bo1)), (1.8)
para todo w,u € Ae a,be A

A antipoda S ¢ dada por

o)
o)

S:A —
w — Sw)=woS (1.9)
e a counidade é a avaliacio em 1, ou seja, £(w) = w(1), para todo w € A. Além do

mais, se w = ¢(_a) € A, entdo w(1) = ¢(a).
Observagao 1.2.19. Se a = ¢(-a) e b= o(b) € A, entdo
A@)(1@0) = o(- S (b1)a) ® (- ba). (1.10)

De fato, para todo ¢,d € A, temos

A1) (c®d = @ab)((c®1)A(d))
= (@) ((c®1)A(d)(a®Db))
!

(
(¢ @) ((c® DA(A)A(b) (S (br)a® 1))
= (p®)((c®1)A(db) (S (b1)a® 1))

= @(e(dbz)1S™" (br)a)p((dbz)2)

I
—~
jS
—~

nn
—
S
=
~—
S
~—
—~
=
DN
~—
~—
—
®
Sy
~—

ou seja, A(@)(1®b) = (LS~ (b)a) @ ¢(_by).



O proximo resultado garante a existéncia de integrais na algebra de Hopf de

multiplicadores regular A

Proposicao 1.2.20. Se ¢ é uma integral a esquerda e ¢ € uma integral a direita

em A, entdo

@(w) = e(a), quando w = ¢(_a)

p(w) =e(a),  quando w=y(a-),
define integrais a direita e a esquerda em g, para todo a € A.

Lema 1.2.21. Sew = p(_a) e u qualquer elemento em A, entio @/Z)\(uw) = u(S7(a)).

Como consequéncia do lema acima, segue o teorema da bidualidade.

Teorema 1.2.22. Sejam (A, A) um grupo quantico algébrico, (%Al, 3) seu dual e

(21\, 3) seu bidual. Entao, as dlgebras A e A sdo isomorfas via a sequinte aplicacao

p: A — A
a — ¢(a)::5:21\%k

~
o~

w— a(w) = w(a).
Para finalizar essa secao, definimos uma outra classe de algebra de Hopf de

multiplicadores e, para isso, introduzimos a nogao de cointegral.

Definicao 1.2.23. Seja (A, A) uma algebra de Hopf de multiplicadores. Um ele-
mento nao nulo h € A é chamado de cointegral a esquerda se ah = e(a)h, para
todo a € A. Similarmente, um elemento nao nulo k € A é chamado de cointegral a

direita se ka = (a)k, para todo a € A.

Teorema 1.2.24. Se (A, A) € uma dlgebra de Hopf de multiplicadores com cointe-

grais, entao ela também tem integrais.
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Note que, a existéncia de cointegrais na teoria usual de dlgebras de Hopf estd
fortemente ligada ao fato da &algebra ter dimensao finita. No nosso contexto, a
existéncia de cointegrais também gera uma condi¢ao muito forte, como sugere o

resultado abaixo:

Teorema 1.2.25. Se (A, A) € uma dlgebra de Hopf de multiplicadores com cointe-

grais, entao (21, ﬁ) ¢ uma dalgebra de Hopf.

Logo, ao longo deste trabalho, apenas vamos nos limitar a trabalhar com grupos

quanticos algébricos.

1.3 Acoes e Coacoes de uma Algebra de Hopf de

Multiplicadores

Nesta se¢ao, apresentamos algumas nocoes a cerca de agoes e coagoes da algebra
de Hopf de multiplicadores em uma &lgebra, com o produto nao degenerado. O

leitor interessado em maiores detalhes podera consultar os textos, [§] e [22].

Inicialmente, (A, A) (ou simplesmente A) é uma &lgebra de Hopf de multiplica-
dores e R um espaco vetorial. Para nao sobrecarregar a notacao, denotamos por 2
a aplicacao identidade de A e a aplicacao identidade de R, ficando claro no texto a

quem estamos nos referindo.

Definicao 1.3.1 ([§]). Dizemos que R ¢é um A-mddulo & esquerda, se existe uma

aplicagao linear

>:AQR — R

a®Rr — abx

satisfazendo a>br>x = ab> x, para todo a,b € A e v € R. Nesse caso, a aplicacao

> é chamada de acao de A em R.
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Se A tem unidade, é natural assumirmos 14>z = z, para todo z € R, significando
o modulo ser unitario. Em nosso contexto, como usual na literatura, vamos estender

essa nocao da seguinte maneira:

Definicao 1.3.2. Um A-mddulo a esquerda R é chamado de unitdrio, se AbR = R.

Uma importante consequéncia é gerada a partir desse conceito.

Proposicao 1.3.3 ([8]). Sejam R um A-mddulo & esquerda unitdrio e x € R. Se

av>x =0, para todo a € A, entdo x = 0.

Nessas condigoes, R é um A-modulo a esquerda unitario ndo degenerado. Simi-

larmente definimos um A-médulo unitario a direita.

Exemplo 1.3.4 ([§]). Se A uma &lgebra de Hopf de multiplicadores, entdao A é um

A-médulo a esquerda unitario via > := - (produto em A).

Exemplo 1.3.5 ([§]). Sejam A uma algebra de Hopf de multiplicadores e A’ seu

espaco dual. Definimos a aplicacao

> ARQA — A

a®@w — w(.a),
entdo A’ é um A-médulo a esquerda nao degenerado, mas nao é unitdrio.

Observagao 1.3.6 ([§]). Se R é um A-mddulo a esquerda unitério, entdao dados
ai,...,a, € A e xy,x9,...,T, € R, existe um elemento e € A tal que ea; = a; = a;e,

para todo i € {1,...,n} e e>x; = x;, para todo j € {1,...,m}.

Essa propriedade serd fundamental para o uso da classica notacao de Sweedler,
nesse contexto. A partir de agora, R serda uma algebra com produto nao degenerado

e A uma algebra de Hopf de multiplicadores regular.
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Definicao 1.3.7 ([§]). Dizemos que R é um A-mddulo dlgebra a esquerda se,

(i) R é um A-mddulo a esquerda unitério;

(ii)) av> (zy) = (a1 > x)(az>y), para todo z,y € Re a € A.

Analogamente, definimos um A-mddulo dlgebra a direita. A identidade (ii) faz
sentido pois, do fato de R ser um A-mdédulo a esquerda unitario, podemos escrever

r =Y . b>x;, logo

a>(ry) = CLD((Z bi > x;)y)
= mr(D_(Ala)(b; ® 1))(> @) (2 ® y))

%

= mp(D_(a1hi ® az)(> ® >)(2; @ y))

(2

= (@b a)(wsy)

= (a DZbi > ;) (az > y)

= (ar>x)(az>y).
Nesse caso, dizemos que a; esta coberto por x e, da mesma forma, a, esta coberto

por y. Note que, se A e R tém unidade, a definicao acima coincide com a defini¢ao

classica de modulo dlgebra.

Exemplo 1.3.8 ([8]). Seja A uma &lgebra de Hopf de multiplicadores regular.

Entao A é um A-moddulo algebra a esquerda via

>:A®RA — A
a®b — arb=m(®95)(A(a)(b®1))

== ale(ag).
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Exemplo 1.3.9. Sejam Ag a algebra das funges com suporte finito de G em Kk,
definida no Exemplo [I.1.10|e R a algebra de grupo kG. Entao, R é um Ag-mdédulo

algebra a esquerda dado por

D:Ag®R — R

Oy @h +—— 6,>h:=06,(h)h.
De fato, seja h € R, logo h = 0,(h)h = 0, > h, ou seja, R C Ag > R. Além disso,

51? > (511 > h) = 5p(5q(h)h)

= 0q(h)dp(h)h

h  p=q=h,

0 , caso contrario
= 0,04(h)h
= 0,0,>h,

para todo d,,0, € Ag e h € R. E, finalmente

5,5 (hl) = &,(hl)hl
h ,p=hi,

0 , caso contrario

Por outro lado,

((0p)1 > ) ((3p)2>1) ((0p)1 > h)((3p)201 > 1)

(Opi—1 > h) (0> 1)

—~
*
~

= Op-1(h)h
hl ,pl=' =h=p=hl,
0 , caso contrario

para todo ¢, € Ag e h,l € R. Na igualdade (*) acima, usamos que A(4,)(1 ® §;) =
J

»i-1 ® 0;, igualdade obtida diretamente da definigao do coproduto na dlgebra Ag.
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Exemplo 1.3.10 ([8]). Seja Ag a algebra do exemplo anterior e denotamos R, =
0, > R, onde 0, € Ag e R é uma élgebra qualquer, com produto nao degenerado.

Assim, se R é um Ag-modulo algebra a esquerda via

p:Ac® R — R

fx — foux,

entao R é uma algebra G-graduada com graduagao dada por R = ®peqRRpy. Reci-
procamente, se R é G-graduada por R = ®peqR,, entao R é um Ag-mddulo dlgebra

definindo a aplicacao > : Ag ® R — R por

T ,x € R,
Opx =

0 , caso contrario.

Lema 1.3.11 ([8]). Se R é um A-mddulo dlgebra a esquerda, entao
(avx)y = ar>(x(S(az) >y))
vlavy) = ax> ((S7'(ar) > 2)y),

para todo a € A, x,y € R.

Para justificar o lado direito das féormulas acima, estamos usando fortemente o
fato da aplicagao S ser bijetiva. Vamos apenas dar um sentido para o lado direito

da primeira equacao, pois a segunda segue de modo analogo.

Escrevemos y = >, b; > y; e, pela bijetividade da aplicacao S, b; = S(¢;), para
cada i. Logo, podemos escrever (1 ® ¢;)A(a) = a1 ® c;as € A ® A, para cada i.

Assim,
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= ay > (2(S(az) > y)).

Nesse caso, dizemos que as estd coberto por y.
As identidades acima, sao tuteis para estendermos uma acao de A em R para

M(R).

Proposicao 1.3.12 ([8]). Seja R um A-mddulo dlgebra a esquerda. Entdo, a a¢ao
de A em R pode ser unicamente estendida para uma “acdo” de A em M(R) pelas

sequintes estruturas:
(a>m)x = a;>(m(S(az)>x))
w(a>m) = ayt ((S'(ay)>2)m),
para todo a € A, m € M(R) e x € R.

s

Proposicao 1.3.13 ([§]). Nas mesmas condi¢oes da proposi¢ao anterior, M(R) é

um A-mddulo a esquerda e a> 1y r) = €(a)lary, para todo a € A.

Observe que M (R) nao é um A-médulo algebra, pois nesse caso, a condigao de
unitario é muito forte e, dessa forma, nao podemos dar um significado para (i7) da

Definicao [1.3.7] Mas, a agao de A em M (R) é nao degenerada.

Proposicao 1.3.14 ([§]). Se m € M(R) e a>m = 0, para todo a € A, entao

m = 0.

Dualizando a estrutura de mdédulo, obtemos o conceito de comddulo.

Definigcao 1.3.15. Sejam A uma algebra de Hopf de multiplicadores e R uma
algebra. Dizemos que R é um A-comddulo dlgebra (a direita), se existe um homo-

morfismo injetor p: R — M (R ® A) satisfazendo

(i) p(RY1®A)CR®Ae (1® A)p(R) C R A;
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(il) (p@2)p=(2®A)p.

Neste caso, a aplicacao p é dita uma coacao de A em R. Se, adicionarmos,

(R®1)p(R) C R® A, entao p é chamada de reduzida.

Observacgao 1.3.16. Pelo fato da aplicacao A ser nao degenerada, o lado direito da
igualdade (77) faz sentido, pois podemos pensar em extensao, mas o lado esquerdo
nao. Logo, utilizando o item (i), a coassociatividade pode ser expressa da seguinte

forma:

(p@0)(p(x)(1®D)) = (1© A)(p(x))(1® 1) (1.11)

para todo b € A.

Se A e R tém unidade, o item (i) da definigdo acima é imediato, generalizando

assim, o conceito de comoédulo algebra da teoria classica de algebras de Hopf.

Exemplo 1.3.17 ([22]). Se A uma &algebra de Hopf de multiplicadores regular,

entdo A é um A-comédulo algebra com p := A (comultiplicacdo de A).

Exemplo 1.3.18 ([22]). Sejam R uma dlgebra e Ag a élgebra de Hopf de mul-
tiplicadores do Exemplo [1.1.10], considerando G o grupo dos automorfismos de R.

Entao, R é um Ag-comoédulo dlgebra com coagao dada por

p:R — MR® Ag)

T = Zg(l') ® dg,

geG
onde 0,(h) = 0,4, para todo h € H (delta de Kronecker). Além do mais, p é
reduzida se, e somente se, para quaisquer x,y € R, zg(y) = 0, exceto para uma

quantidade finita de elementos g € G.

O préximo resultado nos mostra que dada uma coagao p: R — M(R® A), a

injetividade de p é equivalente a propriedade da counidade.
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Proposigao 1.3.19 ([22]). Se R é um A-comddulo dlgebra via p, entao (1&¢)p(x) =

x, para todo x € R.

Note que, (2 ® €)p(z) estd bem definida, pois ¢ é um homomorfismo nao dege-

nerado e, com isso, podemos estender a aplicagao (1 ® €).

Observagao 1.3.20. Usamos a notagao Sigma (sem somatoério) para expressar uma
coagao p: R — M(R® A). De fato, os itens (i) e (ii) da Defini¢ao |1.3.15, podem

ser reescritos da seguinte maneira:

(i) p(z)(1®a)=2"@r'ae R Ae (1®a)p(r) =12"®azr' € R® A4;

(i) 2”@ 2%a@ 20 =", 2" ® (21a;); @ (x'a;)2b;, onde a @b =3, Ala;)(1®b;).

Algumas propriedades sao obtidas usando a notacao Sigma.
Proposicao 1.3.21 ([22]). Para todo x € R e a € A, temos:
(i) 2° @ 21S(x')a =2 ®a;
(ii) 2° @ S(z"V)zla =z ® a.
Proposicao 1.3.22 ([22]). As aplicagies

T1:R®A — R@A e TQR@A—>R®A

r©a — p)1®a) 2 ®ar— (19 a)p(x)
sao bijetivas.
As bijegoes acima implicam p(R)(1® A) = R® A= (1® A)p(R). Logo,

p(R(R®A)=R*®@ A= (R® A)p(R),
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ou seja, p é nao degenerado se R? = R.

Apesar da aplicacao p nao ser um homomorfismo nao degenerado, ela pode ser

unicamente estendida para M (R), da seguinte forma:

p: M(R) — M(R® A)

m— p(m) = (p(m), p(m))

tal que p(m) (p(x)(1 @ a)) = p(ma)(1©a) = p(m)p(x)(1©a) e p(m)((1 © a)p(x)) =
(1 ®a)p(xm) = (1 ® a)p(z)p(m), para todo x € R e a € A. Note que, estamos

usando fortemente a Proposicao [1.3.22]

Lema 1.3.23 ([22]). Se R € um A-comddulo dlgebra reduzido, entao p(R)(R®1) C
R® A.

Para finalizar a secao, queremos estabelecer uma relagao entre os conceitos de
moédulo dlgebra e comoédulo algebra. Para isso, consideramos A um grupo quantico

algébrico e R uma algebra com produto nao degenerado.

Proposicao 1.3.24 ([22]). Se (R,p) é um A-comddulo dlgebra (a direita), entdo

R é um A-médulo algebra a esquerda dada por
>:AQ R — R
A() 8z — pla)ori= (10 ) ()@ a).
Reciprocamente, segue o resultado abaixo.

Proposicao 1.3.25 ([22]). Se (R,>) é um A-mddulo dlgebra a esquerda, entdo R

¢ um A-comédulo dlgebra (a direita), considerando p: R —s M(R ® A) tal que

pa)1ou) = S (a) >z ® el a)
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(I@v)p(z) = S(b)>x@p(-ba),

onde u = p(- a) e v =1y(_b), para todo a,b € A e x € R. As igualdades acima
fazem sentido, pois pelo fato da acao ser unitdrio, existem elementos na dlgebra A

cobrindo a; e as.

1.4 Contexto de Morita e Teoria de Galois

Nesta secdo, construimos um contexto de Morita conectando as algebras R4 e
R# A e, ap0s relacionamos esse contexto com uma coacao de Galois. Os resultados
e defini¢bes que seguem, sdo baseados nos artigos [§] e [22], onde o leitor podera

encontrar maiores informacoes.

Sejam A uma algebra de Hopf de multiplicadores regular e R uma &élgebra com
produto nao degenerado. Quando R é um A-médulo algebra a esquerda unitario,

podemos definir pontos fixos em R, da seguinte forma:

Definicao 1.4.1 ([§]). Seja R um A-mddulo algebra a esquerda unitério. Um ponto

fizo em R é um elemento x € R tal que a>z = ¢(a)z, para todo a € A.

O conjunto dos pontos fixos formam uma subéalgebra de R, mas em geral ¢ um
conjunto muito pequeno. Por isso, faz mais sentido analisar os pontos fixos na
algebra de Hopf de multiplicadores M (R), dessa forma estendemos a agao de A
para M(R).

Definicao 1.4.2 ([8]). Um ponto firo em M(R) ¢ um elemento m € M(R) satisfa-

zendo a>m = e(a)m, para todo a € A.

Proposicao 1.4.3 ([§]). Se m é um ponto fixro em M(R), entdo

a>(mz) = m(a>x)
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a>(zxm) = (a>x)m, (1.12)
para todo a € A ex € R.

Observagao 1.4.4. Se m € M(R) satisfaz as equagoes entao m ¢ um ponto
fixo de M(R).

Logo, definimos o seguinte conjunto
R ={m & M(R);a>m = (a)m,Va € A} (1.13)

Lema 1.4.5 ([8]). R* ¢ uma subdlgebra (com unidade) de M(R), chamada de

algebra dos invariantes.

Analogamente, usando o conceito dual de médulo, definimos a algebra dos ele-

mentos coinvariantes.

Definicao 1.4.6 ([8]). Seja (R, p) um A-comddulo dlgebra (a direita). Um elemento
m € M(R) é dito coinvariante se, p(m) = m®1 € M(R®A) e denotamos o conjunto

de todos os elementos coinvariantes de M (R) por R4,

Observagao 1.4.7. Nas notacoes acima, R4 é uma subélgebra (com unidade) de

M(R).

O proximo resultado nos d4 uma relagao entre os elementos invariantes e coin-

variantes.

Proposigao 1.4.8 ([8]). Se A é um grupo quantico algébrico e R é um A-comddulo

dlgebra, entdo R4 = RA

Além disso, construimos uma &algebra R#A, chamada de produto smash da

seguinte maneira:
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Definicao 1.4.9 ([§]). Seja (R,>) um A-mddulo algebra a esquerda. Definimos

R#A = R ® A como espaco vetorial e o produto dado por

(x#a)(y#b) = x(ay > y)#agd

paratodo z,y € Rea,b € A. O produto acima s6 faz sentido porque, A(a)(1®b) =
ar ® (Zgb EARA.

Agora, relembramos o conceito de um contexto de Morita entre dois anéis.

Definig¢ao 1.4.10 ([2]). Um contexto de Morita é uma sextupla (R, S, M, N,[-,_],(-,-)),

onde
(i) R e S sao anéis;
(ii) M é um (R, S)-bimddulo e N é um (S, R)-bimédulo;

(iii) As aplicagoes [-,- | : M ®s N — Re (-,_): N®r M — S sdo morfismos

de bimédulos; tais que
[m,n]m’ =m(n,m') e (n,m)n =n[m,n'], (1.14)
para todo m,m' € M e n,n’ € N.

O contexto acima ¢é dito estrito se as aplicagoes [~ ,_ | e (_,_ ) sdo sobrejetoras.

Para a construcao do contexto de Morita, envolvendo as estruturas RAe R#g,
consideramos A um grupo quantico algébrico, R uma dlgebra idempotente (R? = R)
e fixamos uma integral a esquerda ¢ em A. Pela Proposigao [1.2.9, sabemos da
existéncia de um elemento invertivel 6 € M(A) tal que (¢ ®21)A(a) = p(a)d. Esse

elemento, induz um automorfismo de algebras de 121\, dado por

gb;l\—>;1\
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p(-a) — o(p(-a)) = (- da). (1.15)

Sea€ Aed=p(_a), entdo denotamos o elemento @’ por (- da).

Agora, supomos (R, p) um A-comédulo dlgebra (a direita). Entao, pela Pro-
posigao (1.3.24) R é um A-médulo algebra a esquerda e pela Proposicao m,

RA = RoA Nessas condicoes, temos os seguintes resultados:
Lema 1.4.11 (22]). R ¢ um (R#A, R®Y)-bimédulo com as sequintes estruturas:
(z#a)py = z(@vy)
y<ar = yr
para todo x,y € R, a € Aere ROA
Lema 1.4.12 ([22]). R ¢ um (R, R#A)-bimddulo com as sequintes estruturas:
va(y#a) = S7'@)> (ay)
ror = rx
para todo x,y € R, 4 € A e r € RPA,

Lema 1.4.13 ([22]). Seja p : R — M(R ® A) um comddulo dlgebra reduzido.

Definimos as aplicagoes
[777]:R®RCOAR — R#XZ{

@y — [z,y] = 2y’ #e(y')

e
(-,-):R®puz R — ReA
r®y — (z,y) = (id® @)p(zy).
Entao, [~ ,_ ] € uma aplicacao R#A\—bilz’near satisfazendo [x <1, y] = [z, > y],
para todo x,y € R, r € R®A. E, além disso, (_,_) é uma aplicacio R®*-bilinear

satisfazendo (x < (y#a), z) = (z, (y#a) > z), para todo x,y,z € R, a € A
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Nessas condigoes, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4.14 ([22]). Sejam (A, A) um grupo quantico algébrico e R um A-

comodulo dlgebra reduzido. Entao,

(R#A, RCOA,R#A\RRCOA, RCOARR#A\7 I:, y — :I, (, y — ))

¢ um contexto de Morita.

Para finalizar a secao, introduzimos o conceito de uma coacao de Galois.

Definicao 1.4.15 ([22]). Sejam (A, A) uma &lgebra de Hopf de multiplicadores e
R um A-comédulo algebra via p. A coagao p é chamada uma coa¢ao de Galois se

é reduzida e a aplicacao

6:R®RCOAR — R®A

r®y — (z®1)p(y)
é bijetiva.
O préximo resultado caracteriza uma coacgao de Galois.

Teorema 1.4.16 ([22]). Seja (A, A) um grupo quantico algébrico e supomos p :
R — M(R ® A) uma coagao reduzida. Entdo, as sequintes sentencas sio equiva-

lentes:

(i) p € uma coagdo de Galois;
(i) A aplicagdo canénica 5 : R ®@peon R — R® A, definida acima, é sobrejetiva;

(iii) | -, _] definida no Lema ¢ sobrejetiva.
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Capitulo 2

Acoes Parciais da Algebra de
Hopf de Multiplicadores

2.1 Acoes Parciais da Algebra de Hopf de Multi-

plicadores

A seguir, A serd uma algebra de Hopf de multiplicadores regular e R uma algebra
com produto nao degenerado. Todas as a¢oes parciais de A em R serao consideradas

a esquerda, pois acoes parciais a direita sao definidas de maneira similar.

A defini¢ao classica de um modulo algebra parcial, quando A e R possuem

unidade, é dada por:

Definicao 2.1.1. ([2]) Dizemos que R é um A-mddulo dlgebra parcial se, existe

uma aplicacao linear

AR — R

aQR®Qr — a-x

tal que para todo a,b € Ae z,y € R,
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(i) 1a-2=w;
(i) a- (x(b-y)) = (a1 - z)(azb - y).

Nesse caso, dizemos que - é uma acdo parcial de A em R. Se, além dos itens
acima, tivermos a hip6tese adicional de a- ((b-z)y) = (a1b-z)(as - y), a acdo parcial
¢ dita simétrica.

Agora, estendendo essa nogao para o contexto de agoes parciais de uma algebra

de Hopf de multiplicadores regular em uma algebra R com produto nao degenerados,

temos:

Definicao 2.1.2. R é um A-médulo algebra parcial se existe uma aplicacao

linear

AR — R

aQ®Rr —— a-x

tal que, dados a,b € Ae x,y € R,

(i) a-(z(b-y)) = (a1 - 2)(azb - y);
(ii) Existe uma aplicagao linear e : A — M (R) tal que

(1) e(A)RC A-R;

(2) e(a)(b-x) =ay-(S(az)b-x).

(iii) Dados ay,...,a, € A, x1,...,x, € R existe b € A tal que a;b = a; = ba; e

a;-xj=a;-(b-z;), paratodo 1 <i<nel<j<m;

(iv) Se a-z =0, para todo a € A, entao x = 0;

Nessas condicgoes, a aplicacao - é dita uma acao parcial de A em R e, dizemos que

a acao parcial é simétrica se também satisfizer os seguintes itens:
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(v) a-((b-2)y) = (a1b-z)(az - y);
(vi) (b-2)e(a) =as- (S7Hay)b- z);

(vii) Re(A) C AR,
para todo x,y € Re a,b e A.

Observe que, o item (i) faz sentido, pois A(a)(1 ® b) = a1 ® azb € A® A. J&
no item (ii. 2), estamos usando o fato da aplica¢do S ser um anti-homomorfismo

bijetivo, ou seja, existe ¢ € A tal que S(c) = b e, com isso,
(@ 9)((1®c)A(a)) = (®S5)(a1® caz)
= a1 ® S(caz)
= a1 ® S(az)S(c)

= a1 (129 S(ag)b

Note que, o item (#7) surgiu da propriedade que caracteriza uma agao global na
teoria classica de acoes parciais, quando A e R possuem unidade, ou seja, uma acao

parcial é global se, e somente se, a - 1gp = £(a)lg, para todo a € A.

Analogamente, os itens (v) e (vi) estdao bem definidos. Com as notagoes acima,

o item (iv) nos diz que a ac¢ao parcial é nao degenerada.

Proposicao 2.1.3. Toda ag¢ao global é parcial.

Demonstracao. Consideramos - := > uma acao global, ou seja, vale os itens da

Definigao [1.3.7] Entao,

(i) Para todo a,b € Aex,y € R,

a>(z(bry)) = (m>x)(aa>(b>y))

= (ar>x)(azb>y)
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(74) Definimos a aplicagao linear

e:A — M(R)

a — e(a) = a>lym.

Nessas condigoes, sejam a € A e x € R, logo

e(a)r = (avlyg)z
= (ablM(R))(ZCibyz’)

= Zalb(S(ag)CiDyi) c ADR,

i

ou seja, e(A)R C A- R. Além do mais,
e(a)(b>z) = (a> lyry) (0> ) = a1 > (S(az)b> x).
Note que, nas igualdades acima, estamos usando a Proposicao|l.3.12|e o fato da

acao ser unitario.

(1ii) Dados aq,as,...,a, € A e x1,29,..., 2, € R, pela Observagao [1.3.6] existe
b € Atal que ba; = a; = a;b, paratodo1 <i <mneb>x; =z;, paratodo1l < j < m,

logo,
a;>x; = a;>b>xj,

paratodo 1 <i<nel <j3<m.

(1v) Supomos a>x = 0, para todo a € A e, novamente pela Observagao m,

existe b € A tal que bz =z, logo x = b>x = 0.

Portanto, > é uma acao parcial de A em R. O

Observacao 2.1.4. Usando ideias similares, podemos mostrar que toda agao global

é uma acao parcial simétrica.
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Proposicao 2.1.5. Se A e R tém unidade entdo as Definicoes[2.1.3 e coin-

cidem.

Demonstracao. Primeiramente, supomos a Definicao e definimos a aplicacao
linear e : A — M(R) = R tal que e(a) = a - 1g, para todo a € A. Usando
fortemente a propriedade de 14 -2 = x, para todo x € R, os itens da Definicao|2.1.2

sao satisfeitos.

Reciprocamente, basta verificarmos que 14-x = x, para todo « € R. Para tanto,
consideramos a,14 € A e € R, pelo item (iii) da Defini¢ao existe b € A tal
que ba = a =ab, bly =14 =14bea-b-x =a-x. Mas, 14 é a unidade em A,
ou seja, b =1,b= 14, assima-14-x = a-x. Repetimos esse processo para cada
a€Aex € Re, comisso,a-1s-x=a-z, para todo a € A e usando o item (iv)

da Defini¢ao [2.1.2] concluimos 14 - © = x, para todo = € R. O

Proposicao 2.1.6. Seja R um A-mdédulo dlgebra parcial. Entao, R é um A-mddulo

dlgebra se, e somente se, e(a) = e(a)lyr), para todo a € A.

Demonstragao. Supomos que R é um A-médulo algebra, entdo pelo item (2) da
Definigao [2.1.2] temos
e(a)(b-z) = ay-(S(az)b-x)

= @ S(a)b-x

= ela)b-z

= e(a)lum)(b- x),
para todo a,b € A e x € R. Logo, pelo fato da agdo ser unitario, concluimos
e(a) = e(a)la(r), para todo a € A.

Reciprocamente, supomos e(a) = €(a)ly(r), para todo a € A e consideramos
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c € Atal que e(c) = 1k e z € R, entdo

a-(b-x) = a-(e(caz)b- x)
= a1 (S(cra2)cas3b € x)

= ay-(S(az)S(c1)czasb - )

ar - (S(az)e(c)ash - x)
aj - (S(ag)agh - x)
e(ay)(azb - )

= 6(&1)1M(R)(6L2b . ZE)

ab - x, (2.1)
para todo a,b € A, e
r=c¢e(c)lymr =e(c)r € A- R,

ou seja, R é um A-médulo unitario. Finalizando, escrevemos y = > . b; - y; € R,

logo
a-(zy) = a- (x(z bi - yi))
B S 0 ) (ashs - )
= (a1-2)(az- Zbi *Yi)
— (ar- o)y,
para todo a € A e x € R e, portanto R é um A-mdédulo dlgebra. m

Proposicao 2.1.7. Sejam R um A-mddulo dlgebra e L um ideal a direita de R
com unidade (L = 1R, onde 11, € um idempotente central em R). Entdo, L é um

A-mdodulo dlgebra parcial simétrico via
a-x=1p(a>x),

para qualquer a € A ex € L.
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Demonstracao. De fato, sejam a,b € A e x,y € L, temos (i)

a-(zb-y)) = lpla>(zlL(b>y)))
" L(as (@(bey))

= 1(ar e a)(abey)
= 1p(a e o)l (aboy)

= (ar-2)(azb-y),
logo a- (z(b-y)) = (a1 - z)(asb - y).
(77) Consideramos a aplicagao linear e : A — Ltal quee(a) = a-1; = 1(a>1y),
para todo a € A, e escrevemos z = ) . ¢;>x; € L C R, assim
e(a)r = 1g(av 1,—)(2 ¢ > ;)
T ST (s (1(S(az)ei > ;)

= Zal . (]_L(S(CLQ)CZ‘DIZ-)) €A-L,

e analogamente,
e(a)(b-z) = 1p(a>1y)1p(b>x)
= 1L(CL[>1L)(bI>CL’)
T2 (> (14(S(as)b e 2)))

aj - (S(ag)b - x),

ou seja, e(a)r € A-Lee(a)(b-z)=ay-(S(ax)b- x), para todo a,b € Aez € R.

(zii) Dados ay,...,a, € A e x1,...,x,, € L, pela Observagao [1.3.6, existe b € A
tal que ba; = a; = a;b, para todo i € {1,...,n} e boxz; = x;, para todo j € {1,...,m},

logo

ai-b-a:j = 1L(CLZ‘D(1L(bI>.I'j))
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= 1L(ai>(1ij))
l’jEL

= 1L(ai > .CL’j)
= Qi Tj,
paratodo 1 <i<nel <j<m.
(iv) Seja x € L e supomos a - x = 0, para todo a € A. Novamente, pela
Observagao [1.3.6] existe b € A tal que b x = z, logo

O0=b-z=1,(b>x) =12 =2x.

Similarmente, mostramos os itens de simetria. Portanto, L é um A-mddulo

algebra parcial simétrico. O]

Essa agao recebe o nome de agao parcial induzida.

O proximo exemplo ilustrara a proposi¢ao anterior.

Exemplo 2.1.8. Seja R o Ag-mddulo algebra definido no Exemplo [1.3.9] da se-

guinte forma,

DZAG(X)R — R

dp®h — 6,0 h:=0,(h)h,

consideramos um subgrupo finito e normal N de G, N # {15} tal que car(k) 1 |N|

e fv = |—11V| > n um idempotente central em R. Assim, construimos a algebra

neN
S = fyR com unidade fy, e pela proposicao acima, S é um Ag-modulo algebra

parcial simétrico dado por

Ac;@S — S

5p ® ho — 5p ’ (ho) - fN((Spl> (ho))
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Note que a acao parcial induzida, nao é uma acao global. Para isso, observamos

que

O+ (fwh) = fn(6> (fuh)
= fn(0p> (fn(6n>h)))
D (G v ) (B> h)

. (ﬁ S (G v n)h)

wifxp  ph™t €N (ph™h =n)

0 , caso contrario.

Na igualdade (%) usamos a definigdo da comultiplicacdo do Exemplo [1.1.10| para
obtermos a identidade

A(5p>(1 ® (Sh) == 5ph—1 ® 5}“ (22)

para todo d,,d, € Ag. Logo, escolhendo h = e (neutro no grupo) e p € N, mas

p # e temos

e(dp)zép'(fN):ﬁfN € 5(5p)fN:6p,efN:()7
ou seja, e(d,) # £(8,) fv e portanto, a agdo parcial ndo é global.

Exemplo 2.1.9. Sejam R,T A-mdédulos algebras parciais, entao R®T é um A® A-

modulo algebra parcial via
(@a®b) - (z@y)=a-z®b-y,

paratodoa,be A, xr € ReyeT.

O resultado abaixo, caracteriza uma familia de acoes parciais e generaliza o

resultado apresentado em [5].
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Proposicao 2.1.10. Sejam as dlgebras A, R e A : A — k uma aplicacdo linear.

Entao,

AR — R

a®x +— a-x=MNa)x

¢ uma ac¢ao parcial se, e somente se,

(i) Aa)A(b) = A(a1)A(azb), onde A(a)(1 ®b) = a3 ® asd;

(ii) Dados ay, ...,a, € A, ezxiste b € A tal que a;b = a; = ba; e A(a;)A(b) = Aa;),

para todo 1 < i < n.

Demonstragao. Consideramos uma agao parcial de A e R dada por a -z = A(a)z,
para todo a € Aex € R. O item (i) da Defini¢ao implica A(a)A(b)xy =
A(a1)A(asgb)xy, para todo x,y € R, ou seja, A(a)A(b) = A(ai)A(azd), para todo
a,b € A. E, pelo item (iii), dados ay, ...,a, € A e x € R ndo nulo, existe b € A tal
que a;b = a; = ba; e MNa;)\(b)x = A a;)z, para todo 1 < i < n, logo A a;)\(b) =
Aa;), para todo 1 < i < mn.

Reciprocamente, se a aplicagdo A satisfaz os itens (i) e (i7) acima, entdo - é uma

acao parcial de A em R. De fato,

e Sejam a,b€ Aex,y € R,
a-(x(b-y)) = Ma)A(b)zy L Aar)Aazb)ay = (a1 - x)(azb - ).

e Definimos a aplicagao linear e : A — M(R) tal que e(a) = A(a)lry(r), para

todo a € A, logo

e(A)R = MA)lymBR=MNAR=A R
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e, dados a,b,c € A tal que €(c) = 1y e z € R, temos

a - (S(ag)b-z) = May)A(S(az)b)z

1=
p
—~
Q
iy
N—
>
—~
=
[\
%)
—~
S
w
N
S
S~—
S

O
>
—
S
SN~—
>
—
=
N—
8

I
]
—~
s
~—
—~
S
8
~—

assim e(A)R =R ee(a)(b-z) =a; - (S(az)b - x). Na igualdade (*) estamos usando
a mesma ideia de cobertura utilizada em 2.1]
e Dados aq,...,a, € Aexy,...,T,, € R,
Qi+ Tj = )\(Cli>$j (g) )\(az))\(b):cj = Q; - b- Zj,

onde b € A tal que ba; = a; = a;b, paratodo 1 <i1<nel<j<m.

e Consideramos x € R e supomos a -z = 0, para todo a € A. Escolhendo ¢ € A

tal que A(c) = 1, obtemos
r=Nc)jx=c-z=0.
Portanto, A define uma acgao parcial de A em R. O

Observacao 2.1.11. Nas condicoes da proposicao anterior, A\ define uma agao

parcial simétrica se e, somente se, A(a)A(b) = A(a1b)A\(ag), para todo a,b € A.

Como consequéncia do resultado acima, segue o seguinte exemplo:

Exemplo 2.1.12. Sejam R uma algebra com produto nao degenerado, Ag a algebra
das fungoes com suporte finito de um grupo G em k definida no Exemplo [1.1.10] e

N um subgrupo finito de G tal que car(k) 1 |N|. Definimos a aplicagao linear

/\ZAG — k
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™ 9EN,

0 , caso contrério.

Entao, R é um A-médulo dlgebra parcial com acao dada por d, - x = A(J,y)z,

para todo ¢, € Ag e x € R. De fato, vamos verificar os itens () e (i¢) da proposicao

anterior.
. . ~ ﬁ y 9, h S N7
() Sejam 04, 9y, € Ag, entdo A(6y)A(0p) = . Por outro
0 , caso contrario
1 -1
~z ,gh—7eheN=geN
lado, A((3,)1)A((8)20) ZAG-1)AG) = { M

0 , caso contrario.

Logo, A(0g)A(n) = A(dgn-1)A(d), para todo 4 € 0, € Ag.

(1) Sejam dy,, ..., d,, € Ag, vamos mostrar a existéncia de um elemento f € Ag

tal que fé,, = 64 = 0, f € A(f) = 1. Para isso, consideramos o conjunto

{Bgrs s 6gn YUN = {8y ooy Oy Oy s O}
N

m

e definimos f = ) dp,, logo f ¢ unidade local bilateral de d,,, para todo 1 <i < n

Jj=1
e?

Mf) = > A0w)

—T

[N

1

- __|N|=1.
[N

Assim, concluimos que A define uma acao parcial de Ag em R.

Exemplo 2.1.13. Sejam as dlgebras Ag e R do exemplo anterior e definimos um
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elemento idempotente f € M(Ag) tal que (f ® 1)A(f) = f ® f por

f:G — k

{1 , g €N,
g +—

0 , caso contrario,

onde N ¢é um subgrupo qualquer de G (recordamos que G também é um grupo

qualquer). Entao,

-:;1\(;®R — R

p(-h) @z — p(h)-z=z0(fh)

é uma acao parcial de ;12; em R, onde ¢ é uma integral a esquerda em Ag. De
fato, definimos a aplicacdo linear A : Ag — k tal que )\( ) = ¢(fh), para todo
h= o(_h) € Ac, logo

Mh)A(heg) "= @(£S7 g)h)e(fg2)

" o(f10 @) (A(fg2) (ST g)h ® 1))

= oL@ (f@DA(fe)(S (g)h ® 1))
((f ® DA A(g2) (S (g1)h © 1))
((f ® HA(g:)(S 7 (g1)h @ 1))

= (L@ ((f ® 925 (9)h ® g3))

= 2(Le(fe Nheg)

= o(fh)e(fg)
= AMA@G).

= p(®yp

%)
)
= o((t®y)
%)
%)

onde na igualdade (x) estamos usando a propriedade (f ® 1)A(f) = f ® f. Assim,
AAG) = A1) A(h2g), para todo h = p(-h) e § = p(-g) € Ag.

Para verificarmos o item (i¢) da Proposigao[2.1.10}, consideramos ¢(_ay), ..., ¢(_a,) €
Aeo(far),....,o(fan) € A, entdo pelo Teorema [1.1.14] existe b € A tal que
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(D)o a;) = v(-a;) = ( a;)p(b) e p(b)o(f-a;) = o(f-a;) = ©(f-a;)p(-D),

para todo 1 < i < n. Logo, escrevendo a; @ b = A(by)(S7(b1)a; ® 1) e usando a

Observacao [1.2.16| temos

p(f-ai) = p(fai)o(b) = (£ (br)ai)p(ba),

para cada i{1,...,n}. Dessa forma,

o(fa;)

o(f fai)

o(f-ai)(f)
((fS7H(br)ar)p(b2))(f)
p(fS™H(b1)ai)p(fb2)

p(f(2® ) (A(fb2) (ST (b1)a; ® 1))

p((t @ @)((f @ DA(fb2) (S (br)a; @ 1))
p((@ @) ((f ® DA(HAD)(S (br)a; @ 1))
Pt @) ((f ® [)ADb) (S (br)a; ® 1))
P((t @) ((f ® f) (25" (br)a; @ b3)))

Pt @) ((f ® f)(a; ®)))

p(fai)p(f0),

ou seja, A(p(-a;)) = ¢(fa;) = ¢(fai)(fb) = A(p(-ai))Mp(-b)), para todo i. Por-

tanto, - é uma acao parcial parcial de Ag em R.

Para finalizar a secao, definimos o produto smash de um A-moédulo algebra

parcial R, generalizando a estrutura apresentada na Definicao [1.4.9

Definicao 2.1.14. Seja R um A-moddulo algebra parcial. O produto smash R#A

é uma algebra definida por R#A = R ® A como espaco vetorial e a multiplicacao
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¢ dada por

(z#ta)(y#b) = x(ay - y)#azb
x??‘/ e R7 a/7b E A'
Note que, o produto smash faz sentido pois A(a)(1 Rb) =a; @ asb € AR A, o
que € imediato quando A e R possuem unidade.

Observagao 2.1.15. Com as notagoes acima, R#A é de fato uma &algebra. De

fato, sejam a,b,c € A e x,y,z € R, entao

((z#£a)(y#b)) (2#c) (z(ar1 - y)#tasb) (z#c)
w(ay - y)(azby - 2)#tashac
z(ay - (y(br - 2)))#Fazbzc
(z#a)(y(by - 2)#bac)

(z#ta)((y#b) (7).

DO}

(212

Proposigao 2.1.16. Se R um A-mddulo dlgebra parcial, entdo o produto em R#A

¢ nao degenerado a esquerda.

Demonstracao. Escrevemos Y y;#b; € R#A onde {b;}_; sao linearmente indepen-

=1
n

dentes e assumimos (z#a)(>_ y;#b;) = 0, para todo = € R e a € A. Logo,

i=1

Yo x(ay - yi)Fash; =0

n
e, usando a nao degenerescéncia de R, temos Y (ay - y;)#azb; = 0.
i=1

n n

Note que, > (ay - y;)F#ab; = Y (A(a)(1®b;)(-#2)(y; ® 1)), assim para qualquer

i=1 =1

ceA, i((l ®c)Aa)(1 @ b;)(+#1)(y; ® 1)) = 0, mas por hipétese, (1 @ A)A(A) =

=1
A® A, ou seja,

0 = Z((d®e)(1®bi)(-#2)(yi®1))
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= Z d - yi#eb;,

para todo d,e € A. O produto em A também é nao degenerado, entao > d-y;#b; =
i=1

0 e, dessa forma, d - y; = 0, para todo i € {1,....n} e d € A, pois {b;}, é

linearmente independente. Logo, usando o item (iv) da Defini¢ao [2.1.2} y; = 0 para

cada i € {1,...,n} e, portanto, > y;#b; = 0. ]
i=1

2.2 Extensao de uma Acao Parcial

Nesta segao, estendemos uma agao parcial simétrica de A em R para uma “a¢ao”
de A em M(R), onde A é uma &lgebra de Hopf de multiplicadores regular e R é

uma algebra, com ou sem unidade, mas com o produto nao degenerado.

No caso global, a propriedade da agao ser unitario foi fundamental para a ex-
tensao, o que nao ocorre em nosso contexto. Mas, semelhante ao Lema [1.3.11} o

préximo resultado intui como devemos definir essa “acao”.

Proposicao 2.2.1. Seja R um A-mddulo dlgebra parcial simétrico, entao
(1) (a-z)(b-y) = a1 - (x(S(az)b-y));
(ii) (a-2)(b-y) = bz ((S7'(b1)a - z)y),

para todo a,b € A ex,y € R.

Demonstracdo. Sejam a,b € A e x,y € R, entao

a1+ (2(S(as)b-y)) "B (a1 - 2)(asS(as)b - y)

2 (a-a)b-y).

(w2 1.2

by - ((S7Hbr)a-z)y) = (beSTH(bi)a - x)(bs - y)
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(a-z)(b-y).

Portanto, seguem os itens (i) e (7). O

Dada uma agao parcial simétrica de A em R, a ideia entao é estender essa agao

em M (R), mas ndao como um par em M(R) e sim como um par em M(A - R).

Para isso, assumimos que A - R possui produto nao denegerado. Dessa forma, para

m € M(R) e a € A definimos a-m € M(A - R) por

(a-m)(b-z) =

(b-z)(a-m) =

para todo b € A e x € R. Note que,

(b-2)((a-m)(c-y) &

ay - (m(S(az)b - 7))

as - (S Ha1)b - 2)m), (2.3)

(b-z)(ar - (m(S(az)e-y)))

az - (87 (a)b - z)(m(S(as)e - )))
az - ((S™H(ar)b - )m)(S(as)c - y))
(az - ((S™*(a2)b - x)m))(asS(as)c  y)
(a2 ((S™(ar)b- x)m))(c - y)
((b-z)(a-m))(c-y),

para todo a,b,c € A e z,y € R, logo pela igualdade (1.1), a-m € M(A - R).

A nao degenerescéncia do produto em A - R nos permite ver (a-x)(b- y), para

todo a,b € A e x,y € R, como um produto em M (A - R) e ndo apenas em R.

Exemplo 2.2.2. As proposicoes e [2.1.10| geram exemplos onde A - R possui

produto nao degenerado.

Muitas propriedades seguem da definigao da extensao acima, mas antes de lista-

las recordamos, pela igualdade ([1.1)), que elementos em uma algebra de multipli-

cadores sao unicamente determinados, assim quando precisamos mostrar que dois

pares sao iguais, basta apenas mostrarmos a igualdade para um multiplicador.
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Proposicao 2.2.3. Seja R um A-mddulo dlgebra parcial simétrico tal que A - R

possui produto nao degenerado. Entao,

(i) a-(m(b-n)) = (ay - m)(ash-n);

(ii) a-((b-m)n) = (a1b-m)(as - n),
para todo a,b € A e m,n € M(R).

Demonstracao. (i) Aplicando a definigdo de extensao temos

(a-(m(b-n)))(c-z) = ar-(m(b-n)(S(ag)c-))
= a1 (m((b-n)(S(az)e- x)))
= a1 (m(by - (n(S(b2)S(az)e - x)))).

E, por outro lado,

(a1 -m)(azb-n)(c-z) = (a1-m)(azbs - (n(S(asbs)c- x)))
= ay - (m(S(ag)asby - (n(S(b2)S(as)c- x))))
= ar - (m(br - (n(S(b2)S(az)c - x)))),

para todo ¢ € A ez € R, logo (a-(m(b-n))) = (a1 - m)(azb - n), para qualquer

a,be Aem,n € M(R). Similarmente, mostramos (7). O

Observacao 2.2.4. Nas condicoes anteriores,

(CL' 1M(R))(bx) = aj - (1M(R)(S(a2)bx))

aj - (S(CLQ)b . :1:)
M e(a)(b- o),

(i6)2-1.2
)

e analogamente (b - x)(a - Ly(r) (b - x)e(a), para todo a,b € A ez € R.

Portanto, e(a)|a.r = a - 1a(r), para todo a € A.
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Segue abaixo, uma consequéncia imediata da observagao acima.
Proposicao 2.2.5. Seja R um A-mddulo dlgebra parcial simétrico tal que A - R
possui produto nao degenerado. Entao,
(i) A-R=e(A)R;

(ii) A-R = Re(A).

Demonstracao. Pela definicao de acao parcial simétrica, mostramos apenas a in-
clusao C dos itens acima. De fato, seja a -z € A - R, entao por (iii) da Defini¢ao
2.1.2] existe b € A, unidade local bilateral de a € A tal que a-x = a-b-x. Logo,

pela extensao temos

a-xz = a-(b-x)
223
CEEL (4) 10y (azd - @)
221 e(ar)(axb - x) € e(A)R

Similarmente, mostramos

a-x = a-b-x
ii\2.2.3
TEE (@b @) (0 - L)
221 (a1b - x)e(az) € Re(A).

Portanto, e(A)R = A- R = Re(A). O

Observagao 2.2.6. Se m € M(R), entao m|a.r = (m,m) € M(A - R) da seguinte

forma

m:A-R— AR e m:A-R— AR

ze(a) — mze(a) e(a)r — e(a)zm,

onde a boa definicao das aplicacoes acima segue da Proposigao [2.2.5
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Essa observagao é importante, em nosso contexto, para construirmos a subalgebras

dos invariantes.

Definigao 2.2.7. Seja R um A-mddulo dlgebra parcial simétrico tal que A- R possui
produto nao degenerado. Definimos o conjunto dos elementos invariantes de uma

acao parcial da seguinte forma

RA={me M(R); a-m=mlar(a-Lym)ea m=(a- Lyr)m|ar,Ya € A}.

Observagao 2.2.8. R4 ¢ uma subdlgebra de M (R) e Iamr) € RA. De fato, sejam

m,n € R4, x € R, a,b € A e escrevemos a; ® S(az)b =Y, a; @ b;, logo

(@-mn)b-z) ZE a - (mn(Sla)b- )

(EZH Zai : (mn(z yize(cij)))

(m()_ nlyie(ciy))))

( J

: (m(Z(nyij)e(Czj)))

(10225 Zai . (m(z dir - zq))
Q2E 2 (e m) (o2

223 m,ARZ a1 - Larm) ;mi)?dmu)
S mlar ) (e @ diy - 1))

Ml Z< (- (nyig)elen))

Ml Z< - <nzzyije<cij>>>>

—  mlan Z( - <n<b:- n))

I I
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mlar(ar - (n(S(az)b - x)))

—
~
N
[\
[9%)

e

mla.gr(ar - n)(a2S(asz)b - x)
m|a.rn|ar(a- 1ar)(b- )

= (mn)|ar(a- 1) (- ),

ou seja, (a-mn) = (mn)|ar(a- lymr). Analogamente, mostramos (a - mn) =

(a - 1arry)(mn)| g e, concluimos assim que mn € R4, Além do mais,

(@ 1ym)(b-z) = a1-(S(az)b- )
= lumlar- (S(az)b - )

= lywy(a-1ymr)(b- o),

para todo a,b € Aex € R, logo 1y, r) € RA.

O préximo resultado serd fundamental no Capitulo 4 deste trabalho.

Proposicao 2.2.9. Se R um A-maodulo dlgebra parcial simétrico tal que A- R possui

produto nao degenerado, entao

(i) {m € M(R); a-(xm) = (a-z)m e a-(mz) =m(a-x), Va € Aex € R} C R4

(ii)) RAC {m € M(R);a- (m(c-x)) =m(a-z), para cada a € A e x € R}, onde
¢ € A ¢ a unidade local de a dada no item (iii) da Defini¢ao[2.1.4

Demonstracao. Sejam m € M(R), a,b € Aex € R, vamos verificar o item (i), logo

(a-m)(b-2) B a- (m(S(az)b- )
m(as - (S(a)b - )
= mfar(ar - (S(az2)b-x))

m|a.r(a- Lam)(b- ),
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e, também

(b-x)(a-m) E ay- (S ar)b- 2)m)
D g, (S an)b- 2))m
= (ag- (S7Ha)b-x))m|ar
(b 2)(a- La(r))m|ar,
paratodob € Aex € R, ouseja, (a-m) = m|a.r(a-1yr)) € a-m = (a-1y(ry)m|ar,
para todo a € A. Note que, nas igualdades (x) estamos usando o fato de m € {m €
M(R); a-(xm)=(a-x)mea-(mx)=m(a-x), Va € Aex € R}, e dessa forma,
m € R4

(i1) Sejam a € A, x € R e m € R4, entdo

(i Z T

m(a-z) =" mla-c- )
=  mlar(a-c-x)
gl L) (e - )
227 4y - m)(asc - 2)

a-(m(c-x)).

Portanto, m € {m € M(R);a - (m(c-x)) = m(a - z) tal que, para cada a €

Aex € R,c€ Aéaunidade local de a dada no item (i) da Definigao [2.1.2}. [

2.3 Uma Algebra Dual

Consideramos (A, A) uma algebra de Hopf de multiplicadores e R uma algebra

com produto nao degenerado. Nao existe uma estrutura de algebra natural em

Hom(A, R) dada pelo produto

(f9)(a) = pr((f @ g)A(a)], (2.4)
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pois nem sempre o lado direito da igualdade faz sentido, ja que nao existe garantia
de A(a) estar coberto. Nesse caso, a ideia é considerar um subespaco de Hom(A, R)
no qual podemos induzir uma estrutura de algebra semelhante a (2.4]), mas que faca

sentido. Para tanto, definimos

Hom"(A,R) = {Z fi(tai);a; € A, f; € Hom(A, R)}.

Pelo fato de A possuir unidades locais (bilaterais), qualquer combinagao linear
de elementos f;(-a;) é da forma f(_e), para alguma f € Hom(A,R) e e € A. De

fato, considerando
f=>_fil«) € Hom(AR),

e, e € A tal que ea; = a; = a;e, para cada i{1,...,n}, temos

fe)(b) = f(be)
= Zfi(—ai)(be)

= Z fi(ba;)
= > s,

para todo b € A, ou seja, Y fi(-a;) = f(_e).

Teorema 2.3.1. Nessas condigoes acima, Hom" (A, R) é uma dlgebra com multi-
plicacao dada por,

(fg)(a) = ur[(f ® g)Ala)],

para todo a € A e f,g € Hom" (A, R).

Demonstragao. Consideramos f(_a), g(_b) € Hom" (A, R) e escrevemos

a®b= ZA(pi)(l ® ).
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Entao, para todo c € A

(f(a)g(b))(c) = prl(f(-a) @ g(-b))A(c)]
= mrl(f ®g)(Alc)(a@D))]

n

= prl(f @ 9)(A(0) ) (A(p)(1®q)))]

7
n

= purl)_(f®9)(Alp)(1© )]

(2

_ Z prlf(epin) ® g(capings)]

3
n

- Z flewpi)g(capings)-

i

Assim, definimos o funcional h; por

hi(z) = prl(f ® 9)(A(x)(1 ® ¢))],

para todo x € R e para cada i, entao

n

S hilp) = (F(a)g( b)) (25)

%

De fato, para todo ¢ € A,

n

Z h(cp;) = Z pr[(f ® 9)(Aleps) (1 ® q;))]
= Z prlf(cipa) ® g(caping:)
= (f(ca)g(-b))(c),

e, portanto f(.a)g(-b) € Hom" (A, R).

Nosso préximo passo serd mostrar a associatividade de Hom' (A, R). Para isso,
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sejam f(_a),g(-b) e h(-c) € Hom" (A, R), entao

(f(a)(g(D)()d) = pr

para todo d € A, ou seja, f(.a)(g(-b)h(c)) = (f(_a)g(-b))h(-c). O

Analogamente, definimos a algebra Hom!(A,R) = {>_, fi(a;- );a; € A, f; €
Hom(A, R)} e denotamos por %" o produto na algebra Hom"(A, R) e por %, o
produto em Hom!(A, R).

Inspirado na teoria classica de dlgebras de Hopf e no artigo [10], relacionamos a

aplicagao S : A — M (A) como uma inversa convolutiva da seguinte forma.

Definigao 2.3.2. Sejam f,g € Hom(A, M(A)). Dizemos que f é uma inversa
convolutiva de g, se para cada a € A, existe b € A tal que S(b)a = a = aS(b) e os

seguintes itens sao satisfeitos:

(i) f(:b) *" g(-a) = uq 0

(i) g(a-)* f(b) =ug0e,

onde u, : k — A tal que u, (1) = a.
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Proposicao 2.3.3. Seja A uma dlgebra de Hopf de multiplicadores regular. Se a
aplicagao linear S € Hom(A, A) é a antipoda da dlgebra A, entdo S € uma inversa

convolutiva da aplicagao identidade de A, denotada por 1.

Demonstracao. Dado a € A, consideramos b € A tal que S(b)a = a = aS(b), entao

(S(-0) " 1(a))(d) = S(dib)u(daa)
= S(b)S(dl)dga

= S(b)E(d) 1M(A)a

(a) # S®)() = oady)S(bdy)
= adlS(dg)S(b)
= aS(b)e(d)
= ae(d)

= (Ua o 5) (d)a

para todo d € A. Portanto, S é uma inversa convolutiva da aplicagao 1. O

Reciprocamente, segue o seguinte resultado.

Proposicao 2.3.4. Sejam A uma dlgebra de Hopf de multiplicadores reqular, S €
Hom(A, A) um anti-homomorfismo e uma inversa convolutiva da aplicagdo @ (iden-
tidade de A). Se para cada a € A, a unidade local bilateral existente na Defini¢ao
¢ central em A, entdo S € a antipoda de A.
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Demonstra¢ao. Vamos mostrar que m(S ®1)(A(c)(1®a)) = e(c¢)a, para todo a, c €
A. De fato, para cada a € A, temos por hipdtese S(_b) *1(_a) = u, o €, com S(b)

central em A, logo

elc)a = (ugoe)(c)
= (S(-b) *2(-a))(c)
= S(eib)ca
= SO)S(c1)eaa
= S(c1)czaS(b)
= S(c1)cza

= m(S®1)(A(c)(1®@a)),

para todo ¢ € A e, analogamente, m(1®.5)((a®1)A(c)) = ae(c), para todo a, c € A.

Portanto, a aplicagao S é a antipoda da algebra A. n

Finalizando a secao, apresentamos um outro exemplo de moédulo dlgebra, nao
trivial e apds mostramos que mesmo induzindo este exemplo a agao continua sendo

global.

Exemplo 2.3.5. Sejam Ag a dlgebra das funcoes com suporte finito de G em k
definida no Exemplo [1.1.10[e R = Hom"(Ag, M (Ag)). Entao, R é um Ag-mddulo

algebra dado por
p:Ac® R — R

a® f(:b) — av f(b) = f(_ab).

e Sejam f(_a) € Re e € Atal que €a = a, logo f(_a) = f(.€a) =€ > f(a) €
Agv R, ou seja, Ag> R = R.

e Dados a,b € Ag e f(-c) € R, temos
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a>(b> f(-c)) =a> f(be) = f(abe) = ab> f(c),
e, portanto, R é um Ag-moédulo unitério.

e Consideramos a € Ag, f(.b),g9(.c) € R, ¢’ € A tal que €'c = ¢ e escrevemos

b@c=>,A(p:)(1®¢), entao

(a> (f(-b)g(-c))(d) (av pr(Y_(f © 9)(AL p)(1© 4:)))(d)

7

= 1r(>_(f ®g)(Alap)(1® q,)))(d)

%

= ur()_(f @ 9)(A(dap;)(1® ;)

1

= ur((f® g)(A(da)(Z Alpi)(1®q))))
= f(diarb)g(dsasc) Z
= (f(caib) " g(-azc))(d)
= (f(cab) " g(_azec))(d)
= ((ar> f(-0)) ¥ (aze’ > g(-c)))(d)
= ((ar> f(-0)) *" (az > €' > g(-c)))(d)
= ((ar> f(:0)) * (a2 > g(-)))(d),

para todo d € Ag. Assim, a> (f(-b)g(-c)) = (a1 > f(-b)) * (a2 > g(-c)), ou seja, R é

um Ag-médulo algebra.

Agora, definimos a aplicacéo
0:Ac — M(Ac)
5, — 0(5,):G—k

0 ,p=gq
q—0(0,)(q) :=

1 , caso contrario,
entao 0(_0.) é um idempotente central em R = Hom'(Ag, M(Ag)), pois o produto
¢ pontual. Logo, pela Proposigao [2.1.7, T" = 60(-6.)R é um Ag-médulo élgebra

parcial, onde e : A — M(R) tal que e(a) = 0(_d.)(a>0(5.)), para todo a € Ag.
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Mas, nesse caso, e(a) = e(a)d(- J.), para qualquer a € Ag, ou seja, a agao

induzida ¢ global. De fato, sejam a = ) .6, € Ag, 0, € Ag e ¢ € G, entdo

e(a)(dp)(q) = (0(-0)0(-ade))(0p)(q)
= (0(8y0¢))(a)(0(6pade))(q)
0 ,p#e
0 ,p=e, 0. ¢a

0 ,p=ed.E€Ea,q=c¢

a. p=e, 0. €a, qFe.

\

Por outro lado,

e(a)0(- 6.)(8,)(@) = > 6:(e)0(6,8.)(q)

r
p

0 ,p#e
0 ,p=e,0.¢a

0 ,p=ed.E€a qg=ce

a. p=e, 0. €a,qFe,
\

e, portanto, T' continua sendo um Ag-moédulo algebra.
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Capitulo 3

Coacoes Parciais da Algebra de

Hopf de Multiplicadores

Neste capitulo, introduzimos a nocao de coacao parcial de uma algebra de Hopf de
multiplicadores e, além disso mencionamos sob quais condigoes existe uma dualidade

entre os conceitos de médulo parcial e comodulo parcial.

3.1 Coacao Parcial da Algebra de Hopf de Mul-

tiplicadores

Nesta secao, consideramos A uma algebra de Hopf de multiplicadores e R uma
algebra com produto nao degenerado. Para nao sobrecarregar a notacao, denotamos
por 2 a aplicacao identidade de A e a aplicacao identidade de R, ficando claro no
texto a quem estamos nos referindo e, no que segue, as coagoes serao todas a direita.

O conceito a esquerda ¢é similar.

Inicialmente, mencionamos a definicao de uma coacao parcial, quando A e R

possuem unidade.
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Defini¢ao 3.1.1. [I] Uma algebra R é um A-comddulo dlgebra parcial se existe

uma aplicacao linear

p:R — R®A

T — x0®x1

tal que para todo x,y € R,

(i) p(zy) = p(z)p(y);
(ii) e ®@e)p(z) = x;

(iil) (p@)p(z) = (p(1r) ® 14)(e ® A)p(x).

A coagao p é dita simétrica se também satisfizer (p®1)p(z) = @A) p(x)(p(1r)®

14), para todo = € R.

Estendendo esse conceito, para o nosso contexto, temos a seguinte defini¢ao.

Definigao 3.1.2. Dizemos que R é um A-comdédulo algebra parcial se existe
um homomorfismo de élgebras injetor p : R — M(R ® A) e um idempotente

EeMR®A)tal que (1@ A)F e E(1® A) C M(R) ® A satisfazendo

(i) p(R)Y1®A) C E(R® A) e (1® A)p(R) C (R® A)E;

(i) (p@o)(p(x)) = (E@ 1)@ A)(p(x)),

para todo x € R., nesse caso p é chamada de uma coagao parcial de A em R.

Dizemos que a coagao ¢é simétrica se além dos itens acima p satisfizer

(iii) (p@1)(p(x)) = (@ A)(p(z))(E ® 1), para todo x € R.
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Observagao 3.1.3. Pelo fato de A ser um homomorfismo nao degenerado, o lado
direito das igualdades (i7) e (i7i) fazem sentido, pois podemos pensar na extensao
da aplicagao (+® A), o que nao ocorre com o lado esquerdo. Logo utilizando o item

(1), damos um sentido a esses itens, da seguinte forma:

(p@)(p(r)(1®D)) = (E@1)(@A)(p(r)(1@10) (3.1)
(P@)(1@b)p(r)) = (110)(E@1)(es A)(p(r)) (3.2)
(p@)(p(z)(1@0b)) = (@A) (p)(Ee)(1e1e0b) (3:3)
(p@)((1@bp(z)) = (1©12b)0e A)(p)(E®1) (3-4)

Observacao 3.1.4. Todo comdédulo dlgebra é um comoédulo dlgebra parcial,considerando

o idempotente E = 1y(r) ® Las(a)

Para verificarmos que as Defini¢oes e coincidem, no caso das algebras
A e R possuirem unidade, precisamos de alguns resultados adicionais.
Lema 3.1.5. Seja (R, p, E) um comddulo dlgebra parcial, entao
Ep(z) = p(z) e p(x)E = p(z), (3.5)

para todo v € R.

Demonstragao. Por hipétese, p(R)(R® A) = p(R)(1® A)(R®1) C E(R®A), logo

- Ep(ﬂﬁ)z(y ® a),

ple)(y ®a)

—
*

)

para todo z,y € R e a € A. Portanto, p(x) = Ep(x), para todo x € R. De forma
andloga, (R® A)p(R) C (R® A)E, assim

(y®a) Zz@b
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(2

= (y®@a)p(z)E,

para todo x,y € R e a € A, ou seja, p(r) = p(x)E. Nas igualdades (%) acima,

usamos a idempoténcia do elemento £ € M(R® A). O

A seguir, usando o lema anterior, mostramos dois resultados fundamentais para

o restante do trabalho.

Proposicao 3.1.6. Seja (R, p, E) um A-comddulo dlgebra parcial. Entao, R é um

A-comddulo dlgebra via p se, e somente se, £ = 1yrr) @ lag(a)-

Demonstracao. Por um lado, supomos R um A-comddulo algebra, logo

RA=p(R(1®A)CERRA)CR®A
RA=(1®A)pR) C(RRA)ECR®A.

Assim, para qualquer € Rea € A,
r®a = E(Zyi@)bi)

= EEQ)_yi®b)

= Elx®a).

Similarmente, * ® a = (r ® a)FE e, portanto £ = La(r) @ 1ar(a)- Reciprocamente,

se E' = 1y(r) ® laa) temos naturalmente as hipéteses da Definigao [1.3.15] O

Proposigao 3.1.7. Se R é um A-comddulo dlgebra parcial, entio (i®¢)(p(x)) = x,

para todo v € R.

Demonstracao. Consideramos b € A tal que e(b) = 1, logo

p(L@e)(p(x)(1@0b)) = p(z ie(bi))
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= (1®1® 5)(2 plx;) ®b;)
= (219e)(p)Q_n ob))

(t®1@e)((p@)(p(r)(1©D)))

(t®1@e)((E®1)(A)(p(x)(1®1®0b))

Ee(lara) (@ (1@ 2)A)(p(x))e(b)

(S

I
&)
D
—~
&
~—
™
—~
S
~~

NI

para todo x € R. Assim, pelo fato de p ser injetiva,

r = (@e)(p(r)(1@0b))
= ((t®e)p(x))e(b)
= (@e)p(x).

ou seja, (1 ® e)p(x) = z, para todo = € R. O

O Lema também implica no seguinte resultado.

Proposicao 3.1.8. Seja R um A-comddulo dlgebra parcial. Entao,

(p@2)((y @ p()(1 @ b)) = (p(y) @ 1) (e @ A)(p(x))(1 @ 1® D),

para todo b € A e x,y € R. Similarmente, se a coa¢do parcial € simétrica, entdo

(P)(1eb)p@)(y®1)=(121xb)@x® A)(p(z))(ply) @1),

para todo b€ A ex,y € R.

Demonstracao. Vamos verificar apenas a primeira igualdade pois a segunda segue

de modo similar. Escrevendo p(z)(1 ® b) = Y. 2; ® a;, temos

(p@)((y@p(zr)(1®D) = Zﬂ(yxi)(@ai
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= (ply) @ 1)(p@1)(p(x)(1®Db))

= (ply) @NER@ (e A)(p(x))(1®12D)

(P E@ 1)@ A)(p(r)) (11 D)

(p(y) @ 1)@ A)(p(x))(1 @1 @),

I

para todo b € Aex,y € R, ou seja, (p®1)((y @ L)p(x)(1®@0b)) = (ply) ® 1)z ®
A)(p(x))(1®1®b). O

Analogamente, ao caso global, podemos usar a notagao Sigma (sem somatério)

para coacao parcial.

Observacao 3.1.9. O item (i) da Defini¢ao e as igualdades da Observacao
podem ser reescritas da seguinte forma: Dados, x € R e a,b € A,

(i) p(r)1®a)=2"@z'ae (1®a)p(z) =2°®ar' € R® A;
(i) 2@z a@a'b =Y, F(x'®@(2'a;)1) @ (21 a;)2b;, onde a®b = >, A(a;) (1b;);
(it) 2®@ax” @bz' =37, miax’ @ (ayx')1@bj(aga’)s, onde (1a)E = 37, m;®@a;
e para cada 7, a; ® b=} _ (1 ® b;)A(aij);

(iv) 2P @2 a@x'd =37, 2"m;@ (v'a;)1 @ (2 ai;)2d;, onde E(1®a) = 37, m;®a;
e para cada i, a; ® b=} A(ai;)(1 ® b);

(v) 2°®ar" @bx! ="

(2

(2°®@ (a;x')1) E®bi(a;xt)2, onde a®b = > (1@b;) A(a;).

Vamos justificar o item (i) pois o restante segue de maneira similar. Dados

r € Reabe A, temos

P erM"exsh = (pR)EeIM)(1Ia®1)
= (re)pE)(1eb)(loexl)

L (Ee1)(e A)pE)(1easb)
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JE (E@1)(oA)(px)(1e Z Afa;)(1®@ b))

= (E@)eeA)(p)d (8 A)(1ea)(lelab)

i

Y (Eened) p@)lea)leleb)

i

— Y Een6 e AEa)( ©h)

= ZE(:L‘O ® (z'a;)1) @ (x'a;)2b;.

Ao contrario da notagao de Sweedler, na notacao Sigma acima nao estamos
usando as unidades locais bilaterais da dlgebra de Hopf de multiplicadores A, logo
na escrita 2° ® z'a € R ® A, nao podemos afirmar que 2! € A mas, somente todo

1

termo z'a € A. O nao uso das unidades locais, ficara mais claro na secao que

trataremos de coacoes parciais reduzidas.

A partir de agora, consideramos A uma &algebra de Hopf de multiplicadores
regular, pois em muitos resultados precisamos fortemente o fato da aplicacao S ser

bijetiva.

Proposigao 3.1.10. Seja R um A-comddulo dlgebra parcial, entao p(R)(1® A) =
E(R® A).

Demonstracao. Precisamos somente verificar a inclusdo E(R® A) C p(R)(1 ® A).

De fato, sejam x € R e a,b € A, logo

(1®a)p(a®)(1® S(S™'(b)2")) =
= 2"®ax"S(S7(b)2")
= (1em)(®:1®9) (2" ®a"™ @S (b))

t@m)e®:®S) (1@ a)p(z’) ® S7'(b)z')

= (om)(e1®S)(1eax)(pe)(1e S (1))

5L Lem)i®i08)(1ae S (0)(Ee 1) A)p(x)))
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(1®m)(z®z®5’)(((1®a)E®S_1(b))(2®A)(p(x)))
(t@m)(®1® S5)( Zm ®a; ® ST (H) (e ® A)(p(x)))

(t@m(®S)) Zm ® (@:S(S7H(b)1) @ DA(STH(D)2)) (e ® A)(p(2)))
t@m(®S)) Zm ®a;S(S7H(b)1) ® 1)(2® A)((1@ S (b)2)p(x)))
(L@m(® S)( Zmz®azS(S Hb)) ©@ D)@ A)(2° @ S7H(b)sa"))
(t@m@e S)(ZZ m;z” @ (a;S(S7(0)1) ® DA(S ™ (b)22"))

D mia ® m(Z:X) S)((a:S(S7"(b)1) © DA(S ™ (b)2z))

Z mia® @ a;S(S71(b)1)e(STH(b)gat)

Zm ®a;)((1®e)(p(x)(1®d) @ b)
(1 ®a)E((z®e)(p( ))e(d) @)

(1®a)E(x ®Db),

para todo = € R, a,b € A, onde na igualdade (x) estamos considerando d € A tal

que £(d) = 1k. Logo,

L@a)(p(”) (1@ S(S(b)z")) = (1®a)E(z @),

para todo a € A. Portanto, F(z ® b) = p(2°)(1 ® S(S71(b)x')), para todo x € R e

]
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Proposicao 3.1.11. Se A e R possuem unidade, entdo as duas defini¢oes de

comodulo dlgebra parcial coincidem.

Demonstragao. Se supomos a Definicdo [3.1.1] basta considerarmos E = p(1lg) e
observar que o item (i7) equivale a injetividade da coagao p. Reciprocamente,

5.0l

2 p(1p)E(r ®a)
oL p1r) Y pla)(1© a)
Zp(lR%)(l ® a;)

= E(x@a),

p(1r)(z @ a)

para todo x € R e a € A, portanto p(1lg) = FE, mostrando assim os itens da

Definicao [3.1.1} O

Proposicao 3.1.12. Sejam (R, p) um A-comddulo dlgebra e S um ideal a direita

de R com unidade 1g. Entao,
g:S — M(S®A
s > B(s) = (1s @ Lyga))p(s) = (1s @ 1)p(s)

¢ uma coagao parcial de A em S. Nesse caso, B € dita uma coagdo parcial induzida.

Demonstragao. Inicialmente, verificamos a boa definicao da aplicacao (3, logo

Bls)t@a) = (ls@1)p(s)(t @ a)
= (1s® 1)(2“‘@@@')
= leﬂ'@aiES@A,

para todo s,t € S e a € A, ou seja, f(s) € M(S® A), para todo s € S. Agora,
definimos £ = (15 ® 1)p(lg) € M(S ® A) e mostramos as hipdteses de coagao

parcial.
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e F é idempotente. De fato,

FE(s®a) =

para todo s € S e a € A, entao

(s ® 1)p(1s)(Ls ® 1)p(ls)(s ® a)
(s ® Dp(1s)(1s @ 1)} _7i @ 1)
(Ls@1) ) p(ls)(1sm: . a;)
(ls®1) ip(ls)(l ® a;)(1gr; ® 1)
(Is®1) Z Z(tzj ® ci)(1gm: © 1)
ZZ(lsltijl]Sm ® cij)
R

(125 @jn Z Z(tzj ® i) (ri @ 1)
(ls®1) i@u ® a;)(r; ® 1)
(ls®1) ip(ls)(n ® a;)

(ls® 1)p(ils)p(1s)(s ®a)

(Is®1)p(1s)(s ® a)

E<S®a’)7

E? =F.

¢ (IQA)E = (10A4)(1s®1)p(ls) = (1s®1)(10A)p(1ls) € S®A. Analogamente,

E(1®A)eS® A

e B(S)1®A) C E(S®A)

e (1® A)B(S) C (S ® A)E. Mostramos apenas a

primeira inclusao, pois a segunda segue de modo similar. De fato,

pS)1® A)

(1s @ 1)p(S)(1® A)
= (Is®@1)p(ls)p(S)(1® A)

— Bp(S)(1® A)
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= E(1

(
(1s ®
(
(

Il
s>

Dp(S)(1© A)

s ®@1)p(ls)p(S)(1® A)
s@1)(R® A)

= KE(1

= E(lsR®A) € E(S® A).

e A aplicacao 8 é um homomorfismo. Sejam s,s" € S,
B(s)B(s)(t®a) = (1s@1)p(s)(1s @ 1)p(s")(t @ a)
= (Ls®1)p(s)(1s ® 1)(2@ © ;)
= (1g®1) Zp (1®a;)(lgt; ® 1)
= Z 2(158” 1512 & &l])
(]

= Z Z(lSSijti &® Clij)
= 1S®1 Zp (1®a)t; ®1)

= (1s®1)p( (t®a)

= B(ss)(t® a),
para todo t € S e a € A. Portanto, 5(s)B(s") = B(ss’), para todo s,s" € S.

e ( é injetiva. Seja s € S tal que S(s) = 0, entao
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ou seja, s = 0.

e Finalmente, vamos verificar o item (ii) da Defini¢ao|3.1.2] Assim,

(Be)(B(s)(1s@b))(ls®@a®1) =

paratodo s € Sea,b € A. Entao, (6®1)((s)(1s®b)) = (FR1)0A)(5(s))(1s®

Be)(ls@1)p(s)(ls®b))(ls ®a®1)
(B®)((1s @ 1)p(s) (1) @ b)(1s @ 1)) (1s ® a® 1)

S (B 0)(Lssils @ b)(ls @ a® 1)

1

Y B1ss:) @ b)(1s @ a@ 1)

((1s ® 1)p(1s) Z p(si) @b;)(ls ®a® 1)

(B @ 1)(p0)(p(s) Ly @ )15 @@ 1)

(B & 1)(E® 1) e A) () (I ©1@b)(1soam)
(B & 1)1 @ A)(p()(1s © a ®b)

(Bo1)(1s®1@ 1) A)p(s)(1s © a@b)
(E@1)(0®A)(Ls® D)(® A)(p(s))(1s © a ® b)
(E®1)(®A)((1s ® 1)p(s))(1s © a © b)

(E@D)e®A)(B(s)(ls®a®Db),

1 ®b), para todo s € S e b € A, concluindo a parcialidade da coagao p.

Observacao 3.1.13. Utilizando ideias semelhantes as da demonstracao acima ve-

rificamos que a coacao parcial induzida é simétrica.

Exemplo 3.1.14. Seja Ag o Ag-comdédulo algebra via A, dado no Exemplo[1.3.17,
onde Ag é a dlgebra das fungoes com suporte finito de G em k. Assim, considerando

N um subgrupo finito de G, fy = > J, um idempotente central em Ag e S =

neN

fnAg, pela proposicao acima, S é um Ag-mddulo dlgebra parcial simétrico via

g:85 — ME®A)
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InGpy — (fn @ 1A(fndy),

onde F = (fy ® 1)A(fn). Verificamos que a coagao parcial 5 nao é global, ou seja,

E#1s®1=(fy®1). De fato,

E = (fn®@1DA(f~)

= (D @A 6)

meN neN

= ) (0m®@ 1A,

m,neN

logo, dados he Nepe G

E(hop) = Y (6n®1)AG))(h@p)

m,neN

=Y b))

m,neEN

Por outro lado, sep ¢ N, (" 0,®1)(h®p) = > 0n(h) = 1, ouseja, E # (fy®1),

neN neN
e dessa forma, pela Proposigao [3.1.6] 5 nao é uma coacgao global.

Proposicao 3.1.15. Seja p : R — M(R ® A) uma aplicagao linear definida por
p(x) =x®@m, onde m € M(A), m # 0. Entao, p € uma coa¢ao parcial de A em R

se, e somente se, m satisfaz:
(i) m*> =m;
(i) m@m = (m® 1)A(m).

Demonstracao. Sejam p uma coagao parcial e z,y € R tal que zy # 0 (esses

elementos existem, pois R possui produto nao degenerado), logo

zy@m = p(zy)

= p(x)p(y)
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= (z@m)(y@m)

= xy®m2,

2

ou seja, m = m*. Agora, para verificarmos o segundo item, precisamos primeiro

mostrar que £ =1 ® m. De fato, pelo Lema temos
(z®@m) = p(z) = p(x)E = (z @ m)E,
para qualquer z € R, logo (1®@m) = (1 ®@ m)E. Assim,

(1@m)(z®a)

(1@m)E(r®a)

BL (1 @ m)p(®) (1 ® S(S (a)z"))

—~

*

= (1®@m)(z®@msS(m)a)

~

= z@m’S(m)a
= zx®@mS(m)a

= E(‘T®a)7

para todo x € Rea € A, ou seja, E = 1 ®m. Note que, na igualdade (x), estamos

usando que p(z) = x ® m, para todo x € R.

Logo, pela coassociatividade da coacao parcial p, (p ®12)(p(x)) = (E® 1)1 ®
A)(p(x)), ou seja, z @ m @ m = x ® (m ® 1)A(m), para todo = € R e, portanto
m®m = (m® 1)A(m). Reciprocamente, supomos os itens (z) e (i) da proposi¢ao
acima e definimos £ = 1 ® m, logo R é um A-comédulo algebra parcial via a

aplicagao p: R — M(R® A) tal que p(z) = x ® m. De fato,

e p ¢ homomorfismo.

plry) = zy@m
= xy®m2

= (z@m)(y@m)
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= p(x)p(y),

entao, p(ry) = p(x)p(y), para todo =,y € R.

e Consideramos x € R tal que p(z) = 0, ou seja, 0 = x ® m onde m # 0,

portanto x = 0, mostrando a injetividade da aplicagao p.
e p(RI(I®A)=Reom(1eA)=1em) (R A)=ER®A)
I A)pR) =1 A)(Rom)=(RRA)(1eom)=(RRAE.

e Finalizando,

(p®)pE) = zemEm
= 2@ (m®1)A(m)
= 1eome1)te A)(zr®m)

= (EeD)(eA)(p(r),

para todo x € R. Portanto, p é uma coacao parcial de A em R. O

A proposigao acima, generaliza o resultado apresentado em [5].

Observacao 3.1.16. Nas hipoteses da proposicao acima, p é simétrica se, e somente

se, m@m =A(m)(m®1).

Observagao 3.1.17. Se m € M(A) tal que m®m = (m® 1)A(m) entao, m? =m

se, e somente se, €(m) = 1.

Exemplo 3.1.18. Consideramos A a algebra das fungdes com suporte finito de um
grupo G em k, definida no Exemplo[1.1.10|e R uma algebra qualquer com produto
nao degenerado. A aplicagdo p: R — M(R ® A) definida por p(z) = z ® m, com

m € M(Ag) é uma coagao parcial simétrica se, e somente se,

m:G — k
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1 ,g€N,
g —
0 , caso contrario,

onde N ¢é um subgrupo qualquer de G.

Exemplo 3.1.19. Nas mesmas condi¢oes acima, R é um Ag-comddulo édlgebra
parcial simétrico via
p R — R® AG

r — T®I,,
onde e é o elemento neutro do grupo G.

Exemplo 3.1.20. Seja A a algebra de Hopf de multiplicadores definida no Exemplo

1.1.11}e R uma &lgebra com produto nao degenerado. Note que ¢y € A satisfaz os

itens (i) e (i) da Proposigao [3.1.15] pois claramente eqeq = € e

(o ®DA(eg) = (e0®@1)(D_er Den,)

rez

= (Z eolr ® €_,)

reZ

r=0
= €y X e,

e Aleg)(eo®1) = (ep®ep). Portanto, R é um A-comddulo dlgebra parcial simétrico

se consideramos a aplicagao

p:R — R®A

r — T e

3.2 Extensao de uma Coacao Parcial

Seguindo as mesmas ideias usadas no caso de acao parcial, nosso objetivo

nesta secao serd estender uma coagao parcial de A em R para uma aplicacao
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p: M(R) — M(R® A). Para tanto, A serd uma algebra de Hopf de multi-
plicadores regular, R continuara sendo uma algebra com produto nao degenerado e

1 a aplicacao identidade de A e de R.

A ideia da extensao foi baseada no seguinte Teorema:

Teorema 3.2.1 ([18]). Sejam A e B dlgebras com produto nao degenerado e 7y :
A — M(B) um homomorfismo. Se existe um elemento idempotente f € M(B)

tal que
WA)B=fB ¢ By(A)= B,

entdo existe um unico homomorfismo v : M(A) — M(B) estendendo 7y tal que

(1) =f.

Considerando (R, p, E) um A-comédulo algebra parcial, a aplicacdo p é um
homomorfismo por hipétese e o elemento £ € M(R® A) um idempotente. Também,
pela Proposicao [3.1.10, p(R)(1 ® A) = F(R® A), mas além disso, precisamos da
igualdade (1 ® A)p(R) = (R® A)E.

Nessas condigoes, para o que segue vamos considerar a hipétese de simetria na

coacao parcial, com isso obtemos o proximo resultado.

Proposigao 3.2.2. Seja R um A-comdédulo dlgebra parcial simétrico. Entao,

(1® A)p(R) = (R® A)E.

Demonstracao. Inicialmente, dados x € R e a € A, temos
2% @ S(2b)2!S(a) = (1@ S(b)) (2 ® 5)((z ® a) ),
para todo b € A. De fato,

7% ® S(2"'b)z'S(a) =
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= (1@m(S®1) (" ® 2" ®2'S(a))

= (@m(S®1)(p")(1©b) @r'S(a))

= (@m(S@))(r@1)(p) (18 S@)(1eba 1)

Z (@m(S©0)((1© ) (p@)(Ee )1 ebe S(a))

= (@m(S©1))((® A)(p)(E(1 ) @ S(a)))

= (1@m(S®0))((t® A)(p(x)) Zm ©b; ® S(a)))

= emse)( me (1@ S((b:)2)S(a))))
L3

Z(l®m(5® 1))@ A)(p(z)(1 @ (b:i)1))(m; @ 1 @ S((bi)2)S(a)))
Zmomi @ m(S @) (A(z' (b;)1)(1 ® S((b:)2)S(a)))

||||E||||E
8 8 R
5 3 © 3
® ® = g
w0 3 4
’@g:v
& = =
N I
= =T &
2z =
w3 5
Ol
E\%
=
&
S

Aplicando + ® S~! na igualdade acima, temos
20 ® S (2'S8(a)2"b = (z @ a)E(1 ® b),
logo (1@ S~ (2'S(a)))p(2°)(1 ® b) = (z ® a)E(1 ® b), para todo b € A. Portanto,
(1@ 57 (&' S(@)ple”) = (x @ 0)E,

assim (R®@ A)E C (1® A)p(R), ou seja, (R A)E = (1® A)p(R). O

Note que tomando B = R ® A estamos praticamente nas hipdteses do Teorema
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3.2.1 faltando apenas a idempoténcia da algebra R. Apesar dessa hipdtese ser
necessaria no préximo capitulo, conseguimos o resultado abaixo apenas supondo a

simetria da coacao parcial.

Proposicao 3.2.3. Se (R, p, E) é um A-comddulo dlgebra parcial simétrico entdo

existe um tinico homomorfismo p: M(R) — M(R® A) tal que p(1yr) = E.

Demonstrag¢ao. Usando as Proposicoes(3.1.10/e temos E(R®A) = p(R)(1®A)
e (R® A)E = (1® A)p(R). Logo podemos definir a seguinte aplica¢ao
p: M(R) — M(R®A)

m o p(m) = (o

~—
s
—~
3
~—
?/

tal que p(m)(z ® a) = 3, p(my:)(1 @ b;), onde E(x @ a) = 3, py:)(1 ® b;) e
p(m)(z ® a) = >-;i(1® ¢j)p(zym), onde (z ® a)E = (1 ® ¢;)p(z;), para todo
re€ReacA

Iniciamos verificando a boa definigdo de multiplicadores p(m) e m) De fato,

supomos »_, T ® a = 0, assim E(), v ® ax) = >, p(z})(1 ® af) = 0, log

(z®b)p Zm@ak = (2®b)zp(mxi)(1®a§)

5.0l

B (o8 Epm)(1ed)

(z@b)E Y p(mal)(1@ )
Z(l ® bj;p(zj)p(mmé)(l ® a;)
_ f:a ® by)p(zmal) (1 ® )
_ iu ® b)) Z plz))(1® a;)
0,

para todo z € Re b € A e, portanto, » . p(mz;)(1 ® a;) = 0. De forma andloga

mostramos a boa defini¢do da aplicagao p(m
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Num segundo momento, mostramos que p(m) € M (R ® A). Para isso, escreve-
mos E(z®a) =3 pz;)(1®a;) e (y@b)E =3_(1®@b;)p(y;), para todo z,y € R
e a,b e A. Entao,

(y @ 0)(p(m)(z @ a))

(y® b)(z p(mai)(1© a;))

Il

(y® b)(z Ep(mai)(1® a;))

(y@b)E Zp mz;)(1® a;))

= (@ u)m)(E sma)(1 3a))

J

= > (1®b)p(y;(ma:))(1® a;)

i3

- Z(l ® by)p((yym)z:) (1 @ a;)

= (Z (1®b;) prz 1 ® a;))
= ) _(1®b)py;m))E(z ® a)

(Z(l ® bj)p(y;m)E)(z © a)
(Z(l ® b;)p(y;m))(z @ a)

((y @b)p(m))(x @ a).

Il

Portanto, a aplica¢do p: M(R) — M(R® A) esta bem definida e trivialmente
estende a coagao parcial p: R — M(R® A). A seguir, mostramos que a extensao

p também é um homomorfismo. De fato,

(p(m)p(n))(x @ a) = p(m)(p(n)(z © a))
= P(m)(z p(na:)(1© a;))
= Y plm(nz)(1©a,)

i

= D pl(mn)z)(1®a;)

%
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= p(mn)(z ®a),

onde E(x ® a) = Y. p(x;)(1 ® a;), para todo z € R e a € A, concluindo que

p(mn) = p(m)p(n), para todo m,n € M(R). Note que,

p(larry))(xz @ a) =32, p(:)(1 ® a;) = E(z ® a),

para todo r € Re a € A, ou seja, ' = p(1yr))-

Finalizando, supomos que exista uma outra aplicacao p' : M(R) — M(R® A)

que estende a coacao parcial p tal que £ = p/'(1a(r)), logo

pm)(w@a) = 3 plma)(16 a)
- ip%mxi)(l@ai)
) Y a1 0
- JmBoa)

= p(m)p' (Luw))(z @ a)

= p(m)(z®a),

para qualquer x € R e a € A, onde E(x ® a) = >, p(z;)(1 ® a;). Portanto,

p(m) = p'(m), para todo m € M(R), concluindo a unicidade da extensao. O

Corolario 3.2.4. Nas condi¢ées anteriores, a aplicagio p : M(R) — M(R® A)

¢ injetiva.

Demonstrag¢ao. Seja m € M(R) tal que p(m) = 0, logo para qualquer x € R,

Mas, a aplicacdo p : R — M(R ® A) é injetiva por hipétese e mz € R, entao

max = 0, para todo x € R, assim m = 0. O
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Outra consequéncia importante da extensao de uma coagao parcial é a nocao de

elemento coinvariante.

Definigao 3.2.5. Seja R um A-comoédulo algebra parcial simétrico. Definimos o

conjunto dos coinvariantes de uma coacao parcial da seguinte forma
R4 = {m € M(R); p(m) = (m® 1)E e p(m) = E(m @ 1)}. (3.6)

Observagao 3.2.6. R®% ¢ uma subdlgebra de M(R) e 1y € R24. De fato,

sejam m,n € RwA

p(mn) = p(m)p(n)

Analogamente, p(mn) = E(mn®1), para todo m,n € R#4. E, (1yyp ®1)E =

E(lyry®1) = E = p(1um), ou seja, p(lar)) € ReeA,

3.3 Dualizacao

Nesta segao, estabelecemos a dualidade entre agoes parciais e coagoes parciais
para um grupo quantico algébrico. Com essa finalidade, para o que segue, A é
um grupo quantico algébrico, R continuara sendo uma algebra com produto nao
degenerado e, fixamos  uma integral a esquerda em A e ¢ uma integral a direita

em A. Denotamos por 7 a aplicagao identidade de A e a aplicagao identidade de R.

Nessas condicoes A = {¢(.a);a € A} é a algebra de Hopf de multiplicadores

dual de A, construida na Secao 1.2.
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Proposicao 3.3.1. Se (R, p, E) € um A-comddulo dlgebra parcial (a direita), entao
R ¢ um A-médulo dalgebra parcial (a esquerda) dado por

A®R — R

pla) @z — p(a) -z :=(¢)(pz)(1®a))
Demonstracao. Note que, usando a notagao Sigma, p(-a)-z = (1®¢)(p(x)(1®a)) =
%p(xla), para todo x € Re a € A, onde z'a € A.

(i) Sejam w = ¢(_a),u = p(b) € A e z,y € R. Por um lado,

w-(z(u-y)) = w-(zy°)e(y'd)
= (2" p((29°) a)p(y"D)
= (12929)((2y°)° @ (2y°)'a @ y'd)
= (@929 ((pe)(ry’@y'bh)(1eaex1))
= (1992 ((p@)(z@1)py)(1©b)(1eas1))
= (@92 9)((p)@D(pe)(py)(1leh)leacsl))
Z (12000)(p@) @ )(ES D)o A)(py)(1©axb)
= (1©929)((px)E® 1) A)pr)(1©adb)
(18 ¢ ® 9)((p(x) ©1)(1® A)(p(y)) 1 @ a ®b)).

Por outro lado, pela Observacdo [1.10] A(w)(1 ® u) = ¢(- S71(b1)a) ® ¢(- by),

logo

(wi-2)(wau-y) = (p(- ST (br)a) - x)((- ba) - y)
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= (10¢eR¢)((p(x) @ 1)(y° @ (y'02)1S™ (b1)a ® (y'ba)2))

= (®@e@¢)((p(r) @ 1)(y’ @ Aly'b)(S™ (bi)a ® 1))

= (1©929)((p(z) @ N A) (Y @y'b)(1® S (h)a® 1))

= (1®@e2¢)((p(x) @ 1)@ A)(p(y)(1© b)) (1@ S (b)a® 1))

= (10e@p)((p(r) @1)(@® A)(p(y))(1 @ A(b))(1® S (br)a® 1))
= (@eee)((p(z) @ 1) A)(p(y)) (1@ Ab)(S™(bi)a @ 1)))

E (10000)(pz) @ 1) A) ()1 ©as b)),

portanto w - (z(u - y)) = (wy - z)(wau - y).

(#7) Definimos e(w) € M(R) da seguinte forma

e(w)r = (®p)(E(r®a)),onde w = p(_ a)

re(w) = (1 ®¢)((z®@b)E),onde w = p(b_).

Note que, poderiamos ter definido e(w)r = (2 ® ¢)((1 ® b)E(x ® 1)), se w =
©(b _) = p(_a). De fato, considerando f € A tal que fa=a =af e f¢; = ¢; = ¢ f,
para todo ¢ € {1,....,n}, onde (1®b)E => m; ®¢; € M(R) ® A, temos

i=1

e(w)r = (©)(E(r©a))

= (2e)(E(l® f)(rca))

= (2e) (O _n®dj)(z®a)

J=1

k
= Z njrp(d;a)
j=1

k
= Y njap(bd;)
=1

k

= (@)1 _nj@d)(r®1))

J=1

= (ee)((leh)(Ede f))(ze1))
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= (@) (10h)E1e f)lze1))

= (@)((Q_miee)(1® f)zo1)

i=1

= o)) _moaf)(ze1))

= (189)((Q_miec)(z®1)

=1

= (@) (1®D1)E(x®1)).

Analogamente, ze(w) = (1 ® ¢)((x @ 1)E(1 ® a)) se w = ¢(_ a). Apds essas

~

observaces, verificamos que e(w) € M(R), para qualquer w — o(b ) € A,
Helwly) = o818 hEye 1)
- e (L m o)y o)
=<§:mmﬂwm
- (ee)Ee (1o bEy
- (ep(abB)y
= (we(w))y
para qualquer 7,y € R,

Apés a boa definicio da aplicacdo e : A —» M(R), sejam w = ¢(_a) € Ae

r € R, entao e(w)r = (1® ¢)(E(r®a)) ELI @)X ply)(1@ce) =3 ol c):
yi € A- R, ou seja, e(A)R C A R.

~

Para finalizar o item, vamos mostrar que e(w)(u - x) = wy - (S(w2)u - ), para
todo w,u € Aez € R. Na secao 2.1, ja justificamos a cobertura do lado direito da
igualdade, ou seja, wy @ S(wy)u = (1® S)((1 ® ?(u))ﬁ(w}) Nessas condigoes,

vamos verificar primeiramente que

-~ —

(1@ 8)((1 ® S~1(w)A(w)) = ¢(- bia) @ (- by),
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e

[R5
— — ~~ —~
W
L
N
S~—

-
!o

I
S
!
L
—
!
—
S
N
~—
=
5
o
=2
S
g
~

= (p(- bia) ® (- b2))(c @ d),

-~ —_—

para todo ¢, d € A. Portanto, (2@ S)((1® S—1(u))A(w)) = (¢(_ bia) @ ©( by)), ou

seja,

wy @ S(wa)u = (- bia) @ (- by). (3.7)

Assim,

e(w)(u-z) = e(w)(e®p)(p(z)(1D))
= e(w)z’p(z'D)

= (1®9) (B’ ®a))p(x'D)

(1@ 9)(B(2’ ® p(z'b)a))
(E(2°

(1@ @) (E(" @ (z'0)1a)p((2'b)2)
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= (199®)(E®1)"® (z'b)1a® (z'b)2))

= (1992)(E@)E" @A) 1)

= (©¢R)(E@1)(eA)p)1eb)(1ae1))
= (©¢R)(E@1)(eA)p)1eAb)1eas1)
= (©¢R)(E®1)(eA)(p) (18 AD)(a® 1))
= (©¢R)(E®1)(10A)(p)(1®ba® b))
Z (19000 ((p@1)(p(z)(1©b))(1© ba®1))

= (@92 e)(p(e”)(1® bia) ® x'b,)

= (®¢)(p(=")(1 ® bya))p(x'by)

= (p(bia) - 2°)o(z'by)

= ¢l ba) (2p(z"b))

= @l bia) - (p(-b) - 2)

ex wy - (§(w2)u - x),

concluindo e(w)(u - z) = wy - (S(wy)u - z).

(iii) Sejam (_a1), ..., o(Lan) € A e p(ci) = ¢(_a;), para todo i € {1,...,n}. Por

k ~
hipétese, (1 ® ¢;)E = Y m;; ® d;; € M(R) ® A e, assim, consideramos ¢(-b) € A
=1

tal que o(_b)e(

para todo i € {1, ...

—a;) = ZO_(—(M)
,n}eje{l, ..k}

= o(

—a;)p(b) e p(b)p(dij-) = p(dij-) = p(dij-)p(D),

t
Nas notagoes acima, a; @b = > A(ey)(e);, ®1) € AR A, paratodo i € {1,...,n},

=1

entao existe f € A tal que fa; = a; = a;f e feg = ey = ey f, paratodo i € {1,...,n}

el e {l,..,t}. Dessa forma,

o(-a;) - (p(b) - )

= (plar) -’

)o(a'b)

= (@) (p(a")(1 ®a;)p(z'd)

= (0e2e)((p1)(p(z)(1@b))(1®a; 1))
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(@e@e)(E@ 1) A)(p)(1® e D))

(t2e@e)(Eo1)(eA)(p(r)(1e Z Alei) (e ©1)))

(1®epR)((Ex1)® A)p 1®2Afed ey ®
(1®pR ) ((E®1)0e A)(px)) (1o A(f ZAed e ®

1P ) (E@1)(A)(p (fv)>(1®A(f)(az®b)))
D@ A)(pr)(1® )1 a b))
)(@" ® Az f)(a; ®)))

)z’ )

)
E@ D)@ A)(1@b) (1w 1))
)

1R YR P

( )((

(1 (B
(ReRp)(Eel
(1® e )
(@®w®¢)((zyp®a ® a,)(1®a; ®1))
> upplagai)e(

> yp(eial)olal)

(29218 1)() Y ®d,&a))

p

(R0 (1®¢®1)(E®1)(2°® Az f)(1®0b)))

(10e)(1®c)ER1)(2" 0 A f)(1©D)))

(@ e @) (Y my@dy®1)(x° @ (@' ) @ (@' f)sb)

J=1

2 sy a1
Z mzy Z] ))( 1f)

Zm” (zf)
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k
= (®¢)() mya" @ dya'f)

j=1

(1@ @)Y my @ diy)(«* @' )

j=1

(@) (1@ a)Ep(r)(1® [))
@ e)((1®c)p(z)(1® f))
= a'p(ci(z'f))

= a'o((z'f)a)

= (®¢)(p(x)(1® )1 a)
= (@) (p)(1® fu))

= (@¢)p(r)(1 e aw))

I
I

- @(*ai) K2

ou seja, ¢(-a;) - (p(b) - x) = p(-a;) - x, para todo x € R e i{l, ..., }.

(1v) Seja w - x = 0, para qualquer w € E, vamos mostrar que x = 0. Para isso,

note que dados a,b € A, p(ab) € 121\, pois

p(a-b)(c)

I
S
—~

N

@)

=
~—

§
Il
£

I
©

|
3S)

para todo ¢ € A. Nessas condigdes, para qualquer a,b € A, escrevemos p(z)(1®b) =

> Yi ®b;, onde {y;} é um conjunto linearmente independente, logo

0 = ¢(ad) x

= (@) (1a)p(z)(1e0b))
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= (@)1 a)(z Y @ b;))
= Zyﬁ@(abi),

ou seja, pela independéncia linear de {y;}, temos ¢(ab;) = 0, para todo i e a € A.
Logo, pela Proposigao [1.2.5, a; = 0 para cada i, concluindo assim, > . y; ® b; =
p(x)(1 ® b) = 0, para todo b € A. Portanto, p(x) = 0 e pela injetividade da

aplicacao p, x = 0. O]
Proposicao 3.3.2. Se R um A-comddulo dlgebra parcial simétrico, entao
RPA — {me M(R); w-(mz) =m(w-z) ew-(zm) = (w-z)m,z € Rewe A}
Demonstragdo. Supomos m € R®4, logo
(w-shm = (18 ¢)(p(x)(1 8 a))m

= 29> zi®a)m

= Z zimep(a;)

= (® @((Z z; ® a;)(m ® 1))
0@ @) (a)(1 @ a)m ©1)

(@ ¢)(p(z)(m @ 1)(1 ® a))

(t®@¢)(p(x)E(m @ 1)(1® a))

I
I1Ex

I
I

(t® @) (p(z)p(m)(1 ® a))

(1 ®@¢)(p(rm)(1 ® a))

= w- (l’m),

ou seja, (w-x)m = w-(xm), para todo w = p(_a) € A ez € R. De maneira similar,

mostramos w - (mz) = m(w - ).

Para mostrarmos a inclusao contraria primeiro observamos que dado ¢(_c) € A
ey . ;@b € R® A, onde {z;} é um conjunto linearmente independente de R, tal
que (2@ ¢())(D>_; x; ®b;) =0, entdo >, z; ® b; = 0. De fato,
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0=0®¢p()>zi®b) =72, xp(bic),

entdao ¢(b;c) = 0, para cada i e todo elemento ¢ € A. Assim, pela Proposi¢ao [1.2.5

b; = 0, para cada i, ou seja, .. 2; @ b; = 0.
Nessas condicoes, dado ¢ € A,
t@e())(mel)E(z®a)) = (@¢(o)(me 1)(2 r; @ aj))
= mejw(ajc) ]
= Trz(@®s@)(E(x®a)(1®6))

L e e)(Y ) (1@ b)(1®e)

Z m((2 @ ) (p(yxr)(1 ® bic)))
= > mlp(bre) - yr)
= ) (plbeo) - (my))

k
= (@¢)(p(my)(1 © bic))
(2@ @(-))(p(m)p(ye) (1 © bic))
(2 ® @(0))(p(m)E(z @ a))

(2 ® @(0))(p(m)(z @ a)),

IIE]

para todo ¢ € A. Portanto, (m ® 1)E(z ® a) = p(m)(x ® a), para todo z € R e
a € A, ou seja, (m® 1)E = p(m). Similarmente, verificamos F(m ® 1) = p(m),

concluindo assim que m € R4, O

Para uma reciproca do resultado anterior, vamos precisar assumir algumas

condigoes adicionais. Assim temos o proximo resultado.

Proposicao 3.3.3. Seja R um A-modulo dlgebra parcial simétrico tal que A - R
possui produto nao degenerado. Se a aplicagao e : A — M (R) pertence a dlgebra

Hom™ (A, M(R)), ou seja, e = f(b), para algumb e A e f: A— M(R), satisfaz:

95



(1) e(ar)e(az) = e(a);
(ii) e(k) = lar(a-r),
onde kb =0 = bk, entdo A- R ¢ um A-comédulo algebra parcial simétrico.

Demonstragao. Definimos a aplicacdo p: A- R — M((A- R) ® E) por

pla-z)(1@p(b)) = e(S™(b2)(S7 (bi)a- ) ® ¢(bs)
(1@y(b))pla-xz) = (S(bs)a-x)e(S(b2)) @ P(by),

para todo ¢(_b) e (_b) € A. E, consideramos E € M((A-R) ® A) tal que E(1 ®
p(c)) = e(S7H(er))ar @ ¢(-c2) e (1@ Y(c))E = e(S(c2))|ar ® ¥(-c1), para todo
p(-c) e ¥(c) € A.

e Iniciamos verificando que E € M((A-R)® A). De fato, sejam a-x,b-y € A-R,
b(e)pl(d) € A logo

((a-z@Y()(ED-y®e(d))(leg) =
((a-z@¢(e))(e(STHd))(b y) @ p(da))(1® g))
((a-2)e(STHd))(b - y) @ P(-c)p(d2))(1® g)
(a-2)e(S™H(d)) (b y)¥(g10)¢9(g2ds)
(
(

—~

a- -73)6(90(93613)920525_1(dl))(b y)(gic)

a-x)e(g2)(b-y)e(gsd)(gic).
Por outro lado,

(-2 @9p()E)b-y@p(d))(1®yg) =
= ((a-2)e(S(c2))(b-y) @ P(er)p(d)(1 @ g)
= (a-2)e(S(c2))(b- y)¥(g1c1)p(g2d)
= (a-z)e(P(g1c1)g2c25(c3)) (b - y)p(gad)
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= (a-2)e(g2)(b-y)e(gsd)y(gic),

para todo g € A, portanto ((a-x @ (. )E)(b-y® ¢(d)) = (a-xP(c))(E(D-

y® p(d))), ouseja, E € M((A-R)® A).

o [2=F.

E(E(a-z@¢(b) = E(e(S™(b)(a-2)® (b))
= e(S7M(b2))e(S (b)) (a - x) @ (_by)
D (57 (b)) (a-2) @ p(b)

= Ela-z®p(b)).

Analogamente, ((a-x® ¢(b))E)E = (a-x® ¢(b))E, paratodoa-z € A-Re
o(_b) € A, entdo E? = E.

e p(z) € M((A-R)® A). Por um lado,

(e(S™H(b2)) (5™ (br)a - ) @ Y(-c)p(-b3))(1 @ d)
e(S™1(b2)) (S~ (bi)a - 2)¢(dic)p(dabs)
e(p(dzba)dabsS™ (b2)) (S~ (b1)a - x)ib(dac)
e(da)p(dsb2)(S™" (br)a - z)(drc)

= e(d2)(p(dab3)dsbaS™ ! (b1)a - z)(dic)

= e(dz)(dza - x)p(dsb)(dic).

(T @9(e))(pla-z)(1@p(h)))(1 @ d)

L.21

Por outro lado,

(T@y(e)pla-x)) (1@ e(b)(1@d) = ((S(es)a-z)e(S(c2)) @ Y(c1)e(b))(1@d)
= (S(es)a-z)e(S(c2))(dicr)p(dabd)
= (S(ea)a - z)e(y(dicr)dacaS(es))p(dsb)
= (S(c2)a - z)e(da)p(dicr)p(dsb)

= (¥(dic1)dac2S(c3)a - x)e(ds)p(dab)
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= (dac-x)e(d3)y(dic)p(dsb).

Logo, falta verificarmos que e(ds)(dsa - z) = (doa - x)e(ds),

6(d2)(d3a : ZL‘) = (dg : 1M(R))(d3a . fL‘)
= dy-(a-x)
= (da-x)(ds - 1))

= (dga - x)e(ds),

onde na igualdade (%) estamos usando o fato da agao ser simétrica. Portanto,

p(z) € M((A-R)® A).

o (p22) (pla-z) (10p(-D))) (100 (-)@1) = (E@1) (10A) (p(a-2)) (10p(-c)©p(-b)),

1) =
para todo a-z € A- R e ¢(b), p(c) € A.
((p@2)(pla- )1 (b)) (1@ e(c)®1)(1®d®g) =

= ((p@)(e(STHb))(S (b)a ) ® p(bs)) (1@ p(c) @ 1))(1©d©g) =

= (p(e(S7Hb2)) (ST br)a - 2))(1 @ p(-0) ® p(-b3))(1®d® g) =

= (p(e(STHb)k) (ST (br)a - 2))(1 @ () ® p(b3)) (1@ d® g) =

= (p(S™H(b3)k1 - (S(S™H(b2)k2)S ™ (br)a - 2))(1 @ p(-c)) ® p(ba))(1 © d © g) =

= (p(S7H(bs)k1 - (S(k2)b2S ™ (b1)a - 2))(1® p(-)) © (b)) (1@ d® g) =

= (p(STHb)k1 - (S(k2)a - 2))(1 @ p(c)) ® p(b))(1 ©@d @ g) =

= (e(STHe))(STHen) ST b)k1 - (S(k2)a - 2)) @ p(-c3) @ p(b2)) (1@ A ® g) =

= (e(S (e3))e(S™H(c2) ST (b2)k1) (ST (e1) ST (b1)kaS (ks)a - ) © p(ca) © p(b3)) (1@ d @ g)

= (e(S7H(e3))e(S™He2)STHb2)k) (ST er)STHb1)a - 2) @ p(-ca) @ p(-b3)) (1 ® d® g)

= e(S7!(e3))e(STH(c2)STH(b2))(STHer) ST (br)a - w)p(dea)p(gbs)

= e(p(dacs)dicaS™ (e3))e(S™ (ca)p(gaba)g1bsS ™ (b2)) (S~ (e1)S ™ (b1)a - )

= e(d1)p(dacs)e(S™ (¢2)g1)p(gab2) (S~ (e1)S ™ (br)a - z)

= e(di)e(p(dsca)dacsS™" (e2)91)(S™ (1) p(93bs)g2baS ™ (b1)a - )

= e(di)e(dagr)p(dzca) (S~ (c1)g2a - ) (g3b)
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e(dr)e(dagr)(p(dacs)dzca S~ (c1)gaa - 2)p(gsb)

e(d1)e(dz2g1)(dzgza - x)p(dac)p(gsb).

~

Antes de iniciarmos o outro lado, observamos, para todo ¢(_c), p(_b) € A,

1® @) ® p(b) = (1@ A)(1 @ p(bic))(1 @ 1@ p(by)) (3.8)

De fato, para qualquer d,g € A

I@p(e(d)(lewd=g) = lp(dc)p(gb)

=" lp(dgibic)p(gaba)
(1® @(bic) @ p(h))(1 @ (d®1)Ag))

T (10 Ap(h0)(1©¢(h:)(1©de g)

= ((®A)(1®e(hio)(1® 10 ¢(b))(1@da g).

Logo
(E® 1)@ B)(pla-2))1© p() 8 p(D)(1©d S g) =

T (o) d)pa 0)0oR)10e(bd)(1e18e(h)(ledsg)
= (EeD0oA)(pa-2)1 6 p(bie)1o 1o e(b)(1odo g)
= (B0 1)®R)(e(S ™ (be2))(S (brer)a-2) © p(byes))(1® 1 ® () (1 8 d @ g)
= (B 1)(e(S™ (baea)) (S (Brer)a - @) @ Alp(bses))(1® (b)) (1@ d @ g)
D (B0 1)(e(S (beeo)) (S (hrer)a - 7) @ pl-cs) @ (b)) (10 d @ g)
= (E(L® ples))(e(S™ (baea))(S ™ (Brer)a - 2) @ 1® p(by))) (1 ® d @ g)
= (e(S7M(es))e(S ™ (b)) (S (brer)a - 2) ® p(ex) © (b)) (L@ d @ g)

e(S™ (e3))e(S™ (bac2)) (ST (brcr)a - @) p(dea)p(gbs)
e(p(dacs)dicaS™" (c3))e(S™ (c2)@(g2b4)g1b3S ™ (b2)) (S~ (brer)a - )
(
(

dy)p(dacs)e(S™ (ca)gr)e(gaba) (S (1) ST (br)a - x)

dy)e(p(dscs)dacsS™ (¢2)g1) (S~ (c1)p(gsbs)gaba S~ (br)a - x)

(&

e

99



= e(dr)e(dzgr)p(dsca) (S~ (c1)g2a - 2)p(gsb)
= e(dy)e(dagr) (p(dacs)dscaS™" (1) g2a - 2)@(g3b)
(

= e(dy)e(dyg1)(dsgaa - x)p(dsc)p(gsb).

Logo, verificamos a coassociatividade da coacao parcial p. Similarmente, mostramos

o item de simetria.

e p ¢ homomorfismo. Sejam a-z,b-y € A- R,

(

(57 (er)ar - (2(S(az)b - ))) @ p(-c5))(1 @ d)
)(S™H(e2)ar - 2)(S™ (er)azS(as)b - y) @ p(ca))(1 @ d)
= e(S7(es))(S™H (ea)a - 2) (ST ()b y)p(dea)

= e(p(dacs)dicaS™ (c3)) (S (ca)a - 2)(S™ (en)b - y)

= e(d)p(dacs) (S (e2)a - x)(S™ (c1)b - y)

= e(d)(p(dsca)dacsS™ (e2)a - 2)(S™ (c1)b - y)

(d)(dza - 2)p(dsc2) (S (c1)b - y)
(dh)(d2a - @)(¢p(dacs)dze2S ™ (c1)b - y)
(di)(daa - ) (dsb - y)p(dac).

Por outro lado,

(pla-z)(p(b-y)(1 @ p(0)))(l@d) =
= (pla-z)(e(S™(c2))(ST ()b y) ® ¢(-c3))) (1 @ d)
= ((pla-2)(1 @ ®@p(-c3))(e(S™(c2)) (ST (e)b-y) @ 1)) (1@ d)
= (e(S7H(ca)) (S (es)a - 2)e(S™(e2)) (ST ()b - y) @ p(c5)) (1 @ d)
= e(STH(e)) (ST (ez)a - 2)e(S7H(e2)) (ST ()b - y)p(des)
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= e(p(dace)dicsS™ (ca)) (ST (ea)a - w)e(S™(c2)) (ST ()b y)
= e(d)p(dacs) (S (es)a- @)e(S™H(e2)) (S (er)b - y)
d1)(p(dscs)dacs S~ (cs)a - x)e(S™ (c2)) (ST (c1)b - y)
dza - )¢ (dscs)e(S™ (c2)) (S (c1)b - y)
e(p(dics)dscsS™" (c2)) (S (c1)b - y)
e(ds)p(dacz) (S~ (c1)b - y)
e(d3)(p(dscz)dacaS™ (e1)b - y)

(

x)e(ds)(dsd - y)p(dsc),

para todo d € A e p(c) € A, ou seja, p((a-z)(b-y)) = pla- x)p(b-y).

e p ¢é injetiva, ou seja, basta verificarmos que (2 ® €)(p(a - x)) = a - x, onde
2lp(_a)) = ¢(a), para qualquer a € A. Consideramos ¢(_b) € A tal que £(p(_b)),
logo

@&(pla-z)) = (
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ou seja, (1® 8)(pla - z)) = a- z. Portanto, A - R é um A-comédulo dlgebra parcial

simétrico. O
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Capitulo 4

Contexto de Morita

Neste capitulo apresentamos a existéncia de um contexto de Morita relacionando
a algebra dos coinvariantes de um A-comdédulo algebra parcial R e uma determi-
nada subdlgebra do produto smash R#ﬁ. Para essa finalidade, introduzimos o
conceito de uma coacao parcial reduzida juntamente com algumas propriedades.
Na sequéncia, usando o contexto obtido, apresentamos uma caracterizagao para

uma coacao de Galois.

4.1 Coacao Parcial Reduzida

Nesta secao, definimos uma nova classe de coacoes parciais de uma algebra de
Hopf de multiplicadores regular A sobre uma &algebra R com produto nao degene-
rado. Para nao sobrecarregar a notacao, denotamos por ¢ a aplicacao identidade de

A e a aplicacao identidade de R.

Definicao 4.1.1. Seja (R, p, E) um A-comddulo dlgebra parcial. A coagao parcial
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p ¢ dita reduzida se também satisfizer (R ® 1)p(R) C (R® A)E

Observacao 4.1.2. Note que, no caso de coagoes parciais reduzidas, a inclusao
acima, nos permite continuar usando a notagao Sigma (sem somatorio), pois (y ®
)p(x) € (R®A)E, para qualquer =,y € R e assim, podemos escrever (y®1)p(x) =
yx? @ z'. Lembramos que nessa notacao, nao podemos afirmar que z° pertence a

algebra R, mas sim, todo termo yz° € R.

Logo, para continuar usando a notacao Sigma em coagoes parciais reduzidas,
nao foi possivel justifica-la no Capitulo 2, usando as unidades locais bilaterais de
A, semelhante ao que foi feito com a notagao de Sweedler, pois no nosso caso, R

nao precisa ter unidades locais bilaterais.

Para o que segue, precisamos ter atengao redobrada ao usar a notagao Sigma,

pois devemos ter cuidado se a cobertura partiu da algebra R ou da algebra A.
Proposicao 4.1.3. Se (R, p, E) é uma coagao parcial reduzida, entao p(R)(R®1) C
E(R® A).

Demonstracao. De fato, sejam z,y € Re a,b € A,

(1®a)p(zy’)(1® S(y") (1@ S(b)) =
= ((2y")’ ®a(zy’)")(1 ® S(by"))

= (2y")° @ a(xy’) S (by")

= (e@m(e9)(2y")" @ a(zy’)' @ by')

= (@m(e9)((1®a)p(ry’) @ by')

= (em(e9))(1eax)(p@)(120)(zy’ @y"))
= (@m@ee9))(1®ae)(pe)(1®b)(z®1)p(y))
= (@m(e9))((1®ax1)(pe)((z®1)(1®b)p(y)))
= (@m(e9))((1@a®1)(p(z)®1)(p@1)((1®b)p(y)))
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9
13

I
| I| =

(t@m(®5))((1®a)p(z) @ 1)(E®b)(2® A)(p(y)))
(t@m(®5))((1®a)p(z)E @ b)(r® A)(p(y)))
(r@m(® 9))((1®a)p(z) ®b)(r® A)(p(y)))
(t@m(e S))((Z 7 ® a; © b)(1© A)(p(y)))

(1@ m(e Zx ® DAD)) (e ® A)(p(y)))

(t®@m(® 5))(2(% ®a;5(b) ® 1)@ A)(1 @ by) (e ®@ A)(p(y)))

i

(L@m(®S)(Y (7 ©aS(b) © 1)(1® A)((1© b)p(y)))

%

(c@m(eeS) (@@ aiSb) @ 1)@ M)y’ @ by')
(t@m(® S))(i iy’ © (a;iS(b1) © 1)A(bay'))
inyo ® m(2 ®lS)((aiS(bl) ® 1)A(by'))

ixiyo ® a;S(by)e(bay")

2::%(@ ®e)(1®b2)p(y)) ® a;S(br)

Z zi(1 ® €)(p(y)) ® a;S(b1)e(bs)

(Z r; @ a;)(y @ S(b))

(1® a)p(x)(y © 1)(1 @ S(5),

para todo a,b € A, entao p(z)(y®1) = p(zy®) (10 S(y')) € E(R® A), pela definigao

de coacao parcial.

Adicionando a hipétese de simetria temos a seguinte aplicagao.

]

Observagao 4.1.4. Se R é um A-comddulo algebra parcial simétrico reduzido,
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entao definimos a seguinte aplicagao linear

f:R®pea R — (R®RAE

TRy — (z®1)p(y).

Note que, para mostrar a boa definicao da aplicacao (3, precisamos apenas ve-
rificar se 8 é R®A_balanceada, porque devido & coacdo parcial ser simétrica temos
(r®1)p(y) € (R® A)E. De fato, consideramos R um R®4-médulo & esquerda e &

direita de maneira natural, logo

Bz am,y) r<am @ 1)p(y)

(
(zm @ 1)p(y)
(

I

r®1)(m®1)Ep(y)

meﬁﬂ (

z @ 1)p(m)p(y)

(z @ 1)p(my)

= Ble,my)

= Blx,mpy),
para todo z,y € R e m € R®4, portanto B(z <m,y) = B(z,m>y).

Exemplo 4.1.5. Se R um A-comédulo algebra reduzido e f um idempotente central
em R, entao pela Proposicao 3.1.12 S = fR é um A-comédulo algebra parcial

reduzido.

Exemplo 4.1.6. Consideramos a Proposicao [3.1.15] Se m € A, entao R é um

A-comédulo algebra parcial reduzido .

Exemplo 4.1.7. Seja R o comdédulo algebra parcial construido no Exemplo [3.1.20],

entao R é um A-comddulo dlgebra parcial reduzido.

Abaixo, segue alguns resultados que serao tteis na préxima secao.
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Lema 4.1.8. Seja (R,p, E) um A-comddulo dlgebra parcial simétrico reduzido.
Entao,
(p2)(p@)ye))(1wanl) =Y (0A)(p)(zo)(lebol),
J

onde p(y)(1® a) =3, 2; ®b;, para todo x,y € R e a € A.

Demonstracdo. Sejam x,y € R e a € A, logo

(po)(p)(yel))(leavc) = p’y)(loa)@a'c

= Y 0@ A e 1o o)
para todo ¢ € A, logo (p®@1)(p(z)(y@1))(1®@a®1) =3 ,(@A)(p(z)(r;@1))(1®
bj @ 1), onde p(y)(1®a) =31 @b;. O

Lema 4.1.9. Se (R, p, E) um A-comddulo dlgebra parcial simétrico reduzido, entao

(p@o)((z@1)p(y)) = (p(z) @ 1)@ A)(p(y)),

para todo x,y € R.

Demonstracao. Sejam xz,y € Re a € A,

(pe)(zo)py)lolea) = plry’)@y'a

107



(p@1)((zr@1)p(y)(1®a))
= (p(@)@ )(p®)(p(y)(1® a))
®

NE@1D(E@A)(p(y)(1e1ea)

—
*
~

1
1

IE

(p(z

9.0l

)
= (p@)Ex 1o A)(p(y)(101a)
)

(p(z) @ 1)@ A)(p(y)(1® 1 a),

para todo a € A, ouseja, (p@1)((z®1)p(y)) = (p(x)@1)(:@A)(p(y)). Naigualdade

(%), estamos usando o fato da aplica¢do p ser um homomorfismo. O

4.2 Contexto de Morita

Nesta se¢ao consideramos p : R — M(R ® A) uma coagao parcial simétrica
reduzida de um grupo quantico algébrico A em uma &lgebra idempotente R com

produto nao degenerado.

Fixamos ¢ uma integral a esquerda em A e denotamos por A a sua algebra

dual. A Proposicao [1.2.9] nos mostra a existéncia de um tnico elemento invertivel

d € M(A) tal que

(p ®1)A(a) = p(a)d,

para todo a € A, cuja inversa é dada por S(J). Além disso, quando olhamos para

a extensao da aplicagdo A, temos A(d) = J ® 0.

Observacao 4.2.1. Note que, pela equacao |1.15] o elemento § induz um automor-

fismo de algebras via
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o~

dessa maneira, se @ = @(.a) e b = ¢(b) € A, denotamos @ = ¢(_da) e, entdo

@b = (ab)°.

Definicao 4.2.2. Sejam (R, p, E) um A-comédulo dlgebra parcial e Q = {(i ®
©)(p(x)(1®a));z € R,a € A} C R. Dizemos que p é uma coagao parcial restrita

se é reduzida e se existe a € A tal que

(@) (E(l®a)) =1umnla

Exemplo 4.2.3. Seja a coagao parcial dada no Exemplo e consideremos
a =0, € Ag, para ¢ € N. Entao, S é um Ag-comédulo édlgebra parcial simétrico

restrito.

Exemplo 4.2.4. Seja a coagao parcial dada no Exemplo [3.1.18| e consideremos
a =90, € Ag, para ¢ € N. Entao, R ¢ um Ag-comédulo dlgebra parcial simétrico

restrito.

Exemplo 4.2.5. Seja a coacao parcial dada no Exemplo [3.1.20] e consideremos

a=eg € Ag. Entao, R é um Ag-comddulo algebra parcial simétrico restrito.

Observagao 4.2.6. Note que, se (R, p, E) ¢ um A-comédulo dlgebra parcial simétrico

restrito, entao R é um A-médulo algebra parcial simétrico onde, pela Proposicao

3.3.1], a acao é dada por
A®R — R

pla)@z — pla) z:=0¢)(p(z)(1ea).

A hipoétese de restricao implica que o produto em A-R é nao degenerado, pois se
dado b- y € A R tal que (a- :c)(g y) = 0, para qualquer @ -z, entao pela Proposi¢ao
2.2.5 2e(@)(b-y) =0, para todo z € R e ¢ € A, logo e(€)(b-y) = 0, para qualquer
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¢ € A. Pela hipétese de restricdo, existe um o’ € A tal que (i ® ¢)(E(1 ® d)) =
La(r) |, assim
e(@)b-y) = @) (EQ©d)eee)(py)(l b))
= lumlalt®@¢)(p(y)(1 @ b))

= (1@¢)(ply)(1 D))

-

~ o~

Portanto, b-y = 0. De maneira similar, mostramos que se (b-y)(a-x) = 0, para

qualquer @ - x € A R, entao b- y = 0.

Nessas condicoes, a acao parcial simétrica de Aem R pode ser estendida para
uma “acdo” de A em M(R).

A extensao da agao parcial de Aem M (R) é fundamental para a construcao de

duas algebras.

Proposicao 4.2.7. Se (R, p, E) € um A-comddulo dlgebra parcial simétrico restrito,

entao:
(i) (/Al R)#A\ ¢ uma subdlgebra de R#A:
(i) R2AC RA.

Demonstragio. (i) Pela Proposicao[2.2.5] segue que e(A)R = A- R = Re(A) é uma

subdlgebra de R e assim, AR é um A-submédulo algebra parcial de R, pois
223 7 n
p(a) - (p(b) - ) "="e(p(a))(p(-a)p(b) - x) € e(A)R = A R,

para todo ¢(_a),(b) € A e x € R. Portanto, (A - R)#A é uma subalgebra de

~

R#A.

(77) O resultado segue das Proposigoes e O
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Abaixo, seguem alguns resultados tteis para a construgao do contexto de Morita.

Lema 4.2.8. A- R ¢ um ((A- R)#A, R -bimddulo unitdrio com as sequintes

estruturas:

Q>
<
N—

(z#a)py = o

rdm = Tm

pamtodox,yeA-R,dEAemER@.

Demonstrag¢ao. Vamos dividir a demonstracao em trés etapas.

e A-Réum (A\-R)#A\—médulo a esquerda unitario. De fato, sejam x,y, 2z € AR
e 6,3 € E,
(v#a) > (y#) > 2) = (a#a)> (y(b-2)

= 2@ (y(b-2)))
= (@ ) (@b 2)
= (2(@; - y)#aab) > 2

~

= ((z#a)(y#b)) > 2,

-~ ~

ou seja, (x#a) > ((y#b) > 2z) = ((x#a)(y#b)) > z. Para verificarmos que o médulo é
unitario, vamos fazer um abuso de notacao, ao utilizarmos as seguintes igualdades
R?2=Ree(AR=A-R = Re(A), pois as aplicacds lineares envolvidas sio todas

k-lineares, logo

a-x = ye(b)
= rse(b)
= r(c-t)
CELL 2. d 1)
223
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B S re@)d; e )

~

= Qre@d)e @) € (A R)#A)> (A R),

onde A@)(1®d) =3..& ®d; e, portanto ((A- R)#A)> (A-R)=A-R.

e A-R éum Remédulo a direita unitéario. Consideramos m,n € R4 e

a-mEE-R,logo

(@-z)<xm)<an = ((@a-x)m)<n

I
1%l
€
—~

I

IIE4

€
—~

v

1%

®
—

I
B)
&
A
3
=

entdo ((@-z)am)<an = (a-x)<(mn). E, pelo fato, de 1y;ry € R4, segue que o
médulo de R4 sobre A - R é unitério.
e Para finalizar, verificamos a compatibilidade entre as acgoes > e <. De fato,

sejamz#ae(A\~R)#E,g~xeg'RemER@,

A~

(z#a)> ((b-2)am) = (4a) > ((b-2)m)

¥

»

||!
2
)

=)
&

3

SN—

I
o
Q)
=)
8
3

o~ ~

logo (z#a) > ((b-z)<m) = ((z#a)> (b-x)) <m.

112



Portanto, A - R é um ((A - R)#A, R®4)-bimédulo unitério. O

Lema 4.2.9. A- R ¢ um (R4, (/Al

estruturas:

r < (y#a)

mbx

-~

R)#A)-bimddulo unitdario com as sequintes

= 5@ (a)

= mx

pamtodox,yeg-R,aegemER@.

Demonstracao. A prova também serd feita em trés partes.

e A-Réum (121\ R)#A—médulo a direita unitario. Sejam = € A-Re y#a, z#/b\ €

(A- R)#A,

~

(z < (y##a)) < (27£0)

,\
<

IIﬁ I
o
b
)

I
—~
nn
L
—
)
(=9
~—
—
8
<
N ~—
~—
A
—~
I
Dis
=
~—

) () (STH@®)) - 2)
= (STH@ 1)) - (x)(STH®)) - 2)
0)3) - () (STH(®%)1)S71((@)2) (@)1 - 2)

Il
—
N
N
—
S
[« 9)
S——

w
—~
S
(=%}
S—

[\

,\

=
[ )

IIH Il
i

Sil( /dé
|

—~
N
—_
—~
)
<,
N~—
N w
—
. ) D
~—
N
N o N N N T

= za(y(ar - 2)#azb)

(
=z a((y#a)(z4D)),

~

entao (z < (y#a)) < (2#b) = x < ((y#a)(z

~

)). Na igualdade (%) usamos

~

A1 @) =a; ® (@b),
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para todo @ e b € A. De fato,
A1 M) (ced & @ 0b)(c® 1)Ad))
= (p(-0a) ® p(-0b))((c ® 1)A(d))
= o(cdyda)p(dydb)
= (p(a) ® p(-b))((c @ 1)A(d)(6 ® 9))
= (p(a) @ () ((c ® 1)A(d)A(9))
(p(-a) ® (b)) ((c ® 1)A(d0))

(A@)(1 @ D))(c® do)
(@ ® Gsb)(c @ do)

g

= (@1 ® (@:0)")(c®d),

para qualquer ¢,d € A, concluindo o que queriamos. Agora, para verificarmos que
o modulo é unitario, analogamente ao lema anterior, vamos fazer um abuso nas
notacgoes, logo

a-x "B GG

—

*

N

= S@) - (b-a

= S@) - (ye(d))

= STU@) - (rse(d))

= S5@)- (1)
G o1 @) (r(F- (F-1)))
= 5@ Y e @)

= ST@) - Qo (hy - uy)(@i - 1)

= Dy uy) (G )#0) € (A R) (A R)#A),

onde na igualdade (%), usamos a bijetividade da aplicacao S juntamente com a

propriedade §5(8) = 1as(4), e portanto A-R= (ﬁ R)<« ((121\ R)#A\)
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o A- R éum R®mébdulo a esquerda unitdrio. Consideramos m,n € R®4 e

a-x€ AR,

~

mbo(n>(a-z)) = m>(n(a-x))
= mn(@-z))

= mn(a-z)

= mnp>(a-x),

logo m> (n>(a-x)) = mnv (a-x). Portanto, pelo fato de R®4 possuir unidade,

A- R éum R®4-médulo & esquerda unitério.

e Vamos verificar a compatibilidade entre as acoes > e <,

~ o~

(me(a-x))a((b-y)#e) = (ma-x))<((b-y)#c)
S7H@) - (m(@-z)(b-y))

||§
—
W

i
—~
—_
N,
SN—
=
3
“
)
=
=
N

T 1l SH@))  Laae) (5@ =)
B g p(S7U@) D di =)

I
\v4
~
n

L
Yy
X,
S~—
~
_
Q)
]
N—
—
()
<@
N—
N—
N—

ou seja, (me (@-2)) < ((b-y)#e) = m> ((@-z) < ((b-y)#c)), para todo m € R4,

G-1,b-ycA-ReCe A

Portanto, A - R é um (R©4, (A - R)#A)-bimédulo unitério. O

No que segue, definimos duas aplicagoes ( , ) e [, ] utilizando os lemas acima.
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Lema 4.2.10. Seja (R, p, ) uma coagao parcial simétrica restrita, entdo a aplica¢ao

()i (A R)®gpps(A-R) — 1=t
r®y — (z,y) = (id® p)p(zy)
¢ ReA bilinear satisfazendo (x<(y#4a),z) = (z, (y#a)>2), para todo z,y,z € A-R,
acA.
Demonstracao. Dividimos a demonstracao em etapas, para facilitar o entendimento.
e (id® p)p(x) € M(R), para todo = € A - R. De fato, para qualquer y € R,

definimos

(C@p)p@)y = () (p(r)(y®1))

y((@p)p(z)) = (@9)((yo1)p(x)),

assim, abaixo verificamos a compatibilidade entre esses multiplicadores,

(@ p)p(r)2) = y((L@)(p(r)(z@1)))
= y(1® @)(Z 2 ® a;)
= ZyZiSO(bi)
= (1®¢)((y® 1)(2 zi ® a;))
= (1@e)((y@)pr)(z@1))
= (9 meb)Eo1)
= Zij(bj)
— (oD y )

J

= (t@e)((y1)p(z)))z

= (W((®p)p)))z
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ou seja, y(((1@¢p)p(z))z) = (y((1®p)p(x)))z, para todo y, z € R, logo (1@ ¢)p(x) €
M(R), para todo z € A - R.

o (1® @)p(x) € R®A, para qualquer = € A R Seja z®a € R® A, e pela

Proposicao [3.1.10 escrevemos E(z ® a) = Z p(z)(1®a;) = Z 1ij @ bij, logo

AlaePpa)en = ae )3 e
= Zp«( 1@ 9)p(@))2) (1@ a;)
- ip«zw)(p(x)(zi@1>>><1®az->
= imx%)(l@ai)wxw
= §:j<z®z®¢><p<x 2)(1®a) @)

= (1®1® go)(Z(p@ )2’z @)1 ®a; 1))

(e@z@w)(Z(p@z)(p(m)(zi ®1)(1®a 1))
@10 9)Y (@A) (px)(ry ®1)(1 @by ®1))

(®1® @)(Z 2ri; @ A" (bi; © 1))

= Ziﬁow ® (1@ @) (A" (by; @ 1))
Zxorij ® bij(p(xl)
D (@) (plx)(ry; ®1)) @ by

?:7j

= Y (t®p)p()ry) © by

1,J

= ((t®@p)p( Zm@b

s

I

= (t®p)p( Zp )(1® a;))
= (t@e)p(z )®1)E(2®)

para todo z®a € R® A, logo p((t ® ¢)p(x)) = ((t ® p)p(z) @ 1)E. De modo
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similar, mostramos p((1@)p(x)) = E((1® )p(z) @1), ou seja, (1@ ¢)p(z) € R4,

concluindo que a aplicagao ( , ) estd bem definida.

, ) é (A\ R)#/Al—balanceada. Sejam x,y,z € A R, a € A e escrevemos

(
@’ = p(0a) gp(c _), logo S71(@%) = p 0o S7(_ S(c)) e entdo

(y < (z#a), 2)(r) =

S7(@) - (yz), 2)(r)

(1@ poS)(p(yr)(1® S(c))), 2)(r)
(y2)’,2)(r) 0 S ((yz)"S(c))

(
(
(
= (L@ )p((xy)"2))re o S7 ((yx)'S(c))
= (1@ ¢)(p((xy)"2)(r @ 1))p o S ((yx)'S(c))
= (1®9®poST)(p((zy)’2)(r ®1) ® (yx)'S(c))
= (1®p@poST)((p@1)((xy)°z @ (y2)'S(c))(r@1®1))
= (1®p@poST)((p@1)(p(yr)(1® S(c))(z®1))(r@1e1))
= (1®@p®poST)((p@1)(p(yr)(1® S(c))(p(2)(r© 1) ® 1))
Y (10p@poS )@ A) (py)(E® 1)(p(2)(r © 1) ® S(c)))
= (1®p@poST)((1®A)(p(yz))(Ep(2)(r©1) @ S(c)))
(1@ p®poST)((1® A)(p(yx))(p(2)(r© 1) & S(c)))
= (199908 ((1®A) (p(yr)(D i ®d; ® 5(c)))

(@ e oS @A) p(yr)(n @ 1)(1®di® S(c)))
= (Z®so®<p051)(i(yw)°n®A((yx)1)(di®5(0)))

= Z(yw)ow(((w)l)zldi)so o S7H(((y2)")25(c))

= i(yr)ow(((yx)l)ldi)w(cs1(((3/&:)1)2))

= i(yl“)ow(((yw)l)ldi)w(s‘l(((yx)l)z)éa)
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Z (((y)")2)e(((yz))1di)da)
Z (((y2)")2)((p @ )A(((y2) 1 di))a)
= Z(yw) rip(STH((y2))2) (e ® ) (A(((y2) )1di) (1 @ a))
i(yw)orm(((ym)l)l(di)l)w(s_l(((yw)l)z)((yl")l)z(di)za)
jé:(yaﬁorﬁp((yx)l(dol)w((doza)

= (;® @ @) (D_(ye)'ri @ (y2)' (di @ (di)za)

= (1®¢® w)(i(yﬂf)on ® ((y2)' ® DA(d)(1 ® a))

= (Q¢® @)(i(p(y:v)(n ®1) @ 1)1 A(d:)(1®a))

= (1®¢® @)((;(yﬂf) ® 1)(; ri ® A(d;)(1 ® a))

(t®e@p)((plyr) @ 1)((® A)(Z ri ®d;)(191®a)))

1@ @) (plyz(a- 2))(r @ 1))
(e @) (plyz(a- 2))))(r)
y, (z#ta) > 2)(r),

= (@eee)((pyz) @ 1)((® A)(p ( J(ro1))(1®1®a)))
= (®@e@9)((p(yr) @ (1@ A)(p(2))(r ® 1® a)))
(1@ @e)((pyz) ® (E 1)@ A)(p(2))(r @ 1® a))
Z (10029 ((pyr) @ D) (pz)(1®a)(r@ 18 1)
= (12929 ((plyr) @ D(p@)("®a)(relel))
= (129 9)((pyr)p(z") ® 2'a)(r@1e 1))
= (1®@9)(p(yr2")(r @ 1))p(z'a)

(

(

(

-~ ~

para qualquer r € R, logo (y<(z#a), z) = (y, (x#a)>z), ouseja, (, ) é (A R)#A-

balanceada.
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o (, ) é R4 bilinear. De fato, sejam x,y € A-Reme R4 entdo

(mex,y)(r) = (mz,y)(r)
= (@ @)p((mz)y))r
= (@) (p((mz)y)(r 1))
= (@ e)(p(m(zy))(r®1))
(2 ® @) (p(m)p(zy)(r © 1))
(t® @) ((m @ 1)Ep(zy)(r @ 1))
(t® @) ((m @ 1)p(ay)(r @ 1))
(1@ @) ((m @ 1)((zy)’r @ (zy)"))
m((zy)r)e((zy)')
= m(®p)(p(ry)(r® 1))
= m(((t® @) (p(zy)))r)
= (m((®@e)(p(zy)))r
= (m(z,y))(r),

I I
Il 1|

para todo r € R, logo (m>x,y) = m(z,y). Analogamente, (x,y <m) = (x,y)m,

para todo x,y € A-Reme Re4 ou seja, (, ) é R@A-bilinear. ]

Lema 4.2.11. Seja (R, p, E) uma coagao parcial simétrica restrita, entao a aplica¢ao

o~ o~ o~ o~

0: (A R)®peos (A-R) — (A-R)#A
@y — Oz®y) = ay#eo(y')

¢ R balanceada ¢ 6(x @ y)(z ® a) = O(z © y)(E(z ® a)), para 2,5,z € A- R e

ac A.

~

Demonstragdo. A aplicagao 0 estd bem definida, pois escrevendo x = ). e(b;)z;,

temos

w)’ eyt = (x®1)p(y)
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= (Y ez 1))

= ) (e(b) ® 1)(z: @ V)p(y),
logo w3’ #¢(y') = 3, e(b)ry #o(y'-) € e(A)R#A = (A - R)#A, para qualquer
T,y € A-R.

Nosso préximo passo serd verificar que 6 é R®4-balanceada. De fato, conside-

ramos x,yEfAl-RemER@, logo

Oz <am,y) = 0(zm,y)

(xm)y #e(y'-)

(@) ((zm @ 1)p(y)(1® )
t@e)((z@)(me )Ep(y)(1® )
(1@ @)((z@1)p(m)p(y)(1®-))

(1@ )((z @ 1)p(my)(1®.))

(my) #e((my)')

= O(z,my)

IIE]

I
I

= Oz, m>y),

ou seja, O(z <m,y) = 0(x,m>y).

Para finalizar, mostramos que §(z®y)(2®a) = (z®@y)(E(2®a)), para qualquer

x,Y, 2 € A-Reae A De fato, escrevendo y=>, bAZ Y € A R, temos

Hronon) = 0@ Y hp)Eoa)
= Z 0(z @ (4:)°)e((yi)'b;) (2 ® a)
= Z(l'(yz‘)oo##?((yi)o{)go((yi)lbi))(z ® a)

i

= > )z ((y:) " @) ((3) i)

i
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= (10e@e)(Y w(y) ™z @ (1) a ® (4:)'b;)

7

= (2e®0)) _(z@p((1:)°)(z @ a) @ (:)'b)

)

(eee)(Y (t®10)(pe (1) ® (1)'b)(z®a® 1)

)

= (2p29)) (@01 )(p@)(py)1@b)(:@a@ 1)

)

B (0o (0100 A)pu)(Ee (oo b))

i

= (®p29)) (z@101)1® A)(py))(E(z @ a) ®b)).

)

Por outro lado, repetindo o processo acima, temos
Oz @y)(E(z®a) = 0z b-y)(E(®a)

= «9(95@2@'%)(2%@%)

J

= (1890p)(Y (0100 A)(py)EQ_ 2 ©¢) ©b))

? J

= (1@eR9)D (@12 1)1® A)(py:))(E(E(z © a)) @ b))

7

= (189®9)(D (0101)( e A)(py:)(E(z ® a) @ b)),

)

portanto, 6(z ® y)(z ® a) = 6(z ® y)(E(z ® a)), para qualquer z,y,z € A - R e

a € A, concluindo a demonstragao. O]

Observacao 4.2.12. Nessas condigoes, o lema acima nos sugere definir a seguinte
algebra
B:=(A- R)#A|E((Z-R)®A)

com produto dado por

(20| 2. myen) VD) b Ao = [(@HD) GHD)] 5 2 ryoa):

para todo x,y € A-Re a,Z € A. Em outras palavras, B é o espaco vetorial
(A- R)#A com dominio restrito ao conjunto E((A - R) ® A) e estrutura de algebra
similar a (A\ R)#A\
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Portanto, é importante observar que os Lemas [4.2.8] |4.2.9| e 4.2.10] continuam

validos para a algebra B, logo para o que segue, a vamos escrever essa algebra B

apenas como (121\ . R)#ﬁ, afim da notagao nao ficar sobrecarregada.

Com as notagoes acima, obtemos o préximo resultado.

Lema 4.2.13. Seja (R, p, E) uma coagao parcial simétrica restrita, entao a aplica¢ao

[,]:(AR)®peoa (A-R) — (A-R)#A

@y — [z,y] =z #eo(y')

é (2 R)#A\—bz'lmear tal que [x<m,y|] = [z, m>y|, para todo z,y € A R, m € R@4A,

Demonstra¢ao. A boa definicao da aplicagdo [ , | e a propriedade [z <m,y] =
[z, m > y], para todo x,y € A- R, m € R®4 seguem diretamente do Lema [4.2.11]

faltando apenas verificar que a aplicacdo [ , | é (A - R)#A-bilinear.

OSejamaéﬁex,y,zeﬁ-R,

((z#a)ly, 2])(w @ b) =
= ((z#a)(y="#0(2')) (w @ b)
= (2@ - y2")#axp(z"))(w ® D)

@ Za: ~y2") o (di)) (w ® D)
= Zaz(g&(fci) -y2")we(bd;)

%

= > 2(y=") we((y=") ) e(bd;)

i

= Z(z ® ) (2(y2")’w ® (y2°)'c;)p(bd;)

7

= Z(z ® @) ((z @ 1) (p(zy°)(1 @ ¢;))(w @ 1))p(bd;)

i

= Z(z ® ¢)((z @ 1)p(ay”)(w @ 1)(1 @ ¢;))p(bd;)

)
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g

T HEI

i

2:@®wﬂ@®1X@*Ww®ﬁﬂ%ﬂﬂ®aﬁwwm
Z z((y2")"w)p((y2")" ci) o (bd)

((y2")'w) ® (yz")' (bra) ® 2'by)

1@eRe)((r®1@1)(p(y2")(w® 1) ® 2" )(1® bia ® by))

(
1R020) (2010 1)(p22)(y2" @ 2N(we1®1)(1®ba® b))
1R P®p (
(p(y) @ 1)(e® A)(p(2))(w @ A(b)(a ® 1)))

(

1Q PRy Dp(y) @ D@ A)(p(2)) (@A) (1@ b)(w@a®1))
(
(a

Dply

2’ @yt ®1)(2"w @ A(2'b

1)
)
®101)(p®)((y ©1)p(2))(w @ bia ® b))
)
)®
)®

D@ A)(p(z

(
(
(
(
(
(
( 1@ b)) (w@a 1))
(

(
(
(x
(r®l1®1
(z®
(z®
(

(2 )
(2 )
(2 )
(2 )
(1@ ®p)
(2 )
(t®p®¢)
(t®p®¢)
(2°)2"wep(y' (z'0)1a)p((2'0)2)
(2°)2 wep(y'a)p(2'b)

(1@ @) (2y° ® y'a)z"wep(2'D)

(1@ ¢)((z @ 1)ply)(1 @ a))z’wp(2'b)
(1@ @) (2y° ® (y'a)))2"wep(2'D)

vy’ (y'a)z wp(2'b)

x(a - y)2"wp(2'b)
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(@) (x(@-y)p(z)(1©b))w

= (®)((z@ )" @)1 b)w
(t®
(

1

(
1® ¢)(2(@ - y)2" ® 2 bjw
"® (")) (web)
z(@-y), z](w ©b)

(z#a) >y, 2)(w © b),

2(@-y)2" ®
[
[
para todo w @ b € E((A- R) ® A), ou seja, (z#a)ly,z] = [(a#a) >y, z]. Na

igualdade (%) usamos a escrita A(@)(1 ® p(z'.)) = doio(e) ®p(d;), assim [, | é
(;1 : R)#ﬁ—linear a esquerda.

e Sejam x,y,z € A-Redce E, vamos verificar que [ , ] é (A\ R)#A\—linear a

direita.

([y, 2 (z##a)) (w ® b) =

(y="#o(2"2)) (2#a)) (w ® b)
(=) (0 ()1 - @)3Ep(2")20) (w ® b)
D W) (eler) - w)ge(dy)) (w @ b)

A

= ) W) (e(cr) - 2)wp(bd;)

i

= > (") p(x'ci)wep(bd;)

%

= D (@e)((y=" ® Dp(z)(1 ® ¢;))wp(bd;)

i

= Y0 e)(p2") ® ) (1 ® :))wip(bd;)

%

— Z(yzo)xosa(xlcz‘)wSO(bdi)

)
=
(
(

—
*
~

%

(yzo)fCO%U(Z p(ci) ® o(-dy))(z" @ b)

(=) w(A(p(z")) (1 @ @)(a" ® b)
(y=")2"w(p (') @a)((z' ® 1)A(D))

15
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onde na igualdade () usamos a escrita A(p(z'.))(1

Por outro lado, escrevendo S~1(a’) = ¢(_c),

[y, z < (z#a)](w ® b) =

= [1,87'(@) - (z2)](w @)

A/\AAA/\A/—\/—\

QYR
1¥eRe) (11
1R PR Y
Y11

(
(
(
(1 ®
(1 ®

1) (11l

(

( )

( 1)

(y®1®1)

( )

( )
1R ) ((1®

)y
)
)
)
)
1R )
)
)
1® ¢ ® ) (y(za)"w @ A(z
(
(

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

= y(z2) we(((z2))10)S™(@)(((22)")2)

= (®@e@ST@) (e A)((y®1)p(=

)

= y(a)"wp(((z2)")1b)p(((22
)
)

para todo w @ b € E((A- R) ® A), ou seja, [y, 2] (z#a) =

Y12 1) (p®)((2x

p®1)(p(zzx

1@ A)
A)
A)

®a) =Y, p(c;) @ p(-d;).

22))' @ (22)'e)

y @ 1)p((22)")(w @ ) @ (Mf@

® (z2) ) (w @ b® 1))

®c)(w®bx 1))

JE@1)(w®b®c))
p(zx))(E(w @ b) ®c))
22))(w ®b®c))
A)((y @ 1)p(zz))(w @b c))

7)) (b®c))

2))(w©b®1)),

ly, z < (z#ta)]. Note que

na igualdade (x) estamos usando o fato de w ® b€ E(A- R® A).

Portanto, a aplicagao [, | é (121\ . R)#A\—bilinear.

Com isso, reunindo os lemas acima temos o seguinte resultado.
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Teorema 4.2.14. Seja R um A comddulo dlgebra parcial simétrico restrito, entdo

(A R)#A R, 30y 7(A+ R)peos, peos(A - R) zpywri [ 5 1.( 1))

€ um contexto de Morita.

Demonstracao. Pelos Lemas 4.2.8) [4.2.9 4.2.10[ e 4.2.13] precisamos somente veri-

ficar as compatibilidades

[T, y|>z = x<a(y,z2) (4.1)

(x,y)>z = x<ly,z], (4.2)

para todo x,yeZGA\-R.

oSejamx,yezGA\-R,

[z, ylez = (2’ #e(y')) > 2
= 2y (p(y") - 2)
= (xy") p(y'2")
= (@9)(" @)1 ey")p(2)
= (@) (2’ ®y")p(2))
= (@¢)((z®1)p(y)p(2))
= (@¢)((z®1)p(yz))
= (@ ¢p)p(y2))
= 2((t®)p(yz))

= x<(y,z2),
ou seja, [z,y| >z =x<(y, 2).

e Sejam z,y,z € A - R e escrevemos (y@1Dp(z) =,y @ a;, logo

r(zaly,z]) =
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I
£

po

(@2 (g 0(=1)

r(@a (Y yitke(ai)

>_rle < (yitto( b))

ims%a‘s) (@)

> ple) (on)

i?‘(wyi)ow((:vyi)ci)

i(@ ® @)((r © p(ey:) (1 @ c;))

Z(l ® @) ((r(zy:)" @ (2y:)")(1 @ ;)

> e el

imx%)“s%a&)((wi)l)

iT(xyi)oso(S—l((xyi)l)5bi)

ir(:cyi)%(aiSl((:cyz-)l)&

(;@ 90(75))(2 r(zy;)” © aiS™ ((2y:)"))

(2 ® @(-0))(2 :EQ mo T)(Z r(zy)’ @ S™H((ay:)") ® a;)
(t®p(0))e@morTo (ig—l ® Z))(Z: r(zy,)” © (ay:)' © @)
(1®¢(0)a@moro (ST ® Z))(i r(zy,)” @ (ay)' © a;)
(t®p(0)e@moro (ST ® Z))(ZZ:(T ® 1@ 1)(p(zy:) ® a;))

(1@ p(:6)a@moro (S e z))(Z(r ®1®1)(p(z) ® 1)(p(y:) ® a;))

(1@ ¢(0)a@moro (ST ®))(r®l1®l)(pz)®1)(p® Z)(Z Yi © a;))

(@ p(d)e@moro (ST @))((relel)(px)®1)(p@1)((y® 1)p(2)))
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= ep(d)aemoro (ST @))((re1e 1)(p@)py) ® 1) A)(p(2))
= (@e0)aemoTo(STT@N)((re p(zy) © 1)@ A)(p(2)))
2 (ay) (S ((ay)")o)
= (® S (p())((r @ p(y)(z @ 1)
= (@)’ 2)p(S 7 ((2y)")9)
() 2)(S(S 7 (a)))
= r((29)°2)e((zy)")
)(play)(z ® 1))
= (1@ p)p(ry))2)

)p(zy) > 2)

y)»2),

= r((z

= r

((
((
((

= ey
((
(®¢
((,

para todo r € R, logo x <[y, z| = (z,y) > z. Abaixo, verificamos a igualdade (x),

(t@moTo(S™ ®1))(((re p(xy) @ 1)(e® A)(p(2))) =
= (@moro(ST® Z))((ZH ®a; ©1)(® A)(p(2)))

= (@moro(S® Z))(z:(l ®a; @ 1)@ A)((ri©1)p(2)))
= (z®mom(S‘l®z))(i(1®ai®1)(z®A)(nz°®zl))
= (Z®mo7'o(51®Z))(imzo®(ai® DA(2Y))

= Zriz()@moTo (S @Zz)(ai(zl)l ® (21)2)

= imzo ® (21287 ((21)1) 5™ (a:)

= Zz:nzo ® S~ Hey)e ()

— (;@ e)(z 12’ @ 2Y) @ S7Hay)

= (® 8)(?(% ®1)p(2)) ® S~ (a;)
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= (Z ri © SN a:) (e ®@e)(p(2))

EL7 (1® S_l)((T ® 1)p(zy))2,

logo (2@moTo(S™ @) (((r@l)p(zy) @1)(1@A)(p(2))) = (@S~ ) ((re1)p(zry))z.

Portanto, a séxtupla acima é um contexto de Morita. O

Proposicao 4.2.15. Se o contexto de Morita definido acima é estrito, entao
(i) [, ] € injetivo,

(i) (, ) € injetivo.

Demonstracao. A hipotese do contexto de Morita ser escrito, significa que as aplicagoes

[, ]e(, ) sao sobrejetivas. Logo,

(1) Para mostrar a injetividade da aplicagao [, ], iniciamos usando a agao de
(/Al . R)#//l\ em A-R & direita, definida no Lema m, para construir a seguinte
aplicacao

-~ -~

<« (A R) ®peon (A-R) @ (A- R)#A) — (A-R) ®peos (A R)
(zr®y) @ (z9#a) — @ (y<(z#a))
= 2@ (S7'@)- (y2)),
logo € é um médulo a direita unitario de maneira natural e nao degenerado, essa

ultima propriedade, segue diretamente do fato a acao parcial - também ser nao

degenerada.

Agora, consideramos ) . x; ® y; € ker[ , ], ou seja, Y .[z;,y;] = 0, e usamos a
sobrejetividade da aplicacdo [, | para escrever >, zj#a; = > i [k, 5] € (A-R)#A,

assim

Cwen) (L a#d) = Dw®mad z#d)
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= sz ®yi < Z[Tk, Sk
i k
Z% ® Z(yiark) > Sk
i k
ZOUM (Yi, i) @ s,
ik

~N
€

—~
*
~

[}

> lwiyil ok @ sy
ik
0,

logo (_; :®y;) 4 (3_; 2#a;) = 0, paratodo ), z;#a; € (%AXR)#E Note que, na
igualdade (*) usamos a propriedade da aplicacao [, | ser R%4-balanceada, portanto
pelo fato da acdo <« ser nao degenerada, concluimos que ) . x; ® y; = 0, ou seja,

[, | é injetiva.

De maneira similar, mostramos a injetividade da aplicacao ( , ). O

Note que, se R é um A-modulo algebra parcial simétrico, onde R tem unidade e
A possui dimensao finita, entao o contexto de Morita acima coincide com o contexto

conhecido no caso cléssico, dado por
(R#A, R, rgaRpa, paRega, [, 1,(, )
onde
(i) (z#a)>y = z(a-y);
(i) = <(y#a) = a(a)S™ (a1) - (zy);
(iif) [, y] = (z#1)(y#1a);
(iv) (z,y) =t zy.

para todo x,y € R,a € A, t € flA e a € Alg(Ak), onde th = a(h)t, h € A.
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Portanto, o contexto ((A-R)#A, Re4, (A rypa(AR)peoa, peoa(A-R) G gz [ ].(1))
para coacoes parciais de um grupos quantico algébrico, estende o contexto descrito

por M. Alves e E. Batista em [1] para ages parciais de édlgebras de Hopf.

4.3 Coacao de Galois

Para finalizar este trabalho, nosso objetivo é relacionar o contexto de Morita
construido na segao anterior com a teoria de Galois. No que segue, A serd um

grupo quantico algébrico e (R, p, E) um A-comddulo dlgebra parcial simétrico.

Definicao 4.3.1. Dizemos que p é uma coagao de Galois parcial se p é restrita e a

aplicacao

o~ o~

B:(A-R)®peos (A-R) — ((A-R)® AE
r@y — (z@1)p(y)
é bijetiva.
Note que, a boa defini¢ao da aplicagao [ segue diretamente da Observagao [4.1.4]

Com as notagoes acima, no préximo resultado, caracterizamos uma coagao de Galois

parcial.

Teorema 4.3.2. Seja o contexto de Morita definido no Teorema[{.2.14, entao as

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) p € uma coagao de Galois parcial;
(ii) B € sobrejetora;

(iii) |, ]| € sobrejetora.
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Demonstracao. (i) = (ii) Segue imediatamente da definigdo de coagao de Galois

parcial.

(17) = (i7i) Consideramos a seguinte aplicagao

a:((A-R)@AE — (A R)#A)|garea
(r®@a)E —— x#p(a),
entao « é bijetiva. De fato, para facilitar o entendimento, dividimos a demonstragao
em trés etapas.

e Iniciamos verificando a boa definigao de «, para essa finalidade supomos (z ®

a)E =0 e escrevemos E(y®b) =) .y, ®b; € E((A-R)® A), logo

a((z®a)E)(E(y®b)) = (r#e(a Zyz®b

= (®e)(( Zyz@)b
= (1@p)((z® )E(y®b))

= 0,

para todo E(y ® b) =€ E((A- R) @ A), ou seja, a((z ® a)E) = 0.

o Seja w#p(a) € (A RI#A) pameon, entio al(whp(a))E) = v#p(a),

concluindo a sobrejetividade da aplicagao a.

e Consideramos (> z; ® a;)E € Ker(«), onde o conjunto {z;}, é linearmente
i=1
independente, logo

~ (L @ a)E) = X aolar),

i=1

ou seja, para todo b € A, temos > x;0(a;b) = 0. Entado, pela independéncia
=1

linear do conjunto {z;}"; segue que p(a;b) = 0, para todo b € Aei € {1,...,n}.
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Assim, pela Proposicao [1.2.5, a; = 0 para cada i € {1,...,n}, concluindo que
>z ®a)E=0.

=1

Portanto, a aplicagdo « é bijetiva. Note que, a aplicagao [ , | é a composi¢ao

das seguintes aplicacoes

~ ~ /8 ~ o ~ ~
[, ]:(A-R)®peoa (A-R) — ((A-R) @ A)E — ((A: R)#A)|pdryea
r®y > (2@ Dply) — zy’H#e(y'),
onde (z ® 1)p(y) = (x @ 1)p(y)E = (zyo @ y')E. Portanto, pela sobrejetividade da
aplicacdo [ e a bijetividade da aplicagao « segue que, | , | é sobrejetiva.

(13i) = (i) Supomos que a aplicacdo | , | é sobrejetiva, logo pela Proposicao
4.2.15, [ , ] ¢ bijetiva. Portanto, 3 = o' o[, ] ¢é bijetiva, onde o é a aplicacao

definida acima, em outras palavras, p ¢ uma coagao de Galois parcial. O
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