. %
NGyt Lokl
o R
”"lkf[’”’l Imznmml\““\"-ga‘\
ey, gl o
T

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Uma introducao aos grandes desvios

Dissertagao de Mestrado

Gustavo Henrique Miiller

Porto Alegre, 10 de novembro de 2016



Dissertacao submetida por Gustavo Henrique MiﬂleIE] como requisito parcial para a obten-
cao do grau de Mestre em Matematica pelo Programa de Pés-Graduacao em Matematica
do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

Professora Orientadora:

Dra. Adriana Neumann de Oliveira

Banca Examinadora:
Dra. Adriana Neumann de Oliveira (PPGMAT-UFRGS)
Dra. Ana Patricia Carvalho Gongalves (IST-ULisboa)
Dr. Ricardo Misturini (PPGMAT-UFRGS)
Dra. Susana Frometa Ferndandez (UFRGS)

Data da apresentacao: 13 de outubro de 2016

1 Bolsista da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - CAPES



Resumo:

Nesta dissertacao de mestrado, vamos apresentar uma prova para os grandes desvios para
variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com todos os momentos
finitos e para a medida empirica de cadeias de Markov com espaco de estados finito e

tempo discreto. Além disso, abordaremos os teoremas de Sanov e Gértner-Ellis.

Palavras-Chave: Grandes desvios. Teorema de Cramér-Chernoff. Cadeias de Markov.

Teorema de Sanov. Teorema de Gartner-Ellis.

Abstract:

In this master thesis it is presented a proof of the large deviations for independent and
identically distributed random variables with all finite moments and for the empirical
measure of Markov chains with finite state space and with discrete time. Moreover, we

address the theorems of Sanov and of Gartner-Ellis.

Key Words: Large Deviations. Theorem of Cramér-Chernoff. Markov chains. Theorem

of Sanov. Theorem of Gartner-Ellis.
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INTRODUCAO

O objetivo principal desta dissertacao é estudar grandes desvios em alguns contextos
simples, para mostrar que as demonstragoes de grandes desvios sao permeadas pelas
mesmas ideias e todas seguem a mesma linha de raciocinio. Um bom entendimento dessas
ideias nos permite aplica-las em contextos mais sofisticados, onde, pelas tecnicalidades
inerentes a tais contextos, elas ficam mascaradas.

Vamos comegar nossa jornada em um territério familiar. Sejam X7, X, ... varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d. - veja Defini¢ao definidas
no espago de probabilidade (§2, F,P) e tomando valores em (R, B(R)), onde B(R) denota
a sigma-algebra de Borel em R. Escrevendo E para denotar a esperanca com respeito
a probabilidade P, sejam E[X|] = a € R, Var(X;) = E[X?] —a®> = 0% € (0,00) e
Spn = X1+ -+ X, (n € N) as somas parciais. Nos livros cldssicos de teoria da
probabilidade, podem ser encontrados dois teoremas fundamentais tratando deste tipo de
sequencias:

Lei Forte dos Grandes Nimeros (LGN,EI

Sn
P [ — a, quando n — oo] =1.
n

Teorema Central do Limite (TCL
1
o\/n
onde N(0,1) é a variavel aleatéria com distribuigdo normal, média 0 e variancia 1 e N
denota a convergéncia em distribuigao (veja Definigao |A.25)).

Enquanto a LGN trata da convergéncia de % para a, o TCL quantifica a probabilidade

(S, —an) N N(0,1), quando n — oo,

da diferenga entre S,, e na ser da ordem de y/n. Desvios desse tamanho sdo chamados de
“normais”. Nesta dissertacao, vamos tratar de desvios de ordem n. Pela LGN, sabemos
que a probabilidade do evento
S, —an
{n > 5} , para 0 > 0, (1)
n
converge a zero, quando n — co. O nosso objetivo é quantificar a taxa de convergéncia
das probabilidades de eventos como este acima. Desvios deste tamanho sao chamados
“grandes”.
Vamos ver que o principio de grandes desvios, assunto dessa dissertacao, estuda uma
taxa de convergéncia EXPONENCIAL. Falando informalmente, estamos buscando uma

funcao taxa I > 0 tal que a probabilidade do evento seja da ordem de e~ (a+9),

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [Durrett| (2013)

3 A demonstracio deste teorema pode ser encontrada em Durrett, (2013)



Para ser mais preciso sobre o que estuda os grandes desvios iremos apresentar logo a

sua defini¢do, que vamos utilizar durante praticamente todo o texto.

Definicao. El[Pm’ncz’pio de Grandes Desvios, em inglés: Large Deviations Principle - LDP]
Seja {Z,} uma sequéncia de varidveis aleatdrias (veja Defini¢ao definidas no espagco
de probabilidade (2, F,P) e tomando valores num espago polonés (espago métrico completo
e separdvel) R. Considere B(R) a o-dlgebra de Borel de R e I : R — [0, +00] uma fungdo
semicontinua inferiormente (veja Definicao [A.1).

Dizemos que {Z,} satisfaz o LDP com fungdo taxa I, se as sequintes condigoes

sao satisfeitas:

(i) Cota superior: Seja F € B(R) um fechado. Entdo,

— 1
lim —logP[Z, € F] < — inf I(z); (2)

n—o0 7, zeF

(it) Cota inferior: Seja O € B(R) um aberto. Entao,

lim llo,g_);IP’[Zn € O] > — inf I(z).
n—oo 1 x€0

Repare que, na defini¢ao acima, Z,, faz o papel de %” no contexto de variaveis aleatérias
i.i.d. mencionado no inicio dessa introducao.

Como podemos ver pela defini¢do acima, a demonstracao de que uma sequéncia de
variaveis aleatorias satisfaz o principio de grandes desvios consiste em duas partes: a cota
superior e a cota inferior. Em cada uma delas, precisamos limitar (superiormente ou
inferiormente) a probabilidade destas variaveis aleatérias pertencerem a um determinado
conjunto. Para obter este tipo de estimativas, comecamos pela cota superior criando
uma perturbagdo (exponencial) na probabilidade que queremos cotar e, em seguida,
minimizamos sobre todas as possiveis perturbacdes. Em geral, fazemos esse processo
utilizando conjuntos compactos e depois estendemos para os fechados através da Proposicao
Desta maneira, chegamos a uma expressao variacional para o funcional taxa.
Entretanto, na cota inferior, precisamos ser mais precisos. Para isso, devemos entender
algumas caracteristicas do funcional taxa obtido na cota superior, pois precisamos utilizar
uma perturbacao especifica: aquela que atinge a expressao variacional obtida na cota
superior. Nesta parte, geralmente, precisamos que o modelo estudado satisfaca algumas
hipéteses adicionais.

Esta técnica de demonstragao foi introduzida por Donsker e Varadhan numa série
de artigos: (DONSKER; VARADHAN| |1975a), (DONSKER; VARADHAN]| [1975b),
(DONSKER; VARADHAN| |1975¢), (DONSKER; VARADHAN, 1976)), (DONSKER!:
VARADHAN] 1989), entre outros. Em (VARADHAN]| 1984) e (VARADHAN; [2008)), o
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Para uma definicdo de LDP ainda mais geral, veja a definicio de LDP para sequéncias de medidas em



autor apresenta esta técnica aplicada em situagoes mais simples. A ideia dessa dissertacao
surgiu durante o estudo do artigo (VARADHAN, [2008]). Porém, aqui temos como objetivo
apresentar estas ideias para leitores que nao sejam especialistas no assunto. Supomos
apenas que o leitor possua conhecimentos basicos de analise, algebra linear, medida e
probabilidade. Por isso, apresentamos as demonstragoes com bastante riqueza de detalhes.

Este texto é organizado da seguinte forma: Iniciamos esta dissertacao provando grandes
desvios para varidveis aleatérias i.i.d. No Capitulo [3] provamos grandes desvios para a
sequéncia de medidas empiricas associadas a cadeias de Markov com tempo discreto e
com espago de estados finito (veja Definigdo . Antes disso, com a intencao de ter um
texto completo, o Capitulo [2| foi dedicado aos conceitos basicos de cadeias de Markov, que
serdo importantes no Capitulo [3] No Capitulo [, fizemos algumas consideragoes sobre
outros resultados importantes no estudo de grandes desvios, que nao foram abordados
anteriormente. O Apéndice concentra o restante da parte tedrica que é utilizada nas provas
de grandes desvios. Ele contém os resultados de varias areas da matemaética e é dividido
em assuntos de Andlise, Probabilidade Basica e Convergéncia de Medidas.

A teoria apresentada nos Capitulos e[ é baseada em (VARADHAN] 2008), (HOL!
LANDER, [2008), (OLIVIERI; VARES, 2005), (KIPNIS; LANDIM, [2013)) e (STROOCK|
1984)). O Capitulo [2| foi adaptado de (MULLER,, 2015) e nele foram utilizados (LEVIN;
PERES; WILMER)], 2009), (HORN; JOHNSON| 2012) e (ROUSSEAU et al., 2015)). As
demonstragoes apresentadas no Capitulo [l ndo seguem as demonstragoes classicas apre-
sentadas em (HOLLANDER| 2008) e (OLIVIERI; VARES| 2005). Como o objetivo deste
texto é apresentar, de uma forma mais simples, as teorias de demonstracao de LDP intro-
duzidas por Donsker e Varadhan nos artigos mencionados anteriormente, o que fizemos
foi aplica-las, por exemplo, ao caso i.i.d. Um leitor mais experiente pode notar que, ao
fazer isso, obtivemos uma demonstracao muito parecida a do Teorema de Gértner-Ellis
(que é apresentada no Capitulo , mas sem as complicagoes técnicas deste teorema, pois

estamos num contexto bem mais simples.



1 GRANDES DESVIOS PARA VARIAVEIS
ALEATORIAS 1.1.D.

Neste capitulo, consideraremos { X, } uma sequéncia de variaveis aleatérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas (i.i.d. - veja Definigao com espago de estados R.
Como vamos seguir com esse estudo para casos mais gerais, algumas partes deste capitulo
estao postas num contexto mais abrangente.

Para entender o motivo da funcao I, que aparece na definicio do LDP, ser chamada de
fungao taxa, considere {X,} um sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com distribuigao
normal de média 0 e varidncia 1, ou seja, X7 ~ N(0,1). Seja S, = X;+---+ X, a sua soma
parcial. Sabemos, pela Lei dos Grandes Numeros, que se m > 0, entao P [S" € [m, +00)
converge para 0, mas gostariamos de saber qual a velocidade desta convergér?cia. Para isso,
utilizando a desigualdade de Chebyshev (Teorema com A = [mn,+o00), X =5, ¢
(x) = e, para algum A\ > 0, temos que

E[e*n]
eAmn :

P i; € [m, —l—oo)} = P[S, > mn] <
Como {X,} é uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d, vale que
E[e*5"] = E[eXXt+X0] = [0 ... Mo] = B[] E[eM] = E[eM]™. (1.1)
Denote a transformada de Laplace de X; por
() = E[eM]. (1.2)

Por (1.1)) e com a notagdo introduzida em (1.2), temos que E[e*"] = E[e**1]" = o(\)". E
2
j4 que X; ~ N(0,1), por (1.21), temos E[e}"] = eT ™, Assim,
)\2

P {% = [m,+oo)} < e_n</\m_7> — 0,

se Am — ’\; > (. Para isso, basta escolher \ < 2m.
Portanto, temos um decaimento exponencial da probabilidade de {%" € [m, —i—oo)} ea

taxa de decaimento é dada por \m — ’\72 Se olharmos para %logIP’ {% € [m, +oo)}, Vemos

que Am — ’\; esta fazendo o papel da funcao I em . Por isso, I é chamada de funcao

taxa.
Como podem notar, a funcao I herdard caracteristicas do modelo estudado, pois a

M1 E claro que a funcdo taxa I ndo é exatamente

funcao ’\2—2 que apareceu acima é log Ele
Am — %2, pois dependeria da escolha de A e nao estaria bem definida. No texto que segue

trabalharemos um pouco mais para encontrar a fungao taxa I.
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1.1 O Teorema de Cramér

Agora, consideraremos o caso em que {X,} é uma sequéncia de varidveis aleatorias
i.i.d integraveis tomando valores em R e, como antes, S, = X; + --- + X,,. Vamos entao
comegar encontrando uma cota superior para o caso F' = [m,+00). Neste caso, vamos
inicialmente fazer uma estimativa para P [% € [m, ~|—oo)] usando basicamente a mesma
ideia do exemplo acima, aplicada ao caso mais geral. Note que

P {S” € [m, +oo)} =K {H[S:G[mﬂrOO)ﬂ :

n

onde [E denota a esperanca com respeito a probabilidade P. Multiplicando e dividindo por

eMn para qualquer A € R, temos

e

P [S" € [m, +oo)] =K []l[

—ASh e/\Sn] ‘
n

ST"G[m,Jroo)]
Se S—n” € [m,+00), vale que S,, = mn. Entao, para A > 0, temos que \S,, > dmn e,
portanto, e < e Logo,
Sn
P [ € [m, +oo)] =K []l[
n

Sﬁe[meroo)]e_w%wn] < e R[] = e p(A)".

Entao,
1 S, 1
—logP |—" < —log (e p(A)") = —Am + log p(N).
“log P | € m, +oc)| < o (¢(N)") = ~Am + log ()
Defina
Jo(x) = Ox — log p(6). (1.3)
Portanto,
— 1 Sn
nh_}rgo glog]P’ [n € [m, —1—00)} < —Jx(m), para qualquer A > 0. (1.4)

Para o caso I’ = (—oo, M|, utilizando um raciocinio analogo, concluimos que

— 1 Sh,
lim —logP [ € (—oo,M]} < —Jo(M), para qualquer a < 0. (1.5)
n

n—oo n,
Teorema 1.1. Seja {X,,} uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d. integrdveis tomando
valores em R. Sejam o(N\) = E[e**1], para A € R e

I(z) = sup In(z) = ilelg(kv —log (X)), (1.6)

para x € R.
Suponhamos que as sequintes hipoteses sejam cumpridas:

Hipotese (1). ®* :={ A € R: ¢(\) < +oo} é um conjunto aberto.

Hipdtese (2). Para cada x € R, I(x) = 400 ou I\, € R tal que I(x) = Apx — log p(As).
Entao, {711 kil Xk} satisfaz o LDP com fungao taxa I definida em ((1.6)).
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Observacgio 1. Repare que 0 € ®*, pois p(0) = 1 < +oo. Além disso, para \ € (CID*)C,

temos que () = +o0 e, portanto, J;(x) = —oo. Como sup Jy(x) = Jo(x) = 0, podemos
AER

descartar todos 0s A € (fb*)'3 e concluir que o supremo na definicio de I em ((1.6) pode ser

calculado apenas sobre os A € ®*, ou seja,

I(z) := sup Jy(z) = sup Jy(x).
AeR Ac*

Observacgao 2. O que a equagao (1.6) diz é que a fungio I é a transformada de Legendre
de log p(\). Esta relagao voltard a aparece no Cap{tulo quando apresentarmos o Teorema
de Gdrtner-FEllis.

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao deste teorema em trés partes. Na primeira
parte, provaremos que a func¢ao I satisfaz as hipoteses para ser funcao taxa de um LDP
(ndo negativa e semicontinua inferiormente). Em seguida, mostraremos a cota superior de

duas maneiras diferentes. Por tltimo, mostraremos a cota inferior.
(i) Note que p(0) = E[e**1] = 1 e, portanto,

I(z) = sup (Ax — log () = 0z — log ¢(0) = 0.
AeD*

Logo, a fungao I realmente toma valores no intervalo [0,+00). O fato de I ser uma
fungdo semicontinua inferiormente segue diretamente do Lema [A2] j&4 que todas as J)
sao continuas em ®* (veja Lema|A.24]). Entao, I satisfaz as hipoteses do LDP e é uma

candidata a funcao taxa.

(ii) Provaremos a cota superior de duas maneiras diferentes. A primeira delas é mais
simples, mas s6 funciona no caso particular do conjunto R (que aparece na definigdo de

LDP) ser R. A segunda é mais geral, porém requer argumentos mais complexos.
Prova 1: Seja I (m) = sup Jy(m), onde Jx(m) foi definido em (|1.3]). Minimizando em
A>0
A > 0 a inequagao (1.4]), obtemos

lim l1ogIP> {in € [m, —l—oo)} < —It(m). (1.7)

n—oo n,

Analogamente, minimizando em « < 0 a inequacao ([1.5)), concluimos que

T+ log P ﬁ: c (—oo,M]] < 1 (M), (1.8)

n—oo n,
com [~ (M) = sup J,(M).
a<0
Seja a = E[X]. Utilizando a desigualdade de Jensen (Teorema [A.10)) com v(x) = €%,
para qualquer § € R, temos que p(f) = E[e?X1] > ePElX1] = ¢f [,0g0, para qualquer 6 € R,
Jo(a) < Oa —log e = 0. Portanto, I~ (a) < 0 e I7(a) < 0. Por outro lado, utilizando o
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mesmo raciocinio do item anterior, podemos mostrar que I~ (z) > 0 e IT(z) > 0, para

qualquer z € R. Logo, I (a) = 0= 1" (a).

Para b < ¢, temos que A\b < Ac para qualquer A > 0. Entao,

I (b) = sup(Ab —log ©(A)) < sup(Ae —logp(N)) = It (c).

A>0 A0
Entao, IT é uma funcao nao decrescente. Além disso, para d < e, vale que A\d > \e para
qualquer A < 0. Portanto, 1~ (d) > I~ (e), ou seja, I~ é nao crescente.
Seja F' um conjunto fechado. Se a € F', pela Lei dos Grandes Niimeros, concluimos
S
que P { € F] — 1. Além disso, como a € F, inﬁ](m) < I(a) = 0. Entao,
n zE
lim —logP { € F] =0< —inf I(2),
n—oo n n xeF
ou seja, a condicao de cota superior ¢é satisfeita.

Para o caso a ¢ F, reescrevemos

I(y) = sup(fly — log p()) = max {Sup Ja(y), sup JA(y)} = max {T"(y), I*(y) }-

a<0 A>0

Logo, considerando que I~ é ndo crescente, It é nao descrescente e I~ (a) =0 = I"(a),

concluimos que
I(y) = I (1)L —co0) () + T (Y) g, 00) (¥)- (1.9)

Como FT é aberto e a € FC, seja Ip = (y1,y2) o maior intervalo aberto tal que a € Ir
e [pNF = 0. Como IrNF = 0, temos que F C Iz° = (—00,y1] U [ya, +00). Entao,
denotando F~ = F'N(—o0,y1] e F™ = F N [y, +00), temos que F = F~ U F*. Assim,

podemos escrever

inf 1) =win{ int 100, i 1) | (110)
Considerando que, para quaisquer x € F* e z € F~, vale que 1(_oq)(z) = 0,

Lcooa)(2) = 1, Ljasro0)(#) = 1 € Ljg100)(2) = 0, segue de (L9) e (L.10) que

inf I(y) = min< inf I~ (y), inf I+(y)} :min{l_(yl),l+(y2)}, (1.11)

yeF {yEF yeFt

onde a ultima igualdade segue do fato de I~ ser nao crescente e I ser nao decrescente.

Como F' C (=00, 41| U [y, +00), sabemos que

1 n —_ ]_ n n
lim —logP [S € F} < lim —log (IP’ Sn € (—oqyl]} +P {S € [Z/za—l-oo)D.
n n n

n—oo n, n—oo n,

Aplicando o Lema |A.3| com a, =P [Sn € (—o0, yl]] eb, =P [Sn € [y, —i—oo)}, obtemos
n n

— 1 Sh — 1 — 1
lim —logP { € F} < max{lim —loga,, lim logbn}.
n n—oo n,

n—oo n, n—oo n,
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Utilizando as desigualdades ((1.7) e (1.8]) e a igualdade ([1.11)), concluimos que

lim lloglP’ {S € F] max{—1I" (y1), —I"(y2)} = — inf I(y),

n—oo n, yeF
provando a condicao de cota superior do LDP.

Prova 2: Comegaremos encontrando cotas superiores quando F' = K, onde K é um

conjunto compacto em R. Dado A € &* = {A € R: ¢(\) < 400}, podemos escrever
P Sn cK|l=F|1 o= ASn
n - [SneK] :
Como anteriormente, queremos estimar essa probabilidade. Para isso, observe que

1is, e M < sup e N = sup e MY = esg}g(—)\ny) = e_nulg[;)‘y
[TEK] ZeK yeK
Vale ressaltar que o termo Ay acima é um produto de niimeros reais, pois estamos
trabalhando com F = R. Porém, como ja dito anteriormente, essa demonstracao é mais
geral e pode ser estendida para outros tipos de conjunto E. Por exemplo, se £ = R?,
terfamos A € R? e o termo Ay seria um produto interno em R%. Seja M(A) o conjunto
de todas as probabilidades sobre o espago A. Se F = M(A), poderiamos generalizar \y

como [yd\, onde y seria uma funcao e \ seria uma probabilidade sobre A.

Continuando os calculos para o caso £ = R, note que, se A > 0,

inf Ay = \inf y

yeK yeK

e, por outro lado, se A < 0,

inf Ay = Asupy.
yek yeK

Entao, para mf Ay ser finito, precisamos que 1nf y e supy sejam ambos finitos, o que é
ye yeK
verdade, pois K ¢é compacto. Logo,

S, “n inf A “n inf A

P e k| =B |Lsy e e | <o s Bl —e s (),
n n N—_——
E[ekxl]n

Entao,
1 Sn .
il -n <
nlogP[n € K} < ;glf()\x—i-loggo()\).
Portanto, para quaisquer A € * e n € N,
1 ]P’{S"EK}< <'f)\ 1 (/\)>— inf (Az — log p(\)
1o | € K] < = (Jnf do —logeV)) = o (r — log ()

Pela definigao de Jy em (1.3]) segue que, para quaisquer A € ®* e n € N,

1
—logP {Sn € K} — inf Jy(z).
n n

zeK
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Logo, para qualquer A € &*,

lim —log]P’ {S € K} 12}f{ Jr(z). (1.12)

n—oo n, n

Queremos entao generalizar essa condic¢ao para qualquer fechado. Para isso, vamos

mostrar que a sequéncia {S”} ¢ exponencialmente rigida (ver Defini¢ao |A.18) e usar a
Proposi¢ao[A.19] Dado a > 0, seja K, = [—], j], onde j = max{a+log p(—1),a+log ¢(1)}.
Entao,

Sh Sh o Sh . .
P [ ¢ Ka:| =P [ ¢ [—J,]]] =P { € (—o0, —j) U (JHFOO)}
n n n
Como P é uma probabilidade, podemos reescrever a equagao acima como

P [SJ gZKa} <P [i" € (—oo,—j]} +P [ST: € [j,—l—oo)].

Portanto,
1 S, 1 S, , S, ,
lim —log P { 4 Ka} lim — log <IP { € (—o0, —]]} +P [ € 7, —1—00)]).
n—oo n n n—oo n n n

Aplicando o Lema |A.3, com a, = P {S" € (—o0, —j]}, b, =P {S" €

7, —|—oo)} ec, =n,

n n
obtemos | |

T}grgonlogP { ¢ K} max{ lgrgonlogan,y}grgonlogbn}.
Considerando as igualdades (1.4) e (1.5) para A =1, m = j, a = -1l e M = —j e

substituindo na desigualdade acima, concluimos que

lim — logIP’{ §ZK] max {—j + log(—1), —j + log ¢(1)}.

n—oo n,

Lembre que j = max{a + logp(—1),a + logp(1)}. Portanto, —j < —a — logp(—1) e

—j < —a —log ¢(1). Consequentemente,

Jgrgo " log P [ ¢ K } max {—a —log ¢(—1) +log p(—1),—a — log (1) + log (1)}.
Entao,

hmlogIP’[ gK} max {—a, —a} = —a.

n—oo n,

Logo, { X, } é exponencialmente rigida.

A generalizagao de ([1.12)) segue do fato de {X,} ser exponencialmente rigida e da
Proposigao [A.19, considerando f (x) = Jx(z), ou seja,
Sh,
lim — logIP> { € F} — inf Jy(x), (1.13)

n—oo n, el

para qualquer F' fechado.

n

S, S, _
Sabemos que, para qualquer O aberto, P { € O] <P { € O}, onde O denota o
n n

fecho do conjunto O. Entao,

lim — log]P’ {S € O} lim — logIP {S € O]

n—oo n, n—oo n,
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Como O é fechado, utilizando (1.13)), temos que

lim llog]P’ {S € O} — inf Jy(x) = sup Jy(x),

n—oo n, €0 $€6

onde Jy(z) = —Jx(z). Utilizando o fato de todas .J, serem continuas, segue que

lim — ! log P {S € O] sup Jy ().

Minimizando em A a inequagao acima, obtemos

lim — logIP {S € O] < )\mf sup Jy ().

n—oo n, n =10

Assim, como as J) sdo continuas, podemos aplicar o Lema e concluir, para K

compacto, que

lim —log]P’ {S € K} sup 1nf Jy(z) = — inf sup Jy(z) = — inf I(z),

n—eon zeK A€P” €K \ep~ zeK

onde I(x) = sup Jy(z), pela observagao anterior. Aplicando a Proposi¢ao[A.19|para f = I,
AeD*
mostramos que vale a cota superior do LDP.

(iii) Agora vamos mostrar a cota inferior. Para isso, seja O um conjunto aberto. Definimos
IF={zeR:I(z) < +oo} e O*=0nNI".
Se O* = (), entdao I(x) = 400, para todo x € O. Assim, irel(f) I(x) = 400 e, portanto,
x
vale a cota inferior.
Se O* # (), tomamos y € O*. Em particular, y € O. Como O ¢é aberto, existe dy > 0
tal que (y — do,y + dg) € O. Seja 6 > 0 tal que § < dy. Note que (y — 4,y + ) C O.
Por outro lado, y € I*, ou seja, I(y) < +oo. Pela Hipdtese (2), existe A\, tal que
I(y) = Ay — log p(\,), ou seja, sup(Ay —log p(A)) é atingido em A = A\, € R. Logo, A,
AER

maximiza a funcgdo Ay — log p(\) e, portanto,

"(Ay E[X;eMv*1

Além disso,
Sn —X\ySn AySn —AySn AySn
P[n GO} :E[I[S;LGO]G e } >E[ﬂ[s£€(y_6,y+5)]e e ]

Observe que se 2= € (y — 0,y + §), entdo e v > inf e M*. E como
" Ze(y—6,y+0)

inf e ™ = inf e =exp|—n sup Nz,
Ze(y—d,y+9) z€(y—0,y+9) z€(y—3,y+6)
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temos que

" inf e~ Mv?
B e(y=0.u+9)] zeqysyto)

n

ﬂ[%e(y_57y+5)]eﬂ\ysn = Il[

> 1rs, exp (—n sup A x) .
[Srely—dy+9)] ce(y-sy+d)

Pelo mesmo raciocinio utilizado quando fizemos a cota superior, concluimos que

Ay sup  z=X(y+9), se A\, =0

sup )\yl‘ — xe(y.—57y+5) '
€ (y—6,y+3) Ay me(yl—ngyw) r=N(y—96), se A\ <0
Logo,
sup Ay = Ay + [Ay[0.
Assim,
E ]l S. e)‘?/S"
Sn —nAyy ,—n|Ay|d Ay Sn |: [T"E(yfé,eré)] :|
P {n € O] > e MMV MR etvon] E[ervsr] (1.15)
E{:H_A(X1>€)‘yxl

, para qualquer A € B(R).

Definimos a medida 1y, como py,(A) = JOETESY

Pelo Corolério|A.17] existe uma sequéncia {Y,,} de varidveis aleatdrias i.i.d com distribuigao
dada por p,. Seja @Ay a distribui¢do conjunta da sequéncia {Y;}. Assim, usando (|1.14)),

concluimos que
E[Xle)‘yxl]
B, i) = [ yis, (dy) = —gr i =
)\y[ 1] y/”’)\y( y) E[e)\yxl] Y,

onde Ey, denota a esperanca com respeito a probabilidade p,,. Além disso,

<] [ fpg

}Mxy (dy1) - -~ pa, (dyn)
<4

E |1 n exp )\ini
s o) B s
E [exp > X)} E[evSn]
i=1

~ 1 n
Pela Lei dos Grandes Numeros, Py, H Y. — y‘ < 5] — 1, quando n — co. Entao,
n k=1
quando n — oo,

AySn
E [ﬂ[%‘e(y—ﬁ,y—ké)}e ! ]

E[chon] — 0.

log

Assim, segue de (1.15]) que

1 Sh
lim = logP |~ € 0] >~y — [A13 +log ().

n—oo T
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Fazendo 6 — 0, obtemos que

lim - log P {S € 0] = ay +logp(),) = —I(y). (1.16)

n—oo T

Como a inequacao anterior vale para qualquer y € O*, temos que

lim — ! log P [S € O} > sup —I(y) = — inf I(y).

n—oo 1 yeO* yeo*

Note que I(z) = +o0, para qualquer z € O\O*, ou seja, ienof I(y) = ig(f) I(y). Logo,
yeo* Yy
im ~ log P {S € 0} £ 1(y).
im — — —in
n—oo T & yeO

]

Na pratica, quando queremos aplicar este Teorema, muitas vezes temos dificuldades
em provar que certa sequéncia { X, } satisfaz a Hipdtese (2). Em alguns casos especificos,
podemos facilitar este trabalho através do Corolario abaixo, que nos da uma outra hipotese

mais forte.

Corolario 1.2. O Teorema anterior ainda é valido se substituirmos a Hipdtese (2) por:

log p(})
Hipot 2 =
ipotese (2°). |,\\—>+oo i +00

Demonstracio. Fixado z € R. Pela Hipdtese (2°), temos que existe X > 0 tal que

log (M)

> ||, (1.17)
A

para qualquer A com |\| > Xz. Vamos separar em 2 casos: z =0 e z < 0.
Casol: >0

- 1 A
Se A > A, reescrevemos (|1.17)) como log (%) > x. Assim, Az — logp(A) < 0. Por
~ 1 A
outro lado, se A < —\;, podemos reescrever ((1.17)) como %U > z. Entao,
—logp(A) < Az. (1.18)

Somando Az nos dois lados da desigualdade (|1.18]), obtemos que
Az —log p(A) < 2Ax < 0.

Portanto,

sup [Az —logp(A)] <0,
A<—Xp

sup [Az — log ()] < 0.
A> Az



Capitulo 1. Grandes desvios para varidveis aleatdrias i.i.d. 18

Na demonstra¢ao do Teorema anterior, provamos que I(z) = sup[A\z — log ¢(A)] = 0.
AER
Através das desigualdades obtidas acima, concluimos que

I(x) = sup [Ax —logp(N)].
XE[~ Az A

Como a fungao A\xr — log p(A) é continua em A, existe algum A, € [—;\x, Az| para o qual o

supremo acima ¢ atingido e, portanto,
I(l‘) = A,z — log 90(/\r)

Caso 2: £ <0

1 A
()g’t)\p|() > —ux. Para A < 0, basta repetir o

argumento utilizado no caso anterior quando tinhamos A > 0. Para A > 0, repetimos o

Neste caso, reescrevemos ([1.17)) como

argumento utilizado anteriormente quando A < 0.

Logo, para qualquer x € R, existe A\, tal que
I(z) = A — log p(Ay).
Disto segue que a Hipétese (2) do Teorema anterior é satisfeita e, portanto, vale o LDP. [J

A seguir, trataremos do Teorema de Cramér, que nos permite obter a mesma conclusao
do Teorema apenas com a hipdtese de p(\) < 400, para todo A € R. Antes, porém,

vamos provar dois lemas que serao necessarios na demonstracao dele.

Lema 1.3. Com as notagoes introduzidas anteriormente, suponhamos que p(\) < 400,
para todo A € R. Denotamos por p a distribuicio de Xy e a = E[X;]. Fizado x € R para
o qual I(x) < 400 e AX, tal que I[(x) = A\px — log p(A,). Entdo, u(x,+00) =0, se x > a

e u(—o0, ) =0, se x < a e, em ambos os casos, p({zx}) = e 1@,

Demonstragio. Como I(z) = sup(Az — log ¢())), existe uma sequéncia {\,} C R tal que
AeR

A —log o(\,) — I(x), quando n — co.

Suponhamos que {S\n} possui um ponto de acumulacdo A € R. Entdo existe uma
subsequéncia {S\nk} tal que S\nkx — log @(S\nk) — Az —log p(\), quando k — oo, pois a
fungdo A +— Jy(x) é continua em . Disto segue que I(z) = Az — log ¢(\), 0 que contraria
a hipotese sobre z. Logo, os pontos de acumulacao de {S\n} sa0 +00 ou —o0.

Pela desigualdade de Jensen, temos que log o(A,) = log E[e*X1] > N, E[X,] = A.a.

Entao, quando n — oo,

M (= a) = Mo — Apa = My — log (\,) = I(z) > 0.
Suponhamos que = > a. Se A, — —o0, entdao A,z — logp(A,) < An(z — a) = —c0 e,
portanto, I(z) = —o0, o que é um absurdo, j& que I é positiva. Portanto, obtemos que

Ay, — +00.
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~I(®)  Além disso,

Como Az — log p(A,) — I(z), concluimos que e *%p(\,) — e
usando que e An(y—a) _y 0, quando y < x e o fato de p(\) < 400, para todo A\ € R,

concluimos que a funcao y — e*@=2) ¢ integravel e

/ : e;\"(y_z)du(y) — 0.

Além disso, podemos reescrever

[y = [ M duy) [ M),
[z,400) R (—o0,z)

Repare que o primeiro termo da soma acima pode ser reescrito como e*;\""’fgo(;\n), que
converge a e !(®) conforme provamos antes. Ainda, o segundo termo da soma converge a
0. Portanto,

/[x . eX”(y_x)d,u(y) — e 1) < 40

Note que
/[ e M= dp(y) = / N =D dp(y) + ) M W=Idp(y).
Observe que e*¥=® =1, ge y = x, ou seja, a primeira parcela da soma acima vale pu({x}).
Por outro lado, eMnly=2) _ +o0, se y > x e, portanto, u(z,+oo) = 0, j4 que a integral
converge para um valor finito.
Para o caso x < a basta repetir esse mesmo argumento. Ja a conclusao de que
p({z}) = e 1® segue do fato de

1@ = lim | MU du(y) = p({z}),

pelo que provamos antes. O]

Lema 1.4. Se x € O e vale que u({z}) = e~ 1@ entdo
1 Sn
~logP [ € 0} > _I(2).
n n

Demonstracao. Como x € O, temos que

Sh Sh
P [n € O:l > P |:7L = $:| = / o / 1{y1+~"+yn:nw}d,u(y1) to d:u(yn>
Repare que {y1 = z,...,yn =2} C {y1 + - -+ yn = nx}. Portanto, segue da desiguadade
acima que
Sh
P [n € 0} > / / Ly =z, yn=aydpt(y1) - - dp(yn) / 1y, —edp(y1) / Ly, —edpi(Yn).-

Note que cada parcela do produto acima vale u({z}). Logo,

S
P2 € 0] > ulfay =,
pela hipdtese. Assim, concluimos que

1 1
—logP [Sn € O] > —loge ™® = _I(x).
n n n
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Teorema 1.5 (Teorema de Cramér). [[| Seja {X,,} uma sequéncia de varidveis aleatdrias
i.i.d. tomando valores em R. Suponhamos que ¢(\) = E[e?] < +o00, para todo ) € R.
Entdo, {+ > X} satisfaz o LDP com fungio taza I definida em (1.6).

k=1

Demonstracao. Pela Proposigao |A.22] considerando k£ = 1, concluimos que X; € integravel.
Seja a = E[X;]. A demonstracao da cota superior é a mesma feita no Teorema ja que
ela utiliza apenas o fato de X ser integravel. Para a cota inferior, vamos tomar O um

aberto, fixar x € O e provar que

1
lim —logP [Sn € O} > —I(x). (1.19)
n—oo T n

Essa parte sera dividida em varios casos:
1. I(x) = 400 = nao ha o que provar;
2. I(x) < 4o0:
2.1 © = a = Neste caso, I(a) = 0. Além disso, pela Lei dos Grandes Nimeros,
temos que P [ij € O} — 1 e, portanto, vale (1.19));

22 v # a:

2.2.1 Existe A, tal que I(x) = A,z — log p(\;) = Seguimos a prova do Teorema

até (L.16));
2.2.2 Nao existe A, tal que I(x) = A,z — log p(\;) = Pelo Lema [1.3] segue que

p({z}) = e~ 1@, Entdo, a desigualdade desejada é consequéncia direta do

Lema [L.4
Concluimos que, para qualquer z € O, vale (1.19)). Para concluir a demonstragao da
cota inferior, basta maximizar esta desigualdade em x € O. O]
1.2 Exemplos

Agora, vamos encontrar a funcao taxa [ para algumas das distribui¢oes de probabilida-

des mais conhecidas que satisfazem as hipoteses de algum dos resultados anteriores.

Exemplo 1.1. Sejam {X,,} varidveis aleatorias i.i.d com distribuicio de Bernoulli simé-
1 n

trica, isto €, P[X; = 0] = P[X; = 1] = 3" Seja S, = Y. X;. Vamos encontrar a funcio
i=1

taxa I para esta sequéncia.

Lembre que em ([1.6)) tinhamos definido I(z) = sup(Az—log ¢())), onde p(\) = E[e*M1].
AeR
Para a sequéncia definida neste exemplo, temos
1
e(N) = Y MPX; =a] =e"P[X; = 0] +'P[X; =1] = (1 +¢).

z€{0,1} 2
1 Adaptado de [Stroock] (1984)
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Substituindo em I(x), obtemos

1 1
I(x) = sup ()\x —log —(1+ e’\)) = sup (Ax —log = — log(1 + e’\)>.

AER 2 AER 2
Podemos reescrever a equagao acima como

I(z) = log2 + sup(\z — log(1 + ¢*)). (1.20)
AR

Para x < 0, fazendo A\ — —o0, concluimos que A\r — +o0 e log(1 + ¢*) — 0. Logo,

Ar — log(1 + €*) ndo é limitado superiormente e, portanto, I(z) = +o0o. Além disso,
podemos reescrever ([1.20]) como

e)\x e)\;r—)\
I(x) =log2+ sup [log< >] = log 2 + sup [1og< )],

AER 1+e AER e M1

e assim, fazendo uma substituicio —\ — «, concluimos que

ea(lfzv)
I(x) =log?2 1 =1(1—x).
(z) = log +21€1§[0g<1+6a>1 (1—m)

Logo, se x > 1, entao I(x) = I(1 — x) = +o0, pois 1 —z < 0.
Falta encontrar o valor de I no intervalo [0,1]. Vamos comegar pelos extremos do

intervalo. Note que I(1) = I(1 —1) = I(0) = log2 + sup(—log(1 + ¢*)). Como log(1 + )
AR

é crescente, sabemos que — log(1 + ¢*) é decrescente. Logo,
I(1) = 1(0) = log 2 + )\lim (—log(1+¢e")) =1log2.
——00

Por fim, basta encontrar o valor de I no intervalo aberto (0,1). Para isso, seja
Az
e
A) = Az —log(l+¢") =1lo
£ a1+ ) = og (1
encontrar um ponto de maximo para esta f,, ou seja, procuramos um g tal que f.(Ag) = 0
A

A A
e f;/ (M) < 0. Note que fi(A) = m e fz(A) = (1+€€A)2 < 0. Portanto, f,

x
possui um maximo em Ay = log <1> = logx — log(1 — x). Entao,
—

,\>' Assim, I(z) = log2 + sup f,(A). Queremos
AER

I(x) =log2+ sup fo(A) =log2 + f.(No) =log2+ zlogz + (1 — x)log(1 — x).
AER

Logo,

log2 + zlogz + (1 — z)log(l — ), sex € [0,1],
I(x) =

~+00, caso contrario.
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Figura 1 — Funcao I para distribuicao de Bernoulli simétrica

+oo
_e e—
log 2
I(z)
T
0 % 1

Exemplo 1.2. Vamos descobrir I para a sequéncia {X,} de varidveis aleatdrias i.i.d com

distribui¢do de Poisson de parametro 8 > 0, ou seja, X,, ~ Poisson([().

e Pk

Como X, ~ Poisson(f3), temos que P[X; = k] = i para qualquer k£ € N. Logo,
oo Ak ,—B ok 0o A
e(\) =E[eM] =" 661415 =’y (ﬁ;) — e BBt — Bl -1)

k=0

Substituindo em ({1.6)),

I(z) = sup[Az — log ¢’ V] = sup[\z — B(e* — 1)].
AER AER

Se x < 0, fazendo A — —oo, temos que Az — 3(e* — 1) — +o0. Portanto, I(x) = +oo.
Para x = 0, I(z) = sup|—p3(e* — 1)] = Bsup[—e* + 1]. Como —e* + 1 é decrescente,
AeR AeR
vale que sup[—e* + 1] = lim —e* + 1= 1. Logo, I(z) = f3.
AER A——00
Se x > 0, definimos f,(\) = Az — B(e* — 1). Assim, f/(\) = x — Be* se anula em

T
Ao = log ( e f’(\) = —pe* < 0. Logo, \g é um méximo para f,. Portanto,

B

I(x) =sup f.(A) = fa(No) = xlog (;) —z+f, sex>0.

AER
Logo,

a:log(;) —x+ 06, sex >0,

+00, se x < 0.

I(z) =



Capitulo 1. Grandes desvios para varidveis aleatdrias i.i.d. 23

Figura 2 — Funcao [ para distribuicao de Poisson

—+-00

—e

Repare que § = E[X]] e, como deveria ser, I(3) = 0.

Exemplo 1.3. Vamos procurar a funcao taza I para a sequéncia {X,} de varidveis
aleatérias i.i.d tais que X, ~ N(u,oc?).

1 —(z—p)?

A funcao de densidade da varidvel aleatéria X é f(x) = e 22 _onde pueo
oV 2T

estao fixados. Assim,
)\m —(z—p)?

R
) = Ejea :/ S
p(A) =Ble*] = | — o
Fazendo uma substituicao x — (y + i), podemos reescrever a equagao acima como
1 +oo )\ +oo 202 Ay— y2
A) = (42 gy = —— [ ey,
o) ov2m J- v= a\/27r Y
Podemos reescrever 202\y — y* como —(y — a?)\)2 + 0*\2. Entdo,
+<>0 —<y 20?4232
o) = g [ ey
Portanto,
MR ooy g2
00 _(y—o
o(A\) = — e 22 dy= Mt (1.21)
T —00
aV/2m

Substituindo em ((1.6)),

AER AER AER 2

2,2 212 212
I(x) = sup {)\x —loge’\’“f”z] = sup [)\x— A — 02)\ ] = sup [)\(x — ) — o"A ]

2y)2

Seja fo(A) = Az — ) — 2

T
A= —

. Assim, f/(A) = (x —pu) —o?Xe f/(N\) = —o%. Tomando

(M) =0e f(X) <0, ou seja, f, assume um maximo em .
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Entao,

I(z) = fo(Xo) = (x — ) ($ —2,u> _022<x—,u)2 _ (z —2,u)2 B (I_M)2'

o o 202
Logo,
2
I(x) = u, para qualquer = € R.

202

Figura 3 — Funcio I para distribui¢ao N(u,o?)

0

Exemplo 1.4. Vamos calcular a fung¢io I para a sequéncia {X,} de varidveis aleatorias

i.1.d com distribuicio exponencial de parametro [3, ou seja, X, ~ exp(5).

A funcao densidade de uma variavel aleatéria com distribuicao exponencial de pardmetro
B & f(238) = Be P Lig yo (7). Assim,

+o0 +oo
o(\) = E[e*] = / M Be Prdr = B/ e =Pz .
0 0

Se A < (3, entao A — < 0. Assim,

e +°°_ 1
=555 =5 -

Se A > f3, entdo p(\) = 400. Logo,

I(xz) = sup[\x — log p(\)] = sup [)\x — log <5>] = —log 8 + sup[Az + log(5 — A)].
AeR A<B B —A A<B

Para x < 0, fazendo A — —o0, concluimos que Az + log(5 — \) — +o0. Portanto,
I(x) = 4o0.
Para « > 0, definimos f,(\) = Az +log(8 — ). Assim, fl(\) =z — B—i)\ se anula em
1

Ao =0 — % e fI(\) = Tz < 0. Logo, A\g é um méaximo para f,. Portanto, para x > 0,

I(z) = —10g5+iu16) fe(N) = —log B+ fe(Xo) = —log B+ pfx—1—logx = fx—log(fz)—1.
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Logo,

I() px —log(fz) —1, sex >0,
+00, se x < 0.

Figura 4 — Fungao I para distribui¢ao exp(f3)

+oci
— o

0o 1
B
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2 CADEIAS DE MARKOV COM ESPACO
DE ESTADOS FINITO

Este capitulo contém um estudo acerca das cadeias de Markov e serve como base para
o préoximo capitulo. Para facilitar o entendimento e aliviar as notagoes, esse estudo sera
realizado no caso em que o espago de estados é finito. Visando uma melhor compreensao
dos conceitos aqui trabalhados, é importante que o leitor esteja familiarizado com certos
termos e defini¢oes de Teoria da Probabilidade. Na Sec¢ao estao alguns dos mais

importantes.

2.1 Conceitos Basicos

Durante todo este capitulo, consideraremos o conjunto E = {21, 29, ..., 24} como o
espaco de estados da cadeia de Markov e o conjunto £ como o conjunto das partes de F.

Vale ainda ressaltar que (E, ) é um espaco mensurével.

Definigao 2.1. A fung¢io p: E x € — [0,1] é uma probabilidade de transicao se:
(i) Fizado x € E, a fun¢io A € € — p(x, A) € uma medida de probabilidade em (E,E).
(ii) Fizado A € &, a fun¢io x € E — p(x, A) € mensurdvel.

Notagao. Para simplificar a notagio, vamos denotar p(z;, {z;}) por p(zi, z;) ou por p;;.
Definigao 2.2. P = (p;j)ixa € chamada matriz de transicio ou matriz estocdstica.

Vale observar que todas as entradas da matriz P sao nao negativas, visto que cada

uma delas é uma probabilidade.
d

Lema 2.3. Para qualquer x € E, Y. p(x, z;) = 1.
i=1

Demonstracio. Dado x € E. Como p é uma probabilidade de transicao, utilizando o item

d d d
(i) da Definigao , concluimos que Y p(z,z;) =p (:B, U {ZZ}> Mas, U{z} = E, logo,
i=1 i=1 i=1
d
p(z,z;) = p(x, E) =1, j4 que p(x,-) é uma medida de probabilidade. ]
=1

(]
Pelo lema acima, a matriz estocastica P também ¢é chamada de matriz linha soma 1,
d d
pois a soma dos elementos de qualquer uma das suas linhas é Y p;; = > p(2;,25) = 1.
j=1 j=1
Vamos considerar Q = {w = (wp,wi,ws,...) : w; € E,i € {0,1,2,...}} = EN. Seja
{X,} uma sequéncia de fungoes X,, : Q@ — E mensuraveis tais que X, (w) = w,, isto é, X,

¢é a projecao na n-ésima coordenada.



Capitulo 2. Cadeias de Markov com Espago de Estados Finito 27

Defini¢ao 2.4. Uma sequéncia de varidveis aleatorias {X,} € chamada de cadeia de

Markov com probabilidade de transicio p se, para qualquer B em &£, vale a igualdade
PX,11 € B|Xo=z0,...,X,, =z, = P[X,,11 € B|X,, = x,] = p(x,,, B), (2.1)

ou seja, a probabilidade da cadeia estar em um certo conjunto de estados B no tempo n+ 1
depende exclusivamente do seu valor no momento imediatamente anterior, X,,, ignorando

todos os tempos anteriores: X,_1, Xp_2,...,Xp.

Note que p;; = p(%;, z;) = P[X,11 = 2;| X, = 2], ou seja, p;; é a probabilidade da

cadeia passar do estado ¢ para o estado j no tempo imediatamente seguinte.

Exemplo 2.1. E Um sapo vive em uma lagoa com duas folhas, leste (1) e oeste (0). Certo
dia ele encontrou duas moedas no fundo da lagoa e colocou uma em cada folha. Desde
entao, toda manha, o sapo decide se ird saltar jogando uma moeda da sequinte forma: se a

moeda cair cara, o sapo pula para a outra folha e se cair coroa, ele permanece onde estd.

Sejam FE = {l,0} e (Xo, X1,...) a sequéncia de folhas ocupadas pelo sapo ao longo
dos dias. Sobre as moedas, nés nao iremos assumir que elas sao necessariamente justas.
Suponhamos que a moeda leste tenha probabilidade p de cair cara, enquanto a moeda
oeste tem probabilidade ¢ de cair cara. Neste caso, obedecendo as regras para o sapo

pular, obtemos que:
p(l,1) = probabilidade de estar na folha leste e permanecer na folha leste =1 —p

p(l,0) = probabilidade de estar na folha leste e pular para a folha oeste = p
p(o,1) = probabilidade de estar na folha oeste e pular para a folha leste = q
p(0,0) = probabilidade de estar na folha oeste e permanecer na folha oeste =1 — q

Podemos entao notar que a probabilidade do sapo estar em uma determinada folha,
depende exclusivamente da posicao dele no dia imediatamente anterior. Portanto, apesar
de nem termos mencionado o espago de probabilidade (2, F,P), temos que a sequéncia

{X,} ¢ uma cadeia de Markov com matriz de transi¢ao

p(l;1) p(l,O)] _ {1—19 p ]

p<07 l) p(O, 0) q I q

P =

Mas, alguém poderia se perguntar: “Quem é (£, §,P)?”, porque esta pessoa poderia
querer saber qual é a probabilidade de no segundo salto o sapo estar na folha leste, em
simbolos, P[X, = [].

Podemos tentar responder isso usando um argumento que ird supor a existéncia de

(Q,§,P). Assim, usando probabilidade condicional, temos:

1 Exemplo adaptado de Levin, Peres e Wilmer| (2009, p. 3)




Capitulo 2. Cadeias de Markov com Espago de Estados Finito 28

Considerando as definigoes de p(l, 1) e p(o, 1) e usando novamente probabilidade condicional,

concluimos:

PXo=1] = p(l, ){P[X1 = {|Xo = l[P[Xo = {] + P[X; = l[Xo = o]P[X, = o]}
+ p(O, l) {]P[Xl = O‘XO = Z]P[XO = l] + ]P)[Xl = 0|X0 = O]P[XO = O]} .

Utilizando as definigbes de p(l, 1), p(o,1), p(l,0) e p(o,0), temos:

BIX;=1] = p(i,0) {p(l,)B[Xo = I] + p(o, ))[X, = o]}
+ plo,) {p(l, 0)P[Xo = I] + p(o, 0)P[Xo = o]} .

Para finalizar este célculo, temos que definir P[X, =[] e P[Xy = 0], ou seja, as probabili-
dades do sapo iniciar na folha leste e oeste. Vamos supor que ele inicia na folha leste, ou
seja, P[Xo = 1] = 1. Assim,

PLXy = 1] = p(l, Op(1,1) + p(l, 0)p(o, 1) = > p(l, 2)p(z,1).
z€{l,0}

Este exemplo, apesar de simples, ird nos dar a intuicado do que devemos fazer para
responder a seguinte pergunta: “dada uma matriz de transicao P, serd que existe um espago
de probabilidade (€, §,P) e uma sequéncia de varidveis aleatérias {X,,} que satisfaca a
condicao ([2.1f)77.

Para isso, vamos fazer a seguinte construgao:

Definicao 2.5. Inicialmente, definimos os sequintes conjuntos:

(i) E" = E x E x ... x E o produto cartesiano de n espagos de estados E;
(ii) E" =E x € x ... x € o produto cartesiano de n o-dlgebras &;

(iii) EN o conjunto das sequéncias de elementos de E;

(iv) EN o conjunto das sequéncias de elementos de E;

Definigao 2.6. Para cada xog € E, definimos vo(xg) como a probabilidade da cadeia de
Markov comecar em xo. Vamos denotar por vg = (vo(21), .. .,v0(zq)) a distribuicdo inicial

da cadeia de Markow.

A distribuicao inicial da cadeia de Markov, pode ser qualquer vetor definido conforme
dito acima. Porém, na maioria dos casos, sabe-se o estado em que a cadeia inicia, ou
entao, o resultado desejado independe da distribuicao inicial. Nestes casos, a defini¢ao

abaixo é bastante util.

Definigao 2.7. Denotamos por o, a distribuicao inicial da cadeia de Markov que inicia

no estado x, ou seja, dado y € E, a probabilidade da cadeia iniciar em y é:

1, se y==x
0, se y#ux
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Note que, no Exemplo [2.7] definimos vy = 9.

Defini¢ao 2.8. Em cada (E™,E"), definimos p, por:

pn (Ao X Ay X+ X Ay ) = Z Z Z vo(0)p(T0, v1)p(T1, T2) - - . P(Tn_2, Tp_1).

xo€AQ T1€AL Tn_1€An_1

Proposicao 2.9. Cada p,, é uma probabilidade em (E™,E™).

Demonstragio. Vamos dividir essa prova em quatro partes: (i) pu,(0™) = 0; (ii) p,(E™) = 1;
(iii) pn(B) = pn(Bo X By X + -+ X B, _1) = 0, para qualquer B € £"; (iv) p, é o-aditiva.
(i) Vale trivialmente, pois se trata de uma soma vazia;

(ii) Reesrevemos

pn(E") = Z Z vo(z0)p(20, 1) - - - P(Tn—3, Tn2) Z P(Tn—2,Tpn-1).

ro€ER Ip_2€ER Tn_1€EE

1
Seguimos este procedimento até concluirmos que
fin(E") = Z Z vo(o)p(zo, 71) = Z vo (o) Z p(zo, 71) = Z vo(mg) = 1
ro€EFR x1€FR roEE r1€ER roEE
(iii) Utilizando o mesmo procedimento do item anterior reescrevemos
fin(Bo X By X -+ X By, 1) = Z vo (o) Z p(xo, 1) -+ Z P(Tn—2, Tn-1).
xo€ By r1€B, Tn_1€Bn_1

Como p é probabilidade, olhando cada soma dessas da direita para a esquerda, concluimos
que cada uma delas estd entre 0 e 1. Portanto, temos que 0 < p,,(Bo X By X ... x B,,_1) < 1,
para qualquer B = By x By X -+ X B,_1 € £™;

(iv) Sejam {U;} C E™ disjuntos e U = EJOO U;. Note que podemos reescrever

1=

wn(U) = > vo(zo)p(zo, x1)p(21, 22) . .. P(Tp_2, Tp1).

(:Eo,...,wnfl)GU

(o.)
Como U = U U; é uma uniao disjunta, podemos decompor
=1

1=

pn(U) = i Z vo(wo)p(wo, 21)p(T1, 2) ... P(Tp—2, Tp—1) = iun(Ui)-

i=1 (zo,...,xn—1)€U;

Logo, w, é o-aditiva. O

Defini¢ao 2.10. Seja v, : E™ — E"! a projecio nas n — 1 primeiras coordenadas, ou
Seja; ¢n<X07 Xla s 7X7L—1) = <X07 X17 s 7Xn—2)~

Proposicao 2.11. Para todo I' C E™ ', wale que, para todo n > 1,
(tn 0 P )(IT) = pa (¥, (1)) = pt—a (D),

onde ;1 (T) € a pré-imagem de T pela fungio v, ou seja, ¥ (T) = {y € E™ : ¢, (y) € T'}.



Capitulo 2. Cadeias de Markov com Espago de Estados Finito 30

Demonstragio. Inicialmente, aplicamos ji,, 09, } em um conjuto qualquer Ag X ... x A,

de E"~!. Note que a imagem inversa do conjunto Ay x ... x A,_» pela funcao 1, é

Ag X ... x Ap_o X E. Temos que i, (1, (Ag X ... X Ap2)) = pn(Ag X ... X A9 X E).

Usando a defini¢ao de u,, podemos concluir que

,un(%:l(Ao X ... X Apg)) = Z Z vo(20)p(z0, 1) - . . D(Tn—3, Tn2)P(Tp—2, Tn_1).
To€EAQ In_1€R

Como apenas o ultimo fator do produto depende de x,,_;, podemos reescrever o segundo

termo da igualdade acima como

oo Y wo(zo)p(zo, 1) . p(Tp—z, Tnoa) D P(Tn2, Tno1).

x0€Ap Tp—2€A, 2 Tn—1€E

Portanto, obtemos que

(U (Ag X oo x Apa)) = >0 oo > wp(o)p(xo, 1) - - . p(Tn—z, Tnos).

:E()EAO :angeAn,Q

Desta tltima, segue que i, (¥, (Ag X ... X Ap_2)) = ptn_1(Ag X ... X A, ). O

Como as u, que construimos satisfazem as hipoteses do Teorema da extensao de
Kolmogorov (Teorema [A.16)), concluimos que existe uma tinica medida de probabilidade P
em (EN,EY) com

Plwe EY: w; € A;,0<i<n—1) = pp(Ag X ... x Ap_y). (2.2)

Com isso, vimos que, para cada cadeia de Markov com espacos de estados finito
existe uma tnica matriz de transicdo P, bem como, para cada matriz de transicao existe
uma unica cadeia de Markov. Portanto, essa é uma relagao biunivoca. Dizemos que a
probabilidade P definida em ¢ induzida pela cadeia de Markov e pela medida inicial
Vo-

Voltando ao Exemplo , quando calculamos que P[ X, =] = X p(l, 2)p(z,1), se ja
zelE

soubéssemos desta construgao poderfamos ter calculado P[X, =[] da seguinte forma:

PXy =1 = Plw=(wo,wi,ws,...);wy € E,w; € E,wy =1] = p,(E x E x{l})
= Z Z Z vo(20)p (w0, 21)p(1, 22) Z Z vo(20)p (w0, 21)p(21,1)
2o€E v1€E zoe{l} ro€E x1€F

Lembre que tinhamos escolhido que o sapo iniciava na folha leste, ou seja, a distribuicao
inicial era vy = d;. Assim,

Xg—l Zplxl l‘l,l)

r1€ER
Definicao 2.12. Seja pj; = p"(2i, z;) = P[X,, = zj|Xo = 2] a probabilidade de uma cadeia
de Markov sair do estado i e estar no estado j em n passos, onde pj; € a (1,7)-ésima

entrada da matriz P".
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Lema 2.13 (Equagao de Chapman-Kolmogorov).

P (o, 2) = D pF(wo, y)p" (Y, 2).-
yeE

Demonstragio. Sabemos, da Algebra Linear, que P*™" = P"P*. Entao, a probabilidade
de uma cadeia passar do estado xq para o estado z em um tempo k + n, representada pela
respectiva entrada na matriz P**" (linha correspondente a z e coluna correspondente a
7o) ¢é igual a esta mesma entrada na matriz P"P*. Esta entrada, por sua vez, pode ser
representada, utilizando multiplicacao de matrizes, pelo produto da linha correspondente

a z em P" pela coluna correspondente a xg em P¥, ou seja, por 3. p™(y, 2)p*(z0,y). Logo,
yek

concluimos que p*"(zo, 2) = X p*(x0,y)p"(y, 2). O
yeE
Defini¢ao 2.14. Definimos v,(x¢) = (p"(xo, 21), p"(T0, 22), - - . , " (X0, 24)) para n > 1.

Observe que o vetor v,(x) definido acima guarda toda a informagao das probabilidades

da cadeia partir de x( e chegar em cada um dos z;,1 < @ < d, em n passos.

Notagao. Chamamos de
vy (o) = p"(0, ;) (2.3)

d i-ésima coordenada de vy, (o).
Proposicao 2.15. v,(xg) = 0,,P", onde 6, € a distribui¢io inicial da cadeia.

Demonstragao. Utilizando a equagao de Chapman-Kolmogorov (Lema [2.13)) e reescrevendo
os termos conforme as notac¢odes introduzidas, podemos concluir que, dado qualquer
je{l,...,d},

d d

vl 11 (o) = " (w0, ) = 3 ™ (w0, 2:)p(21, 25) = D U (20)piy-
=1 =1

Entao, viﬂ(wo) = v, (z9) P}, com P; sendo a j-ésima coluna de P. Portanto, v,41(z) =
vn(10) P. Logo, vy (z0) = vyp_1(20) P = vp_o(xg)P? = -+ = vy (xg) P" ! = 6, P". O

Voltando ao Exemplo [2.1], lembre que o sapo comegava na folha leste e querfamos
calcular P[Xy = {]. Com as notagoes fixadas anteriormente, temos que vy = ¢; = (1,0).

Queremos entao calcular v2(1) = p*(1,1). Pela proposicio anterior, obtemos que

Uz(l) :51P2 :51
g l—gq 1-pg+(1—-q)q  pg+(1—q)?

o rz[l 0] [( (1=p?+pg  pl-p)+p(l-0)

Assim,
va(l) = [(1=p)>+pg p(1—p)+p(l—q)|.
Logo, P[Xy = 1] = (1 —p)? +pq = p(l,)p(l,1) + p(l, 0)p(0,1), como ja haviamos encontrado
anteriormente na forma de somatorio.
Podemos ainda ampliar este conceito ao caso geral em que a distribuicao inicial vy nao

¢ necessariamente da forma d,, para algum zy € E.
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Teorema 2.16. Seja {X,,} uma cadeia de Markov com matriz de transicio P e distribuicdo
inicial vo. Entao, voP™ = v,, onde v, = (P[X, = 1], P[X, = 23],...,P[X,, = z4]).

Demonstracao. Observe que podemos escrever vy = Z vo(2i)6,,. Por linearidade, temos

vy P" = (Z UO(Zi)5Zi> P = Z:Uo(zi)5zipn = Z:UO(Zi)U"(Zi)‘

Mas, usando que v,(z;) = (P[X, = z21|Xo = z],...,P[X,, = z4|Xo = z]) e ainda
vo(2;) = P[ Xy = 2], obtemos:

d
wP" =3 (P[X, = 21| Xo = 2|P[Xo = 2], ..., P[X = 24| Xo = 2]P[Xo = 2])

i=1
d d
- <zl PIX, = 211X = 2JP[Xo = 2., & PIXn = 24l Xo = 2JP[Xo = zi]) .
Note que cada coordenada de vyP™ é entao da forma Z PIX,, = 2| Xo = z]P[Xo = 2.
Definindo A; = {w € Q: Xo(w) = 2;}, para 1 < i < d, temos que {A;,..., A,} é partigao
de 2. Podemos supor, sem perda de generalidade, que P[4;] > 0, para qualquer 4, pois, caso

contrario, bastaria retirar os que tem probabilidade nula. Entao, pela lei da probabilidade

total (Proposicao |A.9)),
d

;P[Xn = Zj|X0 = Zl]]P)[XO = Zi] = ZP[XTL = ZJ|A1]]P)[A1] = ]P)[Xn = Zj].

i=1
Logo, vgP" = v,. O
d . .
Lema 2.17. Para todo n € N, Y vl (x9) = 1, onde v}, foi definido em ({2.3)).
i=1
Demonstragio. Seja n € N. Utilizando a definigdo de v,(zo) e p™(i, ), podemos escrever

d

d
> vl (zo) =D p" (2o, %) ZIP’ = 2| Xo = x).
i=1

i=1
Utilizando o fato de IP ser probabilidade, obtemos que

i:ilvfl(:po) = P{xn € LdJ{z,}

=1

XO = l’o].

ZU;(QJO) =Pz, € E|Xo = 1] = p(zo, E) = 1.
[

Quando estudamos cadeias de Markov, geralmente estamos interessados em fazer
alguma previsao sobre a posicao desta cadeia apds um longo periodo de tempo. Em outras
palavras, procuramos algum vetor 7, que chamamos de vetor estacionario, tal que v,, — 7

quando n — oo, independentemente de qual seja a distribuicao inicial vy.
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2.2 \Vetores Estacionarios

Esta secao é dedicada ao estudo dos vetores estacionarios das cadeias de Markov, que
sao os vetores m nao negativos, com coordenadas somando 1 e satisfazendo m = wP. Note

que, se existir tal m, ele € um autovetor a esquerda de P associado ao autovalor 1.
Proposicao 2.18. Qualquer matriz de transicao P possui pelo menos um autovalor, o 1.

Demonstracao. Basta ver que a soma dos elementos de cada uma das linhas de P —1I ¢é zero.
Portanto, as colunas de P — I sdo linearmente dependentes e segue que det(P — I) = 0.

Logo, 1 ¢ autovalor de P. O

Vimos entdao que qualquer matriz de transicao possui um autovalor 1. Mas isso nao
nos ajuda muito, pois como P é matriz linha soma 1, o vetor coluna f = (1,...,1) é um
autovetor a direita de P associado ao autovalor 1. O vetor m que queremos deve ser nao
negativo e suas coordenadas devem somar 1, além de ser autovetor a esquerda. Vamos

verificar isto agora.

Definigao 2.19. Seja A uma matriz dxd com entradas a;; tais que a;; > 0, para quaisquer

i,7 €{1,...,d}. Definimos Ay como o conjunto de todos os A € R para os quais existe

d

um vetor © = (z1,...,x4) tal que Y x; =1, x; > 0 para todo j € {1,...,d} e zA > Az
i=1

(cada coordenada de xA é maior ou igual que a respectiva coordenada de Ax). Definimos

ainda Ay = sup A.
AEA 4

Note que 0 € A4 e, portanto, o conjunto é nao vazio. Além disso, para qualquer

d
A € Ay, existe um x que satisfaz > x; =1, x; > 0 e xA > Ax. Portanto, pelo menos uma
i=1

das entradas, que chamaremos de x;, satisfaz x; > é. Chamando de M a maior entrada
d d

de A, vale que (zA); = X ajjz; < Y Mx; = M, para qualquer j € {1,...,d}. Logo,
i=1 i=1

M > (zA); = \z; > )\é. Entao, Ay = sup A < Md. Logo, A4 estd bem definido.
AEA 4

Teorema 2.20 (Teorema de Frobenius). Seja Mg como definido acima para A uma matriz

tal que a;; > 0 para quaisqueri,j € {1,...,d} e existe pelo menos um a;; ndo nulo. Entdo,

(i) Aa € autovalor de A e é possivel escolher um autovetor ¢ esquerda associado a A4

com todas as coordenadas nao negativas, sendo pelo menos uma delas nao nula;
(ii) Se A € autovalor de A, entdo |\| < Aa.

Demonstragio. Caso 1: Inicialmente, vamos provar que se A possui todas as entradas

0

positivas, entdo existe um z° com todas as entradas positivas tal que 2°A = X 42°. Para

isso, vamos considerar uma sequéncia {\; < As} de elementos de Ay que converge a
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MA4. Pela forma como Ay foi definido, existem vetores z(?, i € N, tais que 2z > 0,
@A > Nz e

Como o conjunto dos vetores cujas entradas sao positivas e somam 1 é um conjunto
compacto e todos os (¥ pertencem a ele, podemos escolher uma subsequéncia convergente
{x()} com n; < ny < ---. Seja 2° o limite dessa subsequéncia. Note que 2° também
satisfaz 2% > 0, 2°4 > M\ 42% e Zx? =1.

J

9. Para isso, suponhamos que alguma entrada de

Queremos provar que z°A = A\ x
2% A é estritamente maior que a respectiva entrada de M42°, ou seja, existe k tal que
2°A), > M. Como A possui todas as entradas positivas, definindo ¢° = 2°4 e

k

denotando a base canonica de R? por {ey,...,eq}, obtemos que

d d
(y°A); = Zygaij > Z)\Ax?aij = Aa(2"A); = AAy?,
i=1 i=1
isto é, y°A possui todas as entradas maiores que a respectiva entrada de \44". Portanto,
existe £ > 0 tal que y’A possui todas as entradas maiores que a respectiva entrada de

(A4 + €)y°. Normalizando 4° de modo que > y? = 1, concluimos que Ay + ¢ € A4. Mas
J

isso é um absurdo, pois A4 é o supremo. Logo, 2°A = \42°.

Precisamos ainda mostrar que todas as entradas de z° sdo positivas. Como A possui
todas as entradas positivas e 2° possui pelo menos uma entrada nao nula, pelo mesmo
raciocinio anterior, concluimos que z°A possui todas as entradas estritamente maiores que
zero. Pela igualdade que provamos acima, A 42° = 2°A possui todas as entradas positivas.
Entao, 2° possui todas as entradas positivas.

Caso geral: Vamos agora de fato provar o item (i) do Teorema. Denotamos por B a
matriz n X n com todas as entradas iguais a 1. Note que, se x > 0 tem pelo menos uma
entrada nao nula, xB > x. Se A é uma matriz com todas as entradas positivas e pelo
menos uma delas nao nula, temos que A + B é uma matriz positiva, para qualquer § > 0.

Sejam z > 0 com pelo menos uma entrada nao nula satisfazendo > x; = 1 e {6;} uma

J
sequéncia decrescente de nimeros reais convergindo a 0. Aplicando o caso 1 para A + §; B,
¢ possivel encontrar z(d;) com todas as entradas positivas satisfazendo > x;(0;) = 1 e
J
2(0;)(A+ 0;B) = Aass,yw(d;).
Analogamente ao caso 1, existe uma subsequéncia {d,, } tal que z(d,,) converge a um

ponto de acumulacdo z°

. Seja Ao o limite dos A(a44,8). Note que d; decresce para 0 e
A(a+s,B) € crescente. Logo, A\g = A4. Tomando o limite em ambos os lados da igualdade
(0p;) (A +6,,B) = )\(A+5ni3)a:(5m), segue que %A = \gz° e, portanto, \g € A4. Logo,

Ao < Aa. Assim, \g = A4 e a prova do item (i) estd completa.
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Seja A # A4 outro autovalor de A e y o respectivo autovetor nao nulo associado a

esquerda. Entao, podemos dizer que

d
(yA); =D ayyi = Ay;.
=1

Tomando o moédulo em ambos os lados da igualdade acima, temos que

d d
D aigyi| < D ailyil
i=1

i=1

Al =

Segue da desigualdade acima que |y|A > |A||y|, onde |y| = (Jy1], - -, |va|). Normalizando |y|

de forma adequada, concluimos que || € A. Pela definigdo de A4, segue que |A| < Ay O

Corolario 2.21. Para qualquer matriz A com entradas ndo negativas e pelo menos uma

delas nao nula vale que Ay = Ag7.

Demonstragio. Pelo item (i) do Teorema [2.20 A4 é autovalor de A, enquanto A\ v é
autovalor de AT. Como os autovalores de A e AT sdo iguais, temos que g e Ay v sdo
autovalores de A e AT simultaneamente. Aplicando o item (%) do Teorema para A,

temos A7 < Aa. Analogamente para AT obtemos Ay < Aut. Logo, Ay = A4t n
Corolario 2.22. Se P ¢ matriz de transicio de uma cadeia de Markov, entdo \p = 1.

Demonstracio. Veja que P satisfaz as hipdteses do Teorema Entdo, Q = P satisfaz

as mesmas hipéteses. Logo, pelo item (7) deste teorema, vale que existe u autovetor a

esquerda associado a Ao com u; > 0 para ¢ € {1,...,d} e u; > 0 para algum ¢. Portanto,
d d d
> u; = C > 0. Obtemos entao que v = % satisfaz: > v; = % >u; = 1; v; = 0 para
i=1 i=1 i=1
qualquer ¢ € {1,...,d} e v@Q = A\gu. Seja vy a maior coordenada de v. Note que vy, > 0 e
satisfaz
d d
AUk = (VQ)y = ZUijk < ka%‘k = U Zpkj = V.

j=1 j=1 j=1

Logo, Ao < 1.

Por outro lado, sabemos pela Proposicao 2.18 que 1 é autovalor de P. Entao, 1 também
é autovalor de @). Logo, pelo item (7i) do Teorema vale que 1 < Ag.
Portanto, A\g = 1. Logo, Ap = 1. O

Segue do Corolario que |A] < 1 para qualquer A\ autovalor de uma matriz de

transicao. Além disso, durante a demonstracao desse corolario, mostramos que existe um

d
autovetor m associado a 1 com todas as entradas nao negativas satisfazendo Y m; = 1.
i=1
Sera que, dada qualquer distribuicao inicial vy, vale que v, — ™ quando n — oo,
onde 7 independe da distribui¢ao inicial vy? Isto nao é verdade para qualquer matriz de

transicao, como podemos ver pelos seguintes exemplos:
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010
Exemplo 2.2. Seja P = |0 0 1| matriz de transicio de uma cadeia de Markov com

1 00
distribuicao inicial vo. Entao, existe w distribuicao estaciondria, mas nao vale que v, — T

quando n — oo.

111
Veja que m = 33 3), pois satisfaz 7P = 7. Note ainda que e; P = ey, eoP = e3 €

e3P = e;. Portanto, tomando vy = ey, temos que

e, se ne€{0,3,6,9,...}
vy =12 €9, se ne{l,4,710,...}
es se n€{252811,...}

e, portanto, v, - .

Py Ogxn
Exemplo 2.3. Seja P uma matriz que possui o formato P = ! h , onde Py

nxk P2
e P, sao matrizes de transicio k X k e n X n, respectivamente, com n + k = d e as

demais entradas sao todas nulas. Entao P possui pelo menos dois autovetores linearmente

independentes associados ao autovalor 1.

De fato, sejam m = (711, T2, ..., T1k) € Mo = (791, Ma9, . .., T2,) autovetores associa-
dos ao autovalor 1 em P; e P, respectivamente. Note que (w11, 12, ..., T1x,0,...,0) e
(0,...,0,7m91, g, ..., Ta,) sao dois autovetores linearmente independentes de P associados

ao autovalor 1. .
Dado vy = (v, ..., U, U1,...,Uy,), defina A = Y v; e B = f: u;. Observe que as k
=1 =1
primeiras coordenadas sao aplicadas apenas em P, ]enquanto as r]estantes em P». Supondo
que v, — m em P; e v, — m em P, para quaisquer distribui¢oes iniciais, observe que
voP" = v, — (Amyy, ..., Amy, Bmay, . .., Bma,), que depende da distribuicao inicial .
Vimos entdo que, nestes exemplos, nao temos v,, — 7 para qualquer vy. Para garantir

isto, precisamos de algumas hipoteses sobre P, presentes no teorema abaixo.
Teorema 2.23. Seja P uma matriz de transicao satisfazendo as sequintes hipoteses:

(i) P possui exatamente um autovalor X com |\ =1 (pela Proposi¢io[2.18, este autovalor

¢ exatamente A\ =1);

(ii) Dados u,v autovetores associados a 1, temos que v = av, a € R (o subespaco

associado ao autovalor 1 é uma reta);
(iii) P é diagonalizdvel.

d d
Entao, existe um unico 7 satisfazendo m; = 0, m; = Y mwipj e y, m = 1.
j=1 i=1

Além disso, dado qualquer vy distribuicdo inicial, vale que P"vg — 7 quando n — oo.
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Demonstracao. Conforme ja citado anteriormente, durante a demonstracao do Corolario
2.22| mostramos que existe um vetor m associado ao autovalor 1 tal que m; > 0 e m; =
i T;Dji-
j=1

Como 7 é autovetor associado a 1, vale que 7P = 7 e, portanto, m; = (7P); = 'Xd:1 i Dji-

Para mostrar a segunda parte, vamos indexar os autovalores em ordem decres]c;nte de
modulos, repetindo cada autovalor quantas vezes ele for raiz do polindmio caracteristico,
ou seja, [Ai| = |Ao| = -+ = |\g]. Sabemos que 1 é o autovalor com maior médulo,
isto é, Ay = 1. Além disso, as hipoteses (ii) e (iii) nos dizem que 1 é raiz simples de
p(A), pois o fato de P ser diagonalizavel significa que existem d autovetores linearmente
independentes de P, um associado a cada raiz do polinémio caracteristico. Portanto, a
primeira desigualdade é estrita, ou seja, 1 =X\ > |Ao| = -+ = |Ag|.

Seja u; um autovetor associado a \;, para qualquer i € {1,...,d}. Podemos ainda
supor, sem perda de generalidade, que u; = 7. Pela hipdtese (7ii), o conjunto dos u; é uma
base para o espaco em que P atua. Logo, dado vy distribuicao inicial, podemos escrever

d
vg = Y. a;u;, onde a; sdo os coeficientes de vy nesta base.
=1

1=

Seja u = (1,...,1). Para cada i € {1,...,d}, podemos simplificar u; Pu’ de duas
maneiras diferentes:
wiPu' = (u;P)u’ = \ugu'
w;Pu' = u;(Pu") = uu'.

T

Disto seque que u;(A\; — 1)u' = 0 para qualquer i € {1,...,d}. Parai > 2, temos \; # 1

d
e, portanto, 0 = wu" = Y (u;);. Assim,
1

d d d d d d d
L=2 (w); =2 > ailw); =3 ai ) (v)j =) w5+ ai) (w); =y m=a
j=1 j=1l1i=1 i=1 j=1 j=1 =2 j=1 j=1
v 1
Note que

d d d d d
n o __ no__ n o __ n _ n n _ n
U()P = E a;Uj P" = E ajujP = E Clj)\j U; = a1>\1 U + E )\j a;u; =T -+ E )\j a;Uy.
j=1 j=1 ~ Jj=2

j=1 > j=2

Logo, fixado qualquer vy, temos que ||vgP" — 7|| =

d
n
Z >\j ajuj
Jj=2

quando n — oo, pois |A;| < 1. Repare que a norma utilizada acima pode ser qualquer

d
<J§2|Aj|"laj|||ujl| —0

norma de R?.

Assim, v, = voP" — m quando n — 00, para qualquer vg. O

Exemplo 2.4. No caso em que d = 2, é possivel visualizar geometricamente que os vetores

v, se aprozimam do vetor w. Para fazer isso, vamos considerar o caso em que vo = (0,1) e

e}

P =

NO[—= =
N |
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Entao, o polinémio caracteristico é p(A) = (1 — \) (% - )\). Logo, os autovalores de

Psao A\ =1e )l = % e os respectivos autovetores associados sao u; = (1,0) = 7 e

. d d
uy = (1,—1). E facil ver que, de fato, m; > 0, m; = > mpj; e > m = 1. Escrevendo
j=1 j=1
Vg = T — Uy, concluimos que
1

’U(]Pn:(7T—U2)Pn:7Tpn+'LL2Pn:7T—)\SUQ:’/T—(2) Ug.

Figura 5 — Visao geométrica dos vetores v,
T
08

06

Vo

04

U1

08 08 1N

-0.4-

-064

084

Observando geometricamente os vetores v, na Figura [5] podemos perceber que eles
estao se aproximando do vetor .

Até aqui, vimos quais as hipdteses suficientes sobre P para se ter vy P" — m quando
n — oo para qualquer vy, no caso geral em que P é uma matriz de transicao qualquer.
A partir de agora, vamos focar nas matrizes de transicao positivas, ou seja, matrizes P
em que p;; > 0 para quaisquer 7,5 € {1,...,d}. Nestes casos, o fato de voP" — 7 quando

n — oo ¢ uma consequéncia direta do teorema abaixo.

Teorema 2.24 (Teorema de Perron). Seja A uma matriz positiva d X d. Entdo,
(i) Aa > 0;
(ii) Aa € raiz simples de p(\);

d
(iii) existe um tnico vetor x tal que Ax" = MaxT, S x; = 1 e x; = 0, para qualquer
i=1

ied{l,...,d};

d
(iv) existe um inico vetor y tal que yA = Aay, S xy; = 1 ey; = 0, para qualquer
i=1

ied{l,...,d};
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(v) [N < Aa para qualquer X # A4 autovalor de A;
(vi) (A\;PA)™ = 2Ty quando n — .

A demonstracio deste teorema requer um estudo mais aprofundado de Algebra Linear,
mais precisamente, de matrizes positivas e das suas propriedades. Tal estudo nao condiz
com o foco deste trabaho e, por isso, esta demonstracao nao sera feita aqui. Um maior
estudo acerca deste assunto, contendo todos os passos para a demonstracao deste teorema,

pode ser encontrado em |Horn e Johnson (2012, p. 524-528).

Corolario 2.25. Seja A uma matriz positiva e A4 como definido anteriormente. Denota-
mos por A(x,y) a entrada de A cuja linha corresponde a x e coluna corresponde a y, com

x,y € E. Sejam B,C € £ e u,v duas medidas sobre E. Entao, quando n — oo,

log > > u( A" (z0,y0) — log Aa.

ro€EB yoEC

Demonstracao. Podemos escrever

log >> A" (o, yo) = —log o> A" (0, y0) (Ax")" N,

ro€EB yoGC ro€EB yoGC
ou ainda,
1
log Z Z A"(x0,Y0) = log Z Z (o) )‘A A)" (20, Yo)+— log N}
ToEB yoGC ro€EB yoGC n

Por propriedade de logaritmos,

log Z Z (3707% —log Z Z ZJO /\A A)n($07yo) +log Aa.

roEB yoEC roEB yQEC

Pelo Teorema de Perron, existem (e sdo tnicos) vetores x e y, satisfazendo as condigoes

descritas nos itens (i) e (iv), tais que (A\;'A)" — 2y", quando n — co. Assim,
log > v(@o)p(yo)(AatA) (o, o) — 0,
ro€EB yoelC

quando n — oo e, portanto,

log > u( A™(z0,90) — log Aa.

ro€EB yoel

]

O préximo resultado é uma consequéncia interessante do que fizemos até aqui, mas

isso nao é usado no capitulo de grandes desvios para Cadeias de Markov.
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Corolario 2.26. Seja P uma matriz de transicao positiva. Entao, quando n — oo,

’/’Tl 7'('2 DY ﬂ'd

’n'l 7"'2 ... 7Td
P"— Q=

7T1 7T2 PR 7Td

Demonstragio. Seja A = PT. Pelos Corolérios e Aa = 1. Note que z =7 e
y = (1,...,1) satisfazem (iii) e (iv) do Teorema [2.24] Portanto, pelo item (vi) deste
teorema, temos que
1
Ar— i 1] =Qn
Tq

Logo, P" — Q. O

Com este corolario podemos mostrar que vgP" — m, para qualquer vy. Basta notar

que para qualquer distribui¢ao inicial vy vale que vy = 7, pois

7'['1 7T2 e ﬂ-d
7'('1 7T2 . e 7Td
w@Q = [(wo)1 (w)2 -+ (v0)d]
T T2 d

d d d
= [Wl Z (vo)i 2 Z (vo)i ~++ a2 (vo)i

i=1 i=1 =1

Assim, para qualquer vy, temos que voP" — 1) = 7, quando n — oo, que é exatamente
o que queriamos verificar.

Concluimos entao que, se P é matriz de transi¢ao positiva, vale imediatamente que
voP" — m para qualquer vy, sem serem necessarias hipoteses adicionais.

Pondo este resultado em notacdo probabilistica, o que provamos é que se P é a
probabilidade induzida pela cadeia de Markov {X,,} e a medida inicial vy, como em ([2.2)),
temos que

P[X, =i — 7 (7).
Como comentamos na Definicdo de LDP, geralmente queremos estudar o comportamento
n
das médias * > Xj.
n
k=1
n
Para cadeias de Markov, o que é estudado é + > f(X}), onde f : E — R é uma funcio
" k=1

limitada, veja o Teorema [2.29, Para apresentarmos este resultado precisamos primeiro
apresentar a definicdo de medida empirica, faremos isso num contexto geral na proxima

secao e na secao seguinte vamos aplicar esta definicdo para entender a convergéncia de

1 > J(Xk).
k=1
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2.3 Medidas Empiricas

Se {Y,,} é uma sequéncia de variaveis aleatorias definidas no espago de probabilidade
(Q, F,P) e tomando valores em um espago polonés (E, ), para cada w € 2, consideramos
como medida empirica a seguinte medida aleatéria, que associa a cada conjunto A € £ o

numero:

(. 4) = 13 b (4), (2.4

onde 9, é a medida Delta de Dirac, que da massa 1 ao ponto a. Por simplicidade, vamos
omitir w da notagao e denotar apenas por L,. Note que essa medida empirica é uma

probabilidade em E e ela pode ser reescrita da seguinte forma, para cada A € &,

> 1a(Y5). (2.5)

L, é a porcao de vezes que a observacao cai no conjunto A até o tempo n.

2.4 Teorema Ergodico

Definicao 2.27. Dizemos que uma cadeia de Markov com espaco de estados E e matriz
de transicio P = (p;;) € irredutivel se, dados x,y € E, existe m € N tal que pi(z,y) > 0,
isto €, sempre € possivel ir de um estado para outro em algum numero de passos com

probabilidade nao nula.

Defini¢ao 2.28. Seja {X,,} uma cadeia de Markov. Definimos o tempo de primeira

passagem pelo estado x como uma varidvel aleatoria T; definida por
Ti(w)=inf{n>1: X, (w) =i}.
Por convencio, consideraremos inf () = +o0.

Teorema 2.29 (Teorema ergddico). Seja {X,,} uma cadeia de Markov irredutivel com
espaco de estados E e probabilidade de transicao p. Entdo,

1
P (Ln({z}) — —, quando n — oo) =1,
mA

)

onde L, foi definido em (usando X, no lugar de Y, ) e m; = E;(T;) é o tempo
esperado de retorno ao estado v, onde E; denota a esperanca com respeito a probabilidade
P; definida por P;(A) = P[A| Xy = i]. Ainda, se m; < 0o para todo i € E, entdo, para
qualquer funcao f : E — R limitada, temos

P (i zn: f(Xk) = > mif(i), quando n — oo) =1,
k=1

S

onde (m; : 1 € E) € a unica distribuicio estaciondria da cadeia.
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A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Norris (1998] p. 53-55).
Note que, no caso £ C R finito, aplicando o teorema acima para f : F — E com

f(z) = x, o que obtemos é

1 n
P (ZXk — Zmi, quando n — oo) =1.
n

k=1 i€l

Observando isso, repare que este resultado é uma espécie de Lei dos Grandes Numeros.
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3 GRANDES DESVIOS PARA CADEIAS DE
MARKOV COM ESPACO DE ESTADOS
FINITO

Neste capitulo, vamos provar o LDP para a sequéncia de medidas empiricas associadas
a cadeias de Markov. Como vimos no Teorema [2.29] se a cadeia ¢é irredutivel, temos que a
medida empirica L,,, definida em , converge para a medida estacionaria da cadeia.
Aqui vamos vamos obter a taxa exponencial desta convergéncia, utilizando uma abordagem
semelhante aquela feita no teorema para variaveis aleatorias i.i.d.

Vamos estender o estudo de grandes desvios para o caso em que {X,,} é uma cadeia

de Markov com espaco de estados F, distribuicao inicial vy e probabilidade de transicao

p. Por simplicidade, vamos assumir que F = {z,..., 24} e p(x,y) > 0, para quaisquer
xr,y € E. Seja
p(z1,21) -+ plz1, 2a)
p_ . , :
p(deZl) e p(zdwzd)

a matriz de transicao desta cadeia.
Seja xp € E. Supondo que vy = 04, isto é, xg €, de fato, o estado inicial da cadeia de
Markov, pelo Teorema da extensiao de Kolmogorov (Teorema [A.16]), definimos P,, uma

probabilidade em EY tal que, em cada E,
P, [ X1 =21,...., X, =z, = p(xo,21) - p(@p—1, Tp).

Note que

Poo[Xn = 7] = Z Z p(wo, 1) - - p(Tp—1, Ty).

r1EE Tn—1€E

Fixado n € N, seja L, (w) = + Z 0, (w), como ja definido em (2.4) a medida empirica

em E. Vamos denotar por M = ./\/l( ) o conjunto de todas as probabilidades em FE.
Definimos uma medida 7° em M tal que, para cada A C M,

Qo (A) =P, [{w: Lp(w) € A} :=P,, [L, € A].

Queremos estender esse conceito para cadeias de Markov com outros tipos de medida

inicial. Assim, supondo que vy = p, vamos definir P, por

QulA) =Py [Ly € A] = [Py, [Ly € Aldu(z) = 3 Qi(A

ro€ER
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Teorema 3.1. Seja {X,,} uma cadeia de Markov com espago de estados E finito, distri-
buigao inicial p € M e medidas empiricas denotadas por L. Entdo, {L,} satisfaz o LDP

com funcao tazxa

I(q) :sl‘ip (/qu—log)\ ) —sup (ZV —log A\, (V )

onde o supremo acima é tomado sobre todas as fungoes V : E — R e \,(V) € o maior

autovalor da matriz PV, cujas entradas sio p" (z,y) = p(x,y)e’®.

A demonstracao desse teorema sera feita nas se¢oes abaixo. Antes disso, vamos verificar
que a funcdo I, definida em [3.1] é uma candidata a fungao taxa. Observe que a fungao I é
semicontinua inferiormente, pois é supremo de fungoes continuas. Ainda, tomando V = 0,
temos que PV = P, ou seja, \,(V) = 1. Neste caso, [ Vdg —log\,(V) = 0 e, portanto, I
é positiva. Logo, I satisfaz as hipoteses para ser fungao taxa de um LDP.

Vale ressaltar que, no estudo a seguir, vamos precisar aplicar alguns resultados de
analise. A principio, isso poderia ser um problema, pois tais resultados valem para os
espacos R* e aqui estamos trabalhando com M = M(FE), o conjunto das probabilidades
sobre E. Mas, na verdade, isso nao é problema algum, pois M é homeomorfo ao simplex

de R?, que definimos como sendo

d
@d:{(yl,...,yd)ERdzogyigl, para todo i € {1,...,d}, e Zyizl}, (3.2)

através do homeomorfismo ¢ : M — O, tal que ®(u) = (u(z1), ..., p(24)). Assim sendo,
M e O, sao iguais do ponto de vista topologico. Portanto, podemos simplesmente trabalhar

com eles como se fossem o mesmo espaco.

3.1 Cota superior

Seja V : E — R uma funcao qualquer e zy € F. Entao, podemos reescrever
Qflo(A) = Exo [ﬂ[LnEA}} = 0 [exp < ZV Xk ) H[LneA] exp (Z V(X;J)] s
k=1

onde exp(x) denota €.

Note que , se L, € A,

Portanto,

Q™ (A) < e ot [ qu]Em leXp (zn: V(Xk)ﬂ . (3.3)

k=1

1 Repare que essa funcdo taxa é independente da distribuicdo inicial 1 da cadeia.
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Lema 3.2. Sejam V e PV como definidas anteriormente. Entdo,
E.y o (X V00 )| = S ),
k=1 yer

onde (PV)"(xq,y) denota a respectiva entrada da matriz (PY)".

Demonstracao. Note que

E, lexp<ika)>] 3 Zexp(ZV yk> Py [X1 =y, X = g0

k=1 y1ER Yn€EE

Como os somatdérios sdo todos finitos, podemos trocar a ordem deles. Além disso, pela a

forma como IP,, foi definida, concluimos que

E,, [exp (an V(Xk)ﬂ =3 > 3 eV YO ) - (Y1, Yn)

k=1 yn€Ey1EE  yn_1€E

= Z Z Z pv(x07y1)pv(ylay2)"'pv(yn—hyn)'

yn€EE y1€E Yn—1€L

Seguindo o mesmo raciocinio da demonstracao da Equac¢ao de Chapman-Kolmogorov (veja
Lema , obtemos que

E., o (V00| = X (7))

k=1 yn €L

Aplicando o Lema acima, segue de (3.3) que

—n inf | Vd
nt, | Va

@’ (A) <e > (PY) (0. y).

yer

Integrando a desigualdade acima com rela¢ao a medida inicial p (do Teorema [3.1)), temos

Qn(A) = > Qr(A)u(xo) <e S wl(wo)(PY) (o, y).

ro€ER yeE zoElE

—n 1nf deq

Denotando por A\,(V') o maior autovalor de PV e aplicando o Coroldrio para a matriz

PV com B=FE, C=E,u=1ev =y, concluimos que

lim —loan( ) < —;g/‘/dq—l—log)\p(‘/).

n—oo n,

Podemos reescrever

lim lloan( A) < sup (—/qu+log)\p(V)>.

n—oo n, qu

Observe que a desigualdade acima vale para qualquer V. Minimizando sobre todas as
V. EF — R, obtemos

1
lim —log @, (A) < inf sup (—/qu—l—log)\p(V)).

n—oo n, 174 qu
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Pela forma como @, (A) foi definida,

1
lim —logP, [L, € A] < infsup (—/qu+log)\p(V)>.

n—oo n, VvV qu

Note que, até aqui, estamos trabalhando com A C M qualquer. Suponhamos agora
que A é aberto. Veja ainda que — [ Vdq + log A\, (V') é semicontinua superiormente em
g, j& que é continua. Entdo, pelo Lema [A.21], concluimos que, para qualquer K C M
compacto,

lim — ! loglP, [L, € K] < supmf( /qu—i—log)\ (V))

n—o0 n, qeK
O conjunto M(E) das probabilidades em (E, ) é rigido (ver Definigao [A.26)), pois E é
finito (logo, compacto) e g(E) = 1 > 1—¢, para quaisquer ¢ > 0 e ¢ € M(FE). Pelo Teorema

de Prohorov (Teorema [A.27)), toda sequéncia de M(E) tem uma subsequéncia fracamente

convergente, ou seja, M(E) é relativamente compacto. Portanto, M(E) = M(FE) é
compacto.
Sabemos que qualquer conjunto fechado em um espago compacto é compacto. Logo,
dado F' C M(FE) fechado, temos que F' é compacto e, portanto,
lim —logIP’ [L, € F] < supmf( /qu—Hog/\ (V))
n—eon qEF

Reescrevemos a desigualdade acima como

n—oo n,

1
lim —logP, [L, € F| < — inf sup (/ Vdgq — log )\p(V)> :
qel v/
Logo, pela forma como I foi definida em ({3.1)),

lim — logIP’ [L, € F] < —inf I(q),

n—00 7 qeF

concluindo a prova da cota superior.

3.2 Cota inferior

Seja O um aberto de M = M(FE). Denotamos O* = O Nint(M), onde int(M) denota
o interior do conjunto M, isto é, int(M) = {u € M : p(z) > 0, para qualquer z € E}.
Repare que essa noc¢ao de interior vem do fato de M ser homeomorfo a 0.

Se O = (), por convencao, infimo sobre o conjunto vazio é +oo e, portanto, vale o LDP.
Suponhamos que O # (). Como O é aberto, pela forma como O* foi definido, podemos
concluir que O* # (). Tomamos ¢ € O*. Entao, ¢ € O e, portanto, existe § tal que
B, = B(q,9) C O. Repare que, devido ao homeomorfismo existente entre M e Oy, esta
bola é a pré-imagem da bola B(®(gq),d) em O,.

Queremos escolher uma nova cadeia de Markov para a qual ¢ é um vetor estacionario e
a probabilidade de transigao p desta cadeia satisfaca p(x,y) > 0, para quaisquer =,y € F.
Note que, para que essa escolha faca sentido, precisamos garantir que exista pelo menos

uma cadeia satisfazendo as seguintes condigoes:
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(i) p(x,y) > 0, para quaisquer z,y € E;

(i) gEQ(x)ﬁ(w, y) = q(y), para todo y € E.

Como tomamos ¢ € O*, sabemos que ¢(y) > 0, para qualquer y € E. Assim, se

tomarmos p(x,y) = q(y), teremos p(x,y) > 0, para quaisquer z,y, e
> a(x)p(x,y) = q(y) Y- alz) = a(y),

ou seja, p(x,y) = q(y) satisfaz as hipdteses (i) e (i) acima. Portanto, podemos escolher
uma nova cadeia de Markov para a qual ¢ € um vetor estacionario e a probabilidade de
transigao p desta cadeia satisfaca p(z,y) > 0, para quaisquer z,y.

Definimos I@q de modo que, para qualquer H : E"1 — R,

/ HdP, = S H(wo,. .. 2)q(x0)p(x0,71) -+ HTn1, Tn). (3.4)

T0,T1yee3Tm

Qual a relagao entre P, e Pq? Para obter essa relacdo, note que, para qualquer
B, € &Mt
Pu(Bn) = Z ,U(Q:O)p(an 33'1) te 'p(znfb xn)-

(x(),.-.,!l‘n)GBn

Podemos reescrever a equacao acima como

]P)M(Bn) o Z :u(x())p(xﬂaml)'.'p(xnflaxn)q(xo)pv(xo’xl)‘_.ﬁ(xn_l’xn)‘

(@0,....zn)EBy, Q(JZO)ZB(-%O; 331) o 'ﬁ(xn—la xn)

Denotando V,, = V,,(xo, ..., z,) = —log [Q(fﬁo)] -y log [Wl, concluimos que
(o) i=1 (@1, 2;)

PuB)= % e qlwo)plao,ar)  ea-r,an) = [ e"dB,

(x07~~-7xn)€Bn "

para qualquer B,,. Essa ¢ a relacao entre P, e Pq!
Definimos A,, = [711 i 0x, € Bq} . Como B, C O,
i=1

1
= lim —log Pu<An)'

n—oo 1

1
> lim *IOg]P)pL

n—oo T

1 1 &
lim —logP, [25& €O
n =

n—oo T i—1

1 n
EZ(SXi EBq

=1

Pela relagao existente entre IP, e ]@q, obtemos que

Vo m Vi ]P)q »
]P’H(An):/Ane dP, = </Ae dpq(An)>IP’q(An).

Aplicando a Desigualdade de Jensen para fungoes concavas (Coroldrio [A.11)) e usando

propriedade de logaritmos, concluimos que

Ja, VadP,

log P, (A,).
]P)q(An) + Og Q( )

P )
logP,.(A4,) = log /A n evndm +logBy(A,) >
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Logo,

1 Ly V,dP 1. -
= bx, € O] > lim M + lim —logP,(A4,). (3.5)
n

1
lim —logP
o 8 " =1 n— 00 Pq (An) n—oo 1

n—oo T l

Queremos determinar quanto vale o lado direito da desigualdade acima. Para isso,

vamos ver a seguir uma sequéncia de lemas que nos levarao ao resultado desejado.

Lema 3.3. Sejam ]?’q e A, como definidos anteriormente. Entao, quando n — +00,

(i) Py(Ap) = 15
o1 -
(i) n/AG V,dP, — 0.

Demonstragio. Como escolhemos p tal que p(z,y) > 0, para quaisquer x,y € E, temos
que esta cadeia de Markov é irredutivel (veja Defini¢ao . Sabemos ainda que ¢ é
estaciondria para esta cadeia. Como ¢(z;) > 0, para qualquer z; € FE, podemos concluir
que a cadeia passa em algum momento em cada um dos estados possiveis, ou seja, se esta
cadeia iniciar num estado z;, sabemos que ela, em algum momento, terd passado por cada
um dos estados z, € E, desde que tenhamos a observado por um tempo suficientemente
grande. Em particular, temos que a cadeia retorna para o estado z;.

O argumento acima nos da uma ideia de que o tempo esperado de retorno ao estado z;
é finito. Portanto, segue do Teorema ergodico que

P, (:L i F(Xk) = Y q(z)f(2), quando n — oo) = 1. (3.6)

z,€E

Lembre que tinhamos definido L,, = % '21 dx;. Além disso, note que, para qualquer f
J:

continua e limitada,
n

[ gz =13 %)

[ fda =3 atz)f ()

z€ER

Assim, segue de (3.6 que

Ip’q (/ fdL, — /qu, quando n — oo) =1.

Por definicao de convergéncia fraca de medidas (veja Defini¢ao [A.25)), concluimos que

I@’q(Ln =q) = 1.
Como a convergéncia fraca de medidas é equivalente a convergéncia no simplex de R¢
(veja Segao [A.3)), repare que, se L, = ¢, entao existe ng tal que L,, € B, = B(g, ), para
qualquer n > ny. Disto segue que, quando n — oo,

P,[L, € By] — 1,
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concluindo a demonstracao do primeiro item, pois definimos A, = [L,, € B,].
Vamos agora provar o item (7i) do lema. Pela forma como V,, foi definida, podemos
reescrever

l Vdp__l 104‘1( ] _/ZO[:@ 1’“””)1011@(1. (3.7)

:u( n g=1 x'L 1,1’)

Note que, pelo item (%), quando n — oo,

sl e[t

Portanto, a primeira parcela da soma no lado direito da igualdade converge a
zero. Falta mostrar que a segunda também converge a zero. Para isso, note que p e p sao
probabilidade de transicao estritamente positivas e, portanto, existem constantes C e Cs
tais que C; < p(x,y) < 1 e Cy < p(z,y) < 1, para quaisquer z,y € E. Entao,

Zlog( ) — nlog ((Z)

nlogCy = 3 log Cy < Zlog[ ("’” 1, %)
=1

Ti—1, 1:7,)

Logo,

1 ~ 12 ]3(.%1‘_1,1’@') ~ 1 ~

A% n i=1 p(a:i,l, xz)

Repare que, pelo item (%), quando n — oo,

/ L log C1dP, = log C11B, (AE) = 0
A n

1 -
/A —n(~log C)dB, = —log CyP, (%) — 0.

Entao, quando n — 0,

[engos ey @0

X 173:)

Assim, quando n — oo,
1 .
- / V,dP, — 0.
n JAC

Lema 3.4. Assumindo as definicoes anteriores, temos que

> a(wo)p(xo, x1) f(1) =Y qlxo) f (o)

20,71

para qualquer fungdo f.
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Demonstracao. Como ¢ ¢é invariante, sabemos que

Zq xo 3307371) = Q($1)~

Portanto, concluimos que

Z q(wo)p(zo, 71) f Zf T ZC] x0)p(0, 1) = Zf(ﬂh)qul)
Zo,T1 x]
0

Lema 3.5. Utilizando as mesmas definigcoes anteriores, temos que

1 e LA
lim V,dP, = > jplz,y)] g(p(xyy»q( )-

n—oo N JA, 7,y
Demonstragio. Segue de (3.4) que
[ VadBi= S Vaglwo)ieo, @) - Blan 1, w)
(20,@15ee-,Tn ) EA

Podemos ainda decompor

1 - - .
- / V,dP, = - / VdB, - - / V,dbP,.
nJa, n n JAC

Entao,
1 7 1 q(xo) - -
— V,dP, = — —1 , ne1, Tn
n /An " n m;xn ( o8 [M(:Co)] q(mo)p(aro ml) p(x B )>
1 - ﬁ(xiflaxi) - N
— — 1 N ne1, Tn 3.8
- IO;xn ( ; o8 [p(%i—l,fi)] q<x0)p($0,x1) p(m v )> ( )
. V,dP,.
n JAL

Por simplicidade, vamos analisar cada uma das trés parcelas da soma acima separa-

damente. Pelo item (%) do Lema sabemos que a ultima parcela da soma converge

a zero quando n — oo. Vamos agora analisar a primeira parcela dessa soma. Podemos

reescreve-la como

Zp Lo, 1) > P(Tna, Tp_1 Zp Tp_1,Tn).

—*Zq To log
Tn—1

Como p é probabilidade de transi¢ao, vale que Y- p(x,y) = 1. Entao, calculando o valor de
)

cada somatério acima, da direita para a esquerda, nos sobra apenas

Y ata) o 220 =~ H(al).

onde H(g|p) é a entropia relativaf] de ¢ com relacdo a p.
Ver [Kipnis e Landim| (2013} p.338-340) para mais detalhes sobre entropia relativa

2
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Logo, a primeira parcela da soma em (3.8) também converge a zero quando n — oo.

Portanto, segue que

lim l V. dIP’ = lim —— Z Zlog [wl q(x0)p(xo, 1) - - P(@Tp_1, Tp).

n—oo 1 J A, n—oo T T0y T i=1 p(l‘i—la I’z)
(3.9)

Podemos reescrever

i—1 p(%‘fl, xz)

Concluimos de (3.9) que

hml Vd]P’ = lim —( Z Zlo

n—oo N JA, n—oo N T0yrln i1

[ P \T;— 17x2>

] (o), 1) - Planr, )

+ Z log [ (xn 1’:%)] q(zo)p(xo, 21) - -ﬁ(xn_l,xn)> )

Tp 17mn)

Reescrevendo a primeira parcela da soma do lado direito da equagao anterior, obtemos

[ P{T;— 17‘7;1)

xz laxz)

> Zlog

0,y sTn—1 1=1

] q(0)p(0, 1) - - P(Tn—2, Tn1) Y P(Tn-1,25)

Tn

1

Logo,

n—oo T J A, n—oo N L0y 1 i—1 p(l’i_l,fﬂi)

1 - . 1 = D(Ti—1, T _ .
m - VndIP)q = him - ( Z Z 1Og [M‘| Q(x())p(x[)yxl) te 'p(xn—ann—1>

b3 o[BI o) i) ).
(3.10)

Podemos reescrever a segunda parcela da soma do lado direito dessa igualdade como

Z q(z0)p(zo, 1) - P(Tp—2, Tt Zp Tp_1,Ty) log [M], (3.11)

X0,y yTn—1 Tn

Seja 1 funcao tal que

2,Y)

p(z,9)\ -
= bg( )p@w)
g p(
Entao, reescrvemos ([3.11]) como
> al@o)plxo, 1) -+ Pln—2, Tn1)Y (20 1).

Denotando

f(Z) = Z ﬁ(’za 1'2) o 'ﬁ(xnf% xnflﬁﬂ(l‘nfl)
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e aplicando o Lema [3.4] obtemos

Z Q(IO)ﬁ(:pO;xl)"'ﬁ(xn—%xn 1 l‘n 1 Z q Io I0,$1 ($1) = ZQ(xo)f(ﬂﬁo)

L0, rTr—1 0,21
ote que
Y oa(@o)f(xo) = qlzo) > Plwo,x2) - P(Tn-2,Tn1)(Tn 1)
o o T2yeTr—1
e, portanto,
Z q(z0)p(z0, 1) - P(Xp—2, Tre1)V(Tr—1) Z q(x0)p(xo, T2)g(x2),
L0y Tr—1 20,22
onde

g(Z) = Z }5(2’, (L’3) te 'ﬁ(xn—% «rn—1>¢(xn—1)'

L3y Tn—1

Logo, aplicando novamente o Lema [3.4]
Z q<$0>]§<370,371)"'ﬁ(xn,Q,.Tn 1 xn 1 Zq LU()
X0y Tn—1
Repetindo o argumento anterior diversas vezes, concluimos que
> q(xo)p(xo, 1) -+ (T2, Tpo1)Y(Tn-1) ZC] zo)h
Z0s--yTn—1

onde

= > Pz Tp1)P(Tn1).

Tn—1

Note que, aplicando mais uma vez o Lema [3.4] obtemos
> q(zo)g(zo) = D q(wo)p(wo, Tno1)Y(Tn—1) Zq To)Y
xo Z0,Tn—1
Logo,
Z Q(l’o)ﬁ(l‘oy xl) te '15(1771727 Tp— 1 J:n 1 Z q IO

L0y Tn—1

Substituindo em ([3.10)), temos que

1
lim — VdIP = lim —— ( Z Zlogl AT 17%)] q(xo)p(zo, 21) - P(Tp_2, Tp_1)

n—oo N JA, n—00 Tp_1 i—1 IZ_hJ/’z)

+zq<xo>w<xo>) |

Podemos reescrever a equagao acima como

1 1
lim — [ V,dP, = lim —( > Zlog[ (9“” Sk
Z0,-

1 q(wo)p(xo, 1) -+ P(Tn—2, Tn_1)

n—oo N JA, n—oo 1 Tp_1 i—1 P\Ti—1,%;

)
)
+ >, log [W] q(xo)p(wo, 1) - P(Tn—2, Tn-1)

T,y Tp—1 p(l’n,Q,l‘n 1

+;Oq<xo>w<xo>) .
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Utilizando o mesmo argumento anterior, obtemos

lim l V. dIP) = lim —— ( Z Z log l (371 1,%)1 q(0)p(x0, 1)+ - P(Tp_3, Tp_2)

n—oo N JA, n—oo M\ 4o Tn—9 i—1 €T 1,1'1)

+2 Z q(a:o)w(:co)> .

o

Repetindo esse argumento varias vezes, concluimos que

lim = [ V,dP, = lim —~ (Z o l xo’xl)] q(z0)p(z0, 1) + (n — 1)§q(x0)w(a:0)> .

n—oo N J Ay, n—00 20,21 xo,xl)
Note que
p(xo, 21 To, T1 ~
Z lo [ : )] Q(% $0,I1 Zq Ty Zlog[ )] $0,$1 Zq 950
To,T1 I‘O,l’l) )
Logo,

n—oo 1 J A, n—o00 n

lim ! V,dP, = lim ! (an (x0) x0)> = —> q(z0)¥ (o).

Pela forma como v foi definida, temos que

lim © [ VidB, = -3 qlwe) 3 log (i Eig’i;)ﬁ(my)-

n—oo N JA,

Entao,

1 S G5
lim VodPy = =" p(x,y)1 g(p(%y))ﬂ ).

n—oo 1 JA, T,y

Pelo Lema e pelo item (7) do Lema , segue de (3.5) que

Pz, y)
p(z,y)

Veja que a desigualdade acima vale para qualquer p tal que Y q(z)p(z,y) = q(y) e

1 1 &
lim —logP, l Y bx, €0
i=1

n—oo M

— > p(x,y)log q(x).

p(z,y) > 0, para qualquer z,y € E. Vamos denotar por IT o conjunto de todas as p com

essas propriedades. Maximizando em p € II, obtemos

1 & p(z,y)
lim — IOIP ox, € Ol > —inf ) p(z,y)lo q(x).
ey B l ; X peﬂg v) gp(x,y) (z)
Definindo L, (w) = £ i
I(q) = inf > p(z,y log Dl y)q(x), (3.12)
pell T,y p( 7 y)
concluimos que, para qualquer g € O*,
lim — logIP’ (L, € O] > —1(q). (3.13)

n—oo T
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Repare que, para concluirmos a demonstracao da cota inferior, precisamos que o lado

direito da desigualdade seja — ing I(q). Porém, no momento, maximizando em ¢ € O*,
q€

poderiamos apenas obter — inof I(q). Para consguirmos o que queremos, precisamos
qe0*
trabalhar mais um pouco antes de maximizar. Precisaremos agora da desigualdade

fornecida pelo lema abaixo.

Lema 3.6. Sejam I e I como definidas em [3.1) e (3.12), respectivamente. Entdo, para
qualquer q € 0%, I(q) < I(q).

Demonstragio. Para simplificar a notagao, vamos denotar Y- q(y)p(y,z) = (¢p)(x). Co-
v

megaremos encontrando uma funcdo f, tal que p(z,y) = p(z,y)els® e q(z) = (¢p)(z).

Queremos entao encontrar uma funcao f, que satisfaca a equagao

q(z) = (qp)(z) = q(y)ply Zq ef1™) = (gp)(x)efe™),

(gp)(2)

para qualquer x € E. Assim,

o)

Note que

pla,y pla,y)els®)

log ) 1 = Ja(v),
p(z,y) p(z,y)

para qualquer z € E. Portanto,

PUEY) oS )i, y) fol) = X alw)folw). (3.14)

(7y> y T Yy
| S ——

q(y)

Zq p(z,y)log 2

Agora, queremos encontrar qual o valor de log A,(f;), onde A,(f,) é o autovalor maximal
da matriz P2, Aplicando o Coroldrio para a matriz P’s com B = E, C = {z} e

i =1, concluimos que
. 1 \n
log Ay(fy) = limy — L 1o Z "(y,x) = lim —log(v(p)")(w),

para quaisquer x € F e v medida sobre E.

Sabemos que (gp/e)(x) = (¢p)(z) = q(z), isto é, ¢ é um autovetor a esquerda de P/e
associado ao autovalor 1. Portanto, ¢ é autovetor a esquerda de (P/4)" associado ao
autovalor 1, ou seja, (¢(p)")(x) = q(z), para qualquer n € N. Tomando v = ¢ na igualdade

anterior, obtemos

1 - 1
log A\p(fy) = lim —log (¢(p)")(x) = lim —loggq(x) = 0.
n—oo n N J n—oo n

q(z)
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Assim, podemos subtrair log A,(f,) no lado direito de (3.14) sem alterar a igualdade.

Portanto, para esta p = pr, vale

Zq p(x,y)log Ex z; = a(y) fo(y) —log \p(fy)-

’U

Portanto,

= mqu p(z,y) log Zq —log Ay (fy)-

el 1 4 p Y Yy

Logo, para qualquer g € O,

Zq —log A\ (fy) < < sup (Z q(y)V(y) — log Ap(V)> = I(q).

Y

O
Pelo Lema , segue de (3.13)) que, para qualquer ¢ € O*,
1 ~
lim —logP, [L, € O] > —1(q) > —1(q).
n—oo T
Maximizando em g € O* a desigualdade acima, obtemos
1
lim —logP, [L, € O] > — inf I(q). (3.15)

n—oo 1 qeO*

Observe que estamos quase concluindo a prova da cota inferior do LDP. Para isso,
precisamos apenas que o infimo no lado direito da desigualdade seja tomado em ¢ € O, ou
seja, precisamos retirar a restricao de que ¢ ¢ positivo.

Vamos agora nos dedicar a provar que innOf* I(q) = ;gg I(q). Comegaremos provando

outros dois lemas, que serao necessarios na demonstragao dessa igualdade.
Lema 3.7. A funcao I, definida em (3.1), é conveza.

Demonstragio. Sejam qi,q2 € M e X\, € [0,1] com A+ § = 1. Vamos denotar

Jv(q) = q)V(y) —log Ap(V).

Y

Repare que a funcao Jy satisfaz Jy(Aq1 + 5¢2) = AJv(q1) + SJv(g2), pois A+ 5 = 1.

Portanto,

I(Aqu + Ba2) = sup Jy (Aar + o) = sup{AJv(a1) + 5.Jv(g2)}-
Como A > 0 e 8 > 0, por propriedade do supremo segue que

I(Aq1 + Bg2) < )\sl‘ip Jv(q) + 581‘&) Jv(q2) = M(q1) + BI(g2).

Logo, I é convexa. O]
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Lema 3.8. Sejam I e IV tais que, para qualquer g € M = M(E),

= Sup (Z q(x —log A, (V))
Y(a) = sup E;Eq(y) log ( (;ﬁ)‘y()yﬂ :
onde u: E — (0,+00) e (up)(y) = X u(z)p(x,y). Entdo, I =1V,

zeFE

Demonstragio. Vamos comecar mostrando que 1M (q) < I(q), para qualquer ¢ € M. Para

isso, seja u : £ — (0,400). Vamos denotar

=1 )

Entao,

o aqlx)Vo(z) =D q(x u(x)

zeE z€FE p) ([E) '
Segue do Corolario que, para quaisquer r € Fev: EF — R,

1
log A\, (V) = li ] li ] PYY")(x).
0g Ap(V) ggon ogyeZE z,y) = lim —log(v(P7)")(x)
Note que
() (0) = 3 ol )6 = (up) ()e" ) = (up))

v (up)(x)

e, portanto, (u(P"0)")(z) = u(z). Logo,
1
log A\, (Vo) = lim - log u(z) = 0.

Logo, para qualquer u > 0, temos que

zeFE 'T) zeFE zeFE

Maximizando a desigualdade acima para u > 0, concluimos que IV < I,

> gl log<( ()> > q(x) => q(x) —log A\, (Vo) <

Vamos agora mostrar a desigualdade oposta. Para isso, seja V : E — R. Pelo Teorema
de Perron (Teorema [2.24)), existe u € R? positivo tal que uPV = A\, (V)u. Como M ¢é

homeomorfo ao RY, podemos associar esse vetor a uma ug : E'— (0, +00) tal que, para

qualquer x € F,
(uy PY)(x) = Xp(V)y ().

Como Y ¢(x) =1, podemos reescrever
zeE

log Ap(V) = Z q(z)log A, (V) = Z q(x)log uvi

zeE zeFE D ({L‘)
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Note que
(uy PY)(x) = uly) = > uly)ply, x)e" ) = (u) P)(x)e"™
Y Yy

e, portanto,

log \,(V) = Z q(z)log ( V()

Por propriedade de logaritmos,
log A, (V) = 1 » P
og Ap(V) = ZQ<$> ng
zel P zelR zelR
Disto segue que
uV(

> q(x)log Vp = qlz —log A, (V).

oeE (u ( ) i
Maximizando em u > 0 a desigualdade acima, concluimos que

v

q) =sup Y _ q(y) < )> > gz log(up< =) q(x) —log A\, (V).

u>0 yEE ( p y) zeE zeE

Repare que a desigualdade acima vale para qualquer V. Portanto,

s Sup (Z q(z —log A, (V)) = I(q).

zeE
Logo, IV > I. Entao, IV = I. O

Visto os dois lemas anteriores, podemos agora seguir para o lema abaixo, que nos da a

igualdade que queremos.

Lema 3.9. Com as notagoes introduzidas anteriormente, temos

inf I(q) = inf 1(q).

qeO* qe0

Demonstragio. Lembre que O* = O Nint(M). Assim, para mostrar que os infimos sao
iguais, vamos mostrar que, para cada ¢ € O\O*, temos [(q) > qienof*[(q). Para isso,
comecamos fixando ¢ € O\O*. Pela forma como O* foi definido, temos que ¢ & int(M),
ou seja, existe algum 17 tal que q(z;) = 0.

Vamos considerar p = Z a;ly(z)=00-, com a; > 0 e Z a;14(.)—=0 = 1. Repare que esse
1 é combinagao convexa das deltas de Dirac dos pontos de E com medida ¢ nula. Além

disso, p1(2x) = aply(,)=0, Para qualquer k € {1,...,d}. Defina

1 1
(1—>q+ —H
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ou seja,

R e g() =0
qn(zx) = <1 n) q(zr) + n#( k) = { q(zx) (1 _ %) , seq(zx) >0 .

Logo, qn(z;) > 0, para qualquer i € {1,...,d}. Portanto, ¢, € int(M). Podemos ainda

escrever ¢, = ¢+ —(pu — ¢). Disto segue que ¢, — ¢ e, portanto, existe ng tal que, ¢, € O,

para qualquer n >nn0’ pois, caso contrario, ¢, nao convergiria a ¢, ja que O é aberto.
Mostramos que, fixada ¢ € O\O*, existe uma sequéncia {¢,} C O Nint(M) = O* tal

que ¢, — q. Como I é semicontinua inferiormente, segue que

I(q) < lim I(gy). (3.16)

n—o0

1 1
Por outro lado, como I é convexa e ¢, = (1 — ) q + — i, obtemos
n n

Ha) < (1-2) 1)+ 210, (3.17)

Repare que

I(p) = I0(n) = sup3_ u(y) log (;;f)y()y)-

Como u > 0 e p > 0, temos que, para todo i,

u(z) u(z;) o u(z;) 1
N d = . e
(Up) (ZZ) ) U(Zj)p<2j, Zz) (Zz)p(zzu Zz) p<Zw Zz)
]:
e concluimos que
d 1 d
I(p) <D p(z)log <D p(z)C =C < +oo,
i=1 p(zh Zz) i=1
1

onde C' = max ——.
Isi<d p(ZZ7 Zj
Assim, segue de (3.17)) que
lim 7(gn) < I(q)- (3.18)

n—0o0

De (3.16) e (3.18), concluimos que lim I(g,) = I(q). Como g, € O*, temos que
I(gn) > ienof I(q) e, portanto, I(q) > ienof I(q), para qualquer ¢ € O\O*. Entao,
qe0* qe0*

;gHQmeLgJ@M£%j@}=£gHW

Pelo Lema , segue de (3.15)) que

1
lim —logP, [L, € O] > — inf I(q),

n—oo M qe0

concluindo a prova do Teorema [3.1]
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4 CONSIDERACOES GERAIS

Com o objetivo de ter um texto completo sobre os assuntos abordados nesta dissertacao,
introduzimos este capitulo para tratar de dois importantes teoremas relacionados as ideias
apresentadas nos Capitulos [I] e [3|

O primeiro resultado que abordaremos é o Teorema de Sanov, que trata de LDP para
L, = %kfjl dx,, onde {X,} sdo varidveis aleatérias i.i.d. Logo, o Teorema de Sanov é
muito par_ecido com o teorema que provamos no Capitulo , onde {X,} era uma cadeia de
Markov. Por isso, aqui apresentaremos apenas as suas principais ideias e nao faremos a
sua demonstracao completa.

O outro resultado apresentado neste capitulo é o Teorema de Gértner-Ellis. Este é
um resultado super geral, que implica os resultados dos Capitulos [I] e [3] Porém, para
obtermos a sua demonstragao completa, precisamos de uma grande fundamentacao teérica
de Analise Convexa, o que poderia afastar um leitor que esta comecando a estudar grandes
desvios das importantes ideias probabilisticas por tras de suas provas. Como o objetivo
do texto é apresentar estas ideias, faremos aqui somente a demonstracao de parte do
Teorema de Gértner-Ellis. Serd usada toda a fundamentacao tedrica de Analise Convexa

sem demonstragoes.

4.1 Teorema de Sanov

Acrescentamos esta se¢do para tratar do Teorema de Sanov, que aborda os grandes
desvios para variaveis aleatérias i.i.d utilizando medidas empiricas, de maneira semelhante
a que foi utilizada para tratar de grandes desvios para Cadeias de Markov no Teorema [3.1]
Inclusive, alguns dos passos da demonstragao do Teorema de Sanov sao os mesmos que

fizemos na prova do Teorema |3.1]

Definigao 4.1. Sejam p e v probabilidades sobre um espaco polonés E. Definimos a

entropia relativa de v com respeito a p como

— dv
Hluf|= [ hloghdu, sev << pueh= m
400, caso contrdrio

Lema 4.2. Fizada uma probabilidade p, a fungio v — H(v|p) € convexa.

Demonstragio. Dados vy, v, probabilidades e a, § € [0,1] com « + 8 = 1, note que

d d d d
H(avy + puo|p) = / (ozdyﬂl + 6;:) log <ad1/;j + 6;:) dp.

H(v|p) também é chamada de informagdo de Kullback Leibler.

1
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Como a fungao f(x) = xlogx é convexa (pois f”(z) = % > 0, ja que [ estd definida apenas

para = > 0), temos que

dv dv dv dv
H(av, + puelp) < « d—/jlog (d;) d,u—i—ﬂ/dljlog (d:) dp = oH (v |p) + BH (v p).

O

Seja E um espago polonés. Vamos denotar por M = M(FE) o conjunto de todas
as probabilidades sobre E, por Cy(E) o conjunto das fungdes V : E — R continuas e

limitadas e definir o produto interno

(Vi) = /Vdu,
onde V € Cy(E) e p € M.

Teorema 4.3 (Teorema de Sanov). Sejam E um espago polonés, p uma probabilidade
sobre E e {Y,} uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d tomando valores em E com

distribuicao p. Se denotarmos L, = % > Oy, entdo
i=1
(1) A sequéncia L,, satisfaz o LDP com fung¢ao taza I, definida, para cada v € M, por

L(v) = Jup {(V,v) —log(e" ) }; (4.1)

(ii) Se C € uma unido finita de abertos convexos em M, entdo, quando n — oo,

1
~logP[L, € C] — — inf 1, (v);
n

veC
(iit) 1,(v) = H(v|p), para toda v € M.

Como a intencao ¢ apenas fazer algumas consideragoes sobre o Teorema de Sanov, nao
vamos provar os itens (i) e (ii). Observe que, se F ¢ finito, o item (7) é um caso particular
do Teorema [3.1] A demonstragdo completa e mais informagoes acerca do Teorema de
Sanov podem ser encontradas em |Olivieri e Vares| (2005, p. 56-63). Aqui, daremos apenas
uma ideia da cota superior do item (i) no caso E espaco polonés e provaremos o item
(ii7), para dar uma ideia sobre o fato da fungdo taxa ser a entropia relativa. Vale ressaltar
que essa é a grande vantagem do Teorema de Sanov, pois através da entropia relativa é
possivel dar uma cara explicita (e ndo apenas variacional) ao funcional taxa. Por exemplo,

se F é enumeravel, entao a entropia relativa pode ser escrita como
v(z)
H(lp) = Y v(z)log 220,
2V

conforme Kipnis e Landim| (2013, p. 338-339).

Inicialmente, vamos provar o lema abaixo, que nos permite trocar o conjunto no qual

estamos tomando o supremo na defini¢ao de /,,. Este lema serd necessario na demonstracao

do item (7i) do Teorema de Sanov.
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Lema 4.4. Se ji e v sao probabilidades tais que 1,(v) < +oo, vale

L(v) = sup {(V,v)—log(e", )} = sup {(V,v)—log(e" )},
VeCy(E) VeBy(E)

onde Cy(E) € o conjunto das fungoes V : E— R continuas e limitadas e By(E) denota o

conjunto das funcoes V : E — R limitadas e Borel-mensurdveis.

Demonstragio. Fixadas as probabilidades v e p. Como Cy(E) C By(E), pois toda fungao
continua é Borel-mensuravel, temos que

L) = suwp {(V.v) —logle”, )} < sup {(Vi) —log(e¥, )} .
VeC,(E) VEBy(E)

Para a desigualdade oposta, seja V' € By(E). Tome uma sequéncia {V,,} C Cy(E)
tal que V,, — V pontualmente em todo z € F e V,, < V. Lembrando que V ¢ limitada
e v é probabilidade (e, portanto, V' é integravel com respeito a v), pelo Teorema da
convergéncia dominada (Teorema , temos que [V,dv — [Vdv. Pelos mesmos
motivos, [eVrdu — [eVdpu.

Pelas convergéncias estabelecidas acima e mais o fato da funcao logaritmo ser continua,

obtemos

(V,v) —log(e”, u) = /Vdu — log/evd,u = lim </ V,dv — log/ev"d,u) :

Como V,, € Cy(E), para todo n € N, segue da igualdade acima que

(V,v) —log(e”, ) < sup {/Vdu — log/evdu} =1,(v).
Ver(E)

Observe que esta desigualdade vale para qualquer V' € B,(E). Maximizando, obtemos

sup {(V, vy — log<ev,u>} < sup {/le/ - log/evd,u} =1,(v).
VEBy(E) Vely,(E)

Cota superior do item (%) do Teorema de Sanov:
Seja V : E — R uma funcao qualquer e p a distribuicao das variaveis Y;. Procedendo

de maneira semelhante ao argumento da pagina [44] podemos observar que
—n{V,Ln) n(V,Ly) —n inf (V.q) -
P[L,c A=K [H[Ln@qe hn) gtV "} <e =t "Elexp Y V(Va) ]|,
k=1

pela forma como definimos L,,.
Usando que a sequéncia ¢ i.i.d com distribuicao u, podemos reescrever a desigualdade

acima como

— inf (V, n — inf (V, n
P[L, € A] < (6 ai{ q>/e‘/(””)du(x)) — <6 i ( q><€v7ﬂ>> ‘
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Disto segue que
1
— < — 1 — 4
- logP[L, € A] < ;g‘l{(m q) — log(e ,u)}.

Ja que a desigualdade acima vale para qualquer V', podemos minimizar em V. Além disso,

como apenas o lado esquerdo da desigualdade depende de n, temos

1
lim —logP[L, € A] < inf sup( (V,q) + 10g<6v,,u>> :

n—oo n, 14 qu

Procedendo como no Capitulo [3| temos

lim — log P[L, € A] < lg}f; sup ((V, q) — log(e", u)) —inf 1,,(q).
G€F v

Com isso, verificamos a cota superior. E claro que isso nao conclui a prova, porém nos
permite ver que a funcao taxa dada é coerente e que a linha de raciocinio da demonstracao

segue o mesmo padrao das anteriores.

Item (%i7) do Teorema de Sanov:

Vamos comecar provando que [,(v) < H(v|p). Se H(v|pu) = +00, ndo ha o que provar.
Assim, suponhamos que H(v|u) < +00. Entao, v < p. Portanto, existe Z—Z >0 (pois v e
i sao probabilidades) tal que

d d d d
Hv|p) = d—ylog d—ydu = /log d:dy = <log d:,V> :

(V,y>—H(u|u):<<V log;l:> >

Tomando exponencial na igualdade acima,

exp((V,V>—H(l/],u))—exp<<V logj ) >—exp/< 1og> dv.

Pela desigualdade de Jensen (Teorema [A.10|) e usando propriedades de exponenciais e

Entao,

logaritmos, temos

eV

exp ((V,v) — H(v|p)) < /exp (V logg )du = /exp<logd”)dy = /evdu = (¥, ).

Tomando logaritmo na desigualdade acima,

(V,v) — H(v|p) <log(e”, u).

Reorganizando os termos da desigualdade anterior, obtemos, para qualquer funcao limitada

V : E — R, a seguinte desigualdade:

(V.v) —log(e", ) < H(v|p).
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Maximizando a desigualdade acima em V € C,(E) e observando a expressao de [, em

([.1)), concluimos que I,(v) < H(v|p).
Vamos agora usar o Lema [4.4] para provar que H(v|u) < I,(v). Se I,(v) = 400, ndo hé

o que provar. Assim, suponhamos que /,(v) < 4+o00. Precisamos, primeiramente, mostrar
que H(v|pu) < +o00. Entdo, vamos comegar provando que v < u.
Sejam k € Ne A € B(E) tal que u(A) = 0. Tomando V = k14, temos que Vy € By(E)

e, portanto,

/Vodu - log/evod,u < sup {(V, v) — log(ev,,u)} =1,(v) < +oo.

VEBy(E)
Entao, k [ 1adv — log [ e"4du < I,(v) < +00. Como
log/ek]lf‘dp = log/ (ek]lA + ]lAn) du = log (eku(A) + /L(AC)) = log(1) =0,
segue que k [ 1dv < I,(v) < +oo. Concluimos que, para qualquer k € N,
kv(A) < I,(v) < 4o0.

Logo, v(A) = 0 e, portanto, v < p. Assim, existe Z—Z > 0, pois v e u sao probabilidades.
Suponhamos que existam constantes c e C tais que 0 < ¢ < C' < +00 e ¢ < g—z < C.

Neste caso, tomando V' = log j—;), concluimos que

d v d
<logy, 1/>—10g <elog5u,/¢> /log ( > dv— log/ —du /log < ) —Vdu H(v|p).
du du dp ) du

0

H(v|w)

Repare que, pelo que vimos acima e observando a forma como I, foi definida, temos que

H(v|p) < I,(v) no caso em que 0 < ¢ < g—: < C < 4o00. Porém, essa limitagdo nem
sempre acontece.
Vamos agora supor que existe ¢ tal que 0 < ¢ < Q Definindo h,, = min {g—;, n}, temos

que h,, T o 0. Pelo Teorema da convergéncia monotona (Teorema , obtemos

/logh dv — /log< M) dv = /log (d:> Zydu H(v|p).

Reescrevendo, temos

lim {<log hn,v) — log <elogh"7u>} + lim log(e'8" 1) = H(v|u).

n—oo n—oo
Utilizando novamente o Teorema da convergéncia monétona, concluimos que (hy,, u) — 0
e, portanto, a segunda parcela da soma acima vale zero. Logo, segue da igualdade acima
que

H(vlp) = lim {{log ha,v) —log (" )} < sup {(Viv) —log(e", )} = L,(v),

VEB,(E)
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pois log h,, € By(FE).
Até aqui, concluimos que H (v|u) < I,,(v), quando m é estritamente positiva. Agora

vamos provar no caso geral. Para isso, definimos v. = e+ (1 — ¢)rv. Como d”f =€ >0,

pelo caso anterior, temos que
H(velpn) < Iu(ve) = Lu(ep+ (1= e)v) = sup {(Vepu + (1 = e)v) — log(e”, )}
Podemos reescrever a desigualdade acima como
H(velpn) < sup {(V, ) + (1= 2){V,v) = elogle’ ) — (1= &) log(e", )}
ou ainda,

H(veln) < zsup {(V, ) = log(e”, ) }+(1—2) sup {(V,v) = logle?, 1)} = L) +(1=2) L (v).

Repare que I,(i1) = 0, pois, para qualquer V, (V, u) — log{e", ) < (V, u) — loge!V'# = 0,
pela desigualdade de Jensen (Teorema [A.10)). Logo,

H(velp) < (1 =) Lu(v) < Lu(v),
pois 1,,(v) > 0. Portanto,

dv dy,
I > H(v.|p) = = “du.
w(v) = H(ve|p) a8 g

Para concluirmos a prova do item (%ii) do Teorema de Sanov, falta apenas mostrar que

H(ve|u) — H(v|p), quando € — 0. Para isso, lembre que a fun¢io v — H(v|u) é convexa
(pelo Lema e note que
H(p, 1) /dﬂlog< )du—O

Portanto,

H(velp) = H(ep+ (1 —e)vip) <e H(plp) +(1 —e)H(v|p) < (1 —e)H(v|p) < H(v|w).

Como a desigualdade acima vale para qualquer € > 0, concluimos que

Tty H (v.|1) < H(v|n). (4.2

Por outro lado, como v, = e+ (1 —¢)v,

dv, du,
Hlp) = [ 5 log (du> d = s/log<

Considerando que

M) dp+(1—¢ /log (djj> dup.  (4.3)

d d
log le = log <5 +(1- 5)dy> > max {logg, log [(1 - S)V] }
w
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segue da igualdade (4.3)) que

H(v|p) > /10g€d,u+(1—5)/ .

d
log(1 —¢) + log dyl dv.

Como a desigualdade acima vale para qualquer € > 0, concluimos que

dv'\ dv
lim H (v, |p) > /log < ) dv = /1og <d,u> @du = H(v|p). (4.4)

e—0

Assim, segue de (4.2)) e (4.4) que H(v.|pu) — H(v|pn), quando € — 0.

Com isso, mostramos que H(v|u) < I,(v), o que, juntamente com a desigualdade
oposta, que ja tinhamos provado anteriormente, conclui a demonstragao do item (%ii) do

Teorema de Sanov.

4.2 Teorema de Gartner-Ellis

Decidimos acrescentar esta se¢ao, pois o Teorema de Géartner-Ellis nos fornece uma
outra maneira de provar o Teorema [3.1 Como veremos, para seguir por este caminho,
a analise convexa é uma ferramenta fundamental. Por este motivo, optamos por néao
utiliza-lo e demonstrar o Teorema conforme feito no Capitulo [3], pois tal caminho é
mais probabilista e nao precisa de resultados tao sofisticados.

Esta segao sera dividida em duas partes. Inicialmente, trataremos do Teorema de
Gértner-Ellis em si, percorrendo todo o caminho necessario para a demonstragdo do mesmo.
Em seguida, vamos dar uma ideia de uma aplicacao deste teorema. Mostraremos como
poderia ser provado o principio de grandes desvios para Cadeias de Markov utilizando este

teorema.

421 O Teorema

Vamos considerar {W,,} elementos aleatérios tomando valores em R™. Sejam p, a

distribuicao de W,, em R™ e ¢,, : R™ — R a funcao geradora de momentos, isto é,

pn(C) = Elel ™),
onde (-, -) denota um produto interno em R™.

Hipodtese 4.5. Suponhamos que existe uma sequéncia a, T +oo tal que, para cada ¢ € R™,

existe

o(¢) = lim — log Pn(anf),

n—0o0 a

com ¢(¢) € (—oo, +00].

Notagao. Vamos denotar D, = {¢ € R™ : ¢(¢) < 400} o conjunto dos pontos onde o

limite anterior € finito.
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Hipétese 4.6. Suponhamos que 0 € int(D,,).

Notagao. Denotaremos a transformada de Fenchel-Legendre de ¢ por

©* () = sup ((¢,z) — ().

¢eR™

Definicao 4.7. Um ponto ¢ € R™ € chamado de subdiferencial de ¢* em y € R™ se, para
todo z € R™ com z # v,

0 (2) > ¢ (y) +(C, 2 —y).
Neste caso, definimos
E(p,¢") ={y € R™ : existe ¢ € int(D,) subdiferencial de ¢* em y}.
Algumas das propriedades basicas de ¢ e ¢* sdo dadas no lema abaixo:

Lema 4.8. Sob as Hipdteses|[].] e[{.0, temos:

(i) log ¢, € convexa;

(ii) ¢ : R™ — (—00,4+00] € convera;

(iii) ¢* : R™ — [0, +00] € convexa e semicontinua inferiormente.

Demonstragio. Sejam (1,(; € R™ e 5 € [0, 1]. Entao,

Pn(BG + (1= B)(p) = E[ePat=feWa]

Lembrando que o produto interno é linear nas duas entradas, obtemos

nlBG1 + (1= B)Ga) = B[P @1t

Pela propriedade de exponencial, podemos escrever

on(BC+ (1 — B)G) = E[(elrWn))B (62 W) )1=8)),

Como a exponencial é positiva, aplicando a desigualdade de Holder (Teorema [A.13]) para
% segue que

on(BGL+ (1= B)G) < E[el W[l )05,

Logo,
log (B¢ + (1 — B)¢) < log el W[l W] (=0),

Por propriedades de logaritmos,
10g pa(BG + (1 = 8)C) < Blog E[e"™] + (1 — ) log E[e/ )]
= Blog ¢n(C1) + (1 — 5) log ¢n(Ca).
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Assim, concluimos que log ¢, é convexa, o que finaliza o item (7). Disto segue que

lim ilog@n(an(6C1+(1_ﬂ)<2)) < B lim ilog%(anﬁ)ﬂl—ﬁ) lim ilogson(an@)-

n—oo an n—oo an n—oo an

Portanto,
(B¢ + (1= B)G) < Bp(Cr) + (1= B)p(C),

concluindo o item (7).

Para a demonstragao do item (%ii), sejam x1, 25 € R™ e 5 € [0, 1]. Entéo,

¢ (P14 (1 = B)xa) = sup (¢, fz1 + (1 = Blaz) — »(C))-

CERm

Usando a linearidade do produto interno e escrevendo ¢(() = Bp(¢) + (1 — B)p(C),

concluimos que

" (P14 (1 = B)xa) = sup (B((¢, 1) — ©(C)) + (1 = B)((C, z2) — ¢(())).

CeR™

Por propriedades do supremo, obtemos

@*(Br1 + (1= Pz) < B sup ((¢21) — ¢(€) + (1 = B) sup (¢, 22) — ¢(¢))).

CER™ ¢eER™

Segue da desigualdade acima que ¢* é convexa. O fato de ser semicontinua inferiormente

segue diretamente do Lema [A.2] Além disso, ¢* de fato é positiva, pois

" (x) = sup ((¢, ) — ¢(¢)) = (0,2) — ¢(0) = 0.

CER™

O

Para o Teorema de Gértner-Ellis, precisaremos da nocao de interior relativo, que

definimos a seguir.

Definicao 4.9. Seja C C R™ um conjunto convero e nao vazio. O interior relativo de C,

denotado por ri(C), é definido por
ri(C) ={x € C : para qualquer y € C,x — e(y — x) € C, para algum £ > 0}.

Repare que int(C') C ri(C), pois dado = € int(C'), existe § > 0 tal que B(z,d) C
int(C), j& que o interior é um conjunto aberto. Entao, para cada y € C, exise algum &
suficientemente pequeno de modo que z — e(y — x) € B(z,d) e, portanto, x € ri(C). J& a
inclusao oposta nao é necessariamente valida, isto €, o interior relativo pode ser diferente

do interior usual, pois tomando C' = {z}, temos ri(C) = {z} e int(C) = 0.
Propriedades. Algumas das propriedades bdsicas do interior relativo sdo:

(i) ri(C) # 0;
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(ii) Se z € ri(C) ey € C, entao ez + (1 —e)y € ri(C), para qualquer € € (0, 1];
(iii) Se g : R™ — (—o00, +00] € uma fungido conveza, entio g é continua em ri(D,), onde

D, ={z:g(x) < +o0}.

Na demonstragao do teorema principal deste capitulo, precisaremos de um tltimo lema,

que enunciaremos a seguir.

Definigao 4.10. O vetor gradiente (ou simplesmente gradiente) de ¢ € R™ é definido por
0 0
Ve (a@ai)
Lema 4.11. Além das Hipdteses[{.] e[4.0, suponhamos que
(a) ¢ é semicontinua em R™ e diferencidvel em int(D,);
(b) D, =R? ou |[Vp(C)] = +o0, quando ¢ — D, com ¢ € int(D,).
Entao, ri(Dy) C E(p, ¢*).

Este lema nao sera aqui demonstrado, pois sua demonstracao precisa de elementos da
teoria de analise convexa que nao condizem com o tema deste trabalho. Tal demonstracao
pode ser encontrada em [Rockafellar| (1997, p. 257). Demonstraremos apenas o proximo
teorema, pois, apesar do seu enunciado ser um pouco diferente da definicao de LDP que
usamos durante este texto, trata-se de um LDP e sua demonstragao é permeada das ideias

que apareceram nos Capitulos [I] e [3|

Teorema 4.12 (Teorema de Gértner-Ellis). Sob as Hipdteses e temos:

— 1
(i) lim — log pn(F) < — Hellfv ©*(x), para qualquer FF C R™ fechado;
n—oo an x

1
(i) lim —log u,(A) > — inf ¢*(z), para todo A CR™ aberto, onde € = E(p, p*).

n—oo Ap r€ANE

Ainda, se assumirmos (a) e (b) do Lema podemos substituir AN E por A no

item (ii) acima. Neste caso, obtemos que a sequéncia {p,} satisfaz o LDP (veja Definicio

com funcgao taza p*.

Demonstracao. Fixados ' C R™ e ( € R™, aplicamos a desigualdade de Chebyshev
(Teorema |A.12)) com ¥ (y) = e¢¥) e obtemos

inf (e YNP[W,, € F] < E[e/"].

yeF

Como p, é a distribuicao de W, e a exponencial é crescente, concluimos que

inf (C,
ey€F<< y>ﬂn(F) < E[€<C’Wn>].
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Pela defini¢ao de ¢,,, podemos reescrever a desigualdade acima como

— inf <va>
,Un<F) <e ver SOn(C)-

Tomando i log na expressao acima, temos, para qualquer ¢ € R™,

1 1
L tog pa(F) < — inf <4y> + Llogon o)

An, yeF \ a,, n
Como a desigualdade acima vale para qualquer ( € R™, podemos fazer a mudanca de
variavel ¢ + a,( e obter
1 ) 1
— log ,U’n(F) < - inf <Ca y> +— IOg Qpn(anC)
n yel Qn,
Minimizando em ( a desigualdade acima, obtemos

ilogﬂn(F) < — sup (inf (¢ y) — allog son(ané)) : (4.5)

(7% CER™ yeF n

Seja K um compacto. Repare que, se 1glf{ ©*(z) = 0, entao vale este limite:

— 1
lim — log i, (K) < 0= — inf ¢"(2),

n—oo q,, zeK

pois a, T +00 e u,(K) € [0,1]. Agora, vamos supor que l}g}f{ ©*(z) > 0. Entao, existe
a€Rtal que 0 < a< ;gf{ ©*(x). Fixamos y € K. Assim, 0 < a < ¢*(y). Pela forma
como * foi definido, existe ¢, tal que 0 < a < ((,,y) — ¢((,). Portanto, para qualquer
y € K, existem (, € R™ e 0 > 0 tais que

(Cyry) — p(Gy) = a+é.

Disto segue que ¢((,) < +o0o. Além disso, observando a forma como ¢ foi definida, repare

que podemos tomar n, € N tal que, para todo n > n,,

1 )
(G y) = —logpa(angy) > a+ 3.

Seja 0, > 0 e B(y,0,) a bola centrada em y de raio ¢,. Assim, tomando 0, suficien-
temente pequeno (J,[¢,| < 2), segue de (LF]) e da desigualdade acima que, para todo

n = ny,

1
- log 11, (B(y,0y)) < —a.

n

Logo,
— 1
lim —log yin(B(y, d,)) < —a.

n—o0 an
Como K é compacto, podemos cobri-lo com um numero finito de bolas B(y;, d,,). Vamos

supor que utilizamos N bolas para cobrir K. Neste caso,

fin(K) < Z:un(B(yz,fSyi))
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e, portanto, aplicando o Lema [A.3]

1 1
T — log () < T *10gZun (41, 8,,) = max Tm — log s (B(y:,6,,)) < —a.

n—o00 Ay, 1<i<N n—00 Ay,
n =1

Lembre que tomamos a qualquer de modo que 0 < a < in}f( ©*(y). Portanto, fazendo
ye

a— in}f{ ©*(y), concluimos que
=

lim —logun(K) < — inf ¢*(y).

n—oo q, yeK

Por fim, basta estender a desigualdade acima para qualquer F' fechado. Para isso, basta
mostrar que W,, é exponencialmente rigida (veja Defini¢ao e a extensao sera con-
sequéncia da Proposicao [A.19]

Seja a > 0. Além disso, pela HipGtese existe € > 0 tal que B(0,¢) C D,,. Portanto,
basta tomar 7 com 0 < r < ¢ e teremos que —re;,re; € D, para todo i € {1,...,m},
onde {ey,...,e,} denota a base candnica. Suponhamos que K, = [k, k|, onde k é uma
constante que depende de a e r. Vamos estudar a condi¢ao que precisamos utilizando este
compacto que definimos acima e, com base no resultado obtido, encontraremos o valor de
k.

Denotaremos por W} a i-ésima coordenada de W,, isto é, W = (e;, W,,). Entao,
PW, € K,| = P[W, € R™\[—k,k]"] = P[W} > k ou W! < —k, para algum i € {1,...,m}].

Como P é uma probabilidade, concluimos que

3

PW, & Ko < (P[W,, > k] + P[W} < —k]) = i(P[Wg>k]+P[—W,§>k]).

i=1 i=1

Aplicando a desigualdade de Chebyshev (Teorema |A.12)) com ¥ (t) = €™ obtemos

. Z( wnwumemnm)'

67"“" 6T’ank

Pela forma como W foi definido, usando a linearidade do produto interno e considerando

que e"* é constante, segue da desigualdade acima que
P[W, ¢ K,] < e Z elranciWa)] 4 B [el-ranesWn)])
= g rank Z(gpn(ranei) + on(—rage;)).
i=1
Portanto,

1 1
lim — logP[W, & K,] = —rk + hm —logz On(rage;) + on(—rape;)).

n—00
an =1
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Aplicando o Teorema temos

1 — 1
lim — logP[W,, € K,] < —rk + max { lim — log(pn(rase;) + gon(—mnei))} )

n—o0 an léiém n—o0 a/n

Novamente, pelo Teorema [A.3]

1 — 1 — 1
nh_>nolo o log P[W,, & K,] < —rk+ max max {nh_{glo — log gpn(mnei),nli_)rgo o log gon(—mnei)} )

1<i<m Qp,

Observando a Hipdtese [4.5], temos que

— 1
lim — logP[W,, & K,] < —rk + max max {¢(re;), o(—re;)} .

n—oo q,, 1<i<m
Repare que, para provarmos a rigidez exponencial, precisamos tomar

-+ max max{p(re), o(—re)

k:

Y
r

pois, com este k definido acima, para K, = [—k, k], temos que

— 1
lim — logP[W,, € K,] < —a,

n—oo an

provando que W,, é exponencialmente rigida e, como consequéncia da Proposicao [A.19]
concluimos a demonstragao do item (7). Vale ressaltar que este k esta bem definido, pois
tomamos r de modo que re;, —re; € D,.

Para a demonstragao do item (i), vamos fixar x € £ e 6 > 0. Portanto, podemos
escolher ¢ € int(D,,) subdiferencial de ¢* em 2. Como ¢ € int(D,,), pela forma como ¢ foi
definida, concluimos que existe n, € N tal que a,( € D,,,, para qualquer n > n,. Assim,

vamos definir novas probabilidades v, tais que, para cada y € R™,

an ean<<uy>
—_— = —. 4.6
Observe que v, satisfaz as Hipdteses e[4.6] Seja ¢ tal que 0 < &' < §. Vamos

denotar por B(x,d) a bola com centro em x e raio 6. Entao,

L rog n(B(2.8)) > - og n(B(x, 8)).

n aTL

Pela forma como definimos v,,, podemos reescrever a desigualdade acima como

1 1 on(an€)
oy 0B Bl,0) > Tlog [ ety vnly);
ou ainda,
1 log pn(B(z,9)) = L log ¢n(a,C) + 1 log e~ Y du, (y).
an an an, B(z,8)

Como |y — z| < ¢, para qualquer y € B(x,d’), temos que |((,y — x)| < d’|(|, pois é um

produto interno. Portanto, para qualquer y € B(z, '),

(¢, ) = d'I¢] < (¢, y) < (¢, 2) + d[C].
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Logo,
1 1 , 1 ,
— log pn(B(z,9)) > . log on(an() — (¢, ) — &'|C| + - log v, (B(x,d")).

Tomando o limite inferior quando n — oo na desigualdade acima e observando a defini¢ao

de ¢, segue que

lim ilogun(/}?(iv,@) = ¢(¢) = (¢, ) = 0'[¢] + lim ilogVn(B(fiE,<5'))-

n—o00 Uy n—o0 Uy

Fazendo ¢ | 0,

lim ilog,un(B(x,é)) > p(¢) — (¢, x) + lim lim L log v, (B(x,d")).

n—oo Ay, 0'}0 n—oo Gy,

Repare que, pela definigdo de ¢*, temos (¢, x) — ¢({) < ¢*(z). Portanto,
1 1
lim — log i, (B(x,8)) = —¢*(z) +lim lim — log v, (B(x,d")). (4.7)
n—00 Oy, '}0 n—oo Gy,

O préximo passo serd provar que o ultimo limite na desigualdade acima é zero. De
modo analogo ao que fizemos para u,, no inicio desta secao, vamos denotar por v, a funcao

geradora de momentos de v, e, para cada 7 € R™, definir 1 por

1 1
(1) = lim —log ¢, (a,7) = lim —log/e<“"7’y>dyn(y).

n—oo an n—o0 an

Pela forma como v, foi definida em (4.6)), segue que

1/}( ) 1 1 l < y) e<an47y> d ( )
Tzlm—og/e"”’ 1 (Y).
n n(anC)

Repare que o termo ¢,(a,() é uma constante dentro da integral. Usando linearidade
da integral e as propriedades de limites, exponenciais, logaritmos e do produto interno,

podemos reescrever a equagao acima como

1 1
(1) = lim — log / el TN dp, (y) — lim — log g (an().

n—oo an n—oo an

Portanto,

9(r) = Jim —10gpa(an(r + Q) — Jim 105 guan) = o7+ C) — p(C).

n—00 an

Denotando por ¥* a transformada de Fenchel-Legendre de 1, temos

$*(x) = sup ((1,2) = ¢(7)) = sup (T + (,2) = {(,2) = p(C+7) + ¢(()).

TER™ TER™

Pela forma como ¢* foi definida, concluimos que

Pi(z) = 9" (x) — (¢ ) — ().
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Aplicando a parte (i) deste teorema para as medidas v, temos que, para qualquer
F C R™ fechado,
— 1
lim — log v, (F) < — inf ¢*(2).

n—oo q,. zelF

Em particular, vale para o fechado R™ \ B(z,d’), isto é,

T logvu(R™\ Bz, &) < — _inf () = —0*(y),

n—oo q,, 2€R™\ B(z,8")

para algum y € R™\ B(z,d’). Observe que, pela definido de ¢*, segue que p(() >
(C, ) —¢*(x), para qualquer ¢ € R™. Além disso, lembre que z € £ e  é um subdiferencial

de ¢* em x. Portanto,

U (y) = 0" (y) — (G y) + () = (¢ (y) — (¢ y) — (¢"(z) — (¢, 7)) > 0.

Logo, para qualquer ¢’ > 0,

— 1
lim — log v, (R™ \ B(z, §")) < 0. (4.8)
n (o) an

Como v, é uma probabilidade, temos que v,(R™) = 1. Queremos mostrar que

nlgrolo vn(B(x,d")) = 1. Suponhamos, por absurdo, que isto ndo vale, ou seja, existe € > 0

tal que v, (B(x,0")) < 1 — ¢, para qualquer n € N. Neste caso,

1 — 1
lim — log v,(R™ \ B(,d")) > lim —loge =0,

n—oo an an
contradizendo (4.8)). Logo,
. ! _
Jim. vn(B(z,d")) = 1.
Portanto, segue de (4.7) que, para qualquer x € &,
1
lim — log 1, (B(x, 8)) > —¢"(2). (1.9)

n—o0o Uy

Com a desigualdade acima, podemos agora concluir a prova do item (7). Para isso, seja
A CR™abertoex € ANE. Como A é aberto, existe eq(x) tal que B(x,e9) C A. Disto
segue que B(z,e) C A, para qualquer € < gq(x). Logo,

i (B(2,€)) < pin(A).
Juntando isso com a equagao (4.9), concluimos que, para qualquer z € ANE,

1 1
lim —log pn(A) > lim — log p,(B(x,d)) = —¢"(z).

n—o0 Up n—o0 Up,

Maximizando a desigualdade anterior em x, obtemos

1
lim —log,(A) 2 — inf ¢ (),

n—o00 Ap x€ANE

concluindo a prova do item (7).
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Vamos seguir para a parte final deste teorema. Para isso, vamos provar que, para

qualquer A C R™ aberto,

inf  ¢"(x) < inf p*(x).

x€ANTi(Dyr) z€A

Suponhamos que A N D,- # (), pois, caso contrario, a afirmagdo acima é trivial. Neste
caso, seja y € AN D,+. Além disso, como o interior relativo é nao vazio, podemos tomar
z € 1i(Dy,+). Repare que, como A é aberto, existe dy tal que B(y,dy) C A. Assim, para [

suficientemente pequeno,
Bz+ (1 —B)y € B(y,d) C A.

Por outro lado, como z € ri(D,-) e y € D+, pela Propriedade (i) do interior relativo,

temos que, para qualquer 3 € (0, 1],
Bz + (1 =)y € ri(Dyr).

Juntando as duas conclusoes obtidas anteriormente, segue que, para 8 > 0 suficiente-
mente pequeno,
pBz+ (1—p5)y e ANri(Dy-).

Fazendo (8 | 0 e usando a convexidade de ¢*, concluimos que

. * < . * o < * .
ey #(@) <limet (B2 + (1= B)y) <&'(y)

Como a desigualdade acima vale para qualquer y € A N D+, minimizando ela em y,
obtemos

inf (r) < inf “(y).
reaitin ¥ (@) < nf @ ()
Lembre que Dy« = {x € R™ : p*(x) < +oo}. Portanto, p*(x) = 400, para qualquer

re AN DE,*. Logo,

. 3 < . * — . *
iy P @ < b 0*(y) = inf o"(y),

provando o que querfamos. Para completar a demonstragao, repare que, como ri(Dy+) C &
pelo Lema [£.11], obtemos

o NN
e s b ¢t < infety)

Pelo que provamos no item (7i) deste teorema e pela desigualdade acima, segue que

1
1 i S g
Jlim - log pin(A) = — inf ¢"(x) > — inf *(x),

provando que a sequéncia {W,,} satisfaz o LDP com fungao taxa ¢*. O
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4.2.2 LDP para Cadeias de Markov como consequéncia do Gartner-Ellis

Agora que concluimos a prova do Teorema de Gartner-Ellis, vamos dar uma ideia, sem
mostrar todos os detalhes, de como o Teorema [3.1] poderia ser provado como consequéncia
deste teorema. Para isso, vamos considerar o caso m = 1 e utilizar o produto interno dado
por

VW) = Y V@)W (),

el
onde E é finito e V,W € RE. Seja ¢ uma probabilidade sobre E. Repare que, utilizando

este produto interno, temos

@) =sup (Vi) = 9(V) = swp (T V@lata) = (7).

Comparando a fungdo acima com a fungdo I definida em (3.1), perceba que I = ¢* se, e

Lembre que, no Capitulo

T on

somente se, ¢(V) =log A\,(V). Essa igualdade é o que provaremos agora.
3 definimos a medida empirica L, (w, ) = £ 3 dx,(,)(-). Por
i=1

simplicidade, omitimos w da notagao. Assim, podemos escrever

1 n
Ln(y) = - > Lix,y)-

i=1

Entao, considerando W,, = L,,

gon(nV) = ]Eu[‘i(nV’Lm] = Eu [exp (Z nV(y)LMy))] = Eu leXp (Z Zn: V(y)ﬂ[Xiy})] .

yek yelR i=1

Observe que

n n

> Zn: V() lxi=y = D D V(X)) Ixi=y = D VI(X0) Y Iiximy = ini)

yeE i=1 i=1yeE i=1 yeE
———
1

e, portanto,
on(nV) = Eu [exp (Z V(X,))] )

Seja PV conforme definida no Teorema . Entao, segue do Lema que

Pa(nV) = > n(zo) D_(P")"(x0,y),

roEE yekr

onde (PV)"(xg,y) denota a respectiva entrada da matriz (P")". Aplicando o Corolério
comA=PV, B=FE,C=FE,v=pep=1, concluimos que, quando n — oo,

1
—log > u(wo) Z(PV)”(xo,y) — log A, (V).
n ro€EE yeE
Logo, .
- log @, (nV) — log A, (V).
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Se a,, = n, pela definicao de ¢, segue do resultado acima que
p(V) = log Ap(V).

Neste caso, I = p*. Como consequéncia do Teorema de Géartner-Ellis, se, para a, = n,
forem satisfeitas as Hipoteses e além das suposigoes (a) e (b) do Lema [4.11]
concluimos que a sequéncia {X,} satisfaz o LDP com fungao taxa I, ou seja, vale o
Teorema [3.11

Repare que, para obtermos essa conclusao, precisamos verificar todas essas hipdteses.
Porém, esta nao é uma tarefa simples, pois esbarra em alguns pontos cuja demonstragao nao
é trivial. Um desses pontos delicados, por exemplo, é a necessidade de diferenciabilidade
da funcao que associa cada V' ao respectivo autovalor maximal \,(V), fato que, segundo
Olivieri e Vares (2005), é consequéncia do Teorema da Fungao Implicita.

Como podemos ver, para demonstrar o Teorema [3.1] utilizando o Teorema de Gértner-
Ellis, precisariamos de alguns resultados mais sofisticados. Por este motivo, optamos pela

demonstragao utilizada no Capitulo [3 ja que ela é mais intuitiva e construtiva.
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A APENDICE

A.1 Analise

Nesta secao, consideraremos que o dominio das fungoes é o espago polonés D.

Defini¢ao A.1. Uma fungao f : D — [—o00, +00] € dita semicontinua superiormente

em a € D se, para qualquer sequéncia {x,} com z, — a, vale que

lim f(zn) < f(a).

Tp—a

A funcao f € dita semicontinua inferiormente em a quando

lim f(z,) > f(a).

Tp—a

Uma fungao é dita semicontinua superiormente (inferiormente) quando o for em

todo seu dominio.

Lema A.2. Seja {fi\}ren uma sequéncia de fungoes continuas tomando valores em

[—o0, +00]. Entao, f =sup fy € semicontinua inferiormente e g = ;\nlf; f\ € semicontinua
AEA €
supertormente.

Demonstragio. Sejam a € D e {x,} uma sequéncia em D tal que z,, — a. Como todas as

fx sdo continuas, temos que fy(z,) — fi(a), para qualquer A € A. Assim,

f(ZL'n) = sup f)x(xn) = fk(xn)a

A€A

para qualquer A € A. Portanto,

lim f(z,) > lim fi(zn) = fa(a),

Tp—a Tp—a

para qualquer A € A. Entdo, maximizando em A a desiqualdade acima, obtemos

lim f(x,) = sup fa(a) = f(a).

Tn—a AEA

Logo, f é semicontinua inferiormente.

Observe que —g = sup(—f). Como as — f) sdo continuas, pelo que provamos antes,
AEA

segue que —g é semicontinua inferiormente. Logo, g é semicontinua superiormente.  [J

Lema A.3. Dadas as sequéncias de nimeros reais a,,b, > 0 e ¢, T 400,

— 1 — 1 =— 1
lim — log(a, + b,) = max {nh_{glo — log an,nh_{xolO o log bn}.

n—oo Cn Cn
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Demonstracao. Como a fungao logaritmica é crescente e as sequéncias a,,, b, > 0, é facil
ver que vale a desigualdade

— 1 — 1 — 1
lim — log(an, + by,) > max{ lim — loga,, lim — log bn}. (A.1)

n—o0 Cn n—o0 cn n—o0 Cn

Para a desigualdade oposta, note que

— 1 — 1 1
lim — log(a, + b,) < lim — log(2 max{ay,, b,}) (log 2 4 log max{ay, b, }).

= lim —
n—oo Cn n—oo Cn n—o0 cn

Como ¢, T +00, temos que T@O i log2 = 0. Entao,

1 1 1
lim — log(a, + b,) < lim —(log 2 4 log max{ay,, b,}) = lim — log max{ay,, b, }.

n—oo cn
Para cada n temos que logmax{a,,b,} = max{loga,,logb,}. Além disso, note que
lim max{a,, 3,} = max{lim a,,,lim 3,}. Portanto,

1 — 1 — 1
lim — log(a, + b,) < max{ lim —loga,, lim — log bn}.
n—oo C'ﬂ

n—o0 Cn n—oo Cn

Portanto, vale a igualdade (A.1)). ]

A.2 Probabilidade Basica

Definicao A.4. Uma colecio X de subconjuntos de um conjunto X é dita uma o-dlgebra
se satisfaz as sequintes condigoes:

(i) 0 e X pertencem a X.

(ii) Se A pertence a X, entdo o seu complementar AL =X \ A perignce aX.

(7ii) Se {An} é uma sequéncia de conjuntos em X, entdo a unido \J A, pertence a X.
n=1

A dupla (X, X), formada por um conjunto X e uma o-algebra X é chamada de espago

mensuravel.

Definigao A.5. Uma fungio f: X — Y, onde (X, X) e (Y,)) sdo espagos mensurdveis,
¢ dita mensurdvel se para qualquer E € ), temos que f~'(F) € X.

Definicao A.6. Uma funcao Z2 : X — Y ¢é dita variavel aleatoria se ela for uma funcao

mensuravel.

Para alguns autores o termo variavel aleatoria ¢ usado s6 quando Y = R, para os
outros casos é usado o termo elemento aleatério. Aqui como na maioria dos casos Y C R

usaremos sempre a nomenclatura variavel aleatoria.

Notagao. Vamos denotar por R a cole¢io RU{—o0, +0o0}, chamada de sistema de nimeros

reais estendido.
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Definicao A.7. Uma fungdo ju: X — R é chamada de medida se satizfaz as sequintes
condicoes:

(i) n(®) = 0.
(7i) n(B) = 0 para todo B € X.

(iii) v é o-aditiva, ou seja, se {B,} é uma sequéncia disjunta de conjuntos de X, entao
u( U Bn> => B
n=1 n=1

Se, além disto, uma medida satisfizer a condi¢io u(X) =1, entao ela é chamada de

probabilidade.

Uma terna ordenada (X, X, ) formada por um conjunto X, uma o-dlgebra X e uma
medida g chama-se espago de medida. J4 a terna ordenada (X, X, [P) formada por um

conjunto X, uma o-algebra X e uma probabilidade P chama-se espaco de probabilidade.

Definigao A.8. Dizemos que a sequéncia de varidveis aletorias {Z,} (definidas no espago
de probabilidade (2, F,P) e tomando valores no espaco de estados (E,B(E)), onde B(E)
é a o-dlgebra de Borel sobre E) é independente e identicamente distribuida (i.i.d.) se
(i) {Z,} for independente:
Para todo k € N, ny < -+ <ny e Ay,..., A € B(F) vale
k

i=1
(ii) {Z.} for identicamente distribuida:

Para todon € N e A € B(E),

P[Z, € A] =P[Z, € A].

Proposicao A.9 (Lei da Probabilidade Total). Seja {A1, ..., A,} uma particio do con-
junto Q, ou seja, uma colecio de conjuntos ndo-vazios dois a dois disjuntos tal que
U A; = Q. Suponhamos que P(A;) > 0, para qualqueri € {1,...,n}. Entdo, dado B C €,

i=1
P(B) = ZP<B’A1')]P(A1')'
i=1
Demonstragio. Como {A;,...,A,} é uma particao de 2, podemos escrever
B=BNQ=BN(AU---UA,) =(BNA)Y---J(BNA,).

Disto segue que
" " P(BNA;)P(A,;
B(B) =3 P(BNA) =3 (A>>< )
=1 7

=1
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ou seja,
n

P(B) =Y P(B|A;)P(4,).

i=1

]

Notagao. Denotamos por E a esperanca (integral) com respeito a probabilidade P. Assim,

P[A] = E[14], onde
1, sexeA
1a(z) = .
0, sex g A
Teorema A.10 (Desigualdade de Jensen). [[| Seja ¢/ : R — R uma fungio convexa, isto
é, para quaisquer X € [0,1] e z,y € R, vale Mp(z) + (1 — NY(y) = Az + (1 — N)y). Se
f: D — R satisfaz E[f] < 400 e E[¢(f)] < 400, entdo

v (Elf)) < ER(f)-

Demonstracio. Seja ¢ = E[f]. Como v é convexa, existe uma funcao ¢(x) = ax + b tal
que ¢(c) = Y(c) e Y(x) = l(x), para qualquer = € R. Note que esta fungao de fato existe,
j& que, para qualquer a € [D_1(c), Dy1(c)], a funcao {(z) = a(x — ¢) + ¥(c) satisfaz
essas hipoteses, onde D_ e D, denotam as derivadas laterais pela esquerda e pela direita,

respectivamente. Entao,

E[y(f)] = E[¢(f)] = E[(af + D).
Portanto,
E[w(f)] = aB[f] + b= ac+b = {(c) = v(c) = ¢ (E[f]).
O

Corolario A.11. Se ¢ : R — R é uma fungao concava e f: D — R satisfaz E[f] < +o0
e E[¢(f)] < 400, entdo
H(E[f]) = Efp(f)].

Demonstracao. Seja 1 uma funcdo concava. Entao, — é convexa. Aplicando a Desigual-

dade de Jensen, concluimos que

Logo,

L Adaptado de [Durrett| (2013, p.21)
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Teorema A.12 (Desigualdade de Chebyshev). | Sejam ¢ : R — [0,+00), A € B(R) e
ia = inf ¢(y). Entao,
yeA

LABLX € A] < EW(X)1xen] < ER (X))
Demonstracao. O modo como 74 foi definido e o fato de 1) > 0 implicam que
ialixea) < P(X)ixeq < Y(X).
Portanto,
E [iAﬂ[XeAﬂ <E [w(X)ﬂ[XeAﬂ < E[p(X)],
provando o resultado desejado, ja que E [IL[XG A]} =P[X € A]. O

Teorema A.13 (Desigualdade de Holder). ﬂ Sejam p,q € (1,4+00) com % + é =1. Se

f:D—=TReg:D — R sao fungoes tais que E[|f|?] < +oo e E[|g]?] < +o0, entdio
Effg] < E[|fF]> + E[|g]-.

Demonstragio. Se |f| = 0ou |g| = 0, a desigualdade vale trivialmente. Entao, suponhamos

que |f| > 0e |g| > 0. Fixado y > 0, definimos ¢ : [0, +00) — R por

Assim,
¢/($) - mp—l - Y,
V() = (p— o

Como p > 1, temos que " (x) > 0. Entao, ¢ tem um minimo em zy = y»—1. Como

yr1 oyl 1 1 1
U(wo) = -+—y“yzw<+ -yl =
p poq

temos que ¥ (x) > 0, para qualquer x > 0. Logo,

p q
TY < x——l-y—.
p q
Sejam x = Ll ey = 91 . Assim,
E[lf[7]? Ellg|)s
p q
/9] o Sl 9]

E(|f]*Ellgl7s  PEISP]  qEllgl)
Calculando a esperancga de ambos os lados da desigualdade acima e usando a lidearidade

da esperanca, obtemos

E 1 1
[yﬂ ity
E[lflP]»Ellgle]s P 4
provando a Desigualdade de Holder. O

2 Retirado de Durrett| (2013} p.25)
3 Adaptado de |Durrett| (2013, p.21)
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Teorema A.14 (Teorema da convergéncia mondtona). Seja p uma medida sobre D. Se
f ed{fu} sio fungoes definidas em D e tomando valores em R tais que f, > 0, para todo
neNe f, T f, entao

[ fudut [ sap.
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Durrett (2013], p.23).

Teorema A.15 (Teorema da convergéncia dominada). Seja i uma medida sobre D. Se
f,9 e {fu} sao fungées definidas em D e tomando valores em R tais que u(f, - f) =0
(isto €, f, mdao converge a f somente em um conjunto de medida p nula), |f,| < g, para

todon € N e g é integravel, entao
[ i | sap.
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Durrett) (2013, p.23).

Teorema A.16 (Teorema da extensio de Kolmogorov). Sejam E™, EN, " e EN definidos
conforme a Definicao [2.5.  Suponhamos que existam medidas de probabilidade p,, em
(E™, E™) satisfazendo

Pns1(Ag X oo X A1 X E) = pp(Ag X -+ X Ap_q). (A.2)
Entdo, existe uma tinica medida de probabilidade P em (EN,EN) com
Plw:w; € A;,0<i<n—1)=p,(Ag X -+ X A_1).
A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Durrett (2013] p.366-368).

Corolario A.17. Seja p wma probabilidade sobre um espaco polonés E. Entao, existe

uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com distribuicao .

Demonstragio. Vamos denotar Q@ = EN e F = EN. Definimos as varidveis aleatérias
Y; : Q@ — F como sendo as projegoes em cada uma das entradas, isto é, Y;(w) = w;. Em

cada (E™,£") definimos uma medida p,, por
n—1
,un(AO X oo X An—l) = H M(AJ
=0
Repare que as medidas p, definidas acima satisfazem a hipétese (A.2) do Teorema da
extensao de Kolmogorov. Portanto, existe uma probabilidade P em (€2, F) tal que
n—1
=0

Pela forma como definimos Y;, podemos reescrever

n—1
]P)D/E) € A(), NN ;Ynfl € Anfl] == H /,L(Az) (AS)
=0
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Fixados n € Ne A C E, considerando Ay =---=A,,_o=F e A,_1 = A na igualdade
acima, obtemos P[Y,,_; € A] = u(A), ou seja, a sequéncia {Y,,} é identicamente distribuida
com distribuicao pu.

Para mostrar a independéncia, basta voltar em e usar que cada variavel aleatéria

Y; possui distribuicao p para provar que

n—1 n—1
P[Yy € Ao, ..., Va1 € Aui] = [ n(Ay) = [ PV; € Al
i=0 i=0
Portanto, {Y;} ¢ i.i.d. O

Definigao A.18. Dizemos que uma sequéncia de varidveis aleatorias {X,} é exponenci-
almente rigida se, para cada a > 0, existe um conjunto compacto K, tal que

— 1
lim —logP[X, ¢ K,] < —a.

n—oo n,

Proposicao A.19. Seja {X,,} uma sequéncia de varidveis aleatorias exponencialmente
rigida. Se

— 1

lim —logP[X, € K] < — inf f(z),

n—00 7, rzeK

para qualquer K compacto, entio {X,} satisfaz

— 1 .
Jim —log P, € F] < — inf f(2),

para qualquer F fechado.

Demonstracao. Seja F' um conjunto fechado e a > 0. Entao, como P é uma probabilidade,

P[X, € FI<P[X, € FNKJ]+P|X, € K{|.

Logo,
— 1 — 1 — 1 c
lim —loglP[X,, € F] < max{ lim —logP[X,, € FFNK,], lim —logP {Xn € Ka}}.
n—oo n, n—oo n, n—oo n,

Como F é fechado e K, é compacto, temos que F' N K, é compacto. Entao, aplicando
a hipétese para K = F'N K, e utilizando o fato de {X,,} ser exponencialmente rigida,

concluimos que

lim llogIP’[Xn € F] < max{— inf f(a:),—a} < max{— inf f(x),—a}.

n—oo n, zeFNK, zeF

Essa desigualdade vale para qualquer a > 0. Fazendo a — oo, obtemos

— 1
lim —logP[X, € F] < —inf f(x).

n—0o0 n, zel
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Lema A.20. Sejam S um espaco polonés, K C S um conjunto compacto, A um conjunto
de parametros e {Jy : S — R; A € A} uma familia de fungoes semicontinuas superiormente.
Assim,

inf  max inf sup J)(y) < supinf Jy(x),
O1,..,0, 1<j<n A yeO; zeK A

onde o primeiro infimo do lado esquerdo da desigualdade € tomado sobre todas coberturas
abertas {Oy,...,0,} de K.

Demonstragio. Sejam R = sup ir){f Jr(z) e e > 0. Para cada z € K, irif J(z) < R
zeK

e, portanto, existe A, tal que J,, (x) < R+ e. Por hipdtese, cada J, é semicontinua

superiormente. Logo, existe uma vizinhanca O, de x tal que

sup Jy, (y) < R+ 2e.
y€O0;

A familia {O,,z € K} é uma cobertura aberta para K. Como K é compacto, podemos
extrair uma subcobertura finita O,,,...,0,, . A desigualdade anterior é satisfeita para

cada um desses conjuntos, ou seja,

s%p Ir, (y) K R+ 2¢, paral <j<n.
ye z

Como o lado direito dessa desigualdade é uma constante, concluimos que

inf  max inf sup J < R4+ 92
01,...,0n, 1<j<n. A yeo"[j. A(y) ~ + i
J

onde o primeiro infimo do lado esquerdo da desigualdade é tomado sobre todas coberturas
abertas {Oq,...,0,} de K.

Por fim, basta fazer £ — 0 para concluir a demonstracao. O

O préximo resultado é muito importante no estudo de grandes desvios, pois ele permite
trocar a ordem do supremo e do infimo apenas com a hipotese de semicontinuidade superior

de Jy. Muitas vezes sera necessario fazer uso desse resultado para provar a cota superior
do LDP.

Lema A.21. Sejam S um espaco polonés, A um conjunto de parametros, {J, : S —
R; X € A} uma familia de fungoes semicontinuas superiormente e {X,} uma sequéncia de

varidveis aleatorias. Supondo que, para cada O C S aberto,

— 1
lim —logP[X,, € O] < infsup Jy(x). (A.4)

n—oo n A €0

Entao, para cada K C X compacto,

— 1
lim —logP[X,, € K] < supinf Jy(x).

n—oo n zeK A
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Demonstracao. Seja Oq,...,0, uma cobertura finita de K. Entao,
lim 1 P[X, € K] < li 11 IP’XGOO < lim 11 n]P’[X € Oy
im —lo im —lo n im —lo n 11
n—oo n, g n—oo n, g =1 J n—oo n, g =1 J

Utilizando o Lema @, concluimos que

lim — logIP[X € K] < max lim —logIP[X € Ojl.

n—oo n 1<gyg<n n—oo n,

Pela suposigao (A.4)), temos

1
lim —logP[X, € K| < max inf sup Jy(z).

n—oo n 1<g<n A :I,‘GO

Para concluir a demonstracao, basta minimizar a desigualdade acima sobre todas as
coberturas finitas de K e utilizar o Lema [A.20 O

Proposicao A.22. Seja {X,} uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. integrdaveis
tomando valores em R tais que o(\) = E[e**1] < +00 para todo A € R. Entdo, X; possui
todos os momentos finitos, para qualquer i € N e ¢ € infinitamente derivdvel, isto é€,
v € C*(R).

Demonstracao. Como a sequéncia é i.i.d, basta mostrar que X; possui todos os momentos

finitos. Para isso, note que
E[ X117 = E[1X1* 1 50 + E[1 X1 1, <o
<E [GXP ((k )i Xy ) IL[X1>0ﬂ +E [exp ( (k!)%)ﬁ) ]1[X1<o]}
<@ ((F) + ¢ (—(B)F) < +o0,

para qualquer k& € N.
Vamos agora mostrar que ¢ € C°(R). Observe que, para qualquer A € R,

(A + h}i 9N _g [em (eh)(lh_lﬂ '

Repare que, para provarmos que ¢ é derivavel, precisamos mostrar que a expressao acima

ehxl -1

converge quando h — 0. Como — X1, quando h — 0, é suficiente mostrar que

thl -1

h
direta do Teorema da convergéncia dominada (Teorema [A.15]).

AX1

e ¢é integravel, pois neste caso, o resultado desejado sera consequéncia

Expandindo e"** em Série de Taylor, podemos escrever

hXi _ hX2  R2X3
O N 1 1
h 1ttty

e, portanto,
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pois p(2)) < +oo e X; possui todos os momentos finitos. Portanto, pelo Teorema da

convergéncia dominada,

A+ h)— (A
}ILIL% 90( + ]1 90( ):E[e)\Xle].

Repetindo o mesmo argumento diversas vezes, concluimos que ¢ € C*(R) e
P () = E[eMX7).

[]

Proposicao A.23. Seja {X,} uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. integrdveis
tomando valores em R. Suponhamos que ¢(\) = E[e**1] < 400 para todo A € R. Entdo,
as fungoes (), log () e I (definida em (1.6])) sdo convezas.

Demonstragio. Como () < 400 para todo A € R, pela Proposigao temos que
v € C°(R). Assim,
¢'(\) = E[X,eM],

p"(\) = E[X7e ).
Repare que ¢”(\) > 0. Logo, ¢ é convexa. Seja ¥(\) = logp(\). Entdo, para 6 € [0, 1],

YOt + (1 — 0)s) = log B[ X1e1-0sX1]

Aplicando a Desigualdade de Holder (Teorema } com p = é, q= ﬁ, f=el%e

g = eI=95%1 concluimos que

110 1 q1-6
et ool
= log E[e*1]? + log E[esX1]*~?
— 01og E[e™)] + (1 — 0) log E[e*"]
= 00(1) + (1 0)(s).

Logo, log p(A) é convexa.

Falta mostrar que I é convexa. Para isso, seja a € [0, 1]. Entao,

oz + (1 —a)y) =sup[Maz + (1 —a)y) —log p(V)]
= iléﬂg[)\ax + (1 —a)\y —alogp(A) — (1 — a)log p(A)]

< s;ég[kcwf — alog p(\)] + S;éﬂg[(l —a)Ay — (1 —a)log p(N)]

= asup[ Az — log p(N\)] + (1 — a) sup[Ay — log ¢ ()]
AER AER

=al(z)+ (1 —a)l(y).

Logo, I é convexa. O]
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Lema A.24. Seja ¢ conforme definida anteriormente. Suponhamos que o conjunto
* ={A e R: p(\) < +o0} € aberto. Entdo, ¢ é continua em P*.

Demonstracao. Tomamos \g € ®*. Para provarmos que ¢ ¢é continua em )y, precisamos

verificar que (Ao + h) — ¢(Ng) — 0, quando h — 0. Note que
(,0()\0 + h) — (p()\(]) — ]E[e()\oJrh)Xl . 6)\0X1],

Repare que ePothX1 _ gdoX1 (0 quando h — 0. Ainda, como Ay € ®* e ®* é aberto,
temos que, para h suficientemente pequeno, ¢(A\g + h) = E[e®o+t?X1] < 400 Portanto,
pelo Teorema da convergéncia dominada (Teorema [A.15), ¢(Xg + k) — ¢(Ag) — 0, quando
h — 0. Logo, ¢ ¢ continua em todo Ay € ®*. O]

A.3 Convergéncia de Medidas

Defini¢ao A.25. Sejam {P,} e P probabilidades em (E,B(E)). Dizemos que P,, converge

fracamente para P, e denotamos P, = P, se, para toda f continua e limitada,

Ainda, se {P,} e P forem as distribuicoes das varidveis aleatdrias {X,} e X, respecti-
vamente, dizemos que X, converge em distribuicao para X, e denotamos X, SN X, se
P, = P.

s

Defini¢ao A.26. Um conjunto de probabilidades 11 sobre um espago métrico (E,B(E)) é
dito rigido se, para qualquer € > 0, existe um compacto K C FE tal que P(K) > 1 —¢, para
qualquer P € I1.

Teorema A.27 (Teorema de Prohorov). Seja II um conjunto de probabilidades sobre
(E,B(FE)). Sell é rigido, entao qualquer sequéncia em Il possui subsequéncia fracamente

convergente. Ainda, se E for polonés, vale a reciproca.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Baldasso| (2013], p.5-12). Outra

versao também pode ser encontrada em Billingsley (1995, p.57-65).

Seja E um conjunto finito, que assumiremos, sem perda de generalidade, £ = {1,...,d}.
Denotando M = M(E) como o conjunto das probabilidades sobre F, podemos mostrar que
a convergéncia fraca em M é equivalente & convergéncia no simplex do R?, que definimos
em e denotamos por ©4. Para isto, vamos metrizar a convergéncia fraca, isto é,
definiremos uma métrica dp sobre M tal que u,, = u se, e somente se, dp(p,, 1) — 0 e
depois mostrar que esta métrica dp é equivalente a métrica no simplex.

Iniciamos apresentando a definicdo de métrica de Prohorov no caso geral, em que E é

um espago polonés (espago métrico completo e separdvel). Denotamos por d a métrica
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em F e definimos a distancia de um ponto x € E até um conjunto fechado F' C E por
d(z,F) = inf d .
(z, F) = Inf d(z,y)

Definigao A.28. A métrica dp, chamada métrica de Prohorov, é definida por
dp(p,v) = inf{§ > 0:VF C E fechado, u(F) < v(F°) + 6 e v(F) < u(F°) + 6},
onde F° ={x € E:d(x,F) < §}.

E importante salientar que a métrica de Prohorov definida acima é uma metrizacao da
convergéncia fraca mesmo sem assumirmos que E é finito. O estudo no caso geral pode

ser encontrado em Oliveiral (s.d., p. 18). Aqui, faremos o caso em que E é finito.

Teorema A.29. Se E ¢ finito, entao
dp(p,v) =inf{o0 > 0:VF C E,|u(F) —v(F)| < d}.

Demonstracao. Repare que, como E ¢ finito, qualquer subconjunto de F é fechado. Por-

tanto, podemos reescrever a métrica de Prohorov como
dp(p,v) =inf{§ > 0:VYF C E, u(F) < v(F°) + 6 e v(F) < u(F°) +6}.

Note que, como pu e v sao probabilidades, as duas desigualdades acima sao validas
quando ¢ > 1. Portanto, dp(u, ) < 1, ou seja, precisamos apenas analisar quando 6 < 1.
Neste caso, como supomos F = {1,...,d} e F C E, temos que d(z, ') < § se, e somente
se, z € F. Logo, F? = F. Assim,

dp(p,v) =inf{0 > 0:VFE C E, u(F) < v(F)+0 e v(F) < pu(F)+0}.

Entao,

dp(p,v) =inf{o > 0:VF C E,|u(F) —v(F)| < d}.
[

Repare que o teorema anterior nos permite escrever a métrica de Prohorov de uma
maneira muito mais simples. A hipdtese de F ser finito e a consequente possibilidade de

escrever a métrica desta forma nos permite provar as equivaléncias abaixo.

Teorema A.30. Se {u,} e p sio probabilidades sobre um conjunto E finito, entdo as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) pn = p;
(i) Para todo F C E, |u,(F) — p(F)| — 0, quando n — oo,

(7i) dp(pin, ) — 0, quando n — oo.
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Demonstracao. Vamos comecar provando que as duas primeiras afirmacoes sao equivalentes.
Suponhamos que p,, = p. Por definicao de convergéncia fraca, temos que, para qualquer

f continua e limitada,

quando n — oco. Portanto, se n — oo, entao
[t~ [ gdn| — 0.

Como supomos E = {1,...,d}, temos que, para qualquer PP probabilidade sobre E,

/ fdP = Z f@@) . Assim, para toda f continua e limitada, vale que

d

> f (@) (i) — pld))

=1

— 0.

Fixado F' C FE, seja ¢ = 1p. Tomamos f : R — R uma fungao continua e limitada
que seja uma extensao de g, isto ¢, f coincide com g nos elementos do conjunto E e pode

assumir quaisquer outros valores fora desse conjunto. Note que, para esta f em particular,

d

S £ (ni) — u(i))‘ _

=1

S (i) — u(i))‘ — aF) = p(F).

i€F
Portanto, para todo F' C E,| |u,(F) — u(F)| — 0.

Para a reciproca, suponhamos que vale (ii). No caso particular F' = {i}, temos que,

para qualquer i € F, |u, (i) — p(i)] — 0, quando n — oo. Portanto,

Zlun (1) — 0.

Seja f uma funcao continua e limitada. Assim,

- f 1]

pois f é limitada e o somatério converge a 0 pelo que vimos anteriormente.

S (@) (g (4) < 2 NF @ (@) = p(i)] — 0,

Concluiremos a demonstragao provando que as afirmagoes (i) e (iii) sdo equivalentes.
Suponhamos que vale (7i). Fixado §y > 0. Entao, pela definigdo de limite, para cada
F C E, existe um Ny tal que |p,(F) — u(F)| < dy, para todo n > Ng. Seja Ny = max Np.
Assim, para qualquer F' C E, temos que |u,(F) — u(F)| < do, para todo n > Ny. Logo,

do € {0 >0:VF C E,|un(F)— p(F)| < d}.
Entao, para todo n > N,
dp(pin, ) =inf{d > 0:VF C E, |u,(F) — p(F)| < 6} < do.

Portanto, dp (i, 1) — 0, quando n — 0.
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Para a reciroca desta equivaléncia, assumimos (%i7) e fixamos F' C E. Suponhamos
por absurdo que |u,(F) — u(F)| - 0, quando n — oo, isto ¢, existe € > 0 tal que
|pn(F) — p(F)| > €, a partir de um certo n. Portanto,

dp(pin, ) =inf{o > 0:VF C E, |u,(F) — p(F)| <0} > e.

Logo, dp(pn, ) - 0, o que é um absurdo, pois contraria a afirmagdo (7). Entao,

|t (F) — u(F)| — 0, quando n — oo. O

Pelo Teorema acima, temos que dp é a metrizagao da convergéncia fraca de medidas.

O proximo passo € mostrar que esta métrica é equivalente a métrica no simplex.

Teorema A.31. Sejam p e v probabilidades sobre E = {1,...,d}. Com as notagoes

inseridas anteriormente, vale que

max |u(i) — v(i)| < dp(p,v) < dmax |u(i) — v(i)].

1<i<d 1<i<d

Demonstragio. Lembre que, pelo Teorema [A.29]
dp(p,v) =inf{o > 0:VF C E,|u(F) —v(F)| < d}.

Se |u(i) — v(i)] = 0, para todo i € E, o resultado é imediato. Vamos entao supor que

isto nao acontece. Repare que,
{0>0:VFCE |uWF)—v(F) <0} C{d>0:|u(i)—rv(i)| <4, paratodo i€ E},

pois no lado direito é pedido que satisfaca a exigéncia apenas nos subconjuntos de £ com

exatamente um elemento. Disto segue que
inf{d > 0: |u(i) —v(i)| <4, paratodoi € EF} <inf{d > 0:VF C E,|u(F)—v(F)| <d}.
Portanto,

inf{o > 0: |u(i) —v(i)| <, para todoi € E} < dp(u,v). (A.5)

Suponhamos, por absurdo, que

inf{d > 0: |u(i) — v(i)| <6, para todo i € F} < max |u(i) — v(i)).

1<i<d

Neste caso, existe 9y > 0 tal que dy < 1H<1?1<>§|#(i) —v(i)| e |pu(i) —v(i)| < do, para todo
i € E. Seja ip € E tal que lrr<1a<)§\u(z) —v(1)| = |u(ip) — v(io)|- Entao,

max |p(i) — v(i)] = |p(io) — v(io)| < do < max |p(i) — v(i)],

1<i<d 1<i<d

chegando a um absurdo. Assim,

inf{o > 0: |u(i) — v(i)| <4, para todo i € E} > max |u(i) — v(i)]. (A.6)

1<i<d
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Por outro lado, para qualquer j € F,

|1(7) = v(i)I < max |p(i) — v(i)].

1<i<d

Como supomos inicialmente que |u(i) — v(i)| # 0, para algum i € E, concluimos que

max (i) —v(i)| € {0 > 0:|u(i) —v(i)|] <6, para todo i € E}.

1<i<d

Logo,

inf{é > 0: |u(7) —v(i)| <4, para todo i € E} < max |p(i) — v(i)]. (A.7)
Segue de (A0) (A7) que

inf{o > 0: |u(i) — v(i)| < 4, para todo i € E} = max |u(i) — v(i)]. (A.8)

1<i<d
Juntando (A.5)) e (A.8), concluimos que

max |p(i) — v(i)| < dp(p, v).

1<i<d
Para verificar a outra desigualdade, note que
u(F) = v(F)] < 3 |p(i) = v(i)].
i€F

Portanto,

QUl >

{5 >0 |p(i) —v(i)| < =, para todo i € E} C{6>0:VFCE,|u(F)—v(F) <d}.
Logo,

, para todo 7 € E}

Ul

inf{o >0:VF CE,|u(F)—v(F) <0} < inf{(5 >0 |p() —v(i)] <

Seja a > 0 tal que § = da. Pela forma como dp e o foram definidos, segue da desigualdade
acima que
dp(p,v) < inf{da : |pu(i) — v(i)] < a, para todo i € E}.

Pela igualdade (A.8]), segue da desigualdade acima que

dp(p,v) < dinf{a : |u(i) — v(i)| < a, para todo i € E'} = d max |u(i) — v(i)].

1<i<d

Portanto,

max |u(i) — v(i)| < dp(p,v) < dmax |u(i) — v(i)].

1<i<d 1<i<d
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Como M é homeomorfo ao simplex ©4 através do homeomorfismo ¢ : M — O, tal
que ®(u) = (u(1),...,u(d)), podemos identificar M com ©4. Como consequéncia do
teorema anterior, temos que a convergéncia fraca de medidas, que é metrizada por dp, é
equivalente a convergéncia em 0,4, que pode ser metrizada por d tal que

d(z,y) = %ggggllxi — uil,

para quaisquer z,y € R%.
A definicao de LDP apresentada na introducao nao esta na forma mais geral, pois
podemos ter o enunciado de LDP posto somente em termos de sequéncias de medidas

{{tn} sobre um espago polonés R.

Defini¢ao A.32. Sejam R um espago polonés e B(R) a sua o-dlgebra de Borel. Dizemos
que a sequéncia de probabilidades {p,} em (R, B(R)) satisfaz o LDP (principio de grandes

desvios) se existe uma fungao I : R — [0, +00] tal que
(i) Cota superior: Para cada F € B(R) fechado,

— 1
lim — log p,(F) < — inf I(z);

(i) Cota inferior: Para cada O € B(R) um aberto,

1
lim —1 O) > — inf I(z).
lim -~ log pn(0) > — inf I(2)

Repare que, se pu, é a distribuicao de Z,, a definicao acima implica a definicao de LDP
apresentada na introducao. O ponto importante é que, para esta definicado apresentada
aqui, nem precisamos ter variaveis aleatorias. Observamos que esta definicdo mais geral
nao foi apresentada na parte inicial deste texto (Capitulos (1] e , pois ela tornaria os

enunciados dos resultados que provamos mais carregados na notacao.
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