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RESUMO

Neste trabalho tratamos de um problema classico bem conhecido em
Teoria dos Grafos: o problema da existéncia de um ciclo hamiltoniano. Um grafo
¢ dito hamiltoniano se possui um ciclo hamiltoniano, ou seja, apresenta um ciclo
que percorre todos os vértices do grafo. Estudamos problemas classicos associados
a este problema em termos do nimero de arestas, do grau minimo e da sequéncia de
graus dos vértices de um grafo. Além disso, estudamos resultados espectrais para
o problema de hamiltonicidade referentes as matrizes de adjacéncias e laplaciana.
A principal contribuicao deste trabalho é a apresentacao detalhada de condigoes
suficientes e condicoes necessarias que garantem um ciclo hamiltoniano em um grafo

jé existentes na bibliografia.



ABSTRACT

In this work we study a well-known problem in Graph Theory: the
existence of a Hamilton cycle, namely a cycle that goes through every vertex in
the graph. We consider classical sufficient conditions related with this problem in
terms of the number of edges, the minimum degree and the vertex degree sequence
of a graph. Furthermore, we study spectral results for the hamiltonian problem in
terms of the adjacency and laplacian matrix. The main contribution of this work is
our detailed presentation of necessary and sufficient conditions for the existence of

a Hamilton cycle in a graph.



1 INTRODUCAO

A Teoria dos Grafos é um ramo da Matematica que estuda as relacoes
entre os objetos de um determinado conjunto. Para tal estudo, sao utilizados estru-

turas que chamamos de grafos.

Seja G = (V, E') um grafo, onde V' é um conjunto finito cujos elementos
sao denominados vértices e E é um conjunto de subconjuntos de dois elementos
de V' denominados arestas. Podemos representar muitas situacoes reais através de
grafos, por exemplo, a Internet, onde os vértices sao os sites e as arestas sao links
entre os sites. O Facebook também pode ser facilmente modelado por um grafo,

cujos vértices sao perfis e cujas arestas sao relacoes de amizade.

Na Teoria dos Grafos, podemos destacar problemas cldssicos como o
Problema das Pontes de Konigsberg e o Problema das Quatro Cores. O primeiro
problema trata de realizar um passeio pela cidade de Konigsberg passando por suas
sete pontes, sem repetir nenhuma, e retornando ao ponto de partida. Em 1741,
Euler [12] resolveu esse problema utilizando o seguinte raciocinio: ele considerou
as pontes como as arestas e as ilhas ou margens como vértices, criando assim um

multigrafo, apresentado na figura abaixo.

Figura 1.1: Grafo modelo das sete pontes de Konigsberg.

Euler mostrou que um grafo conexo G possui um circuito que passa,

exatamente uma vez, por todas as arestas se, e somente se, todos os seus vértices sao



incidentes a um nimero par de arestas. Logo o problema das pontes de Konigsberg
nao tem solucao, pois todos os vértices do grafo da Figura 1.1 tém um ntmero impar
de arestas incidentes. Posteriormente, tais grafos ficaram conhecidos como grafos

culerianos.

O Problema das Quatro Cores trata da afirmacao de que quatro cores
bastariam para colorir um mapa qualquer de tal maneira que paises vizinhos nao
tenham a mesma cor, como conjecturado por Guthrie. Tal problema surgiu por
volta de 1852 e, durante mais de cem anos, muitos métodos foram desenvolvidos
para resolvé-lo, mas foi apenas em 1976 que Appel e Haken [3] apresentaram uma
demonstracao (com auxilio computacional importante) do Teorema das Quatro Co-
res. O estudo desse problema teve um papel muito importante no desenvolvimento

da Teoria dos Grafos.

O objetivo deste trabalho é investigar as diversas ferramentas combi-
natorias para estudar um outro problema classico bem conhecido em Teoria dos
Grafos, o problema da existéncia de um ciclo hamiltoniano. Um caminho e um ciclo
que percorram todos os vértices de um grafo (nao repetindo nenhum vértice) sao
chamados, respectivamente, de caminho hamiltoniano e ciclo hamiltoniano de um
grafo. Um grafo é hamiltoniano se contém um ciclo hamiltoniano. Esse problema
teve origem em 1850 e o adjetivo hamiltoniano foi dado devido ao trabalho do ma-
tematico irlandés William R. Hamilton. Hamilton inventou o Icosian Game, um
jogo no qual o mundo foi baseado em um grafo dodecaedro (veja Figura 1.2). Os
vértices desse grafo foram rotulados como cidades e o objetivo do jogo era que um

viajante visitasse todas as 20 cidades sem repetir alguma cidade ja visitada.

O grafo dodecaedro é hamiltoniano, pois possui um ciclo hamiltoniano
e o grafo de Herschel nao é hamiltoniano mas possui um caminho hamiltoniano. A
Figura 1.2 apresenta um ciclo hamiltoniano no dodecaedro e um caminho hamilto-

niano no grafo de Herschel.



Figura 1.2: Dodecaedro (hamiltoniano) e Grafo de Herschel (nao-hamiltoniano).

Apesar de ser um problema extremamente simples de enunciar, decidir
se um grafo é hamiltoniano é N P-completo (tempo polinomial ndo deterministico)
[19], o que sugere que seja extremamente dificil encontrar uma caracteriza¢ao simples
de grafos hamiltonianos. Conseguir essa caracterizacao significa encontrar condigoes
necessarias e suficientes para que um grafo seja hamiltoniano que permitam decidir
eficientemente se um grafo é hamiltoniano, encontrando um ciclo hamiltoniano se
a resposta for positiva ou uma evidéncia simples de que isso nao é possivel se a

resposta for negativa.

Existe muita pesquisa computacional para encontrar solucoes 6timas
de problemas especificos. Nesse sentido, podemos citar o Problema do Caixeiro Via-
jante, que consiste em encontrar uma rota que possua a menor distancia, comegando
numa cidade qualquer, entre vérias, visitando cada cidade e regressando a cidade
inicial. Se o grafo for hamiltoniano tenho a garantia de percorrer essa rota sem

repetir nenhuma cidade.

O Problema do Caixeiro Viajante é um problema de otimizacao NP-
dificil inspirado na necessidade dos vendedores de realizar entregas em diversos locais
(as cidades) percorrendo o menor caminho possivel, reduzindo o tempo necessério
para a viagem e os possiveis custos com transporte e combustivel. Em [26] é apresen-
tada uma pagina dedicada a historia do Problema do Caixeiro Viajante, que mostra

aplicagoes e pesquisas atuais acerca do problema.



Na auséncia de uma caracterizagao simples de grafos hamiltonianos,
muito da pesquisa nessa area consiste em estudar condi¢oes necessarias ou condigoes
suficientes para que um grafo seja hamiltoniano. Além de fazer um apanhado de
condicoes classicas, o nosso trabalho estuda condigoes espectrais relacionadas a este

problema.

O ramo da Teoria dos Grafos que se dedica ao estudo de proprieda-
des de um grafo por meio de suas representacoes matriciais e de seus respectivos
espectros é denominado Teoria Espectral de Grafos. Dado um grafo, conseguimos
associa-lo a matrizes, e o espectro dessas matrizes esta diretamente ligado a propri-
edades estruturais do grafo. Dentre as representagoes matriciais de grafos que serao

utilizadas neste trabalho, estao a Matriz de Adjacéncias e a Matriz Laplaciana.

A Teoria Espectral de Grafos teve sua origem motivada pela Quimica
Quantica, por Hiickel [18], que estabeleceu as ideias iniciais da teoria ao representar
uma molécula de hidrocarboneto por um grafo e verificar a relagao entre os auto-
valores do grafo e a energia de elétrons associados a molécula. Porém, somente em

1971 esse estudo foi trazido para o meio matematico por Cvetkovié [8].
O nosso trabalho esta organizado em seis capitulos.

O Capitulo 2 foi subdividido em trés secoes em que serao apresentadas
definigoes e resultados importantes para esse trabalho. A primeira trata de Teoria de
Grafos, a segunda apresenta resultados de Algebra Linear que serao importantes em
demonstracoes e na terceira apresentamos as matrizes de adjacéncias e laplaciana

associadas a um grafo.

No Capitulo 3, apresentamos resultados classicos para o problema da
existéncia de um ciclo hamiltoniano. Destacamos condigoes suficientes como, por
exemplo, o Teorema de Dirac [10] e o Teorema de Ore [25]. Além disso, mostramos

uma condi¢ao necessaria para um grafo ser hamiltoniano.



Dedicamos o Capitulo 4 ao estudo de condigoes espectrais que garantem
a existéncia de um ciclo hamiltoniano. Apresentamos o resultados e os conceitos
utilizados na demonstragao por Fiedler e Nikiforov [13] que garantem que um grafo

seja hamiltoniano com base no raio espectral da matriz de adjacéncias do grafo.

No Capitulo 5, discutimos o trabalho de Butler e Chung, que mostra
uma condicao espectral suficiente para um grafo ser hamiltoniano com base em uma
analise dos autovalores da matriz laplaciana. Para compreender a demonstracao
do resultado de Butler e Chung, mostraremos alguns resultados sobre a familia de

(n,d, \)-grafos.

No Capitulo 6, temos as consideragoes e conclusoes finais do trabalho.

Também apresentamos algumas ideias para trabalhos futuros.



2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos conceitos basicos de Teoria dos Grafos,
Algebra Linear e Teoria Espectral de Grafos que serao utilizados ao longo deste
trabalho. Tais defini¢oes, retiradas de [1], [5], [24], serdo importantes para a com-

preensao dos resultados apresentados.

2.1 Grafos

Muitas situagoes do mundo real podem ser descritas através de diagra-
mas consistindo de um conjunto de pontos e de um conjunto de linhas que ligam
certos pares destes pontos. Por exemplo, os pontos poderiam representar pessoas
e as linhas pares de amigos, ou os pontos podem ser centros de comunicagao com
linhas que representam a ligagao entre os centros. O interessante nesses diagramas é
saber se os pontos sao ligados ou nao por linhas. Situagoes matematicas deste tipo

deram origem ao conceito de grafo.

Um grafo é uma estrutura G = (V, E), constituida por um conjunto
finito e nao vazio V cujos elementos sao denominados vértices, e por um conjunto F
de subconjuntos de dois elementos de V', denominados arestas. Indicamos por |V| e

|E|, respectivamente, o niimero de vértices e o niimero de arestas de G.

Os vértices de um grafo sao representados graficamente por pontos e as
arestas por ligacoes entre esses pontos, como mostra a Figura 2.1. Neste trabalho,
consideramos apenas grafos simples, ou seja, sem arestas paralelas (duas ou mais
ligagoes entre o mesmo par de vértices) e sem lagos (arestas que ligam um vértice
com ele mesmo). Dado um grafo G = (V,E) e u,v € V, dizemos que a aresta
e = {u,v} € E é incidente em u e v. Vértices pertencentes a uma mesma aresta

sao ditos adjacentes ou vizinhos.



Defini¢ao 2.1.1. Seja G = (V, E) um grafo. O grau de um vértice v, denotado
por d(v), € o nimero de arestas que incidem em v. O grau minimo de G, denotado
por 6(G), € o nimero 6 = min{d(v) : v € V} e o grau mdzimo de G, denotado por

A(G), € o numero A = max{d(v) : v € V}.

Exemplo 2.1.2. No grafo representado na Figura 2.1, temos V = {vy,v9, 03,04}
e E = {e1,ea,e3,e4,¢5}, € portanto |V| = 4 e |E| = 5. Os graus dos vértices sdo:
d(vy) = d(v3) =2 e d(vy) = d(vy) = 3. O grau minimo de G € 6(G) = 2 e o grau
mdzimo é A(G) = 3.

U2

U3

Figura 2.1: Grafo do Exemplo 2.1.2.

Definicao 2.1.3. Um grafo € dito reqular se todos os seus vértices tém o mesmo

grau. Um grafo regular com vértices de grau k € chamado de grafo k-regular.

Figura 2.2: Um grafo 2-regular.

Definicao 2.1.4. Dois grafos Gy = (V,E) e Go = (W, F) sao ditos isomorfos se
existe uma bije¢ao f:V — W tal que {u,v} € E < {f(u), f(v)} € F.



Na Figura 2.3, os grafos GG; e G sao isomorfos pois temos a seguinte

bijecao entre os seus vértices que preserva as arestas:

f:1—=e2—>d3—h4—c¢,5—f6—>9T7T—ae8—b.

) (v)

Figura 2.3: Grafos GG; e G5 isomorfos.

O isomorfismo de grafos induz uma relacao de equivaléncia em grafos
e, como tal, particiona as classes de todos os grafos em classes de equivaléncia. Um
conjunto de grafos isomorfos entre si é chamado de classe de isomorfismo de grafos.

As classes de equivaléncia sao conhecidas como grafos nao-rotulados.
Proposicao 2.1.5. Dados dois grafos G e H, definimos uma relagdo no conjunto
dos grafos finitos, denotada por ~, em que G ~ H se G e H sao isomorfos. Essa
relacao € de equivaléncia, isto €,
(i) G~ G;
(ii) G~H=H~G;
(iti) G~H e H~1=Gn~1.

Definigao 2.1.6. Dado um grafo G = (V,E), dizemos que H = (W, F) é um
subgrafo de G se H é um grafo, W CV e FF C E. No caso em que F = {{u,v} €
E :u,v € W}, dizemos que H € o subgrafo induzido por W, denotado H[W].

8



Na Figura 2.4, apresentamos em (A) um grafo G, em (B) um subgrafo

de G e em (C) um subgrafo induzido de G.

e

(4) (B) (@)

Figura 2.4: Grafo, subgrafo e subgrafo induzido.

Finalmente, dizemos que um grafo G = (V, E) contém uma cdpia de

H = (W, F) se existe um subgrafo de G isomorfo a H.

Definicao 2.1.7. Um grafo no qual quaisquer dois vértices distintos sao adjacentes €
dito grafo completo. O unico grafo completo com n vértices, a menos de isomorfismo,

¢ denotado por K,.

A Figura 2.5 representa o grafo completo K.

Figura 2.5: Grafo Completo K.

Definicao 2.1.8. Um passeio entre dois vértices u,v € V é uma sequéncia finita
U = vy, Vg, V3, ...,0, =0 de vértices de um grafo G = (V, E) tal que e; = {v;,v;41} €
E para 1l <i<n—1. Quando, nessa sequéncia, temos vi = v,, chamamos de um

passeio fechado.



Note que, em um passeio, pode haver repeticao de vértices e arestas.

Definicao 2.1.9. Um caminho € um passeio sem repeticao de vértices, e um ciclo

€ a uniao de um caminho com pelo menos duas aresta entre as suas pontas.

O comprimento de um caminho ou de um ciclo é o nimero de arestas
que ocorrem em cada um. Os tnicos caminho e ciclo com n vértices, a menos de
isomorfismo, sao denotados, respectivamente, por P, e C,. A Figura 2.6 representa

um caminho P5 e um ciclo Cs, respectivamente.

Figura 2.6: Ps e Cs.

Definicao 2.1.10. Um grafo é conexo se existe um caminho ligando cada par de

vértices. Caso contrario, o grafo é denominado desconezxo.

Se G é um grafo desconexo, dizemos que G C G é uma componente
coneza de G quando G’ é um subgrafo conexo maximal de G, isto é, G’ é conexo e
nao existe um grafo conexo H C G tal que G' € H e G # H. Exemplos de grafos

conexos e desconexos estao na Figura 2.7.

©)

Figura 2.7: Grafo conexo e grafo desconexo com trés componentes conexas.
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Defini¢ao 2.1.11. Dado um grafo G = (V, E), o grafo complementar de G, deno-
tado por G = (V, E), é o grafo com o mesmo conjunto de vértices de G e tal que

e = {u,v} € E se, e somente se, e = {u,v} ¢ E.

Figura 2.8: Grafo e seu complementar.

Definicao 2.1.12. Um grafo é dito bipartido se seu conjunto de vértices pode ser
particionado em dois subconjuntos X e Y tais que todas as arestas tém uma extremi-
dade em X e uma extremidade em Y. Um grafo bipartido € dito completo se todos os
vértices do conjunto X forem adjacentes a todos os vértices do conjunto Y. Nesse
caso, se | X| =1 e |Y| = s, escrevemos G = K, ;. Um grafo do tipo G = Ky, €

chamado estrela.

LN X

Figura 2.9: K34 e Ky 4.

Definicao 2.1.13. Um grafo roda W, .1 € um grafo obtido de C,, adicionando um
vértice adjacente a todos 0s outros vértices do grafo que é denominado vértice central.
As arestas do grafo roda que tém extremidade no vértice central e em algum vértice

do ciclo sao chamadas de raios.
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Figura 2.10: Grafo roda W75.

2.2 Algebra Linear

A Algebra Linear é um ramo da Matematica que surgiu do estudo de-
talhado de sistemas de equagoes lineares, sejam elas algébricas ou diferenciais. Essa
area se utiliza de alguns conceitos e estruturas fundamentais da Matematica como
vetores, espacos vetoriais, transformagoes lineares, sistemas de equagoes lineares e

matrizes.

Muitos desses conceitos estudados nessa area da Matemdtica serao im-
portantes para a compreensao das condigoes que garantem a hamiltonicidade em
grafos, principalmente quando comecarmos a associar diferentes matrizes a um grafo
e a estudar as propriedades dos grafos através dessas matrizes. Nesta secao, apre-

sentaremos algumas definicoes e resultados que foram relevantes no trabalho.

Definig¢ao 2.2.1. Dada uma matriz A,xn = (@ij)nxn, dizemos que uma constante
A € R para a qual existe um vetor nao-nulo x € R" satisfazendo a equacao Ax = A\x

é um autovalor de A. O vetor x ¢ dito autovetor de A associado a .

Definicao 2.2.2. O trag¢o de uma matriz Apxn, = (aij)nxn € definido como a soma
das entradas da diagonal principal de A:

tT’(A)=a11+a22+--'+annzzaii-

=1

12



Definigao 2.2.3. Uma matriz Anxn = (Gij)nxn € dita simétrica se (a;j) = (a;;) para

todo 1 < 1,7 <n.

Teorema 2.2.4. [1/, Teorema 1] Seja Anx, uma matriz simétrica. Os autovalo-
res de A sao reais, e os autovetores correspondentes a diferentes autovalores sdo

ortogonais.

Definicao 2.2.5. O polinomio caracteristico de uma matriz M € representado por

pur(N) = det(AI — M).

E f4cil ver que as rafzes de par(A), com suas respectivas multiplicidades,

sao precisamente os autovalores da matriz M.

Dada uma matriz simétrica M,,,, € os autovalores sao dados pelo con-
junto {AM M AMY . Pelo Teorema 2.2.4, podemos ordenar tais autovalores de

tal forma que A7 > XM > ... > \M,

Definicao 2.2.6. Dada uma matriz M, chamamos de espectro de M o multicon-
junto formado pelos autovalores da matriz M e suas respectivas multiplicidades.

Denotamos o espectro da matriz M como spect(M).

Definicao 2.2.7. Uma matriz P é dita matriz de permutacao se gera uma per-

mutacao dos elementos de um vetor ou entre linhas ou colunas de uma matriz.

Como exemplo, tomemos a matriz P e o vetor v tais que:

010 1
P=1100]ev=|2
0 01 3
Temos que
010 1 2
Pv=11 0 0 21 =11
0 01 3 3

Logo a matriz P gerou uma permutacao nas linhas do vetor v.
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Definicao 2.2.8. Uma matriz simétrica A, ., € redutivel quando existe uma matriz

de permuta¢ao Py, e um inteiro r tais que 1 <r < (n—1) e

PTAP XY
0o 7|

onde X e Z sao matrizes quadradas de ordem rxr e (n—r)x (n—r), respectivamente,
Y € uma matriz de ordem r X (n — 1) e 0 € a matriz nula de ordem (n —r) X r.

Caso contrdrio, A é dita uma matriz irredutivel.

Teorema 2.2.9 (Perron-Frobenius). [1, Teorema 7.4] Seja a matriz A,x, nao ne-

gativa, 1rredutivel e com autovalores Ay > Ay > -+ > \,,. Entao

(i) A1 > 0 e eziste um autovetor nao-nulo x tal que Ax = \x;
(ZZ) AL > )\2,’
(iti) || < A1, para todo i € 1,2,....n;

(iv) o tnico vetor definido por Ap = \ip,p >0 ¢ || p ||1=1 € chamado vetor
de Perron. Nao existe um autovetor nao-negativo para A exceto para

maultiplos positivos de p, independentemente do autovalor.

Definicao 2.2.10. Seja um vetor x € R". Para p > 1 a p-norma de x ¢ definida

n 1/p
|z [l,= (Z laﬁi!p) :

=1

como

Para o caso particular em que p = 2, temos a norma Euclidiana de um

vetor definida por



Definicao 2.2.11. O produto interno ou produto escalar entre dois vetores x,y € R"
¢ o escalar y'x e o denotamos por (x,y). Dizemos que dois vetores x e y sdo

ortogonais e denotamos por x L y, quando produto interno entre eles € zero.

As Proposigoes 2.2.12 e 2.2.14, abaixo, sdo conhecidas como Principio
de Rayleigh. Elas caracterizam os autovalores de uma matriz A como valores
maximos de uma forma quadratica restrita a esfera unitaria de R"™ com centro na

origem.
Proposicao 2.2.12. [1, Proposi¢ao 7.2] Seja Apxn simétrica. Entdo:

= ﬁle1<Ax’ x).

Corolario 2.2.13. Seja A, x, simétrica. Entdo

M = max M)
x#0 <l‘,l’>

e o valor mdximo € atingido somente em autovetores unitarios associados ao auto-

valor X2

Nos préximos trés resultados, consideramos A, y,, uma matriz simétrica,
M > > A% os seus autovalores e {vy,...,v,} uma base ortonormal em que v; é

autovetor associado a A2
Proposigao 2.2.14. [1, Proposi¢ao 7.3] Para cada i, 1 < i <n,
M= max{(Az,z) | [|z]| =1 ez Lv;, 1 <j<i},

sendo o valor mdximo atingido para autovetores unitdrios de A associados ao auto-
valor \i.

Corolario 2.2.15. Para cada i, 1 < i <n,

A
A = max m|x7ﬁ06xJ_vj,1§j<i :
(z,z)

sendo o valor mdximo atingido em autovetores unitarios associados ao autovalor.
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Corolario 2.2.16. Para cada i, 1 < i <n,
A

)\A:min{<<x—’x>\x7ﬁ0 e xJ_vj,z'<j§n},
x?

(3 x>

sendo o valor minimo atingido em autovetores unitarios associados ao autovalor.

Teorema 2.2.17 (Desigualdade de Cauchy-Schwartz). [24/ Para quaisquer x,y €
RTL

Y

[z y)| < l2[] - Iyl (2.1)

2.3 Teoria Espectral de Grafos

Dado um grafo GG, podemos associar a ele diferentes matrizes. A Teoria
Espectral de Grafos estuda as propriedades do grafo por meio dessas representagoes
matriciais e de seus respectivos espectros. Nesta secao, apresentamos matrizes asso-
ciadas a grafos e resultados obtidos na literatura acerca do espectro dessas matrizes,

que serao utilizados em nosso estudo sobre o problema de hamiltonicidade em grafo.

Definicao 2.3.1. Seja G = (V, E) um grafo com n vértices {vy,...,v,}. A matriz

de adjacéncias A(G) de G € a matriz quadrada de ordem n cujas entradas sao

1, sew;,v; €V sao adjacentes,
CLij =
0, caso contrario.

A matriz de adjacéncias A(G) é uma matriz real formada por zero
e uns. Essa matriz é simétrica pois a qualidade de vértices serem adjacentes é
simétrica. Pelo Teorema 2.2.4, os autovalores da matriz A(G) s@o reais. Como
estamos trabalhando apenas com grafos simples, o trago de A(G) é zero, entao a

soma dos seus autovalores é zero.

Observe que, segue da definicao que a soma dos elementos de cada

linha ou coluna da matriz de adjacéncias de um grafo é igual ao grau do vértice
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correspondente. Na Figura 2.11, exibimos um grafo G e sua matriz de adjacéncias

AG).

vy |0 1 0 1 1
U1 (%] Vs
) O ve |1 0 1 0 1
vy |0 1 0 0 O
vy |1 0 0 0 1
v U5 vs |1 1 0 1 0]

Figura 2.11: Grafo G e a respectiva matriz de adjacéncias A(G).

As raizes do polinomio caracteristico da matriz de adjacéncias sao os
autovalores do grafo GG. Denotamos por spect(G) o espectro do grafo G. O maior
autovalor da matriz de adjacéncias A(G) de um grafo G é denominado indice de G

. A
é denotado por A7.

O grafo G representado na Figura 2.11 tem como polinomio carac-
terfstico Pg(A) = A° — 6% — 4\% + 3\ + 2. As suas raizes sdo todas simples e os
autovalores sao aproximados por —1.7751, —0.5892, —1, 0.7237,2.6412. O indice de
G é N\ = 2.6412.

Definigao 2.3.2. O raio espectral € o nimero real u(G) = max{|\;| : i =1,2,...,n},
onde \i,...,\, sao autovalores. Isso € o raio do menor intervalo de centro na ori-

gem que contém todos os autovalores.

Se o grafo G for conexo, o item (i) do Teorema 2.2.9 garante que o raio
espectral é o indice do grafo, pois grafos conexos possuem matrizes de adjacéncias
irredutiveis. O teorema garante também que u(G) é positivo e tem multiplicidade

1.
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Defini¢ao 2.3.3. Seja D a matriz diagonal dos graus dos vértices {vi,...,v,} de
um grafo G (ou seja, a matriz D tal que D;; = d(v;)) e seja A(G) a matriz de

adjacéncias de G. A matriz L =D — A € a matriz laplaciana do grafo G.

Na Figura 2.12, temos um exemplo das matrizes de adjacéncias, diago-

nal e laplaciana de um grafo G.

(%1 Vo Vs

v vy
A(G) = D(G) = L(G) =
(00111 0] (3000 0| (3 1 -1 -1 0 |
10010 02000 -1 2 0 -1 0
10000 00100 -1 0 1 0 0
11001 00030 -1 -1 0 3 -1
000 10| (0000 1| 0 0 0 -1 1

Figura 2.12: Grafo G e as matrizes A(G), D(G) e L(G).

A seguir apresentamos um resultado que relaciona os autovalores da
matriz de adjacéncias com os autovalores da matriz laplaciana para um grafo d-

regular.

Proposicao 2.3.4. Seja G um grafo d-regular com n vértices, e seja x € R"™ um
vetor nao nulo. Temos que x € um autovetor da matriz A(G), associado ao autovalor

M se, e somente se, x € um autovetor da matriz L, associado ao autovalor d — \*.

Demonstracao. Supomos que x é um autovetor da matriz de adjacéncias associado

ao autovalor \*. Assim, como L = D — A, temos que A = D — L. Dessa forma,
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temos:
Az = oz = (D - L)z = Mo = Lr = Do — Mz = Lr = (d — \)xr.
Portanto, x é autovetor de L associado ao autovalor d — A*. A reciproca é andloga.

]

Posteriormente, iremos utilizar um resultado de [9] sobre o espectro de
um grafo bipartido completo, particularmente de um grafo estrela. Temos que, para

um grafo bipartido completo K, ,,, seu polindmio caracteristico é dado por:

Piyy my (2) = (2% = mang)a™ 72,

Para o caso particular onde ny = n e ny = 1 nés obtemos um grafo estrela de n + 1

vértices cujo polinomio caracteristico é dado por:
Pr, . (z) = (2* = n)z" "
Portanto temos que p1( K4 ,—1) = vVn — 1 associado ao autovetor v = (vn —1,1,1,...,1).

Também utilizaremos o resultado abaixo para o raio espectral de um

grafo G obtido de K ,_; com adicao de algumas arestas:

/L(G) > M(Kl,n—l) =vVvn— 1. (22)

O fato que u(G) > pu(Ki,-1) é imediato, pois K ,-1 ¢ um subgrafo de
(. Para provarmos a desigualdade estrita em (2.2), utilizaremos o Corolério 2.2.13,

que afirma que
Ax,x 2T Ax
)\f:max< 7 >:max—
x#0 <l’, I) x#0 2Ty

e 0 valor maximo é atingido quando z é autovetor unitario associado A\{.

Desenvolvendo o produto interno (Az,z) = 27 Az, onde z = (x;) e

A = (ai;), temos que
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n n n n n
T
o' Ax = 11 - E Ty, + To - E TpQoy + o 4+ 2, - E Ty = E E a;;xrix; (2.3)
r=1 r=1 r=1

i=1 j=1

Como o nosso autovetor x associado ao maior autovalor do grafo estrela
tem entradas todas positivas, ao criarmos mais entradas a;; # 0, o valor T Ax serd

maior do que o valor que tinhamos anteriormente. Portanto

w(G) > (A(G)x,x) > (A(Ky 1)z, ) = Vn — 1.
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3 CONDICOES CLASSICAS DE
HAMILTONICIDADE

Um problema classico em Teoria dos Grafos é o da existéncia de um
ciclo hamiltoniano. Dado um grafo G = (V, E), o problema é determinar se G
possui um ciclo hamiltoniano, isto ¢, um ciclo que, partindo de um vértice qualquer,

percorre todos os demais vértices, sem repeticao, e retorna ao vértice inicial.

E diffcil decidir se um grafo G é hamiltoniano. Devido a sua com-
plexidade, esse é um dos problemas que constam na primeira lista de problemas
NP-completos, elaborada por Karp [19] em 1972. A NP-completude do problema
sugere que seja extremamente dificil encontrar condigoes necessarias e suficientes
para que um grafo seja hamiltoniano. A busca de tal caracterizacao é um dos mai-

ores problemas em aberto da Teoria dos Grafos.

Muito da pesquisa relacionada a esse problema consiste em encontrar
condigoes suficientes ou necessarias para que um grafo seja hamiltoniano. Sao co-
nhecidas condigoes justas que serao apresentadas nesse capitulo que garantem a
hamiltonicidade de um grafo em termos do ntimero de arestas, do grau minimo e da
sequéncia de graus dos vértices. As demonstracoes nesse capitulo foram adaptadas

de [5, 31].

3.1 Condicoes Suficientes

(n—1)

Lema 3.1.1. Seja G um grafo de n vértices com grau minimo §(G) > 5

Entao G € conexo.

Demonstracao. Se GG tem apenas um vértice, entao ele é trivialmente conexo. Se

(n—-1)
2

G tem dois ou mais vértices e grau minimo §(G) > , suponhamos, para
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obter uma contradicao, que G sera desconexo. Entao segue que G possui m > 2

componentes conexas.

Sejam G4,Gs,...,G,y,, com ny,ng,...,n, vértices, respectivamente.
m com;,onentes

. . - (n—1)
Para cada i, 1 <i < m, tomamos um vértice x; € V(G;). Logo d(x;) > 5 Por

o < . n—1 . n+1

hipétese. Entao, segue que, para todo ¢, n; > ( 5 ) + 1, ou seja, n; > (—)
n—+1
Assim, ny +no+ ...+ 1y, ng. Portanto, n =ny +no + ...+
n+1 n+1

Ny > m< ;_ ) > 2( +1) = n + 1, chegamos a contradicao desejada. Logo G é
conexo. ]

Teorema 3.1.2 (Dirac [10]). Se G é um grafo com n > 3 vértices e grau minimo

i(G) > g, entdo G é hamiltoniano.

Demonstracao. Vamos fazer uma demonstracao por absurdo. Suponhamos que G
nao seja hamiltoniano. Tomamos P um caminho v;vs ... v, em G com comprimento

mAaximo.

vy Uy Up

Up—1

Portanto, todo vértice adjacente a v, e todo vértice adjacente a v,
pertence a P. Dessa forma, d(vy) e d(v,) sdo, no maximo, p — 1. Afirmamos que
deve existir algum 7, 1 <7 < p — 1 tal que temos v; adjacente a v;,; e v; adjacente

a Up.
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Suponhamos que este nao seja o caso, ou seja, se v; ¢ adjacente a v, entao v;1; nao

¢ adjacente a v,. Portanto,

d(v,) <p—1—d(v;) = d(v1) +d(v,) <p—1 (3.1)
Assim, d(v,) < p—1— g <n-— g = g Isso é absurdo, pois, por

hipétese, 0(G) > g

Agora tomamos o ciclo C' = v1vy ... 0;UpUp_1 ... V4101 COIM OS MESMOS
vértices de P, porém utilizando as arestas v;vp, v;11v;. Como G é nao hamiltoniano,

. 7’ . 7 . ~ 7’ n
existe no minimo um vértice w de G' que nao estd em P. Mas como §(G) > B >

(n—1)
2
propriedade que seja adjacente a algum vértice v; € P.

, pelo Lema 3.1.1, G é conexo e portanto podemos escolher um w com essa

Tomando o caminho em G que comega em w, passa por v; e continua ao
longo do ciclo ', obtemos um caminho mais longo que P, o que é um absurdo, pois

supomos que P era um caminho de comprimento méximo. Logo G é hamiltoniano.

]

Notamos facilmente que a condicao de Dirac nao é necessaria, pois, por
exemplo, um ciclo C,, com n vértices é trivialmente hamiltoniano, mas §(C,) =
2. Por outro lado, chamamos a atencao que o Teorema de Dirac nao pode ser
enfraquecido. Por exemplo, considere o grafo G de ordem n = 2¢ desconexo com

n

duas componentes completas K,;. O grau minimo de G é ¢ — 1 = 5~ 1. Porém G

nao é hamiltoniano, pois é desconexo.
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Teorema 3.1.3 (Ore [25]). Se G é um grafo de ordem n > 3 tal que d(u)+d(v) > n

para todo par u e v de vértices nao-adjacentes, entdo G € hamiltoniano.

Demonstra¢ao. A demonstragao é semelhante a prova do Teorema 3.1.2. Para ga-
rantirmos que G é conexo, vamos mostrar que quaisquer dois vértices u e v nao-
adjacentes estao em uma mesma componente. Isso de fato acontece, pois como
d(u)+d(v) > n e o conjunto S =V — {u,v} tem n — 2 elementos, pelo principio da
casa dos pombos pelo menos um vértice do conjunto S sera adjacente a u e v. Assim
temos GG conexo. Tomamos um caminho de comprimento méaximo com extremidades
u e v. Se u e v forem adjacentes, temos um ciclo hamiltoniano. Se v e v nao forem

adjacentes, obtemos o absurdo na desigualdade (3.1) pois n < d(u)+d(v) < n—1. O

Podemos perceber que a condi¢ao de Dirac implica a condi¢ao de Ore

também para vértices adjacentes. De fato, seja G um grafo de ordem n > 3 tal que

S

IG) > g Tomamos dois vértices u e v em G onde d(v) > g e d(v) > 3 assi
d(u) + d(v) > g + g > n. Logo d(u) + d(v) > n. O enunciado do Teorema de Ore
utiliza exatamente as hipdteses necessarias para que a prova do Teorema de Dirac

funcione.

O préximo resultado é uma versao mais fraca do Teorema de Ore, que
garante a existéncia de um caminho hamiltoniano. Este resultado sera utilizado

para demonstrar condigoes espectrais para hamiltonicidade.

Lema 3.1.4. Seja um grafo G de ordem n > 3 tal que
d(u) +d(v) >n—1, (3.2)

para todo par de vértices nao adjacentes u e v. Entao G contém um caminho hamil-

toniano.

Demonstracao. Seja G um grafo satisfazendo as condig¢oes do enunciado.
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Construimos um novo grafo H com n + 1 vértices composto pelo grafo

(G e acrescentando-se um novo vértice x conectado a todos os vértices de G.

Por hipdtese, G satisfaz a condigao de que dg(u) + dg(v) > n— 1, para
u e v vértices nao-adjacentes em G, entao
dg(u) +dg(v) >n+1=|V(H)|
~——

——
dG(u)+1 dg(v)—l—l

Dessa forma, temos que dg(u) + dgy(v) > |V(H)|, para todo par de
vértices nao adjacentes u e v em H. Assim, pelo Teorema de Ore, H é hamiltoniano.
Podemos escolher um ciclo hamiltoniano C' = xvyvs ... v,x em H, logo v1vy ... v, é

um caminho hamiltoniano em G. O

Destacamos que o Lema 3.1.4 nao pode ser enfraquecido, pois, se subs-
tituirmos n—1 em (3.2) por n—2, perdemos a garantia de existir um caminho hamil-
toniano no grafo. Por exemplo, se G é um grafo de ordem n = r + s, desconexo com
duas componentes completas K, e K, todo vértice x de K, tem grau d(z) =r—1e
todo vértice y de K, tem grau d(y) = s—1. Entao d(z)+d(y) =r—14+s—1=n—2.

Porém, GG nao possui um caminho hamiltoniano, pois é desconexo.

Uma outra condigao classica que garante que um grafo seja hamiltoni-

ano € a condicao das arestas.

Teorema 3.1.5. Seja G um grafo com m arestas. Se m > ("51) + 2, entao G é

hamiltoniano.
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Demonstracao. Vamos mostrar que a condicao das arestas implica a condigao de
Ore, que nos garante a existéncia de um ciclo hamiltoniano no grafo. Seja G um
grafo satisfazendo a condicao das arestas e sejam u e v vértices nao adjacentes de

G. Assim, 0 nimero maximo de arestas em G é d(u) + d(v) + ("3?). Entao:

d(u) +d(v) + ("3?) = m

Y
—~
3
v |
—
~—
+
[N}

Logo d(u) + d(v) > ("3') — ("3%) +2=n. O

Na Figura 3.1, apresentamos trés grafos hamiltonianos G, H e I para
exemplificar as relacoes entre a condi¢ao de Dirac, a condi¢gao de Ore e a condigao

das arestas.

Figura 3.1: Grafos G, H e I, respectivamente.

Em G temos um ciclo de comprimento 4 satisfazendo a condicao de
Dirac. Como satisfaz a condicao de Dirac, G também satisfaz a condicao de Ore,
mas a condicao das arestas nao é satisfeita. No grafo H, temos um grafo completo
K4 com a adicao de um vértice de grau 2 adjacente a dois vértices de K,. Neste
exemplo podemos notar que as hipéteses do Teorema de Dirac nao sao satisfeitas. Ja
as condigoes das arestas e de Ore sao satisfeitas. Por tltimo, o grafo I que satisfaz a

condicao de Ore, mas nao satisfaz a condigao de Dirac nem a condi¢ao das arestas.
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3.2 Condicao Necessaria

Apos termos apresentado na secao anterior algumas condigoes sufici-
entes cléssicas para o problema de hamiltonicidade em grafos, mostraremos uma

condigao necesséria de [31] para um grafo ser hamiltoniano.

Proposicao 3.2.1. Se G = (V, E) tem um ciclo hamiltoniano, entao, para cada

conjunto nao vazio S C 'V, o grafo G — S tem no mdximo |S| componentes.

Demonstracao. Dado um ciclo hamiltoniano C' no grafo GG, seja .S um conjunto nao

vazio tal que S C V. Para todo vértice z € S no ciclo C, do(z) = 2. Entao:

onde ¢(G — 5) denota o niimero de componentes de G— S e E.(S,G—S) é o nimero
de arestas do ciclo com uma extremidade em S e outra G — S. Em (2) temos que
cada componente de G — S é conectada a S por pelo menos duas arestas do ciclo.
Em (3), cada vértice de S é conectado a vértices de G — S por no méaximo duas

arestas do ciclo. Logo ¢(G — S5) < |S]. O

Assim S deve ter no minimo a mesma quantidade de vértices que as

componentes de G — S.

Figura 3.2: Componente S com |S| =6 e G — S tem 4 componentes.
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Exemplo 3.2.2. No exemplo da Figura 3.3, dado um grafo G, escolhemos um con-
gunto S (composto pelos vértices pintados de preto), com cardinalidade |S| = 2.
Notamos que o grafo G — S tem 3 componentes. Como a cardinalidade de S é

menor que o numero de componentes do grafo G— S, o grafo G nao é hamiltoniano.

H

Figura 3.3: Grafo G e grafo G — S.

SR Re

O grafo H da Figura 3.4 mostra que a condi¢ao necessaria da Proposicao

oy

Figura 3.4: Grafo H.

3.2.1 nao é suficiente.

Nesse exemplo, o grafo satisfaz a condi¢ao necessaria mas nao possui um
ciclo hamiltoniano. Todas as arestas incidentes aos vértices de grau dois deveriam

ser usadas em um ciclo hamiltoniano, mas trés delas sao incidentes ao vértice central.
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4 CONDICOES DE FIEDLER - NIKIFOROV

No capitulo anterior, apresentamos um apanhado de condic¢oes sufici-

entes cldssicas e uma condi¢ao necessaria para que um grafo seja hamiltoniano.

Neste capitulo, vamos estudar o problema de hamiltonicidade com énfase
em condigoes espectrais. O uso de técnicas algébricas na solucao de problemas
combinatérios tem uma longa histéria. Métodos algébricos mostraram-se particu-
larmente eficazes no estudo de estruturas regulares e simétricas, ou na construgao
explicita de estruturas com uma dada propriedade, por exemplo, o estudo de grafos

expansores [17].

Além disso, matrizes constituem uma estrutura de dados natural para
armazenar grafos, o que motiva a busca de relagoes entre propriedades quantitativas
e qualitativas de grafos e propriedades das matrizes que os representam. Um aspecto
particularmente estudado é o espectro dessas matrizes, isto é, o estudo do conjunto

de autovalores e autovetores das matrizes associadas a eles.

Nesse sentido, o trabalho de Fiedler e Nikiforov [13] é precursor na
obtencao de condicoes suficientes espectrais para hamiltonicidade. A partir desse
trabalho, destacamos resultados espectrais obtidos recentemente para classes es-
pecificas de grafos, como grafos bipartidos [22, 23] e para autovalores de outras

matrizes [32].

4.1 Os resultados de Fiedler - Nikiforov

Fiedler e Nikiforov encontraram condigoes suficientes para a hamiltoni-

cidade de um grafo com base no seu raio espectral.
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Seja um grafo G com n vértices e p(G) o maior autovalor da matriz
de adjacéncias de G. Escrevemos K,,_; Uv para a uniao de um grafo completo de
n — 1 vértices e um vértice isolado, e K,,_1 ® e para um grafo completo de n — 1
vértices com uma aresta pendente. A Figura 4.1 mostra os dois tipos de grafos
citados acima.

v

O /O
Figura 4.1: Grafos K,,_ 1 Uve K, 1 ®e.

Notamos que K,_; Uv nao tem caminho hamiltoniano pois é desconexo

e que K, 1 ® e nao tem ciclo hamiltoniano pois tem um vértice de grau 1.

Fiedler e Nikiforov [13] demonstraram os seguintes teoremas:

Teorema 4.1.1. Se ;(G) > n—2, entao G contém um caminho hamiltoniano, exceto
quando G = K,_1 Uv. Se u(G) > n — 2, entdo G contém um ciclo hamiltoniano,

exceto quando G = K,,_1 ® e.

Um resultado semelhante foi obtido em termos do grafo complementar

de G.

Teorema 4.1.2. Se u(G) < v/n—1, entdo G contém um caminho hamiltoniano

exceto quando G = K, 1 Uwv. Se u(G) < vn—2, entao G contém um ciclo hamil-

toniano exceto quando G = K,_1 ® e.

Para demonstrar os resultados acima, os autores utilizaram condicoes
classicas apresentadas no Capitulo 3, como o Teorema de Ore e a condigao das
arestas, por exemplo. Além disso, foram necessarios definicoes e resultados preli-

minares. O conceito de fecho do grafo e suas propriedades e as desigualdades de
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Stanley [29] e Hofmeister [16] também foram importantes para as demonstragoes,

que apresentaremos nas proximas secoes.

4.2 Demonstracao do Teorema 4.1.1

Nesta secao apresentaremos resultados importantes para a demons-
tracao do Teorema 4.1.1. Primeiramente mostramos um resultado semelhante ao
Teorema 3.1.5 (condigao das arestas) e depois disso demonstramos a desigualdade

de Stanley [29].

Lema 4.2.1. Seja G um grafo com n > 6 vértices e m arestas. Se m > ("51) entao
G contém um caminho hamiltoniano, exceto quando G = K, _1Uv. Se a desigualdade

for estrita, entao G contém um ciclo hamiltoniano, exceto quando G = K,,_1 ® e.

Demonstracao. Seja G um grafo satisfazendo a condig¢ao das arestas m > (”51).
Sejam u e v vértices nao adjacentes de G e seja H = G — {u,v}. Consideramos dois

Cas0os:

(i) H nao é completo. Basta mostrar que a condi¢ao d(u) + d(v) > n —1

é satisfeita.

v

Neste caso o nimero maximo de arestas de G ¢ d(u) +d(v) + ("3?) — 1.

Logo,

d(u) +d(v) + ("3%) —1>m> ("',
o que implica que d(u) +d(v) > ("3') — ("3?) + 1.
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Logo d(u) + d(v) > n — 1. Assim, pelo Lema 3.1.4, G possui um
caminho hamiltoniano e, se a desigualdade for estrita, pelo Teorema

3.1.3, GG possui um ciclo hamiltoniano.

H é completo

u

Entao o nimero maximo de arestas de G é d(u) + d(v) + ("3*). Logo,

d(u) +d(v) + ("3%) =m = ("),
o que implica que d(u) +d(v) > ("3') — ("5?).

Portanto, d(u) + d(v) > n — 2. (4.1)

Como n > 6, temos que d(u) + d(v) > 4. Ressaltamos que se d(u) =0
e d(v) > 4, nesse caso temos um grafo G = K, _; U u, que satisfaz
a condigao das arestas mas nao tem um caminho hamiltoniano. Se
d(u) = 1 e d(v) > 3 temos o grafo G = K,_; ® e, que satisfaz a
condicao das arestas mas nao tem um ciclo hamiltoniano. Note que
podemos encontrar facilmente um caminho hamiltoniano em G. Pois
pela qualidade dos graus dos vértices u e v garantimos que saimos de u
percorremos os vértices de K,,_, e chegamos ao vértice v.

Para garantirmos um ciclo hamiltoniano, temos a desigualdade estrita
em (4.1). Portanto, d(u) + d(v) > 5. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que d(u) > 2 e d(v) > 3. Note que o grau do vértice v
ser no minimo 3 garante que haja ao menos um vértice adjacente a v e

nao-adjacente a u. Tomamos um ciclo que comega no vértice u, entra

32



em K,,_, pelo vértice v; e percorre K,_, até algum vértice v; adjacente
ao vértice v. Apds, saimos de v e entramos novamente em K, _5 pelo
vértice v, e percorremos K, o (sem repetir os vértices ja utilizados)

até o vértice v, adjacente ao vértice u.

]

Observamos que a hipétese n > 6 no Lema 4.2.1 é necesséria. Destaca-
mos que o lema nao é satisfeito para um caso especifico para n = 4 e um especifico
para n = 5. No caso n = 4, se tomarmos G = K; 3 e u e v vértices nao-adjacentes
temos um contra-exemplo para o caso em que m = 3 que nao apresenta um caminho

hamiltoniano.

Figura 4.2: G = K, 3.

Ja no caso n = 5, se tomarmos o grafo GG da Figura 4.3, em que m = 7,
temos um contra-exemplo, pois G nao apresenta um ciclo hamiltoniano apesar de

satisfazer a desigualdade estrita.
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Figura 4.3: Contra-exemplo.

A desigualdade de Stanley [29] que apresentamos a seguir é importante
para a demonstragao do Teorema 4.1.1 dada em [13], pois ela apresenta uma relagao
entre o raio espectral u(G) da matriz de adjacéncias e o nimero de arestas m do

grafo G.

4.2.1 Desigualdade de Stanley

Em seu artigo, Stanley [29] relaciona o raio espectral da matriz de

adjacéncias de um grafo com o nimero de arestas do grafo.

Teorema 4.2.2 (Desigualdade de Stanley). Seja G um grafo com m arestas e A a

matriz de adjacéncias de G. Entao
1
uA) < 5 (~1+VI+8m), (4.2)

e a igualdade € vilida se, e somente se, G é a uniao disjunta de um grafo completo

K}, e vértices isolados, onde k € um inteiro positivo.

Para a demonstracao, Stanley utiliza um resultado de Brualdi e Hoft-
man [6] que mostra que o raio espectral p(A) satisfaz pu(A) < k — 1, valendo a
igualdade se, e somente se, existe uma matriz P de permutacao tal que PAPT tem
a forma
J) 0
0 0
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onde Jp é uma matriz de ordem k x k com 0’s na diagonal principal e 1’s nas demais
componentes. Em outras palavras, isso significa que G é isomorfo a uniao disjunta

de um grafo completo K} e vértices isolados.

Note que o Teorema 4.2.2 fornece um limite superior para o raio es-
pectral de qualquer grafo com m arestas, o qual implica o resultado em [6] no caso

particular em que m = ().

Demonstracao do Teorema 4.2.2. Seja A a matriz de adjacéncias do grafo G. De-

notamos por A; a linha 7 da matriz A e r; a soma dos elementos da linha A;. Assim:

Ay
Ay
A=
A
L An 4 nxl1
Seja x = (z1,...,7,)" um autovetor de A com ||z|| = 1 correspondendo

ao autovalor p(A), de forma que Ax = p(A)x. Tomamos um vetor (i) obtido de z

pela substituicio do elemento x; por zero, isto é, z(i) = (z1,29,..., 0 ,...,2,)".
Xq

Sabendo que Az = p(A)x, temos que A;x = u(A)z;. Como os elementos da diagonal

principal de A sao nulos, entao temos que A;x = A;x(i), logo pu(A)zx; = Az (i).

Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz (2.1),

p(A)a} = [Ax(@)]* < APz (@) = ri(1 = 23), (4.3)
—— ——
para 1 < i < n. Em (%), temos o vetor A; = (a;1,a;,...,a;) € por hipdtese

Ti = Qi+ Qg+ F Qg
Como A; é um vetor que representa a linha 7 da matriz de adjacéncias, entao é

formado apenas por zeros e 1's. Ao elevarmos ao quadrado cada termo, a soma
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ndo se altera. Logo ||Ai|]> = a}, + al + -+ +aj, = 1. Em (xx), temos o vetor

r = (21,T2,...,%4...2,). Como ||z|| =1, entdo

2

l=al+a3+ - +a;+---+a2. Logo,

2 2, 2 2 2 2
L= =i +ay+ -+ 2 + 2, + 2y,

Portanto, 1 — 27 = ||x(4)||?. Isso justifica (4.3).

Somando (4.3) em relagao a i, obtemos
TUDSEES SR it
i=1 i=1 i=1

n n
Mas E x? =1le E ri =1r1+7ry+---+1r, =2m, pois esta é a soma das linhas da
i=1 =1

matriz de adjacéncias, entao

pw(A)? < 2m — Z Ty, (4.4)
i=1

n
Agora analisando E riz?, temos

=1

n

n n n n
E 2 E 2 2 2 2 E 2 T

: X, = . X;Qij = - (Qfl —i—:l:j)a,-j Z - 2177;1']'&1']' = a TiQijl; = T Ax.
i=1 J (%) <] (k) T<I (koK) I

(4.5)
Observe que (%) é vélido pela simetria da matriz de adjacéncias, em
(% %) a desigualdade ocorre pois (z; — x;)* = @} — 2z;x; + 27. Novamente pela

simetria de A, garantimos (J¢ %% ).

Como Az = u(A)z, temos que 7 Ar = 2’ u(A)xr = p(A)z"z = u(A)

pois 272 = ||z|| = 1. Logo Zr,xf > u(A), por (4.5). De (4.4) resulta

=1
A —2m < = il < —p(A),
=1
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Entao p(A)? 4+ u(A) — 2m < 0. Usando conceitos basicos de inequagao de 2° grau

concluimos que a desigualdade acima resulta em (4.2).

Para garantir a igualdade em (4.2), todas as desigualdades no argu-

mento devem ser igualdades. Em particular, nés temos que
2 2 _
(iIZ’i —+ xj)aij = 2.Ti£lijaij,

para todo i < j, o que implica que (z; — x;)%a;; = 0. Portanto, a;; = 0 ou z; = ;.

Assim escolhemos uma matriz P de permutacao tal que Pz tem a forma

Pz = (y17y17"'7y17y27y27"'7y27'"7yj7yj7"'7yj>7

onde y1,¥s, ..., y; sao distintos. Isso significa dizer que a matriz P altera a rotulagao,
agrupando os elementos iguais de z. Afirmamos que PAPT serd uma matriz em

blocos na forma

B 0

B
PAPT = 2

0 B;
De fato, sabemos que (yi—yj)Qaij = 0 equey; # y; por defini¢ao. Assim a,;; = 0, logo
teremos apenas zeros nas entradas fora dos blocos. Cada bloco B; esta associado
a um autovetor (i, ui,...,y;)", dessa forma, (1,1,...,1)" é um autovetor de B;.
Assim cada B; tem a mesma soma nas linhas, entdo p(A) é o maximo na soma das
linhas de A. Portanto v/1 + 8m = j é um inteiro impar, ¢

, -1 (G+1) (-1

j -1 4 2 2

1+8m=j"=e= s 2 2

41
Para k = %, temos m = (% ). Assim ao substituirmos m = (%) em (4.2) obtemos
p(A) =k — 1 e de [6] segue que existe um bloco ndo nulo B; = JJ, completando a

demonstracao. O

Nesse momento, temos as ferramentas necessarias para demonstrar o

Teorema 4.1.1 da pagina 30.
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Demonstracao do Teorema 4.1.1. Pelo Teorema 4.2.2 temos

1 1
G <21 fomt 2
w@) < 2+ m+4,

e, por hipdtese, temos que

w(G) >n—2. (4.6)
Assim,
1 1
n—2<ulG)<—=+ 2m+—:>n—2<—§+ 2m+Z
1 3\* 1 n? —3n +2 B

Como m > (”51), pelo Lema 4.2.1 garantimos que G possui um ca-

minho hamiltoniano exceto quando G = K,,_; Uv. Se a desigualdade em (4.6) for
estrita, garantimos que GG possui um ciclo hamiltoniano exceto quando G = K,,_; ®e.

Isso completa a demonstracao do Teorema 4.1.1. O

4.3 Demonstracao do Teorema 4.1.2

A demonstragao do Teorema 4.1.2 é baseada no conceito de k-fecho de
um grafo, usada diretamente por Ore em [25] e formalmente introduzida por Bondy
e Chvétal em [4]. Também utilizaremos a desigualdade de Hofmeister [16]. Nas
proximas secoes, apresentaremos esses conceitos e resultados que serao importantes

para a compreensao da demonstracao.

4.3.1 O fecho de um grafo

Os resultados que apresentaremos nesta secao sao inspirados no Teo-
rema de Ore [25]. Primeiramente mostraremos um resultado cuja a prova é seme-

lhante & do Teorema 3.1.2.
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Lema 4.3.1. (Bondy-Chvdtal) Sejam G um grafo e u e v vértices nao-adjacentes
de G tais que dg(u) +dg(v) > n. Entio G é hamiltoniano se, e somente se, G+ uv

é hamiltoniano.

Demonstragao. (=) E imediata, ja que, se G é hamiltoniano, entao G + uv também
¢ hamiltoniano.

(<) Supde que G' = G + uv é um grafo hamiltoniano. Entao existe um ciclo em G’
nao repetindo nenhum vértice.

Se esse ciclo nao usa a aresta uv entao teremos um ciclo hamiltoniano em G. Se
esse ciclo usa a aresta uv, entdo, em (G, temos um caminho hamiltoniano com ex-
tremidades u e v. Como, por hipdtese, dg(u) + dg(v) > n, podemos estender esse
caminho para um ciclo pelo método da demonstracao do Teorema 3.1.2. Logo G

tem um ciclo hamiltoniano.

O Lema 4.3.1 motiva a definigao do conceito de fecho de um grafo.

Definigao 4.3.2. O fecho de um grafo G com n vértices, denotado C,(G), € o grafo
obtido de G de forma recursiva pela adi¢ao de arestas entre pares de vértices nao

adjacentes u e v tais que

d(u) + d(v) > n.

Destacamos que a ordem na qual as arestas sao adicionadas a G for-
mando o fecho nao tem efeito no resultado final, e portanto o fecho de um grafo G
¢ bem definido. A Figura 4.4 ilustra a formagao do fecho de um grafo G com seis

vértices. Neste exemplo acontece que o fecho é completo.
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J-o-8y

Figura 4.4: Fecho do grafo G.

O estudo da operacao fecho para o problema de ciclos hamiltonianos

gerou o seguinte resultado de Bondy e Chvatal [4].

Teorema 4.3.3. Um grafo G é hamiltoniano se, e somente se, o seu fecho C,(G)

é hamiltoniano.

Corolario 4.3.4. Seja G um grafo de ordem n > 3 cujo fecho é completo. Entao

G € hamiltoniano.

Defini¢ao 4.3.5. O k-fecho de um grafo G, denotado por Cy(G), € o grafo obtido
de G por um processo recursivo, o qual consiste em adicionar arestas para pares de

vértices nao adjacentes u,v tais que
d(u) + d(v) > k.

Teorema 4.3.6. Um grafo G tem um caminho hamiltoniano se, e somente Se,

Cr—1(G) tem um caminho hamiltoniano.

Se assumirmos que H = Ci(G) nao é completo, dentre todos os vértices
de H tal que o grau é menor do que n — 1, escolhemos um vértice com maior grau e
denotamos por v. Dentre todos os vértices nao adjacentes a v, escolhemos um com

maior grau e denotamos por u. Pela definicao de k-fecho temos

dg(u) + dg(v) < k, logo dy(u) +dg(v) < k—1. (4.7)
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O fato de que vértices nao-adjacentes do k-fecho satisfazem (4.7) é

utilizado para a demonstragao do Teorema 4.1.2.

4.3.2 Desigualdade de Hofmeister

Além dos conceitos do fecho de um grafo G definidos acima, também
utilizaremos a desigualdade de Hofmeister [16] para a demonstracdo do Teorema

4.1.2.

Em [16] Hofmeister determina um limite inferior para o raio espectral
1(G) em relagdo a sequéncia de graus de G. Ja existem na literatura diversos
resultados sobre a relagao entre o raio espectral ;(G) e a sequéncia de graus de um
grafo G. Por exemplo, segue da teoria de matrizes nao negativas que o raio espectral

satisfaz a desigualdade

0(G) < p(G) < A(G). (4.8)

A igualdade é vélida no lado esquerdo de (4.8) se o grafo G é regular; no lado direito,

se G tem uma componente A-regular.

Outro limite inferior para pu(G) é dado por Collatz e Sinogowitz em

[30]. Eles mostram que

n(G) =

SEES

iﬁw (4.9)

onde d = (dy,...,d,) é a sequéncia de graus de GG. Para grafos regulares
(G)—lid—l(d+d+d+ +d,)
H —ni:1z—n 1 2 3T - n)s

temos que

M@:%@@:d

Para compreendermos o resultado principal de Hofmeister, temos que

apresentar algumas defini¢coes preliminares.
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Definigao 4.3.7. Sejam o vetor x = (x4, ...,x,) com entradas nao negativas. Para

p > 1, a p-média de x € definida por

desde que lim z(p) = max{xy,...,x,}.
p—00

Lema 4.3.8. [15] A p-média, vista como uma funcgdo de p, € continua e estritamente

crescente se x possuir pelo menos duas componentes diferentes.

Para definirmos a média espectral caracteristica, tomamos agora um
grafo G. As desigualdades (4.8), (4.9) e o Lema 4.3.8 implicam a existéncia de um
tnico p € Rs; U {oo} tal que d® = 1(G), desde que G nao seja regular. Esse p é

chamado de média espectral caracteristica de G, que denotamos por char(G).

Exemplo 4.3.9. Seja G um grafo roda com 24 raios, vamos calcular p = char(G).
De [28] € conhecido que o raio espectral de um grafo roda é dado por w(W,i1) =
14+ +vn+ 1. Entio u(G) = 6. Vimos acima que d?) = u(G) entio

1 1/p
w2

= u(G)

1 1/p
— (24.3P + 24P =6
o)
elevando os dois lados na poténcia p temos:
24.3P 4 24P = 25.6° = 24.3°7 + 24P — 25.6" =0
24.37 + 8P.3P —25.2P. 37 = 3P(24 4+ 8 — 25.2P) =0
24 4 2% — 2529 = (.

Entdo 2P é um zero do polinémio x> — 25x + 24. Os zeros desse polinémio sio 1 e

1 1
—3 + 5\/ 97. Como p > 1 temos que:

11
P =~ 4 /97
5 TvIh

42



aplicando logaritmo dos dois lados temos

p=log, (V9T —1) — 1.

Vimos que, para um grafo nao regular, existe exatamente um valor
de p tal que a p-média da sua sequéncia de graus é igual ao raio espectral de G.
Apresentamos o resultado de Hofmeister que sera utilizado na demonstracao do

Teorema 4.1.2.

Teorema 4.3.10 (Desigualdade de Hofmeister). Para todo grafo G, temos char(G) >
2.

Demonstrag¢ao. Seja G um grafo com sequéncia de graus (dy,...,d,). Para obter

nosso resultado basta mostrar que

n 1/2
1
>d@ = [ 2 g2
w(G) > (n ;1 ) ,

pelo Lema 4.3.8. Sejam o vetor unitario zo = 1/v/n - (1,...,1)" e a A matriz de

adjacéncias do grafo G. E facil ver que

1 n
||AI0H2 = " Z d?-
i=1

Assim d® = ||Azo|| < sup ||Az|| = u(G). Entdo u(G) > d®, como querfamos
—

flz]|=1
demonstrar. N

Apo6s apresentarmos o conceito do fecho de um grafo e suas proprie-
ades e a desigualdade de Hofmeister, temos todas as ferramentas necessarias para

demonstrar o Teorema 4.1.2.

Demonstra¢ao do Teorema 4.1.2. Seja H = C,_1(G). Suponhamos que u(G) <
vn —1, mas que G nao tem um caminho hamiltoniano. Pelo Teorema 4.3.6, o

grafo H = C,,—1(G) nado tem um caminho hamiltoniano. Utilizando a propriedade
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principal (4.7) do k-fecho de um grafo G, temos que dy(u) + dy(v) < n — 2 para

todo par de vértices nao adjacentes u e v em H.
dﬁ(U) + dﬁ(v) =n—1-— dH(U) +n—1-— dH(U)

d(u) + d(v) — 2n+ 2 = —dy(u) — dy(v).

J/

-
*

Em x temos que dg(u) + dy(v) < n — 2. Entao
dg(u) + dg(v) —2n+2 > —n + 2

dg(u) + dg(v) > n

para toda aresta uv € E(H). Agora, somando essas desigualdades para todas arestas

uv € E(H), obtemos

> dg —(v) > ne(H).

weE(H)

Cada termo dg(u) aparece na soma dg(u) vezes

Y dzv)= ) dg(u) +dg(v) = ne(H).
veV (H) weE(H)
Usando a desigualdade de Hofmeister demonstrada no Teorema 4.3.10, obtemos
Z d2(u) > ne(H)
w€V (H)

np*(H) > ne(H). (4.10)
Uma vez que H C G, nés temos, por hipdtese,
p(H) < p(G) < vVn— L
Portanto,
np?(H) < n(n —1).

De (4.10), temos que
n(n —1) > np?*(H) > ne(H)
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e agora facilmente podemos ver que e(
e(H)= (%) —e(H) > ("3").

Como supomos que H nao tem caminho hamiltoniano e temos que e(H) > (”51),
o Lema 4.2.1, implica que H = K,,_y Uv. Se G = H a prova estd completa. Entao
assumimos que G é um subgrafo de K,_; Uv. Entdo G é uma estrela Ki,-1 de
ordem n com algumas arestas adicionadas e, em particular, é conexo. Assim pelo

Teorema 2.2.9 e pelo Corolario 2.2.13
1(G) > p(Kip1) =vVn—1,

contradizendo p(G) < v/n — 1 e completando a prova para caminhos hamiltonianos.
Agora, suponha que ;(G) < v/n — 2, mas G nao tem um ciclo hamiltoniano, usando

o Teorema 4.3.3 e os argumentos acima nos vimos que

e uma vez que H nao tem um ciclo hamiltoniano, o Lema 4.2.1, implica que H =
K,_10e. Se G = H, aprova estd completa, entao assumimos que GG ¢ um subgrafo de
K,_1®e. Entdo G é uma estrela K 1,n—2 com algumas arestas adicionadas. Portanto

G contém um subgrafo de K 1.n—2. Assim pelo Teorema 2.2.9 e pelo Corolario 2.2.13
M(a) > M(Kl,n—Z) =vn-— 27

contradizendo 1(G) < v/n — 2 e completando a demonstracao. O
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5 CONDICAO DE BUTLER - CHUNG

5.1 O resultado de Butler - Chung

Butler e Chung [7] mostraram uma condic¢do espectral suficiente para
um grafo ser hamiltoniano com base em uma andlise da proximidade entre os auto-

valores da matriz laplaciana e o grau médio do grafo.

Teorema 5.1.1. Seja G um grafo com n vértices com grau médio d e 0 = N2 <

Mo < NE L <0 < ALY os autovalores da matriz laplaciana de G.  Ewviste uma

constante ¢ tal que, para n suficientemente grande, se

2
d—\F| < ¢ (loglogn)

5.1
log n(log loglogn) (5:1)

para todo i # n, entao G € hamiltoniano.

Quando G é d-regular, pelo Proposicao 2.3.4 temos a seguinte relagao

entre os autovalores da matriz de adjacéncias e os autovalores da matriz laplaciana:
N o=d— N (5.2)

Como o grafo é d-regular, temos que A\ = d estd relacionado com o autovalor )\ﬁ , que
é o0 inico autovalor que nao é levado em consideracao no enunciado do Teorema 5.1.1.
E com isso vemos que o Teorema 5.1.1 implica o seguinte resultado de Krivelevich

e Sudakov [20], que foi obtido para a constante ¢ = T000"

Teorema 5.1.2. Seja G = (V, E) um grafo d-reqular com n vértices, onde n é

suficientemente grande. Se

(loglogn)?

M| <
A = 1000 log n(log log log n)

(5.3)

para todo i # 1, entao G € hamiltoniano.
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O resultado do Teorema 5.1.1 é mais forte do que o Teorema 5.1.2, pois
garante a hamiltonicidade para qualquer grafo, enquanto que Teorema 5.1.2 garante

hamiltonicidade apenas para grafos d-regulares.

Quando G nao é regular, os autovalores das matrizes de adjacéncias e
laplaciana nao estao mais relacionadas de uma forma trivial e torna-se mais impor-
tante determinar qual espectro ¢ utilizado. Na prova do Teorema 5.1.1, é utilizado
o espectro da matriz laplaciana, pois a matriz laplaciana é ttil para controlar a

expansao da vizinhanca de um conjunto de vértices.

Destacamos que a demonstracao que vamos apresentar do Teorema 5.1.1
adapta proposicoes e lemas para grafos d-regulares que sao utilizados na demons-
tragao do Teorema 5.1.2. Por simplicidade, muitos dos lemas técnicos sao demons-

trados para o caso d-regular.

5.2 A familia de (n,d, \)-grafos

Um grafo G é chamado (n, d, \)-grafo se, e somente se é d-regular, tem
n vértices e A} = X. Essa é uma familia de grafos pseudo-aleatérios, veja [21]
para mais informacgoes. Nesta secao apresentamos uma quantidade de resultados
na distribuicao das arestas em grafos pseudo-aleatérios. Para um subconjunto de
vértices U C V(G) denotamos por N(U) o conjunto de todos os vértices em V — U
adjacentes a algum vértice em U. Também denotamos por e(U) o nimero de arestas

com ambas as extremidades em U.

Teorema 5.2.1. [2, Coroldrio 9.2.5, 9.2.6] Seja G = (V,E) um (n,d, \)-grafo.

Entao:
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(a) para quaisquer dois subconjuntos B,C C V o nimero de arestas de G

com uma extremidade em B e outra em C satisfaz
Bl|C|d B
(.0 - 1K < A\/ sici (- e

(b) para todo subconjunto B C 'V,

(5.5)

BJ? B

2n 2

Podemos destacar um trabalho mais recente de Krivelevich e Sudakov

[21] que apresenta uma cota melhor do que (5.4).

A seguir mostraremos proposi¢oes que serao importantes para a de-
monstracao do Teorema 5.1.1. As Proposigoes 5.2.2, 5.2.3 e 5.2.4 sao ditas pro-
priedades da expansao das arestas. A Proposicao 5.2.2 diz que, para um conjunto
de vértices V pequeno, o nimero de arestas com ambas as extremidades em V; é
limitado por A|Vp|. Isso nos garante que temos arestas com uma extremidade em V;

e outra extremidade em V — V4. De fato, como Z d(v) = le(Vo, V =Vo)| +2le(Vo)],

veV
esse numero é dado por e(Vy, V — Vi) > d|Vo| — 2A| Vol
A Proposicao 5.2.2 a seguir garante que muitas arestas saem de qualquer
conjunto pequeno. Porém, como diversas arestas podem ter a mesma extremidade,
isso nao garante que o conjunto de vizinhos seja grande. A Proposicao 5.2.3 garante
que para todo conjunto de vértices muito pequeno Vj, teremos uma vizinhanca

relativamente grande.

Nas proposi¢oes abaixo, supomos que G = (V, E) é um (n,d, \)-grafo

A< —.
com 5

A
Proposicao 5.2.2. Todo subconjunto Vo C V' de cardinalidade |Vy| < 771 gera no

mdzximo \Vp| arestas.
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Demonstragao. De (5.5),

Vol?d | A[Val
<
o) < 5 —+ =
n
como |Vp| < i temos
An|Vold — A|Vol
< — = AVl
(Vo) < T o0 T3 Vol
Logo e(Vo) < A|Vol. O
. . . \n
Proposicao 5.2.3. Para todo subconjunto Vo C V' de cardinalidade |Vp| < R
(d —2))?
INVO)| > =5 Vl.

Demonstragao. Denotamos N (V) = U. Pela Proposigao 5.2.2 aplicada a Vj, temos

e(Vo) < A|Vp]. Como o grau de todo vértice em V; é d, nés obtemos:

e(Vo,U) = d[Vo| = 2e(Vo) = d[Vo| = 2A[Va]. (5.6)

Proposicao 5.2.2

Por outro lado, segue de (5.4) que

VollU |d
ey, < VT y T

Da desigualdade (5.6), temos

e(Vo,U) = (d = 2)) Vo

e isso implica que

VollU|d
BollYld s /Tl > (d 23 Vil (5.7)

n
(d — 2))2
3A2

VollU|d Vol (d — 20)2(Vo|d \/rvo!(d—m)?\vo\
- <
-~ + M/ | WllU] < e + A %

_ P20 Vel 2
B 3\2n V3
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Se U] < |Vol, entao




CVelPd— 202 | [Val(d — 2))

3A2n V3
_ Nn(d— 20V | (@d- 20l
- d? 3\2n V3
@2, (- 20V
3d V3
_ =20, (=20
3 V3
< (d—=2))|Vol.
- |VllU]d .
Entao + M/ |Vol|U] < (d — 2X)|Vp]| contradizendo (5.7). O
n
.~ . . An
Proposicao 5.2.4. Para todo subconjunto Vo C V de cardinalidade |Vy| > R

n
IN()| > 2 = [Val.

Demonstragao. Seja o conjunto U = V' \ (VoUN(Vp)). Entao claramente e(Vy, U) =
0. Por outro lado de (5.4) temos

WllU|d U
0= eV, U) > %—A\/ww (1—'—71').

Isso implica que

Vol2|U 22 U]
BEEEE < e (et (1- 1)) (5.5)
2 2 )\2 2
vl (1-21)
n
U] A*n? A?n?
< =n. .10
= 1 o = @) < d2)\2n n (5.10)
- ra

U
A desigualdade _o < n implica que |U| < g Entao |[N(Vo)| = V| — [Vo| —

®=2

n

U| > 5" |Vol- O

Proposicao 5.2.5. Se dois subconjuntos disjuntos Uy, Us C V(G) ndo sao conecta-
)\2 2

dos por uma aresta em G, entio |Uy||Us| < dZ .
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Demonstragao. Por (5.4)

UL ||Usld
0=e(Uy,Us) > % — \|UL |0y

)\22

Assim O

< M/ |UL||Us]. Segue que |Uy||Us| <

Uh[[Celd _
n

d
Proposicao 5.2.6. Se G = (V, E) é um (n,d, \)-grafo com \ < 3 entao G € conezo.

Demonstracao. Se G é desconexo, entao G tem uma componente conexa V de

)\2
tamanho |Vp| < 5 Como N(Vp) = ), segue da Proposigao 5.2.4 que |Vp| < -
d —2M)*|V;
Isso contradiz a Proposigao 5.2.3, que afirma que |N (V)| > (3—)\2)’0’ >0. O

Para provar o resultado do Teorema 5.1.1, precisaremos de um resul-
tado mais geral, que adapta o resultado do Teorema 5.2.1 para a matriz laplaciana.
Inicialmente, enunciaremos um resultado que ¢é semelhante ao resultado do Teorema

5.2.1.

Teorema 5.2.7. [7, Teorema 2.1] Supomos que um grafo G com n vértices tem grau
médio d e os autovalores 0 = N2 < \L | < ... < AV da matriz laplaciana satisfazem

|d — \i| <6 para todo i # n. Entdo, para quaisquer dois subconjuntos de vértices B

e C, temos
\ew,c) ’B”C‘d' < ¥ \/1BItn —1BICIn — 1O (5.11)
() - PP < P - 1) (5.12)

Vamos utilizar o Teorema 5.2.7 para provar o resultado de Butler e
Chung em dois passos. Primeiramente, mostraremos que nés temos uma boa ex-
pansao na vizinhanca e depois disso mostraremos que o grafo é conexo. Para es-

tudar essa expansao das arestas e mostrar que o grafo é conexo vamos enunciar
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uma proposicao que apresenta resultados parecidos como das proposicoes acima. A
demonstracao dessa proposicao sera omitida, pois sao semelhantes as proposicoes ja

provadas anteriormente.

Proposicao 5.2.8. [7, Proposicao 2.3] Seja G um grafo de n vértices com grau
médio d e |d — N;| < 0 para os autovalores da matriz laplaciana tal que i # n.

Assumimos que 80 < d e que B,C C V. Entao temos que:

(a) se|B| < %, entdo e(B) < ;|B|;
6*n 3 (d/2 — 40)*
(b) se |B| < R entdo |[N(B)| > T|B|;

6*n 3 n
(c) se|B| > v entao |[N(B)| > 5~ |B|;
6n?
(d) se BNC =0 ee(B,C) =0, entio |B||C| < =

(e) G € conezo.

5.3 Demonstracao do Teorema 5.1.1

A demonstracao do Teorema 5.1.1 é parecida com a demonstracao do
Teorema 5.1.2, com algumas pequenas mudangas nas constantes. Destacamos que
os resultados utilizados para demonstrar o resultado de Butler e Chung estao rela-

cionados com o teorema de Krivelevich e Sudakov para grafos d-regulares.

A demonstracao envolve uma técnica de rotacao de caminhos inspirada
na demonstragao cldssica do Teorema 3.1.2. A ideia principal é que, dado um cami-
nho de comprimento méaximo, as arestas dos pontos finais do caminho devem estar
conectadas ao centro do caminho e podem ser usadas para rotacionar o caminho e
criar um novo caminho de comprimento maximo. Esse processo de rotacao pode ser

repetido e nés podemos formar uma grande colecao de caminhos maximos, o que
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permite que um desses caminhos possa ser fechado para formar um ciclo hamiltoni-

ano.

Demonstragao Teorema 5.1.1. Seja P = (v1,vs,...,v,) um caminho de compri-

mento maximo em G.

V4 v,
Um—1 m

Se v; é adjacente a v, para algum 7 entao outro caminho maximo ¢é
dado por P' = (vy1,..., 0, Um, Um_1,---,Vir1), que inclui a aresta {v;,v,,} e retira a

aresta {v;, vi41}.

Vg Vs Vi
v ) v,
! Vit1 I Um

Nés dizemos que P’ é uma rotacao de P com extremidade fixa vy, eizo
de rotagao v; e aresta removida {v;, v;11}. Em seguida, escolhemos um vértice de P’
como eixo de rotacao e criamos um novo caminho méaximo P”, e assim por diante.
Para t > 0 seja o conjunto S; de vértices v € {vq,...,v,} tais que v é extremidade
de um caminho obtido de P por no maximo t rotagoes com extremidade fixa v; e
todas as arestas removidas pertencentes a P. Entao, temos que S; é o conjunto
de vértices finais obtido através do caminho inicial usando até uma rotacao, S,
permite rotagoes nos caminhos de S;, mantendo v; fixo e utilizando arestas de
P, e assim sucessivamente. Logo S; C Sy C S35 C ... E f4cil ver que, pela
maximalidade do caminho P, todas as arestas incidentes a um vértice em .S; tém a

segunda extremidade no caminho P.

Analisando os conjuntos S;, podemos mostrar esses tém uma boa ex-

pansao na vizinhanca.
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1 3
Lema 5.3.1. Para todot >0, S| > §|N(St)] - §]St|.

Demonstragao. Seja
T = {Z >2:v; € N(St),vi_l,vi,viﬂ ¢ St}

Vemos que, para um vértice v; € T, as arestas {v;_1,v;} e {v;, v;41} ndo sdo arestas
removidas. Assim |T'| > |N(S;)| — 3|S;|, pois, para cada v; € Sy, temos que i,7 —
Li+1¢T.

Consideramos um vértice v; € V(P) com i € T. Entao, v; tem um
vizinho x € S;. Isso significa que existe um caminho P’ de comprimento méximo
com x como extremidade, obtido de P por no maximo t rotacoes. Observamos
que, durante esse processo repetido de rotagoes, vamos removendo arestas no nosso
caminho inicial P. Como v;_1,v;,v;41 ¢ S; ambas as arestas {v;_1,v;} e {v;,vi11}
continuam presentes em P’. Agora, rotacionando P’ com eixo de rotacao v;, uma
das arestas {v;_1,v;},{vi, vis1} serd removida. Logo v;_1 ou v;1; € Syy1 e, assim,
cada elemento de T produz um elemento de S;,1, por exemplo, se v 11 € Sii1, Vit1

poderia ser imagem de v; ou v; 9.

Temos que dois elementos de T" podem gerar um mesmo elemento de

T
Si+1, de forma que |Sp4q| > |7| Entao

1 3
|Si41] > §|N(St)| - §|St|-

[
Agora seja
_ [logn — 2log(d/0) 5
°7 | 2log(d/0) — 10 '
62 d/2 — 46)?
Pela Proposicao 5.2.8(b), se |S| < d—;l entao |N(Sy)| > 4/ 392) |St|. Pelo Lema

5.3.1 temos que
(d/2 —40)*15,| 3
> — = .
’StJrl‘ - 692 2|St‘
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Em particular, se d é grande comparado a 6 (digamos d > 10000) entado, quando
2

0°n . . .
|Si| < T podemos ver facilmente por inducao que

Sl _ (4/2—46)"

IS — 762
Isso implica que, em no maximo
log 6%n
O —
2
<tg—2
o (4/2 = 40)* = 0
O —
T2
, 0°n - .
passos nds temos que |.S;| > R Pela Proposicao 5.2.8(¢) quando adicionamos um

passo noés temos que

n

1 3 1/n 3
> Z —Z18 > = (= — — 2|8 =
|St1] > 2IN(SUI 2|St| 2 5 (2 |St|) 2|St| 1

n
25| = Z_2|St+1|’ (5.13)

Isso implica que |Sy1| > % Aplicando a Proposi¢ao 5.2.8 com B = S;;1 e C =
V — N(S;41), concluimos que

02n?
2

n
—|C| < |B||C
Licl < 1BlC| <

126%n
d2
= |N(Si;1)| >n- (1 —120%/d%).

= |C] <

Utilizando novamente a Proposigao 5.2.8(c) como em (5.13) temos

1 3 1 3
Seeal 2 5IN(Sus)] = 5ISeaal 2 3n - (1= 126%/d2) = 5[Supal,

(1 — 1262 /d?
n 5 /&) > % para n suficientemente grande.

e portanto |Syio| >

Sejam B(vy) = Sy, e Ag = B(v1) U {v1}. Para v € B(v;), podemos
repetir o argumento acima e obtermos um conjunto B(v) de extremidades dos ca-
minhos de comprimento maximo com ponto fixo v. Assim |B(v)| > n/6. Note que

cada extremidade em B(v) serd obtida em no méaximo 2ty rotacoes de P.
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Também notamos que cada vértice em B(v;) estd em P, e portanto P
deve conter pelo menos n/6 vértices, isto é, P contém uma fracado constante dos
vértices do grafo. Para cada a € Ap,b € B(a), existe um caminho de comprimento
méaximo P(a,b) com extremidades a e b que é obtido de P em no maximo p = 2t

rotacoes.

b O a P(a,b) b

Agora retornamos ao caminho inicial P, que dividimos em 2p segmentos

disjuntos Iy, ..., I5,, cada um com comprimento pelo menos [n/12p].

P
v Il ]2 13 ]4 IZp Um

Ja que cada caminho P(a,b) é obtido de P por no méximo p rotagoes,
existem no minimo p segmentos que nao foram alterados. Chamaremos esses seg-
mentos de intactos. Definimos a orientacao natural do segmento como a orientagao
no caminho original P, quando percorrido de v; a v,. Dependendo da rotagao, a
orientacao de um segmento intacto pode mudar. Dado um segmento intacto, dize-
mos que o segmento tem orientagao relativa 4+ com relagao a um novo caminho se

mantém a orientacao natural e - caso contrario. Vejamos um primeiro exemplo:

O
= 0O

O O ————()
N\
Y p q Upn
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U1 T

Rotacionamos o caminho inicial P, com eixo de rotacao x e a aresta

removida {z,y} criamos um novo caminho de comprimento maximo,

em que o segmento pq trocou sua orientagao relativa.

Vejamos um segundo exemplo:

O
=0

O O O O
q x y

Um

U1 p q x

Um

Rotacionamos o caminho inicial P, com eixo de rotacao x e a aresta

removida {z,y} criamos um novo caminho de comprimento méximo, que

OO ) O O O
U1 p + q z Um Yy

manteve a orientagao relativa de pq.

Seja k = 2max{1, [5000p/d]. Consideramos as sequéncias o = I;,,..., I;,
de k segmentos intactos de P que ocorrem nessa ordem em P(a,b), com as respecti-

vas orientagoes relativas. Dizemos entao que P(a,b) contém o. Note que P(a,b) tem
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no minimo p segmentos I;; intactos, logo P(a,b) contém no minimo (z ) sequencias

o. Considere o seguinte exemplo para k = 4.

P
I 1, I3 1y I,
P(a,b)
OO Dy ") —— (o) —— (o ——)
a 113 Il IZU 112 b

7+ 7= 7= 7+
o=1I73,11, 15, I}

Acima, construimos uma sequéncia o com quatro segmentos intactos de
P que ocorrem nessa ordem em P(a,b). Note que os segmentos 13 e 12 mantiveram
sua orientagao relativa no novo caminho, o que nao aconteceu com os segmentos [

€ ]20.

Dado o, definimos L(o) como o conjunto de todos os pares (a, b) para os
quais o estd contido em P(a,b). O ntimero total de possibilidades para a sequéncia
direcionada ¢ é no maximo

20(2p—=1)---(2p—k+1) - 2k

-—
escolher os segmentos de forma ordenada

ordem relativa de cada segmento

Considere a sequéncia g que estd contida em P(a,b) para o maior

nimero de pares (a,b), a € Ag e b € B(a). Afirmamos que

(%) >n_2(p—k>k 1

nmn
L > —.—.
L(o0)] 2 5.2

2020 —1)...20—k+1) 36 \2p— k) K2k
Existem pelo menos %g maneiras de escolher o par (a,b) e cada P(a,b) contém

no minimo (4 ) sequéncias direcionadas 0. Finalmente, existem no méximo 2p(2p —

1)---(2p — k+ 1) possibilidades para o.
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Por hipétese k < p/2 entdao (p — k)/(2p — k) > 1/3 e segue que existe

a sequéncia oo no qual
n? /(1\* 1 n?
| L(00)| > 36" (5) Kok klghte

Seja o =

TG Definimos A como o conjunto de todos a € Ay tais
’ !

que L(og) contém, no minimo, > pares com a como primeiro elemento.

Tomamos a € Ag. Se a € A, a aparece, no maximo, n vezes. Se a ¢ A,

.. an 5
a aparece, N0 MAximo, —- vezes. Como |L(0g)| > an®, temos:

~ an A A an ~
an® <n- Al + == (JAo| = [A]) < n- Al + == - (n = |A])
<ne A+ S04
n . —_—— ——
- 2 2
Logo, teremos que:
9 n? ~ o
an® — — < |A] n-(l——)
2
Portanto, an < |A|.

Como (1 - %) < 1, concluimos que % < |Al.
Para a € A, seja B(a) = {b € B(a), (a,b) € L(oy)}. A definicio de A

garante que |B(a)| > %.

. . . k
Seja C'; a uniao dos primeiros 5 segmentos de oy, fixando a ordem e
a orientacao relativa na qual eles ocorrem ao longo de qualquer um dos caminhos

P(a,b), (a,b) € L(og). Seja Cy a uniao dos iltimos 3 segmentos de oy.
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4 Cy
Note que
k n 5000p | n 400n
Gl = 2 {12pJ —d LQpJ d (5.14)
Dado um caminho Py e o conjunto S C {vy,...,v,,}, um vértice v € S

é chamado de ponto interior de S com respeito a P se ambos os vizinhos de v ao
longo de P estao em S. O conjunto de todos os pontos interiores de S é denotado

por int(S). Usando (5.11) e (5.14), temos o seguinte resultado:

Lema 5.3.2. [20, Proposi¢io 3.2] O conjunto Cy contém um subconjunto C| com
k

lint(CY)| > % tal que todo v € C] tem, no minimo, 1460 vizinhos em int(C7). O
P

mesmo vale para Cs.

Tal lema garante que, para um conjunto grande C7, cada elemento nesse

conjunto possui um grande nimero de vizinhos em int(C7).

Agora fixamos os conjuntos C] e 5. Usando a Proposicao 5.2.8(d) é
possivel mostrar que os vértices das extremidades estarao ligados ao interior dos

caminhos.

Lema 5.3.3. /20, Proposi¢io 3.3 e 3.4] Existe um vértice a € A conectado por UM
aresta ao conjunto int(C?). Similarmente, existe wum vértice b € B(a) conectado por

uma aresta ao conjunto int(Cs).

Seja & um vértice separando C! e C% ao longo de P(a,b). Isso divide o

caminho em dois caminhos P} e P;.
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a T x ;
a x) Tl b

P P

Agora fixamos x e rotacionamos cada caminho P;, garantindo que usa-

mos somente vértices no respectivo conjunto int(C;) como eixo de rotagao.

Podemos mostrar que os conjuntos de extremidades sao suficientemente
grandes, entao a Proposi¢ao 5.2.8(d) implica que existe uma aresta entre esses con-
juntos de extremidades que chamamos de Vi e V5. Essa aresta fecha um caminho
de comprimento maximo para um ciclo. Como G é conexo, pelo Corolario 5.2.8(e)
qualquer ciclo nao-hamiltoniano pode ser estendido para um caminho adicionando
algum vértice. Portanto, por hipdtese, a maximalidade de F, implica que Py é um

caminho hamiltoniano e, assim, criamos um ciclo hamiltoniano, como queriamos.

N

x T
v €Vp vg € Vo

Para isso, seja o conjunto T; de vértices v € C] \  tais que v é extre-
midade de um caminho obtido de P; por i rotagoes com extremidade fixa x. Todos

os eixos de rotagao estao em int(C) e todas as arestas removidas estao em Pj.

Analisando os conjuntos T;, podemos mostrar, usando (5.11), que, quando

|T;| é pequeno, ele contém um subconjunto que expande, em particular, em até
on on
log ) passos, teremos |71;| > R

6
Lema 5.3.4. [20, Proposicio 3.5] Existe um i tal que |T;| > Fn
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Assim, o conjunto V) de extremidades de todas as rotagoes de P, é tal

on -
que |V4| > = Pelo Lema 5.3.4, b tem um vizinho em int(C3). O mesmo argumento
pode ser feito para P, e mostrar que o conjunto V5 de extremidades de todas rotagoes

on
de P, ¢ tal que |V3| > R Logo temos o seguinte:

0°n?

d2

Vi[[Va] >

Concluimos, pelo Corolério 5.2.8(d), que existe uma aresta conectando

Vi e Vs, fechando o ciclo.
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6 CONCLUSOES

Nesta dissertacao, estudamos, essencialmente, condi¢oes necessarias e
suficientes para um grafo ser hamiltoniano. Tal estudo foi motivado pelo fato de
tratar-se de um problema de dificil solugao, apesar de ter um enunciado simples.
Foram apresentadas condigoes suficientes classicas, como o Teorema de Dirac - que
garante hamiltonicidade via grau minimo do grafo - e, também, o Teorema de Ore -
que envolve o grau dos vértices nao adjacentes. Vimos que essas condigoes nao sao
necessarias, por exemplo, um ciclo C,, com n vértices é hamiltoniano, mas §(C,,) =
2. Por outro lado, podemos mostrar que existem grafos com n vértices e grau
minimo n/2 — 1 que nao sao sequer conexos, quanto mais hamiltonianos, e portanto

a condicao de Dirac nao pode ser melhorada.

A Teoria Espectral de Grafos estuda propriedades de um grafo através
dos autovalores e autovetores de uma matriz associada ao grafo, que formam o es-
pectro do grafo com respeito a essa matriz. Estudamos dois trabalhos precursores
na obtencao de condigoes suficientes espectrais para um grafo ser hamiltoniano.
Em [13], foi obtido um resultado envolvendo a matriz de adjacéncias, mais especi-
ficamente, o raio espectral da matriz de adjacéncias. J& em [7], hd uma condicao

envolvendo os autovalores nao triviais da matriz laplaciana.

O objetivo principal deste trabalho era mostrar as condigoes conhecidas
na literatura, bem como suas demonstracoes, detalhadamente. Para apresentar
as demonstracoes dos resultados mais relevantes, utilizamos diversas ferramentas
combinatorias e de Algebra Linear, incluindo os conceitos de fecho de um grafo e de

distribuicao das arestas em grafos pseudo-aleatorios.

Percebemos também que as cotas existentes nas condi¢oes eram justas.
Isso significa dizer que existem grafos para os quais as cotas nao podem ser me-

lhoradas, ja estao otimizadas. Além disso, podemos destacar que existem diversos
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trabalhos que tratam do enfraquecimento de condigoes do tipo Dirac-Ore. Como
sabemos, essas condicoes sao justas, logo alguns grafos nao-hamiltonianos vao ser
falsos positivos em um teste mais fraco. Um exemplo nesse sentido é o trabalho de
Erdés e Hobbs [11], que apresentam o seguinte resultado: se n > 4 e G é um grafo
2—conexo com 2n ou 2n — 1 vértices, o qual é regular de grau n — 2, entao G é
hamiltoniano se, e somente se, G nao é o grafo de Petersen (grafo da esquerda na

Figura 6.1).

Nos resultados espectrais estudados neste trabalho, podemos destacar
uma diferenca fundamental nas suas demonstragoes e nos métodos utilizados. Em
[13] a cota espectral que garante que um grafo seja hamiltoniano utiliza diretamente
o resultado classico de Ore e portanto qualquer grafo que satisfaca a condigao es-
pectral também satisfaz a condigdo de Ore. J4 em [7], os autores apresentam a
construcao do ciclo hamiltoniano com base em propriedades do grafo que decorrem
da caracterizacao espectral, sem a utilizacao de uma condi¢ao que garante hamilto-
nicidade. Por isso, é natural que a demonstracao do resultado de Butler e Chung

seja mais dificil que a do resultado de Fiedler e Nikiforov.

6.1 Trabalhos Futuros

Este trabalho possibilitou explorar um grande ntimero de técnicas e con-
ceitos combinatoérios, algébricos e algoritmicos, bem como aspectos de Combinatoéria
Probabilistica. O aprendizado dessas técnicas cientificas permite que se dé continui-
dade aos estudos de condigoes suficientes e condi¢oes necessarias para a existéncia

de ciclos hamiltonianos em grafos.

Uma das ideias iniciais para trabalhos futuros é olhar para resultados
e ver se eles podem ser melhorados, ou seja, se podemos encontrar cotas melhores

que garantem ciclos hamiltonianos em uma maior quantidade de grafos.
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Outra intencao seria encontrar resultados especificos para classes parti-
culares de grafos ou mesmo obter condigoes espectrais baseadas em matrizes ainda
nao exploradas com base nos conceitos de Teoria Espectral de Grafos. Analisa-
remos trabalhos mais recentes que obtiveram resultados espectrais para classe de
grafos bipartidos e para autovalores de outras matrizes associadas ao grafo como,

por exemplo, [23, 22, 32].

Também temos como finalidade estudar grafos hipo-hamiltonianos e
grafos hiper-hamiltonianos. Um grafo G = (V, E) é dito hipo-hamiltoniano se ele
proprio nao possui um ciclo hamiltoniano, mas cada grafo formado pela remocao de
um unico vértice ¢ hamiltoniano. A Figura 6.1 apresenta um grafo hipo-hamiltoniano

e apos retirarmos um tnico vértice encontramos um ciclo hamiltoniano em destaque.

-

Figura 6.1: Grafo hipo-hamiltoniano

Um grafo que é hamiltoniano e, mesmo apds a retirada de um vértice
arbitrario, permanece hamiltoniano é chamado de grafo hiper-hamiltoniano. O grafo

K5 é um exemplo de grafo hiper-hamiltoniano (ver Figura 6.2).

O DO

Figura 6.2: Grafo K5, que é hiper-hamiltoniano
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Um dos nossos objetivos é verificar se as condicoes abordadas neste tra-
balho para grafos hamiltonianos poderiam ser aplicadas a grafos hipo-hamiltonianos

ou hiper-hamiltonianos.

Além disso, pretendemos estudar grafos panciclicos. Um grafo com n
vértices é dito panciclico se contém ciclos de comprimento ¢, para todo 3 < ¢ < n.
Um grafo panciclico é certamente hamiltoniano, mas a reciproca nao acontece. A

Figura mostra um exemplo de grafo panciclico.
Figura 6.3: Grafo panciclico e seus ciclos

Existem na literatura trabalhos que apresentam condigoes suficientes
para um grafo ser panciclico. Destacamos o trabalho de Schmeichel e Hakimi [27] e
o trabalho de Zhao, Lin e Zhang [33]. O primeiro apresenta uma condigao suficiente
para um grafo ser panciclico em termos da sequéncia de graus dos vértices do grafo,
e o segundo garante grafos panciclicos através da soma dos graus de dois vértices
nao-adjacentes e, além disso, com menor caminho existente entre esses vértices nao-
adjacentes. Pretendemos procurar e estudar condicoes espectrais para esse tipo de

grafo.
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