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Resumo

Neste trabalho se estudou um modelo de Ising unidimensional com interacoes com-
petitivas de curto e longo alcance, na presenca de campo externo. O modelo é exatamente
solivel e apresenta um rico comportamento de fases, com a presenca de regides do espaco de
parametros com transigoes de primeira e segunda ordens, e um ponto multicritico. Foi obtida
a solugao exata do modelo, ja conhecida na literatura, embora alguns aspectos do diagrama
de fases ainda nao tenham sido devidamente explorados. O objetivo principal do estudo foi
determinar a existéncia ou nao de um comportamento reentrante na magnetizacao, que oca-
siona magnetizagoes nulas em temperaturas baixas. Comportamentos reentrantes tém sido
observados em sistemas frustrados bi e tridimensionais, tanto em modelos analiticos quanto
experimentalmente. No presente modelo nao foi observado comportamento reentrante, mas
salienta-se a existéncia de comportamentos singulares no parametro de ordem que resulta

em modulagoes nas correlagoes espaciais.
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Abstract

In the present work, an unidimensional Ising model with long and short ranged in-
teractions has been studied in the presence of an external applied field. The model is
analytically solvable and displays a rich variety of phase behaviors, including regions in pa-
rameters space with first and second order transitions and a multicritical point. The exact
solution for the model has been calculated and it is well known by the scientific literature,
but some features, especially regarding the phase diagram, are yet to be explored. The main
aim of this study was to determine if there is a reentrant behavior in the magnetization
parameter, resulting in zero magnetizations at low temperatures. Reentrant behavior has
been observed in frustrated and two-dimendional systems, in experimental systems as well
as analytic models. In the present work a reentrant behavior was not found, however there is
a big set of different behaviors in the order parameter generating modulations in the spatial

correlations.
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Capitulo 1
Introducao, Motivacao e Objetivos

As interacoes competitivas nao sao novidade na Fisica, tendo sido muito estudadas ao
longo dos ultimos anos, carregando consigo uma vasta gama de fenomenologia estudada das
mais diversas formas, por exemplo através de simulagoes de Monte Carlo [1,4,5]. Quanto a
sua aplicacao experimental, estudos foram utilizados com base em espalhamento de néutrons
e elétrons [2,19]. Solugoes analiticas foram aproximadas através de modelos estatisticos [5,6].
A fenomenologia surge de duas interagoes competindo entre si de modo a influenciar o
parametro de ordem do modelo associado ao sistema: uma de longo alcance repulsiva e outra
de curto alcance atrativa (ou vice-versa). De particular interesse, tem-se a fenomenologia
que envolve a reentrancia do parametro de ordem desses respectivos sistemas [7,18,19].

Os modelos supracitados alcancam as mais diversas areas da Ciéncia, incluindo a
Fisica, a Quimica e a Biologia. Na Fisica e na Quimica, tem-se os filmes ferromagnéticos ul-
trafinos (que dao origem a fases de bolhas, faixas e labirintos) [3], cristais liquidos eletronicos [9)]
(fases esmética, nemdtica), supercondutores do tipo I (labirintos) [9], coloides (que se en-
volvem em fases hexagonais, faixas, quadradas, triangulares, labirintos) [12], e em modelos
de particulas esféricas, como os bidimensionais de simetria radial (fases lamelares, misce-
lares) [10, 11, 13]. Na Biologia, a aplicagdo encontra espago em sistemas tridimensionais
de membranas e moléculas anfifilicas capazes de aglomeracoes esféricas ou cilindricas, de
membranas celulares, como lipossomos e vesiculas [2].

De particular interesse sao os filmes ferromagnéticos ultrafinos (bidimensionais), dado
o potencial tecnologico que possuem. Um caso bem estudado é o de filmes de Fe sobre subs-
trato de Cu. Analises computacionais e experimentos determinaram claramente a existéncia
de padroes de magnetizacao alternantes na componente perpendicular ao filme, conhecidas
como fases de faixas, que variam em largura e amplitude de acordo com a temperatura e o
campo aplicado, para dar origem a fases com bolhas e labirinticas (além da fase de magne-

tizagao uniforme) [8,14,20]. Para ilustrar o caso, a Figura 1.1 a seguir mostra uma imagem



experimental através do espalhamento de elétrons sobre o filme, ressaltando a presenca das

fases de faixas e labirintica.

T.=340K T.,,=333K To,u=327K

Figura 1.1: Figuras ilustrativas das mesofases de um filme ultrafino de Fe depositado sobre um bulk de
Cu, determinadas experimentalmente através de microscopia eletronica de varredura, conforme variando a
temperatura (figuras (a) até (e)) e o campo (figuras (f) até (j)). Observar a presenga de uma fase labirintica
em (f), de faixas (b)-(c), e de bolhas (d), (e), (i). Na figura, a magnetizacao é perpendicular ao plano do

filme. Cores inversas significam magnetizagoes opostas. Extraido de [19].

Jé a figura 1.2 abaixo elucida a presenca de microfases em simulagoes computacionais

de um modelo de particulas coloidais com potencial de simetria esférica.

M, 5 L

M 5 &
Figura 1.2: Figura ilustrativa de microfases presentes em um modelo de esferas duras estendido, observando

5

a presenca de fases miscelares (Mg, M;, IM,) e lamelares (Lg, L;), para as fases sélida “s” e liquida “1”.

Figura retirada de [13].

Dentro dessa fenomenologia das interagoes competitivas, um fator ainda mais intri-
gante surge na presenca de um campo externo, a denominada reentrancia do parametro
de ordem (no caso de sistemas magnéticos, a magnetizagao), que consiste basicamente na
repeticao de fases conforme a temperatura do sistema é variada. Um exemplo classico de re-
entrancia se observa no modelo ANNNI, ou Azial Next-Nearest Neighbor Ising model [22-24],
que leva em conta, além do campo externo, interacoes de primeiros e segundos vizinhos. Tal
modelo, na aproximagao de campo médio, apresenta reentrancia no vetor de onda em tem-

peraturas baixas na presenga do campo [23]. A Figura 1.3 representa o diagrama de fases



T-H, em que fica claro que a magnetizacao migra de um estado paramagnético para uma
fase modulada do tipo (4,3) (quatro spins para cima, trés para baixo — ou vice-versa) e
depois novamente para uma fase paramagnética, por exemplo, a campo fixo H/J; ~ 0.025

enquanto se aumenta (ou diminui) a temperatura.
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Figura 1.3: Diagrama de fases T-H do modelo ANNNI na aproximagao de campo médio, em que se
pode notar a reentrancia de fases paramagnética — modulada(s) — paramagnética. J; representa a energia

tomada com os vizinhos préximos do eixo de alinhamento. Figura extraida de [23].

Exemplos de reentrancias no diagrama de fases incluem experimentos em filmes de
Fe sobre Cu acima citados, cuja reentrancia observada em baixas temperaturas acontece
na sequéncia de fases: uniforme, bolhas, faixas e depois novamente uniforme [3,19]. A
reentrancia nestes sistemas foi observada e analisada em um modelo efetivo formador de
faixas na aproximacao de campo médio [25]. Velasque et al. estudaram o mecanismo que
produz a transicao reentrante no modelo ferromagnético de Ising com interacao dipolar
competitiva em um campo externo [26]. Se verificou que a reentrancia esta associada ao
congelamento dos graus de liberdade das paredes de dominio das faixas do sistema a medida
que a temperatura diminui, a campo externo fixo, desde a fase de faixas. Quando a vantagem
entréopica dada por estes graus de liberdade deixa de existir por causa da baixa temperatura,
a competicao com os termos de energia de troca e campo externo fazem com que o sistema

reentre na fase homogénea paramagnética.



Este trabalho tem como objetivo determinar a existéncia do fenomeno da reentrancia
numa cadeia unidimensional de spins com interacoes competitivas de curto e de longo alcance
na presenca de um campo externo, que representa a forma mais simples de um modelo
competitivo na presenca de um campo que admite uma solugao exata, enquanto se exploram
também as propriedades comuns, similares a outros sistemas com interacoes competitivas.
Tal modelo fora estudado primeiramente por J. Nagle et al. em 1970 [15], apresentando uma
solucao exata focando o estudo nos expoentes criticos e apresentando um panorama geral do
modelo [16]. Alguns anos mais tarde, M. Kardar retomou os estudos do modelo focando-se
no fenomeno de crossover [17]. A solugao exata do modelo sera reconsiderada, apresentando
as analises das grandezas termodinamicas na seguinte ordem: determinacao da energia livre
do modelo através da técnica da matriz de transferéncia; obtencao da equacao que governa a
magnetizagao do sistema através das relagoes termodinamicas; algumas consideragoes sobre
a estabilidade na expansao da energia livre; apresentacao dos diagramas de fase com e
sem campo; por ultimo, estudos da correlacao também através da matriz de transferéncia.
Finalmete, sobrevém as conclusoes, seguidas pela secao de apéndices e da bibliografia.

Neste trabalho, serd adotada a notacao “log(x)” para denotar o logaritmo natural

“wn

do ntmero real x > 0. Também serd adotado o ponto para denotar a casa decimal dos
numeros reais e por ultimo, as unidades serao suprimidas. Cabe mencionar que as unidades

apresentadas sao:

b [H]v [Jsr]a [H]7 [Jlr]’ [f] =J;

o [Hl], [J,], [hs], [f4], [J], [K], [A] = adimensionais,

e ainda, sera adotado o sistema de unidades em que kg = 1, o sistema natural. Essas
quantidades aparecerao ao longo do texto e sua definicao apresentada conforme forem sendo
utilizadas. O restante das quantidades utilizadas sdo adimensionais. Ainda se mencionam
que as abreviacoes “Ferro” e “Para” referem-se as fases ferromagnética e paramagnética,

respectivamente.



Capitulo 2

Energia Livre e Magnetizacoes

2.1 O Modelo

O modelo a ser analisado tem o seguinte Hamiltoniano, a ser tratado em uma di-

mensao [15]:

T w T a
H:—T Z Sisj_ﬁZSiSj_HZSi’Si:iL (21)
(z,]):l 4,7=1 1=1

em que Jg,., J, e H representam, respectivamente, as energias de interacgoes de curto (so-
mente a primeiros vizinhos) e de longo alcance, e o campo externo aplicado (magnético).
Na verdade, o termo com .Jj,. tem alcance infinito. O sinal negativo na frente dos termos
indica que a energia total é minimizada quando as interagoes forem todas preferencialmente
positivas. A varidvel de spin, s;, é classica de dois estados, do tipo Ising. E, assim, um mo-
delo unidimensional em que se adotam condicoes de contorno periédicas no anel, syy1 = sy,
que nao afeta o limite termodinamico do processo. O caso em que a interacao de longo
alcance nao é presente representa o modelo de Ising na presenca de um campo. Todos os
trés parametros do Hamiltoniano (2.1) podem ser tanto negativos como positivos; e aqui o
interesse maior é a andlise do caso competitivo, definindo-se como o caso em que as interacoes
de curto e de longo alcance apresentam sinais opostos entre si. Em particular, o caso mais
relevante ao estudo é o que apresenta J;,. > 0 e J, < 0, levando a uma configuragao ferro-
magnética a longo alcance, e antiferromagnética a curto alcance. A existéncia, nesses casos,
de um regime ferromagnético a longo alcance se da por uma analise rdpida ao termo s;s; no
Hamiltoniano (2.1), que é minimizado quando todos os produtos de spins s;s; tenham o sinal
positivo, e, portanto o mesmo valor individual (+1 ou —1) - encontrando uma configuracao
ferromagnética. Sendo o termo de curto alcance negativo, para que a energia do Hamilto-

niano seja minimizada, é favorecida a situacao em que s;s;, vizinhos préximos, sejam de



2.1. O Modelo 6

sinais opostos, dai a configuracao antiferromagnética. Notar que o Hamiltoniano permanece
com a mesma energia se os spins tiverem sinais revertidos a campo zero. Na presenca deste,
havera uma simetria consoante o eixo H = 0. Assim, dependendo do jogo entre qual termo
domina como um todo as interagoes, uma ou outra configuracao podera ser acessada pelo
sistema. J&a a situagao oposta, em que J, < 0 e J, > 0, tem frustragao por que o termo de
longo alcance todo negativo significara demandar uma configuracao antiferromagnética dos
spins, enquanto que, na situagao competitiva, o termo de vizinhos préximos tende a alinhar
o sistema. Ambas as determinacoes sao impossiveis de se satisfazerem simultaneamente,
gerando frustracao. O termo em longo alcance é normalizado por N, o nimero de sitios no
anel, para que o sistema tenha equilibrio termodinamico garantido. Além disso, os fatores
de 1/2 constam para dar conta das interagoes repetidas. Doravante, ficard implicito que as
somas sempre vao até o numero de sitios N. Neste trabalho, focaremos a atencao no caso

nao frustrado, e o Hamiltoniano sera tratado no ensemble canonico de Gibbs.

2.1.1 O termo de longo alcance

Para analisar o modelo proposto, serd utilizada uma aproximacgao de campo médio
para o termo de longo alcance, que é, na verdade, exata. Isso é necessario para somar o
termo de longo alcance no futuro célculo da funcao de particao. Para tanto, o Hamiltoniano

(2.1), serd reduzido de acordo com o procedimento a seguir. Definam-se:

= —fH; (2.2

o <

T 6‘]8?“ > O, € (2 4
(2.5

L <
= BHZ0,

> = « X
i

em que § = 1/T. A transformacao de varidveis acima elimina a dependéncia explicita do

modelo (e de suas equagdes subsequentes) da temperatura. Dessa forma,

ﬁ=§25isj+%28isj+h;si. (26)

<1,j> ]

Novamente, definindo

| XN
m = N;sj, (2.7)

uma variavel cujo valor depende da configuracao assumida pelo sistema de spins, a qual sera

chamada de magnetiza¢io média do sistema, tem-se: [17]

6



2.1. O Modelo 7

%Z&is]’:JTmZSi:_%JNmZ‘FJmZSi- (28>
i i

7

Quanto ao termo de curto alcance, este é idéntico a

1
- iS5 = Zsisi—l-h (29)

2 (4.7) i
em que a condicao anelar deve ser rigidamente lembrada, e onde fica evidente que autoin-
teragoes sao desprezadas (nao existem interagoes do tipo s;s;, Vi). Finalmente, combinando
(2.8), (2.9) com (2.6) [15]

— 1
H= —§JNm2 + K sisiq+ (Jm+ h) Z Si, (2.10)

i=1
que é um Hamiltoniano da cadeia de Ising em um campo externo, mas com dependéncia em
m, a qual deverd ser levada em conta no célculo da funcao de particao. Notar que |m| < 1,
pois =N <> .s; < N.

2.1.2 A Energia Livre

De posse de um Hamiltoniano tratével, (2.10), pode-se dar inicio ao célculo da energia
livre de Helmholtz. Nesta equacao, foi introduzida uma nova variavel, m, que deve ser levada
em conta no célculo da funcao de particao do sistema. Como a ultima é a soma sobre todas

as possibilidades de configuracao acessiveis ao sistema, neste caso se pode escrever na forma:

+1 o
Zr(K,J,h) :/ dm et (2.11)
-1
{si}

Tomando posse do Hamiltoniano modificado (2.10),

+1

ZT:/ dTnef%JNm2 Z eKZisisi+1+(Jm+h)Zisi’ (212>
—1

{si,si41}

ou, em uma notagao matricial,

+1 _
Zr = / dm Tr et (2.13)

1

Define-se

Qu(m) =Y el BamsntlImh) Eyse (2.14)

Si



2.1. O Modelo 8

a qual terd a soma efetuada primeiro. Para tanto, sera utilizada a técnica da matriz de
transferéncia, introduzindo a algebra matricial para obter uma expressao fechada para Q.

Para isso, considere-se que a fungao de parti¢ao parcial, (2.14), pode ser trabalhada na forma

On(m) = Z H Ho(si,5i41) = HZ Ho(si, 8iv1), (2.15)

s; i1=1 i=1 s;

em que

Ho(si, 8i41) = esisintImihls: (2.16)

Para realizar a soma em (2.15), o fator exponencial serd associado a uma matriz
bidimensional cujas colunas sao indexadas pelos valores duais dos spins de curto alcance, en-
quanto que as linhas pelos vizinhos préximos, resultando numa matriz quadrada de segunda
ordem. Tal técnica s6 é possivel quando o termo de campo for nao local. As componentes
da matriz tém a forma

T . — eKsisj—l—(Jm—i-h)si (217)

%] )
em analogia a (2.16), em que, no caso, 1 <i <2 .1 < j <2 e o superescrito representa o

possivel valor do spin no sitio (i ou j), levando a

eK+(Im+h)  —K+(Jm+h)

T= o~ K—(Jmth)  K—(Jmth) | (2.18)

Somar sobre todas as possibilidades de spin da (2.15) equivale, entao, na nova notagao

matricial, a tomar o trago da poténcia N da matriz acima:

D el ms =y N (2.19)
{si}
Da algebra, sabe-se que o trago de uma matriz é invariante ante a uma transformagao
de base. Pode-se, entao, trabalhar na base onde a matriz T é diagonal. Assim, calculam-se

os seus autovalores através da equacao caracteristica

Det (T — AI) = 0, (2.20)

onde I é a matriz identidade. Isso leva a equacao quadratica

A? — [2e" cosh (Jm + h)] A+ 2sinh(2K) = 0, (2.21)

cujas solugoes sao:



2.1. O Modelo 9

As = el cosh (Jm + h) £ \/e2K sinh (Jm + h) + e—2K. (2.22)

De posse dos autovalores, pode-se calcular a energia livre do sistema, o calculo da
funcao de particao parcial na nova representacao diagonal dos autovalores de T é expresso

simplesmente pelo traco:

.
Qu(m) =3 A, (2.23)

que representa o traco de um produto de N matrizes diagonais. No limite termodinamico

(em que N — o0),

— 1 N
O = Jim X}

1+ <;—;) N] ~ AL (2.24)

A fungao de particao parcial é se reduz a

N
Oy = |e® cosh (Jm + h) + \/62K sinh® (Jm + h) + e—zK} , (2.25)

e a energia livre correspondente, que ¢ definida por

. - 1log Q
O A A VA (2:20)
fica:
1 K 2K «inh?2 —2K
fs = ~3 log |e™ cosh (Jm + h) + \/e sinh” (Jm+h) + e ; (2.:27)

onde o subescrito “s” atenta para a energia livre parcial em que apenas foi considerada a
soma dos spins (sendo necessario integrar, ainda, em m). Como a energia livre total esta

associada a funcao de particao através da relagao

e B — Z (2.28)

tem-se:

+1
o—BFr _ / dm e NUM2/2451). (2.29)
-1

A integral pode ser resolvida pelo método do ponto sela, resultando em: [17]
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f(J,K,h) = Bfr = min —log |e” cosh (Jm + h) + \/€2K sinh? (Jm + h) + e—2K
Lo
L) (230)

Uma primeira verificagao gréfica a energia livre sugere uma forma totalmente simétrica
para campo nulo, em geral no formato quadrético ou de sino (quadrético inverso) com relacao

ao eixo de magnetizacao m = 0, como exemplificado na Figura 2.1.

-0.6 . . : : : :
0.7 | ]
08| . .
-0.9 S ]
11
12t
1.3
1.4
15

-16 — S —
1 075 05 025 0 025 05 075 1

m

f(m)

Figura 2.1: Curvas da energia livre f(m) (de Helmholtz) em fungdo da magnetizagdo m. No caso, os
conjuntos de pardmetros externos sao (J, K, h) = (1.0; £1.0;0.0), em que fica evidente que a magnetizacao
que minimiza a fungao, para o caso de K negativo (curto alcance repulsivo), é m = 0, acarretando ao sistema
assumir um estado paramagnético, e que, para o caso oposto o sistema pode assumir (obedecendo a simetria

de inversdo de spin) m = +1, a maxima ordem acessivel ao sistema, um estado de ferromagnetismo.

A situacao com campo evidencia a quebra da simetria ao redor do eixo da magne-
tizacao nula. O sinal da magnetizacao alinha-se com o do campo, conforme a Figura 2.2.

Um gréfico de curvas sequenciais com a temperatura (aqui, como todos os parametros
tém a temperatura oculta em suas defini¢oes, tanto pode se pensar como fixa a temperatura
enquanto se varia J;,., Js. ou H, ou como fixos esses parametros enquanto se varia a tempe-
ratura), evidencia situagoes em que a magnetizacao nula passa a ser, subitamente maxima
ou quase maxima (Figura 2.3, abaixo), sinal de uma transi¢ao de primeira ordem, e ainda
situacoes em que a magnetizacao cresce suavemente a partir da nulidade, fato independente
da aplicagdo do campo (como no caso da Figura 2.3 superior). No caso da transi¢ao de fases

descontinua, esta aparece em valores altos (quando comparados aos outros componentes do

10
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f(m)

_5 1 1 1 1 1 1
-1 075 -05 -025 0 025 05 075 1

m

Figura 2.2: Curvas da energia livre mantendo-se J = 5.0 e K = —3.0, mas invertendo-se o sinal do campo
externo aplicado, cujo valor absoluto é |h| = 5.0. A magnetizagao, no caso, é mixima, |m| = 1.0, no valor

do campo aplicado, a indicar que o sistema assume uma configuracao ferromagnética.

conjunto dos parametros) de J, suscitando que elas ocorrem, preferencialmente, em alto /3
(ou baixa T).

E importante ressaltar que, nesse trabalho, dizer que o estado de magnetizacao nula
(m = 0) é desordenado é o mesmo que dizer que é paramagnético. Da mesma forma, dizer
que assume um estado ordenado é sinénimo de uma configuracao ferromagnética (parcial ou
total).

Chama-se a atencao para o fato de um fator de temperatura ter sido assimilado a
energia livre f, em sua defini¢gao em (2.30), mas que nao interfere na determinagao do minimo
de f, visto que f é tomada como constante.

A fim de se obter a temperatura de modo explicito, pode-se fazer um escalonamento
da funcao Hamiltoniana dividindo-a por uma das constantes de interacao, por exemplo H ; :=

%, obtendo:

fs(8,Js,hy) = min [%BWR — log [eBJJ cosh (B(m + h])) +

+ \/e%«b sinh? (ﬂ(m + hJ)) + eQﬁJJ]] : (2.31)

m

em que o seguinte conjunto de defini¢oes fora utilizado:

11
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2.1. O Modelo
E
'—1 -0.75 -05 -0.25 0 025 05 0.75 1
m
'04 T T T T T T T
E

-16 —_—
1 075 -05 025 0 025 05 075 1

m

Figura 2.3: Na figura de cima, as curvas da energia livre sdo executadas como funcdo da magnetizacao
para diversos valores do campo, observando-se um crescimento de m que minimiza a fungao que é suave a
partir do zero (sem constituir uma transicao de fase continua). Na de baixo, um exemplo de transi¢ao de
fase de primeira ordem, como funcao do parametro de longo alcance J. Ha uma transicao que ocorre entre

os valores de J = 4.0 e J = 5.0. H4 ainda estados de magnetizacao metaestaveis em J = 4.0, e um estado

metaestavel em J = 5.0, com m = 0.

Jsr

— = Jy 2.32
Jlr 7 ( )
H

— = hy.

Jlr !

As figuras 2.4 sao representativas dessa ultima energia livre (2.31) em diferentes

temperaturas e campo, mas compartilham em comum que J; = —2.5.

12
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B=10,7Jy=-25

2R 4 h=00

& h;=0.5
hJ =1.0 e
hy=15

h;=20

. h;=25
£ h;=3.0 -wuuee
"‘—r_’ hJ = 35 ----------
ECH ) hJ =40 e
| e h;=45 ——
3.2 hj=5.0 -ereeeeem-
84+ T hJ =55 s

-3.6 L :
-1 -0.5 0.5

-10 ' hy=0.0

11k h;=0.5
hJ =1.0 oo
-12 hyj=15

h;=2.0

_ By h)=25

E Lt _ h;=3.0
\-o—'_" . h = 3.5 -----------
-15 o hi=4.0 «ooe
| h;=45 ——
16 hj=5.0 -ereeeeem-
17 + hJ =55 s

-18 . :
-1 -0.5 0.5
Figura 2.4: Figuras da energia livre como fungao da magnetizagao para J; = —2.5, para diversos cam-

pos. Acima, tem-se, a temperatura S = 1.0, um comportamento que demonstra um crescimento suave da

magnetizagao a partir do zero. O formato das curvas (sinodal) lembra a energia livre nao reduzida. Abaixo:

B = 5.0. Claramente, tem-se um salto descontinuo, conforme o médulo do campo se eleva, em hj. = 4.5.

Na sequéncia de curvas de baixo, o caso em que hy = 4.5 é um possivel estado de coexisténcia.

em que se trabalhard explicitamente com o parametro de magnetizacao.

A possibilidade das transicoes de fases continuas sera investigada na préxima secao,

J4& o caso das

transicoes descontinuas, suscitado nas figuras 2.3, serd evidenciado com maior detalhamento.

13
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2.2 Sobre a Magnetizacao

2.2.1 Equacao de Magnetizacao

A fim de obter a equacao que fornecera o valor da magnetizagdo como funcao dos
parametros externos, é necessario que a energia livre, equacao (2.30), seja extremizada.

H& dois caminhos possiveis:

e Extremiza-se a funcao tomando apenas a sua derivada nula, lembrando da condicao

de que a magnetizacao deve ser a que minimiza a energia livre!,

dfr
— =0 2.33
om Im ' ( )
e Utiliza-se a relagao termodinamica
dfr
= ——. 2.34
m=-—— (2.34)

Neste trabalho a equagao (2.34) serd utilizada. A fim de facilitar o célculo da equagao

de magnetizacao, sejam feitas as seguintes definigoes:

5(J,m,h) = Jm+h
E(6,K) := e sinh(0)
C(0,K) := " cosh(d)
D5, K) = E?+e2K (2.35)
B(6,K) = —log([C(6,K)+ D(d,K)])
A(J,m) = %Jm2

Dessa forma, a energia livre simplesmente reduz-se a

f=A(J,m)+ B(6, K). (2.36)

Logo, (2.34) implica em

m =

; (2.37)

94 _9B& _ 1 [9C05 9D
Oh  960h C+D|d60h 96 Oh

Todavia:

TAmbas levam ao mesmo resultado.

14
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oC 96 K . o)
5 on ¢ smh(5)% =F, (2.38)
e7
oD 06 EOE 06
95 0h D26 oh (2.39)
Por total analogia,
oF
= _C. 2.4
55— C (2.40)
Assim,
1 C
a qual pode ser finalmente reduzida a:
K .
- E e”* sinh(9) (2.42)

D \/62K sinh?(8) + e—2K

O conjunto de gréficos 2.5 abaixo representa as curvas de evoluc¢ao da magnetizacao
como funcao dos parametros externos, num regime de campo nulo. E importante observar
a presenca das duas categorias de transicao, como os graficos da energia livre ja mostraram.
Para baixas temperaturas, o sistema tende ao ordenamento maximo; ja no oposto, mostra
a tendéncia para a desordem. As curvas se bifurcam porque, a campo nulo, hé simetria de
inversao dos spins; ambos os estados, positivos e negativos de magnetizacao, minimizam a
energia livre.

Os casos com campo constam no conjunto de figuras 2.6 abaixo. H& a presenca dos
dois regimes de transigao, de primeira e de segunda ordem. O campo negativo é espelho do
positivo: existe uma simetria (como esperado), ao redor do eixo m = 0.

O caso com campo é indicador de como as transicoes se dao a partir da Figura 2.7, que
deixa examinar a situacao. Ali, mantendo-se agora K fixo, hd uma nitida diferenciacao da
forma como se da a transicao conforme o campo cresce. Naturalmente, o campo favorecera
trocas subitas de estado em baixas temperaturas, visto que injeta energia no sistema, porém

0 que se observa ¢é a quebra do regime de primeira ordem.

2.2.2 Limites de temperatura e Comportamento Anémalo

Procederemos agora a analise da equagao de magnetizagao nos limites extremos de

temperatura.

15
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0.75

0.5
025

-0.25 } -. ]

<
3]
.

-1 -0/5 05 025 O 02 05 075 1

0.75

)
o
T
=
I
o

0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
J

Figura 2.5: Virias curvas da magnetizacio como fungao das energias de interacio (que possuem a tem-
peratura embutida em suas definigdes), em campo nulo. Em cima: curvas de magnetizagao para valores
fixos de J que representam, respectivamente, transi¢oes de segunda e primeira ordens. Como J x 1/T, o
comportamento do sistema mediante mudancas na temperatura se visualiza melhor no gréafico de baixo. Ali,
pode-se notar que a ordem é estabelecida & temperatura nula e ha desordem em temperatura elevada. A

temperatura cresce da direita para a esquerda.

16
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! h=-50 ——
0.75 h=-4.0
h=-3.0 e
os h=-20
0.25 h=-1.0
£ 0 h=0.0
h=+1.0 -----
-0.25 h=420 e
-05 h=+30 ——
h=+4.0 -
075 h=+5.0
-1
! h=-50 ——
0.75 h=-4.0
h=-3.0 e
os h=-20
0.25 h=-1.0
£ 0 h=0.0
h=+1.0 -
-0.25 h=420 e
-0.5 h=+3.0 —
h=+4.0 -
-0.75 h=+50
-1

Figura 2.6: Curvas da magnetizagio na influéncia de campo externo. Figura de cima: caso com apenas um
regime de segunda ordem ou continuo de transicao, enquanto que abaixo hé exclusivamente o regime des-
continuo. Em ambos os casos, o aumento do valor do campo (em médulo) adianta, no valor em temperatura,

o processo de transicao ao regime ferromagnético.

Baixas Temperaturas (8 — +00)

Em baixas temperaturas, existem duas situacoes distintas: K > 0e K < 0. Analisemo-

las separadamente.

(i) K >0

Reescrevendo a equacao de magnetizacao na forma

17
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L i h=-40 —
075 f h=-30
05 t E h=-2.0 -
' h=-1.0 o
025 . h=-05
€ )] S K=-1.0 h=0.0
h=05 ----- -
025 F e 1 H=1.0 e
.05 [ h=20
h=3.0 -
h = 40 .............
3
J
Figura 2.7: Figura da magnetizacio em um caso tipicamente competitivo, em que K = —1. Aqui, a

temperatura cresce para a esquerda. Conforme o médulo do campo é elevado, ha uma mudanga de transicao

de fases, de primeira ordem para uma curva suave sem transicoes, respectivamente.

1 674K
1= , 243
m? sinh? (Jm + h) (2.43)
analisemos o lado direito da equacao. Como K > 0, é facil ver que
4K B 2K 2 B 1 2 (2.44)
sinh? (Jm+h)  \sinh(Jm+h)) — \eEsinh(Jm+h)) ‘
Conforme 8 — +00, e* — +00, e sinh (Jm + h) — +oo. Portanto,
1 2
— 0. 2.45
(eZKsinh(Jm—i—h)) (2.45)
Evidentemente, pela equagao (2.43),

o m| = 1. (2.46)

Novamente, cabe rever as curvas do grafico de baixo da Figura 2.6, que confirmam o

comportamento limitrofe.

(i) K <0

Para este limite, primeiramente tem-se:

6Jerh _ emefh 1
sinh®(Jm + h) — ( 5 ) — Ze‘”””. (2.47)

18
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Assim, ¢é claro que a equacao de magnetizacao

<i — 1> sinh?(Jm + h) = e K (2.48)

m2

no limite analisado, devera tender para:

1
(W o 1> — 4672(2K+|Jm+h|). (249)

Logo, retornando a notagao original, em que nao hé a temperatura embutida:

1
m
1 3
m
1
2Jg + | Jpm + H <0 = (—2 — 1) — 400, ...m — 0. (2.52)
m

O primeiro caso, em que 2J,, + |J,m + H| > 0, é facilmente observéavel na Figura
2.5, cujo grafico inferior apresenta duas curvas com K < 0 que tendem ao estado ferro-
magnético. E interessante que, em baixissimas temperaturas, possa haver a possibilidade de
o sistema adquirir magnetizacao nao uniforme. Na literatura, o comportamento reentrante é
a repetigao de fases, mas aqui esse comportamento particular (ou anémalo) é ferromagnético
por toda a parte, exceto nos limites termodinamicos. A situagao é mostrada na Figura 2.8
abaixo.

Desta forma, a condi¢ao 2J,. + |J,m + H| = 0 atua como um separador de com-
portamentos, na auséncia e presenga da particularidade, em ambos os casos, em que 2J,, +
|J-m+ H| >0 e 2J, + |Jm+ H| <0, respectivamente.

O caso pode ser melhor visualizado no caso do conjunto de variaveis (5, J;, hy) do

Hamiltoniano escalonado. Nas novas varidveis, a equacao (2.42) se traduz em

iy fe21s Stb[B(m + )] + 275 = eH1 simh[B(m + b)), (2.53)

cuja checagem ao conjunto de figuras 2.9 a seguir executados de forma sequencial mostra
ainda mais curvas andomalas. Todas as figuras referentes a magnetizacao foram obtidas
aplicando-se 0 método de Newton-Raphson na equagao (2.42), num algoritmo em Fortran
95. As figuras mostram o caso bem evidente de que a magnetizagdo cresce a partir do
zero sem haver um ponto critico indicativo de uma transicao presente; as curvas sao suaves
e continuas e apenas atingem a nulidade em § = 0 e em § — +o0o. Comparando-se a
curva solitaria do grafico 2.8, que exibe a magnetizacao como funcao de 7', faz-se notar a

similaridade das curvas. Observar que o maximo da magnetizacao anomala nunca é tal que

19
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0.12

J,=25J,=-10,H=05 ——

0.08
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0 25 5 75 10 125 15 175 20 225 25 275 30
T

Figura 2.8: Magnetizagao com comportamento andémalo (aqui também chamado de particular), em funcao
da temperatura, obtida a partir da equagao (2.42) para o conjunto de parametros externos {J;. = 2.5, J5, =
—1.0, H = 0.5}. Como a magnetizacao é tal que m < 0.18, a curva obedece ao regime 2.J,. + |.J;,m + H| < 0,

em que m — 0 com a temperatura.

m > 0.5. A sequéncia de curvas também suscita a existéncia de um valor de campo abaixo do
qual toda curva de magnetizagao é anomala (ou particular), o qual serd chamado de campo

critico doravante. No caso da figura em que J; = —2.5, o campo critico é h;. = 4.5.

Altas Temperaturas (5 — 0)

Novamente analisando a equagao (2.43), quando § — 0, expandem-se a exponencial

e o seno hiperbdlico como:

sinh? (Jm + h) ~ (Jm + h)?, (2.54)
e~ 1 - 4K, (2.55)
A tltima equacdo é independente do sinal de K. Fica trivial entdao que e % — 1 ¢
sinh (Jm + h) — 0. Rearranjando os termos da equagao,
sinh? (Jm + h) 1\"'
Em vista dos limites anteriores,
inh* (Jm + h

sinh” (Jm +5) (2.57)

e—4K

Tal fato implica que

20
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Figura 2.9: Familias de curvas para dois casos competitivos, executadas como fungao do fator de Boltzmann
para um conjunto de campos positivos indicados na legenda. A figura de cima tem J; = —0.5, apresentando
apenas um comportamento anémalo, mas a figura de baixo apresenta varios exemplos. Aqui, o campo critico

é hy = 4.5. Acima deste valor, a magnetizacdo atinge um estado ordenado de modo suave.

1\ ! m?
<1 — —> —0& — 400. (2.58)

m2 1 —m?

Como —1 < m < 1, finalmente obtemos que

‘m — 0. (2.59)

Os graficos das figuras 2.6 e 2.5 deixam bem claro o limite. Observacao: esse resultado

independe dos valores de assumidos por K, J, e h.
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2.3 Uma Definicao Pratica para o Comportamento Anomalo

Ao checar-se as curvas das magnetizacoes que apresentam o comportamento particu-
lar, (2.8) e (2.9), é possivel associd-lo a existéncia de uma regido na faixa de temperaturas

(8%, +00), tal que:

gm
95

A definicao (2.60) acima pode servir de critério inicial para uma determinagao analitica

VB e (B, +o0) = ( > < 0. (2.60)
H,J;

do comportamento particular da magnetizacao.
Ainda tendo em mente o mesmo conjunto de figuras, observa-se a existéncia de um

pico na magnetizacao, que ocorre justamente quando

@_7;)5* 0 (2.61)

que pode ser usada para a determinagao dos extremos (maximos, no caso de (hy, —J;) > 0),
onde é imprescindivel o auxilio da equagao de magnetizacao, m D(5) = E(f3).

Obtém-se a derivada da equacao de magnetizacao derivando implicitamente a equagao
de magnetizagao com relacao a (8, cuja deducagao pode ser encontrada na secao Apéndice
A, ao final deste trabalho. O célculo leva a

am _ (E” —1)(6C")B + 2J,E") (2.62)
op (E? -1)pC’ —E '
em que a aspa representa apenas uma divisao por D (£’ := E/D;C" := C/D). Nas figuras

2.10 abaixo estao apresentados os graficos da expressao ultima, como funcao do fator de
Boltzmann, para os casos de J; = —1.5 e J; = —2.5, respectivamente. Observe a existéncia
da regiao referida pelo critério estabelecido em (2.60).

Em seguida, serao analisadas algumas propriedades dessa equagao ultima.

2.3.1 Anadlise do Maximo (extremo) de Magnetizagao

Utilizando o critério (2.61), e supondo que divergéncia alguma aconte¢a no denomi-

nador da equacao (A.9), tem-se que:?

(E’2 . 1) (%C v 2JJE'> —0, (2.63)

2Uma argumentacao rigorosa é feita no Apéndice B.
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om/op
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B
Figura 2.10: Curvas da derivada da magnetizagao como fungiao do fator de Boltzmann, em J; = —1.5
(acima) e J; = —2.5 (abaixo). Para certos valores do campo externo, hd uma regido onde dm/98 < 0,
extendendo-se a 8 — +oc.
levando a duas situacoes distintas:
E?—1=0;

(2.64)
go/ +2J,E =0.

Lembrando que m = E’ (equagao de magnetizacao (2.53)), a primeira das equagoes

acima converte-se facilmente em

m| = 1, (2.65)
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a qual corresponde trivialmente ao caso da transicao de primeira ordem, em salto méaximo.
Porém, o interesse mor é encontrar uma equagao que relacione o maximo inferior a |m,,| = 1,
onde m,, define o maximo fisicamente realizavel, para o caso competitivo. Tomando a

segunda do conjunto de equagdes (2.64), reescrevemo-la de maneira tal a

) E’
que, observando as definigoes de C'(3) e E'((3) torna-se,
)
5 —2.J; tanh(0). (2.67)

Uma equacao similar a conhecida equacao da magnetizacao para o modelo de mag-

netismo de spins classicos do modelo de Ising. Reescrevendo a equacao,

—J; = % (%)1. (2.68)

Desde que tanh(9)/d é uma fungao par, e portanto, sempre positiva com relagao ao
argumento 9, tem-se um lado direito da equacao (2.68) totalmente positivo. Assim, a validade
desta equacao estd simplesmente atrelada ao caso competitivo, justificando a ocorréncia do
méximo (no caso mais geral, o extremo) apenas em casos em que J; < 0, e portanto, a
ocorréncia do comportamento anomalo nessa regiao.

Nas figuras 2.11 a seguir sao apresentadas duas curvas de magnetizacao em funcao do
fator de Boltzmann, além dos lados direito e esquerdo da equagao (2.68), em curvas verde e
azul, respectivamente. O ponto de encontro de ambas representa o ponto 8* de magnetizacao
méxima para o conjunto de varidveis {.J;, h;}, calculado numericamente de acordo com o

método de Newton-Raphson, via Fortran 90.
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Figura 2.11: Graficos da magnetizagao como fungao do fator de Boltzmann (linha continua ou vermelha)
juntamente as curvas tracejadas que representam o lado esquerdo e direito da equagdo (2.68). No caso
de cima, em que J; = —1.5 ¢ hy = 1.0, * =~ 0.354, como evidenciado pela linha vertical. Na de baixo
(J; =—-2.5, hy =3.0), p* ~ 0.238.

Para se ter uma idea de quando e como os valores das constantes externas influenciam
na configuracao magnética do sistema além do que ja foi visto nesse capitulo, é necessario

obter os diagramas de fases, que sera feito no capitulo seguinte.
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Capitulo 3
Estabilidade e Transicoes de Fases

Nesse capitulo serao tratadas as questoes de estabilidade da magnetizacao da energia
livre, levando a ideia de como é o diagrama de fases a campo nulo para em seguida apresentar-
se os diagramas de fases dos casos com e sem campo, juntamente a resultados oriundos da

expansao da energia livre.

3.1 Estabilidade da Energia Livre para H=0

O estudo da estabilidade do parametro de ordem na série de Taylor do mesmo fornece
uma base de como o diagrama de fases é. Nesta secao, serda analisada a estabilidade da
magnetizagao em campo nulo.

Relembrando a expressao para a energia livre (2.31), onde apenas a dependéncia na

magnetizacao ¢ destacada,

f1(m) = —log [65‘]" cosh(Bm + Bhy) + /e85 sinh(Bm + Bhy) + e—%h] i
1

é util fazer sua expansao em campo nulo no intuito de determinar a estabilidade das diferentes
solugoes (extremos em relagdo a m). A expansao, de acordo com a teoria de Landau, tem a

forma:

f(m) = ao(B, Jy) + az(B, Jr)ym® + as(B, J)m* + ag(B, J;)m®, (3.2)

onde o termo ag pode ser absorvido numa nova redefinigao de f(m) por ser uma constante,

e1

LA expansao da energia livre em série de Taylor encontra-se no Apéndice C.
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3.1. Estabilidade da Energia Livre para H=0 27

ao(B, Js) = fs(m = 0) = —log [2 cosh(5.J,)];

a2(B. Jy) = SB(1 - BeH);

2
1
aa(B, 1) = Gyt (3R —1); (3.3)
1
a6(B, 1) = =55 3% (45e™77 — 30" 4-1).
1
3=0 ——
=0 oo
I
051 | JJJ+ ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Figura 3.1: Gréfico ilustrativo das diferentes regices de estabilidade das solugoes de minima energia livre,

no plano J; versus f3.

A estabilidade devido ao comportamento de cada termo esta resumida na Figura 3.1.
Abaixo da curva as = 0, representada na Figura 3.1 em vermelho, as > 0, e acima, ay < 0.
Abaixo da curva o estado estavel deve ser o nulo, como se pode ver na curva de energia
livre correspondente na Figura 3.2. Acima da curva a solucao m = 0 passa a ser um ponto
instavel, e o termo quartico passa a ser importante para reestabelecer a estabilidade das
solucoes na fungao energia livre.

Na Figura 3.2 se encontram curvas da energia livre como funcao da magnetizagao
para todas as sete regioes constantes na Figura 3.1, que sao as regioes do espaco de fases
divididas fazendo-se cada termo da expansao da energia livre nulos. Note como todas as
regioes abaixo da curva de ay = 0 (IL, III, IV e V) possuem estados de magnetizacao estavel
paramagnética (m = 0). A expressao que divide essas regioes é:

1

Jy = —%log(ﬁ). (3.4)
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fy(m)
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Figura 3.2: Sequéncia de energias livres como funcio da magnetizagao. As legendas correspondem aos
pontos definidos pela tabela 3.1 das regides definidas pelas curvas da Figura 3.1. As regides II - V possuem

magnetizagoes nulas, mas as demais sao magnetizadas.

A curva obtida fazendo-se ay = 0 é a linha verde na Figura 3.1. A expressao que

divide as regioes dessa curva é
1

46

Acima da curva, a4 > 0. Quando ay < 0, m = 0 é solucao instavel como discutido

Jy = log(3). (3.5)

anteriormente, mas se as > 0 a energia livre apresentarda dois minimos metaestaveis que
deverao ser as solugoes magnetizadas do sistema. Isso corresponde a grande parte da regiao
I (ag < 0) e na regiao VI da Figura 3.1. A presenca de magnetizacao é confirmada na Figura
3.2. O ponto onde ambas as curvas (vermelha e verde) se cruzam corresponde a um ponto
tricritico, como veremos nas proximas secoes.

Abaixo de ambas as curvas, a regiao em que ag < 0 (VII), para ambos os casos dos
sinais de ay, afirma que ali é necessaria a andlise do termo de ordem sexta, ag devera ser
positivo para garantir a estabilidade da energia livre. Agora, ha as regioes em que as e ay
tém sinais opostos.

Para temperaturas abaixo do ponto tricritico (8 > (3;)?, o sistema apresenta uma
linha de transigoes de primeira ordem. A curva de segunda ordem nessa regiao (curva repre-
sentada pela condi¢ao ay = 0), corresponde a uma linha espinodal, um limite superior para a
existéncia de solu¢oes magnetizadas. A curva de primeira ordem deve estar abaixo da linha

espinodal representada pelo termo a; = 0. Entre as duas curvas, a energia livre apresenta

20 sistema possui um ponto tricritico que serd calculado na préxima secio.
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3.2. Transigoes de Fases 29

duas solugoes, uma de menor energia, correspondente a solucao termodinamicamente estavel,
e uma outra de maior energia livre, metaestavel.
Resta, enfim, saber qual o comportamento na regiao VII. Tomando-se, agora, ag = 0

a fim de investigar sua estabilidade, sao encontradas duas curvas, a saber,

Jr = % {log <1 + %) %1 = —@log(S) + %log (1 + %) ; (3.6)

que delimitam o espaco J; ® 8 conforme Figura 3.1. Cada uma dessas regioes fornece

um sinal para o termo de ag. Proximo a origem, a tendéncia é negativizar-se, passando por
uma faixa onde o termo é positivo, e finalmente tornando-se novamente negativo na direcao
(00, —00). Isso significa que na regidao VII se tem uma solucao estéavel com presenca de um

estado magnetizado. Uma nova checagem a Figura 3.2 confirma a logica.

Regiao (B,Jy) Termo que dita m m
I (1.0,0.5) as <0, a4 >0 ~ 1.0

1 (0.25,0.2) as >0 0

| (0.4,-0.4) az > 0 0

1AY (0.9,-0.6) as >0 0

A% (1.6, —-0.8) as >0 0
VI | (1.75,-0.1) | as<0,as>0 | >0.75
VI | (2.0,-0.154) | as<0,a6>0 | >0.75

Por fim, todos esses resultados sao postos em perspectiva na tabela 3.1, bem como
os pontos utilizados para calcular as energias livres da Figura 3.2 (segunda coluna). Na
penultima coluna, a andlise que permite levar as conclusoes sobre a magnetizacao, que cons-

tam na ultima coluna.

3.2 Transicoes de Fases

O modelo apresenta transicoes de fase de primeira e segunda ordens que ocorrem,
respectivamente, em baixas e altas temperaturas. Serao analisados os casos com campo e
sem campo, conforme visto, por exemplo, nas figuras 2.5 e 2.7. Por ultimo os diagramas de

fases serao apresentados.

3.2.1 Campo externo nulo

Tomando a equagao de magnetizacao (2.42) reescrita na forma
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3.2. Transigoes de Fases 30

sinh®(Bm + Bhy) — e W=, (3.7)

1 —m?
sabe-se que tal pode ter mais de uma solugao. Neste caso, a que minimiza a energia livre é
a adequada.

Para estudar esse caso, considere as seguintes expansoes para o caso de m < 1, onde

o valor do campo h; ja foi tomado como nulo:

2
: Tmz — 2 Zm% _ z:m%ﬂ7 (3.8)
k k

(ﬁm)2k+2l+2

2k + D120+ 1)

sinh(fm) = Z % — sinh?(Bm) = Z
k ' kel

onde k e [ sao tais que 0 < k,l < oo, inteiros. Substituindo (3.8) e (3.9) em (3.7), e

rearranjando os termos obtemos:

2l+1 2
)2k (Bm)™™  apr, 7| 1
;wm 2k+1 |Z 2+ 1)! g | =Y (3.10)

Assim, inferem-se duas possibilidades, a saber:

(Bm)* =0, Vk = m =0, Vk; (3.11)
ou,
m ﬁm 2l+1 —4/3JJ m2
- =0, Vk. 12
2k+1'§l: 20+ 1)! 52k =0 (312)

Na ordem mais baixa de k e [ (k = [ = 0), valida para m < 1, a curva de segunda

ordem deve ser obtida:

I = —% log (). (3.13)

Observe que essa é a mesma curva obtida fazendo-se a; = 0 na expansao livre apre-

sentada anteriormente. Se agora a soma em [ for efetuada, resulta em

(2]§;—m) sinh(8m) — 6_4’8JJ;n_; =0. (3.14)

Novamente considerando o caso k = 0 e assumindo que a equagao acima carrega em

si a transi¢ao de primeira ordem, tomam-se os limites para |m| — 1:
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3.2. Transigoes de Fases 31

2
lim |fBmsinh(fm) — et | g, (3.15)

[m[—1 1

Efetuando os limites, e rearranjando os termos,

1
4B

Naturalmente, esta curva nao representa a transicao de primeira ordem, cujo salto

Jie(m=1) = log(Bsinh(f)). (3.16)

pode ocorrer para qualquer valor de magnetizagao. Porém, ao tomar-se limg_,, chega-se

a um resultado interessante, a saber:

1
Jje(m=1) — ——, (3.17)
B—o0 4
significando que as transicoes de primeira ordem findam em .J; = —0.25.

Um gréafico onde esses resultados sao exibidos e contrastados com os numéricos é o
da Figura 3.3. Repare na existéncia do limite acima e como a curva de segunda ordem Jf,?
perde o seu efeito em baixas temperaturas (onde o regime transitivo passa a ser de primeira
ordem). Para obter o ponto de transicao, escolhe-se o ponto médio entre a magnetizacao

nula e o primeiro ponto onde a magnetizacao é diferente de zero.

Jjc

A

-0.25

Numérico 1
3. @
J.c

0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 3.3: Comparativo entre os dados numéricos e a curva de transigao de segunda ordem. Curva
N . , . . ~ 2

executada & campo nulo, a parte numérica é explicitada em vermelho e a da equacido para Jf, c) , em verde.

“A” é uma regiao desmagnetizada (paramagnética) e “B”, magnetizada (ferromagnética) — com relagao a

curva vermelha.
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3.2. Transigoes de Fases 32

Determinacao do Ponto Tricritico

A Figura 3.3 também fornece um bom panorama numérico do ponto tricritico. A
partir de altas temperaturas, os dados numéricos sobrepoem-se a curva de segunda ordem
calculada por (3.13). Essa situacao prolonga-se até por volta de T; ~ 0.5, ou f3; =~ 2.0.

O ponto tricritico pode ser determinado a partir dos coeficientes da expansao da
energia livre quando a magnetizacao é exigua. A energia livre expandida anteriormente até

ordem sexta, recordando, vale,

f(m) =—1log[2cosh(BJ,)] + %5(1 — Be*PTym? +

+ iﬁ‘lewh(i&ew‘]‘] — 1)m4+
24
1

— %ﬁﬁem(%esﬁh —30e*77 + 1)m°. (3.18)

O ponto tricritico (B, J;) € calculado fazendo-se nulos, simultaneamente, os termos
quadratico e quartico da expansao. Como ja dito, a nulidade do termo quadratico oferta a

linha de segunda ordem,

1
Jy=——1 3.19
e o termo quartico,
Ty =~ log(3) (3.20)
= ——log(3). )
J 45, 8

Considerando que o ponto é acessado de valores inferiores do ponto tricritico (do
regime de altas temperaturas), a estabilidade do termo sexto da expansao é assegurada.

Igualando as duas expressoes, obtém-se que

1
43

Assim, se 8 > [, o sistema sofre uma transicao de primeira ordem e, no caso

Bi=V3 = Jy = log(3). (3.21)

contrario, continua. Note ainda que, T, = 1/, = 1/ \/(3) ~ 0.577, em boa concordancia

com os resultados numéricos da Figura 3.3 acima.

3.2.2 Presenca do Campo Externo

As transigoes de fases obtidas via numérica para alguns valores de J; constam na

Figura 3.4 abaixo, obtidas numericamente em funcao da temperatura.
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Figura 3.4: Linhas de transi¢io numéricas para o caso com campo como func¢ao da temperatura. As linhas
representam transicoes de primeira ordem que ocorrem em campo, do tipo ferro-ferro, em sua extensao que
varre o intervalo 0 < 7T 5 0.8. Abaixo de cada linha sempre hd um comportamento anémalo (ou particular)

e acima, um decaimento suave da magnetizagao com a temperatura.

Para um melhor entendimento do que se passa no diagrama de fases, sugere-se acom-
panhar a Figura 2.9 para o caso J; = —2.5. Em ambos os gréaficos, ha a existéncia de
“platos” desde T' = 0 até por volta de T" = 0.8. Para temperaturas dentro desse intervalo,
o sistema sofre um salto descontinuo em campo, que é maximo (m = 0 — m = 1) apenas
no limite de temperatura nula, para em seguida diminuir continuamente até o fim do plato,
em T ~ 0.812. Esta finda descontinuamente para dar lugar a uma mudanca continua na

magnetizagao, mas que nao representa uma transi¢ao de sequnda ordem.

3.2.3 Diagramas de Fases

Tendo investigado as propriedades do sistema em torno da magnetizagao, torna-se
imprescindivel acrescentar, a essa altura, os diagramas de fases. Primeiramente, em campo
zero na Figura 3.5, em seguida apresentado como fungao de f.

Ali, o ponto tricritico T' = (8, = 1.732,J;; = —0.1585) separa o diagrama entre
regimes em que se veem transigoes de segunda ordem (para § < [3;) e de primeira ordem (em
f > f3;), representadas pelas curvas nas cores vermelha e verde, respectivamente. Repare a
similaridade com os resultados ja obtidos através da discussao sobre a estabilidade na secao
anterior, mais precisamente com a Figura 3.1.

O diagrama de fases para o caso com campo ¢ bem mais simples, como a Figura 3.6

nos explica. A presenga do campo elimina as transi¢oes térmicas, que ficam restritas apenas
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25 T T r T T
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Figura 3.5: Diagrama de fases para transi¢des que acontecam em campo zero. O ponto tricritico (T)
separa os regimes de transicao de segunda ordem (& esquerda) dos de primeira ordem (& direita). Em ambos

0s casos, o sistema migra de um estado paramagnético para uma configuracao ferromagnética.

a nulidade do campo. Ali entdo consta apenas a transi¢ao (sempre de primeira ordem) em
campo. Repare que a magnetizagao ¢ maxima no eixo vertical acima do campo critico e nula
abaixo. Nao obstante, a diferenca de comportamento monétono da magnetizagao (crescendo
abaixo do campo critico — antes de tornar a descrescer — e decrescendo acima do campo), o
sistema se encontra magnetizado. A magnetizacao, indiferentemente de sofrer transigao ou
nao, sempre sobe, em mdédulo, de baixo para cima (conforme se aumenta o campo), como
naturalmente esperado.

Embora o plato tenha sido executado para o caso onde J; = —2.5, cabe dizer que é
idéntico para todos os valores de J; < —0.25: iniciam em 7" = 0 e findam em 7" ~ 0.812, como
computado numericamente. Dessa maneira, pode-se dizer que o parametro J; = —0.25 é um
divisor de comportamentos nas transicoes: para valores acima dele, tem-se apenas transicoes
em campo zero, e abaixo, transicoes em campo presente. Uma possivel explicacao pode ser
dada pelo fato de que o campo critico requerido pelo sistema quando J; > —0.25 passa a
ser nulo eliminando as magnetizacoes singulares e, por conseguinte, o efeito da competicao.

O regime paramagnético é acessado apenas no limite de temperatura nula (no gréfico,
a flecha aponta para o eixo vertical, abaixo do campo critico). Ademais, o sistema apresenta
uma configuragao ferromagnética presente no restante do diagrama, ainda que fracamente
(m pequena).

As coisas tornam-se mais interessantes, porém, quando a magnetizacao passa a ser

olhada do ponto de vista de varidveis nao reduzidas (o conjunto {K,J, h}). De um modo
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Figura 3.6: Diagrama de fases para o caso com campo, tomando-se fixo J; = —2.5. O platd no campo

critico de hy = 2.5 finda em S = 0.811, padr@o que se repete para todos os valores de J; < —0.25. Nao ha
transicoes térmicas, apenas em campo e o sistema tem uma configuragao ferromagnética presente em todo

O espaco.

similar ao caso das varidveis reduzidas (em que a presenca da temperatura foi exposta -
lembra-se), os graficos de transigao sao uma sucessao de linhas de primeira ordem, ocorrendo
em ambos os sentidos: no campo e na temperatura (ou em fungao de J), conforme a Figura
3.7 a seguir, em que alguns casos competitivos sao mostrados. Repare como a figura de
magnetizacao 2.7, que contém uma transicao em h = 0.5, corrobora a linha para K = —1.0,
ali explicitada em vermelho.

Mostra-se o caso particular em que K = —2.0 no diagrama 3.8 abaixo. Como no
caso de varidveis nao reduzidas, a transicao é ferromagnetismo-ferromagnetismo (ou um
degrau para um estado ferrmagnético maior, em moédulo), sé que dessa vez sendo orientada
em ambas as diregoes, vertical e horizontal. A declividade da curva é de aproximadamente
(Oh/0J)k =~ 0.55. Ali, a transi¢do para o valor ferromagnético maximo de magnetizacao
se dd sempre na direcao (+00,+00), e 0 mesmo vale para a figura anterior. Para melhor
explicitar o comportamento da magnetizacao aqui descrito, sugere-se olhar o mapa de calor
para o caso na Figura (3.9), também como forma de resumo do discutido.

Assim, infere-se do panorama geral que transicoes do tipo paramagnetismo-ferromagnetismo
apenas se apresentam no caso do campo nulo, sendo o 1nico caso também que apresenta
transicao de segunda ordem. Nos demais casos, a transicao é sempre de primeira ordem;

diz-se que o campo tem por efeito eliminar as transicoes térmicas.
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Figura 3.7: Linhas de transigao de primeira ordem para alguns casos de K fixos e negativizados. Todas

as curvas se iniciam (ou terminam) a partir de algum ponto do eixo-y, mas no valor fixo de J ~ 2.5. Todas

elas tem um declividade de aproximadamente 0.55.

4.5

2.5

K

-3.0 —

Figura 3.8: Transigao de primeira ordem presente no caso competitivo K = —2.0. A linha é uma transicao

do tipo ferro-ferro, que finda no ponto Ty = (2.5;2.95). Nos lugares onde nao hé a linha, o comportamento

da magnetizacao é suave.
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Figura 3.9: Mapa de calor de magnetizacoes para o caso K = —2.0. A cor amarela representa a maxima,

e a preta, a minima. As outras cores sao magnetizacoes intermedidrias.

3.2.4 A Regiao de Transicao

A regido de transigdo ocorre justamente quando |0|/8 + 2.J; = 0, como calculado
pelos limites (2.50)-(2.52). Dessa equagao, é possivel retirar a equagao que rege os platos de
transicao de primeira ordem. Em primeiro lugar, note que ela ¢ independente da tempera-

tura, pois o fator de Boltzmann é passivel de isolamento:

B(m + hy+2J,) =0, (3.22)

em que o médulo foi retirado devido a estarmos nos restringindo apenas ao estudo de
(m,hy) > 0. Resta saber: qual valor é adequado para a magnetizagdo? A tentagao ini-
cial é escolher a nulidade, ja que representa o limite fisico da equacao. Entretanto, sendo
independente da temperatura o valor mais adequado a ser posto é o valor médio no salto da
transicao de primeira ordem, equivalendo a 4+0.5. Entao é possivel obter o campo em que a

.~ . . , 1 ~ A
transicao de primeira ordem devera ocorrer (hf, )) em funcao do parametro externo J;:

= 271,05 (3.23)

A tabela abaixo encerra os valores retirados de diversos campos dos graficos (graficos
de transi¢gdo com campo em fungao da temperatura 3.4). Compare-os e veja como os valores
fitam a equagao (3.23).

No capitulo a seguir, serao analisadas as correlagoes conectadas. Seu comportamento

se relaciona, e de muitas formas, endossa a magnetizacao, e pode dar uma ideia maior da
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Jy | hY
0.5 | 0.5
10| 1.5
151 25
2.0 3.5
25| 4.5

Tabela 3.1: Tabela de h(JI) versus Jy. Os valores fitam equagao (3.23).

riqueza dos resultados obtidos no Capitulo 2.
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Capitulo 4
Correlacoes Espaciais Conectadas

As correlagoes espaciais dao uma ideia da integridade do sistema explicitando a in-
terdependéncia entre cada componente de spin, pesadas pelas constantes externas, (K, J, h
ou f3,Jy, hy), também provendo informagoes sobre a ordem do sistema e transi¢oes de fases.

Definem-se as correlacoes espaciais conectadas de dois spins quaisquer de uma rede

através de':

Geli, ) i= ([si = (sa)]ls; — (s5)]), (4.1)
a qual expressa a média do desvio da variavel de spin em cada sitio com relagao ao seu valor

médio. Efetuando a multiplicacao e tomando as médias, ¢ imediato mostrar que a férmula

se reduz a:

G(i,5) = (sis;) — (si)(s;)- (4.2)

E é com ela que o trabalho se dara, novamente usufruindo da técnica da matriz de
transferéncia, ja utilizada para o calculo da energia livre de Helmholtz.

Para tanto, serao necessarias as médias estatisticas em termos dos produtos matrici-

ais. Um método que facilita muito o processo é utilizar-se da matriz dos estados de variaveis

de spin, a saber, a matriz z de Pauli:

-1 0
o, = ( 0 +1> . (4.3)

Aqui, serao necessarios os resultados apresentados sobre a matriz de transferéncia T

em (2.18) e das defini¢oes oferecidas pelo conjunto de equagoes (2.35). Multiplicando-a pela

L As correlagoes nio conectadas seguem pela formula G(i, j) := (sjs;), a0 passo que as conectadas apenas

retiram a contribui¢ao média sistémica.
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matriz de transferéncia T, os componentes da nova matriz resultante se expressam:

2
[Uz : T]z] = Z Jikaj- (44)
k=1

Como, de acordo com as defini¢oes respectivas,

[0-]ij = (=1)"04, (4.5)

[T, = e~ PHoGsI): tal que — Hy(si, 85) = Jysis; + %si, (4.6)

na qual d;; ¢ a delta de Kronecker, e da qual claramente deduz-se que

0. - T]ij = Z(_l)iéikefﬁHo(Skvsj) — Sie*ﬁHo(Squ))' (4.7)
k

A expressao acima dita que se a matriz de Pauli for inserida diante da matriz de
transferéncia, o spin serd pesado pelo fator de Boltzmann e #H0. Logicamente, a funcio de
correlagao conectada (4.2), que tem as suas médias calculadas de acordo com o ensemble

canonico através da expressao

1
Gelig) = =gz | Dosie MO 1D spen o)
{si} {SL}
1
+ E {2; Sisjefﬁﬁ(si:Sj)7 (48)

pode ser reexpressa simplesmente como um produto de matrizes de Pauli e de transferéncia.

Observe que:
s,»sje_'(m = sisje_ﬁzi Ho(si:55) (4.9)

Supondo agora que i < j, tem-se a seguinte estrutura geral do produto:

SiSje_’BH — €H0(51782)€H0(82783) o SieHo(Si,SiH) %

J/

Vv
¢ termos

« 6H0(8i+178i+2) L SjeH0(5j75j+l) X (410)

J/

j—1 termos
% §H0(8j+1,8j+2) o eHo(SN,Sll_

-
N—j termos
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ou ainda, ao colocar o primeiro conjunto de ¢ termos junto no final da expressao,

Sisje’m{ = ellosirnsiva) sjeHO(sf’sj“) X (4.11)

(& s

~
(j—1) termos

% 6H0(5j+175j+2) o 6H0(5N151)6H0(51752)6H0(52753) o SieHO(Si’SHI) ]

g

N—(j—1) termos

No caso oposto, em que i > j, ter-se-iam ¢ — j termos e N — (i — j). Defina-se a

quantidade inteira positiva n < N, a qual nada mais é que a distancia entre os sitios, tal que

n:=li—jl. (4.12)

Assim,

Z sisje’m{ =Tr (O'Z T JZTN_”) . (4.13)
{si}

Analogamente, e com um raciocinio ainda menos exigente,

Z sie "M =Tr (o, - TV) = Z sje M (4.14)
{si} {si}
e a funcao de correlacao conectada é finalmente expressa, agora num carater matricial, no

modo a seguir:

Ge(n) = lim {%Tr (0.-T" 0, -TN™™) — [iTr (0. TN)} } . (4.15)

N—+o0 Z

As tecnicalidades que envolvem os demais calculos das correlagbes encontram-se na

secao “Correlagoes”, do Apéndice D. O resultado a que se chega é:

Ge(n) = F?_ (i—;)n (4.16)

onde

F?_ = sen? [acth (¢*” tanh(0))] , (4.17)

e Ay sdo os autovalores da matriz T como definidos em (2.22), sé que agora adaptados ao

conjunto de variaveis {3, J;, hs}, a saber,

Ay = €7 cosh(B(m + hy)) £ \/625JJ sinh*(B(m + hy)) + e=287s, (4.18)
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O conjunto de figuras 4.1 abaixo representa o comportamento tipico da funcao de
correlacao com relagao aos casos competitivos e nao competitivos. Do ponto de vista da
magnetizagao, o caso competitivo da figura encontra-se na regiao de magnetizacao com
comportamento anomalo, exibindo um estado de magnetizacao parcial. Idem para o outro

caso, a excecao de que este exibe o comportamento anomalo.

B=10;J;=-25h;=15 ——
08 | 1

0.6

0.2

Ge(n)
o

-0.2 |
-0.4 H
-0.6 u
-08 | “

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
n

07 T T T T T T T

0.6
05

04
B=01;J;=25h;=45 —

G(n)

03

02t

Figura 4.1: Da cima para baixo: o comportamento padrio da funcdo de correlacio; um decaimento

oscilatorio no caso de J; < 0 e um decaimento exponencial para o caso de Jj; > 0.

Em todos os casos em que J; < 0, é verificada uma oscilagao, que pode ou nao ser
amortecida. No caso oposto sem competitividade, o comportamento observado é simples-
mente um decaimento exponencial. Todos os graficos apresentados nesta secao foram feitos

passando-se a variavel n para o continuo.
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No caso sem campo, observa-se o mesmo comportamento, conforme evidenciado pela
Figura 4.2, em que ambos os casos competitivo e nao competitivo, estao presentes e nos

quais o sistema ¢ totalmente desmagnetizado.

I i Jj: -25 -
; = 25 -------- E
g i

@)
(D i
/\ -------------
-0.2 | |
0 1 ’ 3 4 5
n

Figura 4.2: Grafico de correlagoes & campo nulo para casos simétricos em que |.J;| = 2.5 e 3 = 1.0, como

fungao da distancia entre os sitios.

Ressalta-se que o caso n = 0 nao tem significado fisico, mas fornece o valor de Fff,
j& que, de acordo com a equagao (4.16), G.(n = 0) = F7 _.

A primeira vista, tendo inspecionado a Figura 4.2 acima, parece que a equacao de
envelope é a funcao de correlagdo no seu oposto, isto é, Gen(J; < 0,n) = G.(|Js],n).
Conforme o conjunto de figuras 4.3 abaixo, isso é verdadeiro apenas no caso em que o
campo ¢ nulo, contanto que, é claro, nao estejam numa regiao absolutamente magnetizada
do espaco de fases, como na figura da esquerda. Na figura de cima, o sistema é parcialmente
magnetizado para J; = —2.5 e totalmente magnetizado para o caso de J; = 2.5. Ja os casos
onde |J;| = 4.5 apresentam ambos um regime de magnetizacao nula.

O caso em que J; = 0 é observado ter uma funcao de correlagao nula para todas as
temperaturas e campos. Isso é facilmente demonstravel, visto que J; - 0 = A_ — 0 ..
Ge(n) — 0,V5 > 0.

O campo nao possui um efeito dominante sobre as correlagoes. Seu principal efeito
¢ o de descorrelacionar o sistema com uma maior eficiencia — leia-se, G.(n) cai mais rapido
com n — do que casos sem campo. Os graficos demonstrados na Figura 4.4 explicitam isso.

A investigacao das magnetizagoes sugere um comportamento bem definido quando o
sistema se encontra parcialmente ou totalmente magnetizado, bem como quando encontra-se

em magnetizacao nula. O caso totalmente magnetizado apresenta correlacao nula no sistema,
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J=25 —
08 | 1 n Jy= 425 e

0.6
04
0.2

Ge(n)
o

-0.2 H

04 H

-0.6 | u u

08 | “ B=10,h, =15
-1 L L L s

G(n)

-04

B=01,h; =00 |

-0.6

Figura 4.3: No topo: funcao de correlagao para os casos em que |J;| = 2.5, no ponto de temperatura em
que 8 = 1.0. A fungao de correlagao, no caso positivo, é nula para todas as temperaturas. Embaixo: fungoes

de correlagao para os casos |J;| = 4.5 em 8 = 0.1, em que o caso positivo envelopa o negativo.

enquanto que a atividade correlacional do presente apresenta-se nos outros dois casos. Em
particular, a correlagao que decai ao modo “oscilador amortecido” parece estar associado ao
caso onde ha o comportamento particular da magnetizacao.
4.1 Limites de Temperatura

Antes de analisar os limites para onde a funcao de correlacao se comporta, apenas se

reescreve a razao entre os autovalores que aparece na expressao (4.16) sob nova forma,
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B =1.0; \]J =-25
hJZO.O  —
hJ:1.5 -----------
hJ=4-5 .............
S
)
O
-1 . \ 1 1 1 N L L
012 3 456 7 8 910
n
B=10;J,=25
0.01 . , | =00
hJ:1.5 -----------
0.008 hy=45 e

0.006

G(n)

0.004 |

0.002 | *.

Figura 4.4: Efeitos do campo. Acima, a oscilagao amortecida. A presenga e o aumento do campo externo
tém efeito sobre o envelope da equagao, acelerando o seu decaimento. A mesma aceleragao acontece no caso

de J; > 0 (curvas abaixo).

A C-D 1-D/C

Ay C+D 1+DJ/C

Assim, os limites de temperatura dependerao de para onde a razao D/C' tenderé.
Ainda,

(4.19)

D 1 1
I 2 2 — 2 - -
o C\/E +1/a \/tanh (0) + (4.20)

a* cosh?(9)’

com a = eP?7,
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4.1. Limites de Temperatura 46

4.1.1 Altas Temperaturas

Nos limites em que § — 0, por facil inspegao da férmula (4.20),

" (4.21)

Isso implica diretamente que

(i—;)n — 0. (4.22)

Como a? tanh(§) — 0,

F7_—1 (4.23)

Portanto,

B— 0" = G.(n)—0. (4.24)

I[sto é esperado, uma vez que o sistema encontra-se, nessa faixa de temperaturas, em
grande agitacgao térmica, de modo que as constantes de interacao tenham uma influéncia
menos significativa em seu comportamento.

Os conjuntos de figuras 4.6 e 4.5 apresentam a funcao de correlagao como fungao da
temperatura, em vez de “n”, segurando-se fixos ora o campo externo, ora a constante de
interacao. Observe-se que o limite de alta temperatura é obedecido independentemente de

n, Jy ou hy: todas as curvas tendem a zero.

4.1.2 Baixas Temperaturas

Nessa faixa de temperaturas, as coisas ficam mais interessantes. Primeiramente,

note-se que

oS _ 6 2

independentemente do sinal de . Em segundo, que

0, Jy>0
F?P —=<1/2, J;=0 (4.26)
1, Jy <0

Como cosh?(§) — 2l /4,
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1 [
n=1——
N=2 -
n=3 -
n=4
n=5
= n=7
(Do n=8 --
J;=-25h;=15
0O 02 05 075 1 125 15 175 2
B
\ ;=00 ——
| h;=15
h;=25 -
-0.25 ;=35
h;=4.5
- h;=5.5
S s =65 oo
O
J;=-25n=1
-0.75
1 b . . : . . . . : :
0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
B
Figura 4.5: Acima: conjunto de curvas de G.(n) versus 3 tomando-se fixos J; = —2.5 e h; = 1.5. Abaixo:
a mesma constante de interacao, J; = —2.5, mas agora variando-se o campo.
D 4
c \/1 t e (4.27)
o que implica
1 205 +16]/8 > 0
D
ol V5, 2J;+6]/6=0, (4.28)
= 220541l 2.7, +16]/8 < 0
acarretando,
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[ n=1 ——
0.25 A R
n=3 -
| n=4
0.2 n=5
~ 015}
<
« J;=25,hy=15
0.1
0.05
B
0.7 hJ: O.I —_—
hy=15
&
(&]
V)

Figura 4.6: Na figura superior: J; = 2.5, positivo com h; = 1.5 e no outro grafico, variando-se o campo.

0, J; >0
f— 400 = G.(n) — , (4.29)
acos(nm), J; <0
evidenciando um regime oscilatorio no caso competitivo, e
1, 2JJ+|m+hJ|<O
a=4¢(0382)", 2J;+|m+h; =0 (4.30)
0, 2<]J+’m+hj|>0.

No caso competitivo, os dois limites encontrados sao facilmente verificaveis na Figura

4.7 abaixo, que representa o primeiro dos trés casos do conjunto de equagoes (4.30).
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4.1. Limites de Temperatura 49

Voltando ao conjunto de graficos da Figura 4.6, mais especificamente o superior,
vemos um exemplo do comportamento limitrofe em altas temperaturas da funcao de cor-
relacao. Observar que no caso competitivo, é o aumento do campo que determina a situacao
limitrofe. Para baixos valores do campo, as correlagoes flutuarao para um estado de os-
cilacao pura e sem amortecimento. Conforme os campos aumentam, porém, o sistema tende

a descorrelacionar-se a baixas temperaturas.

0s | 1]

0.6
04
0.2

Ge(n)
o

-0.2
-04 H
-0.6 [
-0.8 |

P B=100;J=-25h;=15 ——
"0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

n

Figura 4.7: Limite em que 2J; + |m + hs| < 0, no ponto (3 = 10.0,J; = —2.5,h; = 1.5).

Repare ainda que, na Figura 4.6, ha uma cispide na curva em que o campo ¢ to-
mado como ausente. O comportamento é padrao, e revela-se presente também para outras
constantes de interacao, a campo nulo, conforme Figura 4.8 abaixo.

As cuspides possuem propriedades nas transicoes de fases, sendo evidéncias destas.
Se tomarmos a expressao (4.8), pode-se facilmente demonstrar que

82

Ge(n) G_h?If (4.31)

Portanto, uma descontinuidade na funcao de correlacao tem influéncias diretas sobre
a funcao primitiva, df/0h;, a qual, por sua vez, relaciona-se com a magnetizagao:
of

— . 4.32
ahjocm (4.32)

Assim, a cispide em campo nulo, que é uma singularidade de primeira ordem, indicara
que a funcao primitiva é continua e suave, corroborando com a existéncia de uma transicao

de fases de segunda ordem.
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0.8

J;=15 ——
07t V 525

Gc(B)

Figura 4.8: Gréfico da fungao de correlagiao dependente da temperatura para diversos valores da constante

de interagao Jy. A cuspide é assinatura de uma transigao de fases.

4.2 Estado Ferromagnético Pleno

No estado ferromagnético totalmente ordenado, tem-se que m = +1. Isso natu-
ralmente implicard que todos os spins tenham o mesmo valor, s; = +1, Vi € 1,..., N,
respectivamente.?

Ao partir da definigdo da fungao de correlagao conectada, (4.2),

GF(n) = (£1)(£1)) — (£1)(£1) =1 -1 =0. (4.33)

Em suma,

m==+1 = GF(n)=0, ¥neN, (4.34)

em que o superescrito [’ atenta para o caso ferromagnético. Quando a ordem é méaxima, o
sistema estard totalmente descorrelacionado, implicando que as interagoes nao sao efetivas
se comparadas ao campo externo (no caso de estar presente), ou ainda sendo possivel que a
agitacao térmica do sistema ainda nao é tao grande a ponto de desequilibrar o sistema.

O contrario nao é necessariamente verdade, isto é, nem sempre é verdade que G.(n) =

0 =— m==+1.

=41 = YV =4N = Y, 5, =+N — s, = +1, Vi.
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4.3. O Regime Oscilatorio 51

4.3 O Regime Oscilatorio

Preliminarmente, haverd a demonstracao de que J; < 0 < A_ < 0. Exigindo que o

autovalor seja negativo,

M <0&sC-D<0&C<DeC?< D (4.35)

Lembrando que D* = E* + 1/a? e que C? — E* = d?,

A- <0< 2sinh(25J5) < 0. (4.36)
Portanto, A_ < 0 < J; < 0, contanto que nao haja o estado ordenado (em que a
fungao de correlagao é nula, tal acima provado).
Por outro lado, ao exigir-se que A_ < 0,

0>A=—|A| = G.n)=F;_ (My =F_|=—=| (-1~ (4.37)

Se [A_/Ay| = e, sendo a > 0, a fungao de correlagao conectada adquire a forma®:

Ge(n, A= < 0) = F?_e " cos(nn), (4.38)

evidentemente um regime oscilatério amortecido.

E facil ver que Go(n) o cos(nm) = A_ < 0:

G.(n) o« cos(nm) < F7_ <i—:)n o cos(nm) (4.39)
& (;—;) x cos(nm) = (—1)" < i—: x—1 = A_<0. (4.40)

Assim,
oo Jy <0< Ge(n) x cos(nm), (4.41)

ficando provado que o regime oscilatorio esta intrinsecamente relacionado ao carater compe-
titivo.

Toda a demonstracao independe do campo: as correlacoes oscilarao independente-
mente da presenca de um campo externo.

Na maior parte dos sistemas, existe uma curva muito bem definida separando os

regimes oscilatérios da fungao de correlacao dos regimes nao oscilatérios [27, 28], mas no

3Sendo a razdo entre os autovalores uma soma com produtos de exponenciais, é razodvel assumir que o

resultado seja, também, uma exponencial.
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4.3. O Regime Oscilatorio 52

presente caso, é o eixo J; = 0, como confirmado computacionalmente, desde que o caso seja
competitivo, havera um decaimento oscilatério na funcao de correlacao. Sempre sera um
decaimento, uma vez que a razao |[A_/A.|" tenderd a cair com n (exponencialmente, pois é
uma soma de exponenciais), ja que |A_/A;| < 1 (no caso em que 2J; + |m + h;| < 0 haverd

uma oscilagdo constante).
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Capitulo 5
Conclusoes

Como demonstrado neste trabalho, o modelo de Ising unidimensional estendido com
interagoes competitivas e campo externo demonstra comportamentos particulares no parametro
de ordem, a magnetizacao, muito embora nao se possa caracterizar como reentrancia, ja que
nao ha a repeticao de fases no diagrama de fases. Porém, o comportamento singular estende-
se a outras quantidades associadas ao modelo. Um estudo fora conduzido em variaveis re-
duzidas a fim de salientar-se a dependéncia explicita na temperatura. O modelo apresenta
um rico comportamento de fases, com transicoes de primeira e segunda ordem, separadas
por um ponto tricritico no caso de campo externo nulo. A solugao exata do modelo permite
determinar as linhas de transicao e pontos criticos sem aproximacoes analiticas. No campo
das correlagoes, verificou-se que estas apresentam fases moduladas para o caso das interacoes
competindo, e meros decaimentos exponenciais para o caso contrario.

Ainda precisam salientar-se, por exemplo, os resultados da entropia termodinamica
e como afeta o comportamento do parametro de ordem, e também como se relaciona com
as outras grandezas estudadas nesse trabalho. Outro fator intrigante é o significado fisico
das funcoes de correlacao quando em comportamento oscilatério. O fato de a magnetizacao
nulificar-se na presenca de campo e em baixas temperaturas é uma provavel presenca de
um estado antiferromagnético, tornando vital o estudo do ground state do hamiltoniano. A

oscilagao das correlacoes parece ser assinatura da presenca dessa fase.
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Apeéendice A

A Derivada da Equacao de
Magnetizacao
Para derivar implicitamente mD = FE, primeiramente serao provadas uma série de

derivadas parciais.

A derivada de ¢ é a de mais simples demonstracao:

o) 0
5~ 98 (Bm + Bhy);
om
= m+ 65_5 + hy;
J om
- 245" Al
e hy é considerado como fixo. Imediatamente, deduz-se a derivada de F(3) := exp(—£J):
oF 0
L A iy ) A2
a8 866 Iy (A.2)

A derivada de E(f) calcula-se a seguir:

ag_éﬁ) N %em sinh(4),

0 0
— & BJs BJs ;
= sinh(0) 856 +e 5 sinh(9),

= Jse’77 sinh(8) + (g—g) P77 cosh(6). (A.3)

Utilizando a igualdade (A.1), e lembrando-se da defini¢cao de C'(f3), obtém-se que

OE(B) 0 om
5 = J1E(B) + BC(ﬁ) + BC(B) <%) - (A.4)
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Por ultimo, serd necessario derivar D(f). Executando-a,

oD(5) 0
TEVE) E? 1 F2,
R apY et
1 oF OF
- 35 (5 +2r5).
E OF FOF
e R ity A
Do3 " Dop (A5)
Lembrando das equagoes (A.2) e (A.3),
oD(B) . E?* §EC om F?
o5 Mo taop Tt "5 ) " D (4.6)
a qual pode ser facilmente reescrita como
18D o /2 5 7~ 1 8m B 2
Dap = J;FE —i—BEC—l—BC’E 5 JyE", (A.7)

onde o sinal apdstrofo remete a uma divisao por D.
Com todas as derivadas em maos, finalmente a equacao de magnetizacao, mD = E
(que também pode ser reescrita como m = E’, notar), implicitamente deriva-se, escrevendo-

se,

m oD . 1 0F
D 0 - DB’
Substituindo equagoes (A.7) e (A.4) em (A.8), e performando alguma algebra, chega-

(A.8)

se a forma final da derivada da magnetizagao:

Om _ (E” =1)(6C"/B+2J,E')
o (E?—-1)pC" — '

(A.9)
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Apéendice B
Nao Divergéncia de (E’2 —1)pC" — F

Na analise da derivada, foi assumido um pressuposto de que divergéncia alguma

acontecia quando assumiamos o numerador nulo.
Chamando o denominador de Y (m) := (E”* — 1)5C" — E', vé-se que

Y(m=4+1)=—F = ¥1, (B.1)

nao divergindo. Para inicio de conversa, das defini¢coes de E e C, temos que

C E
— B — /BJJ. B.2
cosh(9) “ 5 ° sinh(§) ‘ (B-2)
Logo,
C E C’ E’

cosh(d) - sinh(d) < cosh(9) B sinh () (B.3)

Sendo E' = m (equagao de magnetizagao),

C" = mcoth(d). (B.4)
Substituindo na expressao para a derivada,
2 5
om (M2 —1) (Ecoth(é) +2JJ)

98 B(m2—1)coth(d) — 1

Agora, no caso da transicao de primeira ordem, E’ 2 _ 1 — 0 implica diretamente que

(B.5)

m — £1. Logo, é imediato que 6 — h; £ 1. A funcao cotangente hiperbodlica apresenta uma
divergéncia apenas quando seu argumento se anula. No caso, quando hy — £1. Se esse nao
for o caso, possuird um argumento finito e
om 0
— =~ — = 0. B.6
o5~ 1 (B.6)
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Quando, porém, o campo adquire os valores da magnetizacao, vamos analisar a se-
guinte equacao alternativa, obtida a partir da divisao, de ambos numerador e denominador,
por (m? — 1) coth(4):

om  (m+hy)+ Getiemm

amn_ ' . (B.7)
o B - (m?—1) coth(d)
Definindo ¢(m) := %, temos de calcular o limite:
. : m? — 1
At alm) = i B E 1) (B.8)

Como ambos, numerador e denominador tendem a zero, temos uma situagao em que

a regra de L’Hopital é aplicavel:

2 2 1
lm gm) = lm —om — w2 oy L 40 (B.9)
m—+1 m—+1 ﬁsech (5) ﬁ m,hy—=+1 q( ) 2
Com isso,
om . :EJJ

I 98 1+ L (B.10)

sendo, assim, nao divergente.
Ja quando a outra parte do numerador, correspondente a transicao de segunda ordem,

anula-se, tem-se:

) E )
—C'"+2J;E" = — = B.11
pC T E =0 = 5 =57 (B11)
de modo que
Y(m # £1) = ¢’ (E’2 - 1) _E| (B.12)
Cl

Manipulando-se a equacao ultima, e lembrando (como sempre), que m = £,

(m+i>2—%<1+%>]. (B.13)

Observe que, sendo fixos a temperatura, o campo e a razao das interagoes, Y (m #

Y(m # +1) ="

+1) - 4o00. Assim sendo, a unica forma de divergéncia é a ocorréncia de um zero no
denominador. Observe ainda que, da equagado (54), temos que C’ anular-se-ia apenas se
m — 0, uma vez que a funcao cotangente hiperbélico nunca se anula, nem tende a, zero. Se
isso ocorre, € necessario tomar o limite da expressao inteira da derivada, o que serd feito por
ultimo. Supondo, entao, que C’ seja bem comportada, supomos que exista alguma situacao

onde
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1\? 1 1
— ) =1+ = 0. B.14
(m—|— 4h]) 5 < + 8h3>] — ( )

Dessa forma, é necessario que

1 1
2
— =0 B.15
m+2hJ 5 =0 (B.15)

o que leva a:

1
L - /1 _ h2
m = T [ 1 +sign(hy)y/1 8hJ} : (B.16)

Como uma primeira condi¢ao de existéncia, temos que:

1
|hy] < —= = 0.3535. (B.17)
22

Por outro, lado, aplicando a condigao de existéncia fisica de que |m| < 1,

1
— |—144/1— 8h2
an,| V18

a qual, apos alguma manipulacao algébrica, converte-se facilmente em

ml <1 = <1, (B.18)

(h%)? + 1—16(h3) —1>0. (B.19)

Essa equagao biquadrada satisfaz a desigualdade no intervalo (—oo, h3; = —05322] U
[h3, = 0.4697,400). Como hj > 0, o primeiro intervalo é descartado. Assim, sobra a

condicao de que

|hy| > 0.6853. (B.20)

Observe que as duas condigoes de existéncia sao mutuamente excludentes. Assim, na
situagao em que m - 0, Y (m) - 0.

Efetuando o limite de toda a equacao da derivada quando m — 0,

om (m? — 1) [(m + hy) coth[B(m + h;)] + 28J/]

lim — = li B.21
m0 9B mod  (m2 — 1)B(m + hy) cothB(m + hy)] —m (B:21)

levando facilmente a
lim 2 2Js (B.22)

m—0 08 b hjcoth(Bhy)

Uma possibilidade de divergéncia ainda surgiria quando h; — 0, mas nessa situagao
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) om

E, além disso, como ja demonstrado antes, nao hé a nulidade do numerador nessa
situacao.

Assim, nao ha divergéncia quando as transi¢oes ocorrem.
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Apéndice C
Expansao da Energia Livre

Primeiramente, cunhe-se que

B(m) = —log |e?77 cosh(Bm + Bh) + /€287 sinh(Bm + Bh) + =287 | | (C.1)

de modo que

F(m) = %677@2 + B(m). (C.2)

Quando a magnetizacao é muito proxima do zero, a fun¢ao B(m) pode ser expandida

numa série de poténcias de Taylor ao redor da origem,

B(m) = _g¢®(0)m", (C.3)

onde

1 ok
(k) e
g™ (m) = X aka(m).

Para facilitar o calculo da expansao, utilizaremos a notagao estabelecida pelo conjunto

(C.4)

de equagoes (2.35),
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C(m) = bcosh(pm); (C.5)
E(m) = bsinh(fm);

(C.6)

A energia livre é reexpressa como

f(m) = A(m) + B(m) = A(m) + Y _ g*(0)m", (C.7)

e pode ser truncada em qualquer ordem. Observe ainda que,

Também necessitaremos das seguintes derivadas:

oC(m)
om

2B _ b0y (C.10)

0 D(m) BC(m)E(m)

= BE(m);

om D(m)
facilmente verificadas das relagoes (C.5) acima.
Expansao de f(m). Devido a simetria do sistema a auséncia de campo, que é a
simetria frente a inversdo do spin, espera-se que os termos impares da série de B(m) sejam
nulos.

Também ¢é imprescindivel manter em mente que

B(0) = —log [2 cosh(BJ;)] . (C.11)
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Derivando B(m) uma vez (das relagoes (C.5)),

ag;m) _ _aimlog [C(m) + D(m)],
o 1 aC(m) 8D(m)
C(m) + D(m) { om i om } 7
- aFE(m) M
~C(m) + D(m) {H D(m>]’
_Em)
o ﬁD(m)'
Assim,
8?7(:1) ) —0 gP(0) =0

Tomando a equagao (C.15),

9?B(m) _ 9 [_ E(m)].
om? om D(m)
i - () |

Ou ainda, como D?*(m) — E*(m) = 1/a® (verifique nas relagoes (C.5)),

% - (5)2 C(m)

Portanto,

9(2)(()) _ _%BQG%{JJ-

Derivando novamente a equacao (C.18),

93 B(m) B 2 -3
i =g {C(m)[D(m)] "},

B ‘i_jz]fs(gnm)) [1 - (%)] '

Como esperado,
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W] —0, - g®(0) =0. (C.24)

Da equagao (C.23),

o*B(m) [ 0 E(m) C?*(m)
omt R [a_m D(m) 5 Di(m) | (C-25)
_ B Cim)  Cm)E*(m)  C(m)E*(m)
N [D?’(m) ST my O Dam)
C3(m) C3(m)E*(m)
_ 3D5(m) + 15Tm)}. (C.26)
Rearranjando os termos,
9*B(m)  p* C(m) E?*(m) C?*(m) E?*(m)
T R R =1 =] SR
BW(0) = —p*a2(1—3bY), .. ¢¥(0) = —2—143462511(1 — 3e*7). (C.28)

A fim de poupar o leitor de longo calculo, apenas apresentamos os resultados para as

derivadas quinta e sexta, a saber,

BO(0)=0, .. ¢g®0) =0, (C.29)
B©(0) = —%a2(45a® — 30a* + 1),
1
. g(G)(O) _ _ﬁoﬁcsezﬁJJ (45686JJ — 30e4P7s + 1). (C_g())

Assim, a expressao que governa a energia livre em sua forma expandida, vale, ao

juntarmos as equagoes (C.5),(C.7),(C.11),(C.16), (C.21), (C.24), (C.28), (C.29) e (C.30),

f(m) = —log[2cosh(5J;)] + %5(1 — Be*PTym? +

1
24/84626JJ (3645JJ 1)m4 + (031)
1
— —72056626‘” (4568’8‘]‘1 — 30e1P77 4 D)m® + O(m®).
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Apeéendice D
Correlacoes

Partindo da equagao (4.15), sabe-se que no infinito, convém trabalhar na base em
que a matriz de transferéncia é diagonal, diga-se, a base dos autovetores {|—),|+)}, que

expandem o espaco de fases do Hamiltoniano H. Ter-se-a:

(£|£) =1, (£[F) =0, (D.1)

isto é, ¢ um conjunto ortonormal, o qual, por varrer todo o espago de configuracoes acessiveis

ao sistema, também obedece ao teorema algébrico da completude,

Z ) (i = 1, (D.2)

I sendo a matriz identidade. Cabe lembrar que no limite termodinamico sao validas as

igualdades seguintes:

: _ N
Jim Z= A (D.4)

Agora, a operacao de trago, que é invariante frente a mudancas de base, é simples-
mente a soma dos elementos diagonais da matriz resultante dos produtos dessas equacoes,

levando a fungao de correlagao G.(n), a:

&
Ge(n) = )\—Nz<k|02-T”~02-TN7”|kJ>—|—
+ o=

— v D (Klow - TVIE). (D.5)
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Tendo em vista que {|—),|+)} é o conjunto dos autovetores de T,

T|£) = A [+), (D.6)

G.(n) se reescreve como

1 +
mw:WZWWWWwW+
k=—

—AQLN [ZA{J(MUZWI . (D.7)
+ | =

Inserindo o teorema da completude no produto matricial entre T" e a matriz de Pauli,

1 —n n
GC(n) = PW E ,)‘]kv <k|UZ'T |7’><7"|UZ|/€>+
+ k,r

_ % [Z Amyazm] . (D.8)

Por definir-se

Fyp = (k|o,|r), (D.9)
tem-se:

2

1 1
Ge(n) = 15 > Ay AL - e , (D.10)
+

+ k,r

> Py
k

ou ainda

Gutn) = S (P (30) (j—j)N -

k,r

A N
ZFkk (—k) ] : (D.11)
At
k
Tendo ainda em vista que, em N — +00,

() o () D1z

¢é evidente que

Gutn) = 12+ Fpe () -2 (D.13)
para obter-se, finalmente:

65



66

A

Ge(n)=F_F,_ <K>” ,1<¥n < (N eN). (D.14)

Para o cdlculo de F?_, consideremos a seguinte prova de que F = FT.

10
o, = ( 0 +1> : (D.15)
I+) = (“*) , (D.16)

0. |[+) = (_u+> , (D.17)

Dado que

é 6bvio que:

de modo que

(=lo.|+) = <u, U,> (—u+> = —U_Uy + UV (D.18)

Uy

Por outro lado,

(+loz]=) = <u+ U+> <_U> = —u-uyp + U4 (D.19)

v_
Portanto,
F,=F,_ — F=F (D.20)
Com isso,
o (A"
Ge(n) = F-_ " ,1<V(neN)<N. (D.21)
+

Ainda para obter a expressao final de Fff, serao necessarios os autovetores da matriz

de transferéncia T. Para tanto, saluta transportar a matriz (2.18) a seguinte notagao:

4
ab

p b
a=ebh=e?’ = T = (a Z) . (D.22)
b

Os autovetores obedecem a equagao (D.6), T |+) = Ay |£), a qual, vertida em notagao

matricial,
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(&0 ()
P V4 V4

iguala-se ao sistema de equacoes lineares

[SHISIRSHIS

ab — Ao)us + tvy =0

( #)us F U (D.24)
s+ (5~ M) v =0

Ambas as equacoes, quando combinadas, ofertam os autovalores Ay, os quais ja exis-

tem calculados, Ay = C'+ D. Agora, tomando-se, por exemplo, o segundo do conjunto de

equacoes,

uy = —ab <% — )\i> Vg, (D.25)

em que uma das variaveis é eliminada em funcao da outra. Por tultimo, v, origina-se da

condicao de ortonormalidade, (£|£) = 1:

1

Vi = : (D.26)
Tolda? (-
Dado que
2[4 22 (@ a 299
(D.25),(D.19) = F? = [1 a2b (b >\+> (b A_ﬂ V2o, (D.27)
e que
—a2p? (e _ a _ 2
(D.26) = F2_ = - (5 . M) (G =A)] - (D.28)
a2 (5= A |1+ a2 (3 - 1)
e ainda (D.6),
(D.6) = ab— Ay = EF D, (D.29)

justificado que, na nova notacao, C' = a(b+1/b)/2 e E = a(b—1/b)/2. Seguindo,

2 [1 _ a2b2(E2 o D2>]2
Fi= 1+ a2?[(E + D)? + (E — D)?] + a*b*[E? — D?]’ (D.30)

somado ao fato de que D? = E? 4 1/a?, apenas resta

o [1+0%)? ‘
T 14 2a202[E? + D2) + b4

(D.31)

como

67



68

b?
[1+ 0% = 4502, (D.32)
¢é imediato que
c? 2/ 2
= 4C%/a
F2 o— 4 a2 — D.33
T b+ +2a22B2+ 4] 4C?%/a? + 4a?E? (D-33)
ou, ainda,

Dessa formula, tem-se que Fff nunca diverge sendo sempre um nimero no intervalo

(0, 1], uma fungao suave. Visto que

E
= tanh(d), (D.35)

finalmente chega-se a:

- cot(z) = 7 tanh(0) . F_ = sen?(x), (D.36)

em que x representa uma variavel intermedidria. Ja a funcao de correlagao conectada com-

pleta lée-se tal que

G.(n) = sen? [acth (e*P tanh(d))] (%) : (D.37)
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