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RESUMO 

É considerado o problema de encontrar descrições de Poisson (formulações Hamiltonia

nas generalizadas) associadas a modelos físicos. Aspectos básicos e aplicações dos sistemas 

de Poisson são explanados utilizando a linguagem da geometria diferencial. Sobre geometria 

diferencial, consta um capítulo com noções fundamentais. São consideradas as Mecânicas 

de Nambu e Birkho:ff e suas relações com a Mecânica Hamiltoniana generalizada. A questão 

da estábilidade é discutida do ponto de vista das formulações de Poisson. Os métodos exis

tentes atualmente para derivação de estruturas Hamiltonianas generalizadas são expostos. 

Em particular, o processo de redução é estudado. Propõe-se uma abordagem dedutiva e 

inédita para construção de formulações de Poisson. O novo método é capaz de resolver (lo

calmente) a questão de como encontrar descrições Hamiltonianas de sistemas dinâmicos com 

no máximo três dimensões . _ 1os casos tridimensionais nos quais é conhecida uma superfície 

à qual as trajetórias são sempre tangentes, a nova estratégia reduz esta questão à solução 

de uma equação diferencial parcial de primeira ordem linear. Deste modo demonstra-se 

a existência (local) genérica de estruturas de Poi sson para sistemas tridimensionais. O 

caso tridimensional é ana li zado com detalhe, par ticularmente no concernente à invari ância 

conforme da identidade de Jacobi nesta dimensionalidade. A abordagem t ratada nesta dis

sertação é apli cada a vário sistemas tridimensionais de interesse. Generalizam-se ou são 

descobertas diver. as formul ações Hamiltonianas nã.o canôni cas graças ao novo método. Os 

modelos tratado sâo o corpo rígido livre, o sistema nào-hol ônomo de um patim para gelo , 

o sistema dissipat i\·o de uma carga irradi ando enquanto exec uta um mo\·imento unidimen

sional sob a açào de um campo elétri co constante, cer~os s i ~ temas r escalonados de Loren'z 

e de interação ressonante de três ondas e o modelo tridimen ional de Lotka- Volterra . 
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ABSTRACT 

The problem of finding Poisson descriptions (generalized Hamiltonian formulations) as

soei ateei with physical models is considered. The basic features anel aplications of Poisson 

systems are explained in the language of differential geometry. One chapter is included with 

the fundamental notions on differential geometry. The Nambu anel Birkhoff's Mechanics 

anel their relationship with the generalized Hamiltonian Mechanics are considered. The 

question of stability is discussed from the point of view of the Poisson formulations. The 

currently existing methods for derivation of generalized Hamiltonian structures are revie

wed. Particularly, the reduction process is analized. A deductive approach is proposed for 

the construction of Poisson formu lations. The new method can solve (locally) the question 

of how to finei Hamiltonian descriptions of dynamical systems in, at most, three dimensi

ons. When a surface to wich the motion is always tangent is known , in three dimensions 

the new approach reduces the problem to the solution of a linear partia! differential equa

tion of first order. This demonstrates the general existence (local) of Poisson structures 

for tridimensional systems. The tridimensional case is analized in detail, particularly in 

what concerns the conformai invariance of the Jacobi identity in this dimensionality. The 

approach proposed in this di ssertation is applied to various tridimensional systems of in

terest . The method both genera li zes anel discoYers Se\·eral new noncanonical Hamiltonian 

formulations. The models trea ted are the free rigid body, the nonholonomic system of the 

ice skate, the di ssipative system of a charge in one dimension radiating under the action of 

a constant electri c fi eld , some rescalecl Lorenz systems. the reduced three-wave interaction 

sysLem, anel the tridimensiona l Lot ka- Volterra sys tem . 
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~capítulo 1 

Introdução 

Desde o advento da Mecânica Quântica, as formulações Hamiltonianas desempenham 

um papel central na Física Teórica: Atualmente, a tendência é a intensificação dos estudos 

sobre sistemas Hamiltonianos. A razão é o surgimento relativamente recente da geometria 

diferencial como método de trabalho na Física, após a década de sessenta. A formulação de 

problemas físicos na linguagem independente de coordenadas, própria da geometria dife

rencial atual, abriu um horizonte amplo para a aplicação de métodos Hamiltonianos. Para 

tanto, é preciso explorar toda a potencialidade geométrico-algébrica do formalismo Ha

miltoniano. Realmente, na Mecânica Hamiltoniana tradicional, ou canônica, pressupõe-se 

a existência de coordenadas especiais, ditas canônicas. Isto restringiu muito a classe de 

problemas tratáveis. No entanto, do ponto de vista geométrico, a Mecânica Hamiltoniana 

nã.o requer coordenadas privilegiadas. Os objetos básicos são um colchete de Poisson e um 

Hamiltoniano. Algumas vezes, as teorias Hamiltonianas geométricas são chamadas teoTias 

Hamilton ianas generali::adas, ou não canônicas. Utilizaremos as designações formulaçõ es 

de Poisson, ou, simplesmente, formula ções Hanúltonianas (quando não houver risco de 

confusão) . Basicamente, a grande vantagem das formulações de Poisson é sua extrema con

cisão. Toda. a. informação sobre os sistemas de Poisson está contida. meramente no colchete 

de Poisson e no Hamiltoniano. Vale lembrar que uma das motivações históricas do surgi-

mento da Mecânica. Hamilt.onia.na. foi a. busca de simplificação das teorias de perturbação 

na. Mecânica Celeste. Ao invés d trabalhar com o conjunto das equações que modelam o 
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sistema sob análise, é poss ível perfazer os cálculos necessários usando apenas dois objetos: 

o Hamiltoniano e o colchete de Poisson. Procedimentos analíticos tediosos e complexos, 

portanto, são minimizados e sistematizados em teorias Hamiltonianas. Além disso, a forma 

precisa da descrição Hamiltoniana frequentemente ajuda a entender diversos aspectos do 

sistema tratado. Por exemplo, simetrias (exatas ou aproximadas) subjacentes podem ser 

identificadas. 

Os sistemas Hamiltonianos possuem diversas características comuns. Expansões assin

tóticas e aproximações que reduzem o número de graus de liberdade de sistemas Hamiltoni

anos distintos possuem interpretações comuns [1] [2] . A identificação de semelhanças entre 

problemas físicos aparentemente díspares constitui uma importante tarefa. Neste sentido, 

as desçrições de Poisson capacitam enquadrar num contexto unificado sistemas de tipos 

variados. 

Existe um amplo espectro de aplicações das formulações de Poisson. Afora as já citadas, 

mencwnaremos: a) a análi se da estabilidade dos estados estacionários de sistemas Hamil

tonianos [3]; b) a quantização de sistemas clássicos a partir da estrutura Hamiltoniana 

clássica [4) e c) a integração completa do sistema sob estudo a partir do conhecimento de 

duas formulações Hamiltonianas distintas [5]. Esta última aplicação envolve a construção 

de um operador de recorrência que permite gerar constantes de movimento umas a partir 

das outras. A hierarquia de quantidades conservadas associadas a equação de Korteweg-de 

Vries, por exemplo. pode ser deduzida assim. 

Recentemente descobriram-se estruturas de Poisson para um grande número de modelos. 

Citaremos a equação de 1\orte\\"eg-de Vries [6], a Magnetohidrodinâmica [3], as equações 

de Vlasov-Poisson Vlaso\·- :..1axwell [3], a Mecânica dos Fluidos em diYersas aproximações 

[3], certos modelo.- biológi cos [7][8] e a dinâmica de raios na Ótica de meios axisimétricos 

[9]. 

Por outro lado os corremes métodos para derivação de formulações Hamiltonianas não 

são sistemáticos: mesmo o importante processo de redução, discutido na seção 4.1 , requer 

grande habilidade e intuição. O presente trabalho, então, volta-se basicamente à questão 
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de como deri var formulações de Poisson a partir das equações de movimento. São conside-

rados casos de dimensionalidade finita. A abordagem desta dissertação é completamente 

sistemática e dedutiva. Propostas ad hoc não são requeridas . Entretanto há um preço a 

pagar por esta simplicidade: apenas problemas de baixa dimensionalidade são garantida

mente tratáveis. Mesmo assim, o método sugerido aqui resolve completamente o problema 

de encontrar descri ções Hamiltonianas para sistemas tridimensionais . Este fato notável 

permitiu a generalização de resultados clássicos como a formulação de Poisson do corpo 

rígido livre devida a Arnold [10]. Também foram descobertas uma série de descrições de 

Poisson novas , associadas a vários sistemas importantes. 

A dissertação está organizada como se segue: 

No _,capítulo dois , são di scutidos elementos de geometria diferencial, com vistas a geome

trização da Mecânica Hamiltoniana. A ênfase está nos aspectos qualitativos dos conceitos 

expostos, sem pretensão de rigor matemático. Boa parte das provas está omitida, e argu

mentos heurísti cos tem um papel relevante. Este tipo de abordagem pode ser útil para o 

leitor sem treinamento em Geometria. Aspectos mais aprofundados dos assuntos tratados 

podem ser encontrados nas referências. Os tópicos analisados foram escolhidos em função de 

sua importância nas formulações Hamiltonianas geométricas. São eles: variedades, vetores 

tangentes e cotangentes, tensores, formas exteriores e campos vetoriais e transformações. 

A formulação geométrica da Mecânica Hamiltoniana está exposta no capítulo três . A 

teoria de transform ação su bjacente é anali sada. Após isto , é investigada a conexão entre 

estabilidade e descrições Hamiltonia.na.s. Estão incl uída.s também seções sobre a. Mecânica 

de Nambu e o Problema Inverso da Mecânica. A Mecânica de Nambu é um importante 

caso particular da 1ecânica Hamil ton iana generali zada. O Problema Inverso da Mecânica 

está intimamente relacionado com a questão de como encontrar descrições de Poisson . 

O capítulo quatro dedica-se ao método de dedução de estruturas Hamil tonianas pro

posto nesta di sertaçào. .-\ gu isa de introduçâ.o, sâo expostos sucintamente os métodos 

presentemente disponíveis . incluindo o processo de red ução. A abordagem aq ui proposta 

é estudada com detalhe no caso tridimensional. Conforme já foi mencionado. a estratégia 
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adotada neste trabalho dá conta de forma exata dos problemas tridimensionais. Finalmente, 

este capítulo contém uma discussão sobre a invari ância conforme dos sistemas Hamiltoni

anas tridimensionais. Esta. é uma das peculiaridades geométricas mais significativas destes 

sistemas. 

Uma série de exemplos de aplicação das técnicas desenvolvidas nesta dissertação está 

no capítulo cinco. Especificamente, são construídas estruturas de Poisson para os seguintes 

modelos: o corpo rígido livre, o patim no gelo, uma carga em movimento unidimensional 

irradiando sob ação de um campo elétrico constante, um sistema de Lorenz reescalonado, 

modelos reescalonados reduzido e de Rabinovich para a interação ressonante de três ondas 

e, finalmente, o sistema de Lotka-Volterra tridimensional. Diversos resultados novos se 

fazem _presentes ao longo deste capítulo. 

O capítulo seis dedica-se a conclusão da dissertação, contendo um apanhado dos resul

tados obtidos e sugestões para trabalhos futuros. 
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Capítulo 2 

Geometria Diferencial 

Na Física, sempre se procura estabelecer as características intrínsecas dos sistemas sob 

estudo. As variáveis escolhidas para as descrições físicas são mera questão de conveniência, 

não possuindo valor em si mesmas. Nos cálculos práticos, que visam à obtenção de números 

testáveis experimentalmente, é que se faz uso de algum conjunto de coordenadas. Especi

ficamente, na Mecânica Clássica adota-se um referencial, na Mecânica Quântica adota-se 

alguma base no espaço de Hilbert, e assim por diante. Não obstante, um requerimento 

filosoficamente natural é exigir que a estrutura das teorias físicas seja invariante frente a 

mudança de coordenadas. O modo mais direto de satisfazer-se este requerimento é for

mular a teoria sem mencionar coordenadas. Por exemplo, a Mecânica Hamiltoniana pode 

ser construíd a sem referência a sistemas ele coordenadas. Mostraremos como isto é feito , 

recorrendo à geometri a. diferencial. 

Teste capítu lo. são expostos os conceitos matemáticos necessários à geometrizaçâo da 

Mecânica Hamiltoni ana . O estilo é tão coloquial quanto possível. Outros enfoques ou 

detalhes técnico.· po dem ser encontrados nas referências [11] -[14]. Supomos que o leitor 

tem noções bási cas de álgebra linear e cál ulo diferencial. Os mapeamentos que surgirem 

serão tomados como infinitamente dif renciáveis. E sub-entendida a con\·enção de soma de 

Einstein. 
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2.1 Variedades 

O tema ini cial são as variedades diferenciáveis (ou variedades, por brevidade) . Serão tra

tadas sempre variedades 111 de dimensão n, finita. Essencialmente, variedades são espaços 

(conjuntos) localmente semelhantes ao Rn nos quais se pode estabelecer cálculo. Muitas 

vezes o físico trabalha com variedades sem o saber. O espaço de configuração de um sis

tema mecânico, por exemplo, é uma variedade. Neste caso, a totalidade das posições das 

partículas do sistema é um ponto (elemento) da variedade. O espaço dos estados de um 

sistema termodinâmico é outro exemplo de variedade. 

Antes de mais nada, variedades são espaços topológicos. Ou seja, as idéias de vizinhança 

e mapeamento contínuo são aplicáveis . Espaços topológicos são mais gerais que espaços 

métric<;s . De fato, deve-se distinguir as noções abstratas de vizinhança e de proximidade, 

sendo a última aplicável apenas a espaços métricos [12]. 

As variedades podem ser definidas como espaços topológicos descritos por coordenadas. 

Para tanto, será melhor explicado o conceito de coordenada. Carta é uma dupla (0, 1;), 

sendo O um aberto de M, que geralmente não é o próprio M, e 1; um homeomorfismo 

(mapeamento biunívoco contínuo de inversa contínua) entre O e um aberto de Rn. Seja 

p um elemento de O. As funções xJ.L( p) dadas por (x 1(p), ... ,xn(p)) = <J;( p) são ditas 

coordenadas de p na carta (O, 1;). 

Condições de regularidade geralmente impedem o uso de uma carta na variedade inteira. 

As cartas, portanto. são locais por natureza [12]. Por locais, entendem-se os conceitos 

válidos apenas na vi zinhança de um ponto. Ao contrário, conceitos globais aplicam-se a 

todo o espaço pertiJJente. Costuma-se denominar de expressão "local" a expressão de um 

objeto geomét rico em termos de coordenadas, pois que as cartas dificilmente são globais. 

Aqui emerge a noçâo de Yariedade como sendo um espaço topológico que é recoberto 

por cart as locais, de tal mod o que cada ponto de 111 aparece em pelo menos uma carta. 

Na interseção de doi..: clominios . os doi s conjuntos de coordenadas têm que se relacionar 

diferenciavelmente. Tornemos mai s precisa. esta. condição. 

Sejam ( U, <P ) e (F 'l'·) duas cartas, tais que o conjunto vV = U n V não é vazio. Isto é) os 
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domínios das cartas possuem interseção não vazia.. Denotemos as imagens de W sob cp e 'lj; 

por cp(W) e '1/; (W) , respect ivamente. É perfeitamente razoável construir os mapeamentos 

cp o '1/;- 1 
: '1/;(W) --* cp(W) e 'lj; o cp- 1 : cp(W) --* '1/;( W). Estes mapeamentos relacionam 

abertos do Rn e, portanto, as noções usuais do cálcu lo diferencial podem lhes ser aplicadas. 

Quando os mapeamentos são li sos, diz-se que as cartas são compatíveis [13]. Nesta situação, 

é possível trocar de coord enadas à vontade, o que é um requerimento muito natural. 

Um conjunto de cartas compatíveis que recobreM é dito atlas. Tecnicamente, é possível 

que dois atlas formalmente diferentes acarretem o mesmo cálculo em M. Para eliminar esta 

possibilidade, exige-se que toda carta compatível com as demais deva ser incluída no atlas. 

Deste modo obtém-se um atlas completo. 

U s~ndo cartas locais, o cálculo nas variedades pode ser construído por analogia ao 

cálculo no Rn. Por exemplo, diz- se que uma função f : M --* R é diferenciável no ponto p 

de M quando sua representação f(xl, .. . ,xn) por coordenadas locais (x1 (p), .. . ,xn(p)) for 

diferenciável em p , no sentido usual. Note que função é um conceito intrínseco: é uma 

relação que associa um número a cada ponto da variedade. Na prática, porém, se usam 

coordenadas. Frequentemente, abusa-se da linguagem e diz-se que a representação de um 

objeto numa carta é o próprio objeto. Por exemplo, diz-se que f( xl, ... ,xn) é a função f. 

Povoaremos nossa variedade com uma fauna de objetos geométricos, a começar por 

vetores tangentes. 

2.2 Vetores Tangentes 

Seja P(!IJ) o espaço das fun ções li sas em M. Define-se vetor tangente v (p) a 111 no 

ponto p de .V como sendo um ma peanJ cn to linear v (p ) : F(M) --* R que satisfaz a regra 

c! Leibni z. Ou seja. se f e g são fun ções li sas e o e f3 números (sempre sub-entendidos 

reais), então 

v (p )(o f + ;Jg) 

v (p) (.fg) 

ov( p )(J) + f3v(p)(g), 

.f(p )v (p )(g) + g(p )v (p)(J). 

7 
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Será visto o exemplo concreto dos vetores tangentes no Rn. Considere-se M = Rn e um 

ponto dado y E R 11
• Para lembrar uma. noção bás ica., uma curva 1 no Rn é um mapeamento 

1: I C R--+ R njt E I f-+ 1(t) E Rn . Seja uma curva 1 que passa por y . O vetor tangent e 

i'(t0 ) a curva no ponto y é dado por 

(2.3) 

sendo que 1(t0 ) = y . O conjunto TyRn dos vetores tangentes em y a todas as possíveis 

curvas que passam no ponto é um espaço vetorial linear. De fato, as regras de adição e de 

multiplicação por escalar destes vetores podem ser estabelecidas do modo usual. Isto é, se 

u = (u\ .. . , un) e v= (v1
, ... , vn) são elementos de TyRn e a e (3 números, então 

(2.4) 

Tomando f(x) como uma função no Rn e v = ( v1 , ... , vn) como um elemento de TyRn, 

a derivada direcional de f no ponto y na. direção de v é 

ôj 
v(y)(f) = vll~(y). 

u xJL 
(2.5) 

A derivada direcional satisfaz precisamente as regras de linearidade (2.1) e de Leibniz (2.2). 

Assim, os vetores tangentes no Rn podem ser entendidos como mapeamentos que atuam 

sobre fun ções através da derivada direcional. Neste sentido, os operadores diferenciais de 

primeira ordem ô jfJx11 ;f.l = l, .. . ,n são vetores tangentes no Rn. Além disso, o conjunto 

(fJ jôx 1
, . .. ,ôjôxn) é uma base de TyR 11

, sendo sempre possível expressar um vetor tangente 

no Rn de acordo com uma combinação linear do tipo 

(2.6) 

No caso geral, o panorama permanece localmente semelhante ao Rn. De fato, embora 

as variedades quase nunca sejam espaços vetori ais, o espaço TpM dos vetores tangentes 

a 111 em p possui a estrutura de um espaço vetorial, chamado espaço tangente a J\1 em 

p. Dadas coordenadas (.r 1(p ) . ... , .T '
1 (p )), cxi te uma base de Tplltf naturalmente associada . 

No que segue, será descrita sua construção. 
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Em geral, nao é possível tomar a derivada parcial de uma função g : Af -t R na 

variedade. Como sempre, é necessário introduzir uma carta (0, <f>) . Dadas coordenadas 

(x\ ... ,xn) e a representação g(x 1
, . •• ,xn), tem-se que a derivada parcial de g no ponto p se 

calcula na imagem <f> (p) E Rn: 

~(p) = ôg(x)( <f>(p)) . 
ÔxJ.L ÔxJ.L 

(2. 7) 

Os operadores diferenciais de primeira ordem 

ô 
ôxJ.L(p) : F(M) -t R / 

Ôg 
g r-+ ÔxJ.L (p ); J1 = 1, ... ,n (2.8) 

satisfazem (2.1)- (2.2) e portanto são vetores tangentes aMem p. Além disso, o conjunto 

(ôjôx~•(t) ), ... ,ôj ôxn(p)) é uma base de TpM . Isto é, todo vetor tangente aMem p pode 

ser expresso como uma combinação linear do tipo 

v(p) E TpM, (2.9) 

sendo (v1 (x), .. . ,vn(x)) as componenentes de v(p) na base (ô j ôx1(p), .. . ,ôj ôxn(p)). A 

atuação de v(p) sobre funções g : M --t R é dada por 

Ôg 
v(p )(g) = vJ.L(x)-

8 
(p ). 

xJ.L 
(2.10) 

A união de todos os espaços tangentes de M constitui o fibrado tangente T M. Ima

ginando os espaços tangentes como planos, pode-se imaginar que T M modela (no sentido 

artístico) localmente a variedade. O fi brado tangente possui a estrutura de uma variedade, 

com o dobro da dimensão de M. Cada ponto de TM é uma dupla (ponto de M, vetor tan

gente). Normalment e, as coordenadas de TA1 são denotadas por (x1
, ... 1:n, ±1

, ... , i:n). Note 

que i;J.L é apenas uma notação, nada tendo a ver, em princípio, com a "derivada temporal" 

A Mecânica Lagrangiana se dá. no fibrado tangente do espaço configuracional. O La

grangiano (nos casos autônomos) é uma função da posição (que especifica um ponto da 

variedade de confi guração) e da \·elocidade (que especifica um vetor tangente). 
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Uma noção mui to freqüente em Física. é a de campo vetorial. Um campo vetorial v 

definido em M é uma prescrição que associa a cada ponto p de M um único vetor t angente 

v(p) de TpM. Isto é, v é um mapeamento v : M ~ TMjp E M f-+ v(p) E TpM. O 

conjunto de todos os campos vetoriais em M forma uma álgebra de Lie. Álgebras de Lie 

são recorrentes neste trabalho. Chama-se álgebm de Lie um espaço linear L munido de 

uma operação [, J : L x L -t L tal que são sati sfeitas as seguintes propriedades: 

(a) bilinearidade: 

(b) anti-simetria: 

[aA + (JE, C]= a[A, C]+ (J[E, C], 

[A,(JE + 1 C] = (J[A,E] + 1 [A,C]; 

[A, E]= :-[E, A]; 

(c) identidade de J acobi : 

[A, [E, C]]+ [E, [C, A]]+ [C, [A, E]] =O. 

Acima, A,E e C pertencem a L e a, (J e 1 são números. 

(2.11) 

(2.12) 

(2 .13) 

(2 .14) 

Trivialmente, o conjunto dos campos vetoriais em M é um espaço linear , definindo de 

modo intuitivo as operações de soma e multiplicação por escalar. Este conjunto adquire 

estrutura de álgebra de Lie definindo como reali zação da álgebra o produto [, J dado por 

[u, v] = uv- vu, (2.15) 

para dois campos u e v. O produto dado acima. é dito comutador. De maneira explícita, o 

comutador age sobre uma função qualquer f E F(lltf) segundo a regra 

[u , v](f) = u(v(I )) - v (u(.f) ). (2. 16) 

O leitor pode cert ifica r-se diretamente que [u , v] é um operador diferencial de pri meira 

ordem (isto é, um campo , ·etor ial). De faLo, num a. ca rt a. loca l, tem-se 

(2.17) 
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Aproximadamente todas as teori as da Física (Mecânica Quântica ordinária, Teoria 

Quântica de Campos, Mecânica Clássica, Mecânica Estatística, ... ) de um jeito ou de outro 

são permeadas por álgebras de Lie. 

2.3 Vetores Cotangentes 

Os vetores tangentes atuam nas funções associando-lhes números . O espaço dos funcio

nais lineares que atuam em vetores tangentes associando-lhes números é, apropriadamente, 

chamado espaço dual. Este espaço vetorial é denotado por T;M e possui a mesma dimensão 

de TpM. Seus elementos são ditos vetores cotangentes, ou covetores. 

Daga uma base (eiJ ... , en) de TpM, define- se univocamente uma base dual (B1 , ... ,en) 

de r;M tal que fJil-(e.,) = 5~. As bases recíprocas usadas na Física do Estado Sólido são 

um exemplo de bases duais utilizadas correntemente. 

Dadas coordenadas (x\ ... ,xn), define-se o dijáencial dxll como sendo o vetor cotan

gente tal que 

(2.18) 

quando v = vllô jéJx ll- é um vetor tangente. Na verdade, o conjunto (dx\ ... ,dxn) é uma 

base de T;M, dual de (ojox\ ... ,ojoxn), 

(2.19) 

Nesta base natural , qualquer covetor IJ decompõe-se conforme 

(2.20) 

As fu nções (01 (x ), .. . , 071 (x )) são ditas componentes de O na base (dx1
, ... ,dxn). 

'omo um mnemôni co. é costume escr ver os índi ces das componentes dos coveLores 

como sub-íridi ces e os das componentes dos veLores . como super-índices . Os índi ces dos 

elemento da base dual, por outro lado, são super-índices , e os da base diret a, sub-índi ces. 
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Numa ca rta local, se O= BJ.Ldx~' perten ce a r;111 e v= vJ.LfJjfJxJ.L pertence a TpM, então 

a sua contmção é dada po r 

(0, v) = o,,vJ.L . (2 .21) 

O conjunto de todos os espaços cotangentes é uma variedade, o fibmdo cotangente T* M. 

Esta variedade possui o dobro da dimensão de M , e seus elementos são as duplas (ponto de 

M, covetor). Normalmente, denotam-se suas coordenadas por (x\ ... ,xn,pb ... pn), sendo 

que (x\ ... , xn) especifica o ponto de Me (pi, .. . ,pn) o covetor. 

Um mapeamento M --+ T* M diferenciável é dito l-forma, o análogo para vetores co

tangentes dos campos vetoriais de vetores tangentes. 

Vetores tangentes e cotangentes são casos part iculares de objetos mais gerais, discutidos 
·' 

na próxima seção. 

2.4 Tensores 

Um tensor do t ipo (r ,s ) é um objeto que associa linearmente um número a r covetores 

e s vetores , defin idos num ponto de M. Ou seja, tensores são elementos do espaço (linear) 

dos fun cionais multi lineares no produto cartesiano 

(2.22) 

sendo que acima ocorrem ~ fatores do tipo Tpl\1 e r fatores do tipo T;111. 

Assim , um vetor t angente é um t ensor do tipo (1 , 0), e um vetor cotangente é um tensor 

do tipo (0, 1). 

Uma base do espaço tensori al pode ser construída ut ilizando a operação do produto 

tensori al. O prodv to tensorial @ entre um tensor u do tipo (ri, si) e um tensor v do tipo 

(2 .23) 
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sendo que a 11 e (Y' são covetores e f" e g 11 são vetores. Depreende-se que u ® v é um tensor, 

do tipo (r1 + 7' 2, S t + s2) . 

A partir das bases naturais de TpM e de r; .Af, sempre é possível encontrar uma base 

do espaço dos tensores via produto tensorial. De fato, dado um tensor T do tipo (r, s ), 

definem-se univoca.mente componentes T~1_: ::.r tais que 

a a T = Tlll· ··J.Lr __ 0 ... 0 -- 0 dxv1 0 ... 0 dxv•. 
v1 .. . v, &x~-' 1 axllr (2.24) 

Definiram-se tensores num ponto de M . Globalizando, obtém-se campos tensoriais. 

Não serão mais detalhadas as operações da álgebra tensorial as quais , quando necessário , 

serão devidamente explicadas. Sobre o assunto, pode ser recomendada a referência [15). 

2.5 ·'Formas Exteriores 

A compreensao geométrica da Mecânica Hamiltoniana dificilmente é concebível sem 

as formas exteriores, também ditas formas diferenciais, ou simplesmente formas. Uma 

forma exte7'na de gmu k, ou k-forma, é um campo tensorial do tipo (0 , k) totalmente anti

simétrico. Ou seja, uma k-forma associa linearmente a k vetores tangentes um número, e 

esta associação é ant i-simétrica frente à permutação de quaisquer dois vetores. 

Consideremos casos específicos. Já foram tratadas as l -formas, entre as quais se acha 

o diferencial de uma função. As 2-formas são especialmente importantes na Mecânica Ha

miltoniana, conforme será visto. Como exemplo de 2-forma, seja a área orientada definida 

pelos vetores u = (u 1
. 'lt

2
) e v= (v1 ,v2

) no R2
, o determinante 

ui u2 

(2.25) 

Esta área ab tra t<1ment e cl<>fin ida tem cont rapartid a em noçoes bem conhecidas. como a 

área de um par<1lclogr<1mo. Além disso, S tem orientação: S(u , v ) = - S(v , u). 

Por outro lado. o Yolume orientado n-dimensional determinado pelos \·etores u 1 , .. . , u n, 

(2.26) 
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é um exemplo de n-fo rma. Adiante, serão encontradas outras n-formas. 

Devido à ant i-simetria , a.s k-forma.s numa. variedade n-dimensiona.l são identicamente 

nulas quando k > n. Em contraste, as formas de menor grau, as O-formas, definem-se como 

sendo fun ções. 

O conjunto A~(.JV!) das k-formas em p é um espaço linear, subespaço do conjunto dos 

tensores do tipo (0, k) em p. A~(M) tem dimensão n! j(n- k)!k!. Sua base será construída 

logo mais. 

As operações mais relevantes para nós, no concernente às formas, são o produto exterior, 

o produto interior e a derivação exterior. Cada uma delas será explanada resumidamente. 

No caso do espaço tensorial, usou-se o produto tensorial para obter uma base. No caso 

das fo~·,mas , se construirá o produto exterior A entre m l-formas ()1, ... , am para encontrar 

uma base de A~(.M) . Por definição, 01 A ... A em atua em m vetores u 1 , . • . , U m de acordo 

com 

(2.27) 

Depreende-se da definição que f)l A ... A em é uma m-forma. Além disso, observando a 

definição de volume orientado n-dimensional V , tem-se que 

(2.28) 

Qualquer k-forma ()decompõe-se univocamente em componentes BIJ.LJ .. . J.lkl segundo 

(2.29) 

sendo que as barras el1\·o1Yendo f-1. 1 ... f.Lk sign ificam, ago ra e no que segue, que os índices 

assumem valor s ordenados, 1 ::; 11 1 < .. . < Jlk ::; n [15]. utiliza-se esta notação com barras 

para assinalar o número est ri to ele componentes da.s formas. Algumas vezes, escreve-se 

O= (1/ k! )0111 . ·J.l kd xP 1 A ... A dx 1
'k. 

Concluindo. o prod ut o e:-: teri or forne e uma base ele :\ ~ (.l\1) , dada pela k-form a.s 

(2 .30) 
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O número desta k-formas é a dimensão d J\~(M) . Conforme antecipado, tem-se que esta 

dimensão é n !jk! (n- k)!. 

O produto exterior entre formas de grau arbitrário advém do produto exterior entre 

l-formas por linearidade. Isto é, se p = P!Ml ···Mm ldxM1 1\ ... 1\ dxMrn é uma m-f01·ma e a = 

a!v1 ••• vnl dXv1 1\ ... 1\ dx v" é uma n-forma, então 

(2.31) 

Tem-se então a ( n + m )-forma p 1\ a. 

Além de ser distributivo e associativo, o produto 1\ satisfaz 

(2.32) 

sendo m e n os graus de p e a. Assim, p 1\ p = O se p for de grau ímpar. Em particular, 

dxtt 1\ dxtt =O (não há somatório implícito) . 

O produto interior i vB de uma k-forma O com um vetor tangente v é uma forma de grau 

(k- 1). Sua atuação em (k - 1) vetores v 2 , •. • , vk define-se por 

(2.33) 

A derivada exterior d permite obter uma (k + 1)-forma a partir de uma k-forma. En

fati zamos que formas são ob jetos intrinsecamente definidos: são tensores completamente 

anti-simétri cos. Apenas para simplifi car . a de rivada d será definida usando coordenadas . 

Se()= e,Ml···Mk idX11 1 1\ .. . 1\ dx~' k é uma k-forma, então sua derivada exterior é 

do do 1\ d . JlJ 1\ 1\ d 1-Lk = ~~" · ·l'kl X .. . X ' (2.34) 

sendo d 0! 111 ... 1,kl a diferencial usual das componcnt s de O. Com isto, obtém-se que dO é 

.uma (k + 1)-fo rma. 

Além de ser linea r. d também sa ti sf<·tt. 

(2.35) 
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ou anti-regra de Leibnitz, sendo m o grau el e fi , e 

(2.36) 

Estas propriedades são facilmente demonstráveis usando coordenadas. 

Vejamos alguns casos concretos de derivadas exteriores de formas no R3 : 

i) se f( x,y,z) é uma O-forma, 

8! 8! 8f 
df = 8x dx + 8y dy + 8z dz; (2.37) 

ii) se p = Adx + Bdy + Cdz é uma l-forma, 

8c 8B 8A 8C 8B 8A 
dp = (-- - )dy 1\ dz + (- - -)dz 1\ dx + (-- -)dx 1\ dy; 

8y 8z 8z 8x 8x 8y 
(2.38) 

iii) .Be CJ = Pdy 1\ dz + Qdz 1\ dx + Rdx 1\ dy é uma 2-forma, então 

8P 8Q 8R 
dCJ = ( ~ + ~ + ~ )dx 1\ dy 1\ dz. 

ux uy uz 
(2.39) 

Assim, as operações básicas do cálculo vetorial no R3 , quais sejam o gradiente, o rota-

cional e o divergente, estão amalgamadas na deri vada exterior. Na verdade, o cálculo com 

as formas diferenciais permite reescrever (e generalizar) praticamente todo o cálculo vetorial 

clássico numa linguagem muito mais clara e compacta. A este respeito , pode-se ver [16]. 

É importante notar que nem toda k-forma é a derivada exterior de alguma ( k - 1 )

forma. Quando isto ocorre, trata-se de uma forma exata. Por outro lado, uma forma cuja 

derivada exterior é nula chama-se forma f echada. Devido a propriedade segundo a qual a 

derivada ext rior sat i fa z d 2 = O, as formas c:-:aLas sempre são fechadas. A recíproca desta 

afirmativa só vale se a topologia do espaço for adequada. Esta é a mensagem do lema de 

Poincaré o qual pode ser assim enunciado: 

Lt.ma de Po in aré: se ,H pode se1· co nlnddo u um pont o. enl.ão f01·mas f echadas em M 

são tamb ém e:z·atas. 

O trabalho 111 = F.dr rea.lizado ao longo d' um deslocamento dr por uma força F é uma 

l-forma. Se F for deri,·á ,·e] el e um potcll cial , F = -\lU, então lV será exata: ltV = -dU. 

Sem dúvid a, foi omitida uma YasLa gama d, tópicos importante relativos às formas 

exteriores, dentre os quai . a. sua inL graçâ.o. EnLreLanto, é necessário bre,·iclade. 
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2 .6 Campos Vetoriais e Transformações 

O comportamento dos objetos de uma teoria sob mudanças de coordenadas, ou, mais 

genericamente, sob mapeamentos é um tópico fundamental. Intimamente ligadas à questão 

estão as simetrias subjacentes ao modelo. O conhecimento do grupo de simetrias de uma te

oria é importante por motivos práticos, estéticos e estruturais. Práticos, porque a resolução 

de um problema específico torna-se mais fácil quando são exploradas as simetrias que lhe 

são subjacentes. Nos casos em que há simetria, há menos graus de liberdade essenciais do 

que a dimensão do espaço ambiente. Estéticos, devido ao evidente apelo geométrico das 

transformações de simetria. Estruturais , porque permite isolar os objetos invariantes na 

teoria, os quais, em última análise, são os únicos de fato relevantes . O último aspecto tem 

um pa'pel preponderante nesta di ssertação. No formalismo Hamiltoniano (como será visto 

em detalhe) o objeto geométrico fundamental é o colchete de Poisson. O grupo de simetria 

é o das transformações canônicas, que deixam o colchete de Poisson invariante (ver seção 

3.2) . 

Antes de tratarmos de objetos complicados, veJamos o comportamento dos campos 

vetoriais e das l-formas sob mapeamentos. 

Uma função de uma variável é determinada localmente pela sua derivada. O conceito de 

derivada, estendido para mapeamentos, fornece o comportamento local dos mapeamentos. 

Chama-se de derivada </>.(p) : TpA1 -t T<P(p)N de um mapeamento </> : M -t N, no ponto 

p de /111, o objeto que segue, sendo 111 e N variedades. 

Seja v um vetor tangente a M em p , vetor velocidade no ponto p de uma curva 1 

contida em 111. Pode-se parametri zar esta curva de modo que 1(t =O)= p, d//dilt=O =v, 

usando um parâmet ro adequado t. A cun ·a 1 naturalmente pode ser mapeada por </>numa 

curva</>(!) em N, a. qual passa por </>( p) quando t =O. O vetor velocidade desta curva 

</>(! ),no ponto q)( p) , defin e a derivada do mapeamento , Yia 

(2.40) 

Vejamos a expressão da equação acima numa carta local. Sejam (x\ ... . . rm) coordenadas 
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de p em !11, e (y 1
, ...• yn), coordenadas de </>( p ) em N. Sejam (v1 , ••. ,vm ) as componentes 

d v , e (u 1
, . .. ,u 11

), as componentes de </>.(p)v. Encontra-se [1 2] 

Ôy~' 
u~ =-v". 

Ôx" 
(2.41) 

Esta relação nos mostra os seguin tes fatos : a) </>.(p) não depende da curva/, como 

é esperado; b) </>.( p ) : TpM --+ T q,(p)N é um mapeamento linear; c) quando M = N , 

é reproduzida a lei clássica de transformação de vetores sob mudança de coordenadas. 

Vale lembrar que a geometria diferencial clássica define seus objetos, via de regra, pelo 

seu comportamento frente à troca de coordenadas. Deste modo há correspondência entre 

conceitos li vres de coordenadas e conceitos da geometria diferencial clássica. 

Unindo os mapeamentos </>.(p) definidos em todos os pontos da variedade, obtém-se um 
·' 

mapeamento de todo fibrado tangente, 

</>. : TM--+ TN, </>.v = </>.(p )v (2.42) 

para v pertencente a Tpll1. 

O assunto agora será as formas exteriores. Seja </> : M --+ N um mapeamento entre 

variedades !11 e N , e e, uma k-forma em N. O mapeamento induz uma k-forma <f>*e, 

chamada imagem 1'eCÍproca, definida em M como segue. 

o valor da forma <t>•e nos vetores vb ... , Vk de TpM é o valor da forma e nas imagens 

destes vetores sob </> . Ou seja, 

(2.43) 

Numa carta local, se (:r 1
, .. . ,xm) são coordenadas de p em Me (y 1 , .. . , yn) coordenadas 

de </>( p ) em .\ · . então 9·e obtém-se simplesmente substi tuindo em e as variáveis y pelas 

variáveis x. Assim, para l-formas , 

(2.44) 

A relação acima rep rodu z a lei clássica ele transformação das componentes das l-formas. 

Tais leis de transformação fornecem um meio rápido de avali ar o caráter geométrico de um 
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dado objeto. Por exemplo. seJa o 's pct<;O d ' co ttfi guração de um sistema meca!1l co , com 

coordenad as (c/ , ... ,c/) . Dado um m<t.pca tne tt to in versível q r---t Q (q ), a transform ação das 

componentes da velocidade de uma trajetória ' dada. por 

(2.45) 

Vê-se de imediato que a.s velocidades sâ.o vetores tangentes. Analogamente, os momenta. 

são vetores cota.ngentes. De fato , caso ha ja um La.gra.ngiano L( q , q), as componentes do 

momentum são definidas segundo o mapeamento de Legendre 

f) L 
PJ.L = fJqJ.L. (2 .46) 

U sandg a última equação, é fácil verifi car que sob a transformação q r---t Q( q) a.s compo

nentes do momentum satisfazem 

(2.4 7) 

sendo que P., = fJLjfJQ.,. Aqui , L está sendo entendido como o Lagrangiano expresso 

nas novas variáveis, l(Q , Q) = L(q, q)q= q(Q)· Assim , os momenta são l-formas , devido 

à lei de t ransformação de suas componentes . Como corolário , a Mecânica Hamiltoniana 

canônica tem como palco o fibrado cotangente do espaço de configuração. Realmente, 

o Hami lton iano H( q , p ) definido pela transform açã.o de Legendre do Lagrangiano é uma 

função no fibrado cotangente, poi s q especifi ca. a posição, e p , o covetor . 

O mapeamento c/J- é linear e sat isfaz 

(2.48) 

com fJ e p formas , bem como 

(2.49) 

Um inst rumento con Yeniente pa ra ana li zar a va ri açâ.o dos ob jetos geomét ri cos sob tra.ns-

form ações é a dcri,·ada el e Lie. :-\ nt c de const ruí-la . ,·cjamos como campos Yetori a is estã.o 

intimamente li gados a transformações. Como prelimi1J ar, serão exposto:: a lguns concei-

tos sobre esses importantes objetos, os sistemas dinâmi cos . :'\ ormalm nte . os sistemas 
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dinâmicos adentram na física via uma lei ele evolução num e. paço d estados. Um sz<;-

t ema dinâmico é um campo vetorial v num a variedade 1\1. Suas curvas úliegmis 1(t), ou 

traj etórias, tem vetor tangente dado pelo campo v em cada. ponto. As curvas integrais, 

portanto, satisfazem o sistema. autônomo de equações diferenciais ordinárias de primeira 

ordem 

d~~~t) = v(l(t) ), (2.50) 

sendo que t pertence a um aberto I dos reais. Para v bem comportado [12], em cada ponto 

de M passa. uma única curva integral. A prova advém do teorema de existência e unicidade 

das soluções das equações diferenciais ordinárias. 

Muitas vezes, especialmente em situações experimentais, o tempo cumpre um papel 

diferenciado das coordenadas. Define-se então campo vetorial dependent e do tempo, que é 

um mapeamento v : ]\![ x I --+ T M tal que, para todo t fixo pertencente ao sub-intervalo 

I contido nos reais, v é um campo vetorial. As equações diferenciais correspondentes ao 

sistema dinâmico dependente do tempo são 

d, 
dt =v(!, t), tE I c R, (2.51) 

que é um sistema não autônomo. 

A discussã.o do resto da seçã.o será restrita a. campos vetoriais independentes do tempo. 

Suponha-se que cada. solução de (2 .50) pode ser prolongada para todo tempo. Chama-se 

de fluxo <I> do campo v o mapeamento uniparamétrico 

<I>:MxR--+1\1 I (p , t) f-+ <l>t(P ). (2.52) 

Acima, <I> t(P) é a curYa integral de v com condi ção ini cial p , 

<I>o(P) = P· (2. 53) 

Ou seja, modificando o parâmetro i , a. cond ição inicial vai sendo "transportada" pelo fluxo 

ao longo da trajetória Congelando o tempo t num \·a lor fixo , obtém- <:t:> um mapeamento 

da variedade nela mesma, 

I (2. 54) 
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Assim , um campo \·eto ri al induz uma t ransformação (local) em M. Reciprocamente, as 

transformações podem ser localmente representadas por campos vetoriais, de modo natural. 

Estamos aptos a const ruir a deTívada de Lie, LvD, de um campo tensorial n na direção 

de v, que representa a transformação considerada. LvD é a taxa de variação inicial de n 
na direção de v , num dado ponto da variedade. A derivada de Lie será estudada caso a 

caso. 

Se n for uma fun ção f, Lvf é simplesmente a derivada direcional de f na direção de v: 

Lvf =v(!). (2.55) 

No caso de n ser uma l-forma B, utiliza-se a imagem recíproca de() sob o fluxo <I> do 

campo .• para construir a derivada de Lie. Seja a transformação uniparamétrica induzida 

localmente por v 

I P r+ <l>t(P ). (2.56) 

Daí vem que a derivada de Lie de {) sob v é 

(2.57) 

Encontra-se [14] que, se u é um vetor tangente, 

(LvfJ) (u) = (d(fJ , u) , v)- (fJ , [v, u]), (2.58) 

sendo [, ] o comutador definido na seção 2.2. 

Quando n é um vetor tangente u , utiliza-se a inversa da derivada do mapeamento <I>t : 

(2. 59) 

Encontra-se 

Lvu = [v , u]. (2. 60) 

A deriva.da de Li e é conhecida como '·der i vacla do pesca.dor" [13] : o fluxo transforma 

fl , O pescado r O traz de \"OJta atra \·és ela imagem reCÍproca OU da inversa da derivada, e O 

compara com o obj eto original. 
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A deriYada de Lie de um tenso r é ob t ida pela regra de Leibnitz. Por exemplo , se J ' 

um tensor do Lipo (2 , 0), 

L J - (L ) JJ.v) éJ éJ )'w( L f) ) f) ] JJ.v f) (L f) ) 
v - v -8 0 -éJ + v-0 0 ~+ ~ 0 v~. 

x ll x v xJJ. uxv uxll uxv 
(2.61) 

P ara produ tos ext riores entre formas O e p, vale também 

(2.62) 

Com isto, encerra-se este capítulo, essencialmente um compêndio de pré-requisitos à 

geometrização da Mecãnica Hamiltoniana . 
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Capítulo 3 

Sistemas de Poisson 

Neste capítulo, são expostas as características básicas dos sistemas de Poisson, de uma 

maneira não demasiadamen~e abstrata. Os benefícios proporcionados pelas formulações de 

Poisson poderão ser assim apreciados. Discute-se em especial um caso particular impor

tante e ilustra tivo da Mecânica de Poisson, a Mecânica de Nambu. A seguir , uma seção é 

dedicada à aná li se da utilidade das descrições Ha.miltonia.na.s na. questão da estabilidade. 

Como fechamento apresenta-se uma. discussão a. respeito do chamado Problema. Inverso da. 

Mecânica., o qual está int imamente ligado a questão da obtenção de estruturas Hamiltonia

nas associadas a. sistemas dinâmicos. 

3.1 Sistemas de Poisson 

Os objetos fundamentais do formali smo de Poisson são o Hamiltonia.no e o tensor de 

Poisson [.S]. definidos a seguir. 

Seja M uma. ,·ari edade de estados, com dimensão m finita. Um sistema dinâmico 

Ham ilt oniano em M é um campo vetorial Vf-1: AI/ --t TM dado por (para simplificar, serão 

considerados sistemas autônomos) 

Vf-1 = J.dJ-J, ( 3.1) 

el e modo que (dF. vH ) = J (dF, dH) para. qualquer F: M --t R. Acima. J é um tensor 

elo ti po (2. 0). o tensor de Poisson, e H é o Hamiltoniano , uma. fun ção na variedade, 
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H: !VI--+ R. O ccunpo V<'torial Ha.mil toniano detcrmina lo por uma fuJJ <;ào 11 s<'ra s<' Jllpre 

denotado por um Ydor com o subscrito }} . 

Define-se sistema clinâ.n1ico Hamilton ia.no ut ili zando objetos geométr icos in t rín secos 

(campo vetorial, tensor e l-forma.) . Usando coo rdenadas (x 1
, ... ,xm), resul ta q ue o con

junto de equações difer ncia.is ordinári as a.s ociado a um sistema dinâmi co Ham iiLoniano 

e 

(3.2) 

sendo ali= 8j8x". 

O tensor de Poisson é definido de modo que o produto{,} entre duas funções A : ]vf --+ R 

e B : M--+ R , 

{A,B} = (dA,va), (3.3) 

é um colchete de Poisson. Um colchete de Po isson numa variedade M é um mapeamento 

{,} : F(!VJ) x F(J\11) --+ F(M) que associa a quaisquer elementos A e B do espaço das 

funções em M, F(J\tf), uma função {A,B} com as propriedades: 

(a) bilinearidade: 

para o: ,/1 e 1 n úmeros; 

(b) anti-simetria: 

{o:A + {J B ,C} = o:{A,C} + {J {B ,C}, 

{A ,{JB + ~tC } = {J{A, B} +!{A, C}, 

{A,B} = -{B.A}; 

(c) identidade ele J acobi: 

{A , {B,C}} + {B. {C, A}} + {C,{A,B}} = O; 

( d) regra de Lei bnitz: 

{A , BC}= {A.B}C + B{A .C}. 

(3 .4) 

(3 .. 5) 

(3 .6) 

(3.7 ) 

(3.8) 

O colchete el e Poisson torna a. álgebra elas fuJJ<;Ões lisa· em.'\ } uma álge lHa d<~ Li e . g ra<,as 

à bilinearidade , à anti- simetria e à identidad e de J acobi. 
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Localmente. 

(3 .9) 

A anti-simetria do colchete de Poisson e a. identida.de de Ja.cobi equivalem a 

]Jl.V = -JV!-L l (3.10) 

e 

(3.11) 

respectivamente. A última equação pode ser compactada usando o símbolo de anti-simetrização 

completa [vpo-], o qual atua sobre os índices por ele envolvidos [15]: 

(3.12) 

A evolução temporal de qualquer função A(x, t) devido ao fluxo Hamiltoniano é dada 

por 
. aA 

A(x,t) = {A,H} + 3t· (3.13) 

Em particular , 

(3.14) 

e, devido a anti-simetria do colchete de Poisson , 

. oH 
H= at · (3.15) 

Vê-se que nos casos em que H nao depende do tempo o Hamiltoniano é uma constante 

de movimento. Quando o Hamiltonia.no é a energia, este resultado é conhecido como lei 

de conservação da energia. De um modo geral, nos sistemas autônomos , o Hamiltoniano é 

uma função das constantes de movimento independentes do tempo. 

Outro aspecto que merece atenção é a preservação do t nsor de Poisson pelo fluxo 

Hamiltoniano. I to é, sua der i ,·ada de Li e na. d ireçào de v/·/ é nula: 
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Esta asserção pode se r pro ,·a.da usando coordcJJaclas , isto é, demonstrando que 

(L J )'·w = vP:::J )'"' + J VP() v~-'- J~-'Pf) vv =O V H U p p p . (3.17) 

Esta última quaçâ.o é ,-erificada apó usar a fo rma ex plícita do campo vetorial e a identi-

dade de J acob i. 

Os úl t imos res ultados sao obtidos apos cálculos simples envolvendo as defin ições de 

colchete de Poi sson e sistema Hamilton iano. Vale lembrar, entretanto, a importância da 

propriedade (d) dos colchetes de Poisson, a regra de Leibniz. Esta propriedade torna o 

colchete de Poi sson apropriado para equações diferenciais do tipo (3 .14). Há que se dizer , 

também, que as identidades de Jacobi tornam os campos vetoriais Hamiltonianos uma sub

álgebra da álgebra de Lie de todos os campos vetoriais. Conforme foi estabelecido, esta 

álgebra é reali zada através do comutador: [u , v] = uv- vu para u, v campos . Ocorre que 

o comutador de dois campos Hamiltoni anos é ele próprio um campo Hamiltoniano: 

[vA , V B] = -V{A,B}· (3.18) 

Isto é conseqüencia (nâo trivial) da ident idade de Jacobi. Como a totalidade dos campos 

Hamiltonianos forma um espaço vetorial linear, formam também uma álgebra de Lie em 

vista do que foi di scutido. 

Uma variedade equipada com um colchete ele Poisson é uma variedade de Poisson[19]. 

Tais variedades podem ser consideradas o ecossistema dos sistemas de Poisson. 

Demonstra- e [5][19] que, na vizinh ança de um ponto onde o posto de }J.Lv (número de 

linhas ou colun as linea rmente in dependente . que é sempre par devido a anti- simetri a) é 

constante e igual a 2n:::; m , existem coordenadas (q 1
, ... , qn ,p1 , • . . , pn,c\ ... ,c1); l = m- 2n , 

pelas quais o tensor d Poisson se representa por 

(3.19) 

sendo I a matriz identidade '!l-dimension al. :\festas coordenadas, o sistema ele Poisson 
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adquire o asp ecto 

C'= O; 

·i 81-I 
q =-a , 

Pi 
i= 1, ... ,n; 

. 81-I 
Pi =- 8qi; (3.20) 

j = 1, ... , l. 

Quando l = O, recobra-se o formalismo canônico usual, e o resultado acima é conhecido 

por teorema de Darboux. A obtenção de uma carta de Darboux, no entanto, pode ser bem 

difícil, e as coordenadas resultantes podem ter significado físico obscuro. Além disso, o 

teorema de Darboux não admite transposição para sistemas contínuos (5]. 

Quando o posto 2n de Jll-v não é máximo, de imediato tem-se det( Jll-v) O, o que 

implica na existência de l = m- 2n covetores vi tais que jJ.LVVÍ = O; j = 1, ... , l. Além 

disso, -estes covetores podem s ·~r gradientes de funções Ci : M ~ R. Em outras palavras, 

estas funções satisfazem 

j = 1, ... , l. (3.21) 

Pela definição, estas funções tem colchete de Poisson nulo com todas as demais. Mais do que 

isso: sempre existem na vizinhança de pontos onde o posto de jJ.Lv não varia (19]. Numa 

eventual transposição quântica, tais funções Ci passam a ser operadores que comutam 

com todos os observáveis no espaço de Hilbert. Daí o seu nome de funções de Casimir 

(embora não comutem tão somente com os geradores de um determinado grupo). Caso 

não dependam do tempo, estas funções de Casimir são constantes ao longo das trajetórias 

dinâmicas, pois que tem colchete de Poisson nulo com qualquer Hamiltoniano. Na verdade 

é isto que permite a existência de coordenadas nas quais o tensor de Poisson é representado 

por (3.19). 

O Hamiltoniano não é, de forma alguma , completamente definido, mesmo quando o 

tensor de Poisson já está fixado. Adicionar G( C) a 1-I não altera as equações de movimento, 

sendo G arbitrária e C uma função de Casimir. 

Por outro lado, caso det( Jll-v) =/= O em todo M (o que só é possível se o espaço de fase 

possuir dimensão par, devido a anti-simetria do tensor de Poísson), então a estrutura de 

Poisson determina uma estrutura simplética. Uma forma simplética em M é uma 2-forma 
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w fechad a não degene rad a . i s i o é, w sa Lisfa z; 

dw =O , (3.22) 

Vu =/=O, 3v\w(u, v ) =/=O, 

sendo u e v vetores tangentes. Uma variedade equipada com uma forma simplética é uma 

variedade simplética. 

Seja w = (1/2)'"'"'·~",_,dx~" 1\ dx"'; dado o tensor de Poisson, as componentes w~""' da forma 

simplética na base dual ( dx1
, ... , dxm) são exatamente as componentes da matriz inversa de 

J~"v : wJJ-v = (J-1 )JJ "' . Mas det(JJJ-"') =/=O implica na não degenerescência de w; a identidade 

de J acobi (após alguma álgebra [5]) implica na equação linear 

(3.23) 

o que significa que dw = O. Tem-se então uma conexão fundamental entre o caráter 

de álgebra de Li e da evolução temporal (através do colchete de Poisson) e a geometria 

simplética sub jacent (atra,·és da forma simplética), quando o tensor de Poisson admite 

mversa. 

Quando está defi nida uma métri ca Riemmaniana na variedade, tem-se um isomorfismo 

(mapeamento linea r biunívoco) entre TA1 e T·A1, o que permite a tradicional operação de 

abaixamento e le,·a ntamento de índi ces pela métrica. No caso de uma variedade simplética, 

existe um isomorfismo semelhante, forn ecido pela forma simpléti ca. De fato, o mapeamento 

O : T M --t r- M dado pelo produto interior de w com um vetor tangente u associa u a 

l-forma -Íuu.: tal que, para um vetor tangente v , 

(-iuw, v)= w( v , u ). 

O é um isomorfism o. com im·ersa dada pelo tensor de Poisson. Em coordenadas, 

O : Ô1, --7 u-'vp dxv, 

o-1 : dxV --7 JIIV 0/1" 
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Como j á. fo i d ito. a. est ru t ura siiiiplét ica só ex iste quando o posto de j JJ-" é máximo. 

Entretanto , a dinâm ica restrita. às superfícies nas qu ais a.s fu nções de Casim ir são constantes 

é simplética [5][19]. Estas superfíci es "folheam" o espaço de fase, do mesmo modo como uma 

cebola é folheada por suas camadas, e elas são chamadas f olhas simpléticas. A est rutura 

simplética é dad a. pela. restrição do colchete de Poisson à folha. simpléti ca. 

Em resumo, o espaço de fase dos sistemas de Poisson é mais geral do que uma varie

dade simplética., sendo folheado por estas, as quais são determinadas invaria.ntemente pelas 

funções de Ca.simir. Como exemplo, sejam as equ ações de Euler para o corpo rígido livre 

[10][20] , 

L= L x VH(L) , (3.27) 

o gradiente e o Hamiltonia.no H a energi a. cinética. Ou seja, 

(3.28) 

e 

(3.29) 

sendo (11 , 12 , h) os momentos de inércia. do corpo rígido em relação aos eixos de inércia. O 

tensor de Poi sson é representado por 

j !J-" = ( ; 

-L 
(3.30) 

e satisfaz a identidade de Jacob i. Mai s t.arcl c, será exibid a uma derivação desta estrutura 

de P oisson elo corpo rígido li vre baseada no processo el e red ução. O posto de }JJ." é 2 em 

todo o espaço de fa. e, menos na origem, onde é nulo. .A. folh as simpléticas são esferas 

cent radas na ori gem. A (úni ca) fun çã.o de Casimi r é o quadrado do módulo do momentum 
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a.ngula.r 

(3.31) 

Introduzindo coordenadas esféricas (T ,O,</; ) tais que T >O, O< O< 1r, O<</;< 21r, 

segundo L1 = T cosO sin </>, L2 = T sinO sin </> , L3 = T cos </;, encontra-se que a restrição 

do colchete de Poisson às esferas r = constante é essencialmente determinada por 

{o ,~.. } = (Jil·'-' oe o<P ) 
' '~' r àL àL 

JJ. v !' 

1 
(3.32) 

T sin </; 

Portanto, o colchete de Poisson, restrito as folhas simpléticas, de duas funções A e B é 

fornecido por 

1 (àA àB àA àB) 
{A,B}r=-Tsin </> àOà</; -à</;àO. (3.33) 

Naturalmente, estão sendo consideradas funções A e B parametricamente dependentes 
,, 

de 1·. O tensor de Poisson correspondente a (3.33) tem posto 2, e determina uma estrutura 

simplética nas esferas r = constante . 

As funções de Casimir proporcionam muita informação a respeito da estabilidade do 

movimento através do método de energia-Casimir [3]. Este método generaliza a idéia de 

Lyapunov de analisar a estabilidade usando uma função que jamais cresce no decorrer da 

evolução temporal (por exemplo, um invariante). A existência de várias funções de Casimir 

constantes pode ser conYenientemente utilizada para facilitar o estudo da estabilidade da 

dinâmica. Na seção 4.3 será considerada a relaçâ.o entre formalismo Hamihoniano genera-

lizado e estabilidade. 

Para finalizar a seção, serão assinaladas algumas propriedades relevantes do formalismo. 

Quando existe, a estrutura simplética é preservada pelo fluxo Hamiltoniano, ou seja, 

(3.34) 

Este resu ltado é provado mediante alguma álgeb ra, sendo invocado o fato de w ser por 

defin ição fechada , e eq ui\·ale a preservação el e J pelo fluxo Ha.miltoniano. Denotando a 

dimensão do espaço de fase por 2n. o produto exterior de w ronsigo própria n vezes resultará 

numa 2n-forma V , 

v = ""'' 1\ .. . 1\ U-' , (3.35) 
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preservada pelo flux o ll am il to niano (já. qu<' w o é) : 

o+ ... + o o . (3.36) 

Em um certo sen tido [11], esta 2n-forma pod e ser considerada um volume 2n-dimensional, 

embora não tenha necessariamente o aspecto canônico dx 1 A .. . A dx 2
n . A existência de um 

volume preservado associado à estrutura simplética é conhecida por teorema de Liouville. 

Quando a forma simplética é canônica, o teorema de Liouville corresponde à relação 

(3.37) 

Ou sej·a, recobra-se a não divergência usual dos campos Hamiltonianos canônicos. Existe 

também uma definição intrínseca de divergência [11], pela qual os campos Hamiltonianos 

generalizados sempre tem divergência nula. 

3.2 Te oria de Transform ação 

Esta curta seção destina-se a exibir a covariância da formulação Hamiltoniana geométrica 

sob mudanças arbitrári as de coordenadas. Isto é, as equações de mo\·imento possuem 

caráter Hamiltoniano qualquer que seja a carta utilizada, embora seu aspecto possa variar. 

Estas observações são evidentes do ponto de vista geométrico, pois v H = J .d H é uma 

equação intrínseca, mas é instrutivo observar concretamente a efetividade do formali smo. 

De resto, a seção analisa brevemente as transformações canônicas e o Teorema de Noether , 

os quais tem um papel importante nas teorias Hamiltonianas. 

Nas coordenad as ( .r1 
... . , xm ), o istema Hamiltoniano é re presentado po r 

DH 
:i·11 = yw( x )-. -(x). 

Ôx" 
(3.38) 

Sejam as coordenadas (y1 . .... ym) . relacionadas a (x1 ... xm) pelas equaçõ s 

v~-' = <P ~-' ( x ). (3.39) 
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Por hipótese, a.s equações de transformação admi tem inversa ao rneno na vi zinhança de 

um ponto. Calculando de (3.38-3 .39) a deri vada temporal de y , encontra-se 

sendo que 

j'J.LV ( ) = Ôqi' p a Ô</Jv (x( ) ) 
y ÔxP ôxa y ' 

H'(y) = H(x(y)) . 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

Assinale-se que (3.41) é justamente a lei de transformação das componentes dos tensores 

do tipo (2, O) sob troca de coordenadas [12]. Por outro lado, diferenciando (3.42) encontra

se a lei de transformação das componentes da l-forma d H: 

ôH ô<fyv ôH' 
-- --t ----

Ôx~-' Ôx~-' Ôyv · 
(3.43) 

J'~-'v(y) dado em (3.41) satisfaz todas as propriedades de um tensor de Poisson, inclusive 

a identidade de Jacobi, e portanto o sistema (3.40) é um sistema de Poisson, conforme foi 

antecipado. 

Por outro lado, transformações que envolvem o tempo como parâmetro, do tipo 

(3.44) 

destroem o caráter Hamiltoniano, pois 

(3.45) 

sendo <P'~-'(y, t) = </J11 (x(y), t), J ' e H' definidos como anteriormente. 

No formalismo canônico usual , o tensor de Poisson tem uma representação fixa. Logo, o 

caráter Hamilton iano dos sistemas usuais só é preservado pelas transformações que mantém 

invariante a forma do tensor de Poisson, as t ransformações canônicas. Por analogia, define

se transformações canônicas de sistemas Hami!Lonianos generalizados como sendo aquelas 

mudanças de coordenadas que mantém o tensor de Poi sson formalmente im·ariante (in

variância da aparênc ia): 

(3.46) 
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Tais t ·an sformações também são chamadas de dif eomorfismos de Poisson. 

Consideremos com mais detalhe o caso dos difeomorfismos de Poi sson continuamente 

conectados à identidade. Isto é, o caso em que é possível obter todas as informações sobre 

o mapeamento estudando apenas a sua versão infini tesimal 

(3.4 7) 

sendo E um parâmetro infinitesimal e ITJL uma função analítica. Substituição da lei de 

transformação infinitesimal na equação (3.46) , uso de (3.42) e expansão até primeira ordem 

em E fornece a seguinte condição sobre as funções llJL para que (3.4 7) seja uma transformação 

canomca: 

(3.48) 

Pode ser demonstrado [18] que existe localmente uma função G em termos da qual 

(3.49) 

Esta expressão realmente é uma solução de (3.48) , pois de sua substituição em (3.48) resulta 

(3.50) 

Graças a identidade de Jacobi, tal equação é sempre verdadeira. 

Relembrando a seção 2.6, pode-se considerar J11lâJL como sendo o campo vetorial que 

gera a transformação; analogamente, a função G é a geradora escalar do difeomorfismo de 

Poisson. A forma de (3.49) mostra que II é um campo vetorial Hamiltoniano, sendo G 

o Hamiltoniano associado: II = vc. Em conseqüência, o fluxo Hamiltoniano <I>t : Nf --+ 

Mjx ~---+ <I>t(x) constitui um exemplo de transform ação canônica. De fato , é possível tomar 

o tempo como parâmetro e o Hamilt oniano como fun ção geradora da transformação, 

(3.51) 

O campo vetorial Ha.miltoniano, porta nto, é um gerador de transformações canôni cas . 

Quando o Hamiltoni ano Lambém íor formalmente in variante sob um difeomorfismo de 

Poisson, as equações de mo\·imento :;ào formalmente invari antes . Esta simetria permite 
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obter uma lei de conservaçao associada. Realmente, a invariância formal de H sob a 

transformação induzida por II equivale a LnH =O, o que se verifica usando H(x + <:II) = 

H(x). Com isto, 

LrrH = II(H) = (dH, II) =O. (3.52) 

Porém, como o campo vetorial induz uma transformação canônica, 

(dH, II) = (dH, v c ) = {H, G} =O. (3.53) 

A penúltima igualdade decorre da definição intrínseca do colchete de Poisson. A conclusão 

é que se a função G independer do tempo então G é uma constante de movimento. Isto 

é, {H, G} = O. Esta é a versão Hamiltoniana do Teorema de Noether, o qual associa uma 

lei de conservação a cada transformação infinitesimal que mantém idênticas as equações de ... 
movimento. 

Os difeomorfismos de Poisson ·são o grupo de transformações das teorias Hamiltoni

anas no mesmo sentido que as isometrias são o grupo da Teoria da Relatividade Geral. 

Neste caso, a geometria subjacente está representada por uma métrica Riemmaniana, por 

definição preservada por isometrias. Mais uma vez verifica-se a analogia entre tensor de 

Poisson e métrica Riemmaniana. 

3.3 Mecânica de Nambu e Quantização 

O teorema de Liouville é de fundamental importância na Mecânica Estatística. De 

fato, o conceito de probabi lidade de ocupação de um micro-estado pressupõe o teorema 

de Liouville. Motivado por isto, Nambu [21] propôs certas equações cujo fluxo preserva 

o volume no espaço de fase. O objetivo primordial foi ampliar as fron tei ras da Mecânica 

Estatística para sistemas físicos mais gerais que os modelados pelo formalismo canônico 

usual. 

Nesta seção. será di scut ida a Mecânica de Nambu dando ênfase à sua condição de caso 

particular da Mecânica de Poisson. Isto nos possibilitará ilustrar algumas características 

fundamentais dos sistemas ele Poisson. Também haverá comentários sobre alguns tópicos 
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relacionados à quant izaçâ.o de sistemas clássicos co JYl colchete de Poisson não t ri vial, out ra 

das mot ivações de Nambu. 

Será descrit a. a Mecânica de Nambu . Considere-se um espaço de fase com dimensão n , 

possivelmente ímpar , com coordenadas (x 1
, ... x" ). Sejam também (n - 1) constantes de 

movimento independentes do tempo (H2(x), ... H 71 (x) ). ambu postulou o seguinte sistema 

dinâmico (a1 é um índice genéri co, bem como os demais a 's) : 

aj = 1, ... , n; j = 1, ... ,n. (3.54) 

Acima, E0 1 02 
.. . o n são as componentes do tensor totalmente anti-simétrico de Levi-Civita, 

com E
12

·· ·n = 1. A propriedade de anti-simetria do tensor de Levi-Civita assegura que o 

fluxo ~~m divergência usual nula ( 8x0 1 I 8x0 1 = 0) . Isto garante o teorema de Liouville. 

Pode-se representar o modelo de Nambu usando Jacobianos: 

(3.55) 

De um modo geral , a evolução temporal de uma função no espaço de fase é dada por 

F. ( ) _ 8(F, H2, ... , Hn) 8F 
x, t - a( 1 ) + a . 

X , • . . ,X 71 t 
(3.56) 

A equação acima permite observar claramente que os H; são realmente constantes ao longo 

das traj etóri as de fase, pois que são independentes do tempo . 

A forma das equações de movimento sugeriu a Nambu a int rodução do colchete multi

linear 

{F F}
= 8(FI , F2, .. . , Fn) 

1 , . .. , n 8( 1 ) 
X, . . . ,X 11 

(3 .57) 

como a entidade algébri ca essencial da sua mecâni ca. As equações de Nambu tomam o 

aspecto 

·. O ) - { . O:J H Lf } X - X , 2, . .. , 1 " 71 • (3.58) 

O colchete de ambu fu ndamenta l é { x 1
, . .. , x" } = 1. Entendendo as transformações 

canônicas como sendo aq uelas que mantém a estrutura da teoria, as transformações "canõn i-

cas" de Nambu são as que mantém o colchete de ambu inalterado. Com símbolos, se 
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xJ.L-----+ y1' = c/J''( x ) é Ullli-1 1 roca el e ,·ari á,·c is ·· u1 JJÔni ca. ',então 

(3.59) 

Estas transformações form am o grupo dos mapeamentos com Jacobiano unitário (preservam 

volume): 

o( c/J \ .. . ' c/Jn ) 
o(xl, ... ,xn ) 

=1. (3.60) 

Na Mecânica d Nambu, os "Hamiltonianos" (H2 , ..• , Hn) estão em pé de igualdade. 

Entretanto, destacando-se um deles, digamos Hn, pode-se escrever o sistema de Nambu 

conforme 

.J.L jJ.LV!:} H 
X = (N)Uv n> (3.61) 

.. 
sendo que 

(3.62) 

' 
E notável que J(/:,) acima definido possua todos os atributos necessários para a Im-

plementação de um colchete de Poisson no espaço de fase [23]-[25]! Em outras palavras, 

o formalismo de Nambu é um caso particular da Mecânica Hamiltoniana generalizada. 

Neste contexto, as constantes de movimento relegadas a um plano secundário são funções 

de Casimir com relação a J(.~J· Por outro lado, há que se notar que as transformações 

canônicas no sentido de r ambu não preservam a forma do tensor de Poisson, ou seja, não 

são transformações canônicas no sentido de Poisson [25]. 

Um tensor J com componentes 

J iW _ 1 J i-LV 
- !11 (N )> (3.63) 

sendo M uma fun ção arbi t rári a (contanto que não assuma jamais o valor nulo), também 

é aceitá.vel como rea li zação ele um ten or ele Poisson. A identidade de Jacobi permanece 

válida [23] . Quando as qnaçõcs din âmica.- são i· 1' = J 11"'o,_,H para algum Hamiltoniano H 

e JI-L"' dado acima. têm- se que 

(3.64) 
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Ou seJa, mul tip lica<;ào das ·onlpO!ICJiL<•s do C<llllJ!O din â mi co por I\1 le\·a a um campo de 

div rgência. nula .. A run ç<:lo M é dita. último 1/W.lliplicadoT [26]. Conhecendo-se (n- 1) 

constantes de mov imento independentes elo tempo H(x) i; i = 2, ... , n. sempre é possível 

encontrar um último multipli ca.clor. Geometr icamente, La.! se deve ao fato das trajetórias 

serem tangentes às (n - 1) super fícies H i = hi, hi constante. Por isto , necessariamente 

o campo X. é proporr ional a J (N)·dHn . Daí a existência do multiplicador. A estrutura 

Hamiltoniana. portanto, está realizada. Este caminho, entretanto, não é prático, pois 

pressupõe conhecer as trajetórias completamente (sinônimo do conhecimento de (n- 1) 

invariantes a.utônomos). 

A quantizaçâo de sistemas clássicos não modelados por variáveis canônicas é uma das 

motivações do est udo dos sistemas de Poisson. Podem ser citados os trabalhos de Pauli 
" 

[27] sobre a quantização de teorias de campo não locais, de Martin [28] e Sherry [29] que 

consideraram espaços de fase com variáveis fermiônicas, de Dirac [30] sobre a quantização de 

sistemas com Lagrangianos singulares, a Mecânica Hadrônica de Santilli [18] e os modelos 

simplificados da gravidade quântica de Hojman et ai. [4] . 

Essencialment e. quantiza-r um modelo clássico pelo método de Dirac [31 ][32] significa: 

a) substituir as funções no espaço de fase por operadores num espaço de Hilbert (estes 

operadores sati fazem uma álgebra não comutativa oriunda, de algum modo, da estrutura 

algébrica clássica)· b) dadas as equações ele movimento clássicas, estabelecer equações de 

evolução quânticas. 

Com respeito ao ítem a) , se a álgebra clássica estiver contida nas componentes do tensor 

de Poisson p w = {.rJ.L,x"}, a álgebra. quântica será dada pelo comutador 

[
AU AI/] A<jAI/ AI/A U "t:j"" 
x~, x = :r' :r - :r x~ = zn ~ . (3.65) 

Acima e no qu segue, um chapéu indi ca. operador. Uma dificuldade evidente é a de 

como ordenar os tf'r mos que compõem o operador ] 11 " , que pode ad,·ir de uma função 

cláss ica compli cada . Por sinal. um probicm a co111um à. quanti zaçâo mbasada no formali smo 

canônico e à emba ~ada na .\lecân ica dC' Poi sson é a questão do ordenamento dos termos 

elo operadore~ lJticlos elas funções clássicas. 
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Em sua mcca.JlJCa . Na mb u to mou o colc ll('t<' llllli Lil iJ tCa r {.T1 . .... . 1:n } como sendo a. es-

t ru t ura. algébri ca. funda mental, e procurou q u a i l t i ~<:u a part ir daí. Infeli zmente , a. Mecâni ca 

Quânti ca assim ob t id a in corri a em inconsistên cias intern as [23]. 

Por outro lado, se as equ ações ele movimento cláss icas forem i; ~" 

t racl uz-se por 
dxj.J 1 • 
-d = ~[x '' ,fl ], 

L w 

{xj.J, H}, o ítem b) 

(3.66) 

que são as equações de Heisenberg. Mes mo esta prescrição não é completamente imune a 

suspeitas . Que critérios objetivos se deve tomar para a escolha elo Hamiltoniano Clássico a 

partir elo qual se fará a quanti zação? Apesar el a respeitabilidade quase mística ela energia, 

do ponto de vista matemático qualquer função F que satisfaça i;JJ.8~"F = O é aceitável. Vale 

também questionar se quantizações baseadas em Hamiltonianos diferentes s~i.o, em algum 

sentido, unitariamente equivalentes . 

Como se con sta ta, existe ainda um a. séri e de cont rovérsias sobre a quantização de siste

mas de Poi sson que, evidentemente, se transferem à qu ant ização embasada no formali smo 

canônico usual. A at it ude de rejeitar as dú vidas levantadas como irrelevantes com certeza 

é desaconselhável e pouco críti ca. 

Como exemplo el a Mecâni ca de Nambu , será t ratado com detalhe o caso tridimensional 

[9]. Neste caso, as equações de Nambu (3.54) possuem a forma 

(3.67) 

(3.68) 

As trajetóri as sao tangentes às superfícies de nível H2 = constante e H3 = const ante, 

devido às proprieda des do produto vetori al. Isto assegura que t an to H 2 quanto H3 seriam 

Hamilton ianos ace itávci. num formali smo c! <' Poisson. 

Tomando o exemplo exp lícito determi nado 1 w l a~ escolhas 

(3.69) 

38 



.. 

H3 = - - - + -- + --1 ( (.T 1)2 (.1: ·2. )2 (x3)2 ) 
2 ;1 12 13 ' 

(3 .70) 

as equações (3.68) tornam-se exatamente as equações de Euler do corpo rígido livre tratadas 

(3. 71) 

A diferença entre os enfoques de Poisson e Nambu é que neste as duas constantes de 

movimento, energia cinética H3 e o quadrado do momentum angular 2H2 , comparecem em 

pé de i_e;ualdade. 

3.4 Estabilidade e Formulações de Poisson 

A estabilidade dos estados de equi líbrio de um dado sistema dinâmico é de importância 

fundamental. Trata-se de uma questão importante tanto para o entendimento qualitativo 

das soluções das equações diferenciais quanto para fins mais concretos como aplicações na 

Engenharia. A maioria dos estudos encontráveis na literatura recorre a uma linearização das 

equações de movimento na vizinhança do equilíbrio. Nesta seção, será exposto um método 

não-linear de análise da estabi lidade dos es tados de equilíbrio. Trata-se do método dito de 

en ergia-Casimú·[lO], que vem ganhando popu laridade crescente, em conexão com avanços 

na teoria das formulações Hami ltonianas . A seção limitar-se-á a uma breve expos ição de 

conceitos fundamentais. Para uma análise mais profunda pode-se consultar as referências 

[9] e [33]. To capítu lo cinco. a estabilidade de algumas soluções estacionárias de sistemas 

de Poisson será. tratada à luz do método de energia.-Casimir. 

Considere um sistema dinâmico 

:i.- 11 = v'' (x ), (3.72) 

autônomo. Um estado ou ponto dt t quil íb-rio , ou ain da um ponto eTÍlico X e por definição 
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satisfaz 

(3.73) 

A estabi li dade de Xe refere-se ao comportamento das trajetórias próximas a Xe· Di z-se que 

o ponto crítico é estável se soluções com condição inicial perto de Xe continuam nesta vizi

nhança por todo tempo fu turo . Em diversas ocasiões, mesmo a existência de soluções li sas 

em todo tempo é questionável. Assim, via de regra, estuda-se a estabilidade condicional, 

válida enquanto existem soluções. 

Podem ser concebidas várias formas de tornar precisa a noção de estabilidade. Um 

ponto crítico Xe é dito linea1·mente estável se a dinâmica linearizada em torno de Xe 

(3.74) 

é limitada. Acima, bx(t) = x(t) - Xe denota a perturbação em relação ao equilíbrio. Em 

outras palavras, há estabilidade linear se a solução 8x(t) de (3.74) permanece finita. 

Outro tipo de es tabilidade é a estabilidade espectral. Neste conte>.:to, Xe é estável se a 

matriz do operador de evolução linearizado, âvJJ.(xe)/âxv, não tem autovalor À com parte 

real positiva. A idéia é substituir em (3.74) 8xJJ. (t) = exp(Àt)8xJJ.(0) como proposta de 

solução. Isto determina o espectro do operador de evolução linearizado. Parte real positiva 

de À corresponde a crescimento exponencial da perturbação 8xJJ.(O) . 

Estabilidade espectral é pré-requisito para a estabilidade linear. De fato, por definição, 

a dinâmica linearizada em torno de um equilíbrio instável espectralmente exibe soluções 

que vão ao infini to. Além disso, instabilidade linear acarreta instabilidade espectral. En

t retanto , a estabil idade espectral não basta para a estabilidade linear. Por exemplo, seja 

o equih'brio (pe, qe) = (O, O) correspondente às equações canônicas advindas do Hamiltoni

ano H = p2 /2 + q4 f 4. Este equilíbrio é espectralmente estável , mas linearmente instável. 

Realmente, neste ca.so obtém-se a seguinte lineari zação: 

d8pjdt =o, d8qjdt = 8p . (3.75) 

O único autoYalor do operador de evolução li nearizado é zero, mas a dinâmica linear não é 
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limitada: 

óp(t) = óp(O), óq(t) = óq(O) + tóp(O). (3. 76) 

Na verdade, as análises espectral e linear são evidentemente simplificações. O conceito 

mais forte de estabilidade é o de estabilidade não-linear. Um equilíbrio Xe é não-linearmente 

está~el se, para toda vizinhança U de X e existe uma vizinhança V de Xe tal que trajetórias 

x(t) inicialmente em V jamais deixam U. 

À dimensão finita, que é a situação abordada nesta dissertação, a estabilidade formal 

é suficiente para a estabilidade não-linear. Diz-se que Xe é formalmente estável se há 

uma constante de movimento Hc com ponto crítico em Xe e convexa em Xe· Ou seja, a 

primeira variação 8Hc(xe) desta função é nula e a segunda variação 82 Hc(xe) é definida 

no equilíbrio. Em termos simbólicos, (âHcfâx~-')(xe ) =O e a matriz (â2Hc/âxJJ.âxv)(xe) 

possui autovalores de sinal idêntico (é definida) . Geometricamente X e é um mínimo ou 

máximo da superfície Hc = constante. Note-se que a estabilidade formal não é necessária 

para a estabilidade não-linear. O últ imo exemplo não é formalmente estável, embora seja 

evidentemente estável (o equilíbrio é um mínimo do potencial). 

A justificativa do conceito de estabilidade formal pode ser entendida por um argumento 

heurístico. Imaginem-se as superfícies de nível de Hc no espaço de fase numa vizinhança 

do ponto de equilíbrio. Para um máximo ou mínimo, estas superfícies serão compactas 

(finitas e fechadas). Se o equilíbrio é perturbado num dado instante, o sistema recairá 

numa superfície de nível próxima e permanecerá aí no tempo subseqüente. Isto graças ao 

fato de H c ser conservado: as trajetórias se dão com valores constantes de H c . Daí segue 

imediatamente a estabi lidade. 

Entretanto, vale lembrar que em dimensões infinitas ocorrem parti cularidades analítico

funcionais que impedem que a estabilidade forma.] seja suficiente para a não-linear. A 

topologia do espaço de fase (no caso, um espaço fuiJCÍonal) tem um papel importante nesta 

questão [3] . 

Finalmente, é importante assinalar que estabi lidade linear nao garante est abilidade 
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formal. Por ex mplo seja a d inâ mi ca canôni ca deri vada el o Hamiltoniano [33][34] 

(3.77) 

com w 1 ,2 > O e o constantes. A origem é um equilíbrio linearmente estável, mas ocorre 

que [)2 H/ 8xJJ.8x'"'(O) não é definida graças a.o sinal negativo no segundo termo de H. Além 

disso, na vizinhança da origem existem condições iniciais correspondentes a soluções que 

divergem em tempo finito. De resto, sistemas Hamiltonianos com três ou mais graus de 

liberdade podem exibir o fenômeno da difusão de Arnold. Este é um mecanismo capaz de 

tornar instável um equilíbrio linearmente estável. 

O método de energia-Casimir fornece condições suficientes para a estabilidade nao

linear. Considera-se abaixo apenas sua versão mais simples, adaptada a problemas de 
·' 

dimensão finita. Nestes casos, a proposta básica é obter critérios para a estabilidade formal. 

O método de energia-Casimir compõe-se de quatro etapas (a dimensão finita), expostas 

no que segue. 

A. Formulação Hami ltoniana. 

Encontrar um Hamil toniano H e um colchete de Poisson {,} tais que a dinâmica adquira 

caráter Hamiltoniano: 

(3 . 78) 

B. Constantes de Movimento. 

O objetivo desta etapa é arrolar constantes de movimento que auxiliem na determinação 

de critérios para a estabilidade formal. Uma abordagem útil é procurar funções de Casimir 

do colchete de Poisson. Isto é, as funções CJ : M -+ R que satisfazem ) 11 '"' a.., C i = O. 

Frequentemente esta tarefa pode ser feita por in speção. Outros invarian tes eventualmente 

presentes além das fun ções de Casimir devem ser levados em consideração t ambém, eviden-

temente. 

C. Primeira Var iação . 

Relacionar o equ ilíbrio X e às constantes C requerendo que 

Hc =H+ G'(C) (3.79) 
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tenha um ponto crí t ico em X e , para alguma. fun çào ajust ável G( C) . Foi tom ado o caso 

em que há somente uma função C, apenas po r cla reza na notação. A função Hc é cha

mada de fun ção de energi a-Casimir. A rigor , não é garantida a existência da função de 

energia-Casimir apropriada , isto é, com valor es tacionário no equilíbrio. Porém , os exem-

plos tratados nesta dissertação não oferecem problemas neste sentido. 

D. Segunda Variação. Estabilidade Formal. 

Analizar em que condições a segunda variação 82 H c(xe) é definida. Isto é, verificar 

se os autovalores de fj2 H c/ fJxJ.Lox 11 (xe) são todos não nulos e de mesmo sinal. Uma vez 

atestada a estabilidade formal, encerra-se a análise, a qual é suficiente mas não necessária 

para a estabilidade. 

A ljnearização do movimento na vizinhança de um equilíbrio formalmente estável de 

acordo com o método de energia-Casimir possui belas características. Para observá-las, 

note-se que a dinâmica também pode ser representada por 

(3.80) 

Isto é, a adição de uma função arbitrária de C ao Hamiltoniano não muda as equações 

de evolução (considerando que não existem constantes de movimentos além das funções de 

Casimir). Linearizando o movimento em torno de X e , o qual satisfaz 011 Hc (xe) = O, pelo 

critério da primeira variação, obtém-se 

d r: J.L - JJ.LV ( ) éJ r:2 H 
dt uX - X e 88xv o c, (3.81) 

sendo que 

(3.82) 

Ou seja, a dinâmi ca linearizada é Hanúltoniana com respeito ao tensor de Poisson constante 

jJ.Lv(xe) e ao Hamiltoniano 82Hc . A estabilidade linear pode ser provada em decorrência 

di sto. De fato, as traj etórias 8x(t) permanecerão nas superfícies de nÍYe] do Hamiltoni ano 

82 Hc . Mas estas superfícies são compactas, já. que o equilíbrio é um máx imo ou mínimo 

local. Daí segue a es tabilidade linear. 
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3.5 O Problema Inverso da Mecânica 

O Problema fn veTso da Mecânica consiste em descobrir se um dado sistema dinâmico é 

dedutível de um determinado princípio variacional. Esta questão está intimamente ligada 

à possibilidade de encontrar estruturas de Poi sson associadas a um conjunto de equações . 

Nesta seção serão discutidas as conexões entre sistemas de Poisson e sistemas adv indos de 

princípios variacionais. Ao mesmo tempo, será preparado terreno para o próximo capítulo, 

destinado à construção de um método de obtenção de estruturas de Poisson. 

O Problema Inverso da Mecânica possui uma história extensa, e ainda é um campo 

de pesquisa bastante ativo. Suas diversas formulações e implicações estão expostas por 

Santilli, o grande responsável pela popularização do Problema Inverso nos últimos anos, .. 
em [17] e [18]. 

Serão analisados apenas os resultados do Problema Inverso diretamente relevantes para 

o presente estudo. Será dada atenção basicamente aos chamados sistemas Birkhoffianos 

[18], tratados por Birkhoff [36]. Inicialmente, serão enumerados alguns fatos elementares 

que motivaram a introdução destes sistemas. 

Seja o espaço de fase tradicional, algum fibrado cotangente, sendo descrito por n mo

menta (p1 , ... ,pn) e n coordenadas canonicamente conjugadas (q1
, ... , qn) . As trajetórias 

dinâmicas unindo condições iniciais (p(t 1) , q (t 1)) e finais (p(t 2 ), q(t 2 )) , segundo o princípio 

de Hamilton modificado [35], são aquelas que ex tremizam o funcional da ação, 

(3.83) 

Estas traj etóri as são obtidas das equações de Hamilton canônicas com Hamiltoniano 

dado por H(p , q , t). O super-índice "O" no fu nciona.! da ação tem uma justificativa que 

logo ficará clara. 

Conforme vem sendo dito desde a int rodução desta dissertação, as equações de Hamilton 

canônicas não são capazes de modelar, nas coordenadas e tempo origin ais, um grande 

número de sistemas din âmicos. Daí a importância do estudo de formulações mais gerais . 

Teste espírito , o integrando no funcional da ação será generali zado de um modo natural. 
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Note que o integra ndo na ação é linear nas deri vadas primeiras é]''. Reescreveremos a 

ação sugestivamente como 

(3.84) 

sendo que 
11 = l, ... ,n; 

11 = n + 1, ... , 2n 
(3.85) 

e 

{
o, 

Ff= 
1-' pJ.l. , 

11 = l, ... ,n; 

fl = n + 1, ... , 2n. 
(3.86) 

A forma das funções ~(x) leva às equações de Hamilton tradicionais. A ação será 

generalizada permitindo que tenha como integrando a dependência linear mais geral possível 
... 

nas velocidades :i;JJ.. Com isto, obtém-se a ação Pfaffiana [18] 

1
t 2 

S[x] = dt(RJJ.(x, t)xJ.l.- B(x , t)), 
t) 

(3.87) 

com RJJ. e B funções arbitrárias . Aplicando o princípio de Hamilton modificado a este 

funcional (seja qual for a dimensão do espaço de fase), encontram-se as equações de Birkho.ff 

(3.88) 

sendo que 8t = 8j8t. A função B é chamada de Birkhoffiano. 

As equações de Birkhoff são universais [37], no sentido em que qualquer sistema dinâmico 

num espaço de dimensão par 

11 = 1, ... , 2n (3.89) 

equivale, localmente, a um sistema de Birkhoff nas coordenadas e tempo (x, t). Isto é, 

existem funções B e (R1 • . .. , Rn) tais que 

(3.90) 

Com uma transformação de coordenadas e tempo apropriada, é possível colocar as 

equações de Birkhoff na fo rma Hamiltoni ana canônica. Este é o teoTenw de Lie-f{oenigs 
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[26], o qual é de caráte r local Naturalmente, em utsos genéri cos, é muito difícil encontrar 

a mudança de vari áve is adequada, e esta fatalmente só tem validade local. Além disso, 

do ponto de vista da intuição, é mais apropriado trabalhar com as coordenadas e tempo 

originais do observador. 

Uma das características fundamentais dos sistemas de Birkhoff é a existência de uma 

geometria simplética subjacente. De fato , a 2-forma w = (l/2)w~-'"dx~-' 1\ dx" é simplética, 

com 

Esta estrutura simplética depende explicitamente do tempo. Embora esta não seja 

uma ocorrência comum na geometria diferencial, trata-se de um fenômeno corriqueiro em 

construções práticas de modelos de Birkhoff [18] ou de Poissor, conforme será visto nesta 

dissertação. A presença do parâmetro tempoi·al em w acarreta algumas questões técnicas 

[38]. Por outro lado, o aparecimento do tempo na forma simplética é essencial para a 

universalidade, no sentido exposto, das equações de Birkhoff [39]. 

Provavelmente, a uni versalidade das descrições Birkhoffianas é o grande resultado da 

história do Problema Inverso da Mecânica. Deve-se observar, entretanto, que esta conclusão 

é apenas uma garantia da existência em nível local da formulação variacional. A obtenção 

da estrutura Birkhoffiana é um problema paralelo. 

Não é objetivo deste estudo fazer a discussão detalhada da Mecânica de Birkhoff. Ape

nas será analisada a equivalência ou não entre os dois formalismos, de Birkhoff e de Poisson. 

Observe-se que o princípio variacional aplicado a ações Pfaffianas leva as equações de 

Birkhoff 

sendo utilizada a notação 

nJ.L" = a11 R.., - a"RI-L, 

D11 = 8J1.B + 8tRw 

(3.92) 

(3.93) 

(3 .94) 

Ou seja , as equações originais i :I-L = v~' (x , t) só serão descritas pelo princípio variacional 

indiretamente. após im·ersã.o da ma tri z DJJ...,. Resta reescrever as equações de Birkhoff 
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conforme 

(3.95) 

Acima, f/." " é a matriz inversa de D.,w · 

Conclui-se que sistemas dinâmicos em espaços de dimensão ímpar jamais são deriváveis 

de um princípio variacional de Pfaff, pois não existe a inversa de D.,..v (a anti-simetria leva 

a det(D.ttv) = O, em espaços de dimensão Ímpar). Neste sentido , o formalismo de Poisson 

é mais gei-al, pois se aplica a espaços de fase de dimensão arbitrária. De outra parte, 

mesmo se a dimensão do espaço for par, não existe teorema que garanta a existência de 

uma descrição de Poisson . Por este aspecto, a Mecânica de Birkhoff é mais geral. 

Quando Otfl.tt" = O e det(D.,.w) f. O, existe uma descrição de Poisson naturalmente 

associada a uma descrição de Birkhoff. De fato, neste caso basta isolar as velocidades nas 

equações de Birkhoff, obtendo 

(3.96) 

No modelo de Poisson, o Hamiltoniano pode ser tomado como sendo o Birkhoffiano, 

e as componentes do tensor de Poisson podem ser tomadas como os elementos da matriz 

fl.tt". Todas as propriedades de uma estrutura de Poisson são verificadas. Reciproca

mente, quando se tem um sistema Hamiltoniano generalizado (3.2) com tensor de Poisson 

autônomo e nâ.o degenerado ( det( ]tt") f. 0), tem-se um sistema. de Birkhoff associado. 

Basta encontrar a inversa wtt" de ]tt" e reescrever as equações de movimento conforme 

(3.97) 

Relembra.mos gue as identidades de J acob i satisfeitas pelo tensor de Poi sson acarretam 

que a. form a w de componentes dadas po1: w11 v é fechada . isto é, dw =O (ver eq. (3.2:3)). O 

lema de Poincaré neste caso ga.ra.nte a existência, localmente, de uma l-forma R= R,..dxtt 

tal que w = dR. En1 coordenadas, 

(3.98) 

Definindo o Birkhoffia.no como sendo o Ha.miltoni ano e encontrando a l-forma R , tem-se 

os elementos básicos do formalismo de Birkhoff. 
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Como il usLra.çào, será a presentada a. formu laçã.o Birkhoffia.na. do movimento nao rela

tivístico de uma. partícula carregada. sob ação de um campo magnético [40]. Antes di sso, 

será revist a. a. descrição canônica deste movimento. Como é bem sabido, nesta. formulação 

a dinâmica está contida no Hamiltoniano 

1 e 
H= -(P- -A(q, t)) 2 + e<f>(q,t), 

2m c 
(3.99) 

sendo x = ( q , P) a posição no espaço de fase, A o potencial vetor, </> o potencial escalar, 

m a. massa., e a carga. e c a. velocidade da luz. As coordenadas ( q, P) são de uma carta de 

Darboux, isto é, a forma simplética tem aspecto canônico, 

w = dPi A dq'. (3.100) 

·' 
Na última equação e no resto desta seção, os índices latinos variam de um a três e os gregos 

de um a seis . As equações de Hamilton tem a aparência. tradicional , e são dadas por 

c/ = ôH = I_(P;- _:A;) 
ôP; m c 

(3.101) 

e 

· ôH e ÔAj e ô</> 
Pi = --

8
. = ---

8
. (Pj- -AJ) + e-

8 
., 

q' me q' c q' 
(3.102) 

que, combinadas, resultam na equação de Lorentz escrita em termos dos potenciais, 

mi/ =-e ô</>. _ .:ôA; + .:(ôAj _ ôA·i )qj. 
Ôq' c ôt c Ôq' ÔqJ 

(3.103) 

É importante observar que o momentum canônico P não é o momentum mecânico rnq, 

P 
. e 

= m q + -A. 
c 

(3 .104) 

Na verdade, tradicionalmente o campo magnét ico é incluído no formali smo introduzindo o 

potencial A e modifi cando o momentum pela regra P ---7 P + eA/ c (o campo m agnético, 

então , é B = \7 x A) . 

Por outro lado , a descriçã.o de Birkhoff tem por elementos o Birkhoffia.no 

(3 .105) 
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e as funções fl ,, da das por 

{ 

pJ.I + eA 1)c, 
R/.L = 

o, 
f-l = 1,2,3; 

Jl = 4, 5, 6. 
(3.106) 

O estado da partícula é especificado pelas variáveis ( q , p ). As equações de Birkhoff 

n.J.LV±v = 8/.LB+ôtR/).1 com n/).V = ô/).RV - aVR/).1 dividem-se em dois grupos. Para J1 = 1, 2, 3, 

tem-se que 

~(a Ai _ a A; )il- zi; =e a<P. + ~a A;. 
c aq• aqJ aq• c at 

(3.107) 

Para f-l = 4, 5, 6, tem-se que 
. ; ]J; 
q - -- . 

m 
(3.108) 

Combinados, os dois grupos resultam na equação de Lorentz. 
·' 

O que é importante notar é que o momentum p na formulação de Birkhoff é o momentum 

mecânico. Consequentemente, no Birkhoffiano não há sinal do campo magnético, embutido 

no potencial vetor. Na presente descrição, incluir o campo magnético significa alterar a 

]JTÓ]JTÍa geometria do espaço de fase, embutida na forma simplética n. Esta é dada por 

n = 1 -n d x/.L /\ dxv 2 /).V 

d d ; e ( a A i a A; ) d i d i 
Pi A q + - -a . - -a . q A q . 

2c q' qJ 

(3.109) 

Como EijkBk = aAj jaqi- aA;jfJqj, é possível escrever n sem mencionar o potencial vetor, 

o qual nã.o é um objeto físico devido à liberdade de calibre: 

(3.110) 

Quando o campo magnético é nulo , a geometria simplética da formulação Birkhoffiana 

recai na geometria simplética canônica.. 

No proxímo capítulo será anali sado o tema. principal desta. dissertação, qual seJa, o 

problema de deri\·ar formu lações de Poisson a. partir das equações de movimento. 
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Capítulo 4 

Formulações de Poisson para Sistemas 

Dinâmicos 

·' 
No capítulo anterior, foi mostrada a importância das formulações de Poisson bem como 

sua relação com formulações alternativas da Mecânica. No entanto, dado um sistema 

dinâmico particular, encontrar uma estrutura de Poisson associada pode ser uma tarefa 

complicada. Neste capítulo, é exposto um procedimento natural para construir formulações 

Hamiltonianas generalizadas. O método aqui proposto sempre dá resultado (localmente), 

quando a dimensâo do espaço de fase não excede três. De início, na seção 4.1, são tratadas as 

abordagens existentes para a derivação de descrições de Poisson. Em especial, é discutido 

o procedimento de redução em sistemas Hamiltonianos. Na seção seguinte, é exibida a 

estratégia proposta neste trabalho. As seções 4.3 e 4.4 dedicam-se à análise minuciosa do 

caso em que a dimensão do espaço de fase é três. 

4 .1 C aminhos que conduzem a D escrições de Poisson 

Existem poucos métodos dedutivos para encontrar estruturas de Poisson. Normalmente 

a t át ica utili zada é a intuição. Por outro lado, os métodos existentes requerem virtualmente 

a integração do sistema. sob est udo. Em outras palavras, exigem o conhecimento de um 

grande número de integrai s primeiras independentes. Na prática, raramente há tanta in

formação di sponÍYel, especialmente se a dimensionalidade for alta. 
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Darboux [41] pela primeira vez; demon st rou qu(' sistemas bidimensionais sempre podem 

ser descritos por um Lagrangiano e em conseqüência por um Hamiltoniano. Sua prova con

sistiu em red uzir o problema de encontrar o Lagrangiano a uma equação diferencial parcial 

de primeira ordem linear. Pelo teorema de Cauchy- Kovalevsky, tais equações admitem 

infinitas soluções (locais) . Para referência futura, será exibido o argumento de Darboux. 

Seja uma equação de segunda ordem (espaço de fase bidimensional) genéri ca 

ij = A(q, q, t). ( 4.1) 

Se esta equação equivale a alguma equação de Euler-Lagrange 

( 4.2) 

então o Lagrangiano satisfaz 

( 4.3) 

Denotando [J2Ljôq2 por w(q,q,t) e derivando a equação acima frente a q, encontra-se o 

problema linear 

( 4.4) 

que sempre admite solução local. Integrando w duas vezes obtém-se o Lagrangiano. Re

lembramos que no curso desta análise todas as funções são consideradas infinitamente 

diferenciáveis, os campos vetoriais regulares, e assim por di ante. 

Existem formas alternativas de calcular explicitamente um La.grangiano (42] e um Ha

miltonia.no [43] associados a. modelos bidimensionais, desde que se conheça. um invariante 

autônomo. Nos ca.sos .!V-dimensionais, com (N - 1) inYari antes autónomos , temos à dis-

posição a. formulação Hami ltoniana. do tipo de Nambu, descrita em 3.3. Além disso, existem 

alguns resul tados concernentes a descri çôes Birkhoffianas [1 8]. 

Embora não seja dedutivo, o método existente mais poderoso para encontrar formulações 

Ha.miltonianas é o processo de Ted'Ução [11 ][33]. De um modo simpl ificado , a redução con

siste em isolar a dinâmi ca. ele determinados graus de liberdade em detrimento de outros. A 
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dinâmica. reduz ida possui est rut ura. de Poisson oriund a da e trutura de Poisson do sistem a 

completo. A redução , num certo sent ido , é uma integração por partes do problema. 

No que segue, serão examinadas com maior detalhe as asserções do último parágrafo. 

Existem duas etapas na. redução, uma concernente ao tensor de Poisson e outra ao Ha

miltoniano. Ao final, obtém-se um espaço de fas e reduzido , de dimensão menor que o 

original. De modo notável , a. dinâmica reduzida. é Hamiltoniana. Isto possibilita encontrar 

formulações de Poisson para. sistemas de dimensão menor a partir da redução de sistemas de 

dimensão maior. Ao final desta seção, o processo de redução será visualiza.do concretamente 

no exemplo do corpo rígido livre. 

Considere-se um sistema Hamilton i ano canônico, 2N -dimensional, com colchete de Pois

son canônico definido via 

JÇ" ~ (~I ~) ( 4.5) 

A restrição de considerar um sistema canônico não é fundamental. Esta opção foi mera 

questão de conveniência. Vejamos em que condi ções é possível efetuar uma redução neste 

modelo Hami lton iano. 

Seja. um conjunto de fun ções yQ(x), a= 1, ... , M, com 111 < 2N, e duas funções F e G 

que tenham dependência nas variáveis x at ravés das variáveis y : 

F(x) = F(y(x)), G(x) = G(y(x)). (4.6) 

Para esta classe de funções, a regra. da. cadeia leva. a expressão 

{F G} = DF ( f)yi.L J puoy" ) oG 
' Oy 11 OXP C 0Xq Oy" ' ( 4. 7) 

sendo que eliminamos a ba rra em F e G'. A quantidade 

(4.8) 

geralmente é função de x. Entretanto , é po:;sível que somente dependa das vanave1s y. 

Quando esta. condição de clausum é satisfeita, }ll" (y) pode ser encarado como um tensor 

de Poisson nas Yariá.veis y. De fato, a identidade de Jacobi e a anti-simetria do tensor de 
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Poisson nas ,·a riá.veis y permanecem válidas . Gscrcver o tensor de Poisson em termos de um 

conjunto reduzido de ,·ar iá.veis const itui a. primeira etapa. do processo de redução. Observe

se que as relações yo = ycx( x ) não defin em uma. mud ança de coordenadas. Realmente, em 

geral é imposs ível inverter estas relações, já que ex iste um número maior de coordenadas 

x do que variáveis y. 

A segunda parte da redução requer a validade da equação 

H(x) = fi(y) (4.9) 

para alguma função fi . Este requerimento não é trivial, e supõe a existência de graus de 

liberdade ignoráveis. Isto , por sua vez, equivale a existência de alguma simetria no modelo. 

Uma vez satisfeitos os critérios de clausura do tensor de Poisson e de simetria do Hamil-
·' 

toniano, encerra-se a redução. Ao final, obtém-se equações de movimento Hamiltonianas 

envolvendo apenas coordenadas (y 1 , .. . , yM), do espaço de fase reduzido, 

M<2N 

i/ = L J~"v(y)ovfl(y). ( 4.10) 
v= I 

A conexao entre simetria e redução em sistemas Hamiltonianos pode ser analisada 

com grande profundidade. Nas referências [5](11 ](33] encontram-se maiores detalhes. O 

propósito principal desta seção é verificar como a redução possibilita a derivação de es-

truturas de Poisson. Assim, meramente serão ilustradas as idéias expostas acima com o 

exemplo do corpo rígido livre. 

Inicialmente, será exibida a descriçã.o canônica do corpo rígido livre, e então será feita 

a redução. O corpo rígido livre não está sujeito a forças externas. Assim, é conveniente 

tomar o centro de massa como a origem do sistema de referência. A posição do corpo é es

pecificada, neste referencial, apenas por três ângulos. Os âng ulos de Euler X = (XJ: x2 , x3 ) 

podem ser escolhidos como coordenadas do espaço de configuração [3.5]. Para encontrar a. 

descrição canônica, é preciso efetuar a transformação de Legendre do Lagrangiano L(x, x ). 

Orientando os eixos do sistema de referência de modo a deixá-los paralelos aos eixos prin-

cipais do corpo , o La.grangiano toma o aspecto 

( 4.11) 
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sendo que (11 , 12 , 13 ) sà.o os momentos de iuércia c as ,·elocicl ades angulares em tomo dos 

eixos principais (w1 , w2 , w3 ) relacionam-se com os ângulos de Euler por [35] 

WJ (X, X) 

w2(x, x) 

w3(x,x) 

( 4.12) 

Por inspeção do Lagrangiano ( 4.11) e das expressões das velocidades angulares em termos 

de (x, x), conclui-se que o Lagrangiano nas novas coordenadas é uma forma quadrática 

homogênea das velocidades x. Isto é, 

(4.13) 

para uma certa matriz simétrica 9ii . A forma exata desta matriz não é importante para o 

que segue. O que importa é que no caso a tranformação de Legendre é simplesmente 

H(p, x) Pái- L 

~9ii (X)Xâi = L, 

(4.14) 

sendo que as velocidades estão sendo entendidas como funções dos momenta através de 

Pi = 8Lf8x; = 9iiXi· Ou seja, o Hamiltoniano é o Lagrangiano expresso em termos das 

coordenadas canônicas. 

Porém, o Lagra.ngiano como função das velocidades angulares w possui uma. expressão 

bastante simples. De fato , usando ( 4.11), vem que 

(4.15) 

ou ainda, usando os momenta de rotação em torno dos eixos principais L; l iwi (sem 

soma) , 

} ,_1 ( Li L ~ L~) ]---+- + - . 
2 11 12 13 

(4.16) 

dependente apenas de (L1 , L2 , L3 ) . As variáveis ( L1 , L2 . L3 ). portanto, são excelentes can-

didatas a co01·denadas de um espaço de fa se Tedu:::"ido! Resta apenas verificar se os colchetes 
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de Poisson canônicos {L ;, L i } podem ser c:-; prcssos em Lermos somente das velocidades an

gulares. A verificação des ta condição de clausura encerra o processo de redução. Cálculos 

longos e pouco elucid ativos de fato confi rmam o requerimento de clausura. Meramente 

exporemos o resultado final : 

fJL; fJLi ôLi ôL; 
---------
ox.z. opk 
- EijkLk, 

que equivale ao tensor de Poisson exibido na seção 3.1. 

( 4.17) 

Em conclusão, a dinâmica Hamiltoniana no espaço de fase reduzido é dada por Li 

{Li,H(L)}, sendo H(L) definido em (4.16) e o colchete de Poisson em (4.17). As equações 

de movimento coincidem com as equações de Euler. 

Diversas descrições Hamiltonianas não-canônicas foram derivadas da redução de des

crições canônicas. Boa parte dos tensores de Poisson assim derivados dependem linearmente 

das coordenadas, como no caso do corpo rígido livre: 

( 4.18) 

sendo que c~v são números. Devido a anti-simetria e a identidade de Jacobi , estas constantes 

satisfazem 

( 4.19) 

( 4.20) 

Com isto, as constantes c~v qualificam-se como constantes de estrutura de uma álgebra de 

Lie, e o colchete de Poisson associado chama-se colchete de Lie-Poisson [5]. Às vezes, por 

transformaçã.o de coordenadas é possível transformar um colchete de Poisson que não é de 

Lie-Poisson em um colchete de Lie-Poisson. Ent retanto, no momento não existem critérios 

universais a este r speito. 

Vale lembrar que a escolha das variáxeis que permitem a. redução não é uma tarefa óbvia. 

Frequentemente algum t ipo de ansat::: é tomado como ponto de partida [33] . Por outro lado, 
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a principal vantagem el o método exposto na próxima seção é seu caráter dedutivo. Conforme 

será visto, seguindo a estratégia a ser proposta, será. clecluzicla a estrutura ele Poi sson mai s 

geral possível para. o corpo rígido livre. A est ru t ura Hamiltoniana assim obtida generali za 

em muito a encontrada por redução. Em particular, o colchete que será construído não é 

ele Li e-Poisson. 

4 .2 Teoria B ásica 

A estratégia que será. adotada para deduzir estruturas Hamiltonianas será a mais direta 

e conceitualmente simples possível. Não será. utilizado um número proibitivo de constantes 

de movimento, nem transformações de coordenadas que trivializam a dinâmica (mas que 

são de obtenção tão difícil quanto a integração do problema em si). 

Serão tratados sistemas dinâmicos genéricos do tipo 

x~-'- v~-'(x t)· . 
- ' ' f..l = l, ... ,N, (4.21) 

e o problema de encontrar sua formulação de Poisson. Isto equivale a obter um Hamiltoni-

ano e um tensor de Poisson apropriados. 

O primeiro ingrediente a comparecer numa descrição Hamiltoniana ele ( 4.21) e um 

Hamiltoniano H(x, t), isto é, uma função que satisfaz 

dH ôH 

dt ôt 

ao longo elas trajetórias. Em outras palavras, 

(4.22) 

( 4.23) 

Geometricamente, o Hamiltoniano é definido de forma que, para cada valor instantâneo 

t0 do tempo, as trajetórias são tangentes à superfície H(x, t0 ) constante (definida para t 

congelado). Em casos específicos , H pode ser um invariante autônomo. 

Como a equ a.çã.o satisfeita. por H é line.ar. está garantida a. existência. de solução local. 

Evidentemente para nós somente soluções ,·ál idas ao menos numa região têm ut ilidade 

prática. 

56 



• 

Suponha que há. à mã.o um I-Ia.milton iano , obt ido resoh ·endo ( 4.23). O próximo ingre

diente de uma descrição de Poisson é um tenso-r de Po1:sson J. Estes tensores do tipo (2, O) 

caracteri zam-se pela ant i-simetria e por implementarem um colchete de Poisson no espaço 

de fase. Inicialmente, a. propriedade de ant i-simetri a. será fo calizada. 

Seja, pois, uma matriz ant i-s imétri ca ) 11-" tal que 

( 4.24) 

para vil- e H dados. O conjunto de equações acima será encarado como um sistema linear 

nas componentes de }11-". À primeira vista, este sistema de N equações permite expressar N 

componentes da matriz J11-" em termos das demais , de vJJ. e de 811-H. Na verdade, é possível 

isolar apenas (N- 1) componentes. A info:·mação de uma das equações já está contida na 

relação vJJ-811-H =O. Esta é a mensagem do lema que segue (numerando as coordenadas de 

modo que fJNH =F 0): 

Lema: Se para jJJ." anti-simétrico e H(x , t) satisfazendo ( 4.23), 

s = l, ... ,(N -1), ( 4.25) 

então 

( 4.26) 

Prova: em vista de ( 4. 25), a condição ( 4.23) pode ser expandida como 

N- 1 

L f)JJ.J-[J11-"f)vH + VNONH =O. ( 4.27) 
Jl=l 

Somando e diminuindo J N"fJ11 H , vem 

( 4.28) 

sendo que 

( 4.29) 

O lema segue t ri vialmente da. anti-simetria de P " e do fa to de termos escolhido fJNH =/:-O . 
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... 

Co rol ário: . · C' ('1. 2.) ) for d i id a , então 

N-1 

J''N = -JN ~' =(v~' - L J ~'"'o.., H)foNH, ( 4.30) 
v= l 

isto é, (N- 1) dentre as componentes independentes da matriz }J.L"' podem ser expressas 

em termos das componentes restantes, de vJ.L e de o.., H . A prova é obtida resolvendo ( 4.25) 

como um sistema li near para ] N"' . 

Observe-se que, em ( 4.29), fez-se questão de colocar um asterisco no colchete {H, H} . 

Com isto, assinalou-se que {H, H}* não é um colchete de Poisson, pois ainda não foi imposta 

a identidade de J acobi. Isto é, neste estágio }J.L"' é apenas uma matriz anti-simétrica que 

permite escrever o sistema dinâmico ( 4.21) na forma pré-Hamiltoniana ( 4.24). Agora, . 
será exigido que }J.L"' sejam as componentes de uon tensor de Poisson. Neste caso, vale a 

identidade de J acobi 

{A, {B,C}} + {B, {C,A}} + {C,{A,B}} =O, ( 4.31) 

sendo A, B e C funções arbitrári as e 

( 4.32) 

A identidade de Jacobi é verdadeira se e somente se 

(4.33) 

ou seja , se e somente se 

(4.34) 

Estas últimas relações também serão referidas como "identidades de Jacobi". Ao todo, 

estas são N!/(3~ ( !\' - 3 ) ~ ) equ ações a serem impostas sobre as (N- 1)(N- 2)/2 funções 

F 5 (1· < s = 1, .... (.\" - 1) ). ain da arbitrárias, na matriz Jl' "'. Para N < 3 as identidades de 

J acobi ( 4.34) são tri\·i almente sat isfeitas e a formul ação de Poisson completa. P ara N > 3 

as identidades de J acobi formam um sistema sobredeterminado e, em geral, quasilinear , 
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cuj a análi se é dC'Ii ccl cla. Pa.ra. o caso es pecial m que A = :3 o problema. se reduz a uma 

equação a uma incógnit a.. É notável que es ta equação seja uma equação linear, conforme 

se constatará. 

Na próxima seção, será analisada com detalhe a metodologia proposta, no caso tridi

mensional. 

4.3 O Caso Tridimensional 

Sistemas tridimensionais são um tópico importante da Física-Matemática. A menos que 

o tempo compareça explicitamente nas equações de movimento, três é a dimensão mínima 

que suporta regimes caóticos. Há que se notar, também, que modelos tridimensionais 

frequentemente são usados em aplicações. O corpo rígido livre, a dinâmica de raios na 

Ótica de um meio axisimétrico [9], a interação ressonante de três ondas segundo várias 

condições [44]-[46], o sistema. de Rossler [47], o sistema de Lorenz [48], sistemas de Lotka

Volterra tridimensionais [49], a dinâmica em lasers descritos pelas equações de Lamb [50] e 

Maxwell-Bloch [51], o d.ínamo de Rikitake [52] e vários outros sistemas físicos, químicos e 

biológicos constituem modelos tridimensionais. É de interesse obter, na medida do possível, 

estruturas Hamiltoni anas para sistemas tridimensionais. 

Nesta seção será desenvolvida minuciosamente a teoria básica da seção 4.2, no caso tri

dimensional. Com isto, serã.o ilust radas as idéias propostas e será construída uma técnica 

capaz de tratar e fi cientemente modelos relevantes como os mencionados no parágrafo an

terior . 

Seja, entã.o, um sistema dinâmico a três dimensões espaciais 

f.L = 1, 2, 3, (4 .35) 

possivelmente não autôn omo, que admite um Hamiltoniano H(x, t). Como H na.o e um 

número , é possíve l definir , sem perda da genera lid ade. fh H =/= O. Esta. hipótese não tem 

influência nos resultados derivados a segui r. As equações (4 .25) tomam o aspecto 

( 4.36) 
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( 4.37) 

Resolvendo estas equações para Jl3 e J23 e introduzindo o símbolo J, obtemos 

J 
' 

(v1 
- J éh H )jéh H, ( 4.38) 

Quando ô3H = O, as equações ( 4.38) são aplicáveis após uma permutação cíclica dos índices 

(1 --+ 2--+ 3--+ 1). Esta permutação deve ser estendida às fórmulas subsequentes. 

De acordo com ( 4.38), a única função ainda arbitrária na descrição de Poisson é J. A 

três dip1ensões, existe apenas uma identidade de J acobi, 

( 4.39) 

Utilizando (4.38), a identidade de J acobi torna-se uma equação a ser satisfeita apenas 

por J. Fazendo isto e multi plicando o resultado por (ô3H) 2
, verifica-se (após um cálculo 

simples) que os coeficientes dos fatores 811-ô,J-I e J 811-J cancelam-se. A equação resultante é 

28 1 1 ~ 2 18 1 V 3v - V u3 V +V l + 

v2ô2J- (v 1Ô1 H + v2Ô2H)ô3J + 

-(ô1v1 + 82v2 - 03v2o2H- Ô3v 1Ô1H)J =O. 

Usando ( 4.23), pode-se expressar a equação obtida na forma compacta 

sendo 

e 
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A equa ç~o ( 1. -11 ) l; <t eq uação b;-1s ic<t de llCJSsa abordagem para obtenção de fo rmu lações 

Hamil tonianas trid imens ionai s. Conforme antecipamos, trata-se de uma equação diferencial 

parcial linear de primeira ordem . Portanto, es tá garantida a existência de infinitas soluções 

locais, advinda do sistema característ ico 

dJ 
( 4.44) AJ+B . 

A solução geral de ( 4.41) contém funções arbitrári as das constantes de movimento admitidas 

por ( 4.44). Daí a ex istência de uma infinidade de soluções. 

Pela primeira vez, demonstrou-se a existência local de descrições Hamiltonianas gene

ralizadas para sistemas a t rês dimensões uma vez integráveis. É notável a analogia com a 

prova de Darboux [41] da existência de formulações Lagrangianas dos sistemas bidimensi-
,, 

onais. Aí também o problema reduziu-se a uma equação parcial linear. 

A seção será fin ali zada com algumas observações concernentes à aplicação concreta 

do método. Em vários casos de interesse não se conhecem ou não existem invariantes 

autônomos para os problemas tratados [53]. Este fato deve-se ao comportamento gene

ricamente irregular dos sistemas anali sados. Em conseqüência, constantes de movimento 

não são disponíveis como Hamilton ianos destes modelos. Entretanto, para algumas faixas 

de parâmetros das equações de evoluçào, invari antes explícitamente dependentes do tempo 

são conhecidos . Naturalmente, é cabível perguntar de que maneira é possível utilizar estas 

constantes de movimento na derivaçào de estru turas de Poisson. A resposta é simples: 

realizando uma t ransformação de coordenadas espaCJais do tipo x t--t y = <P(x, t), não 

autônoma, que elimine o tempo dos in variantes. Não é essencial transformar a coordenada 

temporal. Eli minando o tempo de inva ri antes nào autônomos via transformações desta 

espécie, Goedert el a!. [.54], deri\·ara nJ u1n a sé ri e de formali smos de Poisson para sistemas 

tridimensionais. foram utilizadas sistemat icamente mudanças de variáveis na forma 

( 4.45) 

sendo que nao há oma sobre o índice repeLido e s; é um coeficiente real. Ou seJa, as 

mudanças de \·ar iá\·ú, consideradas foram reescalonamentos dependentes do tempo. Este 
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t ipo de reesca lona1lH' II o ~c' 1-cH:Ia L1 t ilnH'.' mo qu <t 11cl o n<J.o há nenhum invariante (autônomo 

ou não), como se rá ,·isto 11 0 capítu lo 5. 

As descrições de Poisson dedu zidas empregando trocas de variáveis dependentes do 

tempo claramente se refe rem aos sistemas Lnmsformados, expressos nas variáveis (y, t) . 

Como estas mudança de coordenadas envolvem o tempo como parâmetro, não é possível 

transportar a estru tura el e Poisson para as variáveis (x, t) . O mapeamento não é canônico 

(ver seção 3.2). No entanto, não se pode desmerecer as formulações de Poisson nas variáveis 

transformadas. Eventualmente aspectos interessantes do modelo podem ser esclarecidos 

pelas formulações Hamiltonianas nas novas coordenadas. 

4.4 -" Invariância Conforme da Identidade de J acobi a Três Di-

mensoes 

Urna caract ríst ica notável ela identidade de Jacobi a três dimensões é sua invariância 

de escala ou conf orm e. . lsto é, se p w é um tensor de Poisson a três dimensões, então 

]J.Lv = g(x)JJ.Lv também o é, qualquer que seja a fun ção g(x). Nesta seção será demonstrado 

que o formali smo des te capítulo preserva a invari ância conforme, num sentido definido 

precisamente. Como corolário , diversos aspectos formais da metodologia proposta serão 

esclarecidos. 

Antes de mais nada, é preciso verificar que a identidade de Jacobi tridimensional de 

fato admi te invari ância ele escala. Seja j J.Lv a representação de um tensor de Poisson , e 

]J.Lv = g(x )Jiw. EYidentemente jJ.Lv é anti- simétr ico. Para que ]J.Lv seja a matriz de um 

tensor de Poisson , é n cessário que 

( 4.46) 

Expressando esta equação em t rmos c.le )'IV e g(x) e considerando a ident idade de J acobi 

para. o tensor origin al. ,·em que 

( 4.4 7) 
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Con. CCjll< ' lltc'Jll<'lll<' . ./ '"' S<'l'<l lllll l<'Jlso r de Poiss<m p<Hél toda fun ção de escala g(x) se c 

soment.c se 

(4.48) 

para. todos os índi ces possíve is ( /1// f!O-). 

Verifica-s facilmente que se hou,·er qualquer repetição dos quatro índi ces (f-LvpC5) obtém

se uma. identida.d . A t rês dimensões, é in evitável a. repetição dos índices e a consequente 

invariância. conforme da. identidade de J a.cob i. A dimensão maior, obtém-se restrições não

triviais sobre o tensor de Poi sson original. Por exemplo, se dimM = 4, é preciso que 

(4.49) 

Deve ser sali entado que o argumento refere-se a tensores jJJ.v e fatores de escala g(x) 

arbitrários. Podem haver tensores particulares que satisfazem jJJ.[v pu] = O, como por 

exemplo os tensores de amb u. Além di sso, certas fun ções g sempre são permitidas. Para 

ver isto, reescreve-se (4.4 7) segundo 

(4 .50) 

Acima, {. } ' o colchete de Poísson correspondente a ]~'v. É manifesto na equação 

acima que qualquer g dependendo apenas das funções de Casimir de }11-11 é admissível. Isto 

é, ]JJ.v = g(C)J~'v é um tensor d e Poisson sempre, qualquer que seja dimM, desde que J 

caracteri ze /11 como uma vari edade ele Poisson. 

Em ,·ísta do fatos constatado· . é necessário provar a invariância conforme da teoria 

desenvoh·ida neste capítulo. Isto ca pa cít an1 uma compreensão mais aprofundada do grau 

ele arbit rariedade no prob lema de encont ra r form ulações Hamiltonianas tridimensionais. 

A três dimensõe . dc mon st rou-H' que, se J 1w é um tensor de Poisson então jJJ.V = 

g(x )J fl.ll também o é . . endo g( x ) qualquer. Entretanto . suponha que jJJ.V e H descrevam 

um dado sis tema dinâmico (v. JJ ). ou seja, que 

u1' = J''v Ov f-I . (4 . .51) 
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Cm tensor ele Poisson rcesca.lonaclo qualqu r sa ti sfaz a. identidade ele .Jaco bi a t rês di

mensões. Porélll para que ] 1" '
1 seja ··adnpLaclo" à.· equações acima, é JH'ccss<1 rio qu(' c:-:i~t<t 

algu ma função Fi La] que 

( 4 .. ) :._ ) 

Esta igualdade impõe severas restri çôe ·sobre a fun ção de escala g(x). 

As últimas observações devem-se ao fato da equação fund amental ( 4.41) Lér sido cons-

truida esp ecialmente para. um sistema din âmico dado . No que segue, será. demon st rado 

que se ] = Jl 2 sat isfaz (4.41) com os coeficientes A e B calculados usando H , ent ão 

J = Jl 2 = g] também é solu ção com A e B calculados em termos de H. Entretanto , 

a forma. de g deverá ser corretamente restringida. Com isto , será provada. a. invari ância 

con"orme da teori a, no sentido restrito . 

E preciso estabelecer com rigor quais condições recaem sobre o fator de escala. Obsen·e

se a. equa.çã.o ( 4.52) . Com toda. generalidade, fi é uma função dos dois invariantes autônomos 

presentes a. t rês dimensões (estão sendo considerados sistemas autônomos; a extensão para 

incluir dependência. temporal é direta.). Os im·ari antes podem ser tomados como o Hami l

toniano original H e a função de Ca.simir C de p w_ Ou seja., fi = F(H, C) para alguma 

função F. Substituindo esta exprcssã.o e ]~" 11 = gJ~"· 11 em (4.52) , encontra-se 

] ,.,.11 ( âF â f:[ âFf) c) - J'"'llâ H 9 a H 11 + a c 11 
-

11 
• 

( 4 .. ):3) 

O segundo termo no lado esquerdo é nu lo, pois C é função de Ca.simir e sa.t i ·faz J '"' 11 âC = O. 

Rea.rranjando termos, conclui-se que 

g = 1/( fJFjfJH ) = g( H , C) , ( 4 .. )-!) 

dependendo apenas das constantes de movim 1 to . Além di sso, não é poss í\·el que o fa or 

de escala seja fun çào apenas de C (isto é, fJFjfJH f 0). 

Em outros termos, a teoria deste capítu lo preserva. a. invariância conforme sempre que 

J = Jj(8Fj8H ) sat isfaça à equa.çào (4 .41) a coeficientes calculados usando Fi =F( H. C) 

e J calcul ado a partir de H. É portanto necessá ri o que 

v'"Ô11 (Jj (fJFjâH )) = ÃJj (fJFjfJH ) + B ( -! .. ).) ) 
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SC I! ciO ; \ (' J3 di1 du~ j>\JI' 

A 

jJ 

~ ) Jl , ) Jl : } 1-,/,:) }-, 
(}1,'11 - U ;1V 0 1, ' U J ' 1 

( 
I ~) 2 2 ,_) I ) I ;:) 1-, 

V U J V - V U jV UJ '. 

( -1.56) 

( -L.S 7) 

Supondo a ,. ra idade de (clc.55), o res ultado é uma ident idade. De fato , subst itu indo Ã e 

B em ( 4 .. 55) e usando expl i itamenLe 

( 4.58) 

uma série ele termos é eliminada usando (4.41). Realmente, lembrando que vale vJJ. ô"'(ôFjôH) 

= O (F é uma consta nte de movimento) e multiplicando por ô3F pode-se verifi car que a 

invariância conforme eq ui,·ale a 

( 4.59) 

Quando il = F(H) , o resultado almejado é imediato. Entretanto, esta restrição não 

é necessá ria , pois o termo no segundo parêntese da equação acima é identi camente nulo. 

Para demonstrar i to, usam-se os fatos de que C é função de Casimir e de que o fluxo 

Hamiltoniano presen·a o tensor de Poisson. O primeiro passo em direção à prova é eliminar 

C de ( 4.59) utilizando 

-P3ô3C, 

J23ô3C, 

conseqüência de C ser fun ção de Casimir. Com isto, verifica-se que ( 4.59) equivale a 

( -1.60) 

( 4.61) 

( -!.62) 

Claramente é necessá ri o que o termo entre parêntese seja nulo, o que equivale a uma relação 

envolYendo apenas o ampo \·etorial e o tensor de Poi sson J. Mas J é pre ervado pelo fiuxo, 

i. to é a deri,·acla de Lie na direção do campo Ha.mil toniano é nula. Tomando (pv) = (12) 

na relação (:3.11 ). que e:-;pressa a preserYaçào el e J , obtém-se exatamente a anulação do 

termo entre parêntese em (-! .62) . 
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DemonsL rou -sc <J ilC 11 a equaç;jo fuJJda nH'l lt<tl l· l.ll ) c.- t.<:Í pr<'scnk a ili\"<H Íitllc Í;-t qm fur11w . 

Tal fato, como foi ,·isto, n<io <; ób,·io JllatcJmtl icanH' JJ tc. 'mbora. seja. esperado . De faLo .. · ' ria 

uma surpresa se a identi dade de .Jacobi não es ti,·<'ssc contida. em (Ll.LJ J ), po is est a ('qu açào 

nada mais é do que a identidade de J acobi rccsc riLa . a qual é inva.ri a.nt c por mudança de 

escala . 

Uma men. agem que de,·e ter ficado clara ao longo deste capítulo é a g1 éLnde nJ.alc

abilidade das formu lações Ham iltoni anas t ridimens ionais. Isto é, dadas as quações de 

evolução, existe uma grande arbitrari edade na escolha do par (H, J ) que especifica a est ru 

tura de Poisson. Mesmo fixando o Hamiltoni ano, não se fixa o t ensor de Poi sson , devido 

a presença de funções arbitrárias na solução de (4.41). Além di sso, dada uma est ru tura 

de Poisson definida por um par (H , J), ex iste uma classe infin ita de estrutura - de Poi ·son 

equivalentes. Estas sã.o descr itas por pares (H , J ), sendo fi = F( H , C) e j obt ido de J 

pela transformação conforme j = J l(fJFifJH ). 

Há algum tempo at rás. Wigner [55] propôs a seguinte ques tão: "A':'- equn.ções ele mo,· i

mento determinam as relações de comutação?". Ao menos no caso dos sistemas dinâmicos 

tridimensionais, a resposta ' um sonoro não. Existe, pois , o problem a de qual representação 

Hamiltoniana d um modelo clássico tr idimensional tomar como ponto de pa rtida para uma 

eventual transição quântica . \"os casos silllplét icos. ao contrário, gc1wri camen te as re lações 

de comutação sâo únicas [.56]. Isto é, a menos que a dinâmica seja t ri vial. a estrutura 

sirnplética (que é mais restr it i,·a do que a de P oisson) é úni ca. 

Como resultado da Í1wa riância. conforme, tem-se de imediato a solução geral de ( 4.4 1) 

usando como Hamiltoniano F (H . C) uma vez con hecida a solução J. De fato . .] I ( éJF I éJH) 

é solução, e, tanto quanto .J. cl1\·oh·e uma fu nção arbitrária das superfície~ ca rac te rísti cas . 

A única exceção ocorre qu ando é usada uma fu11çào de Casimir C ·o1no font e e!ll (..J.-11 ). 

Neste caso é pre i ·o resolnT no,·anl ente a cquaç;to, pois que não h á !lludaJJ~-<~ de escala que 

interconecte as clu a · d escri~ões (é!FidH = 0 ). 

Recentemente . Ci.imra l \utku [.Sí] utili <::a ram a invari ância. conform e' da identidade 

de J acobi tridimensiona l para construir formulações de Poisson. A abo rdagem utilizada 
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fo i Jdi JJil ll!lli o,;- t'UIIIjH liH'Jl1!'s do l t'lor (./" 1 
. .) 

1 
. .)

12
) CU!llO send o Ullitária. C ut il izar a 

pa.ra reduz ir o JJ UJ1lc ro de ·o mpOll<' llles linc:-, para um. G raças à in vari ância conforme, 

defi nir urna das ·om po11 ' nLes como sc lldo uni téi r ia 11ào prejud ica a generalidade. Tom a ndo, 

por exemplo , .J3 1 = 1, definindo 

(4 .64) 

e usando (4.63) , obtém-se q ue 

( 4 .65) 

Assim , a ún ica 1·ariável li vre é a. razão 1·. • 'ubsL itui ndo a últ ima equaçâo n a identida de 

de J acob i, G ü mra l e ~ ut ku ob t ive ram (ver fó rmula (70 ) do a rti go citad o) uma equaçâo 

q uasili near do tipu 

( 4 .66) 

Trata-se de uma equaçâo quasil inf'ar pa ra a ,·a ri;ivel 7'. q ue determina, med iante a libe rdade 

de escala . o ten or de Po isson. 

G i.i mral e \'u tk u também reduziram <I uma equ aça.o parcia l de primeira ordem o pro-

blem a de encontrar form ulações ll am ilto J!Í a JJ as tr id imensiona is. Ent retan to, d e ve-se sa li -

entar que (-L6G ). ao cont rário da <.'(JiléiÇào fund a mental (4.41), é não-lineaT. Assim sendo, 

a existência de solução local nào é garantida. \ 'Iesmo se o sistema dinâmico sob estudo for 

completamente int eg rá,·el , a resolu ção de (4.GG) pode ser uma t a refa árdua. Nos casos com-

pletament int cgrc:;,·c is. po r outro i<J<io . <1 <'<J lt<l•Jiu ( 1.4J) pode ser resolvida por quad rat u ra 

devi do a seu cará1e r li near. 

l\o próximo ··;-,p Ítlllu. serão n!llst J'IJÍ<i<Js furln ttl<t \ÕE:'s de Poisson 1 ara diversos sistelllas 

din âmicos tridin h'llsiona!s el e ill l<'l"!'ss<' . 

li-;-



' 

' I .. 

Capítulo 5 

Formulações de Poisson Tridimensionais: 

Exemplos 

Ao longo deste capítulo é ap li cada sistematicamente a equação ( 4 .41) pa ra a ob tenção d 

formulações Hamiltoniana.s de sistemas tridimensionais . Os modelos tratados são os segu iu-

tes: o patim no gelo , uma carga irradiando enquanto executa um movimento uni d imens ional 

sob a ação de um campo elétrico constante, o corpo rígido li vre, sistemas reesca.lonados de 

Lorenz, de três ondas redu zido e de Rabinovich e, finalmente, o sistema. de Lotka.-Volterra 

tridimensional Com exceção do sistema. de Lotka- Vol terra, que resen·a ce rt as pecu liari

dades matemáti cas, as estruturas de Poisson deduzidas são bi-Hamiltoni a.na.s. Ou seja, é 

resolvida a equação básica (4.4 1) ut ili zando como Hamiltonianos funções di stintas H e fi. 

Estas duas formu lações nào são equi ,·a.lentes sob transformações conformes . 

Como foi obsen ·ado repet idas ,·ezes ao longo desta dissertação , o ponto de partida 

para encontrar uma formu lação de Poisson é um Ha.mi ltonia.no H . Nos casos aut ônomos. 

H pode ser qualquer função das constantes de movimento do sis tema. .:\l gu rn a~ \t>Zes . 

entre tanto , estas constantes de mo\· imento tem \·a! idade meramente local. \<':-;te~ 1 <1 ~os. 

de nada. a uxi lia m na procura de uma es trutura 1-l am il tonia.na, ~enclo neccss<:Í ri o algo mais. 

Neste capítulo, são obtidas form ulações de Poisson para alguns modelos aut ónorno~ :-;em 

invariante au tónorno global. recorrendo a recscalona.mentos depen dentes do tem po. 
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5.1 Patim no Gelo 

Este é um prob lema nâo-holônorno e porta nto normalmente entendido como não H a-

miltoniano [35]. Ser <:). sup o. Lo que sobre o pat im não age nenhuma força externa. De início, 

vejamos as equ ações de movimento. O espaço de configuração é tridimensional, sendo 

constituído de dois graus de liberdade translacion a is e um rotacional. P odem ser tomadas 

como coordenadas generalizadas q = (:e, y, B) , com (1:, y) a posição do centro de massa e() 

o ângulo de orienta.ção com respeito ao eixo x . Há também o vínculo não-holônomo 

<P( q , q) = x sin () - i; cos () = O, (5.1) 

o qual é li near na.s velocidades, 

(5 .2) 

Os coefici entes r~'( q) são de fácil identificação comparando as duas últimas fórmulas. 

As equações de movimento, obteníveis pelo método dos multiplicadores de Lagrange 

[3.5) , escrevem-se como 

EJL d EJL 
EJql' dt EJq11 

<b (q , q ) O. 

Acima . À é o mult ipli cador de Lag ran ge e L o Lag ra ngia no da partícul a li vre, 

m . I· 
L= -(±2 + yz 2) + -e2. 

2 2 

(5.3) 

( 5.4) 

(5.5) 

sendo m a m as ·a. e I o momentum el e inérci a. Com es te Lagrang ia no e o vínculo (5.1) , 

obtém-se 

J() =O, m x -À sinO. mjj = À cos B, (5.6) 

:i: s inO-i; cos O O. 

E bast ant e si111 plcs elimin ar À e y destas equações (que . por sinal, sao completamente 

solú\·eis) . faz r.'ndo isto , result a 

1' - .i·O t an U. ( .5.7) 

() o . (5.8) 

. 
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Definindo (.1: 1
, :t2, :r:.~ . x'1) = (x, i, O O) t ra.n sforma.-se (5 .7)-(5.8) num sistema de pr ll11 CJr a. 

ordem. lotando qu e i 4 = O, é possível red uzir a. ordem des te sist ma defini 11 do / 1 = .v, 

com w constante . O resultado destas opera.çôe. · é o sistema. din âmico tr idimensional 

XI x2 
' 

. 2 
X 

2 3 -wx ta.n x , (5.9) 

i:3 w . 

Será aplicado o método do capítulo anterior para encontrar uma formulação de Pois

son do patim livre no gelo, descrito pelas equações (5.9). Embora simples, este exemplo 

será tratado com todo detalhe, à guisa de ilustração. Mais tarde surgirão sistemas mais 

complicados, que req11erem maior habilidade. 

Resolvendo vll-Ô11F = O, verifica-se que a solução geral é F = F( H , H), sendo H = 

x2 sec x 3 e fi = -wx 1 + x2 tan x 3 as constantes de mov imento independentes. Será tomado 

(.5 .10) 

como o primeiro candidato a Hamiltoniano do problema. Usando este Hamiltoniano como 

fonte em ( 4.42-1.43), obtém-se 

A 

B 

w cot x 3 
1 (.5 .11 ) 

(5. 12) 

Em seguida, usando a expressao de H verifica-se que uma da.s equaçoes caracte rísticas 

correspondentes a ( 4.41) é 
dJ . 3 

-
3 

= ( J - H ) cot x , 
dx 

(.5 .1 3) 

envolvendo apenas uma da.s coordenadas. A integração da. equação característica leva a 

2 3 - 3 J = :1: sec:r +tp( H.H )sin x, ( .j. 1 -l ) 

sendo c.p funç ão a rbitrá ria das duas constantes de mo\·imento. As seguintes componentes 

básicas do tensor de Poisson são obtidas após substituir (5 .1 4) em (-1 .:3 "): 
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2 3 - 3 x scc r + c.p (JJ , H )sin x, 

-wcos x3
, (.5.1-5) 

. 3 c.p( I-1 , fi) 3 
SJn X + ? COS X . 

:z; -

As demais componentes, para lembrar, advém da anti-simetria. P ara encontrar a fun ção de 

Ca.simir correspondente a esta álgebra é necessár io especificar a fun ção r.p. Em parti cular, 

quando c.p = O a função de Casimir é C= fi = -wx 1 + x 2 tan x 3 . 

Tomando como Hamiltoniano alternativo a segunda constante de movimento 

(5 .16) 

encontra-se A = O e B = -wx 2 e 

(5.17) 

sendo <p outra função arbitrária dos invari antes. Esta solução gera a estrutura de Poi sson 

alternativa 

2 3 - -- x tan x + c.p( H, H) ,, 

c:p( H,FI) 2 3 
- w 

2 
cos x , 

X 
(5.18) 

cp( H FI) 
-1 + ' sinx3 cosx3

. 
x2 

Para <p =O a nova álgebra possui como função de Casimir C = H . E bom salientar que as 

álgebras correspondentes a H e FI são independentes e não conectadas por transformaçô s 

conformes . A invariância de escala ainda pode ser invocada para gerar famíli as equ i\·alentes 

de estruturas de Poisson. 

Apresentamos uma solu ção compl eta e non t elo problema ele el!COJll rar fo rmul ações 

Hamiltonianas pa ra o patim livre no gelo . geucra li za nelo a desc rição -:mpl'tica obt ida por 

Lucey e Newman [-58] . Na aná li se mencionada , não foi feita a redução d ord 111 de quat ro 

para três efetuada aq ui com a definição :1· 4 = w . 
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5.2 Carga irradiando sob a Ação de um Campo Elétrico Cons

tante 

Sistemas "dissipativos" frequentemente são considerados nao Hamiltonianos. Como 

contra-exemplo será estudado o caso do movimento não-relativístico de uma partícula car

regada irradiando. Uma descrição simplificada. deste sistema. é fornecida pelo modelo de 

Abraham-Lorentz [59]. A equação básica pode ser obtida após considerações de plausibili

dade e tem a forma 

m(v- rv) = F ext· (5.19) 

Acima, m é a massa, v a velocidade, r = (2e2 /3mc3
) um tempo característico no qual a 

radiação é importante no movimento, com e a carga e c a velocidade da luz. Finalmente, 

F ext é a força externa que atua. sobre a carga. A eq uação de Abraham-Lorenz é de ordem 

três na posição, não sendo, portanto, do tipo Newtoniana . 

Será considerado o caso em que o movimento é puramente unidimensional e em que a 

força externa é devida a um campo elétri co E constante, F ext = eE. Neste caso, definindo 

:i;= v, a equação de movimento toma o aspecto 

(5.20) 

Este modelo j á foi tratado no contexto ela Mecâni ca de Nambu em [23] e [32], sendo evidente, 

portanto, a existência. de uma descri ção de Poisson sub jacente. Mesmo assim, vale a pena. 

deduzir uma estrutura de Poisson, como forma de ilustrar o uso de (4 .41). 

Inicialmente, deve ser reescrita a equaçã.o de terceira ordem (5.20) como um sistema de 

três equações de primeira. ordem: 

X = y , y = z, ( 5.21) 

I\o que segue , é feita. a ident ifi cação (:t , y , .: ) (.r 1 
. . c1 

. . r 3
) nos cálculos das quantid ades 

relevantes. Como 1-l a.m ilton iano, pode ser tomada a cons tante ele movimento 

x r e E ( e E ) 
2 

( t E ) e E H= - + -. - ln (z - - ) - r z + r(.: --) - y ln(z - -). 
r 2m m m m 

(5.22) 
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a verdade o problema é totalmente integr;-i\·el. sendo que 

- !J eL' eE 
H = - -:;- -ln(z- -) ( 5.2:3) 

T 11l 11l 

é outro invariante independente. Estas constantes el e movimento são calculá\·ei s direta

m ente das equações de e\·olu ção, apesar ele seu as pecto complicado. Para H. as equações 

( 4.42-4.43) fornecem 

A 

B 

(z - eEim) ln(z - eEim) I (Tz ln(z- eEi m) - y), 

y (z - eEim) (TZ ln(z- eEim)- y). 

Com isto, urna das equações características correspondentes a ( 4.41) é 

~ ddJ = (Jln(z- eE i m) + y) I (T z ln( z - eEim)- y). 
T Z 

Por inspeção, conclui-se que 

J = -T Z 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

é uma solução par t icu lar aceitável. Não fomos hábeis o bastante para resoh·er com pl ta-

mente (4.41). A álgebra definida pela solução particular acima é dada por 

j12 -T Z, 

O, (5.28) 

]
31 z- eEim. 

A função de Ca.simir associada. é fi. 

Por outro lado, utilizando fi como Hamiltoniano, encontra-se que a equação ( 4.41) 

adquire o aspecto 

()] () ] 1 eE à] 1 eE -
y -. + :: -. + - (z - -)-. = -(z - -)(J- Ty) . 

Ô:t Ôy T 1?1 Ô:: T Z m 
(5.29) 

Resolver completamente e:ta equação parcial é uma tarefa. formidá\·el. En retanto. uma 

solu ção particul ar pode s , r fac ilmente deduzida toma ndo como ansat:: a -o] uç ito 

J = TY + !\(::) (5.30) 
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para alguma fuJ lÇ.:Ío !\ apropri ada . Ve ri fi ca-s<' qu <' ('st a propos ta acarreta a equação 

di\ !\ 1 , / ) - = -- T ::./(::.- cE 1n , 
dz z 

(5.31) 

trivialmente solú vel. O res ultado fin al é que 

J = T Y- T
2z ln (z - cEjm,) (5.32) 

é uma solução parLi cular de (5.29). As componentes básicas do tensor de Poisson corres

pondente são 

J1 2 
TY- T

2z ln( z - eE / m), 

-(z- eEjm) , (5 .33) 

] 31 T( z - eE/m) ln(z - eEjm) . 

A função de Casimir des ta. álgebra é o Hamiltoni ano H anterior. Com isto , encerra-se a for

mulação bi-Hamiltoniana do sistema d uma carga irradiando enquanto executa movimento 

unidimensional sob a. açã.o el e um campo eléLri co constante. 

5.3 O Corpo Ríg ido Livre 

Será retomado agora o exemplo do corpo rígido li vre, que foi utilizado diversas vezes ao 

longo des ta di ssert a.çà.o. Alguns aspectos novos e talvez inesperados serão apresentados na 

análise desta seção [60]. 

Para efeito de cálculo será definido (x 1. x2 , x3 ) = (L 1
, L 2

, L 3
). As equações de Euler são . 

(5 .34) 

e admi tem a energia ci JJéLica 

( 5.35) 



.. 

e o módulo ao quadrado do momentum a ngul ar 

(.5 .36) 

como constantes de movimento independentes. Tomando a energta como Hamilton iano 

encontra-se B = O e 

A _ (11 - ! 2) L1L2 _ L3 (- 3 ~) o.· r - I 1l2 L3 - L3 . 

Para estes coeficientes A e B, facilmente se encontra a solução geral da eq uação básica 

( 4.41 ). As respect ivas componentes fundamentais do tensor de Poisson são dadas por 

-L3(1 + r.p(H, H)/ h), 

- L1 (1 + r.p(H, H)/ /1) , (5.38) 

sendo que novamente r.p é função arbitrária dos seus argumentos. Quando r.p = O sao 

recobrados os resultados usuais nos quais o momentum angular é a função de Casimir. 

Entretanto, o tensor de Poisson obtido aqu i não é, em geral, linear nas coordenadas e 

portanto não corresponde a uma estrutura de Lie-Poisson. A análise apresentada aqui 

generaliza também os resultados obtidos em [57] e [61]. 

Alternati vamente, utilizando o quadrado do momentum angular como Hamiltoniano 

obtém-se exatamente os mesmos coeficientes A e B, mas a álgebra associ ada é 

]23 ( 5.39) 

Quando cp = O a energia cinética é a função de Casimir. 

A anális apresentada aqui mostra o pap el dual representado pela. energia. cinética e o 

momentum angu lar nas es truturas ele Poi sson do corpo rígido livre. Quando o J-lamilt oniano 

é a energi a cin~t i ca . o momentum angu lar pode ser a. função de Casimir e ,-i ce-,·ersa . 

I· ina.lmente . não custa relembrar que as formul ações desta seção são realmente distintas. 

não equivalentes por uma transformação de escala.. 
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5.4 Sistema de Lorenz Reescalonado 

O sistema de Lorenz surgiu como um modelo simplifi cado da convecção de Rayleigh

Bénard e desde então destaca-se por possuir um atrator estranho para certas faixas de 

parâmetros. Vale a pena mencionar rapidamente algumas noções sobre a questão. Considera

se um fluido bidimensional entre duas placas rígidas , sujeito à gravidade. A placa inferior 

possui temperatura T0 + 6.T, maior que a tempetura T0 da placa superior . Para 6.T muito 

peq1.1eno o calor é transmitido por condução; o fluido é quiescente . Aumentando o gradiente 

de temperatura, o calor passa a ser transmitido mais significativamente por convecção. O 

processo é simples: o fluido em contato com a placa inferior adquire maior temperatura, 

expande-se e sobe; em contrapartida, os elementos de fluido das camadas superiores, sendo 

mais frios, descem. 

Um tratamento completo das equações descrevendo o movimento do fluido é inacessível 

as técnicas existentes no momento. Um modelo simplificado é obtido por expansão de 

Fourier de quantidades físi cas relevantes (como o campo de velocidade) e retenção das 

amplitudes mais significativas. Lorenz [48] nesta linha obteve o sistema. 

X o.Y- oX, 

y - Y +rX - XZ. (5.40) 

z -bZ + XY, 

no intuito de descrever qualitativamente a. turbulência em fluidos . Acima., (a , r, b) sao 

parâmetros fixos do sistema.. Não será analisado o significado de cada termo nas equações 

de Lorenz (5.40) . Unicamente se observará que o parâmet ro r , proporcional a.o número 

de Ra.yleigh, é relacionado com a diferença de temperat ura entre as placas e regul a o 

comportamento genérico do sistema.. Quando r < 1. o flu ido é quiescente e a. origem é 

estável. Para T 2 1, mas moderado . a. ori gem deixa el e :::er es tável mas existem soluções el e 

(5 .-lO) independentes elo tempo estáveis. Isto é, lu:i. um regime de convecção estacionário . 

Para. r suficientemente grande, genericamente ocorre comportamento irregular . O que nem 

sempre é mencionado é a. exi stência. de regimes in tegrá,·eis para. cer tas faixas ele parâmetros 
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(o- ,r, b) , mesmo com r grand e [5:3] . Na tabela aba ixo, são exibidos os casos em que foi 

possível encontrar constarrtes el e mov imento para o sistema de Lorenz . 

Tabela 5.1: 

Sistemas de Lorenz Integráveis 

()" 1' b Invariante li 

1 v v 2o- (X 2
- 2o-Z)exp(2o-t) 

2 1/3 v o (-rX 2 + Y2/3 + 2XY/3 + ZX 2
- 3X4 / 4) exp(4t/3) 

3 v o 1 (Y2 + Z 2
) exp(2t) 

4 1 v 4 (4(1- r)Z + rX 2 + Y2
- 2XY + ZX 2

- X 4 /4) exp(4t) 

5 1 v 1 (-rX 2 + Y2 + Z 2 )exp(2t) 

6 v 2o-- 1 6o-- 1 [(2o- -1) 2 X 2 /o- + Y2 + (2- 4o-)XY + ZX 2
- X 2 / (4o-)) exp(4o-t) 

Exceto para valores muito especiais dos parâmetros, não há invariantes independentes 

do tempo. Como o sistema de Lorenz nas variáveis (X, Y, Z) é autônomo, não é possível 

estabelecer qualquer estrutura de Poisson global associada às equações de movimento. É 

necessário uma transformação de coordenadas que introduza o tempo explicitamente no 

campo vetorial , de modo a permitir a. resolução de v 11 ÔJJ.H =O. Nas novas variáveis, estão 

sendo considera.dos v (x, t) e H(x, t) não autônomos. 

Inspirando-se na forma dos invariantes conhecidos [62], será utilizado o reescalonamento 

:r = X ex p (o-i). y = Y exp t. z = Z exp(bt). (5 .41) 

Trata-se ele uma tran sformação simples que se presta ao objetivo delineado. Observando a 

tabela 5.1 vê-se Lambén1 que os irn·ariantes 11 , 13 e 1.5 são autônomos nas novas variáveis . 

Aliás. a motivação origin al ele considerar reescalonamentos como (5.41) foi a possibilidade 

de eliminar o tempo ao menos em algumas elas constantes ele movimento existentes [54]. 
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Com isto, ao menos em algumas situ ações, o Hamiltoni ano ou a função de Casimir poderão 

ser independentes do tempo . 

O sistem.a de Lorenz recscalona.clo é 

X o-y ex p ( (o- - 1 ) t) , 

y x(T - z exp( -bt)) exp((l- o-)t) , (.5.42) 

z xyexp((b-o--l)t) . 

Para este sistema existe a solução global da. equação (4.23), que define o Hamiltoniano . 

As superfícies características são 

H 

[J 

x 2
- 2o-zexp((2o-- b)t), 

TX
2 

-- exp((l + b- 2o-)t) + y 2 exp((b- l)t) + z2 exp((l- b)t). 
O" 

(5.43) 

( 5.44) 

Candidatos a Hamiltonia.no de (5.42) devem ser funções de H e fi. Quando este Hamil-

tonia.no é autônomo, é um invariante o qual , reescrito nas variáveis originai s (X. Y, Z) , 

fornece um invariante dependente do tempo. Des ta maneira., quando b = 2o-, H corres

ponde ao invariante 11 da tabela 5.1, quando b = 1 e 7' =O, fi COITesponde a 13 e quando 

o- = b = 1, fi corresponde a 15 . Estes são os únicos casos em que é possível encontrar 

Hamiltonianos autônomos para. (5.42). 

Os cálculos para. deduzir as formulações de Poisson abaixo não apresentam dificulda

des e apenas serão listados os resultados definitivos. Tomando H dado em ( 5.43) como 

Harniltonia.no, a. álgebra que decorre é 

1 -( 2 z ex p ( - bt ) + cp (H, H , t)) ex p ( ( 1 - o- ) t ) , 
X T' ---(:) + cp(H,H,t))exp((l + b- 3o-)t), 
O" ~ 

(5.4.5 ) 

y 

2 ex p ( ( b - o- - 1 ) t ) . 

Quando <p = O, a função ele Casimir é C = H . 
Nas equações acima ass inalou-se que a função cp pode depender expl icitamente elo tempo . 

Na verdade, esta asserção Yale para as demais funções arbitrárias que surgi ram ao longo 
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deste capít ulo. De fato, ':;Las fun ções não alt ramas equações de movimento e na ident ida.de 

de Jacobi o tem po e nt ra apenas co Jno p;uânH't.ro. C.-tá sendo indi cada somente a.gora a 

possível presença explícita. do tempo em <.p porque somente agora es tá sendo discutido um 

sistema não autônomo. 

Tomando como Hamiltoniano a função I{, obtém-se 

(Y -( "2 + zcp( H, H , t)) exp((CY- b)t) , 

1 r -
-x(? + -rp(H, H, t) exp(t)) exp( -CYt), 

- (Y 
(5.46) 

J31 ytj;(H, fi, t) exp((CY + b- 2)t). 

Quando tjJ =O, a função de Casimir é C= H. 

Para ilustrar o método de energia-Casimir exibido na seção 3.4, será feita uma análise 

não-linear da estabilidade dos equilíbrios de um sistema de Lorenz reescalonado. Conforme 

foi visto, o método de energia.-Casimir supõe a. ex istência de um número suficiente de 

constantes de movimento. Ou seja., tanto o Ha.miltonia.no como a correspondente função 

de Ca.simir devem ser independentes do tempo. Observando as formulações de Poi sson 

do sistema. de Lorenz reescalona.do, verifica-se que o único conjunto de parâmetros para os 

quais existem os invariantes necessários é (CY, 1·, b) = (1/2, O, 1). Para. estes valores numéricos 

dos parâmetros inclusive é possível eliminar a dependência. temporal explícita. nas equações 

de movimento através da troca de variáYel t' = -2 exp( - t/2). Com isto, obtém-se 

dx j dt ' yj2, 

dyjdl' - ::r.:, ( 5.47) 

d:: jdt' :ry . 

Os pontos críti cos deste sistema dinâmico são 

X e = (O,O.ze), ( 5.48) 

Salientamos que st.es pontos crít icos não correspond em a estados estacionários das equações 

de Lorenz originais. Como fun ção de energia-Casimi r, seja 

(5.49) 
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Será e: tud ado inici<dn wnt P o C'qu ilíbri o x, 

va ri ação da fu nç<\o de <'JJ c rgia-Cas im ir é 

(0. O. ze ), isto e . o <' J:\0 - A pn lll e Jra 

8!-Ic = 2yby + 2zbz + (2xbx - bz )G' , (5 .50) 

sendo que a li nh a em G denota deri vada frente a seu argumento H . No equilí bri o, 

óHc (O, O, ze ) = (2ze - G'(- ze) )óz . (5 .51) 

Para que Hc tenha ponto crít ico no equilíbri o, é preciso definir 

(5.52) 

A segunda vari ação da função de energia-Casimir é 

(5.53) 

No equilíbrio, j á levando em conta o valor de G' (xe); 

(5.54) 

Tal form a quadrá tica é defin ida (no caso, posit iva definida) se e somente se Ze > O. Neste 

caso , basta defin ir G"( - ze ) > -2 para demons trar a estabilidade não- linear. Uma das 

infini tas funções G( H ) que satisfazem os requeri mentos listados é G( H ) = 2zeH. Final

m ente, resta di ze r qu uma análi se espectral revela que os pontos no eixo z com ze < O são 

instáveis. 

P assando agora à análi se do segundo ponto críti co, X e = (xe, O, 0), encontra-se 

(5.55) 

que só se anula defi ni ndo 

(5.56) 

A segunda \·a riaçào é (leva ndo em conta o valor de G' no equilibrio) 

(5 .57) 

Esta forma quad rá ti ca é definid a escolh endo G de modo que G" (x;) > O. Bas ta tomar, por 

exem plo, G( H ) = (H - :z.· ~ ) 2 para demonstrar a estabilidade não-linear de X e = (xe . O, 0). 
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5.5 Sisten1a Reduzido de três Ondas Reescalonado 

A interaç<io res:ona.n te entre ond as é uma ma11ifestação característica das propri eda

des não-lineares de me ios dispersivos. 'ada onda representa um modo de oscilação, com 

freqüência w; e vetor de onda k (wi). A cond ição de ressonância (isto é, de troca de energia 

entre os modos) é que haja sincroni cid ade entre as on das. 

Como exemplo de in teraçã.o ressonante entre três ondas, pode ser citado o acoplamento 

de dois modos de alta freqüência, correspondentes à oscilações eletrônicas, com um modo 

íon-acústico , de baixa freqüência, em um plasma [63]. 

Em meios com nã.o-linearidade quadrática nos campos, as equações básicas da interação 

entre três ondas são [44] 

0'1(a) - a2a3exp( -i.6..t), 

0'2( a ) + a1 a; exp( i.6..t) , (5.58) 

Aqui, a; é a amplitude complexa de cada. onda, assumida espacialmente homogênea, O'; são 

termos lineares descrevendo di ssipação e forn ecim nto de energia. ao meio, e a condição de 

sincronicida.de é 

o, 

O. 

Acima, .6.. é um parâmet ro pequeno denotan do o desvio do sincronismo. 

(5.59) 

(5 .60) 

Como primeiro exemplo, será tomad a. a interação entre uma onda instável w1 e um par 

amortecedor w2 e w3 . Ou seja. 0'1 = 1 1a1 e a2.3 = -v2.3a2,3 , com os números /i reais e 

positivos. No caso degenerado no qual v2 = v3 . é possível analisar com um certo detalhe o 

problema resulta nte. Após uma séri e de muda11ças de ,·ariáveis, obtém-se o sistema r-eduzido 

de h ·ês ondas 

si 
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y 1Y- óX + 2XY, (5 .61 ) 

Z -2Z(1 +X). 

Nestas equações, X e Y relacionam-se com a amplitude absoluta da onda instável e com o 

afastamento da ressonância, Z relaciona-se com a amplitude absoluta das ondas freadoras, 

ó é proporcional a 6. , e 1, a l i · Todas as variáveis envolvidas são reais agora. 

A troca de energia entre os modos pode ser tanto estática (ponto estacionário estável) , 

como periódica (ciclo limite) ou irregular (atrator estranho). À parte disso, foram escruti

nados os seguintes casos integráveis do sistema de três ondas reduzido [45][46] : 

Tabela 5.2: 

Sistemas Reduzidos Integráveis de Três-Ondas 

I 5 Invariante I; 

1 o v Z(Y- 5/2) exp(2t) 

2 -1 v (X2 + Y 2 + Z) exp(2t) 

3 v o ZY exp( (2 - 1 )t) 

4 -2 v (X 2 + Y 2 + (2/ 5)Z)exp(4t ) 

' 
E impraticável tentar deduzir estruturas Hamiltonianas nas variáveis em que o sistema 

está representado, devido ao caráter genericamente não integrável das equações de e\·olu çào. 

De modo semelhante ao caso do sistema de Lorenz, será feito um reescalonamento das 

coordenadas que autonomize os invariantes conhecidos do sistema reduzido da int eração 

entre três ondas: 

x =X exp( -~rt), y = Y exp( -1t) , z = Z exp(2t ). (5 .62) 

Com isto, obtém-se as equações reescalonadas 

82 



• 

• 

.. 

y -fn· + 2:ry xp(tt) , (5 .63 ) 

-2.T.: exp( 1l ) . 

Para esta representação, é simples resolver v~-'Ô11 F = O. A solução geral é F = F(H, H), 

sendo que 

H 

fi 

x2 + y2 + z exp( -2(1 + l)t), 
{; 

z(y-- exp( -1t)) 2 . 

(5 .64) 

( 5.65) 

De passagem, note-se que quando os parâmetros do sistema forem tais que seja possível 

escolher F( H, fi) autônomo, recobram-se os casos integráveis conhecidos. Nesta linha, 

quando 1 = O, H é autônomo; quando 1 = -1, H é autônomo; quando 8 = O, fi é 

autônomo; e, finalmente, quando 1 = -2, H+ (2/ó)fi é autônomo. A função F expressa 

nas variáveis originais resulta ser o invariante correspondente. Com isto são retomados os 

casos integráveis conhecidos na literatura, os quais foram deduzidos propondo um ansatz 

para a constante de movimento [4.j] ou por análi se de Painlevé [46]. 

Utilizando H como Hamiltoni ano, a estrutu ra de Poisson associada é dada por 

J1 2 -y + (8/2) ex p( -1t) + c.p, 

2x<pexp(2(! + l)t), (5.66) 

]
31 - z + 2y<pexp(2(t + l)t). 

Acima, como de hábito c.p = c.p(H. fi , t ). Quando <p =O, C= fi é a fun ção de Casimir. 

Utilizando fi como Hamiltoni ano, a estrutura de Poisson associada é dada por 

Jl 2 exp( -2(/ + 1 )t) + 0/ z, 

2:2:. (5.67) 

J 31 
{; 

2y + .ç j (y- 2 exp( -1t)). 

Tomando cp = O , a fun ção de Ca imi r é C' = H. 

Como exemplo final de aplicação elo método ele energia-Casimir , será estudada a esta

bilidade de um elos equilibrios ele um sistema (5.63) autônomo. No caso, os parâmetros 
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do sistema são 8 = O, ~1 = -1, e sera feita. a troca conveniente de parâm ro lf'mpora l 

t' = - exp( -t). O sist ma resultan te é 

dxjdt' 

dyjdt' 

dz jdt' 

2xy, (.5.6 ) 

-2xz . 

O equilíbrio a analisar é X e = (0, Ye, 2y;) (há também o equilíbrio (x e, O, 0), que leva a 

resultados menos transparentes). 

Escolhendo como função de energia-Casimir 

H c =H+ G(H) = x2 + y2 + z + G(yz ), (5 .69) 

obtém-se que o critério da primeira variação 

(.5 .70) 

implica que G'(2y~ ) = -l/Ye· Assim, Ye =O está excluído. Perfazendo a segunda variação, 

verifica-se que G"(2y;) = l/(2y!) acarreta 

2 2) ( )2 (l+y;)(r)2 l(r )2 [; H c( O, Ye, 2ye = 2 ÓJ.' + 2 2 uy + - 2 uz , 
Ye 2ye 

(.5.71) 

que é positiva definida. Basta tomar G(f!) = -fi / Ye + (1 / 4y!)(fi- 2y; )2 para satisfazer 

as condições obtidas. Assim , as parábolas X e = O, ze = 2y; são não-linearm nte está \·eis a 

menos que Ye = O. 

5.6 Sistema de Rabinovich Reescalonado 

Outro exemplo de sistema de três olldas é forn ecido pelo caso em que as três ondas são 

amortecidas li nearmente, po rém duas delas sã.o excitadas por um campo xterno. ~es t e 

caso o fornecimento de energia prO\·ém de uma onda externa u.,·0 resson ante com uJ1 f ~·0 = 

w1 + w2 , k 0 = k1 + k2 + t:.. A amplitude da onda que cede energia é man tida constante . 
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O termo lineares m (5.58) são dados por 0"1 = ha; - v1 a1, 0"2 = haj - v2a2, 0"3 = - 1/303. 

endo h proporcion al à ampli tude de '-'-'O· A peculiaridade dest problema é que quando o 

sincronismo é exato, !::,.. = O, as amplitudes das ondas podem ser tomadas como reais . Nesta 

sit uação, encontra-se o sistema de Rabinovich 

y (5.72) 

Acima, (X, Y, Z) são as amplitudes das ondas. Observa-se uma grande semelhança com o 

sistema de Lorenz, e efetivamente existe um atrator estranho semelhante ao do sistema de 

Lorenz. 

Novamente é impraticável deduzir formulações de Poisson nas variáveis em que se apre

senta o sistema. Entretanto, analisando os casos integráveis descobertos na literatura 

[45)[46] expostos na t abela 5.3 , adquire-se inspiração para um reescalonamento adequado. 

Tabela 5.3: 

Sistemas de Rabinovich Integráveis 

z h vl v2 v3 Invariante Ii 

1 v v>O v>O 2v >O (X 2 + Y 2 - 4hZ) exp(2vt) 

2 v v>O v > O v > o (X2 - Y 2 - 2Z 2
) exp(2vt) 

3 o v>O v>O v (X 2 + Y2
) exp(2vt) 

4 v v o o y2 +(h- Z)2 

5 v o v o X 2
- (h+ Z)2 

6 o v v2 = v3 v (Y2 + Z 2)exp(2v3t ) 

7 o v1 = v3 v v (X 2 - Z2) exp(2v3t) 
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Após o recscalonamento 

(5.73) 

todos os invariante na tabela 5.3 são autônomos. O sistema transform ado é dado por 

X 

y 

y(h + z exp( - 1J3t)) exp((v1 - v2)t), 

x(h- z exp( -v3t)) exp((v2 - vi)t), 

Como Hamiltonianos, podem ser tomadas as funções 

H 

H 

x2 - 2hzexp((2v1 - v3)t)- z2 exp(2(vl- v3)t), 

y2 - 2hzexp((2v2- v3)t) + z2exp(2(v2- v3)t). 

(5.74) 

(5.75) 

(5.76) 

De passagem, vale a pena assinalar que os invariar.J.tes catalogados na tabela 5.3 são todos 

dedutíveis requerendo que alguma função de H e fi seja autônoma. De fato , 11 = H+ fi, 

12 =H- fi, h= H+ fi, 14 = h2 + l! , 1s = -h2 +H, h= fi e 17 =H, para as faixas de 

parâmetros corretas . 

Construindo uma estrutura de Poisson com H, acha-se 

] 12 (l/2)(z exp(-v3t) - h)exp((v2 - v1 )t) +(h+ z exp(-v3t))<p , 

-x<pexp((v3- 2vi) t), 

(y/2) exp((v3 - v1 - IJ2 )t). 

Quando <p =O, C= fi. 

Utilizando fi , o resultado é 

Jl2 (l/2)( z exp( - v3t ) + h) exp((v1 - v2)t) + (z exp( -v3t)- h)<p , 

J23 

(5.77) 

(5.78) 

Quando rp =O , C = H. Com isto, encerram-se as deduções das estruturas bi-Hamiltonianas 

dos sistem as rees alonados reduzido e de Rabinovich da interação ressonante entre três 

ondas. 
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5. 7 Sistema de Lotka-Volterra Tridimensional 

O sistema. de Lotka-Vol! erra c a lgun s de seus sub-si temas são bastante úteis como 

modelos de muitos p roc ·sos físi cos, quími cos e bi ológicos. Na sua forma mais geral, as 

eq uações do sistema de Lotka- Volterra são dadas por 

~~ = l , ... , N, (5.79) 

sendo que aCJma e no resto da seção não há soma sobre o índice k a menos que seJa 

explicitamente afi rmado. É instrutivo fazer uma imagem biológica de (5 .79). Nesta imagem, 

o sistema de Lotka.-Volterra é visto como um modelo simplificado da. interação entre N 

espeCJes . A variável Xk representa o número de indivíduos da espécie do tipo k. Os 

coeficientes ak dos termos lineares fornecem a taxa. de crescimento de cada pop11lação caso 

não houvesse interação com as demais. Os coeficientes bkt, com k f. l, medem a cooperação 

ou competição entre as populações k e l. Quando b~.- 1 > O e btk > O, há mútua cooperação 

entre as espéci s k e L; se bkt > O e b11, < O, ~· é preda.dora de L; finalmente , se bkt < O e b1k < O 

as espécies se des troem mutu amente. Nà.o ' fácil para alguém que não sej a. biólogo imaginar 

exemplos no mundo an imal deste último caso. Entretanto, na sociedade humana algumas 

torcid as organi zadas s~.o exemplos claros de populações que se auto dest roem. Os últimos 

coeficientes a. di sc utir são os do tipo bkk· Estes correspondem aos termos de Verhulst , que 

representam mecani smos de auto-estabilização da população k (devido a superpopulação, 

entre outras possibilid ades). Em resumo, o sistema. de Lotka-Volterra é um modelo da. 

interação ent re espéci es que le\·a em conta apena. efeitos quadrát icos. A partir da imagem 

biológica que foi expost a., é possível intuir com facilidade a grande gama de processos físicos 

e quími cos descri tos por (5.79). 

\' es ta seçào. serão considerados os si stemas de Lutka-\ 'olterra tridimensionais, definidos 

na sua forma. mais geral por 

(5 .80) 
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ou . num a 1101 oçiw mais compacta. po r 

:.k 1.- vk( [/ ) )\ = u = ."\ (Lk + k ) ( 5.81) 

sendo feita a identi íicaçào (.\:·, Y, Z) = ():'I ) X 2) X 3 ) e a definiçào 

(5.82) 

Cairó e Feix [49] encontraram diversos invariantes para. sistemas de Lotka-Volterra H

dimensionais. Em particular, quando N = 3 e det( bkt) = O, um destes invariantes é 

I= H(X , Y, Z) exp( -st) = xoy.a Z"~ exp( -st) , (5 .83) 

sendo que a, /3, 1 e s são dados por 

(5.84) 

A forma do invariante propi cia dois caminhos a seguir, de acordo com o numero s. 

Quando os parâmetros que comparecem no sistema (5 .80) são tais que s =O, é desnecessário 

qualquer reescalonamento das coordenadas, pois o invariante I já é autônomo. Quando s=rfO, 

a constante de movimento d isponível depende explicitamente do tempo. Nesta situação, é 

necessário transformar as variáveis independentes e construir uma. formu lação Hamil toniana 

ree calonada. 

Será analisado inicialmente o caso no qual s = O, isto é, o caso em que 

(5.85) 

Sob esta condição, a função H definida em (5.83) é um Hamiltoniano perfeitamente aceitável. 

Utilizando H e (.5.80) em (4.42-4.43), encontra-se 

A 

B 

(Ll + (L2 + uj + Uz +L bkkxk. 
k 

u 
1 

H ( a1 b23 - azb13 + b23U1 - b1 3U2), 
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sendo que o símb olo U = x yz foi in trod u%iclo pa ra ::; implifi car a notação. 

Dentre os sistemas t ratados nesta cli ssf' rtaçào. o sistema de Lotka-Volterra é aq uele cuj a 

formulação Ha.m iiLoni ana ex ige mai s trabalho . Será usada uma boa dose de intuição no 

que segue. Para resolver o problema de ncontrar a descrição de Poisson do sistema (5.80) 

com s = O, escreveremos as equações característ icas associadas a ( 4.41) , 

dJ 
k = 1, 2, 3. 

AJ +B ' 

Após uma álgebra elementar, estas equ ações acarretam 

dU dJ 

AJ +B 

Substituindo 

L)ak + Uk) =A+ a.3 + (b31- bu)X + (b32- b22)Y, 
k 

na equação (5 .89 ), encontra-se 

dU 

Serão investigadas as condições nas quai s 

J = t:U 
; H 

dJ 
Al+B . 

(5.88) 

(5.89) 

(5.90) 

(5.91 ) 

(5.92) 

é uma solução pa rticu lar da última equaç~o. para algu ma constante E apropriada . Sub t i

tuindo esta expressão de J, bem corno E. no membro direito de (5.91), obtém-se 

dU 

o que é uma identidade se, e somente se . 

sendo que 

. : . 

dU 

[i (A+ ((at + U1)b23- (a2 + U2)b13) /E) ' 
(5.93) 

B' =O. (5.94 ) 
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B' = a1b23 - a2b13 - W3 + 

(E(bn- 631) + b23 b11- b1 3b21)X + (c(bn- 632) + 623612- 613622) Y. 

(5.95) 

O requerimento B' = O fornece o valor da con tante E e implica (para X e Y arbi t rários) 

em duas restrições adicionais aos coefi cientes das equações de Lotka-Volterra. Isto leva 

a um total de quatTo condições (det(bkt) = O, s = O e às duas novas condições) sobre 

os doze parâmetros ini ciais, restando oito parâmetros livres . Entretanto, três destes são 

normalizáveis por uma escolha de unidades. Restam, portanto, cinco parâmetros arbitrários 

essenc1a1s. 

A exigência B' = O para qua1squer X e Y será analisada com mawr minúcia. A 

igualdade B' = O pode ser resolvida em termos de E nos casos (i) a3i=O , (ii) b31 l:b11 e 

(iii) 6321:622 . Cada uma destas possibilid ades (as quais não são excludentes) desenvolve-se 

conforme: 

(i) se a3 i:O, então 

e também valem 

e 

(a1b23 - a2b13)( 632 - 6n) = a3(b23b12- bl3bn); 

(ii) se b31i:bu , então 

vale (5.97) e também 

(iii) se b32f b22 . então 
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e valem (.5 .9 ) e (.5 . .1 00 ). 

P ara completar o cálculo subst it uÍ -S C' o \·alor co JJ\·cni ente de r:: em J = r::U /1H , de acordo 

com (i) , (ii) ou (iii) (estas a lternativas podem a.ca.ba r por ser equivalentes). Isto determina 

o tensor de Poisson 

(5.102) 

associado ao sistema de Lotka-Volterra tridimensional com s = O. 

Caso o parâmetro s presente em (5.83) não seja nulo, a descrição de Poisson recem 

estabelecida não será válida. Quando s:f=O, é necessário um reescalonament<) que torna o 

invariante I em (5.83) independente do tempo. A situação em que s=f=O será tratada a 

partir de agora. 

Seja o reescalonamento 

x = X exp( -a1t) , z = Zexp(-a3t). 

as novas variáveis, o invariante I transform a-se no Hamiltoniano 

Introduziremos a notaçâ.o compacta 

uk = L bk1 x
1 exp( a1t ), 

I 

sendo que (:~.· 1 , x 2
, x3

) = (x . y, z ). O cam po Yetori al reescalonado tem o aspecto 

k k v = :r llk. 

Com este t/ e H = xo.yf3 z-, , os coeficientes A e B são 

A 

B 

H 1 + 11 2 +L bH .. rk exp( akt), 
I 

(uft !-J)(b23u l- b13tt2)exp(a3t), 
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sendo que v = .r y:::. 

Observa-se grande semelhança entre as eq uações do modelo reescalon ado e do modelo 

nas coordenadas ori ginai s. As diferenças são a presença do tempo através de uma série 

de funções exponenciais e o desaparecimento dos termos lineares no campo reescalonado. 

Como conseqüência, os coeficientes A e Bem (5.107-5.108) são ligeiramente diferentes dos 

coeficientes em (5.86-5.87). É bom lembrar que a ex igência det( bk1) = O continua presente. 

Seguindo os mesmos passos dados na formulação reescalonada, encontra-se 

du dJ 

AJ+B 

Introduzindo o novo símbolo 

e usando a expressão de A, vem 

L uk = A + ( 831 - Bu )x + ( 832 - B22)Y , 
k 

que transforma (5.109) em 

du dJ 
AJ+B. 

Novamente, será sugerida uma solução particular do tipo 

J Àu À 1- a 1-/3 1-1 
=- = - x y z 

!H I ' 

(5.109) 

(5.110) 

(5.111) 

(5.112) 

(5.113) 

sendo À uma constante a ajustar. Facilmente conclui-se que esta solução é adequada. se 

(5 .11 4) 

A condição sobre B' implica a. restrição 

(5 .11.5) 

e determina. o valor da constante À , ini cialment e arbi trária, 

(5.116) 
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Isto forn c c 

J _ (b23b11- U1 3b21) .1-D 1- /3 _ 1-")' , ( t) 
- (b b ) x y .:. exp a3 , 

I 31 - 11 

o que, por sua. \ 'CZ , leva. à álgeb ra 

(lh)(u2- À/3z / i)x-o:yl- f3z1- ...,. , 

-(1/i)(ui- >.. f3z/i)x 1 - o:y-f3z 1 -"'~, 

(5.117) 

(5.118) 

que é formalmente idêntica à álgebra apresentada em (5.102). Deve-se salientar, no entanto, 

algumas diferenças. A presente descrição é reescalonada, com as variáveis uk (as quais fazem 

o papel dos antigos Uk) agora dependentes do tempo. Além disso, o parâmetro). é diferente 

da constante E em (5.102) . 

Obteve-se uma descrição de Poisson com sete parâmetros arbitrários dentre os doze 

presentes no sistema de Lotka-Volterra. As restrições presentes são as relações det( bk1) = 

O e a equação ( 5.115). Afora isso, três parâmetros podem ser normalizados escolhendo 

unidades apropri adas. Estas cinco restrições terminam por deixar livres sete coeficientes . 

Portanto, o formalismo reescalonado possui mais parâmetros livres do que o formalismo 

Hamiltoniano nas vari áveis originais. Neste, apenas cinco parâmetros permanecem livres. 

As duas abordagens exibidas nesta subseção, entretanto, generalizam o trabalho pioneiro de 

Nutku [7], que obteve um modelo de Lotka-Volterra. Hamiltoniano com quatro coeficientes 

arbit rários. 
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Capítulo 6 

Conclusão 

Neste trabalho considerou-se o problema de encontrar descrições de Poisson associa

das a sistemas dinâmicos. Foi proposto um método dedutivo inédito para obtenção de 

formulações de Poisson. Essencialmente, pode-se dizer que o método consiste em encarar 

as identidades de Jacobi como um sistema de equações parciais para o tensor de Poisson. 

Tal sistema é uni vocamente definido em Lermos do sistema dinâmico e d um Hamil ton i

ano. Embora conceitualmente simples, a abordagem sugerida nâo foi analisada a fundo na 

literatura. De fato, comumente o tensor de Poisson é pensado como um objeto dado. 

Aplicando a estratégia exposta nesta di ssertação aos sistemas dinâmicos tridimensiouai s, 

provou-se que estes sistemas sempre admitem (localmente) formul ações de Poisson. A prova 

consistiu em red uzi r toda a questão a uma única equação diferencial parcial de primeira 

ordem linear do tipo 

( 6.1) 

Acima, v é o campo vetori al associado ao sistema dinâmi co sob es tudo e o coefi cientes 

A e B estâo definidos em (4.42-4.43). A equação (6.1) é a ident idade de J aco bi a três 

dimensões, expressa em função do si. tema clinà!lli co e de um Hamiltoni ano. Sendo linea r. 

esta equaçâ.o admite infinitas soluções locais. Qu ando o sistema tratado é completameuLe 

integrá.vel, é poss í,·el resolver (6.1) por quadratura. 

Vale lembrar que o método deste trabalho pode ser aplicado mesmo quando a equação 
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que define o I-l am il ton ia.no, 

(6.2) 

não é completamente illLegrá\·el. Isto é, basta a ex istência de uma única solução parti cular 

(válida ao menos numa região do espaço de fase). Graças a isto foi possível tratar o sistema 

de Lotka-Volterra tridimensional. O caráter dedutivo e a não exigência de integrabilidade 

completa são as características que distinguem a abordagem desta dissertação das demais. 

A presença de funções arbitrárias na solução geral de (6.1) confere grande flexibilidade 

às formulações Hamiltonianas tridimensionais. A fo rma definit iva do tensor de Poisson 

pode ser com larga margem escolhida a bel-prazer. A li berdade é ainda maior se for 

levada em conta a invariância conforme da identidade de J acobi a três dimensões. Esta 

propriedade permite gerar uma classe infinita de descrições de Poisson equivalentes a partir 

de uma descrição iniciaL Se a formulação inicial for composta por um Hamiltoniano H 

e um tensor de Poisson J , as fo rmulações equivalentes compõe-se de pares (fi, J). Aqui , 

fi = F( H, C) é o Hami ltoniano alternativo, sen do F arbitrária e C função de Casimir de 

J , e J = Jf (ôFfôH) é o tensor de Poisson alternativo, obtido do tensor inicial por uma 

transformação conforme. 

Diversas formulações Hamiltonianas tridimension ais foram obtidas resolvendo a equação 

básica (6.1) em problemas concretos. Os resultados referentes ao patim livre no gelo, ao 

corpo rígido livre e ao sistema de Lotka-Volterra trid imensional são generalizações signi

fi cat ivas da descrições Hamil tonianas conhecidas. O sistema da carga irradiando tratado 

na seção 5.2 fornece um exemplo ilustrativo do funcionamento do método, e já havia sido 

analisado. Já as formul ações de Poisson dos sistemas de Lorenz e de interações ressonantes 

de três ondas são tota lmente novas. Nestes últ imos casos, entretanto, devido ao caráter 

não integrável das equ ações de movimento, foi necessário realizar certos reescalonamen

tos dependentes do tempo como prelúdio da. construção de estruturas Hamiltonianas . As 

equações de movimento transformadas c os Ham iltoni anos nas novas variáveis , em geral, 

são explicitamente dependentes do tempo. E interessante observar que um grande número 

de invariantes conhecidos associados a casos específicos dos sistemas mencionados pode ser 
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encontra lo requeren do CJUC' o Hami lt oJJian o seja autônomo . 

Seria int ressantegeneraliza r a proposta deste trabalho para dimensões maiores . Quando 

a dimensão excede t rês, a ident idade de .Jacobi não pode ser reduz id a a uma eq uação lin ea r. 

ao menos generi camente. Realmeni , a a ltas dimensões obtém-se um sistema acopl ado ele 

equações parciais quasilinea res, cuja análi se dema uda inv stigaçâo. Provavelmente a pre

sença ou não de simetrias tem influência na. possibilidade de resolução do referido sistema 

acoplado. 

Outro assunto que merece análi se mais profund a é a quantização ele sistemas clássicos 

baseada em descrições não canônicas. No caso tridimensional, foi visto que há muita 

arbitrariedade na escolha ela representação Hamil toniana. A partir ele qual delas deve ser 

construída a quantização? De outra parte, as diversas quantizações são de algum modo 

unitariamente equivalentes? Estas questões estão em aberto. Com certeza postulados de 

invariância podem servir como guia na escolha ela representação Hamiltoniana clássica. 

Porém, mesmo esta observação precisa ser analisada com detalhe. 

Finali zando, a unificação proporcionada pelas teorias Hamiltonianas sempre merece 

reverências . É realmente notável que sistemas físicos tão distintos como os tratados nesta 

dissertação possam ser descritos compactamente pelo mesmo tipo de formalismo . Avanços 

na compreensão elos sistemas dinâmicos Hami ltonianos imediatamente se refletem numa 

melhor compreensão ela \·asta gama de modelos físicos Hamiltonianos. Acreditamos que os 

métodos Hamiltonianos terão ainda um papel bastante relevante na Física Teórica. 
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