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ABSTRACT 

A 2+1 dimensional Lheory of charged scalar parLicles 

coupled Lo an Abelian gauge field wiLh Lhe Chern-Simo ns Lerm in 

Lhe acLion is canonically quanLized in Lhe Coulomb and 

superaxial gauges. The gauge Lransformat.ion linking Lhese Lwo 

gauges i s shown to be singular_ Then, Lhe superaxi al gauge 

exci t .aLi ons are !'ound to obey fractional s ta t .i s t .i cs . We 

demonsLraLe Lha L this effect. does no L ar i se when Lhe 

conventi onal term -~J-11-•F is presenL in Lhe action . 
4 J-11-1 



RESUMO 

Uma t .eor i a em 2+1 dimensões de par~iculas escalares 

carregadas acopladas com um campo Abeliano de gauge e com o 

t .ermo de Chern-Simons na ação é canonicament.e quantizada no 

gauge de Coulomb e no gauge super-axial. Mos~ra-se que a 

~ransrormação que conect..a est..es dois gauges é singular. Ent..ão, 

encon~ra-se que as excit..aç6es do gauge super-axial obedecem uma .. 
es~at..ist..ica fracionária. Most..ra-se que es~e efei~o não aparece 

quando o ~ermo convencional ~J.JVF esLá present.e na ação. 
4 j.Jl-' 
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I - I NTRODUÇAO 

' 
A fisica em 2+1 dimensões nem sempre é mais simples do que a 

f'ísica em 3+1 dimensões . Podemos cit-ar, por exemplo, o 

apareciment-o do mo ment-o angular f'racion~rio Cou spin f'racion~rio) 

[ 1 ) • [ 2) e da est..at..íst..ica exót..ica C.ou "anyons") [ 3). [ 4) • 

[5), [6J. Ambos só ocorrem em duas dimensões espaciais,e est..ão 

relacionados com cert-as caract..eríst..icas t-opológicas present..es 

neste espaço. 

Para explicar o surgimento do moment..o angular fracion~rio, 

vamos considerar o grupo de rot..ações em duas dimensões, que são 

implement-adas pelo operador uni t..~r i o UC l.f0 , 

• 
(1) 

sendo J o moment-o angular do sist-ema (gerador de rot-ações) e ~ o 

ângulo da rotação . Impondo a condição de que a rot.ação por 2rr 

ident..if'ica o mesmo element.o do grupo, t-emos, 

UC r:f> + 2rr ) 

i.2rr_T 
e = I 

Representando o opel~ador acima na base dos aut.oval ores de J, temos 

J 
i.2rrj 

e = 1. 
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• 
Assim, os autovalores de J CjJ devem ser inteiros. 

Po1- outro lado, se a representação do grupo é "multivalued", a 

condição C2J ~ica, 

\.e 
e UC t:p + 2rr ) (3) 

onde e é uma ~ase . De C 3), t .emos, 

iCe + 2rrJJ 
e = I 

Representando o operador acima na base dos autovet.ores de _T, t .emos 

j 
e 

+ = 1 
2rr 

c 4.) 

Assim, como e é arbitrário, existe a possi bi 1 idade de que os 

aut.ovaloi-es de _T sejam ·~I-acionários. Em part.icular, para e = 2krr, 

k =O, ±1 , ±2, ... , os aut.oval ores de J serão inteiros, enquant.o que par a 

e = C2lc+1Jrr, k= o, ±1. ±2, .. .• os autovalores de J serão 

senú -inteiros. 

O surgiment.o da estatíst.ica exótica pode ser qualit.ativament.e 

entendido na mecânica quãntica, dentro da ~ormulação de integrais 

de caminho de Feynman [7) . Para ist.o, vamos considerai- um sist.ema 

de N part.iculas idênticas que não podem ocupar o mesmo ponto num 

n 
espaço ~ . Para quantizar est.e sist.ema, deve-se atribuir uma fase 

para cada p ossível caminho. A amplit.ude t.otal é a soma sobre t .odos 

.. os caminhos.. que cont.r i buem com quant..i dades iguais C mesmo peso). 



lsLo é válido para os caminhos que p er Lencem .a mes ma classe de 
• 

homoLopi a C são aqueles que podem seJ' d e for m.ados uns nos ouLros). 

Já o s caminhos em diferenLes classes de homoLopia con tribuem com 

qu.anLid.ades diferenLes Cpesos diferenLes, que p odem ser colocados 

n .a forma de fases) para .a .ampliLude Lot.al . Assim , .a função de onda 

do sisLema Lor n a-se "mult.iv.alued" em !Rr' . IsLo permiLe que .a função 

de onda do s.ist..em.a t.roque p o r uma fase .ao se interc.ambi.ar .a 

posição das part..ícul.as . Com i st..o, é então possível que exis t am 

funções de onda com uma simetria de t..roca e s tranha ou exóti c a . 

Es t .e fenômeno só ocorre em duas dimensões espaciais, porque a s 

propriedades estat..íst..icas das N part..ículas idênt..icas,que não 

ocupam a mesma posição em IR" podem ser conect..adas .ao primei r o 

grupo de homot..opi a n
1

. E, par .a n ~ 3, n
1 

é o grupo de per mut..aç ão 

das N part..ículas, enquant..o que para n=2, ~ é o grupo das t..ranç.as, 

que possui um par.âmet..ro cont.. í nuo e, e ainda hoje é objet..o de 

est..udo de muit..os pesquisadores [ 8). Para exemplificar, v .amos 

considerar o caso de duas p.art..icul.as C1 e 2) que t..rocam de posição 

duas vezes, como indica a figura 

' a-

1\ a a, 
~}r 

n ~'5 

=I= 
Jn 

' 1 
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li' >o vetor de esta do do si s lema e P o opera dor 
12 

troca a posição da partícula 1 com a 2. 

que 

No caso n ~ 3, a operação de trocar a posição das partículas duas 

vezes nos leva à situação original, isto é, 

+ li' > 

li' > 

li' > I 

CP )
2 = I. 

12 

Assim, só podem ocorrer permutações pares e ímpares, o que implica 

que só podem existir bósons e !érmions . 

No caso n=2, a operação de trocar a posição das partículas duas 

vezes não nos leva à situação original, 

I) P I li' > 
12 

i e = e 11' ) 

2ie = e 11' > 

isto é, CP )
2 

;#- I. 
12 

Aqui, existe um cont.ínuo de possíveis permut.ações, paramet.rizado 

por e. Podem existir bósons para e= 2krr, k=0,±1,±2, . .. I !érmions 

para e= C2k+1)rr ,k=0,±1,±2,. e "anyons" para um e qual quer. 

Assim, exi st.i rão bósons com spi n i nt.ei r o, !érmions com spin 

semi-ínt.eiro e "anyons" com spín fracionário . 

Neste t.rabal ho, vamos demonst.rar que os ar gument.os 

semi-qualitativos apr esent..ados nos parágrafos ant..erior es são 

corretos e que paz-t..ículas qu~ obedecem uma est.at..íst..ica · e xót..ica 

4 



eret..i vament..e emergem como resul Lado de quanli zar uma teor i a de 

campos com 1 i berdade de gauge e s t-abelecida num espaço-Lempo 

Lr i d imen sional. A me n cionada Leor i a é conheci da como o modelo de 

Che r n -Si mo n s . Começamos por qua nt..í za1· o mo delo de Cher n-Si mo ns no 

gauge de Coul omb . Depois encontramos o espaço de fase r* (aquele 

cujas variáv eis que o desc revem são desvinculadas ) e as relaç5es 

de comutação a t..empos iguais obedecidas pelas variáv eis 

d esvi n c uladas C denot..adas pOl' * {q )) . São p1· eci samente estas 

r el aç5es de comut.ação as que det.er minam o t .i po de e st.a t..í sti c a 

obedecida pelas excitações result-antes de quant.i zar A 

seguir, o sistema é quantizado num out..ro gauge, o qual denominamos 

de gauge super-axial, cujas variáveis desvinculadas são 

*' denot-adas por {q ).Em principio, a invariância de gauge exigiria 

que uma troca de gauge deveria se reduzir a uma transformação 

* canônica em r . Assim, o result.ado esperado para uma transfo1· mação 

de gauge regular seria o de que as variáveis des vi nc ul a das 

obedecessem as mesmas relações de comut.ação a tempos iguais nos 

dois _gauges . Porém, como veremos a seguir, ist..o não acontece : no 

ga uge de Coul omb 

enquant.o que no 

* q obedece relaç5es 

gauge super-axial 

de comutação bosônicas, 

*' q obedece relações de 

comutação "g1· aded" C ou "anyôni c as") . Fica assim demonst-rado no 

que diz res pei t .o a cert..as teorias de campo de gauge em 2+1 

dimensões, que o mecanismo de transmutação est..at.i st..i c a nada mais é 

do que uma t .r ansfor mação de gauge singular. Final ment.e, vamos 

most.rar que a mencionada t_. ,- ansmu t..ação e st.at..í st.i ca desaparece 

quando se inclui no Lagrangeano do modelo de Chern-Símons o Lermo 

cinético -~F FJ.-IV. 
4 J.-IL-> 
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------·--~-------

IJ TEORIA DE CHERN-SJMONS CLASSJCA 

}1.1 - FORMULAÇÃO LAGRANGEANA 

O si st.ema a ser analisado é descri to pela seguinte densidade 

Lag1- angeana r QJ 

:e = [ (iJ 
J.1 

+ iA ) 
J.1 

onde os indices gregos repetidos somam de O até 2, 

C5) 

E é o tensor 
J.lVÀ 

t..ot.al ment.e ant..i -si mét.r i co com E = E
012 = 

012 

00 H 
1 ,a métrica é g = -g 

22 
-g 1 e e é um pai- âmet..r o a dimensional . As coordenadas são o 

campo esc.al a!- <:fi. * seu complexo conjugado <:fi e os campos de gauge 

AJ.l, J.l=O ,1 , 2. O prime i r o t .er mo de C 5) c ar act..er i za uma t..eor i .a de 

p.art.icul.as carregadas acopladas com um pot..encial de gauge. Já o 

segundo t..ermo de C5), de origem t..opológica, é o invariante de Hopf 

[10J, [11] que caract..eríza os diferent..es mapeament..os de S
3 

em 'Ef- _ 

As equações de moviment..o Lagrangeanas são 

(ô) 

* ~ * A * ~ * o ,-h + i C â A'-).+, + 2i A'-C ô ~t· ) - A -A 1;· = O 
~ ~ ~ ~ ~ 

(7) 

6 



J 

J. 

---------- -- -- - ·- -- ----------------

J = o 
OI 

onde J é a densidade de correnLe, dada por 
OI 

J 
OI 

c 8 ) 

(9) 

Pode-se mosLrar, combinando a equação Cô) e (7) que a densidade de 

coJ- renl.e é conservada, isLo é, 

ô _T
01 = O 

OI 
CiO) 

Como esLamos inLeressados na quanLização can6nica da Leoria, 

passamos par a a formulação Hami 1 t..oni ana dest.a, segundo o método 

sist..emáLico de Dirac f12J. 

JL2 - FORMULAÇÃO HAMILTONIANA 

II.2.a -HAMILTONIANO CANÓNICO,VÍNCULOS PRIMÁRIOS E MOMENTOS 

Na formulação HamilLoniana, t .rabalha-se no espaço de fase 

f' que é geJ' a do pelas coordenadas canônicas e 

* pelos correspol'Jdent.es moment.a canonicament.e conjugados n· n ,pJ-1 • 

. u=0 , 1 ,2, respect.ivament.e . Reescrevendo (5) na forma 

7 



+ + (11) 

EnconLramos, 

i} :e 
po - -----=o C12) 

i}( i} Ao) 
o 

i} :e e E A .i 
pk - -------- kj c 13) 

i}( 8 Ale) 4-rr 
2 

o 

8 :e * iAocr* n ------- 8oc:f:· + C14) 

J éK. 8 o c:f0 

* i} :e 
õo4> iA

0 1J n - ------- (15) 
éK. a o cr*) 

As expressões C 12) e C 13) são os vínculos pr i má.r i os da t .eor i a 

(surgem apenas da ~orma ~uncional do Lagrangeano, sem utilizar as 

equações de movimenLo) , denotados por 

po - p ~ o (15) 
o 

p e E 
i j 

A .i 
o 1,2 (17) - p ~ , i= 

~ ~ 
4-rr 2 

Os vínculos (15),(17) de~inem a hipersuper~ície L c L E r )na qual 
p p 

se localizam as trajetórias do sisLema . O sinal conhecido como 

símbolo da igualdade ~r aca de Di r ac [ 12J , si grü ~i c a que duas 

8 



quantidades fracamente iguais em r diferem ehtre si F; o r uma 

combina~ão de vincules . 

O Hamiltoniano can6nico CH) definido sobre ~ ~ dado por 
p 

OJ..l o *o* } P c a A ) + n c a 40 +n c a 1> ) - :e 
J..1 

Substitui ndo C12), (13), (14), C15) e (5) em (18), obtemos, 

E . . 
tj 

* n + 

ic<l>"n* - n <IY ] } 

(18) 

C19) 

Após levarmos em conta C13),podemos reescrever H da seguinte forma 

H J d2y { n * [ c ôj + iAj) 1>*] [c ôj- i Aj) 1> ] = n + 

-Ao [ 
ôiAj t 

* * } e + ô P . + i c 1> n -n 1>)] C20) E 
ij t 

4rr
2 

II . 2.b- HAMILTONIANO TOTAL E VÍNCULOS SECUNDÁRIOS 

O Hami 1 t.oni ano defini do sobre r, conheci do como Hami 1 t...oni ano 

Lot..al C H~ , é obLi do a par t..i r de H da segui nt..e maneira 

H 
T 

~ 
u (y) 

o - + -~ p - ~ u (. y) . c. y) 
t t 

} • i =1. 2 C21) 

onde u , u e u são multiplicadores de Lagrange arbi t...rários . 
o i 2 

9 
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A equaç~o ' de movimenlo d e uma quanlidade O pode ser oblida a 

parlir de H da seguinle forma 
T 

sendo que o parênt..eses de 

bosônica.s o e n é definido como 

[o .n Jpp= Jd
2
y { [ ó o 

ó AJ..IC Y:) 

+ 

+ 

Poisson 

ó n 
ó 

-+ p Cy) 
J..1 

6 n 
-+ 6 Jl(y) 

6 n 
* -+ 6 n cy) 

C22) 

CPP) de duas quant..i da.des 

ó n 
ó AJJC y) 

6 n 

6 n 

ó 

: Cy)] + 
ó 

J..1 

6 o 

6 o* -+ J}· C23) 
6 n cy) 

Vamos agora examinar as condições de consi st..ênci a de Di r a.c 

f12J.Se exigirmos a. persist.ência. no t .empo dos vínculos primários, 

encont..ra.remos uma condição de consist.ência associada a. cada um 

dest.es vínculos. Assim, 

P 
. -+ <. x) 

o 

> 

6 H 
~o 

{
u C y) [P C ;b , P C~) ] +u C :j) [P C~) , P .C y)] }~ O o o o - pp .1 - o .1 pp 

10 



SimilarmenLe, 

P . C~) 
l. 

H ] !:::: O T pp 

i 
E (24) 

(p,cO:O), H] •• + Jd2 y { u
0

CY) [P,cO:O). p 
0 

cY) ] •• + u;cY) [P,c::b. P;'Y) ] •• } "' o 

-> 

ó H e 
i. j 

E 
~ 

u .Cx) 
0 J ::::: 

( 
_T C~) 

i. 
2rr

2 C25) 

A expressão C24) não involve os mulLiplicadores indeLerminados, 

u's, e Lambém não pode ser escriLa como combinação dos vínculos 

primários . PorLanLo, 

i. 

S i o - + 
E 

C26) 

é um vínculo secundário da Leoria (surge após ut.i 1 i zar as 

equaç5es de moviment.o ). Por out.ro lado, a persisLência no Lempo 

de p 
1 

e p 
2 

não gera novos 

multiplicadores de Lagrange u 
1 

vínculos, mas det..ermi na os 

e u 
2 

.Em cont.inuação, deve-se 

exigi r a per si st..ênci a no t .empo do vínculo secundário 

11 



. -+ 
S Cx) 

o 
-+ = iJ S C x) 

o o = 

equação que,como pode ser visLo,se saLisfaz identicamente CO ~ OJ . 

Com isLo, esgoLa-se o processo de geração de vínculos. Convém 

observar que o mul Li pl i cador de Lagrange u 
o 

continua 

i ndet.er minado, indicando que o sisLema em quesLão apresenLa 

liberdade de gauge. 

II.2.c- VÍNCULOS DE 1° E 2° CLASSE E HAMILTONIANO ESTENDIDO 

Nest..e pont..o, vamos det..erminar quais vínculos são de 1° classe e 

quais são de 2° classe, lembrando que um vínculo é di Lo de 1° 

classe se Liver parênt..eses de Poisson fracamenLe zero com Lodos os 

out..r os ví nc ul os da Leor i a, e é di Lo de 2° classe caso est..a 

condição não for saLi sfei La . A import..ância desLa classificação 

reside no fato de que os vínculos de 1° classe at.uam como 

geradores independent.es de LJ-ansfoJ-mações de gauge [13) . Assim, um 

sist..ema que só possui vi ncul os de 2° classe não apresent..a 

libeJ-dade de gauge, enquanLo que um sist.ema com vínculos de 1° 

classe exibe liberdade de gauge, liberdade est..a que deve ser 

t..oLalment..e suprimida para p1· o c ede!' a quant..ização do sist..ema . A 

12 
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eli mi n ação da l iberdade d e gauge se ~onsegue com a inlrodu ç ã o de 

condiç 6 e s s u b s i di árias C condi ções d e ga u ge ) q u e , j un lame nle com 

lodos os vi n c ules , r or ma um con j u nl o d e v í n c ul os de 2 ° c l asse . No 

n osso caso , e P . . i=1 , 2, sã o 
~ 

v í nculos de 2° c lasse C ver Apê nd i ce A)_ Em c o n c ordâ n c ia com a 

conjec lura d e que o s vínculos de 1° c lasse aluam c o mo gera d or es 

i ndependenles de lransf'or maç õ es que não al leram o e slado do 

s i slema C l r ans ror maç ões de gauge) , generalizamos a equação de 

mo vi ment.o de uma quantidade n como s egue, 

C27) 

Nesta equação,o Hamiltoniano estendido H subst.it.ui o Hamilt.oniano 
E 

t .otal, H 
T 

a f'im de permit.ir o moviment.o mais geral do sist.ema _ 

Essencialment.e , H é construido adicionando ao H os vínculos 
E T 

secundários de 1° classe da t.eoria . 

H 
E 

onde f, é um novo mul t.i pl i cador 

No nosso caso, 

indet.erminado 

Substituindo C21) e C 2 0) em C2 8 ), f'icamos com 

onde 

H é dado por 
E 

I 

C28) 

de Lagrange . 

(29) 



{n + '(30) 

(31) 

J:: impor LanLe sal i enLar que H e H sâo f' i si camenLe equi val ent.es no 
T E 

senLido de que ambos geram a mesma evoluçâo Lemporal pai· a 

quant.i dades i nvar i ant.es de gauge . Apesar dist.o , H e H f'or necem 
T E 

eqs.de movimenLo dif'erenLes para quant.idades dependent.es de gauge 

[ 13] . 
, 

CompleLaremos a descrição clássica do modelo em análise, 

deLerminando quant.idades f'ísicas da t.eoria como o moment.o linear e 

o momenLo angular. 

II.2.d- TENSOR ENERGIA-MOMENTO 

O Lensor energi a-moment.o si mét.r i co da teor i a é dado por C ver 

Apêndice B ) 

.. 

14 
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~-~- -- - - --~- -~ - ------------------- --- ------------------, 

O Ha mi 1 Loni ano C tb, o mo menLo l 1 near C Pl<) e o mo me nLo angular 

(J) s~o calculados a parLir de S pv, res ultando, 

d X e Cx) J 
2 00 ~ 

em concordância com a expressão C30). 

+ i A-.* l< * 
't" A n -

eok . -+- -.. l x_, X 
.i 

(33) 

C35) 

Passamos agora para a quantização da teoria, primeiramente no 

gauge de Coulomb e após no gauge super-axial. 

15 
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Jll . - TEOR! A DE CHERN-SI MONS QUÃNTI CA 

lll. 1 - QUANTI ZAÇÃO NO GAUGE DE COULOMB 

III . 1 . a- COMUTADORES A TEMPOS IGUAIS 

Vamos começar com a ínt..rodução das condições de gauge na t..eoría 

X o 
Ao ::::: o 

X = ôi.Ai. - o "" 

Seguindo Fradkin e Vilkovisky [14J, 

(36) 

C37) 

o Hamilt..oniano est..endído H ~ 
E 

subst..it..uído pelo Hamilt..oniano complet..o, H • c 
dado por, 

H 
c 

onde u ... 

H 
E 

e u são 
!) 

(38) 

os mult-iplicadores de Lagrange associados a x
0 

e 

X• respect..ivament..e . Assim, a equação de mo~ment..o de uma quant..ida de 

n rica 

o [ n . Hc JPP (39) 

16 
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Exi g i ndo a per si st . ~nc ia 
' 

- -+ 
X <. x ) 

o 
-+ 

= i} X C x) 
o o 

= 

no ~empo das c o ndiç 6es de gauge,~emos , 

[ x
0

C ~) • H J + J d 2 
y {u C y) [x C ~) , P C y)] + u C y) [;t' C ~) , p C y) J + 

PP O O O PP t - . O 1. PP 

~> 

u "' o ...., 
o 

Si mi 1 ar ment.e, 

_-+ 
+ u <.y) 

3 

- ) 

S C y) + u C y) ;t' C x) , -+] -+(-+ o pp • . o 

C40) 

H ] ~ O c pp 

17 



u C~) 
3 

2rr
2 

----
é 

E .. 
,ll 

c 41 ) 

Assim , após a i nLr odução das condições C 36) e C 37) Lodos os 

mul t..i pl i c adores de Lagr ange podem ser det..er minados. NoLe que a 

persisLência no Lempo de p e S determina, respectivament-e, u =O 
o o 4 

e u = O . Isto implica que o conjunt.o .formado pelos vínculos e 
!:; 

pelas condições de gauge é de 2° classe. A partir de agoJ-a, por 

conveniência, passaremos a adotar a seguinte noLação 

í = p 
3 2 

í:::: X !5 o • í:::: X 
6 

Seguindo a met-odologia de Dirac para sisLemas que são de 2° 

classe,vamos eliminar os vínculos e as condições de gauge da 

Leoria . IsLo é .feito substituindo-se os parênteses de Poisson CPP) 

pelos parênLeses de Dirac CD), que para duas quanLidades bosônicas 

O e n é de.finido como 

Ulr -+ -+-, cv, w_ 

l , T· = 1 

onde U é a inversa da matriz C, de.finida por 

c 
lr 

18 
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No caso do ~a uge de Coulomb , encontramos os segui ntes elementos 

para a matriz C (ver Ap~ndice A ) 

-+ ... 
c c x , y) 

i i 

_ ... -+ 
C (.X, y) 

i2 

-+ -+ 
=C Cx,y) 

13 -
- c ...... ) = C x,y 
i4 

... ... 
= C Cx, y) 

16 
... ... ... ... C Cx,y)= - 6Cx-y) 

1!:; 

... ... 
C (X, y ) 

21 

-+ -+ 
= C Cx, y) 

22 
- c ...... ) = c x ,y 
24 

-+ ... 
C Cx, y) 

2!:; 
= o 

... ... 
C Cx, y)= 

23 -

... -+ 
C Cx,y) 

31 
-+ -+ 

C Cx,y)= + 
:92 

- c ...... , c x,y_ 
41 -

= 

... ... 
C Cx,y)= + 

46 

-+ -+ C Cx, y) = !52 
... -+ 

C Cx,y)= + 
!51 

... -+ 
C C X, y) = 61 -

-+ -+ 
C Cx. y) = 

62 

e 

2rr
2 

-+ -+ 6Cx-y) -+ -+ 
c ex. y) 

26 

-+ -+ 
C Cx, y) 

33 
-+ -+ = C Cx, y) 

34 

e _c--+ -+ 
ut x-y) -+ -+ 

C Cx, y) 
3 6 -

v ... ... = a- 6Cx-y) 
1 

y -+ -+ = ô óCx-y) 
2 

c -...... , c c~. y) c c~. y) ... -+ 
Cx, Y- = = = C Cx,y) 

42 - 43 - 44 4.5 -

2 -+ -+ 'V eSC x-y) 
)( 

-+ -+ - c-+ -+) c -+ -+ c c~. v) C Cx, y) C x,y = Cx,y) = 
!53 !54 - !,;!; !56 -

6_ ... -+ cx-y) 

c c x. y) c _ ...... - _ ...... , o = Cx,y) = c66tx,y_ = 
64 - 6!5 

ôt ... -+ ... -+ ô2 -+ -+ 
óCx-y) C C X , y) óCx-y) 

y 63 - y 

o 

C 44 . a) 

c 44. b) 

C 44 . c) 

o 

c 44. d) 

= o 

C 44 . e) 

c 44 . f') 

Os element-os da m.at.J-iz U são calculados at.r a vés da expressão 

_l. -- ...... _ 
o oc x - v-' s -

c 45) 

19 
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.. 

res ul t .ando , 

U ' 3(-+ -+ , == x , y_, 

1!:i -+ -+ -+ -+ U Cx , y)= + óCx-y) 

Lf 1c ~ -+ , x, Y- = u 2 2 c ~ -+ --, x,y_ = u2 !:i c -+ -+ ) x , y u2 6c-+ -+) x , y 

2 
2n

2 
2rr Lf3 -+ -+ -+ -+ u 2 • c ~. y) c x , y) == --- óCx- y) = e é 

. .31 -+ -+ u Cx , y) 

U•t c -+ -+) x , y 

U3 3 c -+ -+ , = x , y_, 

46 -+ -+ -+ -+ U C x, y ) = - GC x-y) 

= U3 !:ic-+ ~, X, _Y-' 

U 3 •c-+ -+, x , y_ 

= o 

43 -+ -+ U Cx,y) = 

= o 

C 4 6 . a ) 

= o 

ô~ ( GC ~-y) J c 4 6 . b ) 

= o 

C 4.6 . c ) 

v( -+-+J cl~ GC x -y) 

,C46 . d ) 

,C46 . e ) 

U6 5.-+ -+, __ u 66c -+ -+ , == lx ,y-' x,y_, o . 

U64 , . ~ ~ ..... = 
.._ ."\. • _r - · . c 4 6 . f) 

d 
~ - -+ -+ , on e L={. x - y _, é a .função de Green em duas dimensões, dada por 

[ l ~ -+ 12 ] y + const..ant.e C47) 

20 
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Então, a partir dos parênt..eses de Dirac, obtidoS: através de um 

cálculo direto utilizando as expressões C42 ) C 46) e C B), 

abstrai mos os comutadores .a tempos iguais CCTI 's) através da 

seguint..e regra 

[O n ]n -> 

~ 
resul Lando , 

[ A cC "t<.) , AJ-JC y) ] 

[ AcC"t<.) ,pJ-l(y) ] 

[ pc(~) , AJ-1Cy) ] 

p <.. x), p Cy) [ -~ ~ ] 
c J-1 

[ Aic0. <V= y) ] 

[ Ai.C"t<.),ct+cy) ] 

<.. x_. • [Ai..~., - ~ ] rfY) 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

[ A°C0.rf;Cy) ] = [ A °C "t<.) , ct:+c y) J = o 

[ o - ~ , ~ ] A <.. x... , rJC y) = [ o ~ +-~ ] A Cx), n <.. y) = o 

[ p o c "t<.) . 4C y) ] = [ p
0

C"t<.), ct:+cy) J = o 

[ c0 - ~ ~ ] P 0 • • rfY-' = [ p
0
C0 , n+cy) ] = o 

2rr
2

h qt=y) aY ( -~ ~ ) E GC.x-y) --- i j .1 e 

ê:rr
2 h ct:+c y) a~ ( ~ ~ ) E GC.x-y) 

+ i. j e 

2rr
2

h 
~ it~ ( GC ~-y)) E f1CY) + i j e 

~ 
Par a si mpl i :f i c ar a not.. aç .ão, não i r e mos di s Li ngui r 

operador clássi co e sua cont..ra~ar t..ida quànt..ica. 

21 

c 48) 

• C 49 . a) 

c 49. b) 

• C49 . c) 

c 49 . d) 

. C49. e) 

. c 49. :f) 

. C49. g) 

entre um 



• 

• 

[ A l c ~) . n +c y) ] 2n
2

h E n+cy) a~ ( GC~-y) ) . c 49 . h ) 
= -- i .i e 

[ A i C~), A jC y) ] [ i 4 4 ] [ . 4. . 4) ] o c 49. í) = A C x) , p . C y) = pi C X), p j C y . 
.1 

[ 4 ~y) ] h ~y) a~ ( GC ~-y) ) p Cx), = + . c 49 . j) 
l 2 

[ p i c ~) . c:t:+ c y) ] h ct+c y) a~ ( c-,c ~-y) ) . c 49 . k:) 
= 2 

[ rr.: y) ] h 
4 

y ( 4 4 ) c 49. 1 ) 4 rf y) ai. GCx-y) . p Cx), = 2 l 

[ Pi c~) ·n+c;) ] h n+c;) ô~ ( c-,c ~-y) ) • C49 . m) = + 2 

[ 4C~). 4CY) ] = [ 4C ~). ct+cy) ] = [ ct+c~). c;.+cy) ] = o C 49. n ) . 

[ .4 rf y) ] [ rf ~) · n+c;) ] [ n+c ~) . n+c)b ] rf. x) • = = o . C 4 9 . o) 

[ 4C~). ·n+cy) ] [ ct;+c0. rf y) ] = o • C49 . p) 

[ 4C0 . 4 ] [t+c~). n+cy) ] 4 4 
rfy) = = ih 6Cx-y) c 49. q) 

t ímporLanLe salienLar que esLa álgebra carrega os vinculos e as 

condições de gauge como idenLidade s operat..oriais f'ort..es. Uma 

simples inspeç~o nas equações C49) revela que os seLores <~. n ) e 

{c;+.n+) apresent..am comuLado1·es canônicos, o que n~o ocorre com o 

,J..l 
A ,p ' 

J..l 
setor { J..I =0,1,2 ). 

22 



• 

III . l .b - ESPAÇO DE FASE r~ 

As v.ari.á··.reis d esvinc ulad.as que servem de b.ase e m r* p odem ser 

f.a ci lme nLe oblidas a parLir d os vínculos e das condições de g.auge, 

ist...o é, 

r 
1 

r 
i. 

f' 
5 

f' 
6 

f' 
3 

onde 

_To 

= 

= 

= 

o ~ 

o . i. =i. 2 * 

o ... 

o ~ 

o ~ 

i ( ~+n+ - n ~ ) 

po = o 

e E A .i 
P . = i. j 

~ 
4rr 

2 

Ao = o 

Ai. E . ô j_ll' 
~ 

ôi. e . âi.Aj p + E . 
~ 

4rr 
2 ~ J 

Subst..i L ui ndo C 51) e C 53) em C 54) , obt..emos 

de forma que Ai. fica 

Assim, 

t. . eoJ~ i a, 

os 

---- 2 c.rr 

e 

campos 

rest.ando 

E 
i. j 

, o p . A ' o 

q;.q:+. n 

. 7 7 
Gc. x - y) 

A~' P . i.= 1 . 2 . 
~ 

e n+ que, de 

23 

podem s e r 

acordo com 

(50) 

(51) 

C 52) 

C 53) 

+ Jo=O . C 54) 

C 55) 

C 55) 

(57) 

eliminados da 

c 49.n,o,p,q ) 



constituem uma base canônica em que descreve excitações 

bosônicas. 

OBSERVAÇÃO : Comparando as equações C41) e CB ) p ddemos notar 

que u no ~ormalismo Hamiltoniano desempenha o mesmo papel 
3 

o 
que -A 

no ~ormalismo Lagrangeano. Para veriricar isto partimos de (8), 

õ'~Ay 2rr 
2 

E = -- J 
a(1y e OI 

-> 

2rr 
2 

E ôo Ai- E ôtAO = -- J 
ij i.t e 

Mul t .i pl i c ando ambos os: 1 a dos: por Ek: . , obtemos , 
,l 

2rr
2 

k · 
E J J . 

e J 

Dírerenciando a expressão acima em relação a x 
k 

que, no gauge de Coulomb se reduz a 

2rr
2 

= + e E . 
k,l 

(8) 

t .emos:, 

(58) 

Assim, a variável 
o 

Lagrangeana A é descrita, dentro do rormalismo 

Hamilt.oniano, pelo mul t.i pl i cador de Lagrange -u e 
3 

não deve ser 

confundida com a va1·iável Hamilt.oniana A0 a qual !~ oi est.abelecida 

igual a zero pela çondi ção de gauge . De ~ato, esta conclusão 

~ independe do particular gauge que esteja sendo utilizado . 

24 
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III . 1 . c- EQUAÇÃO DE DIRAC-SCHWINGER E ' GERAOORES DE POINCARÉ 

Iniciamos esta seção, propondo como candidat..os para as 

component..es do t.ensor densidade de energia-moment..o qu~nt..ic o 

si mét..r i co, ~1->, os segui nt...es opel- adores her mi t-i anos 

CôO) 

Cô1) 

Estas expressões !oram obt...idas por t-ranslação direta de suas 

correspondent...es análogas clássicas Após um cálculo extremament-e 

t-edioso mas di r e to, ut-i 1 i zando as expressões C 59) , C 50) e C 49) 

veriricamos que a equação rundament..al de Dirac-SchwingeJ- (15), 

(15) é sat-isfeit-a, ou seja, 

<=I {_x_l 
[ 

..._00. -+ ..._ ,00. ~ .... ] <::' l Y-' 

UFRGS 
25 Instituto de Fisica 

Biblioteca 

~" ..c . -+ ~ .... u ulx-y_, . 
k 

(52) 



Port...anLo, os candidaLos C59) e CôO) são a~eiLávei s como densidades 
.. 

de Poincaré da formulaçâo do gauge de Coulomb da 'Leoria de 

Chern-Simons. 

05 gera dor e;; de Poi ncar é ;;ão defini dos em Ler mo;; de 8° 0 e G0
k 

da maneira u;;ual . Em par li cul ar, os opera dor e;; . Hami 1 t .oni ano C H), 

momenLo linear e momenLo angular (J) são dados pelas 

seguinLes expressões 

H = d X I 2 
e ooc~) C63) 

pk - Jd 2
x e de c.~) C64) 

Jd 2
x 

' k xj eokc ~) J - EJ C65) 

É impor t.ant.e sal i ent.ar que os CTI 's C 49) são compa Lí vei s com a 

hipóLese 

cp:~) - ) o. q>+c~) -> o, 

-+ p .Cx)-)0 
1. 

-+ 
rfx) -> O, 

quando -+ 
X -) oo . Est.e compor t..ament..o as si nt.ót..i co implica em 

1 i m <::! J..lV C~) - > O 

1~1->ro 
(66) 

o que assegura que Lodos os geradores de Poicaré sejam quant..idades 

· ma t..em2 t .i c as bem defini das . 

26 



III.1.d- HAMILTONIANO, MOMENTO LINEAR E MOMENTO ANGULAR 

Todos os geradores de Poincaré pedem ser escritos em termos dos 

campos: independentes ~· 4+. n e n+. É simples: mostrar que, no cas:o 

do gauge de Coul omb , a eliminação das: var i .ávei s: Aj, j=1 , 2 em ter mos: 

.L j_ 

de~· ~'·n e n' (veja as eqs. (57)) conduz a 

_T 

onde 

Q 

k " 
1I E .1 

-+ -+ I 2 X - U 

rr 

2e 

d
2

v 
1 

-+ -+ 2 
X - u I 

r 
t 

l l 
( X - U ) 

C67) 

C xj -u j) 

-+ -+ 2 
X - u I 

hrr Q • C 69) 

2e 

C70 ) 



• 
Vamos agora mosLrar que os dois úlL mos Lermos da expressão 

C58), que chamaremos de Pk , são nulos . Para isLo , basLa Lrocar ~ 
an 

-+ por u 

pk 
ar, 

= 

-

+ 

+ 

x · 
11 E J 

2e 

~c · 
11 E J 
--
2e 

h11 
k . 

E J 

2e 

hrr 
x · 

E J 

2e 

I d 2
x d

2
u 

c 

I d 2
u d

2
x c 

I d 2
x d

2
u 

c 

I d 2
u d

2
x 

c 

x.i-u.i) 
Jo(~) J°CG) -

-+ -+ 12 X - u 

u j -xj) 
J°CG) Jo(~) + 

-+ -+ 12 u - X 

xj - uj) Joc:.D 6(~-Ú) 
-+ -+ 12 X - u 

uj - xj ) _T°C G) óCG-~) 
-+ -+ 2 u - X 

o -+ o -+ e u s ar o faLo de que J Cx) e J Cu) comuLam, isLo é, 

)c 

I xj-uj) plc 11 E .l 
d 2 x d

2
u 

c _To(~) J°CG) = + an 
2e -+ -+ 12 X - u 

)c . 

I x.i-u.i) 11 e J 
d

2
x d

2u c JoC~) J°CG) + + 
2e -+ -+ 12 X - u 

Ek j I c .i .i-., _To(~) óC~-Ú) + 
h11 d

2x d
2u X u -· 

+ 
29 -+ -+ 12 X - u 

)c . 

I 
c .i - .i, To,. 7-., eSC ~-Ú) = 

h11 E J d2v d
2u 

X u - - ~ _:.(_. 

29 -+ -+ 
I 

2 
)( - u 

28 
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C71) 

C72) 

o (73) 



III . 1 . e- ANOMALIA ROTACIONAL 

Nest.a t.eoria, observa-se um fat.o bast.ant.e curioso, c o nhecido na 

lit.erat.ura como " anomalia rot-ac ional [ 1 7) O que ocorre é que 

ao es:t.udarmos: as: propried ades: de rot..ação do campo q:., surge um 

Lermo anômalo Cnão canônico ) como vemos: a seguir 

1 
ih [ ~~). = C74) 

A expressão acima é obt.ida at.ravés de um cálculo utilizando-se as 

equações C 59) e C 49 . n, p, q )_ É impor t.ant.e sal i ent.ar que o 

apa!~eciment. o dest.a anomalia não alt.era o fat.o de que o campo 1> 

obedece uma est.atist.ica bosônica [17) . 

Passamos agora para a quant.ização da t.eoria no gauge 

supe1~ -axial . 

2 9 
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III.2 - QUANTI ZAÇÃO NO GAUGE SUPER-AXIAL 

.I I I . 2. a - DEFI NI ÇÃO 

O gauge super-axial é definido pelas seguint.es condições [18J 

2 o 1 2 
A Cx , x ,x ) 
~ 

1 o 1 2 A Cx ,x ,X 
~ (o i 

o 

o o 1 2 
A Cx ,x ,x ) 
~ COi COi 

C 75 . a) 

o (75 . b) 

C75. c) 

Aqui, ~ = Cx
1 

,x
2 

) é um pont.o arbitrário fixo . O índice 
COi COi COi 

ident.ifica as variáveis de campo que pert.encem ao gauge super-

axial; já as variáveis de campo do gauge de Coulomb permanecem 

sem ident.ificação. É import.ant.e lembrar que no t .rat.ament.o de 

Fl-adkin-Vilkovisky para sist.emas vinculados [14) , a forma padrão em 

' que as condições de gauge são int.roduzidas é 
a 

X Cx) ~ O, valendo 

par a t.odos os pont..os do espaço-t.empo, o que não ocorre no caso do 

gauge super-axial. Em par t .i cul ar, para a el et.rodi nâmi c a e para o 

campo de Yang-Mills, condições de gauge dest..e t .ipo podem ser 

levadas à forma padrão at.ravés do formalismo de primeira ordem 

[ 18]. [ 1 9] . Ent.ret.ant..o , para o modelo de Chern-Simons, não 

parece possível implementar o formalismo de primeira ordem. Ent..ão, 

a nossa es t..rat..égia consist..e em observar que o g auge super-axial 

pode ser obt.i d o a partir do gauge de Coulomb at.ravés das seguint.es 

t .r ansfor mações de gauge operat..oriais [18] 

3 0 



AJ-IC te, AJ-IC i<) +&J-1 AC i<) C 75. a ) 
~ 

q; c~) = 
~ 

exp [i /\.(~) ] q;c ~ ) x_ (76 . b) 

. -+ . -+ 
[ -i /\.(~) ] n C.x) n <.. x) exp ., C 75 . c) 

q;+c0 = <t;+c~) exp [ -i ACi<) ] ~ 
c 76. d) 

n+c~) = exp [ i 1\.C ~) ] n+c~) lõ 
C76. e) 

onde 

2 ~ 
X X 

.t\C ~) I 2 d x ' 2 A2 C .1 2 +I 1dx '~ A~C x ' ~ ,x 2 
) = X , x ' ) 

( o } 
C77) 

X X 
co } CO i 

o u, d e rorn~ mai s símé~r i ca, 

2 
X +00 

= I 
2

d x '
2 I dx' ~ õC x~ -x ' ~ ) __ ,.1 x' 2 ) 

-"""- t - + 

X - 00 
( 0 } 

~ 
X +00 

I ~ dx ' ~ I dx'
2 

óCx'
2
-x

2 
) A~C x' 

1
,x'

2
) 

... CO i 
C78) 

X -Q) 
( 0 } 

A o1·dem dos fat..ores em C76) é fixa . E m par t..i c ul ar , es t..a ordem 

m..ant..ém quant.i dades r í si c as c omo o Hami 1 t..oni ano, o momento 1 i near, 

o moment..o angular e a corrent..e i nvar i ant..es frent..e a esta 

transformação de gauge. 
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pode s:er escrila apenas em Lermos; das variáveis que 

des:crevem f'~ . De f.3Lo, utilizando .3 express.ão C57), oblemos , 

'2 
+00 +00 )( +00 

-'- · dx ' 16Cx 1 -x ' 1 )GC~ ' -~) 28 r/I d-=-
1

I dz
2

I 
2

d x ' 
2I 

-00 -00 )( -00 
co) 

ou, de forma equivalente, 

= 
_..., 2 
c.rr 

2rr
2 

e 

_.., 2 
c.rr 

2 
)( +00 I 2dx '2 I dz2 C-,(x1-:z1,x,2-z2 ) 

)( -00 
(0) 

2 
)( +00 +00 I 2dx'2I dz1I dz2 JoCz1,z2) 

X 
co) 

1 
)( +00 

-ro 

I 1dx' 1 I dz1 <3<:x-1-z 1 . x~o >-z2) 
)( 

{ 0 ) 
-00 

J
o _ 1 2., 

c.z ,z -

J o,. 1 _2 ., 
~ z . ~ -

x' 2 

+00 

+ 

-00 

_,2 ( - - 1 1 2 2 " ) u c-=.c. x·· -z , x - z _, _ 
2 ( 0} 

Como por hipótese não exisle corrente no infinil.o, o primeiro e o 

t .erc€'iro Lermo àa expressão acima se anulam, resulLando, 
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• 

+CO 

1I I d2z Fr· _. --., Jo( _. _ 
9 

~x,z_ Z.J 

-00 

onde 

2 
)( 

... ... 
FC x, z) 2n J 2 dx' 2 ô)( 

1 
G Cx -z • ( 1 1 

X 
co~ 

1 
)( 

2n J 1dx'1 
( 1 1 - ôx2 GCx' -z , 

C Oi 
)( 

co~ 

Substituindo a for ma explícita da 

dimensões C4-7) em C80), obt.emos, 

2 
)( 

FC~.~) = ~ J 
2

dx'
2 

Fazendo a 

X 
co i 

1 
X 

~ J fdx•
1 

)( 

co i 

mudança de 

2 c 1 
X -

variável w 

primeiro e no segundo lermo de C81), 

x' 2 z -2') 

2 2 J x -z ) 
C Oi 

função 

2"'1 
z -· . 

(79) 

C80) 

de Green em duas 

(81) 

w no 

respect.i vamenle, ficamos com 



.. 

~ ~ 
FC x , z ) 

2 2 
X -:z 

= Cx1-z1) I 2 2 dw 

)( -:z 
(0) 

1 1 
X -:z 

.1 
X -:z 

(0 ) 

dw 

1 

,.,/+ Cx
1
-z

1
)

2 

1 

No Gelfand e Shilov (20) encont-ramos 

Assim, result-a que 

1 

la I 
aJ-c t.an 

FC x, z) =cC x -z ) are -+~ . 1 1{ 
Lan { -,-:-:-=-:-:-J - are Lan { 

1 .1 } { 
X - Z 
- 2 - 2 I - are t-an _ 
x -z 

( o) 

o nde cC~-z) é a função sinal . 
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(o ;. 

2 
X 

( o ) 

(82) 

• (83) 

2 2 x -z 
(o;. 

1 1 
X - Z 

z 

2 z 

(84) 
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III . 2.b- COMUTADORES A TEMPOS IGUAIS 

Vamos e sc rever .as variáveis do gauge super-axial em Lermos das 

variáveis do gauge de Coul omb. Assim , os comuLador es .a Lempos: 

iguais no g.auge super-.axi.al serão dados em Lermos de combinações: 

de c omuLador es: .a Lempos iguais no ga uge de Coul omb, que j .á são 

conhecidos . Ceqs.C49)) Iniciamos esLe procedimenLo escrevendo as 

variáveis A
2
Cx) e Af(x) em Lermos das variáveis de Coulomb aLr.avés 

Jõ; Jõ; 

das equações C 75.a,b ). De C75.a) lemos direlamenle que, 

2 o f 2 
ACx ,x ,x) =O 

Jõ; 

De C7ô . .a) Lemos, 

f o f 2 
A Cx , x , x ) 

s; = 

2 
)( 

I2 dx'
2 

)( 

co) 

F f2( o f ,2...._ 
X ,X ,X _, 

s; 

I 

ou, de f'orma mais siméLric.a, 

f. o f 2 
A lx ,x ,x) 

s; 

2 
X +00 I 

2 

dx'
2 I dx'f 6Cx' f_xf) 

)( -ro 
( 0) 

F
f2 . o ,f ,2") c.x ,x ,x _. 
s; 

c 75 . .a) 

(85) 

(86) 

A expressão .acima obvi.ament.e verif'ic.a C75 . b). Usando o f'.ato de que 

Fi.j é anti-siméLrico, obtemos, 

2 
+00 

,_1 , . ....,..o • 1 .2--. 
A ,__ . .... ,_3( ,X-· i. ji E" 

2 
2 

1 
dx'2 I dx' f 

X - 00 
co) 
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Como Fij é um invariante de g21uge, podemos: us:.ar gauge de 

Coulomb, 

2 
)( +CO 

1 o 1 2 i.jJ A Cx , x , x )=e 
~ 

2 

2J 1 1 1 i j o 1 2 dx' d x ' óC x' -x ) ô A C x , x' , x' ) . 
)(' 

C87) 

)( -00 
(0 > 

Cone 1 uí mos ent..ão C veja. também C 1 7) e C 76)) , que as: variáveis: do 

gauge super-axial são dadas em termos: das variáveis do gauge de 

Coulomb através das seguintes relaçôes, 

2 
+CO 

A 1 C~) 
~ 

dx'
2 J dx'

1
óCx'

1
-x

1
) i/ A j C~' ) 

)( ' 
C88. a) 

-co (o j 

CBB . b) 

C88 . c) 

C88 . d) 

= = o C88 . e ) 

2 
)( +00 

dx'
2J dx' 

1
óCx' 

1
- x

1
) 

2. ~' p (.X_!=-
~ 

e 

(88. f) 
( o j 

.. 

36 



· ~ 

nw C~) = , n C~) exp [ - i AC ~) ] C88 . g ) 

C88 . h ) 

É important-e salient.a r q ue A n ão comuta com os campos tp. q:.t, n e 

comut-a com os campos P .· 
J 

I sLo OCO!' r e por que não 

comula com q:.. q:.+. n e n + c ver eqs . c 4 9. e . f . g. h ) ) mas comut.a com 

e p . c 
J 

Vel' eqs . C 4 9 . i )). Um cá l c u l o 

expressõe s C79), C88) e C 4 9) mos t.ra que , 

[ -+ A j Cy) ] ACx) , = o 

[ AC ~) , P/Y)] = o 

[ Ac 0 . q:. c y) ] 
rrh -+ -+ r:p c y) = -- F Cx , y) e 

[ AC ~), q:.+c y) ] 
rrh -+ -+ q:.+c }b = +-- F C X, y) e 

[ AC ~). . ... ..., ] rrh FC-+ ... , -+ 
Jll Y- = +-- x , y_ rfy) e 

[ /\C-+, n+cy) ] rrh p·~ ~") n+cy) )(_, t --e ._- "- -

r AC~), . -+ . 1 o L 
A <..y:.J 

J 
= 

d i I ' e t .o , combinando as 

C89 . a) 

(89 . b ) 

C89 . c) 

C8 9 . d ) 

C89. e ) 

(89 . f) 

(89 . g) 

Ent.ào, a part.ir dos comut.adores a t.empos iguais no gauge de 

Coul o mb , e ncont.r amos os comutado!' es a t..empos iguais no ga uge 

super-axial Cver Apéndice C), dados por, 
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[ A 
1 

C ~) , A 
1 

C y) ] = [ AtC~I A2C~I ] = [ A2 C~ I A2 C~- ] o , C 9 0 _ a ) x__ • Y- x _ • .,r ) 
~ ~ w w '" w -

• 

[ 1 ~ ~ ] 2n
2

h 6- l l 2 2 2 ~ 
A'" C x) , c:f; !OI C y) = + {_X -y ) :!Xx , X - Y ) q:. C y) • (90_ b ) 

e co ;. •- '"-

[ A: C~) , c:f;! C y) ] 2n
2

h 
óCx 

l 1 - 2 2 2 + ~ , C90 . c) = -y ) :JX X , X . ~ y ) cf;• ( y) e c o J ~ 

[ l ~ ~ ] [ l ~ ~ ] A C x), p C y) = A C x ) , p Cy) o • (90. d) 
~ l.B .B 2 s 

[ A l c~) • n c y) ] 
2rr

2
h l l 

:DCx 
2 2 2 Cy) , C90. e) óCx -y ) , x ~Y ) n w lõl e c o } ~ 

[ l ~ + ~ ] 2 rr
2

h 6- l l ) 2 2 2 + ~ • (90. f) A'" C x) , Os;; C y) + Cx -y :JX X , X _ . ~ y ) n C y) e I 0 ' ~ 

[ 2 ~ cf; - ~ ] [ 2 ~ ct+- ~ ] • (90 . g) A C x), . c y) A C x) , . C y) = o 
~ ~ lõl ~ 

[ 2 ~ ~ ] A~ Cx) , ns;; Cy) = [ A: c~) . n t c Y.) ] = o • C90 . h) 

[ 2 ( ~ - ~ ] [ A 
2 

C ~) , p C y) ] A x), p ly) = = o . ego_ i) 
s l .B .B 2 .B 

[ cf;·s C ~) • c:f;sCy) ] { [ í t.C ~. y) ] 1 } cp - ~ cf; - ~ • C90. j) = e>..~ + - (_ y) ' (_X) 
e s s 

[ cf;·s;; c~) • cttc y) ] { [ 
. t.- -7 ~ , 

] } ct+ c y) q:. c :tl exp - .1 lx,y_ - 1 • C90 . k) e .B .B 

[ct -~- -~ ] { [ it.C~.y) ] 1 } -~ cf; -~ ..... 
·'~ <.. x_, • n s (_ y) = exp - - n {_ y) ' ' {_ x_. + e s s 

+ ih - - ~ ~ ..... ol x - y_. , C90. l) 
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[ n~c:i) ] { [ 
' -+ -+ 

] } -+ i f.( X , y) + - -+ 1> -+ 4>~ C x) , exp + - 1 n c. y) c x) e lõ< lõ< 

[ n~ c y)] { [ 
-+ -+ 

] } -+ i f. ( X , y) 
1 

~ (~) n Cx) , exp + - - - - - - n cy) n 
~ e "' ,;, 

[ . -+ ) n~c Y.) ] { ~xp [ i f,.(~. y) ] 1 } n+cY.) n c~) n~ c.x ' = - -
e ~ lõ 

[ 1> --+ ) - -+ ] [ 4+(~) ' . -+ ] ~(.X ' p 1lõ (. y) = p 1lõ 
(_ y) o 

Sõ; 

[ -+ -+ ] [ n~c~). -+ ] o n Cx), p Cy) = p Cy) = 
,;, 1501 .tlil 

[ 4 C~)' p Cy)] h 
óCx 

1 1 
:JX.y 

2 2 . X 2J 4 --+ = + 2 -y ) .x lx) 
!;;; 2~ (o;, > -

!;;; 

[ 4 +c~) • p c y)] h r- 1 1 J :IXy 
2 2 . X 2 J 4tC~) = - 2 OC. X -y - ,x 

!;;; 2 ,;, ( o ;, > - -

[ -+ -+ ] h 
óCx 

1 1 
~!Xy 

2 2 . X2J -+ n Cx), p Cy) 2 -y ) ,X n,;,Cx) w 2r;;; ( o } > -

[ n+c~).p Cy)] h 
óCx 

1 1 
:D( y 2 2 2 nfc~) = + 2 - y ) ,X ·X ) 

Sõ; 2 s;; ( o;, > 

[ . ... , . -+ ] [ . -+ . . ... , ] ' [ p c~) • p c y)] p l x_ • p l y) = p (_x_),p <.y_ = 
.ts;; .1~ 1s;; 2s;; 2~;; 2r;;; 

onde 

X 

.'lX.x,y,z) = J du óCu-z) = HCz-y) - HCz-x) 

y 

HCx-y) é a runção Heaviside e 
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, C90. m) 

, C90 . n ) 

, C90 . o) 

' c 90 . p) 

'(90 . q ) 

, C 9 0 . r) 

,C90.s) 

• c 90. t..) 

, (90 . u) 

o , C90 . v) 

(91) 



~ ~ {F - ~ ~ - ~ ~ } f. ( X • y ) = - hrr . <.x, yJ - FC y, x ) = 
' 

{ 
2 2 J + a ,- c { 

2 2 

}} X y X -x 
h rr . . { t..an 

(o} 
lan 

(o } 

= EC x -y ) .are 

I 
i i 1 :1 

X - y X - y 

{ 
i i Jarc L 

1 i 

}}+ 
X y X y 2 2 { (o;. 

hrr El x -y ) a1· c t..an lan 
c O > 2 2 2 2 

X y X y 
co;. c o} 

{ 
i i J are L 

i 

x:2,}} 
X y X 2 2 { c o> 

hrr E(X -x ) are t..an t..an 
co;. 

I 
2 2 2 

X X X 
co ;. co;. 

(92) 

Pode-se most..rar que a álgebra C90) carrega os vínculos e as 

condições de gauge como ident..idades operat..oriais rort..es. 

III . 2 . c- ~SPAÇO DE FASE r* 

Assim como ocorre no gauge de Coulomb, os set..ores 
1. 

CA ,p) 
i 

e 

CA
2
,p) podem ser eliminados da t..eoria. A equação C51) nos permit..e 

2 

t de A i e A2 p e p em .ermos 
is 2s s s 

A equação C88 . b ) el í mí na escrever 

A
2

. E, para elínúnar Ai, part..ímos da eq. C88 . a ) , 
s s 

2 
)( + L"ú 

a. -.~ , i 
0
.-. c.· .., , i _ .. 1 'l _i j :., i , jc.. ~ , " 

. :<.,. _.....,. _..._ - E::: u H _.~\. - · 
x ·· 

)( -00 
( 0 ~ 

4.0 

C88 . a ) 



Da eq. (53), Lemos que, 

de í'orma que, 

2 - v lf' 
2rr

2 

onde utilizamos a expressão C56) . Então, 

2 
X +00 

= dx'
2 J dx'

1 
óCx'

1
-x

1
) _T°C~') 

X -00 
f O ) 

C 53) 

(93) 

(94.) 

Assim, as variáveis desvinculadas que formam o espaço de .fase r* 

são i:· ·1> +. n_~. e n±" que. de a co!- do com c 90 . j • k. 1 • m. n. o) não descrevem 
Jõ; Jõ; -

excitações bosônicas . ~~ compararmos as equações C 4.9 . n. o, p, q) 

com as eqs . C90.j,k,l,m,n,oJ, veremos que a estrutura dos 

comutadores a tempos iguais que envolve apenas as variáveis 

desvinculadas não é preservada :frente a transformaç ão C76). 

Dizemos ent.ão que e st.a t.T ans:for mação é singular C não canônica). 
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III . 2.d- RELAÇOES DE COMUTAÇÃO "GRADED" A TEMPOS I GUAI S 

Os comutadores a t .empos iguais C 91. j. k.l . m. n . o ) p odem ser 

colocados f'acílmenLe na f'orma de relações de comutação "graded" a 

Lempos iguais [ 9 J, resultando, 

-+ 4 -+ [ i .t.C ~, y) ] 4 . -+ 4 . _,., 4~Cx) ~C y) - exp + . Cy) . l x_ e ~ ~ 

4 C~)4+cy) [ i t.C ~. y) ] + -+ -+ - exp - 4·~ C y) <f;.~ C x) 
~ ~ e 

[ 
' t. . -+ _,., 

] -+ -+ ~ l x, Y- .-+ 4 _,., t:fJ Cx)n Cy) - exp - fl ly) , Cx_ 
~ ~ e lõo ~ 

-+ + -+ [ it.C~. y) ] t - -+ 4 .-+, 4', Cx) n Cy) - exp + n~ l y) 's l x_ 
!d ~ e 

[ ' .t. . -+ -+) 

] n c~n -+ l. lx,y .-+, (~) Cy) - e xp + n scy_ n'" lõ; s e 

[ ' t..-+ 7) 

] n+cy) n c~) 7 t.7 l. (.X, y n (x) n l y) - exp -
s lõ; e s s 

exi c i t .ações descritas pelo campo A-, 
'f's 

= o C95 . a) 

o (95. b ) 

= ih 6'-+ _,., l x-y_ , C95. c) 

= o (95 . d) 

o C95 . e) 

= o c 95 . f') 

obedecem estat.í st.í ca 

fracionária. t muito ímporLanLe salient-ar que a causa deste ef'eito 
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é a f alLa de comuLaLividade de A com ~ e n . ou seja , a falta de 

comul:ali vi da de d e A.l com 4- e n . 

Pod e mo s. observ:ar que 
... -+ 

,6. ( X' y) é uma função de -+ 
X e -+ 

y 

complicada para ~ aJ'biLrárío C ver eq . C92 )) . Enlrelanlo, para 

algumas. escolhas. 

bem simples . Por 

(Oi 

pal' Lí cul ares de -+ 
X • CO> 

-+ -+ 
,6.( X • y) 

exemplo, se escolhermos 
2 

X 
(Oi 

adquire 

+oo e 

uma 

e 

forma 

h 
2 

... -+ obLer e mos .6.( x, y) ~ . 1 1 "" = 1111 l:.~l X -y _, [ rr + 2k rr J , onde k é um i nlei r o. 

NesLe caso, o campo cp.,_ descreverá exc ít..ações fermíôrüca:s . 

III.2.e- HAMILTONIANO, MOMENTO LINEAR E MOMENTO ANGULAR 

Também no gauge super -axí al os operadores Hami l t .oní ano C Fb, 

momenlo l í near C P.k) e momenlo angul 31' C J) podem ser esc r i Los em 

t .ermos dos campos independenles r:p.,_. <f>t. Tl, e n! . resul t..ando, 

To . 1 ..._ Jo . 1 ,+. . -+ , 
_ {._ X , U_> l X , V) 't'. (..X-' 

s;; 

T
o . 1 , 

_ <.. x , u_, 

+ 

4 3 

2 2 
)( )( 

)( X 
<O> <O> 

2 

( o j 

(96) 



J 

-------------------------

i 2n
2 

e 

- ~ o 1 ~ ~ } n~lv J Cx • u) . .y~ Cx) 

2 

Jd2 x{,du {rtc~) 
X 

i2rr
2 

e 

(o j 

2 
X 

X 
co j 

(97) 

2 
X 

(98) 

Es:t.as: expi' es:s:ões: podem ser obt-idas: de duas: maneiras:. A pr _i me i r a 

seria por translação direta das: expressões: clássicas: (33), C34) e 

(35). s:ubs:ti t .ui ndo 1 ogo os: campos: 

e + n~ at-J' avés: das eqs . C 51), 

e p _ 
u;;. 

C75. a) 

• i.=t.2. em 

e C94). 

t -ermos: de 

A segunda 

consi st.e em r eexpr essa r as: variáveis do gauge de Coul omb em Ler mos 

das variáveis d o gauge super-axial Ceqs.C88)) nas e x p r ess õ es de H, 

Pk e _T e scri t -as em termos de variáveis do gauge de Coulomb Cveja 

C67) . C68) e Cô9)) . 

Para finalizar, vamos es:t.udar as modificações que ocorrem 

quando o t ' . t ' 1 FJ..-IVF ' d . ' d L ermo c~né -~co - - e a ~c~ona o ao agrangeano. 
4 J.-ll-' 

44 



JV - TEORIA DE CHERN-SIMONS EM PRESENÇA DO TERMO CJNrTICO 

I V. 1 - FORMULAÇÃO LAGRA~JGEANA 

Se adicionarmos o t.ermo cinét-ico - 1 FJ..ll/F , a nossa densidade 
4 J..ll/ 

Lagr angeana fica 

:e = 

onde se i nt.roduzi u uma const.ant.e de acopl ament.o dimensional §:. 

Além disso, e t-orna-se um parAmet.ro com dimensões . As coordenadas 

ã ~- ~.* e Al-1, s o o campo escalar ~· ~ J-1=0,1,2, que obedecem as 

segui nt.es equações: de movi ment.o Lagr angeanas 

o • (1 00) 

. c 101) 

e 

21!2 

o . c 1 02) 

onde J~ é a dens idade de corrent-e, 

C1 0 3 ) 
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Tamb~m ~esle caso, pode-se mos lrar que a d ensidade de correnle é ,. 

conservada , i slo é, 

ô J(j = o 
{5 

IV_2 FORMULAÇÃO HAMI LTONIANA 

(104) 

IV . 2 . a -HAMILTONIANO CANÔNICO,VÍNCULOS PRIMÁRIOS E MOMENTOS 

* Para calcularmos os momenla 0• n e p , ~=0,1,2 Ccanonicamenle 
~ 

conjugados aos campos ~· ~* e A~.~=0,1,2 respect.ivamenle), é 

conveniente reescrever C98) na forma 

e E . . 
+-- \..] 

4rr
2 

Encont.r amos, 

p 
o 

+ 

= o 

E .' 1.J 
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'i. .'0> j 'o 
A u A (105) 
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. c 1 0 7 ) 

ô :e 
aorfl* i eA

0 rf/* (108) n ----- = + . 
ôC ao rfl) 

* ô .:e 
ôorfl ieA

0 c:f; n - ----- C1 09) 
ôC ôorfl*) 

A expressão C106) cons~i~ui um vinculo primário da ~eoria, 

deno~ado por 

~o • c 11 0) 

O Hamiltoniano canônico é dado por 

C111) 

Substitui n do C106), C107), (108), e C10$) em C111l, obtemos, 

p P . 
J J 

+ 

.. i e c 112) 

4-7 



I V. 2. b - HAMI L TONI ANO TOTAL E VÍ ~~CULOS SECUNDAR I OS 

O Hamiltoniano toLal do sisLema é 

onde u é um mulLiplicador de Lagrange. 
o 

( 113) 

Seguindo o algoriLmo de de Dirac, se exigirmos a persistência no 

t .empo do vínculo primário, 

secundário, 

S ie o - * * cc:f> n - n ~ + 

encont.r aremos 

+ E . . 
l.j 

o seguinte vínculo 

(114) 

Em continuação, se exigirmos a persistência no Lempo do vínculo 

secundário, obLeremos O ~ O . Com isto, esgota-se o processo de 

geração de vínculos . 

Podemos not.ar que os vínculos pr i már í os C 17) não estão 

presentes na teoria, e, como conseqUência, a conexão direta enLre 

o s p's e os A's, est.abelecida por estes vínculos desaparece. 
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lV. 2. c - V1NCULOS DE 1 a E CLASSE E HAMl L TO~Jl MJO ESTENDl [X) 

Pode-se mostrar fa ci lmente que 

[ p c h t p c y)] = [ p c~) t s c y)] = [ s c~) . s c y)] = o . c 115) o o pp o o pp o o pp 

de I OI- ma que t..anto ~ quanto s0 são VÍ nc ul OS de pr Í me i r a Classe . 

Ass im, o Hamiltoniano esLendido do problema .Iica, 

t c 116) 

sendo ( um coe.Iicient..e arbitrário . Substituindo C 113) e C 112) 

em C116), temos 

H = H 
E 

onde agora 

H= J 

e 

2 
d y {~ P . P . 

.1 J 

UFRGS 
.4.9 Instituto de Fisica 

Biblioteca 

32rr
4 

t c 11 7) 

* n n + 

' c 118) 

C119) 



IV . 2 . d QUANTIZAÇÀO DA TEORI A NO GAUGE DE COULOMB 

I 
P a r a quanti zar o s i s t e ma, va mos utili z ar as seg u i n tes c o nd ições 

d e g .auge, 

I 
(1 20) 

I 

I 
c 121 ) 

I e c onstrui r o Hami 1 toni ano completo 

I 

J 

I 
I 

H 
C: 

= H 
E 

- ~ , -~ ..... u (..y_! .X (_y_, 
2 - o -

- ~ -~ } + u (_ y) -;rt y) 
3 - . 

(122) 

onde u e u s ã o o s multiplica dores de Lagranq_e associados a ~ e 
2 3 Ao 

;;r, respecti v amente . 

:::'-.egui ndo o algoritmo de Fradki n-Vi 1 kovi sk y , vamos e xi gi r a 

per s i st.ênci a n o t .empo das condi ções de gauge. 

det erminar os multiplicadores de Lagrange u 
o 

e u 
f 

. -+ 
X <..x) = O 

o 

o 

o+ u =o 
o 

~u 
X f 

2 n
2 

_ij _.,.i,.i 
E::: U M 

Com is t .o , iremos 

(123) 

C124) 

S'.egue e ntão que o papel da variável 
C.• 

L agr a ngeana A é des e mpenhado 

p e lo mul t .i p l i cador -u (compar e as eqs . 
f 

( 1 24) e C 1 02)) . Agora , o 

conj u n to forma d o pel o s vincul es e pelas condições de gauge é de 

5 0 



' 

_. 

segunda c1 as:s:e, e podemos: introduzi r os parênteses: de Di r a c da · 

maneira u s:ua1. A partir · dos: p arênteses de Di rac abstrai mos os 

comutadores: a tempos: iguais: que, essencialmente, diferem do caso 

anterior , porque as expressões C4.9 . e,f,g,h,i ) são subst.it..uidas 

[ A i C~) , tft: y)] o ,C125 . a ) 

[A i. C~) , cp t C y)] = o . c 125. b) 

[ A i C 0 , J1= y)] o , (125. c) 

[A i. c ~) . n +c y)] = o . c 125. d) 

[ i. ~~ . ~ ] ó . óC~-y) ih ôi.ôj ( GC~-y)) A ex_. p /Y) = ih -
l.J X X 

,C125. e ) 

Podemos observar, nest..e caso, que Aj comut.a com ;:j>, q:.+. n e n+ e, 

como conseqüência, o operador A, que faz a transição do gauge de 

Coulomb para o gauge super-axial, t..ambém comuta com 1''• ct+. n e n+. 
ist.o é, 

[ AC ~). q:c ~, 
Y- ] [ AC ;t!, cp+c y) ] o . C126. a) 

[ AC~). -~ ] [ AC~) , n+cy) ] o c 126. b) rf Y) = 
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• 

Assim, 
~ ~ 

a função FCx , y) = O (ver eqs. C89.c ,d , e , f 

e q:J des;cr e vem exci L ações bosôni c as . 
& 

Com 

)) e os campos 

islo, mos;lramos; 

que a inlroduç ã o de um lermo cinélico faz com que n ão s u rjam mais 

" anyons " . 

5 2 



V - TEORIA DE CHERN- SIMONS FERMIONICA 

V.1 - MODELO SEM O TERMO CI NÉTICO 

A Leoria de Chern-Simons para férmions é descriLa pela seguinLe 

dens idade Lagrangeana [113 

i + e lf1 YJ-llfl A + 
J-1 

( 127) 

onde yl-1, J-1=0,1,2, são as maLrizes que sat.isfazem a álgebra de 

Clifford . As coordenadas são o spinor VJ, seu complexo conjugado lfl 

e os campos de gauge A/-1. 

Passamos agora para a formulação HamilLoniana, onde vamos 

proceder de forma análoga às seções anLer i ores. Por isLo, 

omiLiremos os det.alhes de cálculo, list.ando apenas os: principais: 

r esul Lados, 1 embr ando que, pelo !'at.o de es:Lar mos t .J' abal hando com 

campos bos6nicos e fermi6nicos, o concei to de parênteses de 

Poisson CPP) dev e ser generalizado para par ªnteses de Bose-Fer mi 

CPBF) que, para dois campos f(~) e gC~), é definido como 

[ ó!'( ~) 

IR 
óqr· ~'.< I L -c -1) + - ~_r-

ó 
-~, .- -- ~' 

y.!C z -' onlf/~ z_.< 

4 
óq( :/) 

ó p c:!) 
1-1 

n r, 
f g c -1) - . ~ oacy) 

& Al-ie:!) 

4 TI r. - . ~' 

IR IL 
f g ogc. Y~' ófCx) 

ó - ~' &n c ::t"', lj.1C z -' 
lj.! 
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onde r,
1 

é a par i d.ade d e Gr as:::::m.ann do campo f, e pode valer O ou 1 • 

dependendo ser um campo b os:ônico ou fermiônico, 

res: pec liv.amenle . Podemos: observar na definiç§o acima que exi::::lem 

dois: li pos: d e derivadas:: d er i v a da à es:queJ' da C L ) e derivada à 

d ireila ( R) , que s:e relacionam alr avés: de 

TI +1 

= c -1) f cS f 

õ lf' 

e pos:s:uem as seguinles: propriedades, 

eSC fg) 

õ lf' 

óCfg) 

õ lf' 

ó f 

cS lf' 

T1 

c -1) g 

l"> 

+ c -1) f f ó g 

ó r 
+ 

ó lf1 

ó li' 

ó g 
f 

cS li' 

. c 129) 

, C130 . a) 

. c 130. b) 

Durant.e os cálculos, ulili:zamos lambém as seguinles prop1·iedades 

T1 T 1 

fg = C- 1) f g gf C 131 . a) 

-c -1) 
T1 Tl 

f g 
f ]PBF • (131. b) 
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[ fg. h ]PBF = f [ g. h ] PBF + ( -1) 
n TI [ 

h ]PBF g r. 
f. g C 131. c) • 

[ f. gh ]PBF 
Tr TI 

g [ f. ]PBF + [ ]PBF h c -1) f g h f. c 131. d) = g 

O Hamilloniano do sislema é 

{ - n y o r j c â . lfl) 
li' .1 

+ 

i e i en lf' + 
lf' 

• c 132) 

sendo n , rt;-; e P,, os momentos canonicament.e conjugados a lfl• lf' 
1f1 1f1 ,-

e 

Af.J, dados por, 

Po 

p 
~ 

o 
= ilfl 'Y 

= o 

= o 

B 
= E 

411' 
2 

i .i A .i 

É impor t .ant.e salientar a a us:ênci a de lf' e n- em c 1 32) . 
lp 

• c 133) 

t c 134.) 

t C135) 

C136) 

Na verdade, 

es:te setor foi eliminado da teoria at.ravés das: expres:s:ões C133) e 

C134) , isto é, 
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lf' 

o 

O :=:!:=:lema em quesl~o é degenerado, e apre::::enta o ::::eguin te conj unto 

d e vínculos 

po po 
...... o (137) - ....... 

e i j Aj 
P. 

E o (138) = P . ~ 
1. 1. 

4.n 
2 

i j ôiAj 
ôi e E so - - i e nll,t~' + p + ~ o (139) 

1. 
4.n 

2 

P
0 

é um vínculo primário de 1° classe, p , 
1. 

i=1, 2 são vínculos 

P\ i már i os de 2:
0 

classe e S
0 

é um vínculo secundário de 1 a 

cla::::::::e. Como e::::le si::::lema p os::::ui vínculo:=: de 1 a clas::::e, ele 

apresenta liberdade de gauge, e . para ser quantizado, precisa de 

condições subsidiária:=: C ou de gauge)_ 

Inicialmente, vamos quant.izar o sist..ema no gauge de Coulomb , 

X = Ao ....... o ....... 
o 

c 14.0) 

X = ô i.Ai. ...... o ....... C141) 

O conjunt.o foi'mado pelos vínculos e pelas condições de gauge é de 

2° classe, de forma que podemos calcular os parênteses de Dirac, 
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que- n e-st..e- caso pode-m ser si mé t..r ·icos ou anti-simét.. r icos: , e, a 

part..i r d ele-s, abs t..rai r os: a n ti-comutadores (+) ou comuLadore-s C-) 

a tempos iguais f 21 J, res pecLivame-nle , obtend o , 

[ f.J~ v ~] [ Af.JC "t<) , p v C y) J _ [ ~ ~ J O , C 142. a) A C x) , A C y) _ = p Cx) , p C y ) = f.1 v - -

[ 0 . ~ C1 ~] A l x) , lf' C y) _ [ o ~ a. ~ J A C x ) , n l y) 
lf' - -

= o , (1 4 2. b) 

[ - ~~ a - ~ ~ J p
0
lx_ ,lf' C.y __ = [ - ~ ~ a- ~ J po l x_ • nlf,l y ) - o , C 1 4 2 . c) 

[ 2rr 
2 

) i. - ~~ a - ~ ] . ôy ( GC "t<-y) a ~ 
A c. x _ , lf' c. y ) _ = - e h -- E lf' c y) • (142. d ) 

e i. J J 

[ ê:rr 
2 

) A t C _;t, • nc~C j.::_; ] v[ ~ ~ na c t J + .;,.h .;;; ~- (_~~-y::-, , ( 14-2. e) 
lf' - e i j j - lf' -

[ ~ a ~ ] e h ô~ [ - - ~ ~) ) a . ~) 
p . Cx) •li' Cy ) = + 

2 
c...;r~ x-y lf' c. y • c 142 . .f ) 

~ -

[ ~ a ~ ] e h ô~ [ ~ ~ ) a ~ 
p . Cx) . n c y) 2 GCx- y) n cv) • C142. g ) 
~ lf' - - lf' -

[ a.~ b ~] 
lf' l x) , lf' C y) + = o . c 142. h ) 

[ a ~ b ~ ] n e x)· n c y) = o ,(1 4 2 . i) 
lf' lfl - + 

[ a . ~ b ~] 
H• ó -- ~ ~, 

lf' l x) • n c y ) = o<..x- y_ . (1 42. j) 
lfl + a b 

Pode-se veJ'ificar facilment..e que es:t..a álgebra carrega os vínculos 

e as condições de gauge como i dent..i dades opel- a lor i ais for les . Além 

di st..o, os vi nc ul os e as condições de gauge nos permitem el i minar 
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• 
e J.-1 =0 ,1 . 2 . da teor i a. de forma 

passa a ser formado pelos campos 
a 

V' e 

que 

o 

n· V' 

o espaço 

o=1,2, que, 

de fase 

de. acordo 

com (14.2 . h, i , j) , obedec em relações de anLicomulação canônicas . 

Ass im, no gauge d e Coulomb , V'a desc reve exciLações fermiônicas . 

Passamos agora para a quanlização da leoria no gauge 

super-axial. Como no caso anlerior , vamos transferir lodos os 

res ultados do gauge de Coulomb para o gauge super-axial, aLravés 

de uma transformação que conecLa o s dois gauges, 

a - ~­
lfl (.X_) 

>; 

o - ~ .... n (.X_, 
lfl>;; 

onde 

== exp 

a. . ~ 
= n C.x) exp 

lfl 

2 
X 

X (o j 

f 

+00 

- 00 

X +00 

C1. ~ ­
li-' (.X_) 

2 1 2 
A C x' , x' ) 

f 1 dx' 1 f dx' 2 6Cx' 
2
-x

2 
) A

1
C 

(o j 

( o j 

+ 

O opera dor AC ~) também pode se1- escJ- i t..o da seguinte for ma, 

...... 
ACx) = 

+CO 

11 r d
2
z FC.~t ~b 

é J 
-t.~ 
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,(14.3 . a) 

• (143. b) 

, C14.3 . c) 

(144) 
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~ ~ ' 
com FCx,z ) dada por (84), e 

~ ~ 
= - .ien Cz ) v!(z) 

li' 

~ .imporLanLe salienLar que A não comuLa com ~a e na 
lf' 

C146) 

• já que 

a a 
não comut..a lf' e n

11
, C 142. d,e ). Um cálculo diret..o mostra que 

[ ...;. 
a ~ ] rrhe ...;. ~ a ...;. 

ACx), 11' c y) - = --- FCx,y) ~ Cy) , C 147 . a) e 

[ N ' ~" a_-;.] rrhe _ ...;. ...;. a . ~ -c 147 . b) ~ ~-· t n <- y) +--- F<. X, y) n c. v) 
!f! - - e 11' -

A pa!' Li I' dos comut..ador es e ant..i -comut..ador es a Lempos iguais no 

gauge de Coul omb, obt..emos os comuLadores e ant.i -comuLadores a 

Lempos iguais no gauge super -axí al _ Também nest.e gauge podemos 

elimina r e j.J=0,1,2, de ror ma que as variáveis 

desvinculadas da t.eO!' i a sâo 
a 

lf' e 
~ 

a 
n ,a=f,2, 

lfiB 
que obedecem a seguint..e 

álgebra "gr aded", 

+ exp = o ,(148 . a) 

[ - ; ;.,-~ ~ .... ] ..L ti ... _..._._..,._, 

e 
. c 148. b) bc~ .... a_-;._ n .,,_, n {_ x_, 

lj.l <;;; - lf l <;;; 
o + exp 

a_-;. b_-;. 
lj.l c x..' n <- v) 

s;; lflr;; - [ - b - ~' a - ...;. "' ' h - c - ...;. ...;. --.. - 1 "8 -n ( Y-' lfl (X_, =1 c) oC x- y _, C .,.. . . cJ 
lfl~ - ~ a b -

+ e x p 

59 



---------------------------------------------------------

s:endo 

-+ -+ 
~ex , y ) - nhe 

{ 
--+ -+ ..... 

. F<. X. Y-' FCy,x) -+ -+ } C1 49) 

As e xpi' e ssões c 148 . .a,b,c ) nos indicam que no gauge 

s:upei' -axi al , 
a . 

lf' descreve e xc .i t..ar;ões ".anyônic.as" _ 
~ 

E, nest..e cas:o, a 

t .rans:foi' mar;.ão de gauge é singular. É import.a.nt.e salientar que s:e 

es:col her mos: x
2 

= +oo 
(0) 

e e = 
h 
2e • obt..eremos 

. -+ -+ 
~{_X • y) 

[rr + 2krr ) , onde k é um int.eiro . Nes:t..e limite, 

excitações bosônicas. 

V. 2- MODELO COM O TERMO CINÉTICO 

.adicionarmos o t.ei'mo cinét..ico 

Lagrangeano do sist..ema fica, 

L = f 2 
d y {- 1 FJ.Jl-'F + J.J ~ i y.: v â v.: + €' li/ v '" 4 j.Jl-' • j.J ,. • ,. 

e o Hamilt.oniano do sistema t..orna-se 

1 
4 

A + 
j.J 

o i i 
~v y- c a - lp) p p 

.1 .1 

2 

FJ.Jl-'F 
j.Jl-' 

i e 

Ao [ 
e i. .i • .i e :'. i ~ :L 

i en Y.' 
e 

E ;..:.. P . + ;..:.. A - - + 
2 l 4 Y.' 4rr 

+ l - _,., j .... 
u p . -· 

J 

32-n 411 

60 

= 

2 

hrre - 1 1 ' 
E'....X -y -' 

a 
lJI descrever á 

lõl 

à teoria, o 

v O -.-· j "I A j 
* .. y. -

_i.j. âi. _,.i, 
E::: l J-i - + 

( 151) 

-----------------------------------------------------------------------------------------



• 

,. 

' 

onde e p 
f-1 

são os mo menlos c~nonicamenle conj uga d os aos 

campos~ · ~ e Af-1, dados p o r, 

n- =o 
~ 

p o 
o 

p = Foi 
\. 

e i. j A .i + E 

4rr 
2 

(152) 

(153) 

(154) 

(155) 

Nest..e caso, lambém elinúna-se o selor ~ e n- através das relações 
lp 

C152) e (153). Este sistema é degenerado e apresenta a seguinte 

estrutura de vínculos, 

po Po 
..._. o C156) - ""' 

ôi. e i. j ôi. Aj 

so i e 
E ..., o (157) - nlf,~ + p + ""' \. 

4rr 
2 

p
0 

é u m vi nculo p rimár io de 1° c lass e e S
0 

é um vinculo secundário 

de 10 classe . Quantízamos o si st..ema n o gauge de Coulomb, 

calculamos os parênteses de Dirac e abst.r aimos os comut..adores C-) 

e anti - comutadores a tempos iguais , que diferem do caso anterior 

porque as expressões C 1 42.a,d ,e) são subst.it..uidas por, 
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• C 1 58. a) 

[ A i _ -+ .., a(-+ , ] l x _, , li' y _; _ o , C 158 . c) 

[ 
i -+ a -+ ] A Cx), n Cy) 

11-' -
o - (158 . d ) 

As expressões (158. c) e C158 . d) nos most.ram que Ai comut.a com 11-'a e 

C1 

nlp e,como conseqU~ncia, 
a a 

A comu t.. a c om w e n 
T lfl ' 

o que faz c o m que 

... ... 
FCx,y) =O C eqs.C147.a), C147 . b)) . Ou seja, t.ambém nes t.e caso, a 

int.rodução de um Lermo cinét.ico dest.róí a t.ransmut.ação 

e s t.a t. í st.í c a . 

... 
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'I 

VI . CONCLUS6E S 

Podemos res umir o nosso Lrabalho da seguinLe forma 

Inicial menLe, quant.i zamos o modelo de Cher n-Si mons no gauge de 

Coulomb, enconLramos as variáveis desvinculadas 4;. q;.+, 0 e n+. e 

obtivemos a:=; relações de comutação a tempo:=; i guai :=;. Neste gauge, 

verificamos que a5 va1· iáveis desvinculada=: obedecem relaçõe:=; de 

comutação bo:=:ônicas, de modo que campo=: bosônicos . 

Depois quant.i:zamos o sistema no gauge super-axial, u sando o .fat.o 

de que os doi:=; gauge:=; est.ão conect.ados atravé:=; de um operador A 

que realiza a tran:=;formação de gauge . Encontramo:=; no novo 

gauge, { q: .• 
!;; 

n~ e n~). e obt.i vemo:=; a5 relações de comut..ar;:ão a 

tempo:=; iguais. Veri!'icamos, no gauge :=:uper-axial, que as variáveis 

de:=:··.rinculada:=; obedecem J'elaçõe:=: de comut..ação "gl'aded", de forma 

que e podem ser considerado:=; campos "anyôni co:=;". 

As:=:im, a no:=::=:a primeira conclu:=:ão é a de que numa t..eoria Abeliana, 

est..abel eci da num e~paço-t..empo de 2+1 dimensões, os "anyons" 

emergem como resultado de uma t..r ansfor mação de gauge singular . 

Além do mais, mosLr amos que num deLer minado 1 imite, os "anyons" 

tornam-se . .fér mi ons, i ndí c ando que um dos possíveis e!'ei Lo=: da 

trans!'ormação de gauge é Lransmutar b6sons em férmions . 

Fizemo:=; o mesmo trat.ament..o para o modelo de Chern-Simon:=: 

!'el' mi ôni co. Vei-ificamos que, no gauge de Coulomb, as variáveis 

desvinculadas { ) obedecem relações de anti -comut.ação a 

tempos igua is, isto é, ~ é um campo 

6 3 

fermi ôni co . T , _a no gauge 



• 
s uper-axial , 

rel ações de 

as variáveis ' d esvinculadas< lf', 
S. n ) 

lf'" 
.anti-comutação "gr aded ", ou seja, 

obedecem 

pode ser 

considerado um campo "anyô nico" . Verificamos também que exist..e um 

1 imite em que os ".anyons" tornam-se bósons, i ndí c .ando que um dos 

possíveis efeitos da Lransformação de gauge é LransmuLar férmions 

em bósons. ~ interessante salienLar que o limit.e em que os bósons 

tornam-se férmions é o mesmo limiLe em que os !'érmions t.ornam-se 

bósons . 

Finalmente, mostramos que, t..anto no modelo bosônico quanto no 

de um t.ermo cínét.íco el i nü na o modelo fermíônico, a adição 
------~~------------------------------------------------

fenômeno da transmutação estatística . 
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APÉNDI CE A 

1 ) [P c~) . p c y)] = o 
o o - pp 

CA . 1 ) 

2) [P c 0 . p . c y)] = o o l. - pp 
CA. 2) 

3) [P c 0 . S c y)] = o o o pp 
CA. 3) 

e 
= .5C.( ~-~· ~ . . L-' ~_....... r-' CA. 4 ) = 

l.J -

G âk - - -+ -+ ~ e â j i5f ~-~--.. o CA. 5) = E 0(. =..c-:·{-' E ~. _Y - = t 

4-rr 2 ki y 4-rr 
2 i.j y 
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*-+ [*-+ *-+] *-+ *-+ [*-+ *-+] *-+ - 1> c x) n c x) ·1> c y) ppn c y) -1> c y) 1> c x) • n c y) ppn c x ) -

O, CA . 6) 

7) (x c~) . p c :j)] o o - pp = o CA . 7) 

o CA . 8) 

9) [x c~), s c:}) ] . o o pp o CA. 9) 

1 0) ·v l x) , -v l y) [ . .... . -+ ] 
-"-o -"- o - PP 

o C A . 1 0) 



.. [ . ~ xCy) ] o 11 ) x
0 

l x) , = 
pp 

~ 

1 2) [x -~ p ~ ] o c. x) , C y) = o pp 

. S c y ) = a · a A c x) , p. c y) -+] i.i. [ j -+ .-+] 
o pp )( y l. pp 

.. ·X Cy)] = O . pp 
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óCx-y) 

_2 ~~ 
= -v óCx-y) 

)( 

C A . 11 ) 

C A . 12) 

C A . 13) 

C A. 14) 

C A . 15) 



APÉNDICE B 

O Lensor energia-momenLo si méLr i co C e ) 
J-lV 

é dado em Lermos do 

Lensor 

onde, 

energia-momenLo CT ) e do superpoLencial C~ ) por 
pv X pv 

a :e 

~ { + s 
VJ-lf-.. 

sendo ç o Lermo despindo Lensor momento angular, ~1-..pv 

B~4;0 4· * 
<-~ a :e a :e BCrf> )rf>*- a :e B CA)P_A = ---- ------ -----.....:>, -

' -> * p/,p ( AJ-ll-1 

âCâv~ AJ-l â( ô" (t> ) f'-J-l âCâvA ) 
p 

com O para campos escalares, ist.o é, 

= = o 

e, para campos vetoriais, 
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·' 

BT; 
pi·. J.J 

= g 67; g ç,T: 
pi, J.J - PJ.J c J .• CB . 5) 

Um cálculo direlo, ulilizando as expressões C 5 ) , CB.2), CB . 5), 

CB . ô), CB.4) e CB.3) nos leva a 

T 
j.JV 

e a p * * · * = AE IJA +Câ"'-.+iA "'-.)CIJrf-.) +CrJrf-.)(â(+· -iA"'-·' 
4rr a J.J p v J.J '-t J.J 't' v 'i" v 'i" J.J t' J.J 't"' 

- g :e 
j.JV 

Subst.it.uíndo CB . 7) e CB . 8) em CB.1), oblemos, 

e 
j.JV 

- â q:* ' A q:*~ -â/'1; ' A/, ~ -q c.· . +l , _){_ ' ·-l ·( l 
- j.JV ).._ )-.. 
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APÊNDICE C 

Ne:=:le apêndice , vamos provar algumas r e l ações de comulação a 

tempos i guais no gauge super-axial. 

P 1·ov a: 

2 
X 

2 
y +CO +CO 

. 2J dx 
2 

[ A:C0 , A:C ~) l~B >Ei jEklJ 
2 

d '
2J d '

1I d y '
1

6 Cx '
1

- x
1

) y X 

y co > -co - co X 
co> 

2rr
2

h 1 1 2 2 2 - ~ = Ó( X -y ) :JX. X , X · V ) ~. C y) e c o ;.•- '+s-

P1·ova : 

2 
X +L'O 

c c_ 1) 

CC. 2) 

[ ,1-~-, .-1- C;+"' ] C!!Bl_ijJ d· ,2Jd· ,t.c,-, ,t _., t, _, i [ Aj,-;+,, i A(:;-),.N-;+ 1 ] H- c. _.,__. , '+' { _, - e x. x L'~ • .c _-_ _ u ~ x _ , e 't'~ _l - · 
g ~ - . X 

2 
x -ro 

( 0 ;. 

7() 



' 

J 

' 2 
)( . +00 

C9 1)} i. jJ 2f 1 ( 1 1 i { = E · · 

2

dx' dx ' ólx' -x ) i)><, 

)( -00 

-+ } i. AC y ) [ J -+ -+ ] e A C X') , l.jt: y ) 

co} 

2 

ij ik 
E E' 

iAC ~) . -+ f>< 2f+ OO .t , 1 i. y ( -+ -+ ) 
e - c:ft~ y) 

2

d x' dx' óCx' -x )iJx _iJ ·.i GCx-y) = 

)( -00 
co j 

2 
)( +00 

= 
2rr

2
h 

e r:f:~~ C Y) I 
2 

dx' 
2 f dx' 

1
óC x' 

1
-x

1 
)óC x' 

1
-y

1
) eSC x ' 

2 
-y

2
) 

x - co 
(0 j 

= 
2 .,...2h 

,. óc 1 1) -rv· 2 2 2) cr _ -+ .... 
X -y ..<.."-X , X ~ Y <.. Y-' e COi w 

onde 

2 
)( 

2 2 2 f 2 2 2 :J){x ,x ·y) _ dx' óCx' -y) 
(o j > 2 

)( 

(o) 

o 

PJ' Ova: 

{ 99) 

[ 
.t. ~ .1 -~)] A lx) ,A <..y 
:;; li' 
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2n
2

h 1 1 . 2 2 2 · ~ 
e 

6( X - y ) :IX X , X ; y ) n C y ) 
(o) s 

CC . 4 ) 

Pr·ova : 

2 
x - oo 

[A~C0, ns Cy)] < ~9>ei.jf 
2 

dx' 2 Jdx' 1 6C x' 1 -x1
) a~ [AjC*'), fJC y)e- i.AC y)] 

x +oo 
(0) 

2 
X +00 

<~<»EijJ 
2 

dx' 
2 J dx' 'óc x' '-x') "> { [AjC ~·), rf Y)) e -iAC Y) } '~"' 

X -00 

+ 

= 

5) 

(0) 

2 
X +00 

Ei.jEjkJ 2 dx' 
2 I dx'

1
6Cx' 

1
-x

1
) a: .a: (GC*-:Y)) 

X -00 
(0) 

2 
X +00 

. ~ 
.....- ~) -tAC y) ,,-Y e 

I 2I :l :l :l 1 1 _ z 2 ~ 
2

dx' dx ' 6Cx ' -x )6Cx' -y )óCx' -y )fls(y) = 
x -oo 
(0) 

2n
2

h 1 1 2 2 2 ~ 
6( X -y ) :JX X , X ; y ) n C y) 

e <o> s 

Prova: 
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) 

Mas 

de ~erma que CC . 5) é ob~ida trivialmente . 

Prova de CC . 5.1) 

I 
A.-)- -)o 

i C. y) -iA C y) 
e e -

:::: o t CC. 5 . 1) 

Mas " = exp { i ;h FC Y, ;l;)} <jlC 0 Ccál cul o no final do apêndice) 

{ 
i rrh -)o -)o } i.i\C ~) i.i\C y) ,.w ~ .... ,.w y-)o) 

exp e FC y, x) e e •.y- ><..J • .y-

irrh 
e 

h'í. r x" -+ -+ } ~ ._ _'r ' _. 

,:p C. x) ,:p C. y) =exp -- FC y, x) . 4 . -)o {i rrh -)o 4 } 

~ ~ e 

... -)-, ... -)o 
inl Y-' inl x) e - e q:c y) q:c ~) 

i -)o - -)o 
- i AC x) i.Al x) 

I=e e 



) 

• 

Mas Q 

onde 

.ó.Cx,y)= -rrh FCx,y)-FCy,X) ~ ~ { 4 4 4 4 } 

Prova: 

+ih 6C ~-y) 

~ ~ 
i.ó.Cx,y) 

e 

~ 4 ~ ~ ~ ~ 
't' c X) n c y) - n c y) 't' c X) 

s s s s 

= o 

4 ~ [ i .ó.C ~. y) ] 4 ~ 4 
Mas : <fJ/x)llsCy) - exp - e n s Cy)'t's C>U = 

de f'orma que CC . 6) é oblida trivialmente. 
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P rova de C . 6. 1 

Mas ~ = 

C os 

onde 

exp 

-+ -+ + ih óCx-y) 

{ i rrh F;> ~o} e ~x,)-

cálculos estão no 

.-+ rr- y). 

f' i nal 

7 5 

º- = exp { 
deste apêndice) 
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i rrh 
F 4 4 } q:c~) -- c. y • x) e 
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) 

Para provarmos ~ . ~. ~ e ~ uLilizaremos a seguinLe pro-

pr- i edade [ 23 ) 

"Se A e B são dois operadores que n ão comuLam, enLão, 

-A 
e 

1 
= B + [A,B J + ~ 

c . 

Prova de ª-

-i.AC ~) 4;C ~~ i. AC ~) 4;C ~) C , ) [ .. r~~ 4;C -+1 J 1 C _, ) 2 a_ = e - x_ e - = x + -~ a~ _y_ , x._ + .... 
2T 

a etc~) + ( i rrh F C y • 0 )) ~:f::C 0 + 1 e 2! 

1 
+~ 

.:; . ( 
i rri'J . ~ ~ ) 

3 ,.~.. . ~ F<..y, x) ..... (;.() + ... e 
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irrh 
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As pr ov.as de !;:. ~ e Q_ são .anál og.as . 
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