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RESUMO 

Es tuda-se a densidade de proba b ilidade, no espaço de 

configura çã o, de ·nucleons de energia no intervalo de 80 a 320 MeV, 

espalhado s por potenciais õticos comple xos centrais de formas 

arb itrarias que simulam a interação nucleon - nucleo. o conheci

mento das di strib uições de probabilidade de part1culas, na re 

gião do nucleo, e essencial para o estudo de interações nu c l ea 

res inelãsticas a baixas e medias ene r gias. 

As funç ões de onda obtidas, usando o formalismo de on 

das parciais, são so lu ções anal1ticas de potenciais Õticos apr~ 

ximados. Os efeitos das parte s real e imaginaria do potencial 

õt i co na função de ond a são discutidos. Diagramas de contor no 

da densidade de probabilidade mostram um efeito de f ocagem na 

função de onda na região do núcleo, para as energias mais bai 

xas do nucleon i nc idente, desaparecendo ãs energias mais altas . 

A foc age m re s ulta pouco sens1vel ãs varia ções na forma do pote~ 

c i a 1. 

Um estudo comparativo da s f unções de onda determina

das n e s te t r aba 1 h o , na reg i ã o do n ú c 1 e o , c o m funções de onda di s 

torcidas obtidas utilizando a aproximação W.K.B. e apresentado. 

Para energias incident es menores do que aproximadamente 120 MeV 

a aproximação semiclâssica não e boa; para ene rgi as incidentes 

entre 120 e 200 MeV ocorrem difer enças s i gnificat iv as apen as em 

peq uenas regiões do núcleo, enqua nt o para energias maiores do 

que 200 MeV a aproximação semiclãssica forn ece bons r esultado s . 



AB STRAC T 

The probab ili ty density in configuration space of 

nucleons with energies between 80 and 320 MeV, which are 

scattered by complex centra l , arbitrar il y shaped, optical 
I 

potentials, s imul ating the nucleon-nucleus interaction is 

studied. Th e knowledge of the probability density of particles 

inside the nu c leu s is essential for the st udy of i ne las ti c 

nuclear interactions at low and medium e nergies. 

The wave fu nct ion s obtained by applying the part i al 

wave formalism a r e a nalytic solutions of approxi mated optical 

pote nti a ls . The effects of the real and imaginary parts of the 

opt ical potential on the wave function are discussed . Contour 

diag r ams of the pro babi lity density show a f ocusing effect for 

the wave function in th e nucl eus for the lower energ ie s of the 

i ncom ing nucl eo n wh i ch d isappears for the highest energ ies. The 

foc us i s little sensiti ve to variations of t he shape of the 

potential . 

A compar i son is made of the wave functi ons determined 

in this work, in the nuclear reg ion, with the distorted wa ve s 

obtained by the W.K.B. approximation. For incomi ng energies 

lower than about 120 MeV the semiclassical approx im ati o n is 

poor; for energies between 120 and 200 MeV s i gnif i cant differences 

oc c ur on ly i n smal l regions of the nu cleus, whereas for energ i es 

over 200 MeV the se micla ssical approx imat ion gi ves good resu l ts. 
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I - INTRODU ÇAO 

O estudo de reaçoes nuc l eares induzidas por bombarde~ 

me nta de partlcul as de m~dias e nergias tem fornecido inf orma 

çoes sobre a estrutura nuclear e sobre o mecanismo de r eação . 

Re a ções nucleares diretas em que a pa r t 1cula in c iden 

te arran ca um nú cl eon do nú c l eo sem que ocorr a qualquer outra in 

t er aç ão viol e nt a ad i cio na l ent re as part1culas do s istema, cha 

madas reações qua s e-l i vres(l) , são o instr ume nto mais eficie nte 

para obter informação sobre o comportamento individual de nu 

c leons nucleare s , como s uas e ne rg i as de l i gação e distr i bu ições 

de momentum. Para os núcleon s mais fo rteme nt e ligado s ao núc l eo 

esta ~ atualmente a font e de informação expe rimental . Estas rea 

çoes têm permitido, em particu l ar,invest i gar a validade das pr~ 

dições do mode l o de camadas nucleares( 2 ) como, po r exe mplo , di 

ferenças de e nergia de vâr i as cama da s e acoplamento spi n-Õrbita . 

O u t r as r e a ç õ e s n u c l e a r e s d i retas ta i s c o mo a de 11 s t r i p p i n g 11 
( 

3 ) , 

na qual, por exemplo , um núcl eon de um dêuteron incidente tra ns 

f e r e - se par a o n ú c l e o a l v o, e a de 11 p i c k- u p 11 
( 

4 ) , na qua l uma p a _c 

tlcul a incidente arranca um nú c le on do núc le o alvo , que ocorrem 

pre dom in a ntemente na superf1ci e nuclea r , têm fornec ido inform a 

ções r efere ntes ãs propriedad es dos núc l eons nucleares menos li 

gados . 

Reaç ões quase - liv r es (p, pN)( l, S, 6 ) com prõto ns inci 

dentes de energias da ordem de e ma i ores que 100 MeV têm sido 

realizada s em inúmeros l aboratóri os (?); também reações (e, e 1 p)(S) 

co m elétrons de energia no intervalo de 30 0 MeV a 1000 MeV têm 

sido i nvest iga das experimentalmente( 9 ). Reações quas e-livres 



2 

( TI , TI N ) ( 1 0 ' 1 1 ) c o m p 1 o n s n a r e g i ã o d e e n e r g i a d a. r e s s o n â n c i a f'.. 

(em t o rno de 200 MeV) parecem pro mi ssoras fo .ntes de informação 

s obre a inte ra ção meson-n ú c l eo . No e s palhamento p1on-núc l eo p~ 

ra p1ons de energias baixas e me dias (abaixo de 300 MeV) ocorrem 

fenômeno s como a absorção de p1ons pe lo núc leo e a pro dução da 

ressonância 6 (3 , 3) no núcleo, q ue s e constituem atua l mente em im 

portantes objetivos de estudo. Ademais prop o s t as de reações qu~ 

se -l i vres (K+, KN )( 12 ) têm s ido 

sos quase - livres com prõtons( 13
• 

ap r esentadas. Outro s s i m, pr oce2_ 
14 ) 1- (15 ) . . d ou e etrons 1nc1 entes p~ 

larizado s têm sido analisados para determin ar a polarização ef~ 

tiva do nucleon nuc l ear ar r ancado e a validade das ap r oximações 

usualmente adotadas na des crição de reações a energias medias. 

Existem tambem processos denominados quase-1 i vres em 

que a par t 1 cu l a i n c i de n t e a r r anca um 11 c l u s te r 11 do núcleo ( 5) , tais 

co mo (p, pd), (p, pa. ) e (a. , 2a. ) . Tais reações, embora frequent~ 

-me nte trat a da s com um f or mal ismo semelhante ao das reaçoes qu~ 

se-livres propria me nt e ditas e m que um núcleon e arrancado, im 

plicam no estudo de propriedades de aglomerados de núcleons e 

nao no de núc l eo ns individuai s . 

Para reações nucleares diretas com projetei s de ener 

gias medias, em que o compr im e nto de onda do projéti l e pequeno 

compa rado com a di stânc i a med ia entre dois núcleons no núcleo 

( c e r c a d e l . 7 f m )t e e m que a transferência de momentum -e gra~ 

de, a inte r ação e ntre o projetil e um núcleon-alvo resulta l oca 

lizada e , conseqOentemente , as int erações da partTcula i nciden 

te com as partTcu l as do núcleo podem ser tratadas apr oxim a dame.!:!_ 

te como colisões individu ais entr e part1culas livres( l 6 ). 

Um t r atame nto mai s quantitativo do espalhamento de pa~ 

t Adotaremos o ponto em vez da vTrgula na notação de numeros decima i s . 
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t1culas de medias e altas energias por núcleos e feito através 

da a p r o x i m a ç ã o d e i m p u l s o ( 1 7 ) c u j a i de i a f u n .da me n ta l e r e p r e s e~ 

tara amplitude de espalham ento part1cula-nucleo como uma supei 

posição de amplitudes de espalhamento por nucleons individuais 

"livres", que tenham a mesma distribuição de momentum dos -nu 

cleons ligados. 

Um modelo simples que descreve a interação projétil-

-nú c l eo consiste em representar o núcleo por um potenci a l Õti 

co(lS)_ A vantagem desse modelo e substituir a interação nuclear 

de muitos corpos por um potencial de dois corpos. Este potencial 

deve levar em conta a possibilidade de ocorrência de colisões 

múltiplas, absorção e outros processos quando existirem, a l em da 

interação espec1fica entre a part1cula incidente e o nucleon-al 

vo. As colisões múltiplas provocam distorções na função de onda 

das part1culas dos estados inicial e final, efeito esse que p_Q 

de ser descrito por um potencial Ôtico complexo . Uma das primei 

ras aplicações da idéia de considerar o núcleo como um "meio Õti 

co cont1nuo"( l S) caracterizado por um 1ndice de refração e um 

coeficiente de absorção foi feita por Byfield, Kessler e Leder 

ma n ( 1 9 ) a o d i s c u t i r s u a s e x p e r i ê n c i a s de e s p a l h a me n t o de me s o n s -

- 1T em carbono . 

Estudando o dominio de aplicabilidade do modelo Ôtico 

para nú cleons in cidentes Hodgson( 20) conc luiu que, para nú c leons 

interagindo com núcleos médios o potencial Õtico dã uma boa des 

crição da situação experimental na região de energia de lO a vã 

rias centenas de MeV e que o modelo Õti co descreve melhor a in 

t e r a ç ã o de n ú c l e o n s c o m n ú c l e os me d i o s e p e s a d o s d o q u e a com n ú 

cleos leves, uma vez que nos primeiros a distribuição de mate-
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ria estâ · mais pr~xima do limite da matêria nuclear uniforme. 

A possibilidade de as particulas incidente e emerge!:!_ 

tes sofrerem colisões múl tipla s antes e ap~s uma interação dire 

ta i mplica em variações em suas energias e nas direções de seus 

momenta, o que e l e vado em conta no tratamento te~rico baseado 

na aproximação de i mpulso(l?) com ondas distorcidas (DWIA). 

Grande parte dos trabalhos te~ricos em reaçoes quase-

-livres (p, pN) utiliza ondas planas modificadas por fatores de 

distorção calculados através da aproximação W. K.B. (Zl), para as 

funções de onda distorcidas dos nucleons in ci dente e emergentes, 

(ver, por exemplo, Tabela II da refer~ncia 6a). 

Embora para potenciais centrais seja possivel determi 

nar a solução da equação de espalhamento de forma exata, este 

tratamento e demorado para energias maiores que 150 MeV por im 

plicar na determinação numéri ca de um grande numero de ondas pa~ 

cia i s . Isto, alem de processos envo lv endo potenciais não esferi 

cos, têm levado muitos autores a utilizar métodos de aproxim~ 

çao para calcular as funções de onda do modelo Õtico. A apro xj_ 

mação semi-clâssica, por sua simplicidade e apelo 

c lassica do fenômeno, tem um parel destacado entre 

de aproximação usados. Resulta, pois, aconselhâvel 

-a concepçao 

os métodos 

investigar 

em que condiçõe s a apro xima ção semi-c l ãssica se aplica satisfa 

toriamente ã determinação das funções de onda das particulas en 

vo lvida s na reação. 

Funções de onda distorcidas têm sido calculadas por 

expansao em ond as parciai s para espalhamento de part1culas a. , 

pr~tons e nêutr ons de bai xas energias (a tê 30 MeV)(22,23) e p~ 

r a espalhamento ( p' 2 p) para energias mais a l tas do prõton i n 
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cidente. Estudos sistemâticos, contudo, da validade da aproxim~ 

ção semi-clãssica para a função de onda do projetil na região 

do nucleo não s ão encontrados na l ite ratur a . 

O presente trabalho se propõe a estudar a função de 

onda distorcida de nucleons de energia var iã vel espalhados ela~ 

ticamente por potenciais Õticos comple xos centrais at r a vés de 

uma expansão em ondas parciais. Serão obtidas funções de onda 

distorcidas de nucleons num intervalo de energia ta l que nos pe_c 

mita estima r o limite inferior (em energia) a part i r do qua l o 

uso da aproximação W. K.B. na determinação das funções de onda 

distorcidas ê satisfatório. 

O estudo do f lu xo de partlculas em um mode l o õt i co que 

descre ve o espalhamento de part1c ulas a (ZZ) e de nêutr on s( 23 ) a 

baixas energ i as (ate 30 MeV) indica a existênc i a de uma região 

de f l uxo muito concentrado na superf1cie nuclear para peq uenos 

ângu l os de espalhamento. Esse efeito de localização da r eg1ao 

de interação e d i scutido por McCarthy(Z 4 ) em uma investigação da 

relação entre interações diretas e o modelo Õtico a baixas ener 

gias , na qual torna-se evidente um efeito de focagem das fun 

ções de onda na superf1cie nuclear para a mencionada região a n 

gula r . Em um traba l ho posterior(ZS), Lime McCarthy, ana l isando 

o efeito de di sto rç ão em reações quase-livres (p, 2p) com pr~ 

tons inc i dent es de 50 MeV, descrevem a existência de focos nas 

funções de onda do estado fin a l de reações (p, 2p). Os mesmos au 

tores, num cãlculo de ondas distorcidas de correlação angular 

em reaçoes (p, 2p) com prõtons incidentes de 155 MeV( 26 ), ind i 

cam que o foco e desprez1ve l. 

Um estudo comparativo do tratamento via soma de auto 
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funções de momentum angular e do uso da aproximação W. K.B. para 

a determinação das funções de onda distorcidas para os prõtons 

incidente e emergentes na reação 6Li(p, 2p) 5He com prõtons inci 

dentes de 185 MeV, feito por Jackson e Berggren( 27 ), indica que 

a aproximação semi - clãssica e prova velm ente s at isfatõria para a 

anãlise de dados experimentais a esta energia e que o formalis 

mo de ondas parcia i s e um método que permite a investigação de 

ta l hada dos efeitos de localização da reação em certas regiões 

espac i ais do nú cleo ou no espaço de momentum. 

Par a reações que são dominadas por forte absorção nos 

canais de entrada e sa ~d a, sendo os momenta relativos de entr ~ -

da e sa~da aproximadamente iguais (k 
a usualmente -e neces 

sãrio apenas o conhecimento da fun ção de onda fora do nuc led 28 ) 

a qua l e determinada em função dos coeficientes de reflexão. Atra 

ves do uso da aproximação W. K.B. tais coeficientes podem ser d~ 

terminados com boa precis ão (quando pequenos). Funções de onda 

obtidas com esta aproximação por Austern( 29), para esp.a l hamen

to de part1culas a de energias 18 MeV e 40 MeV mostram o mesm o 

comp ortamento descrito por McCarthy. 

No presente t r abalho as funções de onda distorc i das 

sao obtidas por uma expansao em ondas parciais, aprox i mando o 

potencial Õtico co nt~nuo por uma soma de potenciais secc i onal

mente constantes que admite soluções exatas( 30)_ Diversos valo 

res da energia incidente e formas distintas de potenciais foram 

cons i derados . 

Para situar o problema, no Cap1tulo II e apresenta do 

o formalismo usualmente adotado para descrever o espalhamento 

elãstico e indi ca da a forma de obtenção do potencial Õtico que 
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simula a interação. 

No Cap1tulo III ê apresentado um estudo dos efeitos 

em separado da parte r eal e da parte imaginãria do potenc i al õti 

co na fun ção de onda da part1cula espalhada, para diversos valo 

res de energia . 

No Cap1tulo IV sao apresentados os resultados obtidos 

para a densid ade de probabilidade de posição de nucleons de -v a 

rias energias espalhados elasticamente por potenciais Õt i cos co m 

plexos de vãrias formas, na região do nucleo. São feitos estu 

dos comparativos dos efeitos de potenciais Õticos dos tipos PQ 

ço quadrado, poço trapezoidal, poço proporcional a densidade e 

outros, na função de onda distorcida . 

No Cap1tulo V apresenta-se uma comparaça o entre fun 

çoes de onda distorcidas por potenciais Õticos do tipo poço qu~ 

dra do obtidas pelo formalismo de ondas parciais e pela aproxi m~ 

ção W.K.B.; em particular, este estudo comparativo indica que 

as funções de onda obtidas usando a aproximação semi-c l ãssica 

tor nam - se consistentes com as funções de onda obtidas por expa~ 

são em ondas parciais para as energias mais altas e que o uso 

da aproximação W.K.B. torna-se menos satisfat5rio para as ener 

gias mai s baixas, onde o método de expansao em ondas parciais re 

vela um forte e f ei to de focagem em uma certa região angular em 

torno do ângulo de espa lhamen to e = 0° , prõximo a superf1 cie nu 

c lear . 

Comentãrios a respeito dos resultados obtidos e suas 

poss1 veis conseq~ências no tratamento de reações são feitos no 

Ca p1tulo VI. 

Os apênd ices contem informações mais deta l hadas sobre 
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o tratamento de ondas parciais utilizado e sobre a determinação 
( 31 ) . 

numerica de funções de Bessel , que ocorrem nas soluções ado 

tadas . 
( 



II - O POTENCIA L OTICO 

II. l - O Potencial Otico Fenomenolõg i co e o Esp al ha mento 
Proj ê til-Nucleo 

9 

O modelo de intera ção di reta para as reaçoes nucleares 

supoe que a i nteração de uma partTcula com um nucleo ocorre pr~ 

domi nantemente atra ves de uma seqUência de colisões independen -

tes da partTcula i ncidente co m os nuc l eo ns do nucleo. Resum i nd o 

o f o r ma l i s m o d e e s p a 1 h a m e n t o m u 1 t i p 1 o a p r e s e n t a d o p o r W a t s o n( 3 2 ) , 

que tem sido util i zado em muitas variantes( 33 • 34 ) , para de s c r e 

ver o espa l hamento e l astico de um projeti l por um núcleo a lv o , 

define - se o Hamiltoniano completo do sistema que satisfaz a equ~ 

çã o de Schr6di nger 

H 1jJ = E 1jJ (II. l a ) 

por 

A 
H (HA+h) + L v. = H + v 

i = l 1 o (II.lb) 

A 
sendo H = HA +h e V L v. 

o i = l 1 

Em (II.lb) HA e o Hamiltoniano nuclear, h e o opera-

dor energ i a cinêtica do projetil e v. ê a energia de interação 
1 

da partTcu l a incidente com o i- êsim o nucleon nuclear, A sendo o 

numero de núcleons no nú c le o ~1vo. 

No formalismo de espalhamento múltiplo a equaçao de 

Sc hr6dinger e substitufda por um sistema de equações onde ao i n 

ves do potencial V ocorre o operador transição T. 
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lo 

A amplitude de transi çã o T e uma so lu ção da equação de 

Lipp mann-Schwinger 

T (11.2) 

sendo a o oper ador projeção para estados nucleares completamen-

te antissimetricos. 

Uma solução form a l da equaçao (II.2) e( 34
) 

T = L,.~ T; + ,·L,~J. T; E-R a+ Ít:: Tj + LI Ti E-H ~iE: Tj E-H a+it: Tk + ... 
o i,j,k o o 

(II.3) 

onde "T. e a amplitude de espalhamento pa r ticula in ci dente-nucleon 
l 

ligado e L1 s ignific a que dois espalhame ntos sucessivos por um 

mesmo nucleon sã o excluidos . 

Os elementos de matriz de T . podem ser decompostos em 
1 

e l ementos correspondent es a espalhamento elãstico e inelãstico. 

Desprezando excitações nuclea r es virt uai s nos estados interme-

diários, o que correspon de apro ximadamente a desprezar funções 

correl ação de dois ou mais corpos (apro ximaçã o razoãvel para m~ 

dias energias( 34 )), estaremos despreza ndo os elementos de matriz 

de T · que correspo ndem a espalhamento ine l ãst ico. 
l 

A amplitude de espal hamento e l ãst ico Te pod e ser obtl 

da mante ndo somen t e aqueles e l ementos de matriz de T que con ec 

tam estados nu cleares de mesma e nergi a. Considerando que antes 

e depois do espalhamento o núc l eo se encont ra no es tado funda-

mental, podemo s escreve r 

(II. 4 ) 
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que define o potencial Õtico U para o espalhamento elãstico. 

Assim , ao menos formalmente, o problema de espalhame~ 

to elãstico part1 c ula i ncidente -núcleo reduz-se ao prob lem a de 

uma part1cul a sujeitá a uma interação caracterizada pelo Hamil 

tonian o h+ U. 

Se A~ grande ou se as forças de interação entre dois 

corpos são fracas, obtem-se para o potencial Õtic o U definido em 

(11.4) a expressao simplificada 

U = E T. 
1 c 

(II.5 ) 

Para part1culas incidentes de energia muito superior 

ã energia de liga ção do núcleon no núcleo, pode-se fazer uso da 

. - d . l (l 7 ) . t - b . . l" d ll" aprox1maçao e 1mpu so , 1s o e, su st1tu1 r as amp 1tu es 

gadas T · pelas amplitudes part1cula incidente-núcleon livre t. 
l l 

ti = V;+ vi E- h- K +i E t; (11.6) 

onde K e o operador energia cin~tica do núcleon -a lvo. 

Des preza ndo também a energ ia de recuo do núcleo a equ~ 

çao (II. S) pode ser escrita, no espaço de momentum, como 

(!1.7) 

-+ -+ - -+ -+ onde p ' e p sao os momenta fina l e inicial do projetil e p(p' - p) 

~o fator de forma nuclear, isto e, a transforma da de Fourier da 

função densidade e s pacial nuc lea r p(1). 
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(II.S) 

com p(1) norma 1 i zada a A- 1 

(II . 9) 

uma vez que a interação da partTcula incidente com uma part ~ c u -

la nuclear ocorre na presença de A-1 nucleons no nuc l eo . 

No espaço de configuração tem-se 

( II. l O) 

que, em pr i me i ra ordem , reduz-se a 

-+ 
U ( r) (II.ll) 

Adotar a aproximação de impulso signific~ substituir 

a função de onda que representa o espalhamento de uma partTcu l a 

p~r um nucleo por uma função de onda que representa o espalha

mento de uma part1cula por um nucleon livre, sendo este ultimo 

representado por um pacote de ondas que tem a mesma distribui-

ção de momentum do nucleon ligado no núcleo. Sob as cond i ções de 

validade da aproximação de impulso , al~m da interação l oca l iza 

da da partTcula incidente com o nuc l eon-alvo não ocorre pratic! 

mente qualquer outra interação violenta entre as part1culas . Is 

so implicaria, em particular, em desprezar a possibi l idade de 

ocorrência de espalhamento múltiplo , o que e uma idea li zação uma 

vez q ue colisões mú l t i p l as ocorrem em numero significat iv o e p r~ 
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vocam distorções na ond a incidente , caracterizadas po r atenuação 

da amplit ud e e variação de fase da onda . Estes efe it os das co li 

sões m~ltiplas nas reaçoes nu c leares podem ser descritos por um 

potencial ~tico comp l exo, como no tratamento dado por Fernbach, 

Serber e Taylor(lB) ao problema de espalhamento e absorção de 

nêutrons por n~ cleos . 

A parte imaginãri a do potencial Õt i co ê, neste caso , 

responsável, principa l mente, pelo efeito de absorção , ou seja , 

pela dimi nui ção da amplitude da onda, e a parte rea l pelas va 

riações de fase da onda. O potencial ~tico U(~) ~ usualmen te es 

cr i to na forma U(~) = V(r) + i W(~) onde V(r) e W(r), sao , re spe~ 

tivamente, as partes rea l e imaginãria do mesmo . 

Nas primeiras investigações de espalhamento de nucleons 

por vãrios n~cleos foram usado s potenciais ~ticos do tipo poço 

q u a d r a do ( 35 ). Um mo de 1 o s i m p 1 e s usado par a e x p 1 i c a r a v a r i ação das 

seç oes de choque com o peso atômico de reações nêutron-n~cleo a 

b . . (36) f . d . . . -a1xas e nerg1as 01 o e, em uma pr1me1ra aprox1maçao , con 

siderar a parte real do potencial como um poço quadrado de al 

cance igual ao raio nuclear e a parte imaginãria como uma fra 

ção constante da parte real . Desde e ntão, vãrias formas têm si 

do adotadas para a dependência radial do potencial ~tico, desde as 

mais s im pl es escolhidas por conve ni ênc i a anal1tica a te as mais 

rea l1stic as, que são funções que variam suavemente com a distância . 

Na Tabe l a 5.3 da referênci a (20a) encontram-se pa r âmetros de p~ 

tencia i s Õticos de vãrias formas como, por exemplo, Woods-Saxon , 

gaussiano e exponenc ial, para prÕtons de energias ate 340 MeV 

espalh a dos elasticamente por vãrios n~cleos ; a grande maioria 

destes potenciais poss ue termos ce ntr ais real e i mag inari a de 
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mesma dependência radial e termos spin-Õrbita proporcionais ao 

grad ient e das partes reai s do potencia l Õtico. O uso de fat~ 

res de forma diferentes par a as partes real e imaginãr·ia do p~ 

tencial Õtico traz dificuldades adicionais, devido ao aumento do 

numero de parâmetros a serem ajustados , usualmente exigindo um 

maior numero de resultados experimentais . Contudo, alguns trab! 

l h 
( 3 7 - 39) 

os ' têm recorrido a potenciais deste tipo para de s c r e 

ver o espalhamento elãstico de prõtons, no intervalo de energia 

de 30 MeV a aproximadamente 180 MeV, por vãrios núcleos. 

Tendo em v i s ta um e s tudo c o m p a r a t i v o dos e f e i tos de p ~ 

tenc i ais Õticos centrais de diferentes formas na função de onda 

de nucl eons de vãrias energias espa lhados por núcleos, no pr! 

sente trabalho serão considerados, principalmente, potenciais 

Õticos dos tipos poço quadrado, poço trapezoidal e potencial pr~ 

porc ion al ã densidade nu c l ear . Algumas considerações serao fei 

tas tambem para o potencial de Woods - Saxon e para um potencial 

tipo poço quadrado com alcances diferentes para as partes real 

e imagin ár i a . Por simplicidade foram desprezadas contribuições 

não centrais ao potencial. Os núcleos alvo analisados foram os 

de 16 o e 40 ca . 

Consideremos um potencial central U(r) complexo, inde 

pendente de spin, e nucleons incidentes de energia E, momentum 

t,(-+k e r1 massa m 
o 

Para espalhamento de nucleons de energia m~dia parece 

razoãvel resolver a equação de Schr~dinger não relativTstic a cor 

r ígid a para uma cinemãtica relativistica apropriada. A densida 

de de probabilidade de posiç ão lt/J(r) ! 2 para prõtons de 80 MeV 

espa lh ados (para o alvo 40 ca) por um potencial Õtico tipo 
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poço quadrado, ca l c ulad a com a inclusão do temo quadrático em U( r) 

difere da ca l c ul ada desprez ando este termo em ap ro x imadamente 

5%; nos r es ul tados que aprese nta r emos a inclu são do termo qu! 

drãtico em U(r) não foi co nsiderada . 

Outrossim, não ocorreram dif e r enças significativas em 

uma es t i mativa dos efe i tos no c~ l culo da seção de choq ue dife 

rencial de espal hamento de nucleons(JS) por 40 ca desprezando te_c_ 

mos Cou l omb i ano e spi n-~rbit a no potencial ~tico, a) usando a 

eq uação de Schr6dinger totalmente não relativlsti ca com uma en e r 

gia in c id ente de 160 MeV; b) recorrendo ã eq uação de Schr6din ger 

com um a energia incide nt e de 17 2 . 25 MeV e com o moment um centro 

d e m a s s a r e l a t i v 1 s t i c o c o r r e t o ; c ) u t i l i z a n d o a e q u a ç ã o de K l e i n -

-Gordon com o potencia l in trodu z ido como a quarta componente do 

quadr i- vetor energ i a . 

Quanto ã escolha de potenciais, fre q ~entemente são usa 

dos pot e nciais ~ticos ap ro ximados , como por exemp l o , o poço qu! 

drado , que permitem obter so lu ções analTticas . No pr ese nt e t ra 

ba lh o , potenciais Ôticos de formas contTnuas serão aprox i mados 

po r um a soma de potencia i s secc ion almente constantes(JO), apr~ 

x imaç ão esta que pe rmite obte r expressões expllcitas para as fun 

ções de onda. 

Na seção seg ui nte sao ap re sentadas as pri nci pa i s for 

mas de poten c i a i s us a das neste traba l ho e nos ap~ndices sao fo r 

necidos maior es detalhes sobre o método utilizado . 

I I . 2- Tipos de Po te nciai s Oticos 

Uma investigaç ão da densidade de probabilidade, no es 
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paço de configura ção , de nucleons de energias variãveis espalh~ 

- 16 40 dos e l asticamente por nucleo s de O e Ca, rep resenta dos por 

potenciais oticos complexos, esfericamente simétricos e indepe~ 

dentes de spin, serã apresentada nos dois cap1tulos segu intes . 

o termo coulombiano do potencial otico não e levado em conta. 

Com o objetivo de comparar os efeitos de potenciais 

oticos de diferentes form as na função de onda de nucleons de vã 

rias energias, definimos diferentes funções para a densidade nu 

clear, mantendo a condição de normalização imposta em (II.9) . 

Serão considerados neste trabalho, principalmente , p~ 

tenciais Õticos complexos do tipo poço quadrado, poço trapezoj_ 

dal e potencial proporcional ã densidade nuclear, com dependê~ 

cia ;·adial igual para as partes real e imaginaria (alcances iguais), 

para projeteis de energias no intervalo de 80 MeV a 320 MeV. Con 

s i de ramo s v a r i a ç õ e s de 4 O Me V p a r a e n e r g i as i n f e r i o r e s a 2 00 Me V 

e, adicional mente, os valores 215 MeV e 320 MeV. Essa escolha se 

deve ao fato de, para as ener:gias mais baixas, o potencia l Õti 

co provocar forte distorção na função de onda do projet il, o que 

leva a uma investigação mais minucios a da adequa ç ão da apro x im~ 

ção W. K.B . para a obtenção de s sas fun çõe s . Para as energias ma i s 

altas, onde o uso da aproximação W.K.B. se revela satisfatõrio , 

não hã maior interesse em con s iderar pequenas variações na ener 

gia. Em particular os valores 215 e 320 MeV permitirão uma com 

paraçao com resultados de outros autores(l 3 ) . 

Em especial, um potencial Õtico da forma Woods-Sa xon 

(também de mesma dependência radial para as partes real e i magj_ 

nãria) para nucleons de 72 MeV( 22 ) e um potencial Ótico tipo p~ 

ço quadrado com alcances di ferentes para as partes real e imagi 



• 

l 7 

nãria a energia incidente de 80 MeV, serao discutidos . 

Para o potencia l tipo poço quadrado define-se a fun 

çao densidade nuclear como 

r < R 

P (r) = (II . l4) 

r > R 

sendo R o raio nuclear obtido dos dados experimentais de esp! 

1 h ame n to de ele t r o n s de a 1 tas e n e r g i as ( 4 O ) . Par a o 16 O, R e i g u a l 

a 3.4 1 fm e para o 40 ca e igu al a 4 . 54 fm. 

Para o potencial tipo poço trapezoidal define-se 

P (r) = 
(Rmãx-r) 

o 

r < R . m1n 

R. < r < R-mln max 

r > R -max 

(II.l5) 

se n do R . e R - r e s p e c ti v ame n te o r a i o m 1 n i mo em q u e o p o t e.n_ m1n max 

c i al e considerado constante e o raio mãximo a partir do qual 

o potencial ê nulo , e p
0 

uma de ns idade ajustada de tal modo que 

a int egral de volume de p(r) definida em (II..15) obedeça a condj_ 

ç ã o de norm a l i z a ç ã o a A- 1 . E s te p o te n c i a l t r a p e z o i da 1 r e p r e s e~ 

ta uma situação intermediãria entre o potenc i al mais simples (p~ 

ço quadrado) e o potencial proporcional ã densid a de nuclear. 

P 
16 o "d ' "d d t t ara o , cons1 eramos a aens1 a e cons an e a te 

r= ·1. 6 fm, aprox im ando dessa forma o platô que se observa na fi g~ 
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ra II.l, e uma vanaçao linear entre 1 . 6 fm e 3 . 9 fm , tentando 
16 reproduzir a variação radial da densidade do O para r> 1.6 fm. 

A p r o x i mo u - s e o p l a t ô c e n t r a l da d e n s i d a d e d o 4° C a ( f j_ 

gura II.Z) por um potencia l constante ate 2 . 0 fm . A var i ação r~ 

40 dia l da densidade do Ca para r > 2.0 fm foi aproximada para uma 

var ia ção linear no int ervalo ~ . 0 fm < r< 5.3 fm. 

Para a terceira forma de potencia l mencio na da , def i ni 

mos um a função densidade nu clear proporciona l ã di str ibui ção de 

probabilidade de posição de A-1 nucleons nucleares, no modelo 

de partTcula única . 

Esta esco lha teve em mente simular o potencia l Õtico 

.-t.l .- . .,. (41) para um proJe 1 em uma exper1enc1a quase- 1vr e . Distribui 

çoes de mat~ria nuclear mais adequadas a outr os processos, po -

dem, ev i dentemente ser adotadas . 

Supondo, numa experiência quase-livre, a i nteração do 

projetil com um nucleon da camada de energia mais exter na, lp, p~ 
l 6 ra o O, pode-se escrever 

(II.l6) 

Para o 40 ca , adotaremos 

(II.l7) 

cor re spondente ao arrancamento de um nucleon 2s. 

Para calcular essas densidades nucleares usamos fun 

çoes de onda geradas por um potenc i a l do tipo oscila dor harmõni 

co , a ju stado de tal modo a reproduz ir o raio quadrãtico medio ex 
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·--~L----~~----~~ 
4 .0 r(fm) 

Figura II.l -Densidade nuclear p(r) proporcional a distribuição de A-1 nu 

c·l eons, com funções de onda do modelo de partlcula única ger~ 

das por um potencial osci l ador harmõnico, para o 16o . 

o. l 

....._____-J.-..-_1 
2 . 0 l. o 3.0 4.0 

~> 
5 . 0 6 .0 r(fm) 

Figura 11.2- Densidade nuclear p(r) proporcional ã distribuição de A-l nu 

cleons, com funções de onda do modelo de part1cula Única ger~ 
40 

das por um potencial osc il ador harmõnico, para o Ca . 
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perimental obtido com espalhamento de el~trons( 40 ), para cada um 

dos n~cl eos. As densidades nucleares assim det e rminadas são 

p ( l") = 0.132(1 +0 . 592 r 2 ) . exp(-0 . 323 r 2 ) (II.18) 

l 6 para o O e 

p(r ) = 0 . 182 ( 1 +0 .0 57 r 2 +0.051 r 4) .e xp (-0.242 r 2) ( I I . l 9 ) 

para o 
40

ca (r em fm e p (r) em fm- 3 ). 

Salientamos que a integra l de volume das fu nções den 

sidade nu clear ac i ma def inid as obedecem a condição de normaliza 

ção a A-1 impo sta e m (11 . 9). 

As figuras II.l e II.2 mostram a form a das densidades 

- 16 nuc l eares apresentadas em (I I .1 8) e ( II .1 9), para os nucleos O 

e 40
ca respectivamente . 

II. 3- Determin ação do s Parâmetros Associados ao Pote n c ial 

li ti co 

Para potenciais ôticos complex os U(r) = V(r)+iW(r), que 

desc r evem o espal hamento de uma part1cu"l a de energ ia medi a por 

n~ c l eos , o mo ment um da partlcula na região em que atua o pote~ 

c ial e tambem complexo. A parte imaginãria do momentum 
-+ 
k (r) = 

= l< ( r) + ; l( . (r) esta associada a um coefic ient e de absorção ou r 1 

atenuaç'ao . 

O coefic i e nte de absorção re presenta a probabi lid ade 

po r unidade de com primento de que a part1cula colida com -um nu 
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cleon(lS), e portanto pode ser escrito como um produto da seçao 

de choque total aT pela densidade nuclear p (r). Usualmente, de 

f i n e - s e o 1 i v r e c a m i n h o À ( r ) de um a par t 1 cu l a de n t r o do n ú c l e o 

como o inverso do c oeficiente de absorção. 

Escrevamos a densidade nuclear como p (r) = p( o ) . f(r), 

com f( o ) = l, e a energia do núcleon incidente na região do nu 

cleo como Tef = T- v onde v e o potencial real que atua sobre a 

part1cula. 

A figura I I. 3 mostra o potencial real v mn e o pote.0_ 

c i a l - ma teria nuclear (r =l.l fm) , obti-imaginaria w para a mn o 

dos por Dabrows k i e Sobiczewski ( 42 ), para prótons com 

no intervalo de O a 300 MeV. 

Figura I I. 3 -

(Me V) A 

60 

40 

20 

100 

Valores da parte real v e da parte irnaginãria w mn mn 
cial que atua sobre um prõton de energia cinética T, 

ria nuclear, em fun çã o da energia c inética do prõton 

do de Dabrowski e Sobiczewski( 42 )). 

energia 

do pote.0_ 

na ma te 

(e xtrai_ 

Para uma dada energia do prõton incidente, impondo a 

condição de que a integral sobre o volume nuclear do potencial 



22 

real que atua sobre o prõton incidente tenha um valor fixo, p~ 

de-se determinar, para cada n~cleo desejado , o potencial real 

que atua sobre o prõton dentro do n~cleo 

v = v mn 

(r = 1 . 1 O fm) 3 
o 

( r n ~c 1 e o fm ) o 

(II.20) 

Para os n~cleos 16o e 40 ca, cons i derados neste traba 

l h o , r a s s u rn e o s v a 1 o r e s l. 3 5 f m e l . 3 2 f m , r e s p e c t i v a m e n t e( 4 0 ) . 
o 

E conveniente escrever a seção de choque to t a l co 

mo a media dos resultados obtidos experimenta l mente para as se 

çoes de choque prõton - prõton e prõton-nêutron( 43 ) . Ass i m, para 

núcleos de igua l n~mero de prõtons e nêutro ns, e prõtons i nci den 

tes, 

_21 . {a ( T f ) + a ( T f )} pp e pn e (II.2l) 

Considerando o n~cleo como uma mistura de dois gases 

de Fermi não interagentes de n~utrons e prõtons l igados em um 

potencial uniforme, o princrpio de exclusão exige que o proj~ 

til, bem como a partrcula alvo, estejam fora da esfera ocupada, 

no espaço de momentum, depoi s da colisão . Assim, levando em co~ 

ta o princ1pio de exclusão, um considerãvel n~mero de colisões 

e proibido e, conseqOentemente, a seção de choque diminui . A S! 

ção de choque corrigida Õ, calculada no sistema centro de massa, 

em função da energia cinética do prõton incidente T, pode ser 

expressa na forma( 44 • 45 ) 

(II.22) 
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16 onde sF e a energia de Fermi ( sF= 26 . 30 MeV para o O e s r= 27.51 MeV 

40 ( E: F) para o Ca) e P Tef e o fator de redução da seçao de choque 

devido ao princ1pio de Paul i . 

Supondo que a seção de choque n~cleon-n~cleon indepe~ 

de da energia e possui uma distribuição angular isotrÕpica, o fa 

tor de redução pode ser calculado e xa tamente 

\~:J = 
(II . 23) 

O livre caminho de um prôton no n~cleo para uma dada 

energia do prôton pode ser expresso na forma 

À ( r) 1 l À ( o ) 
(II.24) = = T(r) 

P ( r) a p ( o ) f ( r) a 

Par a potenc iais complexos de mesma dependência radial 

pa r a as partes real . . - . e 1mag1nar1a, para cada energia do p rõ to n 

incidente pode-se escrever o pote ncia l Õtico na forma 

U(r) = ( a + i) W(r) (II.25) 

onde a - a(T) . 

Uma relação entre a parte imagin~ria do potencial õti 

c o e o livre caminho À(r) de uma partlcula no n~cleo pode ser 

obtida da equação da continuidade( 46 ); tal relação, corrigida relati 

visticamente, pode ser escrita na forma 
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W ( r) W( o) .f(r) (II .26) 

onde W( o) = 2E e o valor da parte imaginâria do PQ 

tencial no centro do núcleo. 

Para uma dada energia cinét i ca do proton incidente a 

razao a entre as partes real e imaginãria do potencial otico foi 

obtida da razao entre o potencia l real v e o potencial imagi-mn 

nãrio wmn (este ultimo afetado pelo fator devido ao princ1pio 

d e P a u l i ( 4 4 ) ) a p r e s e n t a d os p o r O a b r o w s k i e S o b i c z e w s k i . A s r a z õ e s 

assim obtidas, para o intervalo de energia considerado neste tra 

balho, diminuem com o aumento da energia cinética do prõton in 

c i dente. 

Assim, para cada energia do proton incidente, a parte 

real dos potenciais com mesma depend~ncia radial para as partes 

real e imaginâria adotados neste trabalho, e dada por 

V(r) = a (T)W(r) (1!.27) 

Nas tabelas 1!.1, 11 . 2 e 11 . 3 sao apresentados os p~ 

râmetros do potencial õtico, para os potenciais poço quadrado, 

poço trapezoidal e proporcional a densidade nuclear, respectiv! 

mente, para prõtons de 80, 120, 160, 215 e 320 MeV espalhados por 

- 16 -um nucleo de O. Para 320 MeV o valor da razao a entre as pai 

tes real e imaginãr i a do potencia l Õtico foi obtido extrapola~ 

do os valores de v e w n da refer~ncia (42). · mn m 
-Nas tabelas II.4, II.5 e II.6 são apresentados os par! 

metros do potencia l õtico para os tipos de potenciais e energias 
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- 40 de interesse acima mencionados sendo o nucleo alvo o Ca. 

O potencial ~tico comple xo para pr~tons incidentes de 

72 MeV extra1do da refer~ncia (22) 

U(r) = (-30 -i 10). {1 +e xp[(r-4.5)/0. sJ}-l (remfm,UemMeV) (II.28) 

apresenta a mesma razao a entre as partes real e imaginâria que 

a obtida neste trabalho para tal energia do prõton incidente. En 

tretanto o potencial ( II.28) e menos profundo do que o que se 

obteria neste trabalho para prõtons de 72 MeV , e, conseqUente-

mente, a integr·al de volume de tal potencial não obedece a con 

dição de normalização imposta em (II.9). 

O potencial t i po poço quadrado de alcances diferentes 

para as partes real e imaginaria para prõtons de 80 MeV a ser 

analisado foi determinado fi xando as profundidades das partes 

real e imaginaria nos valores correspondentes ao potencial poço 

quadrado de alcances iguais, ~mesma energia. Quanto ao alcance, 

vãrios trabalhos( 37 • 38 ) t~m mostrado que para prõtons de energia 

em torno de 1 80 Me V o alcance da parte imaginãria excede O · a l 

cance da par te real do potencial õ ti co em aproximadamente fm . 

Considerando uma variação aproximadamente linear( 39 ) par a o au 

mente do alcance da parte imaginária em relação ao da parte real 

no intervalo de energia de 20 a 180 MeV , utilizou-se, para pr.Q_ 

tons de 80 MeV espalhados por 40 ca, um potencial Õtico tipo p~ 

ço quadrado U(r) = V(r) + iW(r), onde 

{ 0

-30 . 46 MeV 

V (r) = 

r < 4 . 54 fm 

r > 4. 54 fm 

INSTITUTO DE FlsiCA I 

IB LIOTECA 

(II.29) 
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e 

W(r) _ {:11.41 Me V r < 4. 9 4 fm 

r >4 . 94 fm 

(II.30) 

Como se vê, o raio do poço quadrado real e fixado p~ 

ra reproduzir o ra1o m~dio quadrâtico obtido de experi~ncias de 

espalhamento de eletrons( 40). 

Tabela II.l - Parâmetros assoc iados ao potencial poço quadrado para 
núcleons de energia cinét i ca T espalhados por um nú

cleo de 16
0. O alcance do potencial U(o) =V(o) +iW(o) 

e considerado igual ao raio nuclear (3.41 fm). 

T(MeV) 

80 

120 

160 

21 5 

320 

>.(o) (fm) 

3 .. 58 

3.86 

4 . 11 

4 . 35 

4. 4 3 

Cl. 

2.67 

l . 6 2 

l . o 6 

o. 70 

0.33 

- W (o ) (Me V) 

l o . 71 

l l . 82 

12.48 

l 3. l 9 

14.84 

- V( o)(MeV) 

28 . 60 

l 9 . 1 5 

1 3. 2 3 

9.23 

4.90 

Tabela 11 .2- Parâmetros associados ao potencia l poço trapezoidal 

para nucleons de energia cinética T espalhados por um 

núcleo de 16o. o potencial considerado e constante e 
igual a U( o) = V( o) + iW( o) até 1.6 fm; varia linearme~ 
te no intervalo de 1.6 frn a 3. 9 fm e e nu l o a part i r 
de 3. 9 fm . 

T(MeV) 

80 

120 

160 

21 5 

320 

À ( o ) ( fm) 

2 . 21 

2 .38 

2.53 

2.68 

2. 73 

Cl. 

2.67 

1 . 6 2 

1 . o 6 

0.70 

0 . 33 

- W ( o ) (!~e V ) 

1 7. 3 5 

1 9 . l 7 

20.27 

21 . 3 7 

24 . 04 

-V ( o) (Me V) 

46.33 

31 . o 6 

21 . 4 9 

l 4. 9 5 

7 . 9 4 
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Tabela !!.3- Parâmetros associados ao potencial proporcional ã den 

sidade nuclear p(r) =0 .1 32(1+0 . 592 r 2) . exp(-0 . 323 r 2), 

para nucleons de energia cinetica T espalhados por um 
- 16 nucleo de O (r em fm) . 

T(MeV) À(o) (fm) a -W( o)(MeV) -V (o) (Me V) 

80 2.45 2.67 15 . 65 41 . 79 

120 2 .65 l . 6 2 l 7. 2 2 27.90 

160 2 . 82 1 . o 6 l 8 . l 8 19.27 

21 5 2 . 98 o. 70 1 9 . 2 5 1 3 . 4 7 

320 3 . 03 0 . 33 21 . 70 7 . 1 6 

Tabela !!.4- Parâmetros associados ao potencial t i po poço quadrado 

para nucleons de energia cinet i ca T espalhados pelo 
40ca . O alcance do potenc i al U( o) = V( o) + iW(o) e con 

siderado i gua l ao raio nuclear (4.54 fm). 

T(MeV) À(o )(fm) a - W (o ) (Me V) -V (o) (Me V) 

80 3. 36 2 . 6 7 ll . 4 l 30 . 46 

120 3 . 61 1. 6 2 12 . 64 20 .4 8 

160 3 . 7 9 l . 06 l 3 . 53 l 4. 3 4 

21 5 4 .0 1 0.70 l 4 . 31 10 . 02 

320 4 . 05 0 . 33 l 6. 2 3 5 . 36 

27 
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Tabe l a II.5- Parâmetros associados ao potencial tipo trapezoidal 

T(MeV) 

80 

120 

160 

2 1 5 

320 

para nuc l eons de energia cinética T espalhados oelo 
40

ca. O potencial considerado e constante e igual a 

U(o) = V(o) + iW(o) ate 2.0 fm; varia linearmente no in 

tervalo de 2. 0 fm a 5 . 3 fm e e nulo a partirde 5 . 3 fm. 

À( o ) ( fm) a - W( o )(MeV) -V (o) (Me V) 

2 . 09 2.67 18.26 48 . 74 

2 . 23 l . 6 2 20.46 3 3. l 5 

2.37 1. 06 21 . 6 4 22 . 94 

2 . 5o o. 70 22 . 90 16.03 

2 . 53 0.33 25 . 97 8. 5 8 

Tabe l a II . 6- Parâmetros associados ao potencial proporcional ã den 
~ 2 4 -

s i dade nucl ear p(r) = 0.182 ( l +0.057 r +0.051 r) . 

. exp( - 0 . 242 r 2), para nucleons deenergia cinêtica T 

espalhados por um núcleo de 40 ca (r em fm). 

T(MeV) >-(o)( fm) a -W (o ) (Me V) -V (o ) (Me V) 

80 l. 83 2 . 67 20 . 9 5 55.94 

120 1 . 9 7 l . 62 2 3. l 6 37.52 

160 2. o 7 1 . o 6 2 4 . 7 7 26.26 

21 5 2 . l 9 O. 70 26 . 19 l 8. 3 3 

320 2 . 21 0 . 33 29.75 9.82 

28 
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III - ESTUDO DOS EFEITOS DO POTENCIAL OTICO NA FUNÇ~O DE ONDA 

III . l - Introdução 

Nosso objetivo e investigar a distribuição de probabj_ 

lidade de núcleons, no espaço de configuração, para diversas ener 

gias e para diferentes formas de potenciais que simu l am aproxj_ 

madamente a interação projétil-núcleo . P,ara tanto, faremos va 

r i a r : 

a) as profundidades das partes real e imaginãria do potencial 

~tico tipo poço quadrado , em separado; 

b) a forma do potencial õtico; 

c) a energia do núcleon incidente para as diversas formas do P.Q. 

tencial . 

Consideremos nucleons de energia no intervalo de 80 a 

320 MeV. Para energias inferiores a 200 MeV, onde os efeitos de 

distorção do potenc i al ~tico na função de onda obtida por expa~ 

sao em ondas parcia i s não são bem reproduzidos pela aproximação 

W. K. B. adotada por alguns autores, variamos a energia do núcleon 

de 40 em 40 MeV, a partir de 80 MeV . Para as energias mais al 

tas , onde a aproximação semi-clãssica e satisfatõria, considera 

mos apenas as energ i as de 215 e 320 MeV. 

A aproximação W. K.B. tem sido tambem usada para detei 

mina r os coeficientes de reflexão das ondas parciais componen-

tes da função de onda (ver Apêndice A); no modelo de forte ab 

sorçao ( "black-nucleus " )( 29 • 47 ) este método tem tido sucesso 

para descrever o espa l hamento elãstico de partTculas compostas 

3 -(d, He, a , etc . ) por nucleos. 



l 

30 

No presente trabalho a função de ond a para núcleons 

de di ferentes energias espalhados por potenciais Õticos de va 

rias formas serã obtida por expansão em ondas parciais, aproxi-

mando os potenciais õticos de formas cont~nuas por uma soma 

potenciais seccionalmente constantes para os núcleos de 16 o 
40Ca. 

de 

e 

Consideremos a equaçao de Schr5dinger com potenciais 

complexos centrais para nucleons de massa m, energia E e momen 

tum ~k incidente na direção do eixo polar 8=0°, com uma cine o 

matica relativística apropriada. 

A solução pode ser expressa em ondas parciais como 

1/J(r, e ) 
00 

E i .R. (2Q.+l) RQ.(r) PQ.(cose) 
Q.=O 

(III.l) 

onde PQ.(cos e) sao os polin~mios de Legendre de ordem Q. e R.R.(r) 

sao as soluções da equação radial 

(III.2) · 

com 

(III.3) 

e podem ser escritas em termos das fun ções de Bessel esféricas. 

No Apêndice A mostra-se como foram obtidas as funções 

de onda por expansao em ondas parciais para potenciais de va-

rias formas . O Ap~ndice B cont~m algumas inf ormações sobre a de 

terminação numeri ca das funções de Bessel esféricas de arg umei!. 
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tos reais e complexos. 

No prese nte capltulo ana li saremos o 1tem a) acima men 

cionado, qual seja os efeitos na função de onda decorrentes da 

variação das profundidades do potencia l; os ltens b) e c) serão 

discutidos no capitulo seguinte. 

Para estudar , separadamente, os efeitos da parte real 

e da parte imaginaria do potencial õtico sobre a função de onda, 

consideraremos potenciais poço quadrado puramente reais e pur~ 

mente imaginãrios e faremos variar suas profundidades, tomando 

como referên c ia o potencial Õtico poço quadrado que simula a in 
40 teração p- Ca . 

Analise simi lar poderia ser feita para outras formas 

de potencial. 

Para nucleons de 80 MeV, conforme obtido no Cap1tulo 

I I , 

{

( -30.46 -

U( r) = 

o 

e para nucleons de 215 MeV 

__ {

0

(-1o.o2 -
U(r) 

11 . 41) ~1eV r < 4. 54 fm 

(III.4) 

r > 4. 54 fm 

14. 31 ) Me V r < 4 . 54 fm 

(III.5) 

r > 4. 54 fm 

-Nas seçoes seguintes serao apresentadas as distribui 

çoes de probabilidade, no espaço de configuração, de nucleons 

espa lhad os por potenciais reais de -1 0, -20 e -30 MeV e poten-

c iais imaginãri os de -5, -10 e -15 MeV de alcances iguais ao 
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- 40 ( ) raio do nucleo de Ca R= 4.54 fm . 

II1.2- Efeito da Parte Real do Potencial Dtico na Função 

de Onda 

Para estudar o efeito da parte real do potencial Õti 

co, serão considerados inicialmente nucleons incidentes de 80 MeV 

e potenciais reais do tipo poço quadrado de alcance igual ao raio 

- 40 do n ucleo de Ca, de -10, -20 e -30 MeV. 

-- {

0

-10 MeV 
a) V(r) 

r < 4. 54 fm 

r > 4.54 fm 

W (r) o (111.6) 

No que segue subentende-se que a unid ade da densidade 

de probabilidade de posição e fm- 3 

Seja , e o ãngulo formado pela direção do momentum do 

n~cleon espalhado com a direção do momentum incidente. 

A figura III.l mostra os valores da densidade de pr~ 

babilidade II/J(-;-)1 2 para diferentes valores de r e do ângulo de 

espalhamento e de nucleons de 80 MeV espalhados pelo potencial de 

finido em (III.6) . A densidade de probabilidade foi calculada ate 

aproximadamente três vezes o raio nuclear embora algumas das 

figuras deste cap1tulo tenham valores de r ate 8.4 fm e o nos 

so maior interesse esteja em analisar a função de onda na região 

do núcleo. 

-se 

Na região mais interna do núcleo, para r ; 0.4 fm tem

II/J(-;)12;1.0. 



; .. ~ 

I 
ttJ (-i>) 12 9 o 0 E = 80 . O ~1e V 

r v = - l o . o ~·1e v 
1 o o 

0 
W = O. O Me V 

120 600 o 
1 o 

* 0!8 

1800 LOjLOl 1.01 LOlLo l o.91 LO{ LO( L01Loj ~ 11.1 11.1 11.7 to .J 11.0 F·J p.2 p.7 14.o l4.o 

o 1.2 2.0 2 .8 3.6 4.4 5.2 6.0 6.8 7.6 8 .4 

Figura III . l - Densidade de probabi li dade de posição I1JJ (r) 12(fm- 3) para nucleons de 80 MeV espalhados 

por um potencial real poço quadrado de profun didade -1 0 MeV e de alcan ce igual ao r aio ao 
do · Ca (R = 4. 54 fm) . 

00 
r 

w 
w 
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o + 2 
Para e = O , na região 0 . 4 fm~ r~ 2 . 0 fm ltJ; (r) I osci 

la em torno do valor l.l e a partir de r= 2 .0 fm sofre um rãpj_ 

do aumento caracterizado por lt~J(r = 2.4, e= 0°) 12 ; 1.62 com um 

primeiro mãximo de focagem em r= 2 . 8 fm ( ltJ; (r=2.8, e=0° )1 2 ;1 .74) . 

A partir de (r=2.8, e =0°) ltJ;(r)l 2 diminui rapidamente com o aume!:!_ 

to do raio ate ocorrer o valor m1nimo em r = 3. 6 fm ltJ;(r=3 . 6, 8=0°)1 2 ; 

; 0. 34 . Na região 3 . 6 fm < r~ 8.4 fm a densidade de probabilidade 

aumenta cons id eravelmente com o ra io, apresentando um efeito de 

focagem cujo valor mãximo ê l tJ; (r = 8 .4 , e = 0 ° )1 2 ; 4.02. Esta in 

tens idade diminui lentamente com o aumento do raio para r > 8 . 4 fm, 

como se ob s erva, por exemplo, em r= 12 .0 fm, jã muito longe do 

núcleo, onde l tJ; (r = 12.0, e = 0° )1 2 ; 3.63. No raio nuclear 

I1JJ(r=4.54, 8 =0 ° ) 12 ; 1.27. 

Para e= 180° os valores da densidade de probabilidade 

de posição para os diversos valores de r osci lam levement e em 

torno da unidade . 

Quanto ã variação angular e impo r tante notar que -
pr~ 

x i mo do m1nimo para e= 0 ° , (r= 3 . 6 fm), 11/J (r) 12 aumenta com o 

ângulo ate e= 30 ° , II/J (r = 3 . 6, e = 30°) 12 ; 1.28 em contraposição 

ã II/J (r=3.6, 8 =0°)1 2 ; 0.34, e, l tJ; (r=4.4, 8 =30°)! 2 ;1 . 90 em 

. - -I 0 )1 2 - 1 contrapos1çao a tJ;(r=4 . 4, 8 =0 = 1. 0. 

+ 2 
A figura III . 2 evidencia a vari ação de ltJ; (r)j com o 

ângulo, para r= 3.6 fm . 

Para ângulos de espalhamento maiores do que 30° os v~ 

lares de j ljJ (r) j 2 oscilam um pouco , tendendo para a unidade qua!:!_ 

do o ângulo tende a 90 ° , e se mantem em torno da uni da de na re 

gião angular 90 ° ~e~ 180 ° . Na reg i ão 4.4 fm < r< 6 . 0 fm onde a 
+ 2 

focagem a e = o0 j ã é intensa, os v alor es de \\\J(r) \ diminuem 
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ate aproximadamente O. 8 com o aumento do ângulo ate e= 60 ° e p~ 

- o ra 6.0 fm<r<ll.2 fm,ate cerca de 0 . 7 para e~4 0 . Na região 

angular compreendida entre 60° e 90 ° , para valores de r menores 

do que o raio nuclear, !lJ!(r) !2 tende a diminuir com o aumento do 

ângulo ate aproximar-se da unidade para e; 90 ° ; outrossim, /lJ!(r)j 2 

tende a aumentar com o ângulo, tendendo ~ unidade quando o âng~ 

lo tende a 90°, para valores de r maiores do que o raio nuclear. 

/IJ!(r=3.6 , 8 )/
2

" 

(fm- 3 ) 

1 . 

Figura III.2- Densidade de probabilidade /lJ!(r)/ 2 , para r=3.6 fm, em fun 

ção do ângulo de espalhamento 8 para nucleons de 80 MeV esp~ 

lh ados por um potencial Õtico real de profundidade -10 MeV e 
de alca nce igual a 4. 54 fm. 

r < 4.54 fm 

b) V(r) W(r) =O (III.7) 

r > 4. 54 fm 

Valores da densidade de probabilidade de posição de 
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nucleons de 80 MeV espalhados por um potenc i al real do t i po p~ 

ço quadr a do de profundidade -20 MeV e de a l c ance igual ao ra i o 

do 40 ca sao mostrados na f i gura III . 3. 

lw ( r) I 2 ; l . o p r õ X i mo a o ce ntro do nu c l e o ( r ; o . 4 fm) . 

p o de - s e o b s e r v a r q u e p a r a e = o o tem o s um c o m p o r ta me n to de lw (r) 12 

seme lh ant e ao do caso a nteri or q uanto a s pos iç ões do primeiro mi 

xi mo, lw(r=2 . 8 , e =0° )1 2 ;2 . 95 e do va l or m1n imo lw( r =3 . 6, e =0° )1
2

; 

; 0 . 15 . A partir de 3.6 fm, lw(r)l 2 aumenta rap id amente com o raio, 

apresentando um forte efeito de fo cagem cujo valor mãximo -e 

I o 2 I + 12 1J; (r = 7. 2 , e = O ) J ; 9 . l 8 e , de p o i s de r = 7. 2 fm, 1jJ ( r) passa a dimj_ 

nui r lent amen te com o aumento do raio, adota nd o em r= 12.0 fm, jã 

- I 0 )1 2 - b bastante afastado do nucle o , o valor 1jJ (r=l2.0, e =O =6.69 . O 

serva-se assim que com o aumento da parte real do potencial 6tj_ 

co, o foco se desloca para a esquerda (i s to e, se apro xima da r~ 

gião do nú c leo) e e mais intenso. No raio nuclear o valor de Jw(r)J 2 

e, para es te valor de U(r) , bastante grande, II/J (r=4.54, e =0° )J 2; 4 .03. 

Quanto ã varia ção de l w(r) 1
2 com o âng ulo de espa lh5_ 

mento, para r~6.0 fm os valores de l w(r)l 2 oscilam muito no in 

tervalo 0° < e < 80 ° (a figura III . 3 mostra a l guns ponto s deste 

intervalo) e para r > 6 . 0 fm l w(r)J 2 diminui com o ângulo para 

e ~ 4 O 0 , te n de n do p a r a a u n i da de c o m o a um e n to do â n g u l o e do r a i o. 

Os valores de Jw(r )J 2 na re g i ão 90 °<e~ l 8 0 ° oscilam em torno 

da unidade. 

{

-30 MeV 

c) V(r) = 

o 

r < 4. 54 fm 

W(r) = O (III . 8 ) 

r > 4 . 54 fm 

Na figura I I I. 4 e n con tr am-se os valores da densidade 
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ltV(r)l2 90° E = 80.0 MeV 
v = -20. O ~1eV 1 o o 

120° 60° w = 0.0 MeV 
o 

1.1 1 1 1.0 

1 o 

± 8 

150° - . ~I / / ~0. 9~1~ ~ V •-'j ""--...0 .7 " '\ '\ 30° 

I 
0.91 1. 11 0.91 1.01 1.0 3.2 l 6.8 18.6 19.2 l9 .1 l8.8 00 

O 1.2 2.0 2.8 3.6 4.4 5.2 6.0 6.8 7.6 8.4 r 

Figura III.3- Densidade de probabilidade de posição ~ ~~ (-;:) i2(fm- 3) para nucleons de 80 ~1eV espalha dos 

por um potencial real poço quadrado de profundidade -20 MeV e de alcance igual ao raio 

do 40 ca (R= 4. 54 fm) . w 
~ 
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l~(r ) \ 2 
120° 

150° 

1.21 0.81 1.41 o. 71 LSI o. 7 

90° 

110 
60° 

113 

E = 80 . O MeV 

V =-30 . O MeV 
o 

W = O . O Me V 
o 

16 .1 115.7 114.6 1133 00 

O 1.2 2 .0 2.8 3 .6 4 .4 5 .2 6.0 6.8 7.6 8 .4 r 

Figura III.4- Densidade de probabi lidade de posição j~(r ) j2(fm- 3) para nucleons de 80 MeV espalhados 

por um potencial real poço quadrado de profundidade - 30 t·1eV e de alcance igual ao ra i o 
40 do Ca (P.=4 . 54 fm) . 

w 
co 
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de probabilidade I~J (r)l 2 para nucleons de 80 MeV espalhados p~ 

lo potencia l õtico definido em (III . 8) em vãrios pontos do esp~ 

ço . 

- - - I -+ 1 2 -Proximo ao centro do nucleo, em r=0.4 fm , l)J(r) = 1.1. 

I -+ 2 O comportamento de l)J (r) I para o potencial definido 

em (III.8) asseme lha-se bastante ao dos dois casos anteriores. 

P a r a e = O 0 
, r = 2 . 8 f m (11JJ ( r = 2 . 8 , 8 = O 0 

) I 2 ; 4 . 4) e 

r= 3 . 6 fm (1 1JJ (r = 3 . 6, 8 = 0°) 1
2

- 0.6) correspo nd em, respecti v~ 
mente, ãs posições de mãximo e minimo descritas em a) e b) e , em 

I -~ I 
2 1 - I ( o 8 -- o o ) 1

2 -=-r= 6 . 0 fm l)J (r) atinge o se u va or maximo 1)J r= 6 . , 

- 16.1 que se situa mais a esquerda e e mais i nt enso do que os 

I o 12-anã l ogos nos casos acima descritos. No raio nuclear 1)J(r=4.54, 8 =0) = 

; 9 . l . 

Assim, para nucleons de 80 MeV, potenciais reais pr.Q_ 

vocam fortes distorções na função de ond a, distorções estas ca 

racteri zadas pela presença de um efeito de focagem que abrange 

uma região angular em torno do â ngulo de espal hamento 8 =0° . Com 

o a umento da profundidade do potencial real a focagem torna-se 

mais significativa na regi ão do nucleo. (Ver figura III.5 . ) 

Anãlis e s im ilar pode se r feita para energias i nciden 

tes maiores. 

Com o a umento da energia in ci dente, a parte real do 

potencial Õtico (ver tabelas II. 1 e II. 4) torna- s e menor e a ra 

zão V/E diminui significativamente . Cons equentem e nte, a intensi 

dade da focagem diminui e o foco se move para a direita (isto e, 
tende a afastar-se da regi ã o do núcleo) . 

Para nucleons de 215 MeV e potenciai s de -10, - 20 e 

- 30 MeV (figur a III.6) observa-se, na região angular em tor 
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Figura III.5 - Densidade de probabilidade ll/J(r,e =0 ° ) 1
2 (em fm- 3) para nucleons 

de 80 MeV espalhados por potenc ial õtico real poço quadrado de 

profund idade -10 MeV (linha sõlida), -20 MeV (linha tracejada) e 
- 30 MeV (linha pontilhada) e de alcance igual ao rai o do 40 ca, 

assinalado na figura (R= 4. 54 fm). 
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Figura III. 6 - De nsi dade de probab i li dade ilJ; (r , e =0 ° ) 1
2 (ern frn- 3) para nucleons 

de 215 Me V espal hados por potencial Õtico real poço quadrado de 

profundi dade -1 0 MeV (linha s~ l i d a), -20 MeV ( l inha tracejada) e 

- 30 Me V (l inh a ponti l hada) e de alcance ig ual ao raio do 40 ca , 

ass i na lado na fi gura (R=4 . 54 fm ). 
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- o -no do angulo de espalhamento e= O , uma focagem proximo da su 

perfTcie nuclear (em torno de r; 4.0 fm) e uma focagem ma is in 

tensa na região externa c uj o mãximo ocorre bem long e do núcleo 

(prÕximo de r= 12.0 fm). De maneira geral, o comportamento da 

densidade de probabilidade de posição l w(r)i 2 e anãlogo ao dos 

casos anteriores . 

III.3- Efeito da Parte Imaginãria do Potencial Õtico na 

Função de Onda 

Considerando que a parte imaginãria do potenc ial õ ti 

co tipo poço quadrado q ue simula a interação p- 40 ca para nu-

c l e o n s de 8 O Me V ( v e r e xp re s sã o I I I. 4) a s s um e o v a l o r -11 . 41 Me V e 

para nucleons de 215 MeV (ver expressão III. 5) o va·lor - 14.31 MeV, 

para analisar o efeito da parte imaginãria do potencial õtico na 

função de onda de nucleons com estas energias foram adotados p~ 

tencia is poço quadrado puramente imagin ârios de alcance igual 

- 40 ao raio do nucl eo de Ca, de -5, -10 e -15 MeV . 

Consid e remos inicialmente nu c l eons de 80 MeV. 

r < 4 . 54 fm 
a) V(r) = O , W (r) (III.9) 

r > 4. 54 fm 

Na figura II I. 7 sao I -r 2 apresentados os valores de \jJ(r)i 

em vârios pontos do espaço para nucleons de 80 MeV espalhados p~ 

l o potencial mencionado . 
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Prõ x imo ao centro do núcleo (r ;; 0 . 4 fm) par a o pote~ 

cial definido em (III.9), jã se observa um f o rte efeito de ab

sorçao, uma vez qu e J1/J (r)J 2 =0.5 nes t a r eg i ã o do esp aç o, valo r 

e ste que se mantem ate apro x imad amente r = 1. 2 f m pa ra e< 90° . 

Para e =0 ° , ã medida q ue r a um e n t a, J1/J (r ) J
2 diminui 

a te aproximadamente r = 2.0 f m ond e J1/J (r = 2.0, e =0 ° )J
2

; 0. 38 ; de 

pois J t)! ( r ) !2 aumenta com o r a io at e J1/J ( r = 2 . 8 , e= 0 ° ) J
2

; 0. 48 e, 

nov amente diminui a te atingir o valor m1nimo ; O. 13 na regi ã o 

5.2 fm < r .::; 5 . 6 fm, a partir do qual aumenta vagarosam e nte com o 

aumento de r, na região estudada; em r= 12.0 fm, por e xe mp lo, 

J1/J (r=l2.0, 8= 0° )1 2 ;0.59. 

Para e= 180 ° , para valores de r meno r e s que o raio nu 

cl e ar J1/J (r) 1
2 a umenta com o raio ate apro x im a r-s e da unid a de , 

quando o raio se apro x ima do raio nuclear. 
+ 2 

J1/J ( r) I se ma n t e m em 

torno do valor l . O para valores de r maiores do qu e o r a io nu-

clear. 

Quanto ã variação angular, obs e rva-s e qu e se r < 2 .0 f m 

11/J (r) 12 aumenta com o ângulo. Pa ra 2. 0 fm < r < 4.4 f m, J1/J (r ) J
2 

di 

minui com o aum e nto do ângulo ate e;; 30° e, passa a a umen ta r com 

- - o o angul o tendendo para a unidad e quando o an gul o tende pa r a 8 = 180 . 

Quando o raio se apro x ima do r a io nuc l e a r e e s e ap r Q 

x ima de 90°, I 1/J (r)l 2 tende para a unidad e . 

Para valores de r ma iores do qu e o r a i o nuclear, I1/J(r ) J
2 

tende para a unidade com o aumento do raio e do â ng ulo , co mo s e 

pode observar na figura III. 7, por e xemplo, pa r a r ~ 6 .0 f m, em 

que os valores de J t)! (r) 12 pa ra e = 60 ° oscil am e m torno da un i da 

de. 
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0

-1 O Me V 
W(r) 

r < 4.54 fm 

r > 4.54fm 

A figura III. 8 apresenta os valores de 
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(III. lO) 

\1)J (-;-) 12 -par a n~ 

cleons de 80 MeV espalhados pelo potencial ~ti c o definido em 

( I I I . l O ) . 

O valor de j1)J(-;-)j 2 pr~ximo ao centrodonucleo(r;0.4 fm) 

-e aproximadamente 40 % menor do que no caso anterior (0.3). 

O comportamento geral de \1)J(r)i 2 ê aproximadamente o 

mesmo que na situação a) porem para ângulos pequenos, e em pa~ 

ticular para e= 0° , os valores da densidade de probabilidade de 

p o s i ç ã o s ã o b a s t a n t e m e n o r e s . P a r a e = O 0 o m e n o r v a l o r de j1)J (r) I 2 , 

que neste caso ê aproximadamente 2 x 10- 3 ocorre no intervalo 

5. 2 fm <r< 5 . 6 fm, ap~s o qua 1 o efeito de absorção se torna me 

nor e, assintoticamente, os valores de 11)J (;) 1
2 

se aproximam dos 

valores correspondentes ao caso anterior . Por exemplo em r=l2.0 fm 

11)J( r = 12.0, e= 0° ) 12 ; 0.51 em contraposição ao caso a) no qual 

11jJ(r=l2.0, 8= 0° ) \ 2 ;0.59. 

r < 4. 54 fm 

c) V(r) =O , 
__ {

0

-ls MeV 
W (r) (III.ll) 

r > 4 . 54 fm 

Valores da densidade de probabilidade de posição de 

nu c leons de 80 MeV espalhados por um potencial puramente imagi-

nãrio de profundidade -15 MeV e de alcance igual ao raio 

cleo de 40 ca são apresentados na figura III.9. 

-do nu 

Os resultados deste terceiro caso são muito semelhan 
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tes aos anteriores, o efeito de absorção tornando - se mais inten 

so na região interna do núcleo . Outrossim, jã bem longe do nu 

cleo, por exemplo em r= 12 . 0 fm J1j; (r = 12.0, e= 0 ° ) 1
2 ; 0 . 52 . 

O efeito da parte imaginãria do potencial õtico sobre 

a função de onda pode ser observado na figura III.lb, onde se 

nota um sens1vel aumento de absorção com o aumento do potencial. 

Para núcleons de 215 MeV espa l hados por potenciais p~ 

ramente imaginários de -5, -10 e -15 MeV observa-se , relativa 

mente aos resultados de 80 MeV, que a absorção ê menos intensa 

na região do núcleo e que a região do m1nimo de J1j;(r) 1
2 deslo 

ca - se para a direita, isto e, afasta-se do núcleo. Esta região 

de m1.nimo situa-se (fiCJura III.ll) entre 8 . 8 fm e 9.6 fm . 

E interessante notar que a atenuação da função de on 

da devido ã parte imaginária do potencial Õtico ê mais intensa 

p r õ x imo ã reg i ã o f o cal , i s to ê , na reg i ã o em que a parte real do 

potencial Õtico pro voca um efeito de focagem na funçao de onda 

do núcleon. A presença da parte imaginãria do potencial Õtico 

te n de, pois, a diminuir o efeito de focagem causado pela parte 

real mas, como veremos , na justaposição das partes real e imagj_ 

nãria os dois efeitos não chegam a cancelar-se a baixas energias, 

predominando o efeito de fo cage m. 

Discutimos com mais deta l hes os efeitos das partes 

real e i maginãria do potencial e m separado sobre a função de onda 

de núcleons de 80 MeV porqu e para energias mais altas a parte 

real dos potenciais que simulam a i nteração nucleon-núcleo -e me 

nos intensa e a parte imaginãria dos mesmos e mais profunda . Des 

s a f o rm a , o e f e i to de f o c agem di m i n ui c o m o a um e n to da e n e r g i a 

e a anãlise do caso de 80 MeV resulta mais favorãve l para ev i 
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denciar o efeito de cada parte do potencia l Õtico. Quanto ã for 

ma do potencial, consideramos aqui somente potenciais poço qu~ 

drado por simpli c idade, uma vez que o objetivo da anã l ise era 

investigar o efeito das partes real e imaginária, separadamente; 

para visualizar tais efeitos não e de extrema importância levar 

em conta outras formas de potenc i ais . 

Potenciais de formas distintas e com diferentes depe~ 

dências radiais para as partes real e imaginãria modificam em 

parte as regiões de focagem e, apenas parcialmente, as intensi 

dades de focagem, como se pode verificar no capitulo seguinte o~ 

de são apresentados e discutidos os efeitos globais do poten

cial Õtico complexo na f un ção de onda. 
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IV - FUNÇDES DE ONDA DO PROJETIL EM ESPALHAMENTO NÜCLEON-NÜCLEO 

IV. 1 - Considera çõ es Sobre a Aproximação Utilizada 

Neste capTtulo e apresentado um estudo do efeito do 

potencial Etico nuclear sob re a função de onda de nficleons de 

energia m ê di a e s p a 1 h a dos e l as ti c ame n te por n fi c l e os de 
16 

O e 
4° C a. 

A região de interêsse ê a regi ão nucl ear, onde se torna impor

tante conhecer, para diversos processos fTsicos, a fu nção de on 

da distorcida do projétil. 

São consideradas energias incidentes de 80 MeV, 120 MeV, 

160 ~eV, 215 MeV e 320 MeV e o potencial nuclear e simulado por 

diversas formas, conforme exposto no CapTtulo II. Utilizamos, p~ 

ra resolver a equação de Schrt)dinger, um mêtodo descrito no Apê~ 

dice A que aproxima potenciais de formas arbitrãrias por pote~ 

ciais seccionalmente constantes em uma seqüência de regiões co~ 

venientemente pequ e nas( 30) . Assim, ao inv ês de obter numerica-

mente a solução da equação de Schrê:ld inger para o "potencial ex~ 

to", ou de buscar uma solu ção aproximada do referido problema, 

optamos por determinar a solução anal1tica de um potencial apr~ 

ximado. A primeira região do potencial aproximado se estende do 

centro do núcleo ate um raio denominado R~ . , e as demais re m1n1mo 

g iõe~ apresentam larguras b. ==(R- -R )/N sendo N o maximo m1nimo ' 

numero de regiões e R- . o raio a partir do qual o potencial max1mo 
ê considerado nulo. E poss1vel, ademais, considerar regiões in 

termedi~rias com larguras vari~veis, recorrendo a leves modifi-

caçoes no programa de computação. 

Este mêtodo foi aplicado, por exemplo( 30 ), para ca lcular 



53 

a seção de choque da reaçao 60 Ni( 3He, 3He)
60

Ni a 71 MeV com um 

potencial da forma 

onde 

f(x) 
Al/3 

r- r R 

v sendo o potencial coulombiano correspondente a um 
c 

de carga puntua l incidindo em uma esfera uniformemente 

da de raio R ::: r Al/3. Os parâmetros utilizados pelos c c 

projetil 

carreg~ 

autores 

são VR == -126.5 MeV, rR = 1.12 fm, aR= 0.837 fm, w0 == 20.4 MeV, 

r 1 == 1.26 fm, a 1 == 0.841 fm e rc == 1.3 fm. Considerando R - . = max1mo 

= 25 fm o potencial foi d ·ividido em 100, 200, 400, 800 e 2000 

regiões de potenciais seccionalmente constantes e a comparaçao 

de resultados obtidos em cada um dos casos revelou que aquele 

com 100 regiões difere daquel e obtido com 2000 regiões em apr~ 

ximadamente 10 %. Esta diferença torna-se significativamente me 

nor para os casos de 200, 400 e 800 regiões. 

Para potenciais analisados neste trabalho considera-

mos regiões de 0.05 fm, 0.1 fm, 0.2 fm e 0.4 fm. Os resultados 

obti~os pa ra as tr~s primeiras regiões praticamente não diferem. 

Particularmente, as diferenças entre os re s ultados obtidos para 

a densidade de probabilidade de nucleons de 80 MeV 

pelo potencial proporcional ã densidade do 
16 o 

espalhados 

U(r) [( -41. 79 - 2 2 J 15.65).(1 + 0.592 r ).exp(-0.323 r) MeV 



54 

(ver seçoes II.2 e II.3) considerando, separadamente, interva-

los de 0.1 fm e 0 . 2 fm entre Rminimo = 0.2 fm e Rmãximo = 4.8 fm, 

sao da ordem de 1% ou menores na região central do núcleo (ate 

aproximadamente 1.5 fm) e na região externa do núcleo. Na região 

intermediãria essa diferença fica em torno de 2%. 

IV.2 - Distribuições de Probabilidade para Potenciais Oti

cos de Formas Diversas 

a) Poço Quadrado 

o potencial Õtico poço quadrado e um caso particular 

do mencionado na seção anterior, em que R ... . =R - . =R. Ado m1n1mo max1mo -

tamos, conforme o exposto nas seções II.2 e II.3, o valor de R 

igual ao raio nuclear do núcleo alvo. 

O potencial poço quadrado pode ser escrito na forma 

r < R 

U (r) = (IV.l) 

r > R 

e seus parâmetros para nucleons de energias 80, 120, 160, 215 e 

320 lh n-ucleos de 16o e 40 ca, Me V espa ados por adotados neste t r a 

balho , são encontrados nas tabelas II.l e II.4 . As densidades de 

probabilidade correspondentes foram obtidas .usando o procedime~ 

to descri to no Apêndice A para resolver a equaçao de Schr5dinger 

com correção cinemãtica relativ1stica (ver equações (A.lO), (A.ll) 

e (A.l8) a (A.21 )) .. As funções de Bessel esféricas de argumentos 
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reais e complexos que concorrem para a solução, foram geradas 

conforme Apêndice B, contribuindo um numero mãximo de ondas igual 

a 30. 

Curvas que unem pontos do espaço com os mesmos valo-

res da densidade de probabilidade (diagramas de contorno) perml 

t e m v i s u a 1 i z a r o s e f e i t o s d e f o c a g e m . A f i g u r a I V . 1 a p r e s e n t a os 

diagramas de contorno, no espaço de configuração, para nucleons 

de 80 e 120 MeV ·espalhados por potenciais poço quadrado ajusta

dos aos núcleos de 16 o e 40 ca. 

-Consideremos nucleons de 80 MeV espalhados por um nu 
l 6 

cleo de O, representado pelo potencial Õtico tipo poço quadr~ 

do 

__ f
0

( -28.60 -

U(r) t 1 O. 71 ) Me V r < 3.41 fm 

(IV.2) 

r > 3.41 fm 

-+ 2 
O valor de ji)J(r) I prõ x imo ao centro do núcleo (em 

r= 0.4 fm) e aproximadamente 0.5. 

Para e = 0°, II/J(r) 12 diminui com o aumento do raio at e 

r=0.8 fm (ji)J(r=0.8, e =0 ° )j 2 ; 0.40), passando a aumentar com 

o raio ate r= 1.6 fm (ji)J(r=l.6, e =0 ° )j 2 ; 0.62 ). . Dep ois de 

r= 1.6 fm a densidade de probabilidade novamente diminui com 

o aumento do raio ate ocorrer o valor m1nimo em - r= 2.4 fm, 

- -3 3.8 x 10 ; a partir desse ponto, 

aumenta rapidamente ate atingir o valor mã ximo em r = 4. 8 fm 

j i)J (r = 4.8, e = 0 ° ) !2 ; 3. 70, a partir do qual diminui lentamente. 

Assintoticamente~ por exemplo em r= 12.0 fm, ji)J (r=l2.0, e =0° )j 2 ; 

- 2.29. No raio nuclear, para e= 0° , tem-se ji)J (r=3.41, 8=0° )1 2 ;2.79. 
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-+ 2 
Os pontos em que I IJ! (r) I assume seus valores m1nimo e mã x imo p~ 

ra e = 0° estão assinalados na figura IV. la, na qual estão traç~ 

das curvas de intensidade de IIJ!(r) 1
2 igual a 1, 2 e 3. 

o -+ 2 -Para e= 180 , IIJ! (r) I aumenta com o raio ate aproxim~ 

damente o raio nuclear, quando seu valor se aproxima da unidade, 

e oscila em torno desse valor para v a lores maiores de r. 

De maneira geral I1J!(r)l 2 na região do núcleo aumenta, 

tendendo para a unidade, com o aumento do raio e do ângulo, ex 

-+ 2 
cetuando a região de focagem onde I IJ! (r) I diminui com o ângulo 

ate aproximadamente 40° e a região angular 40 ° <e< 100 ° onde se 

observam pequenas oscilações. 

Para núcleons de 80 MeV espalhados pe lo 40 ca, o pote~ 

cial Õtico poço quadrado que simula o potencial nuclear e, 

{ 

-30.46 - i 

U( r) = 

o 

11.41) MeV r < 4. 54 fm 

(IV.3) 

r > 4. 54 fm 

-+ 2 O comportamento geral de IIJ!(r) I assemelha-se ao do 

c a so anterior, embora mudem um pouco o s valores da densidade de 

probabilidade, uma vez que o aumento da parte imaginãria dopo-

tencial Õtico provoca uma maior atenuação da função de onda pri~ 

cipalmente na região nuclear, enquanto que a região superficial 

e a QXterna são mais sen s 1veis ãs varia çõe s da parte real do p~ 

tencial. 

Assim, I IJ! (r) 1
2 ~ 0.3 prõximo ao centro do núcleo, ou se 

ja em torno de r= O. 4 fm. 

Para e= 0° a densidade de prob a bilidade diminui com o aumento 

de r · ate atingir um mlnimo em r= 2.0 fm, I1/J(r=2.0, 6=0° )1
2 ~ 0.18, pa~ 
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sando a aumentar com o raio ate r= 2. 8 fm (ii}J(r=2.8, e =0° )1 2 ; 0.63). A 

part~r deste ponto, II}J(r)l 2 diminui novamente com o aumento dadis 

t -anc,·a at-e 3.6 f I ( 3 0° ) 12 - O 27 · d 3 m, I}Jr= .6, e = = .. Depo1s e r= .6fm 

a densidade de probabilidade aumenta rapidamente com o raio ate 

r=6.8 fm, II}J(r=6.8 , e =0°)1 2 ;4 .1 8 e diminui lentamente com o 

raio para r> 6.8 fm. Em r= 12.0 fm tem-se 11J; (r = 12.0, e = 0° )1 2 -

; 3.05. No raio nuclear, para e = 0° , o valor da densidade de pr~ 

babilidade e aproximadamente 2.05. 

r interessante notar que, para este caso, o potencial 

u :::v +i w e aproximadamente a combinação dos casos 2c e 3b o o o 

do Cap1tulo III. Comparando o diagrama de contorno para nucleons 

de 80 MeV incidindo no 40 ca (figura IV.lb) com a figura III.4 (s~ 

ção III.2) observa -se que a intensidade do foco diminui bastan 

te com a inclusão da parte imaginãria (ver figura III. 8), em con 

sonância com a anâlise do efeito da parte imaginãria do pote~ 

cial Õtico sobre a função de onda feita na seção III.3. 

Quanto ã variação angu lar, o comportamento de II}J(r) 12 

e anãlogo ao caso anterior. A figura IV. lb apresenta esq uem ati 

camente a região de focagem para esta situação, na qual, no ei 

xo e = 0 ° , estão marcados os pontos de m1nima e de mã x ima inten 

sidade de 11};(~)1 2 . 
l 6 

P a r a nu c l e o n s de l 2 O Me V e s p a l h a.d os p e 1 o O , r e p r e-

sentado pelo potencial Õtico 

{

(- 19 . 15 - i 11 . 82) Me V 

U (r) = 

o 

r < 3. 41 fm 

( I V.4) 

r > 3.41 fm 

11};(~)1 2 assume o valor- 0.5 prÕx im o do centro do nuc leo (r=0.4 fm). 



I 

I • 

--------· ---- ·- - . -- - -

59 

Observa-se que em relação ao caso de 80 MeV as posições de mãxi 

mo e minimo dentro do núcleo, e o foco , de s locam-se para a di 

reita. O primeiro mãximo ocorre agora em r = 2.0 fm,ltJ!(r = 2 .0, e = 0° )1 2 ; 

; 0.55 em contraposição ao caso N -160 anterior (l w(r=l.6, e= 0° )12 ; 

; 0.62,e o valor mãximo da densidade de probabilidade ocorre em 

r= 8.0 fm, ltJ~(r = 8 .0, e = 0°) 12 ; 2 .0 6, portanto , muito mais ã di 

rei ta do que no caso anterior; o valor minimo de l w(r ) 12 na re 

gião do núcleo ocorre em r= 2.8 fm, lw(r 2.8, 8= 0° )1 2 ; 2.07 xl0- 2 

e no raio nuclear, para e =0 ° , tem - se lw(r=3.41, 8 =0° )1 2 ; 0.32. 

No espalhamento de núcleons de 120 MeV por núcleos de 

40c a , o potencial nuclear pode ser representado pelo potencial 

õ ti co 

U(r) 
" t-20.48- i 12.64) Me V r < 4.54 fm 

(IV.5) 

r > 4. 54 fm 

Obtem-se lw ( r) 1
2 

; O. 3 na região central do nú c leo (p~ 

ra r= O. 4 fm) e observa-se um des l ocame nte para a di rei ta em re 

l ação aos casos ante ri ores, do mãx imo de I tJ! (r) 1
2 . Outrossim, oco.!::_ 

re diminuição da intensidade do mãximo de ltJ~ (r) 12 dentro do 

cleo para 8 =0 ° lw(r=3.6, 8= 0° )1 2 ;0 .56 e do va lor mãximo 

-nu 

na 

região focal l w(r = 12.0, e = 0 ° ) 12 ; 2.32, em contraposição ao ca 

so d~ 80 MeV onde se tinha, respectivament e , lw( r=2. 8, 8= 0° )1 2 ; 

; 0.63 e ltJ!(r=6.8, e = 0° )1 2 ; 4.18. 

O valor m1nimo da densidade de probabilidade para 8 =0° 

ocorre a uma distância igual ao raio nuclear e e apr o x imad amen 

te 7. 3 x l0- 2 . 

Verifica-se assim que com o aumento da energia do pr~ 
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jetil a região de focagem tende a se afastar do núcleo e a in-

tensidade da focagem torna-se menor . 

Para núcleons de 215 Me V e 320 MeV jã nao se observa 

focagem na região de interêsse . Para núcleons com essas energias 

espalhados por 16 o e simulando o potencial nuclear por um pote~ 

cial poço quadrado com os parâmetros adequados (ver tabelaii.l), 

a densidade de probabilidade assume os valores aproximados 0.5 e 

0.4 na região central do núcleo . No raio nuclear para e = 0 ° , p~ 

r a 2 l 5 M e V e 3 2 O ~1 e V , r e s p e c t i v a m e n t e , I1J! (f: ) I 2 v a 1 e a p r o x i m a d a -

mente 0.21 e 0 . 40. 

- 40 Para espalhamento de nucleons pelo Ca as energias de 

215 MeV e 320 MeV, (parâmetros do potencial Õtico constantes da 

Tabela II.4), tem-se, prôximo ao centro do núcleo, I1J! (f:)l 2 ;o . 3 

nos dois casos e no raio nuclear, para e = 0 ° , apro ximadamente 

-2 0 . 35 e 5.45 x lO respectivamente. 

b) Poço Trapezoidal 

Os potenciais Õtico s poço t r apezoidal definidos no Ca 

p'ítulo II (ver tabelas II.2 e II.5) têm a forma 

u = v + i w 
o o o 

U (r) = 
(R - - r) 

(V + i W ) max 
0 0 · ( Rmax - Rmi n) 

o 

r < R . 
m1n 

R. < r < R-mln ma x 

r > R -max 

sendo Rmin igual a 1.6 fm e 2 . 0 fm e Rmãx igual a 3.9 fm e 5.3 fm, 

para os núcleos de 16o e 40 ca, respectivamente, e U o valor do 
o 

potencial em r= O, U = U( o ). Estes valores foram escolhi dos de o 
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forma a simular aproximadamente o potencial proporcional a den 

sidade nuclear, conforme descrito no Cap1tulo II, representando 

assim uma situação intermediãria entre a forma mais simples (PQ 

ço quadrado) e a forma mais g e ral (proporcional ã densidade nu 

clear). A região de potencial constante (r < R . ) tenta reprod~ 
m1n 

zir o platô qu e se observa na região central do núcleo para os 

núcleos de 16 o e 40 ca (ver figuras II . 1 e II.2) e a reg1ao de 

variação linear do potencial trapezoidal (R . < r < R - ) m1n max e uma 

aproximação da região em que a densidade nuclear diminui com o 

raio. Em r= R - o potencial proporcional ã_ densidade nuclear e max 

da ordem de 5% do seu valor no centro do núcleo. 

O potencial trapezoidal foi apro x imado por uma soma de 

potenciais seccionalmente constantes, sendo o primeiro termo de 

largura igual ao raio m1ni_mo Rmin e os seguintes de largura igual 

a O. 1 fm cada um ( ver apêndices A e B). 

Para núcleons de energias no intervalo considerado es 

1 6 40 + 2 
palhados por O e Ca, o comportamento de l l/J (r) l nao sofre 

grandes modificações em relação ao devido a potenciais tipo PQ 

ço quadrado. Observa-se contudo que as variações de ll/J (r) 1
2 sao 

menos abruptas e que o foco desloca-se para a esquerda (em dir~ 

çao ao centro do núcleo) e e um pouco mais intenso. Por exemplo, 

para a energia incidente de 80 MeV l l/J (;) 1
2 atinge o valor l . 0, 

para ... 8=0°, em r=2.35 fm (ll/J(r=2.35, 8 =0°)1 2 ;1.0) e o valor 

mãximo em r=4.0 fm,ll/J(r=4.0, e =0 ° ) 12 ;4.09,para o 16 0 em co~ 

traposição aos correspondentes valo r es para o potencial tipo PQ 

ço quadrado ( l l/J (r = 2.9, e= 0 ° ) 12 ; 1.0 e 

40 ; 3 . 70). Para núc .leons de mesma energia espalh ados pelo Catem-

-se ]1/J(r = 3.8, e= 0° ) 12 ; 1.0 e ll/J (r = 6.0, e= 0 ° ) 12 ; 4.68 em con 
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traposição a 11/J (r = 4 . ·1, e= 0° ) 12 ; 1.0 e 11/J(r = 6.8, e= 0°)1 2 ; 4.18 

correspondentes ao potencia l poço quadrado. Para essa energia, 

na região r< R . os va lo res da den s idade de probabilidade para m1n 

o potencial trapezoidal são um pouco menores do que os corres-

pondentes valores para o potencial poço quadrado. 

-c) Potencial Proporcional a Densidade Nuclear 

Con sideremos potenciais Õticos proporcionais 

dade nu clear (r em fm e p (r) em fm- 3) 

p(r) = 0.132 (l +0.592 r 2).exp(-0.323 r 2) 

p(r) 0.182 (l +0.057 r 2 +0.05l r4).exp(-0.242 r 2) 

-a 

16 0 e 40 para o o Ca, respectivamente, calculada usando as 

densi 

fun-

çoes de onda dos nú c leons do núcleo gera das po r um potenc i a l o~ 

ci lador harmônico (ver figuras II.l e !!.2 e tabelas !!.3 e II.6) . 

Com o os potenciais va riam aproximadamente 1% no i nte~ 

valo O ~ r ~ 0.2 fm, foram aproximados por uma soma de potenciais 

secciona lm ente constantes, em que o primeiro termo tem profundi 

dade U
0 

= U( o ) e l argura igu al a 0.2 fm e os termos seguintes apr~ 

se ntam l argura de 0 .1 fm. O valor dos potenciai s em r= 4.8 fm e 

6.2 fm para os nú c leos de 160 e 40 ca, respectivamen te, e da or-

dem ae 1% do valor em r= O; a partir desses pontos os pote.!:!_ 

ciais foram considerados nulos (ver ap~ndices A e B). 

Para este potencial a região de focagem alonga-se um 

pouco mais para a es querda (e m direç ã o ao interior do núcleo)em 

relação aos dois casos anteriores, mas o valor e a pos ição da 

sua in tensidade mâxima se aproximam do va lor e posição corres-
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pondentes ao poço quadrado. Relativamente ao potencial trapezol 

1 - · I (+) 1 2 -da ~ valor max1mo de ~ r e menor e desloca-se para a direl 

ta. Como exemplo, para nficleons de 80 MeV espalhados por 16 o, o 

. o 2 -
"in'lcio" da região de focagem ocorre em r= 2.14 ll)J(r=2 .14, 8=0 ) I 

; 1.0 e o valor m~ximo da den sidade de probabilidade ocorre em 

r= 4 . 65 fm ll)J(r = 4.65 , e= 0 ° ) 12 ; 3.63, em contraposição a 

ll)J (r=2.35, 8 =0 °)1 2 ; 1.0 e l~ (r=4.0, 8= 0 ° ) 12 ;4 .09 para o PQ 

tencial trapezoidal e a ll)J(r=2.9, 8= 0° )1 2 ; 1.0 e ll)J(r=4.8, e ·=0°)1
2

; 

; 3 .70 para o potencial tipo poço quadrado. Para nficleons de 80 MeV 

espalhados por nficleos de 40 ca tem-se ll)J(r = 3.65, e =0 ° )1 2 ; 1.0 

e o valor mãximo ll)J(r = 6 . 8, e = 0°) 12 ; 4.29 para o potencial prQ 

porcjonal ã densidade. 

As densidades de probab i 1 idade, para e= 0° , em função 

da distância para nucleons de 80 ~1eV es[)a lh ados por potenciais Õti 

-cos poço quadrado, poço trapezoidal e potencial proporcional a 

densidade nuclear para os núcleos de 16 o e 40 ca são apresentadas -nas figuras IV.2 e IV.3, respectivamente. 

Esta comparação entre os efeitos dos três tipos de PQ 

tenciais na função de onda permite dizer que, para o estudo das 

regiões de focagem, usar potenciais õticos simplificados como o 

potencial poço quadrado pode ser uma aproximação razoavelmente 

boa . 
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Figura IV.2 - Dens idade de probabilidade llj; (r,0 ° ) 12 (fm- 3) para nucl eons de .. 
80 MeV espalhados por potenciais poço quadrado (linha sõlida ) , 

poço trapezoidal (linha tracejada) e poço proporc ion al ã densi 

dade nuclear (linh a pontilh ada ) aj ustados ao núc l eo de 16o. 

Contudo, para est ud o destes efeitos, extrapo l a r resul 

tados obtidos a uma certa energia incid en t e , para outras ener-

gias .. não muito diferentes resu 'lt a in a deq ua do , uma vez que ta is 

efeitos dep e ndem nã o apenas da energia incidente mas das magni 

t udes dos potencia is Õticos. Assim, para os ef eitos predomina~ 

tes de focag em a parte real do potencial se modifica rapidame~ 

te. Outrossim, embora as intensidades da parte im ag in ãr ia do p~ 

tencial Õtico variem com a energia incidente, a sua influência 
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Figura I V. 3 - Densidade de probabilidade j1); ( r, 8 = 0° ) j2 (em fm - 3) para nucl eons 

de 80 MeV espalhados por potenciais poço quadrado (linha sõl i da), 

poço trapezoidal (linha tracejada) e poço proporcional ã densida 
de nuclear (linha pontilhada) ajustados ao núcleo de 40 ca. -
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supressora na focagem nao e muito efetiva, podendo ate, em alg~ 

mas geom etrias, praticamente não contribuir. 

d) Potencial Woods-Sa xon 

Potenciais Õticos complexos do tipo Woods-Saxon( 4S) têm 

sido usados em inúmeros trabalhos. Particularmente, estudando o 

fluxo do espalhamento elãstico de prôtons de 72 MeV McCarthy( 22 ) 

d - - 40 a otou um potencial que simula a interaçao proton- Ca na for 

ma (r em fm, U(r) em MeV): 

U(r) = (-30 -i 10). {l +exp[(r - 4.5)/0. 8]} -l ( I V . 6 ) 

Comparativamente aos potenciais usados neste trabalho 

observa-se que a razão entre as profundidades real e imaginãria 

do potencial definido em (IV.6) coincide com a razão por nos ob 

tida utilizando o procedimento descrito no Cap1tulo II, mas a .. 
integral de volume desse potencial e aproximadam ente 3/4 do va 

lor definido pela condição (11.9). 

A figura IV.4 mostra o diagrama de contorno da densi 

dade de probabilidade de prôtons de 72 MeV espalhados pelo p~ 

tencial Õtico definido em (IV.6). O potencial foi aproximado por 

uma soma de potenciais seccionalmente constantes permitindo as 

sim ~ma comparaçao com nossos outros resultados. 

Nesse caso obtem-se para a densidade de probabilidade 

próximo ao centro do núcleo (r; 0.5 fm) apro ximadamente 0.4. 

Para e = 0° , a densidade de probabilidade diminui com 

o aumento do raio ate atingir o valor m1nimo em r = 3.55 fm 

11/J (r = 3.55, e = 0° ) j
2 ; 0.26; a partir desse ponto 11/J(r) I aumenta .. 
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com o raio ate r = 10.80 fm onde atinge o seu valor mã x i mo 

ll/J(r.=l0.80, 8=0 ° )1 2 ;4,43 passando então a diminuir lentamen 

I -r I 2 te com o raio. Por exemplo, em r= 12.80 fm ljJ (r) assume apr~ 

ximadamente o valor 4.25. 

Quanto ã variação angular da densidade de probabilida 

de, não e x istem diferenças significativas em relação aos c a sos 

anteriormente analisados. 

Em especial, para 8 =180°, lljJ(tt)l 2 aumenta com o raio 

ate r;8.0 frn quando a densidade de probabilidade atinge o va

lor 1.0. 

--/ 
/ 

I 
I 

\ 

"" "'-.__ - · 

........__ 

_.., 

""' \ 
\ 

J 
/ 

/ 

E = 72 .O MeV . 

Figura IV.4- Diagrama de contorno de ll/J (r) 1
2 (em fm- 3) para prõtons de 

72 MeV espalhados pelo potencial õtico extraido da referên 

cia (22) U(r) = -(30+i 10). {l +exp [(r-4.5)/0.8] }-l -

Esse potencial embora menos intenso e mais alongado 

que os três anteriores, isto e, estende-se para valores maiores 

de r~ e foi considerado con s tante U =(-30 -i lO) MeV para r ~ 0.5 fm 
o 
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e tomado nulo para r ~ 7.5 fm. A região intermediâria foi aprox2._ 

mada por uma serie de potenciais seccionalmente constantes de 

largura O. l fm (ver Apêndice A). Verifica-se assim que a inten

sidade de l~(r)! 2 e bastante significativa na região nuclear. 

e) Potencial Dtico de Alcances Diferentes para as Par 
tes Real e Imaginâria 

A figura IV.5 mostra o diagrama de contorno da densi 

dade de probabilidade para nucleons de 80 MeV espalhados pelo 

4gca, simulando o potencial nuclear por um potencial õtico poço 

quadrado com alcances diferentes para as partes real e imagin~ 

ria. 

Considerando uma variação linear de apro ximadamente 

l fm no intervalo de energia de 20 MeV a 1 80 MeV para o alcance 

da parte imaginãria( 39 ) do potencial Õtico definimos o pote n-

cial• U(r) = V(r) +i W(r) como 

e 

-- {

0

-30.46 MeV 
V(r) 

__ {

0

- 11 • 4 1 Me V 
W(r) 

r < 4. 54 fm 

r > 4. 54 fm 

r < 4. 94 fm 

r > 4. 94 fm 

Para e= 0°, a densidade de probabilidade diminui com 

- I o )l2 -o aumento do raio ate r= 2.0 fm, ~ (r = 2.0, e = O = 0.19, pa~ 
.. · 
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sando a aumentar com o raio ate r= 2.8 fm 11/J(r = 2.8, e= 0°) 1
2

; 

; 0 . 42. A partir deste ponto 11/J(r) 1
2 

diminui com o aumento do 

raio ate r= 3.6 fm ( 11/J(r = 3 . 6, e =0 ° )1 2 ;0 . 11) e depois passa a 

aumentar rapidamente com o raio atê atingir seu valor - . ma x 1 mo 

I1J!(r=7.6, 8= 0 ° )1 2 ;3.2 1 , a partir do qual diminui lentamente. 

Em r=4.54 fm, para 8=0° , t e m-s e I1J!(r=4 .54, 8 =0°)1 2 ; 0.97. 

Quanto ã variação angular de I1J! (r)l 2 existe muita se 

me l hança com o caso anã l ogo de potencial tipo poço quadrado de 

igual alcance para as partes real e imaginaria. Para e= 180 ° o 

va l or de I1J! ( t) 12 a umenta com o aumento do raio, tendendo para a 

uni dade quando o raio se ap1·oxima do raio da parte imaginãria do 

pote~cia l ( ra i o maior). 

I ~(r)l2 
E = 80 .O MeV 

v = -30.46 Me V 
o 

w = -1 1 .41 MeV 
o 

.. 
2 

Figura IV. 5- Diagrama de contorno de 11/J(r ) 12 para núcleons de 80 MeV 

espalhados por um potencial õtico tipo poço quadrado 

U (r) = V (r) + i W (r) com 

__ {

0

-30 . 46 Me V 
V(r) 

r < 4.54fm 

r > 4 . 54 fm 
e W( r) = 

{

-11 . 41 

o 

Me V r < 4 . 94 fm 

r > 4. 94 fm 
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Comparando estes resultados com os obtidos para o p~ 

tencial tipo poço quadrado de igual alcance para as partes real 

e imaginãria, observa-se que o foco desloca-se para a direita 

(afastando-se do nucleo) e torna-se menos intenso. 

Estas considerações sobre a intensidade e a localiza 

çao do efeito de focagem para as energias considera das neste tra 

balho ficarão mais claras no CapTtulo V onde ~ feita uma compa

raçao com resultados obtidos por aproximação W.K . B. na região 

nuclear. 

Para as energias mais baixas, razoes entre densidades 

de probabilidade obtidas por expansão em ondas parciais e por 

apro)>imação W.K .B. diferem si9nificativamente da unidade na re 

gião da superfTcie nuclear para ângulos menores do que 

pri nci pa lmente para e = 0°. 

-

e 



V - COMPARAÇAO DOS RESULTADOS COM OS OBTIDOS POR APROXIMAÇAO 
W. K. B. 

71 

O estudo do espalhamento de part1culas de energia me 

dia por núcleos tem sido frequentemente realizado recorrendo-se 

ã aproximação semi-clâssica, conforme mencionamos nos cap1tulos 

anteriores. A aproximação W.K.B. fornece bons resultados quando 

o potencial que simula a interação projétil-núcleo varia lenta 

mente em uma dist~ncia da ordem de um comprimento de onda, ass~ 

gurando que o momentum do projétil seja aproximadamente consta~ 

te num intervalo que compreende muitos comprimentos de onda. P~ 

ra problemas de espalhamento quando as energias incidentes sao 

muito maiores do que a profundidade do poço de potencial a aprQ 

ximação W.K.B. tem sido usada com sucesso. 

Para projeteis de energias altas o uso da aproximação 

semi-clâssica e sumamente conveniente para a obtenção da função 

de o~da, enquanto que a expansao em ondas parciais torna-se me

nos atraente, po i s um grande numero de ondas contribuem ã fun ção 

de onda total. 

Na aproximação W. K.B. funções de onda de projeteis es 

palhados elasticamente por potenciais Õticos usualmente sao es 

critas sob a forma de ondas planas distorcidas( 6 ) 

(v . 1 ) 

onde D(r) e uma função que vari a suavemente em comparaçao a on 

da plana e tende para a unid ade assintoticamente. 
-+ 

Escrevendo D(r) como 
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( v . 2 ) 

usando a aproximação semi-clãssica relativi s tica e impondo a 

condição de contorno de que o potencial se anule no infinito ob 

têm-se 

->-
U(r') ds (v . 3) 

onde U(r') ê o potencial Õtico que simula a interação projétil

-núcleo e a integração e tomada sobre a trajetória clãssica da 

particula incidente. 

Comparações entre ondas distorcidas determinadas por 

aproximação W.K.B. e por e xpansão em ondas parciais para nu-

1 d d . . . . d t ( 49 '50) - . d . d c eons e 1versas energ1as 1nc1 en es tem 1n 1ca o que 

ãs energias mais baixas (energias ate aproximadamente 100 MeV ) 

a va-tidade do uso da apro ximação semi-clãssica na obtenção de 

ondas distorcidas ê questionãvel. Para energias acima de l 50MeV, 

a literatura em geral tem mostrado que as amplitudes de transi 

- -çao sao bem reproduzidas com a aproximação W.K.B. 

A aproximação semi-clãssica tem sido tambem usa da na 

teoria de difração de reações nucleares( 29 ) na determinação do s 

deslocamentos de fase da função de onda. Escrev e ndo a funç ão de 

onda distorcida como 

(+)( -k>- -+r) 
Xa a ' = e 

. -+k -+ 
1 . r a (k ;) + X e s p a ' (V.4) 

e, considerando trajetórias retilineas na direção ka e uma su 
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perflcie cillndrica cujo eixo~ paralelo a t , tem-se a 

(k -*) Xesp a' r ( v . 5 ) 

+ -onde b e o vetor cujas componentes em coordenadas plano-polares 

sao (b, ~ ). b sendo o parâmet r o de impacto da trajetõria classi 

ca. 

sao 

Obtem-se para os deslocamentos de fase o (b) a expre~ a 

E a 
()() 

+ -
U (b+k z) dz 

a a 
( v . 6 ) 

P a r a p o te n c i a i s c e n t r a i s e p o s s l v e 1 a s s o c i a r o ( b) c o m a 

o~ , através da relação clássica ~ = kb. 

Os resultados obtidos para a função de onda (V. 1) com 

aproximação (V.3) não evidenciam o efeito de focagem obser vado 

na f~nção de onda exata obtida por e xpa nsão em ondas parciais; 

no modelo de núcleo absorvente ("black-nucleus") o método W.K.B. 

parece satisfatõrio para determinar os coeficientes de refle

xão(29·47) (ver Apêndice A) de funções de onda expandidas em on 

das parciais. 

A fim de realizar um estudo comparativo das diferen

ças ~ntre funções de onda determinadas por e xpa nsão em ondas pa! 

ciais e por aproximação W.K.B., determin amos densidades de pr~ 

babilidades de nucleons de energia no intervalo d~ 80 MeV a 320 

MeV, também por aproximação semiclãssica. 

As densidades de probabilidade de posição de term ina-

das por aproximação semi-clássica, para as energias incidentes 
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da ordem de 100 MeV dão resultados da ordem de 10-l na região 

da s~perfTcie nuclear para ângulos de espalhamento aproximada-

mente no intervalo de 0° a 30 ° ; l l/J (r ) 12 t e nde a l quando 

aproxima do raio nuclear para 90 °~ e~ 180° . 

r se 

O grãfico das razões entre as densidades de probabil~ 

dade de posição obtidas expandindo as funções de onda em ondas 

parciais e usando ondas rlanas distorcidas (V.l) cujo fator de 

distorção é determinado através da aproximação W.K.B. (equação 

(V.3)) permite uma fãcil visualização das regiões nucleares em 

que hã discrepâncias significativas e onde a mencionada aprox~ 

maçao semi-clãssica não é satisfatõria. 

As figuras V. 1 a V.5 apresentam as razoes entre a den 

sidade de probabilidade obtida pelo método de ondas parciais e 

a obtida por aproximação W. K.B ., para núcleons de 80, 120, 160, 

215 e 320 MeV espalhados por potenciais Õticos complexos poço 
40 quadrado de alcance igual ao raio do núcleo de Ca (ver tabela 

• 
11.4). Nos grãficos, os números entre parênteses correspondem ao 

va lor da densidade de probabilidade obtido e xpa ndindo a função 

de onda em ondas parc iais e tem por finalidade chamar a atenção 

para o fato de as grandes razões l l/J (r) l 2/l l/J (r)l 2
w.K.B. obtidas n~ 

queles pontos serem causadas principalmente pelos pequenos valo 

res de 11/J(r)I~.K.B. e não por possiveis valores excess ivo s de 

11/J (r7-12
. 

As energias mais baixas (ate aproximadamente 120 MeV) 

as discrepâncias na determinação das funções de onda na região 

do núcleo são bastante importantes para ângulos ate 90 ° , tornan 

do a aproximação W.K.B. pouco recomendãvel. 

.. ; A energias entre 120 e 200 MeV o resultado obtido por 
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aproximação W.K.B. difere em algumas regiões angulares em torno 

da superfície nuclear ainda significativamente do resultado ob 

tido por ondas parciais, mas a aproximação semi-clãssica forne 

ce bons resultados para as restantes regiões de interesse. 

Para energias acima de 200 MeV os resultados da apro

ximação W.K.B. se aproximam bastante dos valores corretos, exc~ 

to por pequenas e inexpressivas zonas na região de interesse . 
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VI - COMENTÃRIOS E CONCLUSOES 

Para o estudo de reaçoes nucleares ~. em geral, fund~ 

menta l a determinaçio das regiões do n~cleo em que predominant~ 

mente ocorrem as interações . Esta informação esta vinculada ao 

conhecimento da função de onda, no n~cleo, das partlculas envol 

vida s e se constitui na motivação de s te trabalho onde se apr~ 

senta um estudo do comportamento da função de onda de proj~teis 

de energia m~dia espalhados por n~cleos, na região nuclear. Pa 

ra tanto, usando núcleons como projeteis protó t ipos, adotou-se 

o modelo de potencial õtico, simu lando- se a interação respons~ 

vel pelo espalhamento elastico do projeti l por um potencial Õti 

co complexo. 

Foram usados potenciais Õticos centrais de formas e 

profundidades diversas, e adotou - se um m~todo de resolução da 

equaçao de Lippmann-Schwinger que ap ro xima o potencial por uma 

soma de potenciais seccionalmente constantes. Uma das vantagens 

deste m~todo ê a de permitir expressar de forma anallt ica as s~ 

l u ç õ e s em q u e s t ã o . C o m p u ta c i o na l me n te o me to do p a r e c e ta mb ~ m se r 

. F - l - - . 1(30) ma1s · avorave do que a integraçao numer1ca usua . Teve -se 

o cuidado de evitar efeitos esp~rios eventualmente decorrentes 

das descontinuidades dos potenciais aproximados adotados, esco-

lhendo intervalos adequados para os trechos de potenc i al co ns 

tante. 

Foram estudados, separadamente, os efeitos das partes 

real e imaginária do potencial ótico sobre a função de onda dos 

proj~teis . A par· te real do potencial Õtico provoca um forte efei 

to de focagem na função de onda; na região angular , esta foca 



82 

- o gem ocorre em torno do angulo de espalhamento e = O , enquanto a 

posição em r·elação ao centro do núcleo da região de focagem va 

ria, para uma mesma forma de potencial, com a profundidade do 

mesmo. Com o aumento da profundidade do potencial real, manten 

do a energia incidente constante, (e, com a diminuição da ener 

gia incidente, mantendo a profundidade do potencial real cons 

tante,) a regiio de focagem se aproxima do centro do n~cleo e a 

intensidade do efeito aumenta . 

A parte imaginâria do potencial ~tico ocasiona uma ate 

nuaçao da distribuição de probabilidade de posição. Esta atenu~ 

çao , para energia fixa do projéti l, aumenta com a profundidade 

do potencial i magin~r io e e, e m muitas situações realTsticas, 

mais pronunciada na região em que ocorre focagem para o pote~ 

cial real. Pata uma forma fixa de potencial a distância ao cen 

tro do n~cleo da região de atenuação mãxima e, contudo, 

madamente independente da profund id ade do potencial, na 

aproxj_ 

região 

de variação de interesse. Com o aumento da energia incidente, 

para uma profundidade constante do potencial imaginãrio, a ate 

nuação da função de onda diminui e a região de atenuação mãxima 

se desloca para a direita . 

Para potenciais ~ticos complexos que simu l am a intera 

çao do projétil com o meio nuclear, o efeito de focagem na fun 

ção de onda provocado pela parte real do potencial Etico e bas 

tante diminuTdo pela presença da parte imaginária. 

Na região de energias medias considerada, (nucleons 

de energia ate 320 MeV) potenciais cujos parâmetros reproduzem 

os dados experimentais de espalhamento elástico originam, para 

as energias mais ba ·ixas (ate cerca de 120 MeV), funções de onda 
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que, na r eg ião em que o potencial atua, mais especificamente na 

região do núcleo, revelam fortemente a presença do efeito de fo 

cagem . Para as energias mais altas (acima de 200 MeV) o efeito 

de focagem desaparece na região do núcleo. 

Com a diminuição da energia incidente, a profundidade 

da parte real do potencial ~tico aumenta, resultando uma grande 

redução da razão T/\V\ (cujo numerador decresce e cujo denomina 

dor cresce), responsãvel pela magnitude do efeito de focagem. Ou 

trossim, a parte imaginãria do potencial diminui em oodulo com o de 

cr~scimo da energia incidente e a razão T/\W \ tamb~m, embora de 

forma menos significativa, o que se reflete em atenuações dafu~ 

ção de onda da mesma ordem de grandeza, na região do núcleo. 

Na anã lise dos efeitos do potencial ~tico sobre a fun 

çao de onda, foram considerados tamb~m potenciais ~t i cos de for 

mas diversas. No que tange ã localização e ã ordem de grandeza 

da intensidade da focagem os r esu lt ados obtidos, contudo , se re 

velaram pouco sens1veis ãs variações de forma do potencial con 

sideradas. Como tais potenciais ~ticos apresentam contribuição 

volumétrica da mesma ordem de grandeza , este resultado parece in 

dicar que o efeito de focagem não depende significativamente da 

forma do potencial nuclear. 

A anãlise feita revela que a ex i stência de regiões de 

focagem em espalhamento nuclear ê predominantemente dependente 

da energia e da natureza da interação do proj~til. 

Encontram-se na 1 i terat ura estudos so bre o efeito de 

f ( 22 a 24) 1 h d ... -ocagem em espa amento e part1culas por nucleos a ene~ 

gias não muito altas . Muitos dos resultados obtidos foram deter 

minados recorrendo-se a integração num~rica e expansao em ondas 
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parciais para o estabelecimento das funções de onda do proj~til. 

f usual, inclusive, nos trabalhos mais atuais que envolvem nu 

cleons de energia da ordem de 50 MeV como proj~teis, adotar fun 

ções de onda que incluam, através de fatores explicites, o efej_ 

to de f o c agem . P a r a e n e r g i a s i n c i de n te s ma i o r e s , e n t r e ta n to , de~ 

preza-se freqDentemente na literatura a existência de regiões 

de focagem. 

Em reaçoes quase-livres (p, pN), por exemplo, a apr.Q_ 

x i maçã o s em i c l ã s s i c a W . K. B . tem s i do u s a da( 1 
'
52 ' 53 ' 13

) par a deter 

minar as funções de onda dis torcidas das particulas incidente e 

emergentes . Para energ i as do projétil de ate aproximadamente 

250 Me V, um dos núc 1 eon s do esta do fi na 1 emerge com energia in 

ferior a 100 MeV e, nesse dominio de energia, o efeito de foca 

gem na função de onda indica que o potencial Ôtico causa consi 

derãveis variações no momentum de uma das partículas espalhadas. 

Se o uso da aproximação W.K . B. para algumas energias das parti 

culas envolvidas numa reação quase-livre estiver comprometido, 

a aproximação de fatoração da seçao de choque de correlação em 

um prod ut o da seção de choque livre pela distribuição de momen 

tum distorcida, muitas vezes utilizada, torna-se também questi.Q_ 

nãvel( 54 ), uma vez que as condições exigidas para a sua aplic~ 

bilidade são praticamente as mesmas exigidas para a da aproxim! 

ção semiclãssica (momenta efetivos praticamente constantes na 

região em que o potencial atua). E poss1vel que o efeito da im 

precisão da função de onda de uma das particulas emergentes nao 

. . . (55) . 1 d . - d seJa mu1to 1mportante na 1ntegra e superpos1çao e um pr.Q_ 

cesso quase-livre. Efetivamente, se as regiões de discrepâncias 

nos valores das distribuições de posição da partlcula cons id era 
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da (correta e W.K.B . ) forem pequenas ou, se as intensidades dos 

demais componentes da reação forem baixas na reg i ão critica, ou 

ainda, se as intensid ades associadas a prõpria particula forem 

inexpressivas, o método semiclãssico ainda resultarã adequado 

para a deter minação da seção de choque do processo. 

A determinação exata da solução da equação de espalh~ 

mento através de integração numeri ca, pode se tornar uma tarefa 

de proporções considerãveis. Por isto, torna-se conveniente re 

correr a métodos de aproximação adequados, para obten ção destas 

funções de onda, quer pela simplicidade do suporte f1sico para 

a aproximação, quer pela rapide z de obtenção do s resultados. 

Nossa anãl i se corrobora resultados encontrados na 1 i 

teratura, quanto ã adequação da aproximação W.K.B. para a obten 

ção da função de onda de espalhamento para nucleons de energia 

superior a 200 MeV, uma vez que ta l aproximação reproduz corre 

tamente os valo r es da distribuição de probabilidade . 

Para energ ia s ate cerca de 200 MeV, uma comparaçao dos 

resultados por nõs obtidos pelo método citado e de resultados 

obtidos por aprox im ação W.K.B. mostra que hã discrepâncias si.9_ 

nificativas na funçã o de onda em certas regiões do núcleo. 

Assim, no estudo de reaçoes quase-livres nucleon-nu 

cleo, por exemplo, seria recomendãvel recorrer-se a processos 

de energias incidentes mais altas ( '\, 400 MeV), para os quais a 

anã l i se dos r e s u l ta dos ( p a r a as três par t T cu 1 as e n v o l v i das ) a t r~ 

ves da aproximação \>J.K .B. e , sem sombra de duvida, satisfatória. 

Para aque les valor es de energia, em que a aproximação 

W. K.B . e parcialmente satisfatória, a expansão da função de on 

da em ondas parciais em que os deslocamentos de fase -sao de te r 
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minados a traves da aproximação semi clãssi ca, pode rã representar 

um melhoramento na determinação da função de onda distorcida. 

Aproximações desta natureza têm sido usadas( 29 ) em um modelo de 

núcleo absorvente . Para energias entre 100 e 200 MeV seria con 

ve nient e investi gar quais os efeitos das imprecisões na determi 

naçao da função de onda das particulas envolvidas, sobre o prE_ 

cesso gera l. De qualquer modo, para processos nucleares inelãs 

ti c os em ge r a 1 , o conhecimento mais detalhado( 2?) da função de 

onda da s particulas envolvidas, na região do núcleo, torna-se im 

portante. 

A anãlise ora apresentada pode ser estendida a outros 

projeteis. No caso de pions, por exemplo, para energias incide~ 

tes menores do que 150 MeV espera-se que os picos de focagem, 

quando existam, estejam localizados mais prõximos ao centro do 

núc l eo, visto que a parte real do potencial Õtico e maior do que 

para nucleons. Por outro lado, a parte imaginãria do potencial 

Õtico tambem e mais in tensa do que para nucleons, o que sugere 

que a atenuação no efeito de focagem pode ocorrer a 

mais baixas. 

energias 

Uma observação final sobre o metodo apresentado neste 

traba lho para a obtenção das soluções da equação de espalhame~ 

to e que, o fato de obter-se expressões analiticas para as fun 

çoes de onda das particulas permite a ap li cação deste procedl 

menta a problemas mais complexos que envolvam, por exemplo, em 

uma interação direta projetil-nucleon, termos dependentes de ve 

locidade. 
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APt:NDICE A 

MtTODO DE RESOLUÇAO DA EQUAÇAO DE SCHR~DINGER 

A solução ~ (~) da equaçao de SchrBdinger nao relati 

vlstica independente do tempo para uma partlcula de massa me mo 

mentum corrigido para uma cinemãtica relativ1stica apropriada 

~k incidindo na direção positiva de z, ou seja, ao longo do ei 
o 

xo polar e= 0° e espalhada por um potencial esfericamente sime 

trico 

(A. 1 ) 

independe do ângulo ~ e pode ser escrita como uma soma de prod~ 

tos de funções radiais e polinômios de Legendre na forma 

~ (r, e ) 
00 

L: i ~ (2 ~ + l) R ~ (r) P ~ (cos e ) 
~= 0 

P ~ (cos e ) e o polinômio de Legendre de ordem ~ 

sujeito a relação de ortonormalidade 

+1 

f 
2 

= 2 ~ + 1 
-1 

e R~(r) obedece a equaçao radial 

(A. 2) 

(A. 3) 

(A. 4) 
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o (A. 5) 

com k2(r) corrigido relativisticamente, 

(A . 6) 

(O termo quadrãtico em U(r) ~ desprezado.) 

Para po t enciais comp l exos, U(r) = V(r)+i W(r),as fun 

çoes R1 (r) são comp le xas e, escrevendo 

(A. 7) 

e 

(A. 8) 

obtem-se de (A.S) um sistema de equaçoes acopladas 

Sendo a interação nuclea r simulada por um potencial de 

alcance finitojl e escolhendo a solução emergente de (A.l), a 

parte radial da solução para r ~r pode ser escrita como (coefj_ 

cientes iguais das componentes ass intõti cas entrantes de R1 e 

(A . lO) 
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sendo 

(A.ll) 

o~ os deslocamentos de fase complexos, e j ~ (k 0 r) e y~(k 0 r) fun 

ções de Bessel esféricas de argumento real 

e 

( 2~ -1 r! 
Hl z 

com ~ = O, 1, 2, ... 

(A.l 2) 

(A.l3) 

Os deslocamentos de fase complexos o~ (e os coeficien 
2i oi 

tes de reflexão nQ. =e ) são determinados pe la condição de 

continuidade em r =f- das soluções para a região interna ( o~ r ~.Jl) 

e para a região externa (r ~fi. ). 

Para um potencial central arbitrãrio a solução pode 

ser obtida numericamente. Algumas formas especificas de pote~ 

cial permitem escrever expressões analiticas para a solução . 

Aproximando os potenc i ais de formas arbitrarias por potenciais 

sec cion almente constantes( 30 ), de larguras convenientes, deter 

minamos as soluções da equaçao radial (A . 5). 

A largura do primeiro trecho de cada potencial foi e~ 

colhida de modo a reproduzir o platô interno usualmente existe~ 

te nos potenciais realisticos. Aos trechos restantes dos pote~ 

ciais foram atribuidas larguras iguais. Em principio, l arguras 
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diferentes poderiam se r usadas na tentativa de minimizar tanto 

qua nto possTvel os e f e ito s causados pelas descontinuidades dos 

potenciais de cada região. Entretanto, como os resu ltad os obti-

dos usando potenciais de larguras 0 . 05, O. 1 e 0 . 2 fm nao dife 

rem significativ ame nt e , adotamos potenc i ais s eccionalmente cons 

ta nt es de 0.1 fm de largur a. A figura A.l mostra um poten cial 

de forma arbitrãria substituTdo po r uma soma de potenciais sec 

cionalmente constantes tais q ue 

N 
U(r) - L: Un 

n = 1 
(A.l 4) 

onde 

(A.l5) 

com r
0 

= O e rn = nft/N , sendo N o numero total de regiões 

em que se subdivide o espaço em que atua o potencial arbitrãrio. 

U(r)"' 

Figura A. 1 - Potenci al de forma arbitrãria (linha sol id a) e potencial seccio 
nalmente constante (linha tracejada) uti li zado como aproximaçãO 
para obter soluções anal1ticas para a equação de espa lh amento. 
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A solução para o primeiro trecho do potencial usado e 

da forma 

(k complexo) 

os demais trechos apresentando soluções do tipo 

sendo 

(k complexo) 
n 

l ~ n ~ N-1 

(A. 16) 

(A.l7) 

(A.l8) 

e Bn .Q. ' n =O, l, . . . , N- l, constantes comp l exas a serem determi 

nadas pela condição de continuidade. 

Para o caso particular de poço quadrado com alcances 

das partes real e imagin~ria iguais temos 

(k complexo) 

j 9. ( k 
0

fl_ ) - t g õ 9. y 9. ( k 
0

(L ) 

j Q, ( kjt ) 

(A.l9) 

(A.10) 

(A.20) 

(A.21) 
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Para potenciais de f o rmas continuas arbitrãrias com pa_c 

tes real e imaginiria propor cionais tem-se as expressoes (A.l6 ) 

e (A. l 7) par a a região O ~ r ~fl e (A. 10) para r ':? fv onde 

tg õ n n, "' 

sendo 

e 

e 

H = n, t 

H o , t 

knrn+l [J ~ (knrn+1)- tgon, t y~ (knrn+1 )] 
j t (knrn+1)- tg0n, t Yt (knrn+l) 

Pa ra as constantes Bnt obtem-se 

[J ~ (kN-1rN-1)- tg õN-1 ,~Y ~ (kN-1rN-1 )] 

[jt ( kN -2r N-1) - tg o N-2, t y t (kN-2rN-l )] 

[ j t (kn+lrn+1)- tg o n+1, ~Y t (kn+1rn+1)] 
[J t (knrn+l) - tg on, t y t ( knr n+l )] 

1 < n ~ N- 1 

1 ~ n ~ N-1 

(A. 22) 

(A . 23) 

(A.24) 

(A.25) 

(A . 26) 
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com 

A expressao (A.26) pode ser escrita na forma 

[j.Q,(kn+lrn+l)- tgôn+l,.Q,y.Q,(kn+lrn+lU 

[j.Q,(knrn+l)- tgon,.Q,y .Q, (knrn+l)] 
1 ~ n ~ N- 2 
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(A.27) 

(A.28) 

(A.29) 

Para potenciais em que os alcances das partes real e 

imaginaria são diferentes, f assumira o valor do maior alcance, 

e o procedimento e analogo ao acima descrito. 

Para calcular as soluções geradas analiticamente p~ 

las expressoes anteriores foi elaborado um programa para comp~ 

tador, em linguagem ALGOL, o qual foi processado no computador 

86700 do Centro de Proces samento de Dados da UFRGS. 

O numero mâximo de ondas utili zado para determinar as 

funções de onda de nGcleons de energia no intervalo de 80 MeV a 

320 MeV espalhados por potenciais óticos de formas diversas, foi 

determinado calculando a densidade de probabilidade de nücleons 

de 320 MeV variando o numero de ondas de 5 em 5 . Como na região 

considera da (O ~ r ~ 12.8 fm) os resu ltados obtidos usando 30 ou 

35 ondas não diferiam, fixou- se o numero mãximo de ondas igual 
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a 30. A onda plana foi descontada e reinclu1da para acelerar a 

convergência. 

O tempo de processamento necessãrio para a determina 

çao da densidade de probabilidade no intervalo O ~ r ~ 12.8 fm e 

0°~ e-~ 180 ° depende muito do tipo de potencial utilizado . Enqua.!:!_ 

to o poço quadrado (alcances iguais) para o 
16

0 consome cercade 

20 segundos, o potencial proporcional ã densidade dispende cer 
40 

ca de 8 vezes mais em tempo, para o Ca. 

A obtenção numerica das funções de Bessel de primeira 

e segunda especie de argumentos real e complexo, que ocorrem nas 

expressões anteriores, e discutida no Apêndice B. 
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APtNDICE B 

FUNÇOES DE BESSEL ESFtRICAS DE ARGUMENTOS REAL E COMPLEXO 

o metodo usado para resolver a equaçao de espalhame~ 

to de núcleons por potenciais centrais arbitrarias aproximados 

por potenciais seccionalmente constantes (ver Apêndice A) util~ 

za as funções de Bessel esféricas de argumentos real e complexo, 
-

cuja obtenção numérica pode apresentar problemas de converge~ 

cia . 

Para determinação numérica das funções de Bessel esfé 

ricas de primeira espécie jt(z) = v'rr /(2z)' J Q. +l/ 2(z), para z real 

e Q. inteiro posit i vo, o uso de relações de recorrência tais co 

mo(3l): 

t = o, ± l ' ±2 , ... ( B . 1 ) 

j ( z) senz j l ( z) 
senz cosz 

--- =-z---o z z z 

ou 

b) jt(z) f Q. (z).senz 
t +l ( B . 2 ) = + (- 1 ) f_ t -1 ( z) cosz 

f ( z) -1 f 1 ( z) 
-2 

= z = z 
o 

Q, = o' ± l , ±2' ... ( B. 3) 

gera um acúmulo de erros, tanto maior quanto menor for o valor 
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do argumento e maior o valor de ~ . nas funções . 

Utilizando um método numérico apresentado 

Mi ll er( 56 •31 ) elaboramos um programa para computador 

por 

que 
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J. c. p. 

calcula 

os valores das funções de Bessel esféricas de primeira espêcie 

j~(z), para argumentos z reais e para o conjunto de valores in

teiros positivos ~ . desd e zero atê um certo valor n, e armazena 

esses valores em um arranjo. 

Os programas de computação que calculam as funções de 

Bessel discutidas neste apêndice foram escritos em linguagem 

ALGOL e processados no computador B-6700 do Centro de Processa 

mento de Dados da UFRGS. 

A computação e feita utilizando uma função auxiliar 

Fi(z) tal que, para algum valor M bastante maior do que o nume 

r o n e s c o l h i d o , i m p õ e - s e t e n t a t i v a m e n t e F M+ 1 ( z ) = O . O e F M ( z ) = l . O . 

Usando a relação de recorrência das funções de Bessel esféricas 

) 2i + l . F;_ 1(z = -z- F;(z)- Fi+l(z) determ1n a-se FM_ 1(z) e todas as demais 

Fi ( z ) e obtem-se a seq~ência FM_ 1(z), Fr~- 2 (z), ... , F1(z), F
0

(z). SeM 

for escolhido suficientemente grande ( ; 3n) cada termo dessa 

seq~ência depois de F (z) e proporcional, para um certo número de 
n 

algarismos significativos, ao correspondente termo da seq~ência 

jn(z), jn_
1
(z), ... , j

1
(z), j

0
(z). O fator de proporcionalidade 

pode ser obtido comparando, por exemplo, F (z) com j (z). r conve o o -

niente testar se a relação de proporcionalidade se manteve para 

a l g u n s v a l o r e s de F i ( z) e j i ( z) c o m i pequeno , par a assegurar que 

-o v a l o r d e M e s c o l h i d o e s u f i c i e n t e me n t e g r a n d e , m a s o menor p o~ 

sTvel para obter a precisão desejada. Multiplicando cada um dos 

termos da seq~ência F (z), F 
1
(z), ... , F

1
(z), F (z) pelo fator de n n- o 
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proporcional i dade obtem-se uma no va seqOência pFn(z), pFn_ 1(z), . . . , 

pF
1

(z) , pF
0

(z) que correspon de, para o numero de a l garismos signi_ 

f i c a ti vos e s c o 1 h i do , ã s e q ~ ê n c i a j ( z ) , j 1 ( z ) , . . . , j 1 ( z) , j ( z ). n n- o 

Se a precisão obtida não for suficiente o processo e 

refeito escolhendo um va l or maior para M. 

Para obter os valores das f unções de Bessel esféricas 

j~(z), por exemp l o, para os a r gumentos reais z = 0.1, 0.2 , 

... , 20 . 0 e para ~=O , 1, 2, .. . , 301 com 10 algaris.mos signifi_ 

cativos , utilizamos uma função a uxiliar ta l que F80 (z) =0.0 e 

F
79

( z) = 1.0 . O tempo de processamento para obter j R. (z) para um 

dado valor de z e para ~=O, 1, ... , 30 e da ordem de 10-l se-

gundos. 

Para argume n to z comp l exo as funções j~ ( z) = Vn/(2z)'JHl /2(z) 

foram obtidas das J~+l/ 2 (z) geradas no programa apresentado por 

W. Gautschi( 57). Este programa ca l cula, para um dado numero de 

algarismos significativos, as partes real e imaginaria das 

com ~ = O, 1 , 2 , .. . , R. - , max par a qualquer valor de 

z = x + iy , excetua ndo-se os valores reais negativos. O método de 

computação e uma extensão complexa do método utilizado pelo me~ 

mo autor num programa que calcula Jt+l/ 2 (z), com z real(Sl). O 

método de computação das J ~ + l / 2 (z), com z real, e uma variante 

do método de J.C.P . Mil l er(58) . 

As funções de Besse l esféricas de segunda espécie 

Yt(z) =v'1r/(2z) Y ~ + l / 2 (z) também chamadas funçõ e s de Neumann es 

fêricas, para z real e complexo e ~ inteiro positivo podem ser 

obtidas numericamente, sem problemas de convergência, usando a 

relação de recorrência (B.l), a qual e valida para as j ~ (z) e as 

y~(z) assim como para funções de Bessel esféricas de terceira 
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Assim, para z real, tem-se 

Q, = o' ± 1 , ±2' ... ( B . 4 ) 

com 

cosz cosz senz ---z - -z z 
y ( z) = 

o ---z 

Para z complexo, as funções de Bessel y Q, (z) para t in 

teiro e positivo, podem ser escritas na forma 

( B • 5 ) 

Usando a re l ação de recorrência (B.4) e escrevendo 

z Re z +i Im z obtêm-se 

( B . 6 ) 

e 

(n+ 1) Im Yt +l(z) = ~ (Re z.Im yt (z)- Im z.Re Yt (z))- Im Yt _1(z). 
I z I 

( B. 7) 

Nestas expressoes 

Re Y (z) = Re z. cos(Re z) . cosh(Im z) + Im z . sen(Re z).senh(Im z) 
o I z 12 

I z I 



.. 

Im y (z) = Re z.sen(Re z).senh(Im z) + Im z.cos(Re z).cosh(Im z) 
0 lzl

2 
lz l

2 

Re y 
1 

( z) = 
((Re z) 2

- (Im z) 2).cos(Re z)cosh(Irn z) + 

lz l4 

Imy1(z) 

+ 2 Re z Im z sen(Re z)senh(Im z) _ 

lzl
4 

Re z.sen(Re z~.cosh(Im z) 

I z I 

_ Im z.cos(Re z)senh(Im z) 

lzl 2 

= ( (R e z) 2 - ( I m z) 2) • se n ( R e z) se nh ( I m z) + 

lz l
4 

+ 2 Re z Im z cos(Re z)cosh(Im z) _ 
lzl4 

Re z cos(Re z).senh(Im z) + 

lzl
2 

+ Im z sen(Re z~.cosh(Im z) 

I z I 
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Tendo obtido as funções j t (z) e Yt ( z ) para z r eal e 

complexo torna-se possTvel determinar numericamente as solu ções 

descritas no apêndice anterior. 
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