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RESUMO 

O presente trabalho estuda uma série de modelos 

de in te ração deZtiforme em Mecânica Quântica~ apresentando~ 

sob condiçÕes bastante ge rais~ s oluções exatas para proble-

mas usuais e algumas de suas generaZizações. 

A int:.rodução e o cap{tuZo I eao dedioados à evo.

Zução histórica das ap licações da teoria das distribuiçÕes 

em F{sica. Modelos correntes são a{ apresentados e analisa

do s. Suas generalizações~ quando posslveis~ discutidas. 

Reservamos o capltulo II a um apanhado geraZ da 

teoria das distribuições~ dando maior ênfase ao estudo de e

quações diferen ciais neste contexto funcional. 

No aapltuto III são estudados os modelos de 1 int~ 

:.ração deZti forme ~ocaZisada para sistemas de muitos corpos. 

Embo ra este campo - em se tratando de modelos conheci doá -

esteja bastante esclarecido, no tacante a problemas de base, 

pudemos enriquê-to com toda uma ctasse de modelos de intera

ção semicZássica1 deltiforme e pseudo binária~ todos e~ata

mente solúveis. 

Já o capltuZo IV~ dedicado aos problemas de inte -
ração deltiforme propriamente binária~ é talvez o mais fé~ 

ti 1, em contribuições. Nele propomos uma Bérie ·de modelos 

Zá denomin~dos para-quânticos - todos exatamente solúveis e 

• 

t 

• 
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a partir dos quais pudemos determinar - em ~árias formas a~

ternativas - soluções pa~a um modelo totalmente gerat. Para

lelamente~ são estudadas aondiçÕes adiaionais para a e~istên 

aia de soluções simétricas (de paridade par) frente permuta

çao de partlculas. 

No capltuto v~ reservado aos problemas de inter~ 

ção delta superficial~ estabelecemos uma formulação geral 

que pode ser tratada pelos mesm~s métodos adotados em sis

temas de muitos corpos. Em aonsequência, pude'fl}OS 'Levar adian 

te um paralelismo com a abordagem do capltulo IV no tocante 

à determinação de soluções do prob.tema geral. 

Nas conclusões tecemos comentários sobre peauli

aridades de técnicas de apro~imação adequadas aos modelos 

deZtiformes e mencionamos alguns problemas abertos por ~ste 

trabalho. 

Casos em que o potencial é constituido por uma 

só interação deltiforme são comuns na literatura e apresen

tam ainda problemas abertos; estão ausentes, e~plicitamente, 

deste trabaZ.ho posto que se constituem aplicações imediatas 

das técnicas do capltulo II e/ou casos particulares dos mode 

tos resolvidos nos capltuZos subsequêntes. 



I N T R O D U Ç Ã O 

• 

• DISTRIBUIÇÕES EM F1SICA 

A dualidade e caracterÍstica nao apenas de cer-

tos objetos da FÍsica como, certamente~ da pr6pria Ffsica se 

olhada de um ponto de vista puramente epistemol~gico . Com 

excessio de uns poucos campos mais ·OU menos restritos, de su 

cesso limitado se tem revelado a proposiçio de teorias un1-

ficadoras. Seja por força destes insucessos, seja por imposi 

ção ·da filosofia, todos convivemos com contraposiçÕes como 
• 

"Fisica Clássica" versus "FÍsica Quânti.ca11
, "Teoria de Parti 

cu 1 as " v e r s u s "T e o r i a de C a m v os " , "N e w t o·n i ano" v e r s u s " 11. e 1 a- t 

tivístico" e outras. 

Atê o presente nao pode mos~ nem seria convenien-

te, abrir mão destas dup las personalidades pr6prias . de uma ci 
' -

encia tão fundamental; convivemos com elas, sabemos qual uti:, 

lizar na maioria dos p roble mas priticos, tiramos proveito 

desta duplicidade de pontos de vista que desfrutamos em re 

lação ã natureza. 

A ori g e m des tas s ubd iv is~es re monta, na maiori a 

dos casost i necessidade de exp licar fen~menos nio previstos 

naleum est~gio p r~vio d o de s envolvi me nto cientifico. Caso::; 

hi, contudo, e m q ue uma nova teoria ~ preparada apenas para 

• 
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dar foro lecitimo a entidades, processos ou técnicas então 

correntes em F{sica. Mais ou menos nesta linha poder-se-ian 

citar a~ ori c ens rle.s teoria~ de HaxHell, l~ in s tein, Schroedin 

~ er, Heisenberg e Dirac. 

- F'... • l ... ~<ao exata·mente em ~s~ca, mas j no cat!'lpo aos meto · 

dos :matemáticos da FÍsica, e 111aís recentetr.entel, Luure n t 

Sch\.;artz, co n: UIP trabalho s obre for malis mo c:ater.Jatic.o, vrdo 

1 e 8 Í t Ír.l a r t é C n Í C é,I_S C O r rent e S e !tl ;.' l S i C a de S de , 11 O 
.... . 

1 11 ~ n~: · ; o, o 

advento da Decinica q u3n tica. Re f letindo a ansiedade dos ft-

sicos e~ justificar certos processos, j medi at amentc depois 

( 19 5 3 ) ;·:e r n e r G U t t i n g e r pu b 1 i c a os p r b: e i r o s t r a b a 1 h os onde 

apresenta ap licaç~es valiosas daquele formalis mo em rtsica. 

Por mais de rne1o s~culo vieram os r rsicos utili-

zando entidades entio ob s curas como deltas de Dirac ou de 
: ' 

forma ainda mais peculiar, "derivadas" de funçÕes não deriv~ 
. 

veis - como no caso das funç~es de lieaviside - sem que, para 

elas, se dispusesse de uma teoria realmente correta ou satis 

fat;ria que fosse. Em 1950/51, L.Schwartz prop3s entao a 

Teoria das DistribuiçÕes com o objetivo pribordial de dar fo 

ro legftimo iquelas falsas funçÕes utilizadas - de forma 

correta, mas - ingenuamente pelos ffsicos. Em menos de tres 

anos apareceram os primeiros trabalhos especificamente volta 

dos para as suas aplicaçÕes em Ffsica2 ~ Tal fpi o . sucesso da 

nova estrutura que hoje jâ se costt11na afirrnar3··4 que a Ffsi-
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ca i essencialmente uma teoria de funcionais, enriquecendo 

assim, com um novo, o antigo esquema de F{sica como uma Teo-

ria de funçÕes. 

.- . Para e~clarecer a perfeita conventencla deste 

ponto de vista, vamos encarar a 'Física como uma teoria de 

"caixa pretan:um estímulo· e uma resposta, um imput e um out-

put. Do ponto de vista físico, conhecemos a caixa preta, i.i 

conhecemos o sistema, sempre qtie, dado um estrmulo podemos 

determinar a resposta. Este é um ponto de vista bem clássico 

e até g a 1í 1 e an o em s u a e s sé n c i a • 

O problema da caixa preta, dentro do contexto da 

F[sica como teoria de funç~es, poderia ser formalizado pela 

-equaçao: 

Ay (x) • f (x~- (I) 

onde f ê o estímulo e y a resposta sendo A um operador. 

No c~so de A operador diferencial linear - aproximaçio sa

tisfatória para a grande maioria dos problemas da FÍsica -

podemos invertê-lo. ficando a {I) na forma 

y(x) • /G(x~x')f(x')dx' (II) 

mantendo os mesmos significados para y e f que em (I ) e 

sendo G(x;x') função de Green do operador A. 

Daqui é imediato concluir que estes problemas da 

• 

t 
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Física podem ser encarados num contexto de t~oria de funcio-

naiss em cadá ponto p a y(p) é um funcional c:le f(~). A-· 

tê aqui estâ evidente que tanto uma teoria de funçõe .s como 

uma teoria de funcionais seriam perfeitamente equivalentes 

quando nos restringimos àquela classe de problemas. As op-. 

ções por uma ou outra seriam condicionadas apenas ãs razÕes 

de ordem prãticas e imediatas. 

· Entretanto, nem todos os funcionais podem ser 

escritos na forma (II) (regularesS) e portanto, nem todas 

as equaç~es do tipo (II) s~o equivalenies i ~lguma equaçio 

do tipo - . -(I). Podemos definir funcionais que nao sao regula-

res• e .podemos conjeturar a possibilidade de dad6 um eat[mu~ 

lo f(x) obter uma resposta y atravis de uma "caixa pre-

ta~ F - .. que nao e um funcional regular: 

y • F{f(x)} 

Um exemplo disto seria o vãcuo num problema de espalhamento: 

para c~da estímulo f(x) ter!amos a mesma resposta y, ou 

seja 

y • I{f(x)} • f(x) 

Concluimos então, que do ponto de vista episte.lll2. 

lÕgico, é poss!vel estabelecer mais outra dualidade para a 

Flsica:"Ffsica como teoria de funç~es" versus· "F!~ica como 

teoria de funcionais". 
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Por outro lado, considerando o maior alcance do 

segundo ponto de vista, devemos, sempre que possível, optar 

por ele. Como se verâ a · seguir, a anâlise funcional, alêm de 

englobar toda a anãlise clássica, vai adiante, apresentando

se como extrutura suiícientemente ampla para abrigar entida-

des antes estranhas como deltas de Dirac, suas derivadas. 

pseudo-funç~es. partes finitas de · integrais divergentes e to 

da uma clisse ·de outros funcionais_, regulares ou nio. 
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C A P f T U L O I 

BREVE REVISÃO HISTÕR!CA 

Neste capitulo inicial pretendemos considerar ra 

pidamente os pontos mais importantes da formação da Teoria 

da DistribuiçÕes e sua adaptação ã Ffsica, ressaltando os a

certos, que foram muitos, e apontando, no que tange a algu-

mas aplicaçÕes, deficiências ou até falhas eventualmente en-

contradas. 

Historicamente, o enYolvimento dos f[sicos com 

funçÕes de comportamento peculíar, pode-se dizer, aconteceu 

junto com a prÕpria criação da FÍsica: tanto na teoria da 

gr~vitaç;o de Newton como no eletromagnetismo de Maxwell• 
l 

sempre existiram, em forma de modelos ao menos, distribui-

-çoes de massa ou carga tidas como matematicam~nte puntifor-

mes. De um ponto de vista ingênuo, como densidades, estas 

distribuiçÕes sõ poderiam ser descritas por funçÕes de valor 

nulo em todo o espaço, a excessão do ponto onde se encontra

va a massa (ou carga) no qual elas divergiriam. Esta é exat~ 

tamente a "definiçã()" que alguns textos apresentam em seu P.! 

rigrafo introdut~rio quando pretendem dar ao estudante uma 

idéia mais ou menos concreta do que seria uma distribuição 

delta de Dirac. 
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Trabalhando com teorias quantizadas habituara-se 

o fÍsico , desde o início do século, · ao manejo de funcio-

nais - em geral lineares - em prejuízo do emprego de simples 

funçÕes, para descrever a realidade fÍsica. Isto como que a-

briu a possibilidade de se aplicar a teoria de funcionais em 

domínios mais amplos, necessidade que outrora nao se punha 

com tanta imperiosidade. 

Paralelamente, o desenvolvimento do cálculo ope-

racional a partir de Hadamard, Heaviside e outros, começou a 

se deparar com dificuldades antes não imaginadas e que nao 

encontravam respaldo no contexto Ça anâlise convencional. 

Criaram-se entidades, na época mais ou menos estranhas, que 

intervinham nas operaçÕes matemáticas mas que, aparentemente 

nao faziam parte de nenhuma teoria então corrente. Exemplos 

' 
não faltavam como era o caso das derivadas das funçÕes '. de 

Heaviside, partes finitas de integrais divergentes e as, prô-

prias deltas de Dirac com suas derivadas sucessivas. 

Como que vindo em socorro a ffsicos e matemiti-

cos aplicados, L.Schwartz, a partir de 1944/45, iniciou a 

publicação de uma sequência de trabalhos6 que culminaram, em 

1950/51, com a apresentação de um corpo completo da sua Teo-

ria das Distribuiç~esl . que nada mais era do que uma extensio 

da teoria de funcionais lineares, jâ bastante .conhecida dos 

matemáticos. A nova teoria deu foro legÍtimo ãs entidàdes 

mal definidas do cãlculo operacional e ampliou grandemente 

• 

' 
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os domÍnios da anâlise funcional, também naqueles setores em 

que os fÍsicos mais se ressentiam. 

Como ramo da matemática, a Teoria das Distribui-

-çoes de L.Schwartz teve, a partir de entao~ um desenvolvime~ 

to brilhante suscitando problemas antes não imaginados - e mo-

tivando inclusive a formulação de outras teorias de distri -

buições, estas, atê agora; pouco exploradas no que diz res 

peito ãs suas possibilidades de aplicação em FÍsica. 

Refletindo nitidamente o anseio dos fÍsicos de 

verem os domínios da anãlise funcional ampliados, jâ em 1952 

W.GUttinger defendia uma tese de doutoramento onde explorava 

aplicaçÕes da nova teoria em FÍsica2 • Completando, por assim 

dizer, este trabalho de implantação, seguiram-se outros do 

mesmo autor 7 e de outros 8 que rapidamente aderiram ao novo 

ponto de vista. 

A partir deste corpo básico de aplicaçÕes vârios 

ramos da FÍsica receberam contribuiçÕes relevantes. Dentre 

eles cabe citar a Teoria Quintica de Campos que, com stia _ne

cessidade de recursos matemiticos mais elaborados, realimen-

tou a pr~pria Teoria das DistribuiçÕes sugerindo e solicitan 

do maiores desenvolvimentos, sobretudo no campo das transfoL 

madas integrais e no dos espaços de funçÕes de provas9 cada 

vez mais apropriadas is suas necessidades. Dada a importin-

cia do tema para o desenvolvimento da FÍsica atual relacio -
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namoslO, nos comentários e referências~ uma série de traba~ 

lhos que de uma ou de outra forma representam contribuiçÕes 

diretas a Teoria Qu~ntica de Campos. Esperamos que ela venha 

no futuro, a se constituir nas bases de um guia mais comple-

to i literátura sobre aplicaç~es da Teoria das DistribuiçÕes 

na Teoria Quântica de Campos, salientando, contudo. que cer" 

tamente a lista nio i completa e nem mesmo ; objetivo deste 

trabalho tratar de problemas situados nesta ãre.a da FÍsica. 

Outro ramo da Ftsica gratificado com importantes 

contribuiç;es, em se tratando de aplicaçÕes da Teoria da Di~ 

tribuiçÕes• foi a mecânica quântica. Estas apresentaremos 

com mais detalhes uma vez que são elas o objetivo maior des-

te trabalho. A be~ da clareza e ordenaçio agruparemos os pr~ 

blemas em quatro setores distintos: 

-i) Deltas como potenciais em equaçoes de Schroe-

dinger. 

ii) Problemas de muitos corpos com interaçio del-

ta localizada. 

iii) Problemas de muitos corpos com interação del-

tiforme binãria. 

iv) Problemas de interação delta superficial. 

' 
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-i) Deltas como potenciais em eq_u~çoes d~ Schroedinger. 

-Potenciais delt i formes em equaçoes de Schroedin-

ger podem aparecer por razoes as mais d i versas, dependendo 

do sitema em estudo. Em modelos que pretendem desc~ever in-

teraç~es de curtrssimo alcance eles sio adotados de forma di 

reta 11 • 12 numa tentativa de incorporar ao sistema- de manei 

ra acentuada talvez - a característica tÍpica do alcance cuL 

to. Na fÍsic~ ~uclear, por exemplo; potenciais deltiformes 

-sao usados para aproximar os potenciais de troca tidos como 

de curto alcance. Sempre que o sistema em estudo aceita um 

modelo de interação deltiforme fraca métodos perturbativos 

... 
tem sido adotados. No entanto, quando interaçÕes fracas na o 

sao modelos satisfatórios, torna-se necessãrio ir em busca 

de soluç3es exatas. Veremos, mais abaixo, que em condi~~es 
I 

muito gerais estas sempre serão possfveisl3 para as intera-

ções deltiformes. 

Outra forma corrente de introduzir potenciais 

deltiformes na equação de Schroedinger é decorrência · d~ ado

ção de pseudofunçÕes para descrever inreraçÕes. Em outros 

termos: uma idêia muito atraente e que permitiria levantar 

certas divergênciasl4• em equaçoes de Schroedinger, fundame~ 

ta-se na ~ossibilidade da substituir potenciais de comporta-

mento impróprio por partes finitas deles. GUttinger. num de 

seus trabalhosl5, explorou a idéia não levando, contudo. a 

------ - - - ---
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possibilidade até as Últimas consequêncías,permanecendo as-

sim vârios problemas em aberto. 

Basicamente o parec~ménto de deltas se deve ao 

seguinte: cada vez que se pretende resolver um problema do 

tipo 

A~(x) + pf{V(x)Jw(x) c o 

onde pf{V(x)} i um funcional do tipo parte finita. conve-

nientemente definido1 6 - a técnica conhecida é substituir · 

pf{V(x)} ~ V(x) + F{ô} 

onde F{õ} representa alguma combinaçio apropriada de del-

-tas e/ou suas derivada~. Isto leva, como se ve, a uma segun-

da possibilidade de introduzir, naturalmente. deltas em equ~ 

çÕes de Schroedinger. 

Ainda uma terceira possibilidade decorre de uma 

eventual equivalência entre problemas com distintas cond i -

çÕes de contorno para descrever um mesmo sistema físicol7•1~ 

Nestes casos pretende-se estabelecer que problemas como . 

( H - E )~(x) a O 

mais condiçÕes de contorno 

lJJ(a) = 1jl(b) • O 

seriam equivalentes a problemas do tipo 

t H- E+ F{ô(x)}f~(x) • O 
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com nova condiçÕes 

~ (a') ""' 41 (h ') • O 

a' e bt · escolhidos apropriadamente com F alguma combin~ 

... 
çao de deltas e eventualmente de suas derivadas. 

Vale observar que esta forma de introduzir pote~ 

ciais deltiformes não tem conduzido a resultados satisfatô-

rios: Moshinskil7 escolhe um potencial particular - do tipo 

oscilador harmÔnico - e o resolve com uso de teoria de per -

turbaç~o até segunda ordem, desconhecendo técnica de solução 

exata. Outros autoresl 8 adotam termos em derivadas de delta 

mas são infelizes na determinação da solução exata chegando 

ao final com uma função de onda que certamente não satisfaz 

... 
a equaçao proposta. 

Qualquer que seja o modo de introduzir potenci-

ais deltiformes, a equação de Schroedinger para uma part!cu

la assumirã a forma geral: 

{ A + r.a.~~x-s.)}~(x) =O 
~ l. l 

( 1) 

mais alguma(s) condição(~es) de contorno. Na (1.1) o oper!! 

dor A, em geral, serã da forma H - E nao dependendo nun-

ca de outros termos em deltas e onde H é operador diferen-

cial autoadjunto de segunda o~dem. Conforme veremos nos caps 

II e III. equaçÕes como ela sempre admitem soluçÕes exatas 

quando se souber resolver a associada 
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/ujl(x) ..: O (2) 

A técnica geral foi desenvolvida por N.L~Teixeira 13 
e se ba-

séia na inversáo de A - que nos casos em questão ~ linear -

e no cálculo das vãrias ljf~s.) 
~ 

o que seri feito transformao 

do a equaçio original num sitêma algibrico linear nio singu-

lar. 

Mais recentemente D.A.Atkinson et all9 propuse -

ram uma técnica semelhante mas de validade bem mais restrita 

que conduz i soluç~es exatas quando aplicada a problemas ~e-

melhantes, em uma dimensão, e do qual se · conheça o problema 

de autovalores do operador A no caso. Esta Última têcnica 
' 

recai na anterior sempre que A for a uma dimensão e gerar 

um conjunto completo de autofunçÕes e o somatório da (I. 1) 

contiver apenas um termo. Mesmo assim a solução final difi-

cilmente serâ exata pois sempre sera na forma de uma série 

infit'dta. 
... 

Problemas menos gerais, no sentido de que A e o -
perador de partfcula livre~ inexistindo interaçio adicional 

de campo externo sao tratadosll,l2,17 mediante uso de t~crii~ 

cas como a segunda ou outras distintas mas que nos pareceram 

-pouco apropriadas, sobretudo porque nao se adaptam a situa-

çoes mais gerais. 

No cap.II discutiremos detalhadamente a primeira 

das 
,.. .. · • .e' 

tecn1cas que por serem de validade mais geral serao as u 

nicas a empregarmos, em problemas deste tipo, neste trabalho. 
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Adiantamos que estas mesmas técnicas se aplicam a problemas 

de muitos corpos com interaçao deltiforme localizada e se re 

velam (caps.IV e V) ferramenta auxiliar de grande valia na 

pesquisa de soluçÕes exatas tanto de problemas de interação 

deltiforme biniria como de interaçio delta superficial. 

ii) Problemas de muitos corpos com interação delta localiza
da 

Objetivando informação sobre o comportamento de 

gas es de eletrons em condutores com centros de impurezas ou 

mesmo de um gás qualquer com centros espalhadores localiza-

dos é frequente a adoção de model~s com interação deltiforme 

-dos componentes do gas com os pontos - espalhadores - fixos. 

Mais ou menos nesta linha classificam•se alguns trabalhos20• 

21 quase todos dirigidos no sentido d~ e~trair informa)ão 

termodinâmica do sistema em estudo. 

De forma muito geral. poderíamos equacionar tais 

modelos como 

I.{a 2 /ax~ + J:.a .. o(x.-b.)}l}J(r) • El}J(r) (3) 
1 ~ J ~J ~ J 

onde os a .. (com a .. • O) seriam as amplitudes de interação 
lJ l.l 

e b. 
J 

as posiçÕes dos centros espalhadores, sendo r = (x
1

, 

x
2

.x
3

, ••• xN) e N o número de termos em cada somat(;rio. O 

modelo acima i unidimensional, o que nao impede, por outro 

lado, que forneça informaçÕes relevantes para os sistemas 
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:ermodinimicos usualmente tratados. O mais frequente 

;ive são .trabalhos21 em que o modelo admite apenas 

21 

i t>.cl u-

a. . .. ;... 
l.J 

Problemas como estes sao abordados nos caps. II 

e III onde veremos a possibilidade de se determinar soluç~es 

... 
exatas para os mesmos sempre que se conhecer a soluçao · do · 

problema sem a parte em deltas. A ticnica i ainda aquela ci-

tada em 13 e permite mesmo a solução exaca de 

problemas bi e tridimensionais sempre que as hipEteses de so 

luçio do modelo sem interaçio delta forem atendidas. 

iíi) Problemas de muitos 
n ãri a. 

corpos com interaçio deltiforme bi-

Nos ~ltimos anos grande numero de trabalbos22 se 

voltam para o estudo do problema quanto-mecinico de um gis 

ou lÍquido composto de partículas que interagem entre 
! 
si, 

via potenciais binirios. (Casos hi em que se analisou ~ode -

los com interação terniria2 3 e no cap.V propomos alguns mo-

delos de interação n-ãria.) Até recentemente, a Única ferra-

menta disponível era um arsenal de métodos de aproximaÇãv -

nem sempre devidamente justificados - a partir dos quais se 

procurou obter o máximo de informação. 

Uma Única excessão encontrada é o trabalho de F. 

Calogero 24 que resolve exatamente o próblema de N-corpos in-

teragindo via potenciais proporcionais e/ou inversamente pr~ 

' 

) 
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porcionaís ao quadrado das distâncias entre as partículas. 

Dada a aparente inviabilidade de soluçionar ou-

tros problemas de interação binária realfsticos, restou aos 

fÍsicos sair em busca de uma interação - por pouco realísti-

ca que fosse - para a qual se tivessem soluçÕes exatas. · 

As primeiraa tentativas nesta linha seriam os mo -
delos de esferas rígidas25•26,27 para os quais M.Gir~rdeau25 

determinou soluçÕes exatas. Infelizmente, dada a impossibili 

dade de as partfcula.s assim representadas, se interpénetra-

rem, o modelo se mostrou de valia apenas aos gases de alta 

densidade, não se prestando - suas soluçÕes ~ para testar a 

validade das soluções perturbativas conhecidas, objetivo ma-

ior destas descriçÕes mais ou menos simplistas. Acresce-se 

ainda que as soluçÕes obtidas apresentaram caracterfstifas 

estranhas como uma clara independência do espectro de ener-

' gias frente variações da densidade do gâs e do raio das esfe 

ras rígidas componentes. 

Embora de pouco sucesso. a tentati~a teve ao me-

nos o mérito de sugerir a outros o rumo mais acertado: de e~ 

feras rígidas passou-se a potenciais deltiformes! Pioneiro 

neste setor foram os trabalhos de E.U.Lieb 28 que propÕe um 

tnode lo do tipo 
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onde r~ (x
1

,x
2

t ••• ,xn); n, o n~rnero de part!culas, e o 

resolve usando uma equival;ncia entre a equaç;o com deltas e 

uma equaçio sem deltas com condiç~es de contorno apropriadas. 

Basicamente prop~e o autor que a equaçio aeima seja equiva-

lente ã 

t.a 2 /ax?ljl(r) = E 'lji (r) 
k1. 1 

(5) 

mais condiçÓes de contorno do tipo 

"' 2clji(r) I x.=x 
J k 

Por este caminho obtem autofunçÕes em forma explfcita• bem co 
. -

mo a energia do estado fundamental do sistemat sendo que ne-

nhuma das dificuldades inerentes ao modelo de esferas rrgi -

das se fizeram aí pre s ent e s. Em adição o autor faz um deta

lhado exame das propriedades termodinimicas do sistema ~ssim 

descrito. 

Seguindo de perto, no tempo e na forma. o traba-

lho de E.H.Lieb vieram os de J.B.McGuíre29 que e~aminam, 
.... 
a 

luz de modelo s semelhan t es , o compo r tamento de gases de Eer-

mions e Bosons unidimensionais, determinando soluçÕes exatas 

e propriedades termodinâmicas. Como consequência vamos encon 

trar trabalhos complementares e~clarecendo quest;es de exis

t~ncia30, ortogonalidade e completeza do conjunto de solu

ç;es determinadas~ 1 • 

O movimento, que parecia promis~or, logo esmoret 

' 
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ceu. seguindo-se um perÍodo com total ausência de novas apli 

caç;es e extens~es do problema. A ra~io deste arrefecimento 

parece residir na tipo d·e teenica escolhida, a qual se mos L

trou refrat;ria a qualquer pr~blema levemente distinto e na-

da afeita a posteriores melhorias. 

-O objetivo maior ao atacar um problema, nao se 

reduz, em geral, a simples exibição das soluçÕes, roas, pre-

ferentemente a atingi-las mediante.uma técnica que facilmen

te se adapte a situaçÕes tidas éomo formalmente idênticas e 

também àquelas que,não sendo essencialmente idênticast sejam 

formalmente comparáveis. Este objetivo, na nossa opinião, 

nio foi inteiramente atingido pelos autores acima referidos 

e esta, talvez, a razão do seu pequeno número de seguidores. 

Por outró lado, embora a teoria das distrioui -

çoes tenha sido uma das teoria& a nascer praticamente compl~ . 
ta no que tange às suas aplicaçÕes, e hã muito tenha atingi-

do a maioridade, n~o ; raro encontrar situaçÕes cujo emprego 

seja, se não embaraçoso, ao menos pouco conhecido, prin-cipal 

mente quando se tratam de situações típicas da matemática a

plicada e fÍsica matemã~ica. 

Esta reaiidade nos faz -crer que a pouca ocorren-

cia de ulteriores desenvolvimentos das ideias bâsicas de 

Lieb e McGuire sio decorr;ncia direta do tipo de t;cnica es-

colhida. Partindo desta crença, fomos buscar alternativas 
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que alim de prestarem a modelos menos acad;micos apresentas-

sem feitio mais talhado a futuras melhorias, que fossem mais 

remanejâveis enfim. Resultados que seguramente apresentarao 

estas qualidades~ que julgamos essenciais. serão expostos 

nos caps. II, III e IV. 

Os modelos ati agora correntes embora de grande 

importincia tanto hist~rica quanto ffsica, podem ser qualif! 

cados como pobres dado a sua inabilidade de prever interaç;es 

usuais com campos externos e/ou sua limitaçio a amplitudes 

de interaç~es deltiformes iguais, e/ou a r e striç~o a model os 

unidimensionais. Modelos mais realistast alim das caracteris 

ticas acimat deveria funcionar a duas ou tres dimens~es e 

com part!culas de massas nio necessariamente iguais. Tod as 

estas .,. . f ' . 1 . caracter1st1cas ~cam 1ncorporadas num mode o geral co 

ffi(l! 

{ H - E- f . . a . • o (r.-r.)} >.J; (R) ""O 
lJ l J l j 

. ( 6) 

com 

H =-t ,i\/2m. 'V ? + V(R) 
l. l l 

e 

r. = (x .• y.,z.) 
l 1 t l 

ou~ numa forma màis compacta e sugestiva 

li lfJ (R) "" L .. a. , ô ( r . -r . ) ~ (R) 
l.J l.J l. J 

e a .. = O 
11. 

(7) 

(8) 

Com A ~ H - E um operador diferencial, autoadjunto~ de se-

1. STITUTO DE FfSICA / 
B IBLIOTECA I 

} 
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gunda ordem e linear. No cap.IV abordaremos este modelo de-

terminando técnicas que se lhe aplicam em condiçÕes bastante 

gera.is. 

iv) ~nte~aç~e~ delta superficia\• 

Hi fortes razoes para acreditar na existincia de 

interaçao superficial nuclear: a interação quadripolar sabi-

damente ; mais intensa para n~cleons que se encontram na su-

perfÍcie do nÚcleo, e as interaçêes de paridade32• que em g~ 

ral sio tratadas como um efeito de volume~ apresentam contri 

buiç~es extremamente mais significativas quando sobre a su-

perfície 33 • 

f assim plausível supor que grande parte dos e~ 

feitos não previstos ou explicados nos modelos de partí~ula 

independente poderiam advir da adoçio de um termo adicional 

que descrevesse interaçio superficial. Em modelos mais sim 

plificados imagina-se o n~cleo como um sistema de N-corpos 

movendo-se livremente em seu interior e sofrendo colis~es so -
mente sobre a camada superficial. Modelos como estes foram~ 

sados em estudos de reaç;es nucleares levando, aparentemente 

a resultados coerentes com a realidade experimental~3. 

Também aqui torna-se vital dispor de algum tipo 

de interaçio - por simples que seja- que con~uza a soluç~es 

exatas, permitindo assim, comparar resultados obtidos atra-

vés de métodos perturbativos e testar aeu poder e validadec 
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O tipo de interaçao superficial que atendes no 

momento. estes quesitos i novamente a deltiforme» embora ne-

nhuma convenção Única exista que determine exatamente a forffi 

ma mais apropriada de introdu2i-las. A maioria dos autores34 

entende que ; suficiente, para se obter uma interaçio delta 

superficial, que a função de onda seja separável na parte 

dial 9 impondo-se, para levar em conta o efeito delniforme s~ 

perficial. que as integrais radiais que aparecem na expansao 

de Slater assumam valores iguais sobre a superffcie~ 

Acreditamos que, como modelo, esta e uma boa for 

ma desde que o n~cleo seja imagidado como um volume esfirico 

caso em que a interaçio poderia ser computada a partir da in 

~ 

serçao de termos do tipo 

A •• ó(r.-r.) o(r.~a) 
~j l. j 1 

na equaçao de Schroedinger. (Aqui r. 
l. 

seria o mÓdulo do ve-

tor posição da partÍcula i e a o raio do nÚcleo). 

No cap. V apresentaremos uma formulaçio geral 

chegando a modelos de interaçio delta superficial nos quais 

o nficleo poderi assumir formas bastante livres. Nosso mod elo 

~ ~ ~ ~ ~ 

nao supoe que necessar1ameute as part1culas nao interajam no 

interior do n~cleo: apenas permitimos que alim das intera-

çoes usuais seja a~rescentada uma interaçao delta superfi -

cial do tipo geral 
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"m "~ k ·r 
} I. l/ . . a • • : , X • - X • ) :~ ( Y . - V • ) ·.~ ( 2 • - Z • ) c') { Z • - f 1 ( X • J V • ) } 
~.~=~l.Jlj ~ J l'J 1 J 1 K: l."J 

onde as f, (x. ,y.) 
lt 1 l 

interação. 

z . 
l 

representam as m ;-<~ " supe r r.l.cles 

28 

(9) 

de 

Acreditamos ai n da que maior impulso poderia ser 

dado ao tr3ta mento de problemas nucleares como estes, ~ caso 

foss~ disponrvel ticnica de solu~;o real mente arro n rlnda. ~s . - -
te o objetivo p~rse ~ ui d o n o cap. V onde 

cilmcnte. - ~ . senao a for ma da soluçao expl1CJta do probl e na, ao 

menos uma t~cnica direta de iteraçio ficil . Numa sc ~ unda p a~ 
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~.~este capÍtulo íntroduzire!.!OS ()fJ c:o nceí.tos bÚ:Ji-

c os de espnçcs de func:Ões , ;_;ener ali z<Hlas bt:t.l c.or;w analisare 

m o s a l t u n. as d c s u a s p r p p r i e d a d e s m a i s i H\ lJ o r t a n t e s d o ponto 

de vista de suas aplicaç~es em Ffsica. 

Seguindo o u~o corrente, den(HJ!Ínareu10S "Zunção 

f;Cneralizada 11 a todo funcional lin,~ar e contínuo Jçfi. J\ÍJo so 

l . ... . d Ir+ -Jre um espaço arb~trar1o e 4unçoes de prova" . O conceito 

de função J e p r o v a a p r esc n t a do :.1 b aí x o s e r â s u f i c i e n t c l ,i e n te. e 

listico para admitir virias c lasses alternativas de acordo ' 
com o contexto em estudo. 

I I-1) fun ~ ~es de nrovs: . . ~ . . . .. 
~eservarnos d Jencminaçio de funçao de prava a t~ 

da funçio infinitamente der ivivel ~ que juntamente com todas 

as suas Jerivd Jas , tenda a zero su f icientemente ripi~o , a me 

dida que 

O modo co mo elas e suas derivadas tender?J o a ze -

ro no infinito - ou como elas poderio ou nio ser estendidas 

ao plano complexo- fornecer; subsidies para ·a classificaçio 

delas dentro de espaços de caracterfsticas mais particulares. 
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Um espaço de funç~es 
.. 

de prova sera em espaço ·to-

polÔgico linear ~ formado por funç;es de valores reais ou 

complexos ~~ ( x) 
~ as funçÕes de prova, defini das sobre o ton 

junto dos pontos x. Diremos que 4' e um espaço de funções 

de prova sempre que: 

i) Ou ~ i um espaço normado completo contive~ 

ou espaço uniio contivel de espaços normados completos con 

tãveis. 

ii) Se a sequência ~ 0 (x) convergir dentro da to-

pologia de h. (:x ) conver.:!i "'n o ._.., 

-ra para x , '4/x €H.. o o 

Define-se ainda suporte de uma função de prova 

•(x) como o fecho do conjunto sobre o qual ela difere de ze-

ro. 

Exemplos de espaços de funçÕes de prova: 

i) O espaço D de todas as funç Ões "finitaíl''. Ã 

D pertencem todas as funç~es de valores c omplexos q,(x) com 

derivadas contfnuasde todas as ordens e com suporte limitado. 

Em outros termos D ; o espaço de todas as funç~es <j, (x) l.n 

finitamente deriviv e is e que se anulam fora de uma regiio fi 

nitn (podendo a região ser distinta para cada ~(x)2D). 

Diremos que a sequ~ncia íjJ (x) 
n 

de funçÕe~ de 

prova, converge para zero em D se todas est~s funç~es se a 

nularu fora de algum intervalo finito comum, e•elas pr6prias, 

'------ - - - -- --
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junto com todas as suas derivadas, convergem uniformemen t e P.~ 

ra ze r o . 

íi) O espaço S das funçZes de prova rapidarnen-

te decrescentes. S ê o espaço de todas as funçÕes 1/.; ( x) l.n 

finitamente deriviveis e que juntamente com suas derivadas 

tenda para zero, no infinito, mais rapidamente que qualquer 

potência de l/Í :xl - um exemplo: ~; (X) = exp(-x2·) -. Assí1n 

sendo, toda satisfaz desigualdades do tipo 

I x n ''' ( m) ( x) I < c 
.,. ' - nm 

( l) 

ou,. em decorrência: 

l , I n 1 ( m) ( ) , 1m x li! x .I 
! X 1-)-ro 

A converg;ncia em S i definida como se se 3 ua: 

Diremos qu e a sequencia conver g e em S p.::tra ~ s e em 

toda regi~o limitada as derivadas o t l.. 2 ' } 

convergem para as correspondentes d e rivadas I 
( m) 

1J.I t e as con.s 

c das condic~es 
vm ~ 

(11.1) acima, podem ser escolhí -

das independentemente de v. 

Estes -sao os dois exemplo de maior 
' .... . 1mportanc1.a 

para as aplicaç ~es em F{sica a que nos propomos. Poder-se-ia 

c o n t u d o , a r r o l a r u n1 a s ê r i e de o u t r o s ( e s p a ç os " t i p o S"~ es-

z das funçÕes inteiras lentamente decrescentes, • •• ) 

os quais, por~m, nio teriam maior importancia dentro do que 

nos propomos neste trabalho. 
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II:-2) . FunçÕes generalizadas: 

' . 1. 1~ . ~eJa um espaço 1near topo og1co ~ de funçÕes 

de provas. Suponhamos que mediante alguma lei possamos asso-

ci ar a cada ~P (x) um numero complexo f(~) = (f,9) -ou se-

ja, um funcional- tal que: 

i) o funcional é linear 

i i) o funcional - ... . ... 
e cont1.nuo; 1.e: se a .... ' sequenc1a 

~rt(x) - n "' 1 ' 2 , 3 ' . " ~ -- converge para zero em <P entao a 

sequência f( <jl ) converge para zero. n 

Nestas condiç~es, funcional linear e continuo, 

diremos que f(t) i uma funçio generalizada ou, em casos 

mais particulares, umDdistribuiçio. 

Exemplos de funçÕes generalizadas: 

í) Seja f(x) uma funçio localmente somiv~l e 

seja ~ = D. Mediante o emprego desta funçio f(x) pod,e re-

mos associar a cada $( x)ED um numero f(~) tal que 

(2) 

As condiçÕes i) e ii) da definiçio acima ficam satisfei-

tas e f ( tp) é uma distribuição. 

Distribuiç;es deste tipo sao ditas regulares, e 

... ... -qualquer outro funcional linear e conttnuo que nao possa ser 

posto na forma (II.2) serâ dito singular. 
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i i) A delta de »irac S ( K - a) ê o mai s conheci 

do dos funcionais sinGulares~ aplicada a qual.quer funçao de 

associa. , por a esta o seu va-

Icr 9(a)! 

( 3) 

f c o rn um n ·r e g u 1 a r :i z a r 11 o f u n c i o n a l de 1 t a d <'! f :i. n i do 

pela (I l. 3 ) reescrevendo seu pr i meiro membro na forma (li. 

2) f ican do então 

é (x-a) { !} (X) } , f t, (X~ a) ~J (X) d X 

donde sai -a exprE:ssao 

J ô(x- a ) ~(x)dx ~ 9(a) ( 3 f) 

tao corrente n3 literatura e -qu·~ . AS ê confund ida c orn 

a Jefiniçio deste funcional. A (ll.3') -SO ter;> SE?.!!. tÍ~ .1o flUclEl 

ç;es apropriada - J~ escrove r a ( 11.3) • 

. ~ .: \ 
), l.. .l ) run.ç t.)f:~ 

brc S , s~io usualmente clenoGlÍ.nadas distrib uiçÕes t emperadas 

podendo, da nic:SH;a fornul l.' f UC. a!1ucl~t.s definidas e.!.J Li 

gulares ou sin~ulares. Pdra formar funç ~ es generalizada~ re-

gulares em outros espaços sera nec.essârío ir;il'JO t'" 1nals con 

diçoes sobr(! a f ( x) quando lxl+ ro , a fim Ja . asseçurar 

conver gen cia da integral para todas as ljl(x) • Para qualque1~ 

~ES, por exemplo, seri sufic iente, emb ora nio n e cess~rio, 
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que f(x) cresça, no infiníto 1 não mais rapidamente do que 

alguma p~t~ncia de lx!; 

t · 2 m 
f(x) ~ C(l + rx! ) quando 

- "" Como regra geral, para definir uma Dperaçao so-

bre uma distribuiçio qualquer, define-se a operaçio sobre as 

distribuiç~es regulares, e~ em seg~ida, estende-se, operaci~ 

nalmenteJ a definiçio, ao conjunto dos funcionais singul~ 

res. 

1) Adição e multiplicação por números complexos: 

Sejam f e g funçÕes generalizadas em õ' (~', 

o dual de ~ , ; formado por todas as funçÕes f(x) tal que 

(ft$) é funcional linear e contÍnuo em ~ ). Se 

regulares então 

f ( $) = f f ( x) $ ( x) d x e g(rp) ""jg(x)~(x)dx 

Aqui é natural definir 

(f+ g)(<j>) :z j{f(x) + g(x)}cp(x)dx 

~ jf(x)~(x)dx + jg(x) 9(x)dx 

o que implica 

(f + g) ((p) = f(q,) + g(<p) 
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Generaliza-se o resultado para qualquer funcional linear (r~ 

gular ou não): 

(f + g) (.:t.) ~ f(cp) + g($) (4) ,. 

De modo semelhante a multiplicação de funci onais 

por nÚmeros complexos a ê facilmente definida 

(a.f)(cp) :: af(<J>) 

Com as definiç;es acima ~ imediato verificar que 

?' - o dual de 1 - ; tamb~m e sp aço linear~ O p roduto de f 

e g - "" nao e! em feral, um elemento de . 4' o que impede que 

o mesmo pns a ser tr atad o como uma il g ebra. 

2) Multiplicaçio por funç~es a(x): Sempr0 rp12 

a( x) ntcnder ; algumas condiç~es~ em gera l diferente s para 

cada espaço t t seri poss !vel definir o funcional prod uto 

a(x).f(x). Para funcionais lineares cont!nuos r ec ularc~ te-

.,. 
r J~ un~ o s : 

= /f( x ){ a(x)t (x)} dx Q f ( a .t) 

i. ) ,. 
1:, m i) a(x) for infinit~men t c d~riv~v~l; 

i 1 
\ r~ ; ... c 
J ; ,1 ;:>. (X) f ~ l ,c , n .. .. ~ "f . t ., 1 i ..... t c' r r :. n 'r'!-,, - .._ u . ,. , __ o 1. ~ n •... ,l . t..: n . r! _ "- · s •,. e ... 

te. 

Ccneraliztm.do~ definit,,o::; o funcional produt o r1e 

f e a(x) - a(x) satisfazendo i) ou ii) acima - pe L i t'i.'! 
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lação: 

(5) 

sendo f funcional -· regular ou nao. 

Um exemplo importante i fornecido pelo produto 

de a(x) e õ(x): 

{a(x).6(x)}(~) ~ 6(x){a(x).(x)} = 

ou seja 

a(x)ó(x) = a(O)o(x) (6) 

A multipiicaçio por funç~es de mais de uma vari-

ãvel é facilmente definida, com ex~ensÕes Óbvias de resulta-

dos· como o (1!.6). 

... 
3) Díferenciaçâo de funcionais lineares conttnu-

os: Seja f(x) conttnua e com derivada conttnua f 1 (x). Pode 

mos entio formar o funcional linear e regular. em D: 

f f ( 4>) ""' l: e ( x) 4> ( x) d :l( 

de onde. mediante uma integração por partes, obtemos 

f'($) ~ [t(x)~(x)l:- J; f(x)~t(x)dx u 

=- L:f(x)~•(x)dx =- f(~•) 

O primeiro termo da integração por partes ee anula pois 

~(x)~ O quando x~ ±oo, em D. Usando o resultado acima de v~ 
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lidade indiscutÍvel em 
... 

D, estabelecemos a definiçao: 

Seja 
- -um espaço de tunçoes da prova em R1 • 

Entio~ para qualquer ff~~ definimos sua derivada ff= ft(t) 

{7) 

Similarmente~ ; possfvel definir derivadas par-

ciais atrav;s de f6rmulas do tipo: 

(3f/(Jx.) (til) = ~ f( a~/ ax,) (8) 1. 't" 1- . 

e derivadas de ordens superiores atravis de: 

(9) .. 

ou 
m m m 

• rr'f . " 1 ..., 2 " n ( "',· ) ó /oXl oX.; •• ~ox , 
~ n . 

m
1 

m
2 

m 
( -l'J·mf.(~o. rn / ~ " n) .• $ Bx

1 
óx . ., ••• a:J< . .., n 

(lO) 

sendo .. • • + m "" m. n 

Exemplos: De grande importância neste traba•lho ê 

o relacionamento das funç;es de Heaviside com as deltas de 

Dirac e suas derivadas. 

i) A função de Heaviside H(:r.) ~ e. la prÓpria nao 

possue derivadas em torno do ponto zero. Podemos, no entanto 

definir o funcional de Ueaviside: 

Este funcional, por def inição, tera derivadas~ independente-

mente dos valores as sumid os p o r x : 
r 
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H t ( ~) _H(~') ~- ~~~'(x)dx; 
o 

~ ~(O) - ~(~) • o/(0) 

logo concluímos quê• como funcionais (ou como distribuiçÕes) 

H'(x) ... ô(x) (11) 

justificando um procedimento usual que entendia a delta co-

mo a derivada da função de Heaviside • 

. . ) l.l. De forme semelhante 

:iii) Em geral 

Embora fora dos objetivos deste trabalho, i : pos-

s[vel definir virias outras operaç;es com funcionais linea-

' res conttnuos. Em particular sio importantes~ num contexto 

mais geral, e do ponto de vista da Frsica. a integraçio, a 

convolução, as transformadas de Fourier ou as transformadas 

integrais em gerkl e o produto generalizado de funç;es gene-

ralizadas 35 • 

Salvo especificação em contrãrio, na sequência 

deste trabalho estaremos lidando apenas com funcionais defi-
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nidos no espaço D da s funç;es de prova "finitas" . 

Para os ffsicos 1 o interesse m&ior da teoria das 

distribuiçÕes reside precisamente nii.s suas possibilidades de 

aplicaçio. Muit os foram os estudos 
... - . 

apresentados nestes ult1-

mos vinte anos visando a aplicaçio da teoria em Ffsica. Os 

primeiros trabalh os~ como ji citado~ foram publicados por W. 

GUttinger em 1953. 

Os problemas até hoje abordados tratam de apl.icJ;!: 

çoes tanto no campo da Fis ica cl~ssica3 6 (menos frequentes) 

passando, com maior presença. pelos domtnios da mecinica 3 7 

~ . . d 1 f) quant1cS e teorlas e campo v sen~o encontradas atê. 

nalmentej em teorias de gravitaçio38. 
. .. 

No presente trabalho confinar-nos-emas i aplica-
I .... 

çoes ao estudo em mecinica quintica e~ mais particularmenteJ 

de equaç~es de Schroedinger com coeficientes (potenciai~) 

deltiformes. 

Deste modo, neste capttulo, apresentar e mos, em 

linhas gerais, algumas ticnicas- todas j; conhecidaal3~ em-

bora em forma levemente diferente - para o tratamento de e-

quaçoes diferenciais com coeficientes deltiformes . A restri-

çao do ~stuâo ã equaçÕes com coeficientes deltiformes não e 
p o t demais limitadora pois esti demonstrado 3~ 4 que toda 

distribuiçio de suporte compacto pode ser expa~dida numa s~-

rie finita de termos em deltas e derivadas de delt a s. casos 
r 
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... 
que serao objeto de nosso esrudo. 

Dado por;m que nosso objetivo seri a mecinica 

quânticas ê natur~ a restrição adiciortal ao estudo de equa-

ç~es diferenciais lineares - ordinirias ou parciais. Mais 

particularmentei para o caso, seria suficiente limitar · o es-· 

tudo às equaçÕes diferenciais lineares de segunda ordem, que 

i a forma geral da equaçio de Schioedinger. No entanto~ em 

muitos pontos, a teoria pode ser mais ampla sem que isto re-

presente um acr;seimo real ao trabalho de formuli-la. Somen-

te esta a razão de uma que outra incursão em domínios menos 

restritos que os ac1ma delimitados. 

1) Funç~es de 9reen: 
... 

Se j a P ( x, ô I ax) um operador diferencial linear 

-e seja a equaçao 

P(x,a/õx) u(x) = f(x) ' (13) 

e .sendo f ( x) uma função generalizada pertencente a D'. De -
fine-se, como função de Green do operador P. toda solução 

G(x;x') da equação 

( 14) 

onde ó(x-x.f) 
. n ""rr. ~ Ô(x.-x!) nos casos de mais :t=... l. i 

..... 
de uma var1 a-

vel. Se P for operador de coeficientes constan~es entao. 

demons tra=se, G(x;x') "'G(x-x'). 
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.. 
Teorema: A solução geral de (11.13) e dad a por 

(15) 

onde G(:x;x') 
(11.14). Se u(x) 

tisfizer condiç;es de contorno lineares homog;n eas B . ( u) "'O t 
l. 

a soluçio ainda seri a dada acima com . G 

satisfazendo as mesmas condiç~es de contorno para todos os 

o mesmo valendo tamb~m nos c~sos em que as condiç~es 

impostas sio do tipo iniciais. Se, ,por outro ladot u(x) sa 

tisfizer condiçÕes de contorno nao homogêneas B :· ( u) "" A. en 
~ 1. 

tio primeiro se resolve o correspondente problema homogineo 

e, em seguida, acrescenta-se ; soluçio obtida uma soluçio 

particular u o 
Pu ""' O o 

que sat-isfaça 
... 
as 

B. (u ) = A .• Para d~monstra~ o teorema 
~ o 1. 

basta aplicar P a ambos os membros de (11 .. 15). 

Um outro teorema demonstradoS ~ o que garante a 

existineia de funçio de Green para todo o p erador difere~cial 

linear a coeficientes constantes. A demonstraçio deste impoL 

tante teorema i feita mediante ~xibiçio direta da G(x-x*): 

c on1 P ( ó 1 a x ) 

G(x) ~ (l/2n)pv.f~ dkexp(ikx)/P(-ik) + 
!><> 

+ G (x) 
o 

em D' (16) 

o operador a coeficientes constantes e p~ o 

valor principal da integral~ 

Para ilustrar outro m;todo, de aplicaç~o talvez 

T 
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mais frequenté, e que resolve casos onde P - .,;;. na.o e necessari 

amante de coeficientes constantes, vamos apresêntar abaixo~ 

ma t~cnica que con duz ~ funçÕes de Green para operadores li-

neares unidimensionais de grau n. 

Seja L um operador da forma: 

L ~ a dn/a'x· n + dn-1/d,n-l + 
n 8 n-1 x ••• ( 17) 

e escolhamos uma soluçio particular 
... 

da equaçao: y (x) 
o 

Ly(!{) "" O • 

Determinaremos. no que se segue, condiç~es para que esta 

y
0

(x) seja tal que o produto H(x-t)y
0

(x) tenha proprieda

des de funçio de Green de L. H(x•t) i a funçic de Heavisi-

de. Atingiremos o resultado impondo n condiç~es sobre 

y (t) 
o 

calculando LG(x;t) para Gx;t) D H{z~t)y (x): 
o 

(d/dx)G(x;t) ~ H(x-t)yt(x) + ó(x-t)y (x) 
o o 

• H(x-t)y'(x) + ô(x-t)y (t) 
o o 

pelo uso dos resultados (11.6) e (11.11). Impomos entao 

como primeira condi~io: 

y (t) ... o 
o 

Continuando o cilculo de LG(x;t) 

( 18) 

teremos 

(d2/dx2)G(x;t) = H(~-t)y''(x) + ó(x-t)y'(t) 
o o 

impondo agora a condição 

y 1 (t) • o 
o 

(19) 
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proaaguindo teremos I 
ti-l n-1 (n-1' (n-2) I ( d 1 I d x .~.) G ( x ; t) ,. H ( x- t) y 

0 
• 

1 + 8 ( x- t ) Y 
0 

( t) 

fícando a (n-l)esima condição dada por 

· (n-2) V>. { t) ... o 
~ o ' 

Finalmente 

n n (n) · (n-1) 
(d /dx )Gx;t) = H.(x-t)y • (x) + õ(~t-t)y (t) o o 

da qual extraimos a n-;sima condiçio 

Mostraremos que, impostas as condiç~es acima. teremos 

L H.(x-t)v rx) ""õ(x-t'; 
J o' 

sendo então função de Green. De fato 

(n) (n-1) 
L{H(x-t)y (x)} .. R{x-t){a y • (x) + a y (x) + o n o n-1 o 

Portanto 

(n-1) + ... ~+a y (x)}+ .a v (x)o(x-t) .. o o n·o 

(n~l)( )'( .) = a y x ó x-t ~ 
n o 

(n~l) 
=a y (t)ó(x-t) = 

1.1 o 

,.. o(x-t) 

G(x;t) "" H(x-t)y (x) o 

ou. mais geralmente, 

G(x;t) "" v(x) + H(x-t)y (x) - o 

I 
(20) 

( 21) 

( 21) 
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com y (x) solução do ~roblema homogêneo Ly(~) • ·o. e uma 

função de Green do operado~ L dado. 

-Dispomos entao de um processo direto para deter-

minar funçÕes de Green para qualquer operador L líneart DE 

dinârio e de ordem n • 

2) BsuaçÕes com coeficientes distribuiçÕes: 

Apresentaremos, em seguidat mediante à estudo de 

vârios casos de maior ou menor interesse em FÍsíca39, uma 

técnica para resoluçio de equaç~es difer•nciais com coefici-

entes distribuiçÕes. Embora apresentada para ttatamento de~ 

quaçÕes diferenciais ordiniria apenas, a ticnica, como vere-

mos nos caps. IV e V, aplica-se também a certos tipos de e-

-quaçoes diferenciais parciais. 

i) Equação diferencial ordinâria com parte náo 

homogênea deltiforme. 

Seja a equaçao 

,-.N 
Ly(x) ~ t.·A. o (x-t.) 

l. ~ l. 

com L operador diferencial linear de ordem n dado em 

(11.17). Poderemos determinar um conjunto de funç~es de 

Green satisfazendo 

LG.(x;t.) ~ &(x-t.) 
1 ~ . l 

(22) 

-Desta forma poderemos substituir a delta da equaçao (II.22) 



eap., li 

obtendo 

Ly (x) 

e por ser L linear 

N 
I.{y(x} -}.. A.G.(x;t .) }oe (} 

-..... l. ~ l. 

Desta ~ltima expressao concluimos que i sufic iente escolher 

y ( ::>:) tal que 
N 

y(x) - t..\ .A. G . (x;t.) "" y (x) , 
l ~ 1. l. o . 

com v (:x'f 
~o 

satisfazendo Ly ( x) "' a, para que s €. tenha uma 
o 

soluçio da equaçio proposta. Em outra forma, uma soluç~o da 

equação ( 1I .22) serã 

N 
y(x) ""y (x) + '.A.G.(x;t.) o L~ l. L 1 

(22 1
) 

N 
y (x) 

o 
de (I I. Observado que 

22) e \ .A.G. (x;t.) é solução dá parte não homogênea- solu
Ll. 1 1 :t 

çio particular - então a (II.22t) i uma soluçio geral da~ 

quaçio inicialmente proposta~ 

ii) Equação diferencial ordinária com coeficien-

tes deltiformes. 

... 
Seja a equaçao 

N 
Ly(x) = '.A.&(x-t.)H(X) 

L.l l 1 # 
(2 3 ) 

Dada a propriedade (II.6) da de lta de Dirac, podemos rees-

crevê-la na forma 

N 
Ly{x) "' \' , A . 6 ( x- t . ) v r t . ) 

L~ ~ 1 . • " ~ 

• 

T 
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Em séguida escolheremos um eonjuuto de fun~;es G.{:K:;t.) t.al 
1 1 

que 

LG(x;t.),.. ô(x-t.) 
l. :1. 

para cada cada uma delas. Efetuando esta _substituiçio das 

deltas em (1I.23) ficaremos com 

Ly ( x) 

ou 

r~ 

"" ~.A. LG. (;I(! t . ) v ( t. ) 
.Gl l l , l.'. 1 

N 
L{y(x) • I-A.G.(x;t.)y(t.)} $O 

l. l. l. l. l. 

donde certamente 
N 

y(x)- L·A.G.(x;t.)y(t.) ""y (Y.) 
1 ~ l. l 1' o 

(2 3') 

.... 
para toda y (x) satisfatendo entao 

0 

determinar as N quantidades y{t{)• Con•eguiremoa isto 

substituindo, Sucessivamente, X por cada um dos nnrueros 

t. o que nos conduziri ao sistema linear alg~brico~ 
1 

N 
y(t1,)- l.A.y(t.)G,(tk;ti) ""y (tk) 

1.\. l. 1 l. 1. . o • 
(23'') 

que sempre ser~ compatlvel (por construçio) e nos pérmitiri 

a determinaç;o de todas ag y(t.) quefsubstitufdas na equa
l. 

ção (11.23'), fornecerão diretamente a solução de (1!:.23). 

iii) Equaç~es diferenciais o~dinirias com parte 

n~o homoginea dependente de deltas e suas detivadas.(I) 

Seja & e q u aç ao 

N : • 
L y(x) "" } . A.ô (l) (x-t) 

i~ 1 
(24) 

Tamb~m equaç~es como estas, cujas soluç~es, p~r outros mito-
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dos propostas podem ser abordadas pela presente 

~ ~ . te.cnica que nada mais e do que uma forma d1ferente de enca-

rar aquela. Ponhamos~ inicialmente* a (II~24) na forma 

N • • 
\" ( - ~ . 1) , )" Ly(x) ~ LiAi d /dx ô\x-t_ 
o 

.... 
ou entao 

Ly(x) =• 

. ' ~t. ·-pelo uso da mesma s1stema 1ca ja empregada nos dois casos aE_. 

teriores. Dada a forma particular do operador L certamente 

se tem 

•~ como L tamb~m ~ linear, podemos reescrever a equaçao o-

riginal na forma 
N , . 

L { y ( :.::) 2' ' (dl. /_.:r . ,l)f'(" •• ~)} .. a. ívX .... :t X,t. 
"'l l 

O"!' o 
o 

Observemos que pela prZpria t~cnica de cilculo da G(x;t) p~ 

ra L • nos sio perfeitamente conhecidas todas as 

G(x;t); literalmente teremos 

para todo i < n-1. Logo a soluç~o final ter; a forma 

ou 
t~ , ~ 

y ( X) "" y ( ~) + \ . A • ( d ~ I d X~ ) G (X·; t) o l..l 1 
o 

(24') 
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como solução final da equação proposta. 

f imediato que tanto a soluç;o (11.24') c.omo a 

são soluçÕes gerais do problema poi~ cà.da uma de ... 

las se comp;e fundamentalmente da soma de uma soluçio do pr~ 

blema homog~neo com uma soluçio p a rticular do correspondente 

iv) EquaçÕes diferenciais lineares ordinárias com 

parte não homogênéa em deltas e suas derivadas. (Ill 

A mesma ticnica ati agora proposta e usada, apli 

ca-se também a equaçÕes éomo 

(25) 

Pelo uso dos mesmos argumentos empregados em . iii) acima po-

deremos ~screver a (11.25) na forma 

N . • 
L{y(x) - Í,A. (d 1 /dx 1 )G(x;t.)} • O 

o~ l t 

donde, seguindo trâmites parecidos obtemos a solução geral: 

N . i. i 
y(x) ;s y (Jt) + L.A. {d /dx }G(x;t:.) 

o l 1 1 
{25') 

o 

v) Equação diferencial otdinãria e linear com 

coéficie~tes em delta e suas derivadas. 

-Como Último caso vamos considerar a equaçao 

. N (") 
Lv(x) = t.A.ô 1 (x-t.)v(:x) 

- L.l 1 1 -
o 

·.N < n (26) 

de especial interesse em mecânica quântica. Usando a propri-

---------------
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edade (11.12), vilida para qualquer f(x), reescrevemos a 

(It.26) na forma 

e substituindo as deltaa como aéima teremos. 

ou 

ou ainda 
N . (') 

Y{x) - f.(-1) 1 A.G(s:t.)y· 1 
(t.) ~ y (E) {26~) 

... ~ 1 ' l. 1 . o 
o 

Besta-nos determinar as N+l quantidades 

y(i)(t.) ó que poder; ser feito derivando-se sucessivamente 
1 -a ~quaçao (11.26'): 

dos 

'1) \N i . ·. . (0 . : 
y' (x) ""t,·(-1) A.(d/dx)G(~:;t.)y (t.) ""y' 

~ 1 1 1 o 
o 

y(N)(x) - r:(-1) 1A
1

(dN/dx9 )G(x;ti)y(i)(ti) 
o 

(N)(. ' 
""' V X) • o 

Substituindo nas equaç;es acima x por cada um 

sucessivamente e em cada um~ delas, obteremo~ o sis -
tema linear algébrico 

N . (") 
y{t,,)- I,(-l) 1 A.G(tk;t.)y 

1 
(t.) ~ y (tk} 

• 1 1 1 1 o . 
o 

INSTITUTO DE FfSICA ~~ 
--. ·--~·~SLIOTECA 

,. 
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(N) N ' · N 
., , t > - r . < -1 > l. A. , d. 

. k 1 1 
o 

y 
N 

(t ) 
k 

.... 
O qu~ representa um total da equaçoés para as 

incÓgnitas ... (i) 't ) 
.1' " k t 

i, k variandó de 6 a R • 

Chagamos~ portanto. a u~ sistema linear algébrico coerente, 

sendo entio poss!vel determinar todas as y(i)(tk) e 

N i . (i) 
y ( x) * y ( x) .., l. ( -1) A. G ( x; t . ) y ( t.) 

O ~ 1 L 1 o 

serã solução d~ (1I.26) com 

tir do sistema (II.26f'). 
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.N'rEltAÇÕES DEL'r!FOR,MES eM PROBLEMAS SEPARIVBtS . 

A delta introdu~ida na fotm4 de potencial S·éparj 

rel nas diversa$ variâ\•tds aptesénta,..sé como recurso larga-

~ente empregado 39 , sobretudo quand~ se procura modelos para 

~nte~aç~es de curtissimo alcance como nos ·casoa dos modelos 

~e esfetás rígidas ou em certos modelos de interação de ele-

;rous com (ou impurezas de) r~des cristalinas. Edtes tipos 

ie interaçies ttio acres~entam maioreg dificuldades - quando 

comparado com o trata~ento usual sem deltas - no que tange 

a manipulação das ~quaçÕes diferenciais que representam o 

sistema .. 

III-1) Modelo de interaçio N-corpos com 2ontos fixos; 

Mesmo o caso geral de equação de Schroedinger p~ 

ra N corpos com irtteraçio delta mais potencial extern~ usl 

al como 

CODl lrO 

' . L.'I'(R) * t .. a. •• 6(r.-a .. )'f(R) 
L1 l l-t.J l.J l l.J 

a .. ::O 
1.1. 

{ 1) 

que i uma generalizaçio da (1~3) admite, co~o se veri. s~ 

luçÕes exatas. sempre que for conhecido o problema sem del-

L_ ____ · __ . --~ 
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tas: 

}.L.~(R) • 0 
"'l l. 

(2) 

EvidentelilEHlt€! • nestes casos~ dada & separabi 1idJ! 

de na~ yariiveis r
1

t os problemas (III.l) e (111.2) ad 

mitem soluçio do ti~o! 
N 

lftR) *" 1T tjlk (rk) 
k•l 

(3) 

Aqui ~ fundametrtal observar que operadores ~omo os L. 
J. 

G. (ri,r!) tais que 
l. l 

L . G.(r~;a . • ) • ó(r.-a. .. ) 
1 l. 1. l.J . 1. l.j 

( 4) 

A bipatese (III.3) quando posta na (III.l) 
.. 

conduz a equ.!! 

... 
çao 

N r . TI ~11.{ L' 1/ll.·- I . a. j o (r. -a' • ) 1/1· } &i o 
l.k ... 1 11;. l. J l. 1 l. J 1 

(5) 

' 
Seguindo um procedimento usual, dividimos cada termo d~ so-

má em 1 de (III.S) por !(R) ficando: 

}:.(1/lji.){L.ip.- r.a .. ô(ri-et .. )ljl . } ""O (6) 
1 l. 1 l. J l.J l.J l. 

Aqui. como cada termo depende apenas da variivel ri, deve

mos admitir que todog serão proporcionais, ou seja, cada te! 

mo deverá satisfazer 

ou 

L
1
.1J!.:- r.a .. õ(ri-(1 .. )TP.,.. fS.1ji. 

... J l.j lJ l.. l. 1 

• 
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em ainda 11 incorporando Bi ao· operadox- e o redEmominan.cto Ai 

Ail$1 · • ' . a .. ô(r.-a . . )~i 
1. L J :1J l 1J 

( 7) 

Observatnos que a (Iti.7) é nóvtuJJente uma .equa-

-çao para o movimento de um corpo sujeito a potencial e~terno 

~ais intêração delta nos p onto r . >:í a. . • Par a e las são f S.-
1 . l.J 

cilmente deter~inadas &oluçôes mediante emprego das técnicas 

propostas no cap. t!, _numa de suâs ·portsfve4i variaçÕes. A~mi 

t:in do que A. 
1 

- ... . tenha inverso - o que nao p propriamente uma 

hipótese nova pois L. 
1 

possui inverso - -entao existe Gi 

tal que 

A .G. (r. ;a .. ) • õ{r.- (1 .• } ( 8) 
1 1 1 1.J l 1J 

Ua ando a propriedade (11.12) aplicada a funçÕes de mais de 

uma variãvel, podemos reescrevê-la na forma: 

A. lji,(t ... ) * t.a .. ê(r . -tl .. )lji . (a.j) 
1. 1 1 LJ LJ 1. l.J l 1 

(7') 

Na (111.7') substituindo cada é(r
1
-a

1
j) pela (1II.8) 

ficamos eom 

A.ljli • r.a .. G.(r.;a • • )ljl.(a •• ) 
1 J 1J l 1 1J 1 ~J 

ôu então 

. (9) 

A • { w . - l . a .. C • ( r . ; ~ .. ) 1/1 • (a .• ) } • O ( 10) 
1 l J lJ 1 1 1J 1 lJ 

Nest4 altura ; l[eito con~luir que se vale 4 igualdade 

(III.lO) então deve~os ter 

ljl. - r .a
1

. c. (r . ;G •• )1/J. (a .. ) • w • (!'.) (11) 
1 LJ J 1 1 13 1 ~J 01 1 
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eom A.~ .(r.) • O cdmo uma possibilidade de ver satisfeita 
1 01 1 . 

a (111. 10). Reescrevendo a (I I I. 11) nou t:t«. formii 1 cheg.a-

-mos à expresaao: 

!fJ.(r.).., ljl .( r . )+ t.a. .. !fJ.(a .. )G.(r.;tt .. ) 
1 1 Ol. 1 f.J l.J 1 l.J 1. l. 1J 

( 11 f) 

Onde convêm observar que a solução 1P de umâ partícula su= 

jeit~ a potencial eKterno usual meis interaçio deltiforme i 

co~posta da 8oluçio do problema sem as deltas •ais uma conb! 

naçio linear de funç~es de Green com coeficientes que depen-

dem tanto das amplitudes das deltas - os a • • - como do va -
l.J 

lor das pr5prias soluç~as - nio localidade - nos exatos pon-

tos de interaçio. Estas consideraç~es, naturalmente sio ad 

hoc e logo abáixo serão refeitas em termos mais auto consis -

tentes do ponto de vista lÓgico. 

Nasta altura, para dar pro~guime.nto, ratom,.am&s 

o artifício de substituir variáveis por constantes. gerando 

u~ sistema algébrico linear para aa diversas 1/i • ( (1 •• ) 
l. l.J 

cale,!! 

lando a (I!I.ll') nos diversos pontos de interação: 

ljl • ( ak.:o) ""' $ · ( at } + L . a .• G ( ak ; ct- • ) $. (a . . ) · ( 12) 
1 ü ól. KG J ~J n lJ 1. l.J 

As (!11.12} formam um sistema algébrico linear com incõgni 

tas na forma de valores das funç;es f• calculadas nos diver~ 
l. 

sos pontos Cikn~ O sistéma é não homóg~neo e~ pelo geral• 

sol~vel, pois o n;mero de ine5gnitas i sempre igual ao n~meY 

ro de equaç~es geradas. Naturalmente. mesmo para o mais sim-

ples doa problemas reais - exceesio possivelmente de um sis-
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. ~ .. 

tenta·· livre a ~enos d~s interaç·Ões deltas - fi<:ati extremame:e, 

te trabAlhos o res olvi ... lo. li te râlmentes Ser i n.ec~ssirio • · ou, 

ao meno~ de grande valia, o uso de co~p~tador par~ o eileul~ 

final das diversas . •• (ak ). Rotinas com as quais P.roblemas 
l. ·n 

dtHfte tipo são facilmentl! sotiíveis1 -mesmo .para um computador 

de p~queno porte, são facilmeüte encontradas na literatura 

de c;leulo operacional~l. 

Retomemos agora as can~ideraç;es a respeito da 

forma .geral das soluç;es de problemás como o (III~t). Aci-

ma afir~amo~ de maneira algo provis6ria.que 4S soluç~es se~ 

presentavam como a soma de umá so~uçio do problema sem del

tas mais eombinàção linear de funçÕes de Green com coeficíe.!!_ 

tes depend~ntés tanto das .altlplitudes das delta~ como de val_e 

res particulares das p-rÓprias funçÕes de onda em questão. Na 

turalmente consideraçÕes . semelhantes soam incorre.tas po1ia e.!. 

tariamos incorrendo nultla espécie de tautologia: a função de-, 
fiuiüa participaria da propria definição. Nesta altura, no 

entanto, fica simples reconsiderar tudo em têrmos ~ais exa-
... . 

tos. Resolvido o sistema (111..12) cada .P:t(d •. ) sera· com"" 
lJ 

binação multilinear dos 1/loi(akn) e das Gi(ain;aij) alem 

dos a~ .• Imediato ent;o 
l.J 

concluir que as aoluçÕes tinais se-

~io eo~postas de um tezmo que .seri a soluçio do problema se~ 

interação delta mais u111a combinação linear de funçÕes de 

Gr~en G. (r. ; á. ) 
1 · 1 t.tn com coeficientes que serão ' uma combinação 

multilinear de valores das ,,, (n ) com o• eoefi~iéntes 
'~'oi kn 

... - -:-~ ··--·-· .. -. 
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aij e as funç;es de Green calculadas nos pontos fixo& 

(a
1

_ ;~. ,) partici-pando de f«:~rtna mais envolvida .. 
... n :LJ 

Numa tentativa de enriq,uecer um pouco lt série de 

.abordagens disp oníve i e para p rob lélllas de muitos corpos e !:: aJ:. 

vez ~dquirir alguma vis;o adicional para sistemas deste tipo 

com interaçio biniria. propomos como modelo a estudar o re

presentado pela equação: 

L Ll.. 'fi (R) ,.. r .. a .. o (r . =<r . >) ~t• (R) 
.!. l.J 1J 1 1 

( 13) 

Neste modelot que representa um passo intermedi-

ârio entre o problema (ti i .l) e o modelo geral abordado no 

capitulo IV, cada partícula, além da interação de camp~ ex-

terno usual, interage com todas as demais N-1 partfculas 

quando atinge a posição média quântica de cada uma. 

Em (!II.l3) <r . > é a posi~ão média da partf~ 
J 

cula. calculada quanticamente, e conw tal \l'ale 

<r , > "" f li' t r . 'i' dR 
J J 

O presen t e modelo, por ser formalmente id~ntico 

ao (III~l) como aquele ~ tambim exatamente sol~vel e as s2 

luçÕes assumirão a forma~ 

N 
~(R.<R>) ~ TT ~ . (ri;< R>) 

itt~l 1. 

( 15) 
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.... 
. -. 

ondé · <R> • (<r 1 ~,<r2 ~p , .,..::rN>); s~p.arivel · nas var~iv•. iS. 

r., mas, não n.ecetUái:iamente S·eparãvel nos parâmetros .. a 
1. 

58 

. .... 
retnô$ o sistema. dé e~uáçliltes · (11I.l4) que,nout-,:a .formaf fio.! 

ria: 

supondo 

<r.> fdr ,,,t ü. I Jd ,,,tJ. ""' ,.,.jr''f' ' r . ..,.'t' . 
J J JJ JJJ 

( 16) 

O i . ... i. • ~ ... 1 d s stema ac1mA e quem perm ttra o ca culo e t2 

dos os parâmetros <r.> 
J 

-que, uma ve% conhecidos, serao sub~ 

tituidos em {111.15) 

tarefa fácil pois, em geral, aem •esmo lineàr é o . sistema al -
gébrieo daf resultante. Aqui, novament~, o reaurso de um co~ 

putador serâ pratieamente imprescindfvel. 

Vale a pena observar ain4a que taodelos aemiclãs-

aieos s.eriam ·talltbêm aqueles equationados pela (.III.l.3); 

mantidos os mesmos significados de L . 
1 

e R, sem que entre-
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<r . > fossem ;ralares médios calculados qua.nticamen
J 

te. Uma outra possibilidade seria, por exemplo. posiçÕes mé 

dias c1ãssicas. :ggte modelo. embora menos refinado~ terí~ a • 

vantagem de evig~r as dificuldades de cálculo do sistema 

(1II.l6). 

Também exatamente golúveis seriam modelos mais 

gerais, com intaraçio biniria dependênte de posiçio m;dia 

cli.~iea ou quintica • com forma: 

r.L.lf(R;<R>} , :c . Ít.·8· .ô{r .~f. .,<R>)}'f(R.;.;;R~) (11) 
1 1 l 1! 1 lJ . . 

com L. fazendo parte de um conjunto de N(N-1) tunçÕe$ 
l.J 

distintas dos parimetros <r.>; a .• e LJ como em (IIl.l). 
J 11 ... 



# .. . ... 

.,· 

N-COtlPOS .: iNTERAÇÕES l>ELTIFORMit$ EM PROBLEMAS NÃO SEPARÃVES 

Conforme avent:adô nb ;capítulo I, nosso obje·tivo 

prittcipai seri a anilise de modelos mais gerais que aqueles 

abordâdos por H.Lieb28, McGuire29 é. outros. Gostaríamos de 

incluir t"tum modelo~ além d.às interaçÕes de eampo~J externoá 

usu•is - nio permitidas naqueles ~odelDs - amplitudes de in

teração aij distintas para cada par de partrculas e • pos~ 

sivelmente massas diferentes para _cada uma delaJ. 

No capitulo !li abordamos uma classe de modelos 

peculiares, e que 14 denominamos semiélâssicos, para siste-

mas de N-corpos, todolt ex.atamente solÚveis. Aquelest con:tudo• 

não representavam interaçÕes biuãrias na acepção própria da 

palav~a. Aqui atacaremos os modelos de interaçio propriaman-

te binária e deltiforme. A equação geral para tais modelos 

serã a (I.8) que aqui repetimos: 

A 'Y (R) &\!! I . . a .• ô (~ . ,..r . ) ! (i) 
1] l.J ]. J 

eom a única particularização 

L. • -(b/2a.)v? + V.(r.) 
i 1 L 1 1 

settdo t 1 tal que 

.. 
a .en e r g i a do g i s t-e ma. -

( 1) 

( 1 t) 
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Como veremos adiante, as dificuldades que acomp,!! 

nham um modelo geral como o {lV.l) são embaraçosas e algu-

mas delas até agora. insupêradas. Procurando con.to:tnar alguns 

pro h lemas antes insolÚveis, pro-pomos como mo de lo pre l itnin ar: · 

(2) 

com A e a .. 
l.J 

como definidos em · (IV.l) e 

do A! ~ O , mais alguma ~ondiçio de ~ontorno apropriada. o 

Realmente esté modelo escapa até ào contexto da 

meci~iea qu~ntica, uma vez que a sua equaçio nem mesmo de 

Schroe:dinger é. No entanto, além das esperanças de que sua 

~oluçio seja fisicamente aproveitivel - o que nio seria surp 

preendente pois no mtnimo ela seria a primeira aproxim,çâo 

da solução de (IV.l) através das técnicas iterativas de Pi 
. 

card - h~ a esperan~a muito mais alentadora de que o estuda 

destas mesmas soluçÕes nos conduzà ao caminhO certo para a 

deaeoberta das soluç;es do problema geral. Felizmente estas 

fUperanças nao sã.o, ern absoluto, infuüdadaS • como veremos lo 

go adiante., 

As soluçÕes de (!V.2) sao imediatas sempre que 

se conhece a função de Green do operador A. Nestes casos 

teríamos: 

'i'(R) ~ 111 (R) + L ,.!L. {dR'G(R.::R') ó(r!-r~) 'P (R•) 
o '"'l. J l. J . , 1 J o 

(3) 



... ... 
. 1+0 

s~ndo a n~t&çi~ A que vínhamos a~otaudo~ 

. . ~· 

6Z 

.•' 

Noutra linha de ahor· dagem, . b~m;lmais ft .. tttíferat . 

par~ aoluç~es de {lV.2) poderfamos supor 

ficando a equação original na forma 

A { \" • ·li~ i . } • r .. a .. ó (r.- r.) 'V LtJ J 1J LJ ~ J O 

o v. 

l• .A~P •• • L· .a .. ó(r.•r.)., 
. l.J l.l 1J 1J l. J o 

Co~o A • IkLk podemos · fazer 

com L .. 
l.J 

A • 1i. Lj ~ Ik+i.jLk .• Lij + Aij 

operando apenas n~& Vé~iiveis r. 
l 

e r. 
J 

e 

apenas nas demais. 

I 

Supondo ainda cada •·. separivel na for~• 
l.j 

ij ij 
tfl, • (R) • f (R ) g •• (R •• ) 
lJ lJ 1j 

a (IV.S) ficaria 

r . . { g .• Aí j f i j + f i j L .• g • • ) "" L .. a. ' ó (r .... r . ) 'fi (R) 
1J l.j 1J 1J ~J 1J 1 J o . 

( 4) 

(5) 

tanto f como g são arbitrárias; podemos então particul~-

rizar a primeira émpondo 

.. o ( 7) 

..;. 

ficando a equaçao original na forma: 

. ' 
í, 1.f

13 L 1~J'g{j • Í· .a .. 6(r.~r.)' 
L ~ . l.J 1l 1 J o 

( 8) 

'------------ - _ . ~·-
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Est~ndo · as f determinadas pela (IV .1) · a 

~ 

(IV . .,&) seria a equivalente exata da mas~ nao fler:!. 

a mais, etn geral j a coe fi cientes cons tant:es ~ o que~ à pritrtei 

ra vista~ parece embaraçoso. No entanto 1 . poderfamos deixar a 

responsãbilidad~ de satisfazer e'\Ten-tttais coildiçÕes de contar . ....... .... 

ttô ao donjunto das f,. e optar po:t uma solução particular da 

(IV.S). Para taato seria suficiente impor 

ou 

.fijL .. g .. ~ a .. 5(r.=r.)f 
1J 1] !J 1 . J o 

G ,, (lL.;R!.) 
J.j 1J lj 

do operador L •• o 
lJ 

o que, ea geral, i aonsidaravelmente ~ais ficil que a deter-

minaçio da funçio de Greeu G(R;R~) do operador A • Feito 
I 

isto terr amos; 

g •• (R .. ) = a .. Jc.r!rld6(r!-r!)G . . (IL . ~R~ . )o 
1j ~J íJ 1 J 1 j ~J 1J l.J 

' ( 10) 
~.,::. .. ~ ~ ~~ 

{ ~' (Rl..~ Ri ~ /f:tJ.-R-'-J)} 
$ ':to f ij). - \-

e, finalmente a soluçio do problema inicial dada por 

. . -·· - t' "'ij,.. ii . 1" ~, \f (R) ..., Í .. w ; , - 1. • , _,_ \ R ) " g • . - , .K. • ) "" 
~j-~J ~l.J ij l.J 

to ;ij /d r..s t~(· t t}"' ,.R -.,t }"' fRij -~i } 'fij,Rij) J .. a ..... r.ur.o r.-r , ........ ... :~ ... . +·~· · ~"""-·· 1 \-
~l.J l.J 1. 1. 1. 1. l.J~ l.J' l.J o' • lJ 

ou~ efetuando uma das integraç'úes li mediante o ·emprego da pr2_ 

< d d ~ d i! . . ~ . • ""' i! • ·'I> f ) prte a e ua elta sób ains1 de 1ntegraçao tii.~ · : 
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lj . 
Y (R) .. } ~ • li~· . .,. \' . , f • g. . • 
. . ~1J 1J . ,1~ 1J .. 

~ . . ijf· . tG ("' . ·""'') · ,...,.i~ Rt )/fij(Rij) 1.11-a: ~ •. t · dr • . ~" a. .. ~~,a.· ~ '\.~ t ·~ · 
"'lJ 1J . • . 1 lj . lJ . l.J o . . .·lj ·. 

r. 
J 

... -.n ao s ao a r-guraen tos das 

podemos retirá-las das integr&isfj s.i.m~lifica:n4o ~ soluç:io: 

'H lt) "" I. ,; a • . f d r: ! G • • (R •• ; R1t ! ) 111 (R~ j , R .! • } . 
. 1.;; -l.J l. l.J , :L.J . .L o . 1.1 {11) 

Se~ . ~m _ adiçâoi .as co:nd:iÇóes . ~e <Ú'>fit.orno do pl;óblemá p~r:miti-

'i'em que à 

pl.smente: 

soluçâ.o · '1 (R) 
o 

-A . condiçãó . dé r:e~arà~ilid4de .'dá ! (R) · parece ·. o ' . 
n~-be&t~ãr.ia aO' passo rêpre&etltad~ pela .· · {!V.H>) embora no ê.!,. 
. . . 

tigio fin.&l ... {IV.ll) ~ ·e11ta ~o~dição . seja .dispetuivsl: ê S,!! 
i 

fi (:i ente q.ue" e~itaa alguma tr~Ul8 fortnaç.~o de eoordtHl.AdAS que 

trtuis form~ a r · e~ funç_ão sep_ arável~ o 

Admitido que ~ (R) 
·o . 

é separável ou admitido si~ 

1 • . . . -· i j !!r -. . o .t~ . • • d 1 p 1smente que n To- TLsJPO emQs provar que rea m~nte 

a (IV.ll) 
~ ~ ~ 

e uma l'!Oluç.ao de . ~IV.Z). À prova e feita median 

,.. Y •• a, .Jti!:d{L,,_G .• (R •• ;Ri'.)}'f + 
~~] LJ ~ ~J 1j ~j 1 O 

\" . ( d , ,. • 1!> ! ) { - i j (,...i j R ' · ) } +L' .a .. r.G. ,~;_R. •ja •• tt li" . 1\. ·· , •• . 
1J ~J· 1 1J ~] 1X O 11 



ou 

Poder~se=ia imaginar que as ~ondiçÕes de eontor~ 

e 06 lfsicamente isto .aia teria sentido poi~, 

s~guudo McGuira2 9 t ; de se esperar ~ue a funçio de onda de 

um conjunto de N 
~ . ~ 

parttculas passe.a ser a funçao de onda 

de N-l partÍeulas cada ve& que u~a delas é remetida ao ia-

finito deixando assim de participar do sistema. Fica a s sim 

evidente que qualquer ~ue seja a condição de contorno ~ fiai 

camente aceitável - imposta sobre a 'r (R) 
o 

"" 8 soluçao final 

da . (IV~2) seri sempre da forma (IV~ll). 

. 
sugere, 

juntamente -com a prova da nao necessariedade 

de da ' f eita ao final do parigrafo anterior, que todo mo 
o 

delo do tipo: 

A 'f (R) (13) 

com 4< (R) tal que 
' . 

A 1 J cp (R) ""' O Ti _i !' j 

teri soluçio ezata da forma 

"'(R) .,.t" j.t ...... (" • e ) (Rij . ~ ) • J •• a, . .... r.~ .. ..-. ..• R,. 4> ,R •• 
. "'l.J l.J 1 1.] 1]' l.l ll 
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A pro-qa ~ imedia.~a se!ido feita -m~diante a ~pli~açãó. d·é A· .:SS}. 

. b.~e ail!bcà b$ memín':Os . d•· {1V .,t -4) ·. · e. · u~ o dJu . p rcipl:'i.&&sde~ .,:, i.m:... · 
<' i. ··.-··. ;.. .'.-~- .• . ,. '-~_.;_, ··.· .. ,. ·: ~--~:-·< ·; . .: ~ .. --~~~~;;~;~y."j:·_ :: ':••,:. 

·posta~·, .li · t: .'.. ·.· 
Fit:a étttâo de&.on&t·rado que qualquer mddelo como 

. . 

(IV.l4) t cada vez qüe se ~~ubei re~o~ver • problema- a~ no 

mixi~o seig dimensões ;_. :· ·: . 
l..;G ~ .(R .• ;R..~~) · e ê(r .... r };)&(r.~rjf) (15) 
. ·tJ !J lJ· ... 1,1 .. . l.. . i. . .· J '': · .. ·, . 

· Vale a pena observar ~inda que modelos mais ge-

r&is ccuno: 

AV(I~) • Í· ~ ài.(R,.).õ(r. ~ r.)+t·<a) · 
.· .).J J l.J . 1. J J . 

(i 3') 

pre que 

da G~een dada pela 
i 

f(R) • t . .'j d r ! a • • ( R ! j ) G • • ( R i . ; R !. i ) + + ~( R i j ~ R ! . ) 
L 1. j . 1. . 1. J 1 · 1 J . J 1 1j 1 1 

I {16) 

sendo a prova imediata · seguindo-se os mesmos .... . 
tram1.tes que os 

Consideretn08 um modelo, fisicam~nte pc>uco real. 

m~s, de a~plas possibilidades no que diz re•peit~ ã visio 

qu~ pode _fornecer para p-roblemas semetharttes · e· !ílêtodos '!Ilitte-

. ~ : -·. -· . . 
,. . ~ 

•• ,\ ">!' .. 

. ·.~· , .. . ...... ;. , ... . :~ 

,· .. · . 

• '!_.' 

...... . ·,. ..; . '-·-;-· ·-~.,- . -- ··~:, 



cap. !V 61 

(16) 

I natural interpretar que a (IV~16) 

. . . . 

.al ~ sendo que duas -à .as pa:rt!cu1 as~ a 1. e a j , · · in te r agem 
....... 

lista11 que 

qu.àndo 

~ 'R) - •nij L ~ } -r •• , · + ~i·la. ,o.;v• l.J · .. J 1 j 

r , + b . e r . -J> b • , co m 
~ 1. J J 

tij · ( ij L · . ) 
J• .. · + • ,. . R ~ u • r~ b • 

. l.-j l. J 
"" o . ~ . i J j • b 

Isto ê ~ supondo que quando ~s p&:rt f cul as 1 e j são u con.-

b ~ 
1 

e b. ~ as: demais 
J 

par~ 

tículas do sistemà ignoram o acoute~imertto e eontinuam ince~ 

ragittdo da forma usual~ ~ntio poderemos construir soluç~es 

exatas da (IV.l) que assumiria a formal 

desde q.ue se imponha que as soluçÕes devam satisfa:z:er condi-

... 
çoes de contorno - de certa foraa ±~traduzidas aqui ad hoc 

- de que 1obre as frortteirss não trsicaa do problema elas a-

Aqui c- t~t. (Ri . ' o . • 'r,' 
l. J . J 

representa 

ce na ·origem e 1acea n~s hiperplanos r. ~ r .• Estas condi-
:t J 



ve:t que elas """ as fÍsicas ..., se-riam imposta~ sobre a base. ' da 

hiperpirimid~ completando, do ponto d~ ~isca · da anilise~ o 

cerco da regiio de~~ro da qual s~ resolve o protilema matemi-
. . 

ti co~ 

IV~4} Splu~io do _problema A, .. (a) a a • • 5tr 1-~.)! .• {~) 'i! . . 1 j . . ·. l.J J . l J . 
. . 

m ~ ., a IM 

Dada 4 form~ do ope~ador A pod~ad~ ) ieparar va

ri ãveis supondo 

ij ij .·· . 
! .. (1\) • f . (R }.sg •• (IL.) 

. 1j . . . . . ' l.J ~ J 
donde 

( ,. r ij . · J ij "A'P
1
. _

1 
•. R.:t "" LA + · L • • f .. g •• .., 

.. l.j _l.J 

. • ij.tóij . fijL "" .· g· •. • '"' l: .+ . i. • g • • * 
1J . . . . . .· J lJ 

:S. · i:( . . ) f. ij 'Ri)} · .{R ) a .. u r,.-- r. 1.~ ~gi •. . 
1J . 1 ·. J l 1J 

Escolhendo o conjunto { fij(Rij)} tal que satisfaça ao sis-

-ficamos com a e~uaçao 

L . . g • . (r • • r . } =: a . . o(r . -r..)e~ . . (r.ar.) (18) 
1.J ij l . J . l.J l. J 0 l.J . 1. J 

que, ba.sic~unente é um problema de dois · corpos .. 

Este artif!cio nio si conduz i soluçio do probl~ 

ma, co~o fornece aquela soluç;o canvéniente satisfazendo 
i ~ . 

A .., I!' • • ( ~) "" O 
.. 1 j ~ 

-ua ad a na se t: ç ao 

es tudcl. A deterud.ttação final da$ 

(IV~ )) . e que motivou o seu 

pod~ ser feita atra -
. · ,· .... .. · : . ~ . ' 

-... ~ . 
:;._ ;.;-.. · . '•' 

. .. ..- . 
--: ..... : : ., ~ 

... ·· •-· ~- ~- ~- •• -. ·.·: -: 7' ,: :... '-.· 
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r ... ~ .... .., u 
l 

.. j i 

i" + r. l<it u, -' 1 J J 

... 
a equaçao (IV. 18) 

que ê do · tipo (1!~23)• Se V, (r.i é 'fl.;.___ :& . eon$tan.tês."" prohl!_ 
L . _,.1. . . -'--

iliá iivt:~- ·ã met1os dá iiu~é:taç'ão déttlfot'mé - t!i'tt:~o·_.:'~\,ifob1eÍn4 · 

,_. .. · .. ··, ·. 

: ,. 

(20) 

descravendo o movimento de um g;s de N ~&rt[culas de mas-

e~t.eruós através· de PE, 

tenei4is V.(r_) e tad••s menos uma~ a j~&sima p8rtf~ula$ 
l. ~-

itt te.ragin do ~i a. deltas com a Ült.i!lH!o 

ui ... r . -. ... 
:í. "'m 

u · .. r 
m m 

-. . .,· .,.-_ 
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. . . . 

a · (tv.:zoj · . as~tune ã forma: 
, .· .. 

it (ti) ~ f.a~ &(u.)t (U) 
nt i1 :un 1 m 

..... 
·Green de A .. 

Caso não exista li ' interação de campÓ é~ terno 

v1 (~1 ), T seri da ti'a de A w i.;, 

70 

(21) 

e a (Il/.20) serâ do tipo (tL23) e, port:ánto 11 sempte ex_! 

_· .,. " 

ta~ente soluv~l. 

~e~~ L: Dado o conjunto soluçáo do siate-

ma (IV.20) t pode~os codstruir .uma soluçio de (IV.l) da 

form~t 'f(R) • }.n· t ('R), iH~mpre que · sobre ele se impuser a CO!!, 
• n . . -

di~ão 
r i i · 
L ~ (R itr.) • f.(R ,r,) 

n n . J ~ J 

Realmettté, neste caso, aplicando 

'(R) assim definida~ teremos: 

Af(l) * Aintn(R) ~ InA~0 (R) • 

ou, p~lo uso da propriedade (II.6) da delta 

... r. al. ô (r.- r ) v Ül) · 1.n n l. n 

(22) 

A · sobre · a 



.. , . 

1:1 

çeo .da. soluÇão e:ga.tá do problema geral pio.p.osto em: (IV .. l) 

'rest#nds, éomo unico p(lnte) . de~ d,ifieu1dB.rte (prâd.ca) o câl .cu= 

lo de cdtHiiç~es de · contorno CQm·Q ;;s {IYe2l) t rta :hton:t~ir~ 

aia ftsiaa da problema. 

. . "?' "/ ' ? -·'1! . · ··,:wnr · ...,....._., 

_ .. , -~·. '· . 

d~ boiÚllts~ entio ~ imperativo~ ·do. pottt:(; de vi~t:a quâncico. 

qu~ .admita s·olttç:Ões tÓtalmetttlà ·sfm.étrie·Aui . frettte a permuta"" 

~~ão dê .. ·duas . quai$~uer p,u:tí eui.~fs ~ 

quE! A .. ·.~~ja tfi~êt ':d. ct\ .. fren.te permutáçio de v~rii.veis. o ~ue 

. 'implica 

iii) a.! 1 ..:. a li mest!HlB a.mplitudes de intetaçio p~na ...... . 
qualquer part[c~l•~ 

-: .... 

·~ .. ~.: ... 
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tria na int:etaçâ<J binária deltiformêe lbta contudot .. dada a 

simetria rt~tural d.o funcional d~lta- s{'r: ~ -r~} ... õ(i;-:-:c-1 .. ). -
.. : 1 J . . . J .. 

e dada a: · imposição iil ) jâ feítà aei!ilá,. s~mpre &éri· sfmi"'" 
trica ft"ente a pe:tmuta:çio da ;variãv-eis., Não seria portâ.nto 

V. (r.), que 
:r. l. 

•' . . . : 

çâp. de ·duas particulas . qu.aisquêr. E-m s.uma. esculhidos 

».: • K. : ill!. M, . {'lV ~: t) néees_sad.s.snanté ,.,. : pára · ... . -~ 

~te~de~ ao princrpio de . ~xalu~io d~ ~auli- de~e~i' ad~itfr 

sol~çio. ~im,~rl~•~ 

com. 

. . . 

· ~ . +· (lt) * ~ ~ a . . ·6 ( ri...;r. )4ti (a) 
·. ' :t 1 . . /. J 1J J .. 

L. dadó pela 
!. 

(1V.1') 
I 

a menos · 4a ~articularizaçio 

'· 
(23) 

i) 

aeima. se totalmente eimitriea~ frente a permu~açio - de
1
vari• 

... ' ivêis ~ se :r ao também. solu.ç~o de 

onde A"" lil.." t.. l. 

ÂV.(R.) ..;, af . . ô(r.-Í':.)IV(R) 
. l.J l. j 

(24) 

R.e almente; atendidas estas eondi çÕes, te remos: 

Afk· • r, L . • ~(R) - ~ t . L:t,(R) • 
-1 1 ~ '1 1 1 

àj aS . . ô ( r . ""'r • } ~i (R) ~ 
"'lJ l- J 

No sistema (IV.Z3) _, pot su.a v-e:!:• somente a V.!, 

. ·-.. · .. :: 

.. ·-.. •· -. 
'•. 

. ~ ' .. 

:.·· 

.. 
. .......... :.. .. ~.-\ ..... ·:-·:.~-~ -~ .... :······ 

-" ·' .· .;., . 

~- ......... ~-



. ~ ' : .• 
·> • .. ·-'~ \ . 

.... - . · .. 

,•\-

,.-..~··· '~ .. _. _.:-·· ,._. 
·J. .. .. ' ,.>, ~.: • • ~- ' ',_ : I ·, 

.- ... .· ~-. . 
:·.- "/:.:.; .. . . . ~ ~- -.. 

' párti~ip~ 'd~ ~-p~i~dôt' )Íif~·reri:éi~ü ~ os'''demais . r,:' 
J 

eompat'ecem i equação ru.ip.tàlid.tde de simple.·s pa.râmÇttroa .. . As"" · 

,':. 

. (.25) . 

· otidê e.;tda G, (r,p:'.) = . G(:r,p,··.) 
_. l. l. ' J .. l. J . 

.., 
e . gati~fa• equaçoea .co•o: 

tem ·.>1 forma 

t >.+ G(r1~r) G(r1 ;r2) G(r
1
;t

3
) ~ ... G_'ri ;tN) I 

f . 1 I 
. I 

~t-r 1 
G(r.;:;r

1
) .. >;+G(r

2
:r

2
) G(t'2;r3) .... ·a(r~;rN)I 

I . .., , . . 

h.( R) · N"'"1l G(r 3 ;r 1) G(r 3 ;r2 ) }, +G (r~; r 
3

; ., A - o • ~ G(r~;rN)I 
.j . 

I ! 

I I 
~ ~ ~ - • • • ~ J I • • ~ • ~ • ~ e ~ d . ~ ~ ~ ~ . ~ - ~ ~ . . ~ . ~ . ~ . ...... 

t 

' . I 

I G(r~;:r 1 ) ""'r ·r ' .. G(:rN;r3) j il s :\+G( rN; ~N)i u- , N" 2" 
·! 
I 

(S . . õ) 
. 1. 

c om a éoluna . i substitu -
. ida pela ~o l uaa ~ aqui · r~preseatada e m tormn de linha - .: 

. . . -~ -~ ,. . . 

·. ·· t+~r(ii , ·· ~ :l) 

-;-_ 

-;.·:, ··.· ... ··,: . . .. ·.· :.·:.· 

,. -- ,. .. -~--- ·. ~#-.. :~: . .:__: -~ ·-.---~~ .... ~~;..--~~_-,.-: ... -.-~-~:~~ • ..:i....- :- - _. .. ;..-~"~·-··#~- ~" . . , . .. ... _ ~. ·: - . ·• . .-· :- · .. : . 

.. __ . 
•• ;_- ,_,.,., -· -~ ;::"':"_,_.,..:.:..,,~•," o,J' • •:--~~--··~ '• .... :.: ••• 
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-râ a forma 

74 

Nestas condiçÕes~ a solução de (IV.24) assumi-

~(R)= a" . G(r.;r . )(S,c.)/~ 
L j ~ J 1 

(26) 

que dever~ ser escolhids totalmente simitrica ~e modo a nio 

depender do fndice i • 

IV-7) Existência de solução separâvel numa soma de parte dei 

ta in~eragent~ com soluçio do problema sem deltas. 

Retomemos o modelo geral (IV.l) e suponhamos 

que sua solução seja separável em 

com 

e 

I!' (R) ;ssiJI 
0 

(R) + V l (R) 

A'!' (R) ,.. O 
o 

v .. 
lJ 

(2 7) 

(28) 

Substituindo a (IV.27) na (IV.l), esta Ülti-

ma se transforma. mediante o uso das condiç~es (IV.2S), em 

A'f
1

(R) =r. ,a .. ô(r .. -r.)'t' (R) 
l.j 1] l. j o 

(29) 

que i do tipo (IV.2) e, portanto 1 admite solução na forma 

Analisemos cada uma das possibil i dade: 

i} Substituindo a (IV.J) na (IV.27) teremo~ 
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oüde ~ (R) é algu~a outra solução geral do problema homog~ 
o 

neo Al (R) ~ O • Como se trata aqui de determinar soluç~es 
. o 

as mais gerais poss!veis~ podemos escrever simplesmente: 

(30) 

para soluçia de (IV.l) depeodent~ de funçio de Green de A. 

desde que se tenha 

'\ . . a .. f dR' G (R· R • ) ô ( r!- r~) 1!1 (R' ) j ""' O 
t.lJ l.J ' 1 1 o r =r ~ k n 

condição que certamente eerã atendida sempre que escolhermos 

G(R;R 1 ) tal que 

' ' i Gt.R;R )Ir. "'"r 
!G n 

'"" o ( 31) 

ii) A segunda forma alternativa de solução ~erâ 

substituir em (IV.27) a (IV.ll) ficando E'!nt'io 

lf' (R) .,. lf (R) + L .. a .. f d r! G. , (R •• ; R~ • ) .. 
O 1) l.J 1 l.J 1J L~ 

(32) 

Também aqui, para atender ãs condiçÕes (IV.28), devemos im -
por tondiç;es sobre a funçio de Green que no caso poderiam 

se r: 
ij . 

Li·a .. fdr!G,,(R .. ;R!.)'f (R 11 R!.)II • O (33) 
J l.J 1 l.J l.j :tl. o 1.1. 1 I;k =rn 

qualquer que sejam k e n • Uma condição suficiente para 

a. 

• 
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s a t i s faz e r a (1V .. 33) seria G. ·I "" O o que teria senti
iJ r =r 

k n 

do desde que G. • 
l.J 

fosse escolhida na forma 

G . , ( R ; R ! . ) ... ~( R) + G , , ( R • • ; R! • ) 
lJ 1J ~J ~J ~J 

CO til alguma solução particular de L •. 
l.J 

:tendo~ 

I 
+ G .. (R";R!.)j 

l.J lJ l.l. rkllillf' , n 
... o 

( 35) 

satisfa-

(36) 

qualquer que sejam k e n. Nestas condiç;es a soluçio de 

(IV.l) seria então 

'ii(R) ""'lf
0

(R) + }: •• a.jfdr!G.,(R;R!.)'!' (Rij,R!.} 
l.J l. . l l.j !l o 11. 

com G.. dada por {IV.3S) e satisfazendo 
1J 

G .. (R;R!i) I * o l.J 1. r ... r · k n 

qualquer que sejam k • n , i • j e R! .• 
:Ll. 

( 37) 

.' ( 38) 

IV•S) Existincia de soluçio separivel num produto de pa~te 

Seja o modelo (IV~l) .para o qual suponh a mos so -... 
suçao na forma 

'!' (R) "" tp (R) !V {R} (39) 

Veremos como, particularizando de urna ou outra maneira a ~ 

ou a ~ • . o problema se reduz a outros com vantagens. 

l~~~~ 



. cap. IV 

i) L2vando êm conta a forma particular de A e 

~ y · { }t • ,r. \ "" + d-L W k" k, "'' 'f' 't' k . 
( 40) 

para os problemas unidimen8ionaia. 

(41) 

A (IV.l), para casos unidimensionais f assume então a forma: 

r ( x; 1V) + + ~A*' ... ): . . ai . ~ ( x . -Jt: • ) .. :p 
lJ J l. J 

{42) 

Se particularizarmos ~ impondo A$ ~ Oj sem outro vínculo 

adicional, podemos redu~ir a (lVo42) 
... 
a 

r{X;$)~ - Iijaijó(ii-xj)~ 

desde que s~ imponha 

tj>(X)Ix .... x. u 1 
l. 1 

(43) 

v . . (43') 
l.J 

e a (IV.43) com (IV~43 1 ) i ~ equivalente de (1V.42) que. 

dimensionais. 

.... 
aqui adotada ad hoc nao 

prejudica a condiçio de contorno do problema ffsico que no 

caso ficaria sob responsabilid-ade da t~~OO 

O problema (IV.43) i do tipo (IY.2) ou sejat 

... 

+ 
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um modelo para~quintico quando r tiver forma com ca 

yk dependente apenas da variável 
da 

xk. Sua solução pode ser 

imediatamente determinada na forma (IV.3), urna vez calcul_! 

da a G(x;X'), aqui função de Green de r. 

SoluçÕes na forma (IV.ll) ou (IV.l4) podem 

.. 
ser pesquisadas, sobretudo para o caso em que L. 

l 
e opera-

dor de partícula livre unidimensional, situação em que 

pode ser escolhido dependente apenas de 

este caso particular teríamos soluçÕes do tipo: 

onde 

tirar 

4>(R) =L· .a .. Jdx!g .. (X .. ;x!.)lji(Xij,x!.) 
lJ lJ l l.J lj ll ll 

.. 
g .. e tal que 
lJ 

(y. + y.)g .. (X .. ;X!.) = ó(x.-x!)ó(x .-x~) 
l J l.J l.J lJ 1 l J J 

ii) Alternativamente, da 

r(X;lji)<Jl =o com 

AIP(X} =L· .a .. ó(x.-x.) 
lJ l.J l J 

(IV.42) 

i 
4J(X ,x.) = 1 

J 

Para 

(44) 

( 4 5) 

(46) 

A (IV.45) seria um problema sem deltas (que ad-

mitimos solÚvel mediante alguma têcnica conhecid~e a (IV. 

46) um problema com deltas que ê solÚvel medi ante a inver-

-sao do opera~or lambda. 

iii) Uma terceira possibilidade seria, na (IV • 

42), incorporar 
.. 
a r a parte de A fi c ando 
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a (IV.42) na forma 

r ( X ; tjJ) cp + cpH iP "" L . ; a . . ó ( X • -X • ) 4> 1jJ 
o l.J ~J 1 J 

(42') 

com 

r ex; w> 

A (IV.42') poderia novamente ser abordada como 

em i)' ou i i) acima. Cabe salientar que ao abordar a (IV ,42 ') 

seguindo a sitemãtica ii), a equivalente da (IV.46) p as s.! 

ria a se~ basicamente, uma equaçio de segunda ordem a coefici 

entes constantes, o que simplificaria ainda mais o problema. 

IV-8) SoluçÕes para modelos em derivadas de deltas. 

O interesse na introdução de modelos com deriva-

das de deltas baseia-se, sobretudo, nas consideraçÕes feitas 

ã página 18 (cap.I) onde se comenta ser idiia corrent~ uma 

espéc ie de equivalência entre potenciais pseudo-funçÕes (paE 

tes finitas) e combinação linear de deltas e suas derivadas. 

Problemas de um corpo como o (I.l) -sao exata-

mente solÚveis pois, na verdade, -sao casos particulares da 

(II.26) cuja técnica de solução está dada ao final de capf-

tulo II. Cabe salientar, contudo, que sendo A =H - E H 

operador de segunda ordem, então A será também de segunda 

ordem e a máxima ordem de derivação permitida sobre o s del-

tas sera um. Consequentemente o modelo (I. 1) só pode ad-

mitir deltas e derivadas de deltas para que seja solÚvel. 



• 
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-Em problema d& muitos corpos serao exatamente so 

lÚveis os modelos para-quânticos com derivadas primeiras que 

sejam do tipo 

AI{I(X) = I · .a .. õ (x.-x.)~(X) + 
1] 1J l. J 

I .. a!.ô!(x.-x.)~(X) (47) 
1] 1] 1 1 J 

quer mediante uso da função de Green de A ficando a solu-

çao na forma 

'!I(X) = I . . a .. f4X'G(X;X')ê(x!-x!)ct>(X') 
l.J l.J l. J 

+ I .. a! . f dX' G (X; X') o ! ( x! -X! ) 4> (X') 
l.J l.J 1 1 J 

( 4 8) 

quer mediante função de Green de L .. 
1J 

ficando, neste caso, 

a solução na forma 

'l'(X).., L··fdx!dx!G .. (X .. ;X!.)(o + ó!)4>(X') 
1] 1 J l.J 1J 1J 1 (49) 

Sendo que, com esta restrição ã primeira ordem de derivação 

nas deltas, existe a primeira derivada das funçÕes de Green 

e podemos reescrever a (IV.49): 

o/ (X) "' o/ (X) + L .. a! . f d x ~ G. . • (X .. ; X! . ) 4> (X i j , X! . ) 
l.J l.J l. l.J,l. l.J 11 11 

(50) 

onde if(X) ê a solução (IV.l4) para o caso unidimensional 

e G ... (X .. ;X' .• ) 
1],1 l.J l. l 

e a derivada de G •. 
1) 

em relação a X • • 
l 

Destas consideraç~es a respeito de modelos para-

quânticos e fácil concluir que continuarão solÚveis apÕs a 

adição de termos em primeiras derivadas de deltas, os mode-

los cuja solução dependem basicamente da solução de modelos 

para-quânticos. Nesta categoria agrupam-se os modelos trata-
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dos nas secçoes (IV-1) , {IV-2) e (IV-7), com a Óbvia 

restrição de que as condiçÕes de contorno para 'f sejam 

tais que excluam a possibilidade do aparecimento de termos 

d o t i p o { a 2c ( x ; x ' ) /'d x ó :x ' } I , p o i s s e m e s t a r e s t r i ç ã o 
x=x 

s i 

os modelos com derivadas de deltas nio permitiriam soluçio, 

como facilmente se depreende do exposto na secção (II-4). 

• 

• 
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C A P f T U L O V 

N-CORPOS: INTERAÇÃO DELTA SUPERFICIAL 

V-1) Formulação do problema. 

Pelo que veremos abaixo, sob este tÍtulo se agr~ 

pa toda uma classe de problemas envolvendo potenciais delti

formes. Uma característica essencial de todos eles ê, certa

mente; , a presença de produtos de deltas. Tais potenciais re

presentam, em geral, uma interação somente quando duas ou 

mais partículas se encontram num mesmo ponto de um subconju~ 

to - em geral uma variedade diferenciável - do conjunto (es

paço) de definição do problema. No que se segue representar~ 

mos este subconjunto de definição do problema por S • 

Dentre todos os problemas de interação delta su

perficial o que apresenta maior interesse, do ponto de vista 

da FÍsica, é aquele em que duas partículas sõ interagem qua~ 

do se encontram juntas em S • Nos enunciados que se seguem 

apresentaremos, para cada caso, este problema de interação 

binãria e o caso - mais acadêmico - de interação N-âria. O 

Último é o caso extremado em que se verifica interação somen 

te quando todas a s partícul a s do s i s tema se encontram juntas 

em um Único ponto de S • Os casos intermediário de intera

ção ternãria42, quatern á r ia, etc, embora de formulação imedi 
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-ata, nao apresentam maiores interesses ao nosso estudo. 

Aqui e no que se segue, salvo observação em con-

trãrio, continuaremos com A da forma que vfnhamos usando 

nos capÍtulos anteriores. 

1) Formulação de problemas unidimensionais: 

Em problemas unidimensionais o conjunto S -ser a 

composto unicamente dos pontos a e/ou b ' 
extremos do 

segmento de reta de definição do problema. 

i) Para interação binária o problema de intera-

-çao delta superficial - melhor talvez seria "delta puntifor-

me" · - pode ser enunciado na forma 

A'!' (R) = I .. a .. õ ( x.- x.) ô ( x.- a) IJI (R) + 
1J 1J l. J ]_ 

+ r .. b .. ó(x.-x.)éi(x.-b)'i'(R) 
l.J 1J 1 J 1 

' (1) 

e a interação de amplitude a .. 
,l. J 

so acontece quando x. = x. 
1 J 

= a e a de amplitude b .• 
l.J 

qua!!_ 

do x. = X • = b t a e b extremos do intervalo de defini-
l J 

- do prob l em a . çao 

Uma poss i bilidade ainda, generalizando a intera~ 

ção delta superficial, ; introduzir m pontos de contacto 

representados por ak , k variando de 1 a m , 

o modelo, a forma: 

A IJI (R) 
m 

= } .. \k a~~(x.-x.) ó (x.-ak)'t'(R) 
w1J i lj 1 J 1 

assumindo, 

(2) 
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A (V.l) ê. claramente, um caso particular deste Último. 

ii) Jâ o problema de interação N-ãria teria enun 

ciado 

com casos particulares como a (V.2) • Convêm observar que 

para Na 2 o problema (V.2) ê idêntico ao (V.3). 

2) Formulação de problemas bidimensionais. 

Quando o espaço de definição do problema ê bidi-

mensional o conjunto S serã, em geral, a união de vãrios 

segmentos de linha, cada um dos q~ais derivâvel no m{nimo a-

tê segunda ordem. Esta imposição advêm do fato de ser S , 

por hipÕtese. a fronteira fÍsica do problema. Disto segue. 

em adição, que s deverã ser conexo. 

Sem limitar e~aencialmente o alcance do modelo, 

adotaremos, para S , o conjunto dos pontos de arcos de cu~ 

vas dados por y = fk(x). Com estas hipÕteses. o problema de 

interação delta superficial a duas dimensões será enunciado 

como; 

i) Para interação binária: 

m k 
A'l'(R) = Iki .. a .. ô(x.-x.)ô(y.-y.)ô{y.-fk(x.)}'i'(R) (4) 

1 1J 1J 1. J 1. J 1. 1. 

e r. = (x. ,y.). 
1. 1., 1. 

ii) Para interação N-ãria: 
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A'!'( R) .. 
m k 

Ika ô(x1-x2)ô(x1-x 3) 
1 

.ô(yl-y2)ô(yl-y3) ••• 

(5) 

ô(y 1- y~ô{y 1 -fk(x 1 ) }~(R) 

3) Formulação de problemas tridimensionais. 

Em problemas tridimensi onais, o subconjunto S 

seri escolhido como uma parte de uma superfície z = f(x,y). 

Nos casos mais gerais s deveri ser a uni~o conexa de viri~ 

as partes do tipo acima. devendo possuir ainda propriedades 

como derivabilidade até ordem dois no mínimo, alêm de outras 

que talvez se façam necessárias eru cada problema especÍfico. 

Por se tratar aqui de formulaçÕes gerais estamos; 

na verdade, propondo modelos mais vigoro so s que aqueles na 

prática adotados. Praticamente, é dispensável qualquer gene-

ralidade maior do que aquela fornecida por f(x,y) represe!:. 

tando planos ou calotas esfiricas centradas na origem. : 

i) Problema tridimensionais de interação delta 

superficial binária, serão descritas pelo modelo: 

A'!' (R) 
m k 

a: I k I .. a. . ô ( x. - x . ) 15 ( y . - y • ) ô ( z . - z . ) ô { z . - fk ( x . , y • ) } ~ (R} 
1 lJ lJ 1 J l J 1 J 1 1 1 

. ( 6) 

onde, como a prÓpria equação revela, acontece interação sem-

pre que r. = r . 
1. J 

e ambos sobre a superfÍcie z. =f(x . ,y.). 
1. 1 1. 

ii) Problema de interação N-ária serão descritos 

por equaçÕes do tipo: 
m k , 

A'!'(R) = Ika ó(x1-x 2).$.ô(x1-xN).ô(y 1-y 2) ••• ô(y 1-yN). 
1 

.ô(z 1-z 2 ) ••• o(z 1 -zN)ô{z 1 -fk(x 1 ,y 1)}~(R) (7) 
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V-2) Formulação Geral do Problema: 

Consideremos aqui apenas o caso de interação del 

ta superficial tridimensional. Seja, por exemplo, a equação 

(V.6) com m = 1 • No caso o subconjunto S onde as intera 

çÕes se passam e a superfÍcie z a f(x,y) e o operador A a 

H - E. Observemos que o problema representa uma interação 

delta superficial qualquer que seja o tipo de coordenadas a-

dotadas. Apenas por escolha casual optamos, ao escrever a e~ 

quação, pelas coordenadas cartesianas. Se ao invés delas ti-

vessemos escolhido coordenadas esféricas o enunciado ficaria 

exatamente o mesmo desde que se entendesse x., y., z. 
l. l l 

como 

coordenadas esféricas e se tomasse a hamiltoniana H também 

expressa neste mesmo sistema de coordenadas. Se a escolha 

não recaísse sobre coordenadas esféricas mas sobre outras 

quaisquer curvilÍneas, as consideraçÕes acima continuariam 

vâlidas. 

Em v i st a dis t o sempre podemos entao adotar um 

sistema de coorden adas curvi l!neas no qual a superfÍcie fi-

que expressa por f(x,y) = O ou seja, em que os z. = cte 
l. 

sejam planos coordenados. Neste caso o problema de interação 

delta superfi cial sempre poderâ ser enunciado na forma: 

A'f(R) =L· .a .. õ(x.-x .) 6(y.-y.)ó(z.-z .)õ(z.)ll'(R) 
lJ l.J l J 1 J 1 J l (8) 

ou 

A '!I (R) = L .. a .. ó ( x.- x . ) ô ( y . -y . ) ó ( z . ) õ ( z . ) 'i' (R) 
lJ l.J l J l. J l. J 

(9) 

ou en tao: 

.....__ _ ______ __ _ _ _ _ _ _ _ _ __ - - - -



cap. V 87 

AIJ! (R) ""L· .a .. ô(r.-r.)ô(z.)'l'(R) (9') 
l.J 1] 1 J 1 

Observamos que todas estas consideraçÕes, feitas as devidas 

modificaçÕes, se aplicam, igualmente~ aos casos uni e bidi-

men si on ais • 

V-3} Modelos para-quânticos de interação delta super fi cial. 

Como no capítulo IV, definimos modelos para-quâ~ 

ticos suhstituindoJ na equação do modelo quântico, as funçÕes 

de onda exatas com coeficientes deltiformes, pela função de 

onda de um p~oblema sem deltas: 

:·fl.'l' (R) =I- .a .. ó(x.-Jc.)ô(y.-y.)ô(z.-z.)ô{z.-f(x. ,y. ) }ql (R) 
l.J l.J l. J 1. J l. J 1. 1 1. o 

(lO) 

que ; o caso geral de problemas com interação delta superfi-

cial tridimensional em uma ~nica ~~perffcie. Na (V.lO) o 

siste ma de coordenadas -na o foi particularizado e, p o r enqua~ 

to, podemos supo-lo cartesiano. Simplificando a notaçã o ·po-

demos reescrevê-lo na forma: 

fi.IJ! (R} = L .. a .. o (r . -r . ) ô { z . -f ( x. , y . ) } '!' (R) 
l.J l.j 1 J 1 1 1 o 

(11) 

O proble ma {V.ll) sempre terã s o lução exata 

quando se conhece a função de Green do operador A • No caso 

a solução ficaria 

'l'(R) ""'\ .• a . . JdR'G R·,R ')ó(r!-r!)o{z!-f(x! ,y!)}•'· (R') 
L 1 J l.J 1. J 1. 1. 1 ~o 

(12) 

sendo G(R;R') a função de Green de A • 
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Seguindo, contudo, uma linha paralela àquela ad2 

tada no capÍtulo IV para modelos para-quânticos de sistemas 

de N-corpos, podemos provar que a (V.ll) sempre possuirâ 

solução 

'l'(R) = 'f •. a .. fdr!G .. (R .. ;R!.)ô{z!-f(x!,y!)}'l' (Rij,R!.) 
l.J l.J 1 l.J l.J 11 1 1 l o . ll 

( 13) 
com 

L .• G .. (R .. ;R!.) "" ô(r.-r!)ô(r.-r!) 
lJ lJ lJ 1] l l J J (14) 

sendo L •• a parte do operador A 
.. 

depende de que so r. e lJ l 

r. . Realmente, 
J 

aplicando A '"' L . . 
1J 

+ Aij a ambos os mem-

bros de (V.l3) teremos: 

A li' ( R) = ~ . . a . . j a r ! { L . • G • . ( R . • ; R ! . ) } ô { z ! - f ( x ! , y ! ~ } \f ( R i j , R! . ) 
1J lJ 1 lJ lJ lJ 11 1 1 1 o 11 

+ L·. a .. /dr!G .. (R .• ;R!. )ô{z!-f(x! ,y!) }Aij'i' (Rij ,R! . ) 
1J 1] 1 l.J l.J 11 1 1 l o ll 

o que fornece, considerando as propriedades de 

Aij'l' • O por hipÓtese: 
o 

G •• 
lJ 

e que 

A 'i' (R) "" L .. a .. f d r! ó (r .... r!) ô (r . -r! ) ó { z ! -f ( x!- y! ) } ~fi (R i j , R! . ) 
lJ lJ 1 1 1 J l. l. l. 1 o 11 

ou, mediante o uso das propriedades da deltaHsob sinal de in 

- , tegraçao: 

A'!'(R) ""L· .a .. õ(r.-r.)ó{z.-f(x . ,y.)}l!' (R) 
lJ lJ 1 J 1 1 1 o 

como queríamos demonstrar. 

Aqui também podemos definir modelos para-quânti-

cos generalizados mediante a substituição da 'fi nas suas o 
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virias posiçÕes dentro do primeiro modelo por elementos de 

um conjunto de funçÕes 4> •• 
lJ 

todas satisfazendo 
ij 

A ~ •• = O. 
lJ 

Nestes casos toda a classe de modelos 

A '!I ( R) = L . . a .. ó ( r . -r . ) ô { z .. -'f { x ! , y!} '} 4> •• (R) 
1J 1J 1 J 1 " l• ~ 1J 

(15) 

sempre serã exatamente solúvel. com soluçÕes na forma: 

lf(R) = r .. a .. fdr!G .. {R .. ;R!.)ó{z!-f{x~,y!)}<I! .. (Ríj,R!.) 
1J 1J 1 l.J 1J 11 1 1 1 1J 11 

V-4) SoluçÕes separadas na forma de soma de funçÕe delta in 

teragente com solução de problema sem delcas. 

i) Seja o caso geral de interação delta superfi- w 

ci al (v.9 1
) • Paralelamente ao que foi feito na secção 

(IV-7) podemos supor uma solução de (v.9') na forma 

com 1\ 'f = O e 
o 

'F (R) ::o 'f O (R) + ~ l (R) 

= o 1.i • • 
1] 

ficando o modelo inicial equivalente a 

A'I'
1

(R) =L· .a .. ô(r.-r.)ô(z.)'l' (R) 
1J l.J 1 J 1 o 

( 16) 

(17) 

( 18) 

A (V.l8) admite abordagem nas duas linhas i) 

e ii) -apresentadas na secçao (IV-7) conduzindo à solu-

çÕes nas formas (IV.30) - com condição (IV.31) e 'V (R 1
) 

o 

substituída por o(z!)'l' (R') 
1 o 

ou (IV.32) ·- com condição 

(IV.38) desde que agora se entenda ó (z!)'!' (Rij ,R!.() 
1. o 11 

ocupando o lugar de 'I' (Rij,R! .) . 
o 1.1 
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Importante observar, neste caso, que a condição 

(V .1 7) pode ser substituída por outra mais simples como 

i 
'f

1
(R ,x. ,y. ,O) = O 

1 1 

ficando a (V. 9 ') - apôs feita a substituição (V.l6) 

'i'(R) 11 dada !!lrada por 

A IJt l (R) =- L .• a .. ô (r.- r. ) ô ( z . ) lfl (R) 
1J 1J 1 J . 1 o 

para 

(l9) 

que novamente ê uma equação de modelo para-quântico igualme~ 

te abordâvel mediante qualquer das formas citadas ao final 

do parágrafo anterior. 

iii) O modelo (V.9 1
) . poderia ainda ser estuda-

do via emprego de técnica semelhante ã adotada na secção 

{IV-8)1 conduzindo a equaçÕes análogas perfeitas daquelas 

que lã aparecem. Não esploramos com mais detalhes esta possi 

bilidade porque a abordagem feita em ii) 1 desta secçã~ nos 

parece suficientemente poderosa para solucionar o problema 

geral,não havendo, portanto, carência de alternativa que ap~ 

rentemente não se mostrarâ mais eficiente. 

Para completar o estudo do modelo de interação 

delta superficial é sumamente elucidativo observar que, den-

tro da formulação do problema geral dado pela (V.9') , fi-

ca estabelecido que qualquer destas equaçÕes poderã sempre 

ser resolvida pelas ticnicas de muitos c~rpos do capftulo IV. 

A razão disto estâ no fato de que a~equação do modelo de in-
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teraçao delta superficial só difere daquela para sistemas de 

muitos corpos com interação binâria deltiforme pelo t2rmo 

ô(z.~. Este acréscimo, ao contrário de - como se poderia ima 
1 

ginar - aumentar o trabalho de solução, virâ simplificar a 

sistemática, diminuindo o número de integraçÕes necessárias. 
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C O N C L U S Õ E S 

Vários modelos de interação deltiforme foram a-

presentados os quais admitem, sob condiçÕes claramente am-

plas, soluçÕes exatas. O estudo foi conduzido sob forma bas-

• - r -tante general1zada, nao se preocupando com elaboraçoes em mo 

delos particulares que neste trabalho ficam em aberto, possi 

bilitando futuras aplicaçÕes com o ?bjetivo de determinar · 

propriedades especÍficas de sistemas assim descritos. Nesta 

linha convêm salientar que ao menos os problemas de condensa 

ção de Bose Einstein com impurezas deltiformes 2 0 ficam com 

domínios ampliados frente a nova classe de modelos exatamen-

te solÚveis. Também, seguindo tendências da literatura atual 

poder-se-iam determin~r energias de estado fundamental e, em 

casos de limites termodi n i micos, a s p ropr i edades macrosc6pi-

cas dos sistemas. 

Salientamos ainda que em todos os problemas abor 

dados restringimo-nos a acrescentar, sobre a interação usual· 

mente adotada, uma interação deltiforme, supondo, portant~, 

que o problema sem deltas esteja perfeitamente conhecido. 

Este é certamente o caso dos sistemas de partículas livres 42 

além daqueles interagindo com potenciais harmônicos, propor-

cionais ao inverso do quadrado das distâncias entre partícu-

las 24 e outros mais . particulares como os de partes constao~ 

tes. 
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Outros problemas mais gerais, uma vez soluciona-

dos sem interação deltiforme, poderão ser também soluciona-

dos com o acriscimo de uma interação deltiforme, ao menos 

nas condiç~es dos parágrafos (IV-1) a (IV-5), (IV-7), (IV-8), 

(V-3) e (V-4). 

-O tratamento, salvo .algumas excessoes, foi a tres 

dimensÕes espaciais, liberdade que · se tem apenas ainda quan-

do o problema sem deltas é exatamente solúvel com esta gene-

ralidade. A medida que se reduz o nÚmero de dimensÕes espaci 

ais, aumenta o número de problemas usuais exatamente solúveis 

significando isto que a técnica aqui estabelecida terã maio-

res chances de aplicação em problemas unidimensionais. 

SoluçÕes como a (IV.3) são praticáveis também 

quando A não for separável em soma de Li's. Específicame~ 

te, sao solÚveis na forma (IV.3) os problemas com 

A = -r.(h/2M.)V? + V(R) -E 
~ 1 1 

desde que dele se conheça a função de Green satisfazendo con 

diçÕes como as la impostas. Disto decorre ainda que o ptobl~ 

ma geral, com esta generalização, terá solução exata na for-

ma do parâgrafo (IV-7). 

Técnicas de perturbação ã partir do teorema do 

ponto fixo são aplicáveis em todos os problem~s aqui trata-

dos com a vantagem adicional de se ter algumas das integrais 

- dada a propriedade (II.3') da delta - simplificadas. 
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Particularmente, um problema como o (IV.l) terã solução a-

proximada ,n , em ordem n mediante a aplicaçio do teo-

rema do ponto fixo - quando A assim o permitir - na forma: 

'l'n(R) = I .. a . . jdR'G(R;R')ê(r!-r!)'!'n-l(R') 
l.J l.J 1. J 

t f ,i ( R'i ') n-1( ,i ') "" 1.. • • a. . dR G R; , r. '!' R , r. 
l.J l.J J J 

com a reduçio de uma integraçio em cada termo, simplificando 

assim o trabalho de cilculo. 

A abordagem (IV-5) do problema (IV.20) apli-

cãvel ao caso geral mediante o Lema 1, se presta, quando ge-

neralizada, ã uma técnica de iteraçio peculiar e que se en-

quadra, como veremos, dentro das ~ondiçÕes de aplicação do 

teorema do ponto fixo. 

Basicamente, dado o problema geral (IV.l) sup~ 

nhamos uma soluçio do tipo 1}1 .. I .. 4> •• 
l.J l.J 

com 

\' •• 4> • • { Rk , r ) ,.. 4>k ( Rk , r ) 
l..l.J l.J s s s 

Nas condiçÕes acima o problema inicial se reduz a 

Ark q,k ,. }: .. a .. ó(r.-r.).p .. {R
1
,r.) 

s s 1J 1J l. J l.J J 

que poderã ser decomposto em 

i 
Acp .. ""' a .. ó(r.-r.)~ .. (R ,r.) 

l.J l.J 1 J l.J J 

encaminhando a uma solução exata nos moldes do modelo (IV. 

16); ou entao em 

i 
Acp.+l . • a .. ô(r.-r.)cp .. (R ,r) 

1. tl lJ 1. J l.J 
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encaminhando a uma solução iterada. Para exclarecer melhor a 

possibilidade, conside r emos o problema de tres corpos: 

que poderâ ser decomposto no sistema: 

A<t>
1 

= bó(r1-r3 )<P 2 

A<P
2 

= có(r2-r 3 )~ 3 
A~ 3 • aó(r 1-r2 )4> 1 

Tomando inicialmente <~>2 • '~'o solução de 

= O - substituída na primeira das equações determina-se 

que posta na terceira fornecerá 4>1 
2 

etc, podendo a re~ 

plicação ser feita ad infinitum. Para verificar que o proce~ 

so decorre da aplicação do teorema do ponto fixo basta esc re 

ver o sistema na forma matricial: 

q,l o bô(r
1
-r

3
) o <1>1 

<1>2 o o cô(r2-r 3) $2 

4>3 ao (r 1- r 2 ) o o 4>3 

... 
do tipo que e 

Au(R) = Tu(R) 

s olÜve 1 mediante 
... A -lT 

e, portanto, esta te cni c a sempre que 

for cont rat i vo. 

Pelo menos certos casos de interaçÕes delta em 

problemas de N corpos~~ serviram como exemplo normativo p~ 

ra quantização de uma particular equação de Schroedinger não 

linear45 • f uma questão aberta a equivalência formal de ou-

\ 
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tros modelos deltiformes - como os apresentados neste traba

lho - com outras formas de não linearidade da equação de 

S ch roedinger. 

f solúvel um reduzido número de casos de descri~ 

çio do comportamento de uma partfcula iriteragindo com outras 

cujo movimento é a priori conhecido. Um dos casos é o do mo 

vimento de uma partfcula no campo de atraçao de dois potenc! 

ais deltiformes cujos suportes se distanciam com velocidade 

constante~ 6 • Nossas técnicas tem este como caso particular e 

permitem tratar outros casos mais gerais do mesmo problema. 

Evidentemente a lista · citada de problemas aber

tos por este trabalho não pretende, nem de longe, ser exaus

tiva. Exemplifica apenas o campo de aplicabilidade das téc

nicas aqui desenvolvidas • 
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