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RESUMO

Esta tese tem o objetivo de apresentar um modelo matematico, para simular a dispersao de
poluentes na atmosfera, que considera a variagao temporal do campo de vento e dos coe-
ficientes de difusao turbulenta, além disso, representar uma fonte movel através de fontes
pontuais. Sendo assim, usa-se a ideia do método da decomposicao de Adomian e a técnica
GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique) no intuito de resolver a equagao
de adveccao difusao, a qual descreve o fenomeno citado. Ainda, implementa-se o modelo
proposto com o conjunto de dados do experimento de OLAD (OQuver Land Alongwind Disper-
sion) e, por fim, comparam-se os resultados obtidos e os dados de concentragao coletados no

experimento mencionado.

Palavras—chave: Dispersao de poluentes; Método da decomposicao; GILTT; OLAD.
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ABSTRACT

This thesis aims to present a mathematical model to simulate the dispersion of pollutants
in the atmosphere, which considers the temporal variation of the wind field and the eddy
diffusivity. Moreover, it represents a moving source through point sources. To reach this goal,
it uses the idea of the Adomian decomposition method together with the GILTT technique
(Generalized Integral Laplace Transform Technique) in order to solve the advection-diffusion
equation, which describes the phenomenon. It further implements the model proposed with
the dataset of OLAD (Dispersion Over Land Alongwind) experiment and finally the results

obtained and the concentration observed are compared.

Keywords: Dispersion of pollutants; Decomposition Method; GILTT; OLAD.
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1 INTRODUCAO

E notério que a emissao de poluentes na atmosfera é motivo de preocupacao mundial
devido as suas diversas consequéncias, entre elas, problemas relacionados a saude, tais como:
problemas oftalmolégicos, pulmonares, cardiovasculares e infecgoes respiratérias; além do
impacto ambiental que atinge a flora e a fauna, a reducao da camada de ozonio e o efeito
estufa. Dados indicados pela OMS (Organizacao Mundial da Saide), recentemente, estimam
que a poluicao do ar provoca morte de mais de 7 milhoes de pessoas por ano [ONUBR, 2015].
Por esses motivos, pesquisadores de diversas areas procuram compreender as consequéncias
e/ou comportamento destes poluentes. Assim, verifica-se, na literatura, a existéncia de
variados trabalhos sobre a poluicao atmosférica. Entre eles, os relacionados aos modelos
matematicos que procuram entender o fenomeno, o qual controla o transporte, a dispersao
e a transformacao fisico-quimica da imersao de poluentes na atmosfera.

Modelos matemaéticos utilizados para o estudo do fenomeno em questao apresentam
caracateristicas especificas. Entre elas, cita-se a peculiaridade dos modelos eulerianos, os
quais consideram o movimento do fluido relacionado a um sistema de referéncia fixo no
espago [Moreira and Tirabassi, 2004]. Com essa fundamentagao, nesta tese, apresenta-se um
modelo euleriano, o qual utiliza a equacao de adveccao-difusao para descrever a dispersao
de poluentes na atmosfera.

O objetivo deste trabalho é considerar, no modelo, a variacao temporal do campo
de vento e dos coeficientes de difusao turbulenta, com isso, pretende-se contribuir no pro-
gresso de trabalhos ja realizados. Além disso, a maioria dos trabalhos presentes na literatura
utilizam fontes fixas, no entanto, sabe-se que uma quantidade consideravel de emissoes sao
realizadas através de fontes moveis. Portanto, outro ponto importante desta tese é represen-
tar uma fonte movel através de fontes pontuais. Cabe salientar que a representacao utilizada
neste trabalho é um primeiro passo para descrever fontes moveis. Sabe-se ainda que existem
outras possibilidades de representa-las, porém, devido a operacionalidade do procedimento,
optou-se utilizar finitas fontes pontuais para representar o problema.

Com o intuito de alcangar esses objetivos, utilizam-se reconhecidos procedimentos na

solugao da equagao mencionada. O primeiro é baseado na ideia do método da decomposicao,
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o qual gera um conjunto recursivo de equacoes de adveccao-difusao. Nele, associa-se a
técnica GILTT (Generalized Integral Laplace Trasnform Technique) [Moreira et al., 2009b]
para resolver tais equacoes. Ademais, implementa-se o modelo proposto, com o conjunto de
dados do experimento de OLAD (Quer Land Alongwind Dispersion), para comprovar sua
viabilidade.

Sendo assim, esta tese estrutura-se da seguinte forma: o capitulo um traz a mo-
tivacao e os objetivos do trabalho, além de mencionar o experimento utilizado na imple-
mentacao do modelo; no capitulo dois, tem-se uma revisao bibliografica de trabalhos reali-
zados na area do tema abordado; o capitulo trés expoe uma breve revisao da camada limite
planetéria (CLP); o capitulo quatro apresenta o modelo desenvolvido. Esse capitulo estd sub-
dividido em secoes, as quais apresentam a demonstragao da equagao governante e o modelo
proposto; o capitulo cinco apresenta a implementagao do modelo. Nele, apontam-se as sim-
plificagoes realizadas para implementéa-lo, descreve-se o experimento utilizado, apresentam-se
as parametrizagoes utilizadas e os resultados obtidos, além da analise estatistica dos resulta-
dos; no capitulo seis, finaliza-se o trabalho com a conclusao, onde constata-se que o modelo
obteve resultados satisfatorios e conseguiu simular de forma eficiente o fenomeno presente no
experimento de OLAD. Além disso, apresentam-se perspectivas de trabalhos futuros. Ainda,
o apéndice A apresenta, para cada amostrador, o truncamento da série da decomposicao e,

no apéndice B, demonstram-se termos citados no texto.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Historicamente, tem-se uma ampla pesquisa sobre o tema abordado nesta tese. As-
sim, na literatura, verificam-se diversos modelos que pretendem descrever o fenémeno fisico
da dispersao de poluentes na atmosfera. Sendo assim, a seguir, apresenta-se uma revisao
bibliografica dos trabalhos relacionados a este tema.

As primeiras solugoes analiticas conhecidas da equacao de adveccao-difusao foram
as chamadas Gaussianas. Os modelos baseados neste tipo de solucao usam parametros de
dispersao empiricos de modo a forgar a solucao Gaussiana a representar o campo de concen-
tracao. Nestes modelos, o coeficiente de difusao e a velocidade do vento sao constantes com
a altura. Por outro lado, existem modelos baseados em solugoes analiticas nao-Gaussianas.

Roberts, 1923, apresentou uma solucao bidimensional para fontes ao nivel do solo

com a velocidade do vento e o coeficiente de difusiao vertical K, (m?/s) dados pelas leis de

T=T1 (Z—Zl)m (2.1a)

K. =K, (_) (21b)

poténcia como uma funcao da altura:

onde z; é a altura na qual u; e Ky sao analisados; m e n variam entre 0 e 1.

Rounds, 1955, encontrou uma solucao bidimensional para fontes elevadas, com o
mesmo perfil de vento, porém somente para perfis lineares de K.

Uma funcao poténcia da altura, com os expoentes seguindo a lei conjugada de
Schmidt (« = 1 — f3), para u e K, foi a forma utilizada em [Smith, 1957a] para resolver a
equacao de transporte e difusao bidimensional. Smith, 1957b, divulgou uma outra solucao

com u constante, contudo o K, usado foi:

Kz = K()Za(Zi — Z)’B (22)

onde Ky é uma constante, a e § valem 0 ou 1 de acordo com a altura da camada limite z;.
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Uma solucao muito utilizada, no Reino Unido, para o transporte de longa escala
de poluentes foi proposta em [Scriven and Fisher, 1975]. Nesta solugao, u é considerado

constante e K, é definido por:
K,=2z para 0<2<z e K,=K.,z) para z <z<z (2.3)

na qual z; (m) é uma altura predeterminada (geralmente a altura da camada superficial).
Esta solucao tem como condicoes de contorno:

Jc

em que V; é a velocidade de deposigao (m/s).

Yeh and Huang, 1975, e Berlyand, 1975, apresentaram solugoes para um problema
bidimensional de fontes elevadas com u e K, dados por perfil de poténcia, considerando as
condigoes de contorno K zé—f =0 e z = 00. Assolugoes encontradas foram obtidas em termos
de fungoes de Green. Demuth, 1978, apresentou uma solucao dada em termos de fungoes de
Bessel considerando uma camada verticalmente limitada, ou seja, Kzé;—ag =0e z=a, com
a constante. Na Italia, quatro modelos baseados nas solugoes de Yeh, Berlyand e Demuth
tém sido utilizados: KAPPAG [Tirabassi et al., 1986], KAPPAG-LT [Tirabassi et al., 1989],
CISP [Tirabassi and Rizza, 1992] e MAOC [Tirabassi and Rizza, 1993].

No trabalho [Van Ulden, 1978] foi utilizada a teoria da similaridade de Monin-
Obukhov para gerar uma solugao para a difusao vertical a partir de fontes continuas préximas
ao solo, supondo que u e K, seguem os perfis de similaridade. Com isso, Van Ulden obteve
resultados similares aos de Roberts, porém ele formulou um modelo para fontes nao super-
ficiais, mas aplicavel a fontes dentro da camada limite superficial. Esta solucao é utilizada
no modelo SPM [Tirabassi and Rizza, 1995].

Nieuwstadt, 1980, apresentou uma soluc¢ao para um problema unidimensional de-

pendente do tempo e utilizou os polinomios de Legendre e coeficiente de difusao dado por:

K, = Geu,z(1 — i) (2.5)
Zq
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onde G, é uma constante e u, ¢ a velocidade de fricgao. Esta solugao foi um caso particular
da solucao de [Smith, 1957b]. No ano seguinte, Nieuwstadt and Haan, 1981, estenderam esta
solugao utilizando os polinomios de Jacobi para o caso de crescimento da altura da camada
limite.

Koch, 1989, desenvolveu uma solucao analitica bidimensional para uma fonte ao
nivel do solo, onde o vento e as difusividades seguem os perfis de poténcia, incluindo efeitos
de absorcao de contaminante pelo solo. A deposicao foi considerada em termos de funcoes
hipergeométricas.

Chrysikopoulos et al., 1992, apresentaram uma solugao tridimensional para o trans-
porte de emissoes sem empuxo de uma fonte aérea continua ao nivel do solo, para os mesmos
perfis de @ e K, definido pelas equagoes (2.1), incluindo um termo de deposicao seca. As
funcoes de Bessel e hipergeométricas foram incorporadas a solucao.

Sharan desenvolveu outros modelos matematicos, os quais sao utilizados para dis-
persdo tridimensional atmosférica [Sharan et al., 1996a], [Sharan et al., 1996b]. Nesses
modelos, foram utilizados coeficientes de difusao constantes e parametrizacoes em termos
da distancia da fonte, respectivamente. As funcoes de Bessel e as combinacoes lineares da
funcao de Green sao usadas para essa solucao. Sharan and Yadav, 1998, descreveram o pro-
cesso de dispersao em condi¢oes de ventos fracos usando coeficientes de difusao variaveis, os
quais foram considerados como uma funcao linear da distancia da fonte. Resultados idénticos
foram encontrados com o modelo de Cirillo and Poli, 1992.

Van Ulden, 1992, propos uma solucao aproximada para a dispersao de poluentes
de contaminantes passivos liberados por uma fonte instantanea (Puff) préxima ao solo,
descrevendo o campo de concentragao como uma soma de Puffs. Tirabassi and Rizza, 1995,
usaram esta solu¢ao no modelo chamado SPM - Skewed Puff Model. Ainda, um modelo
Puff nao-Gaussiano usando a expansao de Gram-Charlier para o campo de concentracao e o
sistema finito de equagoes para os momentos correspondentes foi desenvolvido em [Tirabassi
and Rizza, 1997]. Com base nesta metodologia, [Sertori, 2001] apresentou um modelo que
simula uma emissao (acidental ou continua) de poluentes na proximidade do solo. Scire et al.,
2000, apresentou um modelo para aplicagoes sobre o terreno complexo e com turbuléncia nao
homogeénea, o qual foi denominado CALPUFF - California Puff Model e tem sido acoplado

a modelos atmosféricos.
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Observa-se que diversos métodos sao aplicados para encontrar solucoes analiticas
da equacao de advecgao-difusao. Neste trabalho, sao de interesse particular as solugoes
analiticas obtidas através da aplicacdo da técnica GITT (Generalized Integral Transform
Technique). O teorema de Cauchy-Kowalewsky garante a existéncia e unicidade de uma
solugao analitica para a equagao de advecgao-difusao [Courant and Hilbert, 1989]. Sabe-
se que as solucoes analiticas podem ser expressas ou na forma integral, como é o caso da
solucao obtida aplicando a tranformada de Laplace, ou com uma formulagao em série, como
na técnica GITT [Moreira et al., 2010]. Estas solugoes sao equivalentes e assim, a seguir,
daremos enfoque aos modelos que utilizam essas técnicas para obter a solucao analitica
pretendida.

Vilhena et al., 1998, introduziram a técnica ADMM (Advection Diffusion Multi-
layer Method). A ideia bésica desse método é baseada na discretizacdo da camada limite
planetaria (CLP) em N subcamadas, onde, em cada subcamada, resolve-se a equacao de
adveccgao-difusao pela técnica da transformada de Laplace considerando valores médios para
o coeficiente de difusao e o perfil de vento. Assim, o problema com coeficiente variavel foi
substituido por um conjunto de problemas com coeficientes constantes (coeficientes médios),
acoplados por condicoes de continuidade de concentracao e fluxo de contaminante nas in-
terfaces. A solucao semi-analitica é dada em forma integral. Desta forma, varios foram
os trabalhos publicados utilizando esta técnica: [Moura et al., 1995], [Ferreira Neto, 2003],
[Moreira et al., 2004], [Costa et al., 2004], [Moreira et al., 2005a], [Moreira et al., 2005b],
[Moreira et al., 2005¢], [Buligon et al., 2006]. Uma revisao completa do método ADMM pode
ser encontrada em Moreira et al.,; 2006b.

A partir deste ponto, direcionamos o foco desta revisao aos trabalhos desenvolvidos
pelo método da GITT (técnica da transformada integral generalizada) e por sua variacao
GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique), base do presente trabalho. A
GITT ¢ um método hibrido (analitico-numérico) [Cotta, 1993], [Cotta and Mikhaylov, 1997]
derivado da transformagao integral cléssica de [Mikhaylov and Ozisik, 1984] para problemas
lineares de difusao, o qual vem sendo utilizado com grande éxito na solucao de diferentes
classes de problemas lineares e nao-lineares de difusao e advecgao-difusao [Cheroto et al.,
1999, [Liu et al., 2000], [Magno et al., 2002], [Pereira et al., 2002], [Alves, 2002], [Cotta and

Barros, 2007]. E vasta a literatura a respeito da GITT, e a sua aplicagao em problemas de
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polui¢ao atmosférica vem crescendo muito: [Moura, 1999], [Cataldi et al., 2000], [Ribeiro
et al., 2000], [Ribeiro et al., 2002], [Velloso et al., 2003], [Storch and Pimentel, 2003], [Velloso
et al., 2004], [Storch and Pimentel, 2005], [Pérez Guerrero et al., 2012].

Para a solucao de problemas diferenciais parciais, a técnica de transformacao integral
GITT combina uma expansao em série com uma integragao. Na expansao, é usada uma base
trigonométrica determinada com o apoio de um problema auxiliar. A integracao é feita em
todo o intervalo da variavel transformada e faz proveito da propriedade de ortogonalidade da
base usada na expansao. Este procedimento resulta em um sistema de equacoes diferenciais
ordindrias (EDO), que, uma vez solucionado, é facilmente invertido para a obtencao do
resultado da equagao original. A solugao do sistema EDO (também chamado de problema
transformado) resultante da aplicagdo da GITT ¢ feita numericamente com o auxilio de
subrotinas numéricas. A GITT tem como tinica aproximagao o truncamento de um somatorio
infinito que fornece o resultado da equagao governante do problema original. Determinado
procedimento permite o controle automatico do erro a partir da ordem de truncamento do
referido somatorio.

A principal diferenga em resolver a equacao de adveccao-difusao utilizando a GITT
em relagao a solugao obtida pelo método ADMM [Moreira et al., 2006b] reside no fato de
que com a técnica da GITT nao ha necessidade de discretizacao do dominio.

No ano de 2006, a técnica GITT foi utilizada juntamente com o método ADMM
[Costa et al., 2006] para resolver a equagao de advecgao-difusdo tridimensional. A técnica
recebeu o nome de GIADMT (Generalized Integral Advection Diffusion Multilayer Tech-
nique). A ideia bésica da solu¢ao do problema consiste na transformacao do problema
tridimensional num problema bidimensional pela aplicacao da técnica GITT na variavel y.
O problema bidimensional é entao resolvido pelo método ADMM. A aplicagao do método
GIADMT pode ser encontrada nos trabalhos [Costa et al., 2006], [Vilhena et al., 2008],
[Costa et al., 2010] e [Costa et al., 2012].

Wortmann et al., 2005, apresentaram uma nova solucao analitica para a equacao de
adveccgao-difusao bidimensional e simularam a dispersao de poluentes considerando um coe-
ficiente de difusao varidavel com a altura. Nesse trabalho, o sistema de equacoes diferenciais
ordinarias (EDO) resultante da aplicagdo da GITT (problema transformado) foi resolvido

analiticamente pelo uso da transformada de Laplace e diagonalizagao. Tal procedimento
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recebeu o nome de GILTT e foi uma novidade em relagao ao uso tipico da GITT (na GITT
a solugao do problema transformado é numérica [Cotta, 1993], [Cotta and Mikhaylov, 1997]).

De acordo com os trabalhos analisados, pode-se resumir a obtencao da solucao do
problema via GILTT da seguinte forma: procede-se a transformagao integral normalmente
até a obtencao do sistema EDO. Aplica-se a transformada de Laplace neste sistema, o que
resulta em um sistema algébrico. A matriz dos coeficientes do sistema transformado é decom-
posta em seus autovalores e autovetores. Apds a diagonalizacao, essa matriz é invertida para
se obter a solucao do sistema algébrico. A inversao é analitica e sem custo computacional,
por ser uma matriz diagonalizada. Assim, a solucao analitica do problema transformado é
finalmente encontrada.

Muitos avancgos foram feitos no estudo da dispersao de poluentes utilizando o método
GILTT na equacao de advecgao-difusao bidimensional, sendo que os trabalhos de maior
relevancia sdo os seguintes: [Wortmann et al., 2005], [Moreira et al., 2006a], [Buske et al.,
2007b], [Buske et al., 2007c|, [Tirabassi et al., 2008], [Buske et al., 2007a], [Tirabassi et al.,
2009], [Moreira et al., 2009a], [Moreira et al., 2009b], [Buske et al., 2010] e [Schuch et al.,
2011]. Uma revisao completa do método pode ser encontrada em [Moreira et al., 2009b].

Para obter a solucao tridimensional aproximada, inicialmente, a técnica GILTT
utilizava uma aproximacgao na variavel y assumindo que a pluma de poluente possui uma
distribuicao gaussiana, essa solucao recebe o nome de GILTTG. Em 2009, surgiu o novo
método 3D-GILTT (Three-dimensional Generalized Integral Laplace Transform Technique)
[Buske et al., 2009a], [Buske et al., 2009b], [Buske et al., 2011a], [Buske et al., 2011b], [Buske
et al., 2012a], [Buske et al., 2012b], [Vilhena et al., 2012b]. Nele, resolveu-se a equagao tridi-
mensional de adveccao-difusao de forma analitica. Para tanto, utilizou-se a técnica GITT
na variavel y do problema, e o problema bidimensional resultante foi resolvido pelo método
GILTT conforme descrito acima. A GILTT segue sendo utilizada em diversos trabalhos
como em [Weymar, 2012], onde foi resolvido um problema de dispersao de substancias ra-
dioativas liberadas na atmosfera e, recentemente, em [Weymar, 2016], modela-se a dispersao
de um poluente secundario formado por uma reacao fotoquimica. Além disso, com o avanco
dos estudos dessa técnica para resolver a equacao de adveccgao-difusao, surgiram novas con-
tribuicoes. Um novo problema auxiliar para a resolucao da equacao da advecgao-difusao

através do método GILTT foi utilizado em [Gongalves et al., 2013], onde a solucao deste



problema é dada pela funcao de Bessel.

Uma aplicagao importante dos métodos ADMM e GILTT foi apresentada em [Pereira,
2007]. Neste trabalho, resolveu-se um problema a puff bidimensional transiente com o uso
dos métodos mencionados e realizou-se um estudo comparativo entre os resultados obtidos
com ambas as técnicas. Além disso, o modelo a Puff bidimensional foi descrito como o
produto da solucao analitica de um problema unidimensional transiente (em z e t) por uma
gaussiana em x, caracterizando a difusao nesta direcao. Esta foi a primeira vez que os mo-
delos ADMM e GILTT foram aplicados a uma fonte pontual. Em [Pereira et al., 2011],
apresentou-se uma generalizacao do trabalho anterior, considerando uma Gaussiana em y,
de modo a obter uma solucao tridimensional, embora apenas resultados para o caso bidimen-
sional foram apresentados. Ainda, foi publicado em [Tirabassi et al., 2010] uma comparacao
entre os resultados apresentados em [Pereira, 2007] e o método ADMM. Encontra-se, nos
trabalhos [Silva, 2012|, [Silva et al., 2013a] e [Silva et al., 2013b], uma solu¢do para um
problema a Puff, onde a equacao de advecao-difusao é resolvida através do uso da solucao
produto demonstrada em [Ozisik, 1993], acompanhada da técnica GILTT.

Uma nova consideragao para o problema de dispersao de poluentes é apresentada
em [Vilhena et al., 2012a] e [Tirabassi et al., 2013]. Nos trabalhos citados, os autores con-
sideraram o coeficiente de difusao turbulenta vertical dependente do tempo e, para resolver
este problema, utilizaram a ideia do método da decomposicao de Adomian. Nessa solucao,
usou-se apenas a parte da decomposicdo do método classico de Adomian [Adomian, 1984,
[Adomian, 1988] e [Adomian, 1994] para construir um conjunto recursivo de equagoes de
adveccao-difusao, as quais foram resolvidas pelo método GILTT. Como o problema é linear,
os polinomios de Adomian nao sao utilizados.

Pode-se perceber, que a comunidade cientifica possui uma ampla pesquisa sobre
problemas de dispersao de poluentes na atmosfera. Entretanto, ainda, ha muito o que
explorar neste campo de estudo. Sendo assim, o presente trabalho contribui com novas

consideracoes na descricao desse fenomeno.
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3  CAMADA LIMITE PLANETARIA (CLP)

E imprescindivel o estudo da camada limite planetaria quando pretende-se modelar
a dispersao de poluentes na atmosfera, dado que, sua estrutura influencia diretamente o
comportamento desse fenomeno. Sendo assim, neste capitulo, apresenta-se uma breve revisao
dessa camada. Para um estudo mais aprofundado, sugere-se como referéncias: [Venkatram,

1980], [Panofsky and Dutton, 1984] e [Stull, 1988].

3.1 Definicao

A camada limite planetaria, que também é denominada camada limite atmosférica
(CLA), define-se como a parte da troposfera (representada na Figura 3.1) que é diretamente
influenciada pela presenca da superficie da terra, e que responde aos forcantes superficiais
com uma escala de tempo de cerca de uma hora ou menos, entre eles, estao inclusos o
cisalhamento do vento, os fluxos de umidade e calor, a emissao de poluentes e os efeitos da
topografia. Além disso, a espessura da CLP é varidvel com o tempo e o espago, podendo
atingir algumas dezenas de metros a poucos quilometros de altitude. A parte restante da

troposfera é denominada atmosfera livre [Stull, 1988].

11 km Tropopausa

Atmosfera Livre

Troposfera

Figura 3.1: Representagao da Troposfera. Imagem adaptada [Stull, 1988].
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Uma importante caracteristica da CLP é a variagao diurna de temperatura. Essa
variacao esta relacionada ao aquecimento e ao resfriamento da superficie da terra, a qual
pode absorver uma grande parte da radiagao incidente em dias ensolarados. Com isso,
geram-se termas, massas de ar quente que se elevam a partir da superficie. Elas, junto
com os turbilhoes formados pelo cisalhamento provocado pelos ventos, contribuem com a
formagao da turbuléncia presente na camada limite atmosférica. A turbuléncia é composta
pela soma de todos os turbilhoes de tamanhos distintos, sobrepostos uns aos outros, sendo
que, suas dimensoes podem variar de 100 m a 3000 m de diametros.

Na camada limite atmosférica o vento médio (advecgao) domina o transporte hori-
zontal, enquanto que, o efeito da turbuléncia prevalece no transporte vertical. Sendo assim,
verifica-se a importancia das parametrizagoes turbulentas desses fatores, as quais serao dis-

cutidas no capitulo 5.

3.2 Estrutura

A CLP possui uma estrutura bem definida, a qual se desenvolve durante um ciclo
diurno. Inicialmente, de acordo com os processo fisicos envolvidos, pode-se classificd-la em
trés situagoes: camada limite convectiva (CLC), camada residual (CR) e camada limite

estavel (CLE). Pode-se observar essa estrutura na representagao da Figura 3.2.

Figura 3.2: Representagao do desenvolvimento da CLP. Imagem adaptada [Stull, 1988].
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Camada Limite Convectiva (CLC)

Define-se como a regiao da atmosfera que se estende do solo (z = 0) até a base da
inversao térmica (z = z;) e possui um ciclo que se inicia ao amanhecer e encerra-se ao por
do sol. O processo de desenvolvimento dessa camada comeca no momento em que o solo
aquece a massa de ar proxima a superficie (fluxo de calor positivo), o que gera a convecgao
térmica; apresenta valor maximo préximo ao meio dia e finaliza-se ao anoitecer, quando o
fluxo de calor torna-se negativo.

A CLC também é denominada camada limite instavel, por apresentar como uma
importante caracteristica sua forte instabilidade. Além disso, de acordo com [Wyngaard,

1983], é possivel subdividi-la em trés subcamadas:

- Camada Limite Superficial (CS): parte inferior da camada limite convectiva e da
camada limite estdavel. Encontra-se logo acima da superficie e corresponde a 10%
da CLC. Tem a turbuléncia mecanica (cisalhamento do vento) predominante em sua
estrutura. Ainda, s@o observados grandes gradientes de temperatura e velocidades.

Nela, o fluxo turbulento é aproximadamente constante;

- Camada de Mistura (CM): corresponde a regiao central da CLC. Nessa camada ocorre
forte mistura vertical e, devido a isso, essa regiao caracteriza-se por ser praticamente

homogénea, onde os perfis de velocidade e temperatura sao considerados constantes;

- Zona de Entranhamento (ZE): também definida como zona interfacial, localiza-se no
topo da CLC, entre a CM e a atmosfera livre. Caracteriza-se pela inversao térmica e

por limitar os movimentos verticais da CM.

Camada Residual (CR)

A camada limite residual caracteriza-se pelo inicio do processo de decaimento dos
grandes turbilhoes que formavam a CLC. Isso ocorre por volta de meia hora antes do sol
se por, momento em que ha uma interrupcao das termas. Observa-se, nessa camada, que a
intensidade da turbuléncia é praticamente igual em todas as direcoes, pois encontra-se em
condicao de neutralidade, resultando assim uma tendéncia de homogeneidade na dissipagao

de plumas emitidas durante essa camada.
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Camada Limite Estavel (CLE)

A CLE, também denominada camada limite noturna, forma-se quando o sol se poe,
periodo em que nao ha incidéncia direta da radiagao solar. Com isso, tem-se o resfriamento
da superficie, o que gera fluxo de calor negativo. A tubuléncia presente, nessa camada, é
predominantemente mecanica, ou seja, gerada pelo cisalhamento do vento. Assim, verifica-se
que poluentes emitidos dentro da CLE se dispersam lentamente na vertical, e mais rapida-
mente na horizontal. Além disso, essa camada tem como caracteristica possuir uma fraca

turbuléncia.

3.3 Condigoes de Estabilidade e Caracteristica da Pluma

A estabilidade atmosférica na CLP, mencionada na segao anterior, é definida pelo
comportamento da temperatura e de seu gradiente vertical em funcao da altura. A atmosfera,
em uma certa situagao, exibe um gradiente de temperatura denominado de gradiente neutro
ou adiabético I' = 0.0098 K/m. Porém, pode apresentar uma instabilidade atmosférica ou,
ainda, uma condicao estavel, ambas por consequéncia do balanco superficial de radiacao

solar (Figura 3.3).

Fstabilidade

Condi¢oes do Ceu

i { a5 Perfil de

5 I \ \ termperatura
E lllllll
Tmmtm\ \ Altura da

R I o 4 (7 L4 k|

P i limite
‘A ‘ ] ) %) Intensidade da

g turbuléncia
t ry )’

Balanco de

; radiaciio
;

Figura 3.3: Neutralidade, instabilidade e estabilidade da CLP. Imagem adaptada [Erbrink et al.,
1997].
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A instabilidade atmosférica é provocada pela movimentacao do fluxo de ar quente
ascendente (updrafts) e do fluxo de ar frio descendente (downdraft), ocasionada pela in-
cidéncia de raios solares que aquecem o solo. Nesse caso, tem-se a condigao superadiabatica
(—g—z > I'). Como mencionado anteriormente, essa instabilidade é uma caracteristica da
camada limite convectiva e influencia diretamente a dispersao da pluma emitida sobre essa

condi¢ao. Pode-se citar o Looping (Figura 3.4) como um exemplo de comportamento da

pluma nessas condicoes.

Figura 3.4: Comportamento Looping.

Em condicoes de neutralidade da CLP (—%—Z =TI), situagao presente na camada li-
mite residual, a pluma tende a dissipar-se na mesma proporcao em ambas direcoes, horizontal

e vertical. Sendo assim, assume um formato conico representado na Figura 3.5.

T L g, T2
e "’__‘.:"-'

Figura 3.5: Comportamento Conning.

Para uma condigio de atmosfera estavel, tem-se um perfil subadiabético (—%L < T').
Isso ocorre ao anoitecer, no momento em que inicia o resfriamento da massa de ar proxima
ao solo, essa situacao é observada na CLE. Poluentes emitidos nessa camada dispersam-se
relativamente pouco na vertical, com uma maior dissipagao na horizontal. Verifica-se esse

comportamento na representacao do formato Fanning da dispersao, presente na Figura 3.6.

Figura 3.6: Comportamento Fannning.
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4 MODELO MATEMATICO

Entre os modelos matematicos conhecidos que descrevem o problema de dispersao de
poluentes na atmosfera, encontram-se os lagrangeanos e os eulerianos, os quais diferenciam-
se entre si pelo sistema de referéncia adotado. Enquanto o primeiro utiliza um sistema de
referéncia que segue o movimento da atmosfera, o ultimo considera o movimento do fluido
relacionado a um sistema de referéncia fixo no espago [Moreira and Tirabassi, 2004].

Neste trabalho, apresenta-se um modelo euleriano, o qual utiliza a equacao de ad-
vecgao-difusao com o fechamento de primeira ordem (Teoria K) para descrever o fenémeno
da dispersao de poluentes. O presente capitulo descreve a origem da equacao de adveccao-

difusao e o modelo proposto.

4.1 Equacao Governante

Equacgao da conservacao de massa
Considera-se que uma quantidade genérica, definida pela variavel C, conserva-se na
atmosfera. Sendo assim,

c’
= _o. 4.1
a = (4.1)

Ao expandir a derivada total em (4.1), tem-se

oC  oC  9C  9C

onde u, v e w representam as componentes do campo de velocidade nas direcoes z, y e z,
respectivamente. O primeiro termo em (4.2) representa a variacao local, ou euleriana de C,
e os demais termos representam a advecgao em cada uma das direcoes das componentes do
vento [Moraes and Acevedo, 2005].

Tendo em vista que as variaveis estao contidas em um campo turbulento é necessario

escreve-las de forma a representar as irregularidades da turbuléncia. Sendo assim, através
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do método de Reynolds, decompde-se a variavel C e as componentes do vento da seguinte

forma [Stull, 1988]:

C=C+C (4.3a)
u="1u+u (4.3b)
v=T7+ (4.3¢)
w=T+u (4.3d)

onde C, u, U e w representam as médias temporais e C’, v/, v e w’ representam as flutuacoes
dessas variaveis.
As equagdes (4.3) sdo substituidas em (4.2) e, em seguida, aplicam-se as propriedades

do método de Reynolds [Stull, 1988]. Com isso, a equagao (4.2) é reescrita como

ocC _oC _oC _oC oC’ oC’ oC’
+ o + +w' =

— — — — . 4.4
ot "o TV TV Ty TGy Ty 0 (44)

De acordo com [Schlichting, 1979], a equacao de conservagao de massa para fluidos

incompressiveis é definida por

ou Ov Ow
%Jra—erE—O. (4.5)

Assim, ao substituir (4.3) em (4.5) obtém-se

O, v, g (O O, 0wy, (4.6)
or Oy 0z ox Oy 0z ) '

Verifica-se que v/ = v/ = w’ = 0 através da hipétese de Reynolds. Logo, aplicam-se

as médias na equagao (4.6) e conclui-se que

o o o
Jdr Oy 0z

= 0. (4.7)
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Além disso, pode-se observar que

u,@(]’ +U,8C’ +w,8(]’ o N on'c’ N ow'C’ o 3_u/+ o' N ow'’ (4.8)
Ox oy 0z  Ox oy 0z or Oy 0z ) '
Portanto, apds aplicar a média na equacao (4.8) tem-se
UIGC’ _H],@C’ +w’60/ e n ov'C’ N ow'C’ (4.9)
Ox oy 0z Oz oy 0z '
Com isso, a equacao (4.4) pode ser reescrita da seguinte forma:
@ E@ +@@ +w@ B _Qu’C” B ov'C’ B ow'C’ (4.10)
ot ox oy dz  Or oy 0z ‘

Fechamento de Primeira Ordem

Em (4.10), os termos u/C’, v'C" e w'C" sdo definidos como os fluxos turbulentos de
C nas direcoes x, y e z, respectivamente. Para resolver o problema de fechamento, utiliza-se
a Teoria K, a qual baseia-se na hipdtese de transporte por gradiente, onde usa-se a analogia
com a Lei de Fick da difusao molecular e assume-se que o fluxo turbulento de concentracao
é proporcional & magnitude do gradiente de concentra¢ao média [Seinfeld and Pandis, 1997].

Logo, os fluxos turbulentos podem ser definidos como:

S— oC

'Ch = —_— 4.11
w'C k, oz (4.11a)
— oC
v = —k’ya—y (411b)

Cabe salientar que, com o uso do fechamento de primeira ordem, obtém-se um
mode-lo deterministico o qual representa apenas os valores médios dos aspectos estocasticos
do fenomeno estudado. Consequentemente, para cada momento estocastico precisa-se entao
um modelo associado, ou seja, uma equacao adicional. Observam-se os efeitos desta repre-

sentacgao nos resultados apresentados no capitulo 5.
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Equacao de Advecgao-Difusao

Definida a equacao (4.10) e o fechamento de primeira ordem, troca-se os fluxos
turbulentos de (4.10) pelos termos presentes em (4.11). Assim, chega-se a uma formulagao

da equacao de adveccgao-difusao como

ocC _oC _oC _oC 0 oC 0 oC 0 oC
= k k + 5

U AT T = = (heoe | + = [k ko— | +SO (4.12
ot ox dy 0z O ox oy 'Y oy 0z ) ( )
onde C representa a concentracio média de poluentes; @, T, e W sdo as componentes do
vento médio nas direcoes z, y e z, respectivamente; k,, k, e k. sao os coeficientes de difusao

turbulenta longitudinal, lateral e vertical e SO representa a fonte.

Essa equacao pode ser verificada em [Arya, 1999].

4.2 Modelo

O modelo proposto, neste trabalho, refere-se a dispersao de poluentes na atmosfera
liberados por uma fonte pontual. Sendo assim, para descrever este fenomeno, utiliza-se a
equagao de advecgao-difusao mencionada anteriormente. Ela representa o transporte pela
adveccao através dos trés tltimos termos presentes no lado esquerdo da equacao (4.12) e
descreve a difusao turbulenta com os trés primeiros termos do lado direito. Além disso,

aC

considera-se a situagao nao estaciondria com o termo %=. Ainda, escreve-se a fonte como

uma condi¢ao do problema. Deste modo, apresenta-se a equagao do modelo como:

ot Ox dy 0z  Ox \ "ox oy \ Y oy 0z \ "0z )’ '
com a condi¢ao de fonte descrita por
B N
uC(0,y,2,t) = > qd(y — yo,)8(z — Hy)d(t — to,). (4.14)
i=0

onde g representa a taxa de emissao, ¢ as funcgoes deltas de Dirac e o deslocamento é mani-
festado na relagao entre yo, e o, pela velocidade da fonte v = i% para ¢ > 0.
7

Parte-se do principio que a atmosfera esta livre de poluentes. Com isso, denota-se
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a condigao inicial (t = 0) como

C(z,y,2,0)=0 (4.15)

Considera-se o fluxo nulo nos contornos do dominio 0 <z < L,, 0 <y < Ly e
0 <z < %, onde z; representa o topo da camada limite planetdria, assim como, L, e L, sao

distancias afastadas da fonte. Portanto, as condi¢oes de contorno sao definidas por

kgcg—z =0 em r=0ex=1L, (4.16a)
oC

k:ya—y =0 em y=0ey=1L, (4.16Db)

kzz—(j—o em z=0e z=z (4.16¢)

Neste trabalho, considera-se a hipdtese de que o campo de velocidade e os coeficientes

de difusao turbulenta variam com o tempo. Sendo assim, assume-se que:

U(z,t) = U(2) + U(z,t) (4.17a)
0(z,t) = V(2) + V(z,t) (4.17b)
W(z,t) = W(z) +W(z,t) (4.17¢)

para o campo de velocidade, onde U(z), V(z) e W(z) sdo as médias temporais nas compo-

nentes u, v e w, além de

ko(2,t) = Ko(2) + Ko(2,1) (4.18a)
ky(z,t) = K,(2) + K, (2,t) (4.18b)
k.(z,t) = K.(2) + K.(z,1) (4.18c¢)

para os coeficientes turbulentos, onde K, (z), K,(2) e K.(2) sdo as médias temporais dos

coeficientes difusivos longitudinal, lateral e vertical, respectivamente. Portanto, aplica-se
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(4.17) e (4.18) na equagao (4.13) e, assim, obtém-se

TG 0 i D (g 00) 0 (e 00Y D (00

E—F ox dy 0z Ox "o Ay Y Oy a9z “ 0z
(4.19)
onde
oC aC o0 o (. o0\ o (. oC\ o [ oC
g% vl w9 (g, L (k) L (k).
Sa=—Ugr =V, Waz+8x( x8$>+8y( y8y>+8z( Zaz) (4.20)

4.2.1 Conjunto de Equacoes Recursivas

Neste momento, utiliza-se a ideia do método da decomposicao para resolver a
equacdo (4.19). Logo, expande-se a concentracao C(x,y,z,t) na série truncada definida

por

C(x,y,2,t) = Z@l(aﬂ, Y, 2,t). (4.21)
1=0
Note-se que o esquema é exato no limite Ly — 0o, enquanto, para fins de calculos
numéricos Ly é finito.
Assim, substitui-se (4.21) na equac@o (4.19) e obtém-se um conjunto recursivo de

equacoes.

0Cy —0Cy —dCy —aCo 0 (— 0o\ 0 (— 00\ 8 (- 9C,
_ 9 (g, %0 9 (g, _ 9 (F %) _
o Vs TV "W 81:( > 8y< ) az< az> 0

T oz Y oy
oCc,y —0C, —0C, —0C, 0 [(— 0C, 0 [— 00, 0 [— 0Cy B
m‘“%n*vay+waz‘m(Kfx>‘@<&!y>‘w(&az>—&

oC, —oC, —0C;, —0C, 0 [— 0C| 0 (— 00, 0 (— 0C; B
o " Var TV TV w@wﬁ @@wﬂ &@%Q—&l
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no qual os termos S;_; sao definidos por

90, 00, 00,
S =-U ox v dy W 0z +

) 0C, 1\ 0 (. 9C,\ 0 (. 9Ci,
+£(Km o >+a—y(Ky o )+&(Kz . )

Deve-se enfatizar que o esquema recursivo adotado nao é tinico. Essa escolha da-se

(4.23)

por ele ser composto por equacoes que podem ser resolvidas analiticamente pelo método
GILTT. E importante ressaltar, também, que a primeira equacao do conjunto recursivo
satifaz as condigoes de contorno, a condigao inicial e a condi¢ao de fonte do problema (4.13),
enquanto as demais equacoes satisfazem condigoes homogéneas, ou seja, condi¢oes nulas.
Nessa solugao, utiliza-se apenas a parte da decomposicao do método classico de Adomian.
Os polinomios de Adomian nao estao presentes, por se tratar de um problema linear.

O proximo passo é utilizar a técnica da GILTT para resolver cada uma das equagoes
presentes no conjunto recursivo (4.22). Com isso, calcula-se cada termo da série (4.21) e
determina-se a solucao do problema. Na préxima secao serd apresentada a resolucao através

da técnica mencionada.

4.2.2 Método GILTT

O método GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique) é uma fer-
ramenta utilizada na resolucao de problemas relacionados a dispersao de poluentes na at-
mosfera. Nele, utiliza-se a base de autofuncoes definidas pelo problema auxiliar de Sturm-
Liouville, também chamado de problema de autovalores associados, para expandir a concen-
tragao. Além disso, emprega-se a transformada de Laplace.

Como citado anteriormente, usa-se a GILTT para resolver cada equacao do conjunto
recursivo (4.22). Sendo assim, aplica-se a transformada de Laplace as equagoes (4.22) e
(4.23) transformando a varidvel ¢, de tal modo que ¢(z,y, z,s) = £ {6l(m, Y, 2, t);t — 3} )

Considerando-se a condi¢ao inicial Cy(z,y, 2,0) = 0 tem-se
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_ _0e —05 —d5 O [— d&\ 0 [— da\ O [— Og

il w2 =) - = )= ) =9, (4.24
sei+ UG+ Vg + W, ax(Kfax) ay(Kyay) az(K"az) Sy (4.24)

Apds aplicar a transformada, utiliza-se a expansao da concentracao na série definida

por

(x,y,2,8) = Z o (2,2, SI)Q" (y) (4.25)

onde os coeficientes ¢, (z, 2, s) serdo calculados. As autofungoes definidas por ¢, (y) repre-

sentam a solucao do problema auxiliar e N;, é definido por

Ly
N, = ¢ (y)dy. (4.26)

n
0

O problema auxiliar de Sturm-Liouville mencionado ¢é definido por

QW)+ G.y) =0 em 0<y<L, (4.27a)
G.(y)=0 em y=0L, (4.27b)

onde a solucao ¢ analitica e tem a forma

G, (y) = cos(\,y). (4.28)

A, = nm/L, representam os autovalores com n € N. Esses resultados encontram-se tabula-

dos em [Ozisik, 1993].
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Assim a equaga@o (4.24), com o uso da série (4.25), torna-se

Ny

Czn Cl
1 ox 1 ; +W E :
n=0 Nli Nli n=0 Nli

l
2
n

l
N, N, .
Z 0 T a9, \ G () c, 0 7 9, (y) 0 e Ja, \ G ()
B oz T ox oy B 0z 3
n=0 x Nli
N, N,
e %G, G 1n( ) N G-t 9G-1,(Y) -
n= I~1,

(4.29)
Em seguida, aplica-se, na equacao (4.29), o operador integral definido por

1 [
o / () (y)dy

(4.30)

Pode-se observar que:

¢ (y) = =N} G, (y), através da equagao (4.27);

2 (k,Xa®) = f, Tl id ficiente de difusdo lateral (k,) indepen-

5 By =) = , pois considera-se o coeficiente de difusao lateral (k,) indepen
dente de y.

Sendo assim, escreve-se

Z 152( G, (y )z—kZ)\Q" G (
—o N,

lnn

(4.31)

Como o problema ¢é linear, as bases de autovalores permacem as mesmas no conjunto
recursivo. Deste modo, verifica-se que (;_1,,

1 1
~1, = G, e N2, = NZ. Logo, a equagdo (4.29)
adquire a forma:
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. Ezn/ v Cn(yl)szl(y)dijUZ de, [ Czn(yl)sz(y)der
n=0 Nziszn n=0 Ox 0 Nlilen
. y a 8 Ly
+Vz_n/ Cla( y) .. (y zd?HWZ aCl Cln(?JBQ,,;(?J)dyjL
n=0 70 YN ZNzZ n=0 9% Jo N2NZ
N9 [ OC v G ()G () al v G ()G (9)
= (Z l)/ Y, “’;ydy+KyZA?an/ LI BY dy+
— Ox oxr ) J, N7 N7 —~ 0 Nj N2
N9 [ da,\ [P G )G () oc v G ()G ()
_Z_<FZ ln>/ lnyl lm;ydy:_UZ -1, / 1 (Y ) Y) g
=N 02 ) e NENg - NZNE
Ny

0 o0 y y
S a ( : cé u) / sz(yl)Cz,z(y)d LK N Elln/ sz(yl)Czni(wder
n=0 7* v 0 Np Ny, n=0 NN,
50 (0 " G, )G, )
S ()
n= 0 NZNZ
(4.32)
onde representam-se as integrais pelas matrizes definidas por
Ly 0, m#n
Wy = / bal0)lan ) g, 7 (4.33)
0 NliNl?n I, m=n
e
L 2n2
v 0, N o5 [cos(nm)cos(mm) — 1], m # n
0 Y leLlen 0 ,m=n

Os resultados dessas integrais podem ser conferidos no apéndice B.1 e B.2.
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Assim, reescreve-se a equagao (4.32) como

¢ _ ¢ o [— o¢
by 4+ Ve B A We=a,  —— (K== ) q
ox : ' 0z :

s, a,, ., + U

_ 0 [(— J¢ 0c;_
+K,\ @0, — 9z <K3l> Ay = —UA%W Ve 1,8t

¢4 0 ¢4 5 _ 0 ¢4
il - | Ko—— — K, \ ¢ — | K, ==
PR N Ox ( oz ) e Y20 O V. 0z 9z ) ‘e
(4.35)

Apébs concluir essa etapa, repete-se o procedimento de expansao em séries para
resolver a equagao (4.35). Porém, agora, as autofungoes sdo dependentes da variavel z. Com

isso, define-se a série como

G, (z,z,8) = ZE“ (2, 8)&,(2) (4.36)

onde ¢, (x, s) sdo os coeficientes a serem encontrados e &, (z) sao autofungoes, definidas como

solucao do problema auxiliar de Sturm-Liouville dado por

&)+ (z)=0 em 0<z<z (4.37a)
§.(2)=0em z2=0,z (4.37b)

Novamente, a solu¢ao analitica encontra-se tabulada em [Ozisik, 1993] e tem a forma

definida por

gli(’z) = COS(MQZ) (438)

com os autovalores denotados por j;, = im/z;, onde ¢ € N. Assim, ao substituir (4.36) na

equagao (4.35) tem-se
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N,
Szclfl alnm—i-UZ—fl alnm+Vch& ﬁlnm+WZCl ( )aln7m+

=0
N N. N
~ 0 Jc — z z 0 [— 0&.(z
_ Zz:; % ( l; ) & ( )aln,m + Ky/\%n ;Elifli(z)almm — ZZ:E 8_ <K ggi )) Al =
N. N N
z 661_1i Z _ - _ 8&1(2)
—U; e &.(2)au,, ., — V;Cl—li&i(z)ﬁzn,m - W;Cl—li 5y Ctamt

+§:3 i, o &, (2)au,,, — KyA, ié &, (2)a +§Zja 9 (g%,
a.f[,' x ax l; ln,m Y M, 1—1;S1; ln,m 1—1; (9,2 z 82,' ln,m

1=0 i=0

e a0 aplicar o operador integral [(-)&,(2)dz, a equacdo (4.39) torna-se

N. ) N )
z 2 z a— . zi
S Z Eli / gli(z)&j (Z)dZ (07 + Z acal; / Ué.lz (Z)glj (Z)dZ aln,m+
i=0 0 i=0 0

(2)dz ay,,,+

+ch/ Ve, (2)6, ()= f,.,

N,
_Z(‘i( 361)/ &,(2)&,(2)dz au,,, + A}, ch/ K,6,(2)&,(2)dz ay,,,+

=0

N . N ,
S (70 (= 96,(2) ~ 06, (7
_ Z Cli/o 5 <KZ s &,(2)dz ay,,, = — ;0 5 /0 U&,(2)&,(2)dz o, ,,+

=0
N. . N, )
z Z; z Z; o,
_ Zelili / Vflz (Z)élj (Z)dZ /Bln,m — Zélfli / W%l—z(z)flj (Z)dZ Oéln,m_k
i=0 0 =0 0

N,
~ 0 de
+Z&E( Cl— 1)/ §,(2)6,(2)dz au,,,, — /\l ch 1, / 2)dz oy, ,,+

(4.40)
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O coeficiente de difusao longitudinal k, apresenta dependéncia na variavel z. Por-

. o J¢y. 9k ¢y, 8251. , .
tanto, admite-se que 3 (kx a:ﬁ) = Gt + kg Além disso,

%0 0§, (2) o agm [ i Jm
/0 o (kz oy §,(2)dz = 2 ), k.sen @) sen| 2 dz. (4.41)

7 (2 (2

Esse resultado pode ser verificado no apéndice B.3.

Com essas consideragoes, reescreve-se a equagao (4.40) da forma

aQEli “ N- @Eli 2z afz
; oz J, K.8,(2)8,(2)dz a,, +; pe /O Ee &,(2)&,(2)dz o, +

ak c =i Nz Zj
_; %C; /0 U&,(2)&,(2)dz a,,, — ;Eli/o s&,(2)&, (2)dz o, +
N ) N .
~o [V e
N ;Eli/o Ve (2)e,(2)dz B, — ;Eli/o W%—f)&j (2)dz ay,,,+

N. . N. oo . :
- Zﬁzi/ K\ &,(2)&,(2)dz a,,, — Z@%/ K .sen (Ez> sen (j—ﬂz> dz a,,, =
=0 0 i Jo ‘ '

z z
i=0 ! !

N, ; N .
L dey, [ : .
= E (gxl/ U&,(2)&,(2)dz o, ,, +Za—1i/ VE&(2)&,(2)dz B+
=0 0 i=0 0

N, z; 65 (Z) N, 9 oe 2
C hUANY) 1-1;
+ ; Ci—1, A w PR é-lj (Z)dz Al — ; % (Kx O > /0 fli(z)&j (z)dz O‘ln,m‘f’

NZ Z7/ NZ .. 2 Z7, . N
—i—ZEl,li Ky)\fnfli(z)&j (2)dz o, + Zél,li il K. sen T sen (222) dz Ay
=0 0 i=0 0 '

2
F% Z Z

(4.42)
Neste momento, representa-se (4.42) através de um sistema de equagdes diferenciais
ordindrias, onde Y (z, s) denota o vetor dos coeficientes ¢, (x, s). Com isso, tem-se o problema

trasformado

AY"(z,8) + BY'(z,8) + EY (z,8) = M (4.43)
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onde os termos A, B, E e M sao definidos por

A= /Zi K.&,(2)&,(2)dz ay,,,, (4.44)
0

B [/0 Oz ¢ ()6 (= dz—/ U, (2)&,(2)d } O, (4.45)

E= {— /0 " s ()8, (2)dz — / w8 g /0 R ()8, (2)d +
| (4.46)

(—Z> sen (‘Z > dZ} a, ,, — /:i V& (2)&,(2)dz B,

2377

Jc
M = Z 2 1/ U&,(2)&,(z)dz Oélnm+zcl 1/ V&, (2)&,(2)dz B, ..+
a@ D (e, [P
ll/ W—2--g,(2)dz @lnm—z% Ko /0 &, ()&, (2)dz o, ,,+
=0

—i—)\l ch 1 / K&, (2 fl Yz ay, . —{—ch 1 Z‘M / K,sen (—z) sen (‘7; )dz Qo

(4.47)

O problema transformado (4.43) possui solu¢ao analitica. Sua resolugdo dé-se
através do uso da redugao de ordem e da utilizagao da transformada de Laplace. Tra-
balhos referentes a essa resolu¢do podem ser encontrados em [Vilhena and Wortmann, 2005]
e [Buske, 2008].

O primeiro passo para resolver a equacao (4.43) é multiplicd-la por A~! e, assim,

chega-se em

Y'(2,8) + GY'(x,8) + HY (z,8) = F (4.48)
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onde os termos G, H e F sao definidos como

G=A"'B, H=A"'E e F=A"M (4.49)

Agora, pretende-se reduzir a ordem da equagao (4.48). Para isso, assume-se que

Zy(x,s) =Y (x,s) (4.50a)
Zy(x,8) =Y'(z,s) (4.50b)

Sendo assim, é possivel escrever o seguinte sistema

Z{("Ev S) - Z2($78) =0

(4.51)
Zy(x,8) + GZy(x,s) + HZy(x,s) = F
Ainda, de forma matricial, tem-se
Z'+P-Z=R (4.52)
onde Z e R sao definidos como
A 0
Z = e R= . (4.53)
Zy F
P é a matriz em forma de bloco dada por
0 —I
P = , (4.54)
H d

Ao reduzir a ordem do problema transformado (4.48), obtém-se um sistema de
equacoes diferenciais de primeira ordem. Para resolve-lo, aplica-se a transformada de Laplace

na equagao (4.52). Logo

rZ(r,s) — Z(0,s) + PZ(r,s) = R (4.55)
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onde Z(r,s) = £ {Z(x,s);x — r} representa a transformada de Laplace de Z(z, s). O passo

seguinte é decompor a matriz P em seus autovetores e autovalores da seguinte forma

P=XDX! (4.56)

onde D é a matriz diagonal de autovalores da matriz P, X é a matriz dos respectivos autove-

tores e X! é a matriz inversa de X. Assim, substitui-se (4.56) em (4.55) e obtém-se

Z(r,s)=X(r[+D)'X*Z(0,s) + X(r[ + D) ' X 'R (4.57)

Cabe salientar que essa resolugao é aplicada a todas equagoes do sistema recursivo
(4.22). No entanto, para primeira equacao do sistema, tem-se o valor de M = 0, conse-

quentemente, R = 0. Portanto, simplifica-se a equagao (4.57) e apresenta-se como

Z(r,s) = X(rI + D)"'X12(0,s) (4.58)

Por outro lado, as demais equacgoes do sistema recursivo possuem condigao de fonte

nula. Com isso, verifica-se que Z(0,s) = 0. Logo, a (4.57) torna-se da forma

Z(r,s)=X(rI+D)'X 'R (4.59)

Ainda, é necesséario aplicar a transformada inversa de Laplace na equagao (4.57)

para obter a solugao de (4.52). Sendo assim, observa-se que (rI + D)~! é a matriz definida

por
_ . -
i 0 0
0o X ... 0
(r[4+D)y = | R (4.60)
1
| 0 0 r+dn |

Portanto, a transformada inversa de Laplace £7'{(r/ + D)~!;r — z} tem solugao analitica
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e é denotada por

e~h 0 0
. . 0 e~d2e 0
O(z,s) =L {(rI+D) '} = _ . ' ' . (4.61)
0 0 e-dn e

em que d, sao os autovalores da matriz P, ou ainda, os elementos da matriz diagonal D.

Com isso, apresenta-se a solugao do sistema de equagoes (4.52) da seguinte forma:
Z(r,s) = XOX1Z(0,s) + XOX 'R (4.62)

De forma a evitar a inversao da matriz X, define-se n = X~1Z(0,s) (no caso da
primeira equagao do conjunto recursivo) ou 7 = X 'R (para as demais equagoes). Assim,
ao resolver o sistema linear Xn = R ou Xn = Z(0,s), obtém-se o valor de 7 e, entao, a

solugao de (4.52) pode ser escrita da seguinte forma:
Z(x,s) = XPn (4.63)
Uma vez calculados os valores de Z(x,s), encontram-se, também, os valores de
Y (z, s) e, consequentemente, obtém-se os valores dos coeficientes ¢, (x, s). Portanto a série
N
i, (ZL’, Zs S) = Zéli (.7}, 5)§li(z)
=0

¢ bem definida. Com isso, determina-se, também:

Ny _
a,(x, z,8)q,
(e, y, 2, 8) = Z 1, ( l)Cl (y)

Para determinar a solugao final da equagao (?77) utiliza-se a transformada inversa
de Laplace. Com isso, Ci(z,y,z,t) = £ He(x,y,2,8);5s — t}. Esta inversio é obtida

numericamente através da quadratura de Gauss [Stroud and Secrest, 1966, de tal forma que
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a solucao ¢ dada por:

M Ny _ W)
Ci(z,y,2,1) :ZWk ZC D L )6 () (4.64)
n=0 2

k=1 ¢ Nln

onde Aj representa os pesos da quadratura gaussiana e W), sao as raizes da quadratura.
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5 IMPLEMENTACAO DO MODELO MATEMATICO

Com o intuito de comprovar a viabilidade e relevancia do trabalho, optou-se por
utilizar o conjunto de dados do experimento Over-Land Alongwind Dispersion (OLAD) na
simulagao e na comparacao dos resultados de concentracao obtidos com o modelo. Nele,
os parametros meteorolégicos, bem como, os dados de concentracao disponiveis sao apre-
sentados em médias de 15 minutos, assim justifica-se sua escolha. A seguir, apresenta-se
uma breve descricao do experimento, a adaptacao do modelo proposto para a simulagao e
as parametrizagoes turbulentas utilizadas. Maiores detalhes sobre a experimentagao podem

ser consultados em [Biltoft and Carter, 1999].

5.1 Experimento de OLAD

A experimentagao intitulada Over-Land Alongwind Dispersion foi realizada de 8 a
25 de setembro de 1997 em Dugway (U.S. Army Dugway Proving Ground), no West Desert
Test Center, que esta localizado no centro-oeste do estado de Utah, aproximadamente 1300
m acima do nivel do mar. O objetivo principal da investigacao foi adquirir informacoes do
deslocamento longitudinal da pluma de poluentes sobre distancias de 2 a 20 km da emissao.
O experimento foi realizado com a liberagao de quantidades conhecidas de SFg (hexafluoreto
de enxofre) ao longo de uma linha perpendicular a diregao prevalecente do vento. A Figura
5.1 apresenta o mapa do campo onde o experimento foi efetuado.

As liberagoes foram realizadas por sistemas de disseminacao montados em um cami-
nhao e em um aviao. O sistema de disseminagao montado no aviao executou uma liberacao
de 33 kg/min de vazao, sobre uma distancia de 20 km (fonte em linha de 20 km), sobre a
rodovia Baseline, a 100 m do nivel do solo, enquanto que o sistema montado no caminhao, a
3 m do nivel do solo, liberou 1,5 kg/min de vazao, sobre uma distancia de 10 km na rodovia
Bravo (marcada em vermelho na Figura 5.1). A pluma de poluentes foi carregada na diregao
das bolsas de amostragem localizadas em trés linhas paralelas as fontes, variando de 2 a 20

km de distancia da rodovia Bravo.
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Figura 5.1: Imagem adaptada do campo de experimento de OLAD [Biltoft and Carter, 1999].

5.2 Adaptacao do Modelo

Para simular o modelo proposto na secao 4.2, optou-se pela escolha dos experimentos
do dia 12/09/1997 (OLAD 5) e do dia 25/09/1997 (OLAD 12). Esses, de acordo com
[Chang and Hanna, 2002], caracterizam-se como casos de vento fraco, por apresentarem
velocidade do vento, a 10 m de altura, menor ou igual a 3,5 m/s. Ambos os casos sao
de disseminagao feita por um sistema acoplado a um caminhao, que desloca-se na rodovia
Bravo, paralela as rodovias Foxtrot, Juliet e Papa (marcadas em azul no mapa da Figura
5.1), onde estao dispostas as bolsas de amostragem (denominadas LCs), e perpendicular a
direcdo predominante do vento. A Figura 5.2 representa essa descricao. Destaca-se, aqui, o
sentido em que o caminhao se desloca (partida/chegada) na rodovia, além da orientacao dos

analisadores em cada uma das linhas de amostragem.
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LC301 LC315
— _. —_— —

Rodovia Papa

LC201 LC215
o — o —

Rodovia Juliet

LC101 _LC115
* — o — —

Rodovia Foxtrot

F10 F9 F8 F7 F6 F5 F4 F3 F2 F1
@0 &, O O O O O <O O, O
CHEGADA Rodovia Bravo PARTIDA

Figura 5.2: Representacao da disseminacao do tragador.

Entende-se que existem outras possibilidades de representar fontes méveis, por ex-
emplo, por fontes de convolugao. No entanto, para uma primeira representagao e devido a sua
operacionalidade, optou-se por aproximar a fonte em linha do experimento de OLAD através
de uma sequéncia de fontes pontuais. Assim, foram utilizadas 10 fontes (F'1,..., F'10) pon-
tuais com emissao a uma taxa q estipulada, conforme a representagao da Figura 5.2. Além
disso, para considerar a mobilidade do sistema de disseminacao presente no experimento, o
tempo é defasado entre uma fonte e outra. Por fim, a concentracao obtida nos pontos de
amostragem ¢ determinada através do somatério da concentragao gerada por cada uma das

10 fontes pontuais. Sendo assim,
: At
Cr(z,y,z,t) = Z Ci(z,y,z,t — alNt — 7) (5.1)

onde C; é a concentracdo obtida para cada fonte pontual, C'y é a concentracao total com a

contribuicao de todas as fontes e At representa o intervalo de tempo entre as fontes.



36

As bolsas de amostragem foram dispostas espagadas de 100 em 100 metros em cada
rodovia (Foxtrot, Juliet e Papa) distantes 2, 5 e 10 km, respectivamente, da rodovia Bravo
e produziram amostras de concentragoes em médias de 15 minutos.

Considerando-se que os dados referentes aos analisadores presentes na rodovia Papa
(3% linha de amostragem), para OLAD 5 e OLAD 12, no periodo da simulagao, apresentam-
se como falhos (de acordo com [Biltoft and Carter, 1999]), em sua grande maioria, decidiu-se
nao utiliza-los neste trabalho. Sendo assim, a simulacao foi realizada apenas para as duas
primeiras linhas de coleta. Portanto, na Tabela 5.1 estao as coordenadas dos amostradores
da primeira linha, localizada na rodovia Foxtrot e na Tabela 5.2 as coordenadas referentes

aos amostradores da rodovia Juliet.

Tabela 5.1: Coordenadas dos amostradores da rodovia Foxtrot.

Amostrador Latitude(°N) Longitude (°W)

LC101 40,0807 113,0937
LC102 40,0807 113,0931
LC103 40,0811 113,0925
LC104 40,0821 113,0915
LC105 40,0827 113,0904
LC106 40,0829 113,0897
LC107 40,0834 113,0872
LC108 40,0841 113,0878
LC109 40,0849 113,0868
LC110 40,0855 113,0859
LC111 40,0859 113,0851
LC112 40,0862 113,0846
LC113 40,0868 113,0837
LC114 40,0873 113,0829

LC115 40,0878 113,0819
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Tabela 5.2: Coordenadas dos amostradores da rodovia Juliet.

Amostrador Latitude(°N) Longitude (°W)

LC201 40,0966 113,1128
LC202 40,0971 113,1119
LC203 40,0976 113,1110
LC204 40,0980 113,1099
LC205 40,0985 113,1091
LC206 40,0993 113,1081
LC207 40,1002 113,1070
LC208 40,1003 113,1063
LC209 40,1011 113,1052
LC210 40,1014 113,1046
LC211 40,1021 113,1039
LC212 40,1028 113,1030
LC213 40,1033 113,1022
LC214 40,1036 113,1009
LC215 40,1046 113,1003

Taxa de Emissao

Tendo em vista que a emissao realizada no experimento através do deslocamento
do caminhao na rodovia Bravo segue a direcao transversal a direcao predominante do vento,
torna-se necessario, para utilizar a fonte pontual do modelo, estipular uma forma de estima-
tiva dessa taxa.

Os dados de massa total liberada em cada experimento e a distancia percorrida
pelo caminhao na disseminagao sao fornecidos em [Biltoft and Carter, 1999]. Sendo as-
sim, é possivel calcular a relacdo de massa por comprimento (g/m). Além disso, tendo
a componente u(m/s) do vento como velocidade referéncia para o transporte do tragador,
multiplica-se a relacdo massa/comprimento por @ e, assim, obtém-se uma estimativa para a
taxa de emissao ¢(g/s). A Figura 5.3 apresenta uma representacao da estimativa da taxa de
emissao. Cabe salientar, que essa forma de estipular o valor de q foi utilizado em [Degrazia,

2005).
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1,276 g/m

10 km -
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Massa total liberada - -

12,76 kg

Diregao predominante
do vento

Figura 5.3: Representacao para estimativa da emissao.

Solugao do problema

Os experimentos apresentam uma direcao predominante do vento no periodo de
analise das amostras. Sendo assim, é possivel realizar algumas simplificagoes na equagao de
advecgao-difusao (?77) do modelo apresentado. Logo, assume-se que a componente u esta
nessa direcao, assim, pode-se desprezar a contribuicao das componentes v e w. Com isso, a

equacao que descreve o problema simulado torna-se
ocC  _oC 0 (- oC 0 [— oC 0 (— oC
— — — — | Ky— | —-—— | K,— | —— | K.— | =5,
ot +U8x oz ( xax) Jy ( y@y) 0z < (9,2) S (5.2)

onde

ocC 0 oC 0 oC 0 oC
so 02 () 2 () D (Y

A resolugao da equagao (5.2) segue o mesmo procedimento apresentado na subsegao

(4.2.2). Logo, usa-se a série (4.21) para encontrar o conjunto recursivo definido por
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o -~ -~ -~
T gD (000 0 (5, 00) D (000

ot Jr Oz T oz oy 0z * 0z
oC; =001 0 (= 0C, 0 (- 0Cy 9 (= 0C1\
ot "V "o (Kx) "oy (Ky) " (Ka> =51
(5.3)
oC; —oC, 0 (— 0C, 0 (— 0C,; 0 (— 00, B
o Vo o <Kax> ey (Kyay) "o (Ka> = Si1
no qual os termos S;_; sao definidos por
861_1 (9 851_1 (‘9 8@_1 8 861_1 (5 4)
Si1=-U — | Kp—— — | K,——— — | K, .
t ox +81:< Ox +0y Yoy +8z 0z
Com os passos vistos em (4.2.2), define-se o problema trasformado
AY"(z,s) + BY'(x,s) + EY (z,8) = M (5.5)

com os seguintes termos:

A= / "Rt (2)6, (2)dz,

B /0 i a;ix&i(z)flj(z)dz— /O Te, ()6, (2)dz,

2 Zi g Zi ; )
E = —/ 5&1,(2)&,(2)dz — )\?n/ K &,(2)&,(2)dz — Z]Z / K .sen (Ez) sen (le> dz,
0 0 Zi Jo Zi Zi
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e
N . N. .
< e, / N0 (0, /
M = — U¢, (2)dz — — | K, ! , (2)d
N A ijn? [7 iT i
+)\l2n ZEl_li/ K&, (2)&,(2)dz + Zal_1i7/ K.sen (Z—z) sen (z_ ) dz
i=0 0 i=0 i Jo : :
A resolucao do problema transformado (5.5) é a mesma apresentada para equagao
(4.43).
5.3 Parametrizacao Turbulenta

Em problemas de difusao, a escolha de uma parametrizagao turbulenta representa
uma decisao fundamental para modelar a dispersao de poluentes. A partir de um ponto de
vista fisico, uma parametrizacao da turbuléncia é uma aproximacao da natureza no sentido
que os modelos matematicos recebem uma relagao aproximada, a qual substitui um termo
desconhecido. A confiabilidade de cada modelo depende fortemente da maneira como os

parametros sao calculados e relacionados ao entendimento da CLP [Mangia et al., 2002].

Perfil de Vento

A velocidade do perfil de vento pode ser descrita pela lei da poténcia [Panofsky and

na qual u e u; sao as velocidades horizontais do vento nas alturas z e z; e n é um expoente

Dutton, 1984].

que estd relacionado com a intensidade da turbuléncica [Irwin, 1979].

Coeficientes de Difusao Turbulenta

Entre os coeficientes de difusao turbulenta presentes na literatura, optou-se pelos

coeficientes apresentados a seguir, de acordo com a condicao de estabilidade da CLP.
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e Cocficiente de difusdo vertical: [Degrazia et al., 2000]

~0.3(1 = 2/ z)usz
S 143.7(2/A)

(5.7)

A=L(1—z/z)*

onde u, ¢ a velocidade de friccao, z é a distancia na vertical e z; é a altura da camada

limite.

e Coeficiente de difusdo longitudinal e lateral: [Degrazia and Moraes, 1992], [Degrazia

et al., 1996]:

Ko _ 20641 — )™ (5)X'[2v/0.6405(5) + 8ay (fin)o (1 — )" /2X

i

Uz [20/T0.64(2) + 16a, (), (1 — 2)1/2X ]2 (5.8)

i

onde (fin)y = (fim)ny(1 4+ 3.7(2/A)) é a frequéncia do pico espectral, (f)n, = 0.33

é frequéncia do pico espectral na estratificacio neutra e A = L(1 — z/z)15022)
1

(a1 = 2; ap = 1) o comprimento de Monin-Obukhov local. a, = (2.7C)2 ) (fin)iws

onde C, = 0.4, u, é a velocidade de friccao e X' = zu, /uz; é a distancia adimensional.

5.4 Resultados

Apresentam-se, nesta sec¢ao, resultados da simulagao dos experimentos OLAD 5 e
OLAD 12 com o modelo proposto no capitulo 4. Além das coordenadas das bolsas de
amostragem responsaveis pela coleta das concentragoes, apresentadas nas Tabelas 5.1 e 5.2,
[Biltoft and Carter, 1999] disponibiliza informacoes relevantes sobre a emissao realizada pelo
sistema acoplado a um caminhao, tais como, as coordenadas do ponto de partida e de chegada
e a quantidade emitada de SFyz. Os parametros meteorolégicos utilizados como dados de
entrada foram calculados em [Degrazia, 2005] a partir dos dados fornecidos em [Biltoft and

Carter, 1999].
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5.4.1 OLAD 5

O experimento de OLAD 5, realizado no dia 12/09/97, dia Juliano 255, teve uma
taxa de emissdo estimada, conforme visto na segao 5.2, de ¢ = 2,19 (g/s). Na Tabela 5.3

estao os dados do inicio e do fim da emissao.

Tabela 5.3: Dados de emissao - OLAD 5.

OLAD 5 Horario Latitude Longitude

(hh : mm) (°N) (°W)
Inicio 06:58 40,092 113,046
Fim 07:08 40,042 113,119

O conjunto de dados micrometeorolégicos utilizados para a essa simulacao estao
presentes Tabela 5.4. Estes parametros sao apresentados com uma variacao temporal a cada
15 minutos. E importante observar, que nesta primeira hora do experimento a camada limite
planetaria encontra-se estdavel, o que justifica a utilizacao das parametrizagoes apresentadas

na secao 5.3.

Tabela 5.4: Parametros de escala turbulenta - OLAD 5.

u(10m) Use L 2
Olad 5  (ms™) (ms™') (m) (m)
6:45 - 7:00 1,71 0,10 43,48 171,60
700 -7:15 1,95 0,12 64,81 223,80
7:15 - 7:30 1,82 0,11 127,27 303,03
7:30-745 1,90 0,11 221,12 407,32

De acordo com o modelo proposto no capitulo 4, utiliza-se a ideia do método da
decomposicao, onde a concentracao de cada uma das 10 fontes é determinada através da
série, cujos termos sao calculados com o conjunto recursivo de equagoes (4.22). A Tabela
5.5 apresenta os resultados obtidos da concentracao média, no periodo de 7Th30min-7h45min,
de cada uma das fontes pontuais para o amostrador LC115. Nessa simulacao, utilizou-se 6

termos dessa série.
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Tabela 5.5: Resultados da série (4.21) truncada em L, termos para cada fonte - LC115.

Fontes\ Ly 0 1 2 3 4 5
1 421,40 410,88 409,65 408,65 408,24 408,24
2 748,58 729,81 727,60 725,82 725,07 725,07
3 1.983,06 1.933,43 1.927,60 1.922.89 1.920,93 1.920,93
4 3.070,09 2.994,27 2.985,38 2.978,21 2.975,23 2.975,23
) 1.278,97 1.246,36 1.242,52 1.239,40 1.238,10 1.238,10
6 915,65 892,09 889,30 887,05 886,10 886,10
7 756,37 736,76 734,44 732,56 731,77 731,77
8 665,32 647,94 645,88 644,20 643,50 643,50
9 60546 580,52 587,63 536,08 58544 58544

—_
=}

062,46 547,54 545,76 544,31 043,70 543,70

Além disso, a concentracao referente ao amostrador é obtida através da soma das
concentragoes de cada uma dessas fontes, como descrito na equagao (5.1). Sendo assim, para

o amostrador LC115, o resultado final estd exposto na Tabela 5.6.

Tabela 5.6: Resultados da série (4.21) truncada em Ly termos - OLAD5/LC115.

Ly Concentragao
11007,36
10728,59
10695,75
10669,16
10658,07
10658,07

Tt W N~ O

Para representar a contribuicao de cada uma das fontes utilizadas na simulagao,
apresenta-se o grafico da Figura 5.4. As concentracoes graficadas sao referentes a série
truncada com 6 termos. Nele, é possivel observar o comportamento do tracador ao decorrer
da linha de emissao. Como esperado, os valores de concentracao intensificam-se no momento

em que as fontes estao disposta mais préximas do ponto de coleta.
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Figura 5.4: Concentragoes das 10 fontes OLAD5/LC115.

Considerando a disposicao das fontes, representada na Figura 5.2, observa-se que a
primeira fonte estda localizada a direita dos amostradores, enquanto a fonte 10 esta a esquerda.
Verifica-se, também, que os amostradores encontram-se, aproximadamente, entre as fontes 3

e 6. Os demais pontos de coleta seguem esse mesmo comportamento (Figura 5.5).
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Figura 5.5: Concentragoes dos amostradores da rodovia Foxtrot.

Os resultados da simulacao para os 15 analisadores da primeira linha de amostragem
estao presentes na Tabela 5.7. Com eles, observa-se que as concentragoes obtidas com o mod-
elo apresentado vao de acordo com as concentragoes detectadas no experimento. Entretanto,
para os amostradores LC101, LC102 e LC103 verifica-se uma clara discordancia entre os val-
ores observados e os valores preditos. Este fato nao invalida o modelo, pois nitidamente os
valores observados fogem do padrao apresentado pelos demais amostradores. Os desacordos
em alguns amostradores podem ser atribuidos a comportamentos atipicos de condigoes me-
teoroldgicas limitadas ao intervalo de emissao e de medicao. Além disso, essa discrepancia
pode ser relacionada ao fato do fendmeno ser estocastico e o modelo utilizado ser deter-
ministico. Logo, o modelo reproduz apenas valores médios de concentracao, enquanto que
a medida observada ¢é apenas uma amostra de uma distribuicao desconhecida. Nao pode-se

descartar, também, um mau funcionamento dos instrumentos de medicao do experimento.
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Tabela 5.7: Concentragoes Observadas (CO) e Concentragoes Preditas (CP) dos amostradores da
rodovia Foxtrot - OLAD 5.

Amostrador CO (pptv) CP (pptv)

LC101 470,1 5533,69
LC102 5,24 5744,58
LC103 76,04 5719,13
LC104 7951,42 784128
LC105 6433,66  6809,26
LC106 5697,37 664848
LC107 5930,83  6603,05
LC108 597447  6631,44
LC109 7565,40  7010,36
LC110 849844  8473,20
LC111 7878,68 750547
LC112 732951  7487,19
LC113 829443 834555
LC114 10190,01  11396,06
LC115 9198,10  10658,07

Cabe relembrar, que a liberagao do tracador segue no sentido da ordem decrescente
(de LC115 a LC101) dos amostradores, como mostra a representagdo da Figura 5.2. Com
isso, nota-se um valor de concentracao mais elevado nos primeiros pontos de coleta. Esse
comportamento da pluma pode ser observado no gréafico da Figura 5.6, o qual apresenta a
comparacao entre as concentragoes observadas (CO) e as concentragdes preditas (CP) de
cada um dos 15 amostradores. No eixo horizontal do grafico, tem-se 1 para LC101, 2 para

LC102 e assim sucessivamente.



47

12000 T
A
e
10000 A -
A-
A A
> 8000 A A -
5 . 4
~ A 4o . a* 1
R 6000 4 A
- A -
Lé" AAA A
E -
3
S 4000 -
(@]
O ]
2000 i
A CO
A CP| 1
A
S N —
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Amostradores

Figura 5.6: Concentragoes OLAD 5 - Rodovia Foxtrot

Os resultados da simulagdo para a segunda linha de amostragem (rodovia Juliet)
encontram-se na Tabela 5.8 e plotados no grafico da Figura 5.7. Eles sao referentes ao mesmo
periodo utilizado na simulagao da primeira linha.

A distancia da rodovia Juliet a rododovia Bravo (linha de emissao) é de 5 km. Com
isso, notam-se niveis de concentragao mais baixos em comparagao aos niveis de concentragao
da rodovia Foxtrot. Além disso, percebe-se que a pluma ja apresenta uma distribuicao mais
equilibrada entre os amostradores nessa linha de coleta.

Com a analise dos resultados da Tabela 5.8, é possivel verificar que as concentragoes
obtidas com modelo proposto neste trabalho concordam com o comportamento de dispersao
da pluma. Mais uma vez, enfatiza-se que casos isolados de discordancia entre as concen-

tracoes obtidas e as concentragoes preditas nao inviabilizam o modelo.
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Tabela 5.8: Concentragoes Observadas (CO) e Concentragoes Preditas (CP) dos amostradores da
rodovia Juliet - OLAD 5.

Amostrador CO (pptv) CP (pptv)

LC201 4695,90 1691,01
LC202 1569,08 1353,93
LC203 1411,76 1438,76
LC204 1570,88 1640,34
LC205 1629,87 1500,09
LC206 1832,38 1692,55
LC207 2299,55 1941,71
LC208 2316,71 2084,54
LC209 1718,11 1908,63
LC210 1761,93 1749,98
LC211 1983,98 1880,28
LC212 3650,52 1764,46
LC213 942,12 1567,15
LC214 909,32 1194,36
LC215 768,19 1186,90
V0T 7T T T T T T T T T T T
A A CO
A CP
4000 -
A
>
& 3000 - -
9 A A
*qc‘J 2000 A A A A .
g A . A 2 4 A a 4 4 A
o A A A
1000 - A 4 -
A
Ot——T—T—T1T T T T T T T T 1

—— r
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16
Amostradores

Figura 5.7: Concentragoes OLAD 5 - Rodovia Juliet



49
5.4.2 OLAD 12

Com a finalidade de comprovar a eficicia do modelo, utilizou-se o experimento do
dia 25/09/97, dia Juliano 268 para uma nova simulacdo. OLAD 12 teve uma taxa de emissao
estimada de ¢ = 3,24 (g/s), conforme a segao 5.2. As coordenadas da localizacao de partida
e chegada do caminhao sao as mesmas do OLAD 5. Porém, o horario da emissao iniciou
as 4h, com uma interrup¢ao as 4h06min devido a uma falha no sistema disseminador. As
4h11min a emissao foi retomada e as 4h19min foi finalizada. A Tabela 5.9 apresenta os dados

de entrada do modelo para a primeira hora.

Tabela 5.9: Parametros de escala turbulenta - OLAD 12.

u(10m) Us L 2
Olad5  (ms™) (ms™) (m) (m)
4:00 - 4:15 3,30 0,19 195,73 38,90
4:15 - 4:30 2,91 0,15 142,35 25,44
4:30 - 4:45 2,80 0,14 126,32 21,70
4:45 - 5:00 2,51 0,10 72,73 10,39

As concentragoes obtidas com o modelo sao referentes ao periodo de 4h45min as 5h,
o qual a camada limite planetaria encontra-se em condicao estavel. Essa escolha dé-se pela
qualidade dos dados fornecidos em [Biltoft and Carter, 1999] para esse intervalo de tempo.
Para simular OLAD 12 foram utilizados 5 termos da série (4.21). Assim na Tabela
5.10 encontram-se os valores de concentracao obtidos para o amostrador LC115. Enfatiza-
se que esses valores sao dados pelo somatorio da contribuicao de cada uma das 10 fontes

utilizadas no modelo.

Tabela 5.10: Resultados da série (4.21) truncada em Ly termos - OLAD12/LC115.

Ly Concentragao

0 8002,35
1 7931,26
2 7888,53
3 7874,63
4 7874,63
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Como esperado, os valores obtidos descrevem o comportamento da dispersao do
tragador com uma satisfatoria efetividade, isso pode ser conferido na Tabela 5.11, a qual

apresenta as concentragoes da primeira linha de coleta (rodovia Foxtrot).

Tabela 5.11: Concentracoes Observadas (CO) e Concentragoes Preditas (CP) dos amostradores
da rodovia Foxtrot - OLAD 12.

Amostrador CO (pptv) CP (pptv)

LC101 4366,00 5797,76
LC102 6197,21 6826,42
LC103 5321,99 2744.,67
LC104 o847,05 6204,83
LC105 o815,15 5944,93
LC106 D747,84 5200,64
LC107 5259,64 5450,39
LC108 0447.81 6030,38
LC109 2975,37 6162,72
LC110 6001,43 6745,80
LC111 6070,38 6703,39
LC112 6552,55 6693,21
LC113 6811,21 7094,69
LC114 8692,07 7946,57
LC115 9180,40 7874,63

Para uma melhor analise, esses dados sao dispostos no grafico da Figura 5.8, o qual
destaca a comparacdo entre as concentragoes (CO e CP) para cada uma das 15 bolsas de
amostragem, além do comportamento da pluma. Novamente, ressalta-se a orientacao da

disseminacao do tragador (ver Figura 5.2).
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Figura 5.8: Concentragbes OLAD 12 - Rodovia Foxtrot

Por fim, encontram-se, na Tabela 5.12 e no grafico da Figura 5.9, os resultados de
concentragao obtidos referentes a segunda linha de amostragem (rodovia Juliet). Salienta-se
que a concentragao observada no amostrador LC201 foi definida em [Biltoft and Carter,
1999] como dado falho. Excetuando-se casos especificos, tem-se uma visivel concordancia
nos valores de concentragao. Com isso, confirma-se a coeréncia e a viabilidade do modelo

apresentado neste trabalho.
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Tabela 5.12: Concentragoes Observadas (CO) e Concentragoes Preditas (CP) dos amostradores
da rodovia Juliet - OLAD 12.

Amostrador CO (pptv) CP (pptv)

LC201 218,24% 1076,04
LC202 844,38 926,77
LC203 1089,55  1033,18
LC204 1086,50  1238,96
LC205 1127,51 1182,43
LC206 267580 143314
LC207 138146  1270,37
LC208 1280,70  1190,93
LC209 124295  1189,69
LC210 1082,44  1270,12
LC211 112920  1188,12
LC212 122952  1371,62
LC213 121245  1435,69
LC214 134729  1263,93
LC215 139994  1425,32

* Dados definidos como falhos
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Figura 5.9: Concentragoes OLAD 12 - Rodovia Juliet
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5.5 Avaliacao Estatistica dos Resultados

Com a intencao de verificar o desempenho e a capacidade do modelo proposto em
representar o fenomeno estudado, analisam-se os resultados obtidos através dos indices es-

tatisticos definidos por

(CO—CP)?

e Erro quadratico médio normalizado: NMSE = “=575-

(CO—CO)(CP—CP)

To0p

e Coeficiente de correlacao: COR =

To—0p

e Desvio fracional padrao: F'S = 05(oaton)

onde CO e CP denotam concentracao observada e concentracao predita, respectivamente,
os subindices o0 e p representam, respectivamente, os dados observados e os preditos e o
é o desvio padrao. Utiliza-se um programa desenvolvido por [Hanna, 1989] para calculd-
los. Por se tratar de um modelo deterministico que representa um fenéomeno estocastico,
consideram-se aceitaveis valores de NMSE >0, COR<1e FS > 0.

Mesmo com um baixo nimero de amostras para a andlise estatistica, é possivel
verificar um bom desempenho do modelo. Pois, os valores presentes na tabela 5.13 in-
dicam um erro baixo nas comparagdes e uma boa correlagao nos casos de OLAD5/Foxtrot e
OLAD12/Foxtrot. No entanto, o coeficiente de correlagao baixo para os casos de OLAD5/Juliet
e OLAD12/Juliet sao ocasionados pelas discordancias em valores especificos de concentragao,
0 que é aceitavel por se tratar da comparacao de dados de um modelo deterministico com
dados de um fenomeno estocastico. Esses casos podem ser verificados nos graficos de espa-

lhamento apresentados a seguir (Figuras 5.10, 5.11, 5.12 e 5.13).

Tabela 5.13: Indices Estatisticos.

Experimento NMSE COR FS
OLAD 5/Foxtrot 0.14  0.80 0.64
OLAD 5/ Juliet 028 0.48 1.18

OLAD 12/Foxtrot  0.01 0.88 0.43
OLAD 12/Juliet 0.11 0.62 1.08
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6 CONCLUSOES

Através da revisao bibliogréafica apresentada no capitulo 2, observa-se uma evolucao
na capacidade dos modelos matematicos em simular o problema de dispersao de poluentes
na atmosfera. Seguindo essa tendéncia, esta tese apresentou um progresso em relacao aos
trabalhos ja realizados no momento em que considera a variagao temporal no perfil do vento
e nos coeficientes de difusao. O primeiro é responsavel pelo transporte advectivo, enquanto
o ultimo refere-se ao transporte turbulento. Em seguida, implementou-se o modelo proposto
com o conjunto de dados de dois dias do experimento de OLAD, descrito no capitulo 4.
Nesse experimento, realizou-se a emissao do tracador através de um sistema acoplado a um
caminhao que se deslocou durante um determinado tempo e por uma distancia definida.
Portanto, tornou-se necessario representar essa fonte maével através de fontes pontuais con-
siderando a defasagem no tempo de uma fonte a outra. Assim, enfatiza-se essa consideracao
como outro fator importante deste trabalho, visto que a maioria dos trabalhos presentes na
literatura utilizam fontes fixas, mas muitas emissoes de poluentes sao realizadas através de
fontes em movimento.

O modelo proposto utiliza a equacao de adveccao difusao para descrever o fenomeno
de dispersao. Sendo assim, recorreu-se ao uso de dois procedimentos bem desenvolvidos para
resolve-la analiticamente: a ideia do método da decomposicao e a técnica GILTT.

A ideia do método da decomposicao apresenta-se como uma boa ferramenta para
solucao do problema, uma vez que, com a hipotese da dependéncia temporal nos parametros
mencionados, esse método gera um conjunto recursivo de equagoes de adveccao difusao, as
quais possuem solugoes conhecidas através do método da GILTT. Além disso, o sistema
recursivo corrige o valor de concentracao através da soma dos termos da série 4.21. Com
isso, obtém-se resultados mais precisos.

A representacao utilizada para descrever a fonte mével mostra-se vidvel e util, con-
siderando a vantagem em resolver a equagao de advecgao difusao com uma fonte pontual
em relacao a uma fonte em linha. Existem outras formas de representar a mobilidade desta
fonte, porém, a escolha dessa discretizacao em fonte pontuais justifica-se pela praticidade

computacional. Além disso, com os resultados obtidos, percebe-se que essa proposta con-
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segue simular de forma eficaz o comportamento da pluma de poluentes, tendo em vista os
resultados do modelo.

Como mencionado no capitulo 5, foi apresentado um modelo deterministico para de-
screver um fenomeno estocdstico. Isso pode justificar a discordancia em alguns amostradores.
Porém, outros fatores podem estar relacionados, tais como: comportamentos atipicos de
condicoes meteoroldgicas ou até mesmo problemas nos aparelhos de medi¢ao. No entanto,
esses casos esporadicos nao inviabilizam o modelo. Sendo assim, pode-se concluir que os
objetivos desta tese foram alcancados.

Para trabalhos futuros, pretende-se dar continuidade a pesquisa e explorar mais o
modelo apresentado. Sendo assim, projeta-se realizar novas simulagoes com outros exper-
imentos e em diferentes condigoes atmosféricas, além de, compara-lo com outros modelos.
Outra propostas de sequéncia deste trabalho é descrever o problema de fonte mével utilizando
a transformacao de coordenadas entre dois sistemas em movimento relativo ou utilizando

funcao de convolugao.
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APENDICE A - Resultados do conjunto recursivo

Os resultados presentes, neste apéndice, sao referentes a série (4.21), truncada em Ly
termos, do conjunto recursivo definido no capitulo 5. Portanto, as tabelas abaixo apresentam
os valores para cada um dos pontos de coleta dos experimentos OLAD 5 e OLAD 12. Cabe
enfatizar que a rodovia Foxtrot corresponde a primeira linha de amostragem e a rodovia

Juliet corresponde a segunda linha.

Tabela A : OLAD5/ Rodovia Foxtrot

L; LC101 LC102 LC103 LC104 LC105

0 5682,74 5911,18 5856,12 8103,80 7043, 42
1 5591,76 5839,79 5758,87 7930,78  6932,86
2 5551,09 5776,79 5730,31 7851,34  6857,06
3 5533,60 5748,14 5719,13 7841,28  6825,37
4 5533,69 5744,58 5719,13 7841,28 6809, 26
5 5533,60 5744,58 5719,13 7841,28 6809, 26
L, LC106 LC107 LC108 LC109  LC110

0 6770,13 6983,54 6861,56 7250,27  8626,31
1 6695,57 6724,16 6752,98 7136,96 8540, 72
2 6664,37 6649,94 6678,49 7059,29 8492, 97
3 6648,48 6618,88 6638,91 7026,85  8473,20
4 6648,48 6603,05 6631,44 7010,36  8473,20
5 6648,48 6603,05 6631,44 7010,36  8473,20
Ly LC111 LC112 LC113 LCl14  LC115

7865,42 7853,37 8621,37 11589,90 11007,36
7621,91 7665,46 8416,89 11470,40 10728,59
7569,98 7558,47 8356,84 11420,94 10695, 75
7521,18 7509,75 8345,55 11396,10 10669, 16
7505,47 487,19 834555 11396,10 10658,07
7505,47 7487,19 8345,55 11396,10 10658,07

T W N = O




Tabela A : OLAD5/ Rodovia Juliet

Ly LC201 LC202 LC203 LC204 LC205

0 1793,75 1483,46 1576,13 1765,29 1555,40
1 1723,91 1404,62 1492,52 1688,71 1529, 44
2 1703,84 1364,46 1449,92 1649,94 1508, 78
3 1691,01 1353,93 1438,76 1640,34 1500, 09
4 1691,01 1353,93 1438,76 1640,34 1500, 09
Ly LC206 LC207 LC208 LC209 LC210

0 1755,52 2013,71 2212,01 2025,57 1843,08
1 1705,61 1956,63 2125,39 1946,12 1757,38
2 1694,65 1944,11 2089,95 1916,52 1749, 98
3 1692,55 1941,71 2084,54 1908,63 1749, 98
4 1692,55 1941,71 2084,54 1908,63 1749, 98
L, LC211 LC212 LC213 LC214  LC215

0 1949,84 1829,83 1625,39 1325,79 1298,45
1 1885,18 1766,64 1573,66 1229,01 1210,03
2 1880,28 1764,46 1567,15 1197,43 1193,74
3 1880,28 1764,46 1567,15 1194,36 1186,90
4 1880,28 1764,46 1567,15 1194,36 1186,90




Tabela A : OLAD12/ Rodovia Foxtrot

L, LC101 LC102 LC103 LC104 LC105

0  5855,32 6936,86 5821,05 6281,51 6018,47
1 5818,94 6865,41 5775,10 6240,36 5957,61
2 5803,36 6834,38 5746,47 6212,58 5947,11
3 9797,76 6826,42 5744,67 6204,83 5944,93
4 5797,76 6826,42 5744,67 6204,83 5944,93
L, LC106 LC107 LC108 LC109 LC110

0 5276,19 5517,93 6093,18 6239,01 6855,07
1 5228,62 5477,01 6056,13 6201,15 6794, 28
2 5207,90 5452,69 6036,54 6168,79 6760,77
3 5200,64 5450,39 6030,38 6162,72 6745,80
4 5200,64 5450,39 6030,38 6162,72 6745,80
L, LC111 LC112 LC113 LC114  LC115

0 6811,97 6801,63 7168,81 8045,00 8002,35
1 6751,56 6741,31 7126,39 7992,15 7931,26
2 6718,26 6708,06 7101,71 7956,53 T888,53
3 6703,39 6693,21 7094,69 7946,57 7T874,63
4 6703,39 6693,21 7094,69 7946,57 7T874,63




Tabela A : OLAD12/ Rodovia Juliet

Ly, LC201 LC202 LC203 LC204  LC205

0 1138,93 1007,46 1104,02 1313,98 1259,92
1 1101,09 967,03 1058,66 1268,15 1219,24
2 1078,39 931,75 1038,58 1240,59 1189,86
3 1076,04 926,77 1033,18 1238,96 1182,43
4 1076,04 926,77 1033,18 1238,96 1182,43
L, LC206 LC207 LC208 LC209 LC210

0 1514,78 1335,58 1241,25 1268,81 1361,78
1 1473,28 1295,19 1206,04 1227,76 1298,97
2 1439,71 1276,79 1193,10 1192,39 1272,39
3 1433,14 1270,37 1190,93 1189,69 1270,12
4 1433,14 1270,37 1190,93 1189,69 1270,12
Ly, LC211 LC212 LC213 LC214 LC215

0 1277,81 1438,86 1528,75 1348,95 1516,67
1 1223,33 1397,63 1457,77 1296,70 1463,31
2 1192,63 1372,48 1441,86 1264,51 1427,10
3 1188,12 1371,62 1435,69 1263,93 1425,32
4 1188,12 1371,62 1435,69 1263,93 1425,32
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APENDICE B - Demonstracdes

Para calcular o valor de NV, definido no capitulo 4, considera-se que (,(y) = cos(A\,y)

e ANy = % Portanto,

Se n = 0, tem-se

Ly Ly
N, = / cos?(0)dy = / ldy = L,
0 0

Se n # 0, utilizam-se as identidades trigonométricas

cos(2ax)+1
2 (B.1)

sen(2ax) = 2sen(ax)cos(ax)

cos®(ax) =

Logo, tem-se o valor da integral

b b 9 1 ) b b
/ cos?(az)dz = / %dm: [M%} _ [sen(aw)cw(ax) +§}
a a a o

Portanto,

nmy

Ly sen(“™)cos(%) L
nmy L L, 't
N, = 22 gy = : TR
/0 cos’ L, Jdy [ 2nm

N <

Aplica-se o Teorema Fundamental do Célculo para obter

2nm + 7 2nm + 5

Ly NT Ly nmLy n ni
_<sen< o) cos(“Et) Ly Ly) (senu—f)cosu—f)Ly 0)
0
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Logo, define-se

Ly L

Ly
N, = CZ(Z/)CZZ/ = 73; e Ny = Ci(y)dy = 7?;
0 0

B.1 Matriz Alfa

Para calcular os valores da matriz v, ,, definida por

1

Ly
N%/Qernp . Cn(Y)Gm (y)dy

Oé,rhm —=

observa-se que

Ly Ly
Gty = [ coseos "y

e verificam-se os seguintes casos:

Se n =m = 0, tem-se N,, = L,. Logo

1 1

NYANY?E L

1 /Ly 1
Anm = —T73—17 C(Y)Cm(y)dy = — L, =1
erL/gern/Q 0 ( ) ( ) Ly )
Se n,m # 0, tem-se N,, = % Com isso,
1 2
NN L,
1 Ly 2 L
Com = s | Cn()Sm(y)dy L2 ,
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Se n # m, utiliza-se integracao por partes para resolver a integral

Ly
/ cos(ay)cos(by)dy
0

onde a = % e b = 2T Assim, tem-se
Ly Ly ’

u = cos(ay) = du = —sen(ay)ady

b
dv = cos(by)dy = v = senlf )
Logo
Ly Ly Ly
/ cos(ay)cos(by)dy = cos(ay);en(by)} + %/ sen(ay)sen(by)dy (B.2)
0 0 0

Novamente, aplica-se esse método para resolver a integral do lado direito da equagao (B.2).

Portanto, tem-se

u = sen(ay) = du = acos(ay)dy
—cos(by)

dv = sen(by)dy = v = 2

Ly

/OLy cos(ay)cos(by)dy (1 - Zé) B {COS(ay)ljen(by) N %(Sen(ay)cos(by))]

0

/OLy cos(ay)cos(by)dy = <b2 b_2a2> [bCOS(ay)Sen(by) b—Qasen(ay)COS(by)] OLy
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Substituindo a = 2% ¢ b = @ ecreve-se:

Ly Ly’
/Ly (mry) (mﬂy)d L, (mry) (mwy) (mry) (mwy) Ly
cos(——)cos = | ————= | |mcos(—=)sen — nsen(——)cos
0 Ly L, Y m(m? — n?) Ly Ly Ly Ly "1,

Ly nmy mmy L, (mcos(nm)sen(mn) — nsen(nm)cos(mm))
/0 cos( ) )cos( L )dy (2 — )

) LZ/
Logo
L[ Gtntay = 2o =0
Cnm = —1/5 172 n\Y)om\Y)0Yy = —U =
N2 N2 Jo Ly
Com isso, define-se
1 Ly 0, m #n
Qnm = —1 1 Ca(y)Gm (y)dy =
N2ZN2 Jo 1, m=n

B.2 Matriz Beta

Na equagao 4.34, definiu-se

onde
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Portanto,

L L
v 06 (y) nr (" onmy,  nmy
Cm(y)dy = —— sen(——=)cos(—)dy B.3
| Pty == [ sen("Feos ("7 (B3)
Assim, analisam-se os seguintes casos:
Se n = m, resolve-se a integral
Ly nmy nmy
sen(—=)cos(—=)dy
Jo g,
por substituicao, onde
u = sen(nL—T) = du = Z—ZCOS(HL—?)dy
Logo,
Ly nmw nmy L Ly L, u? L senz(%) o
/ sen(—=)cos(—=)dy = —y/ udy = 24— = 4 v
0 L, L, nw Jo nmw nmw 2 .
Com o Teorema Fundamental do Calculo, obtém-se
L
v L L
/0 sen(nL—?)cos(nL—?)dy = ﬁ[serﬁ(nﬂ) — sen?(0)] = ﬁ[senz(nﬂ)]

Como n € N, conclui-se que

Ly Ly
[ Sty = [ sen oy =0

Assim, paran =m

ﬁn,m =0
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Se n # m, calcula-se o valor da integral fOLy sen (" )cos(“7Y )dy presente na equagao
Yy Yy

(B.3).

Primeiramente, considera-se a = 7= e b = 7%, assim, tem-se
Yy Yy

Ly
/ sen(ay)cos(by)dy
0

Resolve-se essa integral pelo método de integragao por partes. Sendo assim, considera-se

u = sen(ay) = du = acos(ay)dy
sen(by)

dv = cos(by)dy = v = )

Logo,

Ly b Ly Ly
/ sen(ay)cos(by)dy = sen(ay)bsen( y)] — %/ sen(by)cos(ay)dy
0 0 0

Repete-se o método para resolver a integral do lado direito dessa equagao. Com isso, define-se

u = cos(ay) = du = —asen(ay)dy
_ cos(by)

dv = sen(by)dy = v = 2

Portanto,

/0 ' sen(ay)cos(by)dy = sen(ay)bsen(by)}oy_i_% { cos(ay)bcos(by)] Oy + %/0 ' Sen(ay>608<by)}

( B )[bsen(ay)sen@y)+acos(ay)cos(by) t

Ly y
by)dy = B.4
/o sen(ay)cos(by)dy T 72 L (B.4)
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Substitui-se a = 7™ e b= % em (B.4) para obter:
/Ly (mry> (mwy)d Ly msen(nﬂy)sen(mﬂy) + ncos(nﬂy)cos(mﬂy) "
sen(—=)cos =|—F— —= —
0 L, Ly y m(m? —n?) Ly Ly Ly Ly "1y

Entao, aplica-se o Teorema Fundamental do Célculo para encontrar a solucao

L nm mT
fo Y sen(%)cos( Lyy)dy =

) [((msen(nm)sen(mn) + ncos(nm)cos(mm)) — (msen(0)sen(0) + ncos(0)cos(0))]

- (7

/OLy sen(“ Jeos( ") dy = (ﬂi) cos(rm)cos(m) — 1]

y Y m? —n?)

Com isso, a solugao da integral (B.3) é dada por

/OLy 8Cn(y)<’m(y)dy S (#) (cos(nm)cos(mm) — 1]

ou ainda

Lv ac,(y) _ n?[cos(nm)cos(mm) — 1]

Portanto, para n # m, a matriz 3, ,, ¢ definida por

B — 1 /0 v 8<n(y)ﬁm(y)dy _ 2n?[cos(nm)cos(mm) — 1]

N Né NéL ay Ly(n2 — m2)

Assim, conclui-se que

ﬁn,m = 1 1
Ni N,

Cm(y)dy =

1 /Ly Cn(y) Ly(5+:n2)[cos(n7r)cos(m7r) —1,m#n
0 dy 0 , I =n
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B.3 Integral definida na equagao 4.41
Dada a integral

/0 % (k a%f)) &(2)dz (B.5)

onde &, (z) = cos(im/z;) e §,(2) = cos(jm/z). Utiliza-se o método de integracdo por partes

para resolve-la. Sendo assim, considera-se:

u=cos(Tz) =  du=—Tsen (Z—’Tz)
Z; Z 2

dlcos(LZ 2 dfcos(LZ 2 . .

. . b b
e através da férmula [ udv = uwol} — [ vdu, tem-se

%0 0&,(2) g Jm im
/0 P (kz o §,(2)dz = - k,sen ziz cos Ziz
—/ l —‘y—ﬂk‘zsen (‘Ez) (—Z—Wsen (Z—Wz)) dz

0 Zi Z; Z; Zi

Pode-se observar que

Zi

+
0

g <j7r ) (m )
— —k,sen| —z)cos| —=

Portanto, define-se a integral (B.5) como

%0 0&,(2) _igm? [ Jm im
/0 o (kz o )flj(z)dz 7 . k,sen Ziz sen Ziz dz




