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...imagino que uma das mais fortes
motivagdes para uma obra artistica ou
cientifica consiste na vontade de evasdo
do cotidiano com seu cruel rigor e
monotonia desesperadora, na necessidade
de escapar das cadeias dos desejos
pessoais eternamente instaveis. Causas
que impelem os seres sensiveis a se
libertarem da existéncia pessoal, para
procurar o universo da contemplacdo e da
compreensdo objetivas. Esta motivacao
assemelha-se a nostalgia que atrai o
morador das cidades para longe de seu
ambiente ruidoso e complicado, para as
pacificas paisagens das altas montanhas,
onde o olhar vagueia por uma atmosfera
calma e pura e se perde em perspectivas
repousantes, que parecem ter sido criadas
para a eternidade.

Como vejo o mundo
Albert Einstein



Resumo

Nosso objetivo nesse trabalho é estudar o comportamento dos operadores de
transferéncia em {O,l}Nz, um associado ao deslocamento horizontal (c°') e outro
associado ao deslocamento vertical (¢2). Construimos uma equagdo cohomoldgica
para fins de ampliar a gama de func¢des as quais os operadores de transferéncia se
aplicam. Estudamos também o comportamento do operador de transferéncia obtido
pela composicdo dos dois operadores citados e, em condi¢cdes de comutatividade,
encontramos um autovalor e uma autofungdo associada, ambos estritamente positivos, e
uma automedida para o operador dual, associada ao mesmo autovalor. Tal automedida
é um estado de equilibrio. Além disso, estudamos algumas propriedades ergddicas de
transformacdes de blocos.

Palavras-chave: Operadores de transferéncia, deslocamentos em Z2?, equagdo
cohomolégica, estados de equilibrio, transformagdes de blocos.
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Abstract

In this work we study the behavior of the transfer operators in {0,1}]N2, one
associated with horizontal shift (¢1) and other associated with vertical shift (c¢2). We
build a cohomological equation for the purpose of expanding the range of functions
to which the transfer operators apply. We also study the behavior of the transfer
operator obtained by the composition of the two cited operators and, in the conditions of
commutativity, we find an eigenvalue and an associated eigenfunction, both strictly
positive, and an eigen measuse for the dual operator, associated with the same
eigenvalue. This eigen measure is an equilibrium state. Furthermore, we study some
ergodic properties of block transformations.

Key-words: Transfer operators, shifts on Z2, cohomological equation, equilibrium
states, block transformations.
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Introducao

Em 1907, Oskar Perron publicou em [22] resultados sobre o espectro de matrizes
positivas irredutiveis, dentre os quais, mostra que tal matriz possui um autovalor
maximal, simples e estritamente positivo, cujo médulo é o raio espectral e ndo ha
nenhum outro autovalor com mesmo moédulo, com autovetor associado cujas
componentes também sdo estritamente positivas. Em 1912, Ferdinand Frobenius
estende em [11] alguns dos resultados de Perron, agora validos para matrizes ndao
negativas. Uma demonstracdo muito elegante do Teorema de Perron-Frobenius pode ser
encontrada em [25]. O Teorema de Perron-Frobenius tem aplicagio nas mais
variadas dreas, como por exemplo Equacdes Diferenciais Ordindrias e Parciais,
Equagdes Integrais, Economia, Pesquisa Operacional, Cadeias de Markov, Probabilidade
e Estatistica.

Em 1968, David Ruelle define em [26] o Operador de Transferéncia, cuja ideia bésica
é baseada no método da matriz de transferéncia introduzido por Kramers e Wannier e,
independentemente, por Montroll para calcular explicitamente fungdes de parti¢io em
Mecanica Estatistica. O Operador de Transferéncia, também conhecido como Operador
de Ruelle, generaliza a matriz de Perron-Frobenius para espagos de dimensao infinita.
Assim como a matriz, o operador possui um autovalor maximal, simples e estritamente
positivo associado a uma autofungdo também positiva. O operador de transferéncia é

definido como
Li(w)(x) = ) ¢/Vu(y),
oy=x

onde ¢ é a transformacao shift e f, w sdo fungdes satisfazendo certas condigdes que serdo
explicitadas no Capitulo 2. Supondo que A > 0 seja o autovalor maximal mencionado
acima e h > 0 a auto-fungéo associada a A, temos L¢(h) = Ah. O operador dual L} satis-
faz Lj;(y) = Au para alguma medida de probabilidade y, e a medida de probabilidade
dada por v = hu é invariante pela transformacio f, ou seja, v(A) = v(f~1(A)) para
todo A boreleano do espaco em questdo. Além disso, v é uma medida de Gibbs para a
transformagao f.

Willian Parry e Mark Pollicott provam este resultado em [21] de maneira muito
elegante para a transformacio shift definida no espago de Bernoulli {0,1}N. Nosso
objetivo nesse trabalho é tentar entender o comportamento do operador em {0, 1}N2.
De fato, a transformacéo shift definida em {0, l}N2 é uma agdo do semigrupo (IN?, +)
dada por (m,n) — gmn) com glmtmm+n) — glmm) o g(mm) onde glmn) pode ser

vi



Conteiido vii

decomposto como (™) = ¢"(10) o ¢"01) em duas transformacdes 1% e ¢(®1), logo
definiremos também dois operadores de transferéncia, um para cada transformacéo.
Cada transformagio shift c(10) e ¢(%1) deixa de ter apenas duas pré-imagens e passa a
ter um nimero ndo enumerével de pré-imagens, o que torna a soma na defini¢do de
cada um dos operadores em uma integral, o que exigira uma medida a priori.

A automedida do operador normalizado obtido pela composi¢do dos dois
operadores de transferéncia é invariante para ambos os shifts e é um estado de
equilibrio. Estados de Gibbs, estados de equilibrio e as possiveis rela¢des entre estes
estados em subshifts sdo estudados desde a década de 60. Roland L. Dobrushin [9]
mostra, em 1968, que em condigdes, qualquer estado de Gibbs invariante por transla-
¢Oes é um estado de equilibrio. Em 1969, Oscar Lanford e David Ruelle mostram, em
[15], que, em condigoes, todo estado de equilibrio é um estado de Gibbs. Em [19] hd um
resumo detalhado desses fatos. Além desses, outros trabalhos que devem ser citados
sao [1], [5], [20].

No capitulo 1, introduzimos uma nova métrica d que, embora nado seja equivalente,
gera a mesma topologia da métrica usual. Essa métrica d é fundamental na obtengdo de
propriedades de cohomologia.

No capitulo 2, introduzimos brevemente, mas de maneira formal, o Teorema de
Ruelle-Perron-Frobenius mencionado acima. Definimos os operadores de transferéncia
com um determinado potencial para as transformagoes o) e ¢(®1) e provamos algumas
propriedades, como o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, a existéncia da medida de
probabilidade invariante oriunda do operador dual e mostramos que tal medida é um
estado de Gibbs e um estado de equilibrio, isto feito para cada operador separadamente.

No capitulo 3, provamos propriedades fundamentais de cohomologia. Como sabido,
o operador de transferéncia se resume ao operador inverso a esquerda do operador de
Koopman quando consideramos shifts bilaterais, logo se faz necessdrio um procedi-
mento que converta fungdes definidas em {0,1}%* para fungdes definidas em {0,1}N’
de maneira que os operadores de transferéncia, quando aplicados nessas fun¢des, fagam
sentido.

No capitulo 4, definimos o operador de transferéncia composto como a composigdo
dos dois operadores de transferéncia trabalhados no capitulo 2. Usando propriedades
lineares e a comutatividade desses operadores, podemos estudar seus autovalores, au-
tofungdes e automedidas usando os resultados obtidos no capitulo 2. Provamos que a
automedida do operador composto normalizado é uma medida de Gibbs e um estado
de equilibrio. Os primeiros 4 capitulos foram construidos em parceria com Alexandre
Tavares Baraviera e Eduardo Garibaldi.

No capitulo 5, analisamos algumas propriedades bésicas de duas transformagdes de
blocos no espago de Bernoulli {0,1}N. O resultado mais trabalhoso deste capitulo é a
prova combinatéria de mistura do sistema dinadmico (M, u) onde M é a transformagdo
majority rule e y é a media de Bernoulli B(3,1). Esta transformagdo M tem motivagio
oriunda da fisica, sendo uma aplicagdo de grupo de renormalizagdo da Mecanica Esta-
tistica. Os resultados do capitulo 4 foram construidos no espago de Bernoulli {0, 1}N,
mas boa parte dos resultados ainda valem em {0, 1}]N2, e pretendemos estendé-los fu-
turamente. O capitulo 5 é uma construgdo conjunta com Alexandre Tavares Baraviera,
Fagner Bernardini Rodrigues e Lucas Spillere Barchinski.



Capitulo 1

METRICAS EM {0,112’

Considere o conjunto O = {0,1}%" e a familia de aplicagdes o) : () — (), para
(n,m) € Z?2 definida por ¢ (x;;) = X(itn,j+m), correspondendo aos shifts completos,
que sdo aplicagdes bijetivas. Claramente esta familia é gerada por T = 01 e S = 02 e
satisfaz SoT =T o S.

Considere também o conjunto QO+ = {0, 1}INZ e as mesmas aplica¢des acima defini-
das. Neste caso, elas ndo sdo bije¢des, sdo apenas aplicagdes sobrejetivas com infinitas
pré-imagens.

Dados 6 € (0,1) fixo e arbitrdario e x,y € (, tome N(x,y) como sendo
N(x,y) = min{|jle : x; # ;} onde j = (ju,j2) € Z* e |jlss = max{j}, |1/}. Entdo

QN(xry)’ x
dg(X,]/):{ 0 xig :

A familia das métricas dy é compativel com a topologia produto. Podemos
introduzir outra métrica que sera ttil no que se segue. Defina

(1-— 5xj,y],)
dZ(x/y) - 'ZZ 2|]‘1
JEZ
. .. . . . 1 sea="»b
onde j = () € 2, ljls = i + izl e = { g 507} .
De fato, d, estd bem definida, uma vez que,
(1—6x,y,) 1 1 1
bxy) = Y —Simnr < X S = X Sion
0 2lj1l+ljl s 2ljrl+172l o 217l 2lj2l
1 1 1 1
120 j2=>0 T2+ 2

Proposicdo 1.0.1. Valem as sequintes afirmagdes:
(i) do é uma métrica,
(ii) para todo x,y € Q), temos

() (x,))* < da(x,y) < dy (x,9)(6 — 4log, dy (x,)).

1
2

1



Demonstragio. (i) De fato, para x,y,z € (), temos

A=) S
2lil -

da(x,y) = )

jez?

pois 1 — 6y, > 0, para todo j € Z2. Se x = y entdo dx,y; = 1, para todo j € 72, logo se

1— 6y
x =y temos da(x,y) = Z M = 0. Claramente,
iz 2‘]\1
(1 - 5xj/]/j) (1 - 5y/,x]')
Lo =L = L )
jez? jez?
Além disso, para a desigualdade triangular, considere
1 sex;=y; 1 sey;, =z
= ] J ] ]
(ij'yf +5y]"zj { 0 se x]- 7& y] T { 0 se y] 7é Z]'
2 sexj=yYj=zj
= (1 se(x5#yiNy=2z)V(5=yi\yj#z) ,
0 sex]';éyjeyj;ézj

entdo 2 — (Oy;y; + 0y,z;) > 1 — dy, -, portanto

<1 - (Sx]',yj) (1 o 5%‘/2]')
do(x,y) +da(y,2) = ), o T )y Sl
jEN? jEN?
_ ¥ (2= (x5 + 0y2;))
- P 2lil

> )

jEN2

o = (n).

(ii) Temos

lileo = max{|jal, [j2l} < [l + [j2l = ljls < max{[jr], |f2|} + max{ljal, [j2l} = 2[jleo,

logo temos |j|e < |j|1 < 2[j|co. Assim,

1 _ (1) _ 1
22ljle— \ 2lile ) = 2lil”

1 N(xy) 1 [fleo 1
d;@f/y):(z) :<2> = 2l

para um j € N? com |j|e = N(x,y) = min{|k|e : xx # yx}. De onde vem

2 1\ _ 1 (1—0uy)
(0o = (zum) <o S L am = ®y)

kez?

logo,




Considere os seguintes fatos:

(2k+1) —2log, d%(x,y)

2
= ) Y. (1.1)
k>0 2t k>0 2 k>0 2
1
< 6—210g2d%(x,y)k§]?
= 6—4log, d%(x,y).
Como d%(x,y) = W, logo
log,d (x,y) = =N(x,y)log, 2 = =N(x,y),
e dai N(x,y) = —logzd%(x,y). Mas N(x,y) = min{|k|eo : x¢ # yx} < |jloo, entdo
s = |jleo > —log, d%(x,y). Como 1 — dy;y; < 1, temos
1—10yy 1 1
Z 72\]1:/ 4 < Z il = Z Z Sl (1.2)
jez* jez? s>—log, d%(w) liloo=s
onde
y L _ 21
s 2 2
Considerando a mudanga de variaveis s’ := s + log, d ! (x,y), vem
s+ 1 2(s—log,di(x,y))+1 (28" +1) —2log,d1(x,y)
kg 2 =di(x,y o2 . (1.3)
2s 2(5 —logzd%(x,y)) 5 2s

Com efeito,

do(x,y) = Z “olle < E Z il Z s
jez? 52— logydy () [jle=s 52~ logyd; (vy)
25" +1—2log,d1(x,y) (1.1)
(1.3) & a1\X, Y
= di(xy) ) A < dy(x,y)(6 — 4log,dy (x,y)).

s'>0
Portanto, vale

(dy(x,y))* < do(x,y) < dy(x,y)(6 —4log,d; (x,)). W

1
2

Proposicao 1.0.2. As métricas dy e d 1 geram a mesma topologia em {0, 1}22, isto €, determinam
o0s mesmos conjuntos abertos. Assim, dy também é compativel com a topologia produto.

Demonstragio. Vamos mostrar que as topologias 7;, e 7;, sdo equivalentes, ou seja,
2

Ty, < T4, € Tg, > Ty, - De fato, sejam 7 > 0 e xg € (), entdo
2 2

By, (xo,1) ={x€Q: d%(x,xo) <r},

Nj—



e temos da(x, xg) < r(6 —4log, ) se, e sO se,

d d

> dl(X,Xo) > Z(xlx()) > Q(X,XO) )

2 6—410g2d%(x,xO) 6 —4log,r
Logo, para todo aberto By, (xo,7) em 74, existe um aberto By, (xo,7(6 —4log,)) em T4,

2 2
tal que By, (xo,7(6 —4log,7)) C By, (xo,7), e dai 75, < 14,. Por outro lado, considere
2 2

s > 0exp € Q. Temos By, (xo,5) = {x € QO :dy(x,x0) < s}. Assim, vale

Nl—=

s > dy(x,x0) > (d1(x,%0))* & di(x,x0) < s2.

1 1

2 2
. 1

Dessa forma, para todo aberto By, (xg,s) em 7, existe um aberto By , (x0,52) em Ty , tal

1
que By, (x0,52) C Bg,(x0,5),logo 14, < 74, . Portanto 74, = 7;,. W
2 2 2



Capitulo 2

\DORES DE T RANSFERENCIA

2.1 Operador de Transferéncia unidimensional

Sejam X = {1,...,k}? e XT = {1,...,k}N. Seja A uma matriz k x k de zeros e uns
(k > 2). Definimos

X=Xpg={x=()I2:x,€{1,....k},n€Z, A(xp, xp41) = 1}.

Se {1,...,k} é dado com a topologia discreta, entdo X4 é compacto, pelo teorema de
Tychonov, e tem dimenséo topoldgica zero na correspondente topologia produto. O shift
é definido por o ((x),) = (x)y+1, € 0 par (X, o) é chamado shift de tipo finito.

Assumiremos que A é irredutivel, isto é, para cada (i,j), existe n > 1 tal que
A"(i,j) > 0,onde A" = A x --- x A, n vezes. Nessas condi¢des, definimos o periodo d de
A como sendo o maior divisor comum de {n € N : A"(i,j) > 0,1 <i,j < k}. Quando
d =1, A é chamada aperiddica.

Para todo shift bilateral de tipo finito nés podemos associar um shift unilateral de
tipo finito (X}, 07} ):

Xt =XE={x=(xn)iz0: A(xy, xps1) = 1,n >0}

e ot = of. Como antes, X é um espago compacto, pelo teorema de Tychonov, e de
dimensao topolégica zero com a topologia produto. Um caso particular seria considerar

simplesmente o espaco {0,1}% e A = ), ou seja, ndo ha palavras proibidas.

11
11

Uma diferenca essencial entre o shift bilateral e o unilateral é que o shift bilateral
¢ : X — X é um homeomorfismo, enquanto o shift unilateral c* : X* — X' ndo
¢ invertivel (mas apenas um homeomorfismo local com f(c*)~!(x) < k). Entdo existe
uma sobreje¢do natural continua 77 : X — X com 7t(x) = y para y, = x, quando n > 0,
isto é, apaga os termos x,, para n < 0. Esta sobrejecdo claramente satisfaz a identidade
o = ot

Para um ponto x = (x,)$__., € X descrevemos (x,))__., com sendo o "passado”, xg
com sendo o presente, e (x,) , como sendo o futuro. Para simplificar nossa notagao,
escreveremos ¢ para ambos o, 0.

Dados 0 < 6 < 1e N(x,y) = min{|i| : x; # y;}, definimos a métrica dy sobre X por

do(x, ) :{ QN((;’y)’ iii '



2.1. Operador de Transferéncia unidimensional 6

Dados x,y € X, para uma fungdo continua f : X — R e n > 0, definimos a variagao
de f por
vary f = sup{|f(x) = f(y)| : xi = i, [i] <n}.
De fato, |f(x) — f(y)| < Cdg(x,y) ocorre, para algum C > 0, se, e somente se,
var,f < CO", para n € IN. Seja

Fo=Fy(X) ={f: X =R : 3C > 0 tal que var,f < CO", Vn € N},

logo Fy(X) é o espago das fungdes de Lipschitz com respeito a métrica dy. Para
f € Fy(X), sejam |f|o = sup{|f(x)| : x € X} e |flg = sup{wr”f n>0} Logo,
podemos definir uma norma sobre Fy por || f|lg = | f|e + | f|o- Note que |f|g é realmente
a menor constante de Lipschitz.

O caso de X é similar. Dado 0 < 6 < 1, e N(x,y) = min{i € N : x; # y;}, defina
dg sobre X* por

eny
TETES RN

Dados x,y € X", para uma fungdo continua f : X* — R e n > 0, definimos
oar,f = sup{[f(x) — f(0)] : ¥ = 3,0 < i < n},
|flo = sup {W"f n> 0} e |fleo = sup{|f(x)| : x € X*}. Com isso, definimos
Fy =F, (X")={f:X" - R : 3C > 0 tal que var, f < C8", Vn € N},

e novamente defina a norma || - | em F, por || f]lo = [f|eo + [f]o-
As demonstragdes dos préximos resultados constam em [21].

Proposigdo 2.1.1. [21] Os espacos (Fy, || ||¢) € (

07 ) sdo espagos de Banach.

Defini¢do 2.1.2. Duas fungdes sdo ditas cohomélogas (f ~ g) se existe uma funcdo
continua h tal que f = ¢+ hoo —h. Esta é uma relagdo de equivaléncia em Fy(X).
Uma fungdo que é cohomologa a fungdo identicamente nula é chamada de cobordo.

De fato, na defini¢do de cohomoélogo, pode-se escolher sempre 1 € Fy(X).
Proposicdo 2.1.3. [21] Se f € Fy(X) entdo existem g, h € F (X) taisque f = g+h—hocoe
g(x) = g(y) sempre que x; = y; para todo i > 0, isto é, g s6 depende das coordenadas "futuras”.

S - W T .

A aplicagdo da proposicdo f — g é uma aplicacdo linear continua de Fg em IFG 1

Além disso, g pode ser identificada com um elemento de F*. Quando f € Fy ja
02

depende das coorenadas futuras, entdo W(f) = f, com
Fo(X ) < Fo(X) 5 F,y (X7). (2.1)

Seja f € [F; e defina o operador de Ruelle-Perron-Frobenius Ly : Fy — F;, ou mais
geralmente Ly : C(X*) — C(X™), para w € Fy, por

x) = E ef(y)w
oy=x

O operador Ly é um operador linear continuo, e se f é real e L¢1 = 1, dizemos que f ou
L¢ € normalizado.



2.2. Operadores de Transferéncia bidimensionais 7

Proposi¢do 2.1.4 (Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius). [21] Seja f € F, uma fungdo real
e suponha que A é aperiddica.
(i) Existe um autovalor positivo, maximal e simples B de Ly : C(X") — C(X*) com uma
autofungio correspondente estritamente positiva h € .
(ii) O espectro de Ly menos o autovalor B estd contido no disco D(0,r) de raio r < p.
(iii) Existe uma iinica probabilidade y tal que L;‘cy = By, isto é,

/Lfvdy - ,B/vdy, Vo € C(X).
(iv) Para todo v € C(X™), existe o limite uniforme
ﬁlnL?v—Ml/vdy e /hdyzl.

Coroldrio 2.1.5. [?1] A medida v = hy é invariante por f. Além disso, v é uma medida de
Gibbs com relagdo a transformagio f.

2.2 Operadores de Transferéncia bidimensionais

Considere o conjunto QO = {0,1}%* e a familia de aplicagdes o™ : ) — (), para
(n,m) € Z?* definida por U(”"")(xi,j) = X(ijn,j+m), correspondendo aos shifts completos,
que sdo aplicagoes bijetivas. Claramente esta familia é gerada por T = 0 e S = 02 e
satisfaz SoT =T o S. o)

n,m

Considere também o conjunto Q" = {0, 1}INZ e as aplicagdes o} "’ : () — (), para

(n,m) € IN? definidas por (fﬁrn’m)(xi,]-) = X(itn,j+m)- Neste caso, elas ndo sdo bijegdes,

sdo apenas aplicagdes sobrejetivas com infinitas pré-imagens. Denotaremos ambas as
familias de aplicagdes por o™ fazendo a referencia a qual estaremos utilizando em
cada caso.

Assim como no caso unidimensional, podemos introduzir uma distancia da seguinte
forma: Dado 6 € (0,1) fixo e arbitrario, dados x,y € Q, tome N(x,y) como sendo
N(x,y) = min{|jle : x; # y;} onde j = (j1,j2) € N* e |jleo = max{|ji, |z]}. Entao

oN(xy)
dg(x,y):{ 0 zig :

Tomando f : (3 — R continua, defina

varnf = sup{|f(x) = f(y)] : xi = yij; [il, [j| < N},
Fo(Q)) ={f:Q — R:3C > 0 tal que var,f < C8",Vn e N},
Fo(Q1) = {f: Q" — R:3C > 0 tal que var,f < C0",Vn € N},

, var
e para cada f € TFy(Q) defina |flw = sup,.q|f(x)] e [floe = supnzo{ 9:f ,
respectivamente para (0". Defina ainda a norma || - ||¢ dada por || f|lg := |fle + | fle-

Proposi¢do 2.2.1. A norma || - ||g torna Fe(Q) e Fo(Q") espagos de Banach.
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Considerando o espago métrico (Q),d) com d = d, definida no capitulo 1, defina o
espago das fun¢des Holder continuas como usualmente, para 0 < a < 1, por

HY(Q) :=H(Q,d) ={¢: Q—R: 3C > 0 tal que |p(x) — ¢(y)| < Cd(x,y)"},

munindo H*(Q2) com anorma || - [ = |- e + [-]a, ONde |@|eo = sUp, ., |¢(x)| é anorma
_ sup 120 —2()] :
do supremo e [¢], = il;lz a(w,2)" é uma semi-norma.

Proposic¢do 2.2.2. O espaco (H*(Q), || - ||«) é um espago de Banach.
Os mesmos resultados valem para
HE(Q) :=HY(QT,d) ={9: Q" = R: 3IC > 0tal que |¢(x) — ¢(y)| < Cd(x,y)"}.

O espaco Fg ¢é espago de Holder com a# = 1 munido com a norma
|-lle = | |lo+] |6 que, em momentos oportunos, pode ser denotado por
Fo(Q) = H(Q,dy). Consideramos, em particular, § = 3. Como em (2.1), temos

(),

com W : H*(Q) — H?‘;(Q) satisfazendo W(g) = g quando ¢ depende somente das
coordenadas "futuras". A defini¢do precisa de W e este resultado serdo provados no
capitulo 3.

+ =

HE(Q) — HY Q) B H

Lema 2.2.3. Para § = % e0 < a <1, temos Fy(Q) C H%(Q)

Demonstragio. De fato, dada f € Fy(Q)), temos para x,y € Q, [f(x) — f(y)| < Cdp(x,y).
Pela Proposicao 1.0.1, vale dy(x,y) < d(x, y)l Como d(x,y) < 1, entdo
d(x,y)2 < d(x,y)?, logo temos |f(x) — f(y)| < Cd(x,y)%, de onde f € H:(Q)). W

Seja pp uma medida de probabilidade sobre {0,1}, ou seja, po(0) + po(1) = 1. Defina

sobre {0,1}N a medida a priori dada pela medida produto u = [T; yo-
Definimos os operadores de transferéncia bidimensionais como sendo os
operadores L., L., : Fg(QT) — Fy(Q") dados por

Lapl) = [ o) e

Le,p(x) = /ZE{OJ}N ¢ (g) dv(z)

onde yx e 7 sdo dados, respectivamente, por

e
Y2 X2 X120 X220 X0, *1,1) X21) *31)
Y1 X1 X1 X1y X0,0) X100 X20) X(3,0)

Yo X0 X0 X0 - 20 Z1 Z2 Z3
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paray,z € {0, 1}N.

Definindo 91 (x) := /6{01}N
ze{0,

¢ <E> dv(z) e Po(x) := / ¢(yx)dv(y), considere

z

£uotant) = ([0 2)00)
= Le(¥1(x))
= / L i(yx)dv(y)
ye{0,1}

X
- /ye{o,l}N /ze{o,l}w 4 <y2> dv(z)dv(y).

Por outro lado, temos

Lo Lop(x) = Lo < Lo w(yx)dv(y))
= Lo(pa(x)
X
_ /ZG{O,l}Ni,bz(Z)dv(z)

= yx
pl=—)d d )
/ze{O,l}N /yE{O,l}N ( z ) v(y)dv(z)

Ao efetuarmos as somas de ¢ sobre todas as possiveis configuragdes, é indife-
rente considerarmos em () as configuragdes (yz—x) ou (y%), uma vez que claramente
: Lo (yx 2 X 1 2 1 2
existe uma bijecado <zl) — <y Z—Z) com zi o = Y00y Z(no) = Zn_10) PATA M =1,
y%n—l,O) = y%nlo), paran > 1, e x € () qualquer, embora tenhamos ¢ (yz—x) # ¢ (y%),
i = 1,2, em geral, o que garante

X yx
2 ) dv(a)d =/ / 72 dv(y)dv(z2).
/ye{o,l}N /ze{O,l}Nq)(yZ) v(z)dv(y) Jzeqoan ye{o,1}N¢< Z) v(y)dv(z)

Isto prova o seguinte resultado:

Lema 2.2.4. Temos L., o L¢, = L., 0 Le,, 0u seja, os operadores de transferéncia comutam.

2.3 Operadores de Transferéncia com Potencial

Assim como definimos L, e L., podemos definir, para f,¢ € g, o operador de
transferéncia com um potencial, a saber

Lralo) = [ plmmauly) e

X

Lralot) = [ O (3) e,

Proposicdo 2.3.1. O operador de transferéncia L¢,, para i = 1,2, é linear e continuo em
Fo(QYF).
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Demonstragio. De fato, o operador é linear, pois para ¢, € Fg(QF), v € Cej e {0,1}N,
Lo+ 9)x) = [ (rg+y)(jx)dv(j)
= [l PeGdv(j) + [ Pyix)av())
= VLX) + Lpep(x).
Sem perda de generalidade considere L¢, 1 = 1. Assim,
Lnp@le = | [0 gl

< gl [ 0d1() = |l 2

Ora, como f € Fy, entdo expof € IFy, logo existe um k > 0 tal que

fGx) — of (jy)
ef0) = 0| _

o (2.3)

Tomando x,y € QF tais que d(x,y) < 6V, logo xj = y; para todo 0 < j < N, e temos

\Ef,el((P(x))eiﬁf,el(q)(y)ﬂ _ GLN /(ef(jx)q)(jx)_ef(jy)q)(]-y))dv(j)‘
< o W x) — o/ g(jy)lav(j)
_ /lef "y —ef(]y)qv(jX)Jref(' Jp(jx) — e Wo(jy)|
< /\ef’x—ef]yl\wx /!ef]yl\wx o(y)|
2 ol /Ief]yl\fpfx (Jy)\dv(]-)
< kil +6lglo [ ¢/ Mdv(j) = Klples + 6191y
< Cllglo + Iolo),

para C = max {k, 6}, logo

[£4(9(x) = LoD _ -
£ lo = sup =2 < Cllgl +[plo).

Assim, [Lg., ¢lo < C(|¢|e + |9lo), € por (2.2) temos

1£5.e.9lle < C(l@leo + l9le) = Cllollo
com C = C + 1, logo o operador £ e, € continuo. O mesmo vale para L¢,,. B
Proposigao 2.3.2. Seja ® € ]F%(Q) Entdo existem u, 1 € H3 (O, d) tais que
P=¢+u—uoc. (2.4)

Além disso, P(x) = P(y) se Xinxz = Yinez:

dv(j)

dv(j)
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Demonstragio. Ver primeira parte da demonstragdo do Teorema 3.1. B

Lema 2.3.3 (Desigualdade Basica). Seja f € Fo(Q). Se L, 1 = 1 entdo
[£5e9lo < Cloleo + 6%l
para toda ¢ € [Fg e n > 0. O mesmo vale para L'

Demonstragio. Provemos por indugdo. Considere um C; > 0 e escolha x,y € () com
d(x,y) < 6N, logo xj = y; para todo 0 < j < N. Logo,

Lfe(9(x) = Ly, (9(y))] 22
P00 AP gl + 6lglo = Cilgle + 1l

com Gy =kel=Ls, 1= [efWdy(j). Portanto temos

[Lfe,plo < Cil@leo + 0] 0]o-

Suponha que [L}, ¢lp < Cu|@|e + 0"|¢lo, entdo

L5 0le = |L}e (Lre@)lo < Callpe @loo +6"Lre 0l
< Culglo +0"(Cil@leo + 0] 9lo)
= Culgleo + C16"9loo + 0" 9]g
(Cu +0"C1) @l + 6" ],

r 1— 9n+1 C
com Cyq =C, +6"Cy = Z 0" C = <_9) € < 1-0 , logo Cyi1 = 1—¢0 €

temos !ﬁ”“(p\e < Cur1l@loo + 9”+1|€0|9-

Pelo Lema 2.2.3, considerando f € Fy(Q) e ¢ € Fy(Q), tanto f quanto ¢ pertencem
a H2(Q,d) para 0 < a < 1. Os préximos resultados nos permitem encontrar, para
os operadores L., um autovalor simples (com multiplicidade algébrica um) e uma
autofung¢do, ambos estritamente positivos. Além disso, encontramos uma automedida
associada ao autovalor simples para o operador dual. Os Teoremas 2.1 e 2.2 adaptam
resultados de [21].

Teorema 2.1. Seja ¢ € Fo(QF). Entdo existem um autovalor simples A e uma autofungio
f € Fo(QF) associada, com A > 0 e f > 0, para o operador L., ou seja, Ly, f = Af.

Demonstragido. Como f € Fo(Q)") e ¢ € Fg(QT), tanto f quanto ¢ pertencem a H*(Q",d)
com 0 < a < 1. Considere ¢ > ;(ip% ex,y € Q7 comd(x,y) < 1. Defina o conjunto

Qc = {f € H((QF,d),[0,1]) : f(x) < fly)e™ ™V}

Ora, Q); é um conjunto convexo e fechado na topologia uniforme. De fato, dados
te(0,1)e f,g € Q. temos

(tf+ (1 -1)g)(x) = tf
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Logo tf + (1 —t)g € Q) e portanto (), é convexo. Uma vez que a constante de Holder
é uniformemente limitada, considere uma sequéncia de fungdes f, € Qc e f : (Q,d) —
[0,1] tais que, para todo ¢ > 0 existe um N > 0 tal que para todo n > N tem-se
|fu(x) — f(x)| < e, para todo x € (), isto é, f, — f uniformemente. Como f, € (), para
todo n, tem-se para xo fixado com d(x,x9)* < & que |fu(x) — fu(x0)| < ¢ para algum
0 > 0. Logo, para algum 6 > 0 com d(x,xp)* < J temos |f(x) — f(x0)| < 3¢, 0 que nos
da que f é a-Holder continua em x(, e como x( é arbitrdrio, temos f a-Holder continua.

Além disso,
F(x) = lim £, (x) < lim fi (y)eOW" = f(y)ecdte),

logo f € Q, e dai (), é fechado. Ora, o conjunto (). é também equicontinuo, pois
para f € Q, temos ||f|lo« < 1e, paray € QF fixado, pelo Teorema do Valor Médio,
existe um z € ) com d(z,y) = td(x,y) + (1 —t)d(y,y) = td(x,y) para t € (0,1), logo
kd(x,y) <d(z,y) <d(x,y) para0 < k < t, tal que

ecd( y)~ -1
d(x,y)

de onde vem (¥ — 1 < caketd(y) 'd( ,y)*. Denote 0 = dzam(Q) Como x,y € QF
sdo arbitrarios, temos f(x) < f(y)e¥)" e f(y) < f(x)e¥), entdo se f(x) > f(y),

temos
Fx) = f(y) < F)el™" = Fy) < || flloo(e?™¥)" = 1),
e se f(x) < f(y), segue

fy) = f(x) < Fx)eOD = fx) < | flleo(eV" — 1),

= (e“1EN"Y = caedEN d(z, )1 < cake V) d(x, )

portanto temos

< flleo (0" — 1)
< cakesdy)” d(x,y)"
< cake® d(x,y)".

f(x) = f(W)l

Assim, pelo Teorema de Arzela-Ascoli temos (). é compacto na topologia uniforme.
Ainda, temos claramente O, C H*(Q"). Tomando N € N defina, para f € Q)

E(P/el (f + %)
ILge0 (f + 31l oo
C(e)

De fato, Ly (Q.) C Q. Como c foi escolhido de modo que tivéssemos ¢ > 77, temos
que f € Q. implica f(ix) < f(iy)e V)" e ¢ € H*(QF) implica

p(ix) < ¢(iy) + C(p)d(ix,iy)",

Ln(f) =

assim sendo,

Com (F+ 7)) = [er® (50604 ) duti
< eletCle)d(ixiy)® /efp(iy) (f(iy) + ;) du(i)
_ 2 ey / £9(i9) ( Fliy) + zir) du(i)
< Lon (f4 ) e,
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uma vez que

1= iy =Y L= ixy v
JEN?

d(ix,iy) = ),

2lilh 2lj1l+ljal

jeN?
= ) 1= Oy Wiy =) —1 ~ O Yy
P 2lil+7 e 21+l
1—6y, .y 1 1-6 1
(i142)"Y (j1i2) *jYi d
= —_— . = — —_—— — — x, . 2.5
j;NZ 2linl+ 12l +1 ZjG:NZ 2lih 2 (xy) 25

Portanto, temos que (). é um conjunto invariante por Ly, convexo e compacto.
Logo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonov, existe, para cada N € IN, um

hn € Q. tal que
1
ﬁ(Prel hN + ﬁ

Considere agora f como sendo um ponto de acumulagdo de {y } nyen, que pelo fato
de Q. ser compacto, f € Q. Seja {hn}nen subsequéncia de {hn}nen com hy — f.
Entado

1
E(p,el <hN+ N> = ANhN onde AN = }

[ee]

. 1 )
Lon ()= Jim, Egn (i35 ) = Jim A =2,

onde A = ||[Lge, (f)]|eos logo A é autovalor de Ly,. Além disso, A é positivo, uma vez
que —[[¢] < [@(x)| < [|¢l|, temos

ANIN(Y) = Ly, <hN + ;,) (x)
_ / £#(ix) <hN(ix) + ir) du(i)

1
e <n}\]jn <hN + N)) ,

pois miny (hy +1/N) < hy(x) +1/N, logo
. _ . 1 _ .
AN mﬁnhN > oMol <m}\}nhN + N> > ¢ llell ml\ljnhN,

e dai Ay > e~ 7/, de onde segue que A > e~ ll?l > 0.
Ainda precisamos mostrar que f é estritamente positiva. De fato, temos f € (), logo
f(Q) C [0,1], entdo suponhamos que f(x) = 0 para algum x € Q. Logo

0= Af(x) = Lo (F)(x) = [ e flix)an(i),

o que implica f(ix) = 0 para p-quase todo ponto i € {0,1}N, mas isto nos mostra
que f(ix) = 0 para todo i € {0,1}N, pois caso contrério, isto é, se f(ix) > 0 para
algum i € {0,1}N, por continuidade temos f(jx) > 0 para todo j € [i,...,i.] para L
suficientemente grande, contradizendo o fato de u ser positiva em cilindros. Repetindo
o argumento, podemos mostrar que f(i%!...iMx) = 0, para todo ¥, 7!, ...,iM € {0, 1}
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e para todo M € N, o que nos mostra que f = 0, todavia temos [|Lye, (f)|lcc = A > 0,
uma contradigdo. Portanto f > 0.
Para mostrar que A é simples, utilizamos a mesma estratégia. Considere g € (), tal

que Ly, () = Agesejat = inf{%} = % paraalgumy € Q. Assim g(x) —tf(x) >0
paratodox € Qe g(y) —tf(y) = (¢ —tf)(y) = 0 para algum y € Q. Logo

M —t)(Y) = Loe (g — ff)(y)Z/E"’(iy)(g—ff)(iy)dﬂ(i)

nos dé (g — tf)(iy) = 0 para pu-quase todo ponto i € {0,1}N e dai (g — tf)(iy) = 0 para
todo i € {0,1}N. Repetindo o argumento, temos (g — tf)(i%'...iMy) = 0, para todo
i%i,...,iM € {0,1}N e para todo M € N, logo g — tf = 0, de onde g = tf, isto &, g é
um mdultiplo escalar de f, logo A é um autovalor simples. W

Denote por Z(Q)") o conjunto das probabilidades em )*. Definimos o operador
dual de Ly, por L}, : 2(QF) = 2(QF) dado por

/ gd (ﬁzz,em) = / Loe(8)d

Dizemos que dois potenciais ¢, { sdo cohomélogos (¢ ~ 1) relativamente a ¢! se a sua
diferenca pode ser escrita na forma u o ¢ — u para alguma fungdo continua u : (3 — R,
istoé,p = ¢ +u—uoc®,onde ¢ depende apenas das coordenadas em IN x Z, conforme
Proposigao 2.3.2. Dizemos que um potencial ¢ — 1p é cohomdlogo a uma constante ¢ € R
quando ¢ — ¥ = ¢+ u oo — u para alguma fungdo u : () — R Holder. Dizer que ¢ é
cohomologo a 1 é o mesmo que dizer que ¢ — 1 é cohomoblogo a zero.

Denote por M,y () o conjunto das probabilidades invariantes por ¢“. No caso a
seguir, tomamos u = log f e c = log A.

P.e1

Teorema 2.2. Seju p := ¢ —logfoo® +1logf —logA, onde f € H*(QA,d) e A > 0
satisfazem L., (f) = Af. Entio existe alguma medida de probabilidade v e M(Q*,d) tal que
Ly e, v =v. Além do mais, v € My« (Q), isto é, v é o' -invariante.

Demonstragio. Temos Ly, (#(Q%,d)) C 2(Q%,d). De fato, Ly, (1) = 1, pois dado
x € (), temos

Et,b,el (1)(x) — /elp(ix)d‘u(i) — /e(q)—logfovel+logf—log)\)(ix)dy(i)

= e?U¥) f(ix i S e X
7 ] A0 = s Ln ()
1
= Af(x) Af(x) =1, (2.6)

e dada 7 € #(O7,d) qualquer, temos que Lj, , 7 é uma probabilidade, uma vez que

/d(/:i;)el /zm yay /d;y—l

Como Z(Q7",d) munido da topologia fraca* é compacto e convexo, o Teorema do
Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff nos garante que existe uma probabilidade v tal que
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Ly, v =v. Além disso, temos

Lpa(fort)@) = [ef oo @)l
- /e(‘l’—logfoffel+10gf—1°g/\)(ix)f(x)dﬂ(i)
= A7) [ e 8 f(ix)an (i)
— Al / e?0%) £ (ix)dpu i)

= ALy (f)=ATAf=F. (2.7)

Dessa forma, segue que

/foaelalv:/foaelal(ﬁl”/},e1 /£1p61 foo®) /fdv

0 que mostra que a probabilidade v é ¢*-invariante. W

Coroldrio 2.3.4. Nas mesmas condigoes do Teorema 2.2, existe uma medida de probabilidade
T € M(Q,d) tal que L3, , T = T que é o*>-invariante.

A medida de probabilidade v invariante por ¢! obtida no Teorema 2.2 foi encontrada
através do operador de transferéncia normalizado, isto é, Ly, logo existe uma medida
11 (que chamaremos de medida de referéncia) que é a automedida do operador Lg, e
satisfaz L3, 7 = A1j. Ao contrdrio da medida v, a medida # ndo ¢ invariante por c. A

relacdo entre estas duas medidas é dada por v = f7, isto é, para cada A boreleano de

O,
— [ fdn.
/Afn

Um fato importante no Teorema 2.2 é ¢ € H*(Q",d). De fato, uma vez que

supomos, sem perda de generalidade, f(c"*V(x)) > f(x), temos % > K%
com Ky > 1, pois f € Fy(Qt,d), logo log <}%> > log K%, ou seja, para qual-

f(x)
flat e (x))
funcdo é lipschitziana em [%4,1(4] com constante Lj,, = sup{l:z ¢ (%4,1(4)}, assim
log (ﬁ) € 1Y QL+, d). Como ¢ € HY(QF,d) e p:= ¢ —log foo® +log f —log A,
temos ¢ € H*(Q",d). Para mais detalhes, consulte [21].

quer x € (), a fungdo log ( ) tem dominio no compacto [K%,K4], logo esta

2.3.1 Estados de Gibbs

O objetivo dessa secdo é mostrar que a medida de probabilidade obtida pelo operador
dual do operador de transferéncia £y, (respectivamente L; , ) ¢ uma medida de Gibbs
para a transformacdo ¢“! (respectivamente para ¢*?). Consideremos as seguintes caixas
(nossos cilindros em Z2):

Xno) 0 Xun) Xy 0 Xnn) X(n,n)
A=t . L N= L A=,

X0 0 X(0on) X 0 Xon) X(0,n)



2.3. Operadores de Transferéncia com Potencial 16

e a funcdo normalizada ¢ = ¢ + log f — log f o 0“ —log A, com ¢ € [Fy.

A caracterizagdo de medidas de Gibbs dada por G. Keller em [14] para uma agdo de
Z% nos diz que, para um potencial i, existe uma constante Cy tal que para cada medida
de Gibbs y e cada x € ), com x € A (caixa n X n), tem-se

1(A)

Z lpoU ( )—ndP

ldO

exp (—Clpnd’l) < < exp (Cwnd’l) . (2.8)
o |

Embora definida no espago {0,1}21, o1 é uma agdo de Z,, pois depende de apenas
uma direcdo, e nesse caso, a caracterizagdo fica um pouco mais simples, uma vez que os
membros extremos da desigualdade sao constantes (d = 1), logo para A,B > 0e P € R,
uma medida de Gibbs com relac¢do a transformagdo ¢! é uma medida p positiva em caixas
que satisfaz

A< HA) < B.

B exp (nzl Poo(x) — nP) )
i=0

1- 5xk/wk

Dados x,w € A e a métrica d(x,w) = ) ST
1

keIN2

[
Z k. 3.2
0 2|k1\+\k2\ ¢

e temos |¢(x) —p(w)| < |¢|o”". Em geral, para x,w € Aj, para 1 < j < n, teremos

, defina o ntimero ¢" por

o

o= ¥ 1~ dw
k1|+]k
el 2k |+-[kz|
ko>n

Lema 2.3.5. Para p € H*(QF,d) ev € P (Q,d) como no Teorema 2.2, temos

v(A)

e_lp(x) < eWJ\Q".
V(A1) -

e—|l/’|Qn S

Demonstragio. De fato,
va) = [xa@a) = [ xan)ivy)
= [L e Dautpty
= [ LpeGene ) @)dv(x)
_ /A P(x)dL],, (v)(x )iz//\e*#)(x)dv(x). (2.9)
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Como x,w € A e |p(x) — p(w)| < |ip|o" entdo e~ |¥Ie" < ¥()—¥(®) < elfle" Dai vem
v(A)e V1" < y(A1)e?™) < v(A)el?le", 4 que

V(A)e*hﬂ@n :/ dye*|l/’|9n < / elP(x)*lP(lv)dv(w) SV(A)EWJ'Q”, e
A A

/Aew(x)*w(w)dy(w) = el[](x) /Ae*w(w)dy(w) (2:9) elp(x)ll(/\l).

v(A)
V(A1)

Portanto vale e~ ¥1¢" < e V) < oltle" m

O Teorema 2.3 tem o intuito de mostrar que a medida de probabilidade obtida no
Teorema 2.2 (v satisfazendo L}, , v = v) é uma medida de Gibbs, e é uma adaptagdo de

[21].

Teorema 2.3. A medida v € M« (Q,d) satisfazendo L;,, v = v é Gibbs para P = 0.
Demonstragido. Fixe x € A. Temos

v(A)
V(A1)

e_w]'Qn S e_l)b(x) S eW"Q",

e efetuando o mesmo célculo realizado no Lema 2.3.5, para w € A, obtemos

eIl < VA o) < lyle
- V(Az) -
e 0 repetimos até obter e~ 1¥1¢’ < v(A,)e V(" 1(¥) < l¥1e°, onde o* = Y. 1= Oy ara
p < v(Ay s ety € IR
k1 >0
ko>n
we Ay, 0" = Z L= v araw € Ajeo" ! = Z 1= ara w € Aq. De
@ T L Dkl P iee = S+l P B
k1>ﬂ—] ky>n—1
ko>n ko>n
fato,
4
R pupny ETE ol I e 7% [ RN
el =1 oA P
ko>n
14 14 4
U 1-0 1— 0y - 1
im Y | Y el | S | X senm | S| X
k k; - k k - k k
n—veo = st 21k |+ ka2 S0 | AT 2 k1 |+ k2] il W 2 lk1 |+ k2|
ko>n ko>n ko>n
1 >“ 1 (
_ E ‘ _ Z 2—1)4(11—1) o 2—20411)
>0 j=0 <2]+n 28 -1 n>0

23ac

-1 +1) ™
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o

ou seja, hm Z Z TRl f‘kk:k < s,, e multiplicando todas as etapas, temos
k2>11
[
n 1-— (Sxk wy U(A) " 1- 5x w,
- S < < - Tk
P |‘/’|]§ k; 2lrT+ke] = " | = &P “/"];) kl; 2Tkl
k21>n exp Z IP o/ (X) ko>n
A
e dai, e ¥l < nv( ) < et o que mostra que v é de Gibbs. B
exp Z Yo ole1 (x)
j=0

Corolario 2.3.6. A medidav = f1 € M« (Q,d) satisfazendo Lg . 1 = Ay é Gibbs.

Demonstragio. Ao desenvolvermos a fungdo ¢ = ¢ —log f o 0* +log f — log A, temos

Y pooli(x) =
j=0

(¢~ log f 00! +log f —log A) 0 0¥ ()

M-

-
Il
S

n .
q)O(T]El Zlogfog’]+l 61 )—}—Zlogfoo‘]el(x)—(n—}—l)log/\
j= j=0

@ o 1 (x) —(n+1)logA> +log f(x )—logfoa”+l “(x).

I
™=

I
e o
ingl

~
I

Assim, obtemos

exp (ilp ogla (x)) = exp <i po ol (x) — (n+1) log/\> f(x)

=0 =0 fooalmte(x)

Por outro lado, temos /¥l < K4 para algum K; > 0, e como f € H*(Q7,d), para
algum K, > 0, temos

x JE—
V8 Il < ko 0 1) - (0] < Ked(a)* <K < K
d(x,y)
para algum K3 > 0. Supondo, sem perda de generalidade, f(x) > f(y), para algum
Ky > 1 temos f(x) < f(y) + K3 < Kyf(y). Substituindo y por o*+Ve1(x), como f > 0
temos

f(x) < Ky = estxh/"d% < K1K4 =: B.

FletDe (x)) ~ f(ff<”“>€1(x>)
x (n+1)e x
Da mesma forma, m >1> w > K X e definindo A := 1<11<4 e
m=mn+1, temos
A< v(A) <B. Il
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O mesmo raciocinio pode ser aplicado para provar que a automedida v € M (Q),d)
de L., € uma medida de Gibbs para 2.

2.3.2 Entropia

Seja w = {A;}ic; uma parti¢do finita ou enumeravel mensuréavel de um espago de pro-
babilidade (X, B, ), isto é, a menos de conjuntos de medida y zero,
(i) X = UiA;,
(i) AiNAj=Qparai#]j.
Definimos a fungédo de informagéo I(«) : X — R por

= — ) log u(Ai)xa, (%),

isto &, I(a)(x) = —log (A;) se x € A,.

Quando A e B sdo duas c-dlgebras com A C B, dizemos que A é sub-c-dlgebra
de B. Definimos X (U;{A;}) como a menor o-dlgebra que contém U;{A;}, chamada de
o-dlgebra gerada por U;{ A;}.

Considere a sub-c-algebra A C B dada por A = X (U;{A;}), entdo podemos definir
um espaco de medida (X, A, ). Para cada f e LY(X,B,du) podemos definir uma
medida no espago de medidas (X, A, ) por u4(A) = [, fdu, para A € A. Claramente
Ha < u, sendo aqui p definida sobre A. Pelo Teorerna de Radon-Nikodym existe uma
tinica funcido em L! (X, A, i), chamada esperanga condicional, dada por

dpa
E(fIA) =4 (2.10)
Como, em geral, A C B entdo E(f|.A) pode ser bastante diferente de f, uma vez que
deve ser mensuravel na menor o-adlgebra, por exemplo, se A = {X, D} entdo E(f|A) é
a fungéo constante [ fdu. Caso A = B, mostraremos E(f|.A) = f p-quase todo ponto.

Proposigdo 2.3.7. Sejam (X, B, u) espaco de probabilidade e A C B uma sub-o-dlgebra. Entio
existe a aplicagio B(-|A) : LY(X, B, u) — LY(X, A, 1), cujas principais propriedades sio:
(i) Para f € LY(X,B, ), a fungio imagem E(f|.A) é caracterizada em y-quase todo ponto
por duas propriedades:
(a) E(f|.A) é A-mensurdvel;
(b) paratodo A € A, [, E(f|A)du = [, fdu.
(ii) E(-|.A) é um operador linear de norma 1. Além disso, IE(+|.A) é positivo.
(iii) Se f € LM(X,B,u) eg € L™(X, A, du) entio E(fg|A) = ¢E(f|.A) u-quase todo ponto.
(iv) Se f € LM(X,B,u) e A, C Ay C B entio E(E(f|A1)|A2) = E(f|A2) u-quase todo
ponto.
(v) Se f € LY(X, A, u) entdo B(f|.A) = f u-quase todo ponto.
(vi) Se f € LY(X, B, ) entdo |E(f|.A)| < E(|f||A) u-quase todo ponto.

Demonstragdo. Ver [2]. B

Considerando a sub-c-algebra A C B dada por A = X (U;{A;}), podemos definir a
fungdo de informagdo condicional 1 ( |A) : X = R dada por

I (a] A) (x ZIOgV Ail A)(x) x4, (x),
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onde escrevemos i(A;|A)(x) = E(xa,|A)(x), chamada de medida condicional.
Note que a medida condicional s6 pode ser definida por p(A;|A) = E(xa,|A)
quando o espago em questdo é um espago polonés.
Dadas duas particdes « e B finitas ou enumerdveis de X, definimos o seu
refinamento como
xVp= {AiﬁBi:Ai €uw,B; € ,B}

Dadas duas c-dlgebra A, B, denotamos por AV B a c-dlgebra gerada por
{ANB:A€uBepB}
Definimos a entropia de uma partigdo « finita ou enumeravel de X por

W) = [ L@@ = = T p(4)log ()

Dada uma partigdo « e uma sub-c-adlgebra A C B, definimos a entropia condicional por

Hy(a|A) = fl (@] A) (x)dp(x)-

Seja m »—) T,, uma acdo continua de Z? em X com m = (my,my), onde my,m, € Z.
Para todo retangulo Q = {by,...,b1 + 11 — 1} x {by, ..., by + 1 — 1} C Z? com by, b, € Z,
sejam (Q) = min;c(12y /j e |Q| = #Q. Se T preserva p, dada uma partigdo a, escrevemos

\V T = { N T_mAm:AmEoc}.
meQ meQ

Considere os retaingulos Q C R C Z? de maneira que P = R\ Q seja um retangulo.
Denote Hf,g(tx) = Hy (VmegT-ma). Estimando, temos

H]IJ)UQ(D‘) = Hy (\/mePUQT—m“) = Hy (\/meQT—ml)ﬁ) + Hy (\/mepT_mIX‘ \/mEQ T_mzx)
< Hy (VmeT-mtt) + Hy (VinepT—nat) = HP (@) + HE (a),

0 que mostra que a sequéncia (HMQ (uc)) o é subaditiva, e dai vem que o limite

hy(T,a) = 11_r>r}roo \Q! ( \V T-w )

meQ

existe, e h;,(T,oc) é definida como a entropia da particio « relativa a transformacgéo T.
A entropia métrica da transformacdo T para o espago de probabilidade (X, B, i) sobre
particdes finitas é dada por

hy(T) = sup hy, (T, ).

Uma partigdo a com Hy(a) < +co é chamada partigio geradora para o espago de
probabilidade (X, B, ) se V{* ;T 'a = B. Se a é uma particao geradora entdo

hy(T) = hy(T,w).

Para mais detalhes sobre a entropia em Z2, veja [27].
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2.3.3 Estados de Equilibrio

Lema 2.3.8. Seja (X, B, it) um espago de probabilidade com By C By C --- C By C B uma
sequéncia de o-dlgebras e ¢ > 0. Se F = {x € X : maxij<,<n E(f|B,)(x) > &} entdo para

f € L'(X, B, ), 1
Fy <z [ Il

Demonstragio. Sem perda de generalidade, podemos assumir que f > 0 (de outra forma,
substituimos f por max{f(x),0}). Podemos particionar F = F; U - - - U Fy onde

F,={xe X:E(f|By)(x) > E(f|B;)(x) <¢ i=12,...,n—1}.
Logo F, € By e F;NF; = @ para i # j. Entao,

N N N
/Ffdﬂ = Y [, fan= X [ BB 2 Y enh) = En(F),

Portanto, y(F <z L[ fdu = g’f|dﬂ u

A desigualdade do Lema 2.3.8 é muito similar a desigualdade de Chebyshev para f €
LY(X, B, 1) e & > 0 que pode ser escrita como

plre X: fx) > ) < ¢ [ Ifldp.

Sejam (Yy)n>0 uma sequéncia de varidveis aleatérias no espago de probabilidade
(X,B,u) e (By)u>0 uma sequéncia de sub-c-algebras em B. A sequéncia ({Yy, Bn})n>0
é um martingal se

(i) B, C Byt
(ii) Y, é mensuréavel em B,
(iii) E(|Ya]) < oo,
(iv) Com probabilidade 1, tem-se E(Y,, x| B,) = Y, para k > 1.

Assim, dada um fungdo f € L'(X, B, ), a esperanca condicional [E(f|B,) nas con-
digdes do Lema 2.3.8 é, para cada n > 0, um martingal. Claramente satisfaz as trés
primeiras condi¢des e no caso da quarta, basta observar que, pelo item (iv) da Proposi-
¢do 2.3.7, temos E(E(f|B,1x)|Bx) = E(f|B,), para qualquer k > 1.

Proposi¢do 2.3.9 (Teorema do Martingal Crescente). Seja f € L'(X,B,u). Assuma que
By C B, C --- C B, C --- C B é uma sequéncia crescente de c-dlgebras e que a
unido US_ B, gera B (denotando B, — B). Entdao E(f|B,) — f em LY (X,B,u) e

E(f|By)(x) = f(x), p-quase todo ponto x.
Demonstragdo. Ver [2]. R

Para uma funcdo f € Ll(X, B,u) e A C B uma sub-c-dlgebra, o Teorema do
Martingal Crescente descreve como E(f|.A) depende da co-dlgebra A. Para mais
detalhes, veja [2], [10] e [24].

Considerando x € {0,1}N e y € {0,1}N, sejam [y]e, = Us{yx}, [y C {0, 1}
a caixa retangular de tamanho 1 X n com um extremo na origem, [x], C {0,1}N" a
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caixa quadrada de tamanho 7 x n com um extremo na origem e a parti¢do 7y que gera a
o-algebra B dos boreleanos de {0, 1}N2, defina

_ 0o _F () (Lv]” v wm) ().

plle = T T T T A

De fato, iy > 0 pois 4 > 0 e py (@) = 0 pois (@) = 0. Para [y;];, N [yls, =D, i # ],

p(([yale, U Ulyls) noe[x])

e A b ()
_ p (s o) U U (el o )
# ([x]n)
_ornlane ) e (e N )
N w5 T w ()

= palyalox] + -+ palylo ]

Para a c-aditividade, considere [y;]; N [y;];, = @, i # j, entdo

Vn[U ys\U_elx] = i (Usenlyslt) N i)

p ([x]n)

# (Usen ([ys]e, no=[x]u))
p ([x]n)
. H ([ys]?l No4 [x]n)
=L ()

=) pn [yslo™x],

nelN

selN

logo 1, € uma medida condicional.

Corolario 2.3.10 (Teorema do Martingal Crescente). Seja (Q,B,u) espago de
probabilidade. Entdo, o limite p,[y|loc~x] — p([yle,|0"1B) (x) existe para u-quase todo
ponto x, para cada y € {0,1}N, tal que uly|oc=4x] = u ([yle, |0~ B) (x) é, para u-quase todo
x, uma distribuicdo de probabilidade bem definida sobre {0, 1}N.

Demonstragio. Seja B, = \/?Z_lla_ielfy = {AoNoc @A N---N o-m=Nerg A€ v},
podendo considerar Ay = [z]1x1 uma caixa 1 x 1, A; = [z]1x» uma caixa 1 x 2, logo
0 A1 = [z]ax2 € uma caixa 2 X 2, e prosseguindo para cada n, com A,_1 = [z]1xn
uma caixa 1 xneo ("Dag, | = = [z]uxn uma caixa n x n. Temos B, C By;1, pois a
particdo B, 11 = VL 1(7_”317 ¢ mais fina que B, = V] 1 o, logo todo dtomo de B, é
um elemento de Bn+1 Como 7y gera a o-élgebra B, temos B, — B. Claramente [y]; é
mensuravel em B, e E(|[y]”|) < oo, para cada n > 1. Além disso, E ([y]**!|B,) = [y]%.
Assim, ({[y];,, Bn}), ., € um martingal. Como p,[y[c—“x] é uma medida condicional,
temos

nlyloox —y( el|\/a ) ) ZVE (X B4)
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logo pelo Teorema do Martingal Crescente temos E ()(Mgl |Bn) (x) - E <X[y]e1 |B) (x)
p-quase todo ponto x. Como

E (i1, 1B) (1) = # ([yles o B) (x) = plylor—1x],
temos i, [y|o x| — ply|o—“x] p-quase todo ponto x. A varidvel aleatéria E(-|B) é bem
definida pelo fato de ser uma fungéo, logo x = z implica E(-|B)(x) = E(-|B)(z). Por

consequéncia, uly|oc“x] = ulyloc~“z], logo a distribui¢do estd bem definida p-quase
todo ponto x, uma vez que a convergéncia se d4 em p-quase todo ponto. W

Pelo Corolédrio do Teorema do Martingal Crescente temos a existéncia do limite de y, e
i —€l4] — —e
lim pnlylo1x] = pulylo 2.

Note que a distribui¢do p[y|oc ‘x| é uma fungdo densidade, pois

[ iyl exldnty) = [ E (xi, 1B) (x)dn(y) = @11)

Definicao 2.3.11. Definimos a entropia métrica de ! com respeito a medida p por
o) = [ L@ (x)du(x),

/x x)log ulylo™ ' x|du(y)

onde

1 sex €[yl

é a informacio de ¢*! com respeito a medida y, y € {0,1}N e Xlyle, (x) = { 0 e

Definimos a fungdo p : C(X) — R, um analogo da pressdo topoldgica em {0,1}N, dada
por

p(¢) = sup {hy(ael)Jr/(Pdu}.

HEM o1 (O)

Um estado de equilibrio é uma probabilidade invariante v € M« (Q)) que realiza esse
supremo.

Lema 2.3.12 (Desigualdade de Jensen). Se T : R
r € LY (R, p) é uma densidade, isto é, r(x) > 0 e [

x € Dom(T), temos
/ T(x)r(x)du(x) < T ( / xr(x)dy(x)) . 2.12)

Demonstragdo. Ver [2]. R

— R é uma fungdo concava e
r(x)du(x) = 1, entdo, para todo

Lema 2.3.13. Sejam uly|oc—*x] e v[y|o x| distribuicdes de probabilidade sobre {0,1}N com
vylo—ax] = e?W), Ly v="1eLyel =1 Entdo

- / ulylo™ x| log ulylo™“ x]du(y) + / ulyle™ x]p(yx)du(y) <O0. (2.13)
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Demonstragdo. Como v]y|o—x] = e?¥¥), temos log v[y|c—¢x] = ¢(yx). Ainda,

- / ulylo™ x]log ulylo x]du(y) + / pulylo“1x] IOgV[ylff‘Elx}du(y)
[ (S (S
- i (S

e (/vivioo (“5};’]}) () =1 =0,

pois a fun¢do 7(x) = —xlogx é estritamente concava. W

Proposicdo 2.3.14. Seja f € Fo(Q, d) tal que Ly, 1 = 1e Ly, v = v, entdo para qualquer
1€ Mgye (Q)) temos

h (061)—1—/1/]51;4 <0.

Demonstragio. Sejam p € Mgy (Q) e ulylc “x] a distribuigio sobre {0,1}N, para
x € {0,1}N e y € {0,1}N. De fato,

n(@) = [ (e @)dn(x)
— /[ i, x)logﬂ[yla‘“x]dy(y)du(x)

J] - (x.

=[] ~nlyle=x]tog ulylo xldp(y)dn(x). (214

( x) log ulyle™“ x]dp(y)du(x)

Além disso, considerando a fun¢do ¢ = x4 onde A C {0, 1}]N2 é uma caixa quadrada,
temos

/ ulylo™tx]g(yx)du(y)dp(x) = / xa(yx)ulylo x]dp(y)dp(x)
= lim / / Xa(x) palylo™ x]dp(y)dp(x)
= lim [[ plylo 3l (y)du(x)
= //Adu )dp(x / Xady
- / gdi. (2.15)

Por linearidade, (2.15) vale para fungdes simples, e por convergéncia para fungdes
integraveis. Considerando as igualdades (4.10) e (2.15) e integrando a equagdo (2.13),
temos

| ~nvlex1og plyle™xlan(y)an(x) + [[ ulyle™xp(yx)dn(y)an(x)

= (o) + [ yan,
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e pelo Lema 2.3.13 temos h;, (c!) + / Ppdp <0. W

Teorema 2.4. A medida v € M(Q,d) do Teorema 2.2 é um estado de equilibrio, isto é, para
toda p € My (Q), temos

(1) +/1/Jd;4 < hy(0™) +/1,bdv 0.

Demonstragio. De fato, conforme demonstracdo da Proposigdo 2.3.13, temos claramente

[ —vivleeixltogulylo1xldv(y) + [ viylo™x]log viyle “1xldu(y) =0,

e ao integrarmos novamente, obtemos &, (¢*!) + [ ¢pdv = 0, logo v € M, (Q) é um
estado de equilibrio. W

Definimos anteriormente que um potencial ¢ — ¢ é cohomoélogo a uma constante
c € Rquando ¢ — ¢ = c+u o0 — u para alguma funcao u : () — R Holder.

Teorema 2.5. Sejam ¢, dois potenciais em (). Se ¢ — p é cohomdlogo a alguma constante
c € R, entdo py = py, isto é, o estado de equilibrio para ¢ (respectivamente ) é estado de
equilibrio para  (respectivamente ¢).

Demonstragio. Se ¢ é cohomoélogo a i + ¢ entdo p(¢p) = p(P +¢) = () + ¢ pois, uma
vez que i € My (Q)), segue

/cpdy = /(1[J+c—|—uoael—u)dy
= /(¢+c)dy—/uoo‘1dy—/udy
= /(1/J+c)d]4,

p(¢) = sup(m{hu(ff“)Jr/Wﬂ}: sup {hu((fel)+/(¢+6)du}

‘HGM(TL’] HGMUE] (Q)

= sup o)+ [y e =o(9) +e

‘MEMVel (Q)

Por outro lado, temos para toda u € M (Q)

(@) + [ g = (o) + [+ )dn = (e) + [ pdu+e

Logo, p é estado de equilibrio para ¢ se, e s se, u é estado de equilibrio para ¢, e
portanto py = py. B

O Teorema acima nos mostra que o estado de equilibrio v do Teorema 2.4 para a
funcdo ¢ também é um estado de equilibrio para a fungdo ¢, uma vez que
Y = ¢ —logfooc +logf —1logA, isto é,  ~ ¢. Os resultados provados para

também valem para 2 com as devidas modifica¢Ges.



Capitulo 3

COHOMOLOGIA

3.1 Potenciais Cohomélogos

Defini¢do 3.1.1. Dizemos que dois potenciais ¢, i sdo cohomdlogos (¢ ~ 1) relativamente
a o se a sua diferenca pode ser escrita na forma u 0 ¢’ — u + v o ¢® — v para alguma
fungdo continua u : (3 — R e alguma fungdo continua v : 3 — R, isto é, p = ¢ +u —
uoc+v—ovoc®2 Uma fungdo que é cohomoéloga a zero é chamada um cobordo.

Dada ¢ : {0,1}%" — R ¢ possivel encontrar uma outra ¢ : {0,1}%° — R, ambas
definidas em todo {0,1}%" e tais que ambas sejam cohomélogas. Esta ¢ satisfaz ¢(x) =
¢(y) quando x;; = y;; para todos os i,j > 0, ou em outros termos, ¢ depende apenas
das coordenadas futuras, conforme Teorema 3.1. Logo ¢ pode ser identificada com uma
fun¢do em {0, 1}]N2 para a qual, o operador de transferéncia faz sentido, uma vez que
em {0, 1}]N2 os shifts ndo sdo bijetivos e portanto, tem mais de uma pré-imagem. Para
mais informagdes sobre cohomologia em sistemas dindmicos, veja [16].

Uma vez que obtemos ¢ e analisamos o operador de transferéncia com este potencial,
a medida invariante obtida através do dual do operador de transferéncia 774 pode ser
relacionada com a medida relativa a fungdo 1. A saber, as medidas sdo equivalentes,
conforme Teorema 4.3. O resultado a seguir generaliza a Proposicdo 2.3.2. O Teorema
3.1 adapta um resultado de [4].

Teorema 3.1. Seja ® € H*(Q,d) funcido com a € (0,1). Entdo existem u,v,¢ € Hi(Q,d)
tais que
P=¢p+u—uoc"+v—voo?. (3.1)

Além disso, temos ¢p(x) = ¢p(y) se x| , =y, ,-

Demonstragdo. Definimos a fungdo u como

u(x) = Y- (@00 (x) - @ oo (m(v)),

j=0
onde

_J xm sem; >0
(nl(x))m—{ 0 sem <0 °

26
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Por definigdo, |®(x) — ®(y)| < Co(P)d(x,y)*. De fato,

(@007 (x) = @orH(m(x))| < Cal@)d(o (x), 0 (m ()

S D( 2 E 21_,’_” 7
l>]

n>0

pOiS 5((0.]‘@1 (X))f,((figl(ﬂfl(x)))[) =0 apenas para t = (t]_, tz) com t] < _j, COInj Z 0 fixado,
entdo |H

> j,logo |t;| —1 > j. Definimos | := |t;| — 1. Para t, = n € Z, temos

14 14 4
. , 1 1 1 1
AR, mEN < | L ogw | < | Loaw Tl | SF | Law
t]>] I1Z]
nesz. n>0 n<0 n>0
Por indugéo, temos
)BP DI P PRI gl
j=01>j 21+n j=0n= 02n+] n=0 2"
n>0
entao
®
u(x) <2°Co(@) [ Y ) 21 — | < 2%8'Co(®) = 2MCo (D). (3.2)
j=0 1>j
n>0

Em outros termos, a fungdo u estd bem definida. Agora, defina a fungao

(1 —100") (x) = (x) = L (@00 (mi(x)) = @ ool (m (0 (x)))) = (@~ $) (%)

j=0
(3.3)

onde §(x) := ) (qD o0 (mmy(x)) —do Ujel(m(ael(x)))). A equagéo (3.3) é valida pois
i=0
(u—uoc™)(x) = (@oa]el — P ol (1) (x)) — Do cliFVe(y) +CI>on€1(7r1(U“1(x))))
]>0
. (CD ol (x) —dogli—ba (x)) - Zé (CD o ot (71 (x)) — @ o 0¥ (711 (0™ (x))))
jz jz

— o(x)-Y (cp o 01 (111 (x)) — @ o Ujel(nl(ael(x)))> .

j=0

Se X|\,., = Y|n,p- Claramente ¢(x) = 1/J(y) Afirmamos que u e i pertencem a H2(Q,d).
De fato, tomando x,y € () tais que 22N <d(x,y) < 223, -, entdo

1 . 1
2N = d(x,y)" < S(2N—T)a

(3.4)
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para algum N € IN. Como

u(x) = Xg (cp o0 (x) — ®o Ujel(m(x)))
j=

= Y (Poch ) —@orki(m(x) + 1 (P00 (x) — @or (m(x))

j=0 j>N
o
32) N _
< Z(cpoam ~®ook(m(x)) +2°Co(@) [ ¥ ¥ Hn ,
= >N I>j
n>0

o mesmo ¢é valido para u(y), isto é,

N
<X (CPO(T]“ —®ock(m (y))) +2°Cy (Z Y. 2Z+n) , (3.5)

j=0 >N I>]
n>0

entao temos

) —uWl = T (@00(x) = @ook (m(x) - 2(@oafﬁ(y)—@oafewm(y)))‘
jz >0
= i(cboajel() ® o 07 (111 (x ) Z(q)oa]el q)oajel(ﬂl(x)))
j=0 >N
N , .
- L(ecrw-2or(my) - L (@00 (k) = oo (m(y) ‘
j= >
logo
) —u @l = X (@0 () = @och(m(x))) - (oo ~@och(m(y)))
£
+ Zz:\] ((Cboajel(x) —@oajel(nl(x))) — (Cpog'jel<y) —@oajel(nl(y))>)'
7>
< Zl\](;((d)oajel(x)—(Doajel(nl(x))>—((I)oafel(y) q)oa]el(nl(y))))'
£
+ Xz:v ((qmﬂ'ﬁl(x) —q)oafel(nl(x))> . (qmﬂ'@l(y) —@oajel(nl(y))))‘,
j>
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assim
uw -l < L[(@erx) - @orm() - (2oo(y) - @och (m(y))]
£
+|E (200 @ - @ochmi) | +| T (cboo—fﬁ(y)—@oaf“(nl(y)))‘
> 1>
(35) N , . . .
< Y|@odix) —@orki(y) — @00 (m(x) + Poc (m(y)|
j=0
+ 2%Cy(®) ZZZZL +2°Co(P) ZZZ% ’
PN P
e portanto
N ) . N . .
ux) —uwl < Y |@00(x) = @00 (y)| + 1 [@00 (m(x) = 2o o (m(y)
= =

o

1
+ 2“+1C“(q)) Z Z W
>N I>j
n>0

Como 2/m=jerl=lml < plm=jer=m| — pljer| = 2lil para m € Z? e j € N, temos

1-4 ¢
d(c (x), 0 (y))* = <Z x’"ffly"lf‘l>

meZ?2 2/l
e 20m] 2lm—jei
B < y I N 2|mjel>a
2 2lm—jei] 2(m|
o
< 2 ( 22 1_2%"”) = 2%d(x,y)", (3.6)
kez

€ como

1 . .
YYo=l o s L L =8
J>N 2] >N I>] k>0 s>k

7120 T’ZZO 7120

parak=j—N—-1,s=1—N—1, e por (3.2), temos

[ 14
1 1
20+1C, (D) Y ) ST N | <281 C, (@) Y ) o < 2%FI8AC, (@) < 21, (@),
j>N 1>j k>0 s>k
n>0 n>0
[
a+1 1 4a+1 1
2GR | U ) o | <20 5 (3.7)

j>N 1>j
n>0
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entdo pelo Teorema do Valor Médio, por (3.4) e por (3.6), temos

N . . N . .
u(x) —u(y)] < Cu(®) ) d(c(x),07 (y))" + Ca(®@) Y d(07 (m1(x)), 7 (71 (y)))*
j=0 j=0
1
+ 24“+1C“(®)2N¢x
B Ca(@)d(x,y)* ) 2" + Co(@)d (i (x), 711 (y))* ) 2" + 24““Ca(<1>)2m
B j=0 j=0
1 al o 1 i 4a+1 1
< ca(cp)iz(mil)a ;)2] +Ca(¢)72(2N - 221 + 2%t C, (@ )zN«
j=
_ 2 b 1 a 2 24DL+1 o 1
- C’X( )2N:x‘ 02(N—1) + Ca ( >2Na
j=
2 (N+1)a 1 s 1
- ®)3 ( 2(N1)>+2a Cul®) 3

1

C (CI)) 2 Na

Na
N+1)a
( ) + 240(
N+1

pois, por (3.4), temos W < d(x,y)2. Portanto |u(x) —u(y)| < C%(u)d(x,y)%, 0 que
implica u € H2(Q,d).
Nas mesmas condic¢oes de u, temos ¢ € H2 (Q,d) com ¢ = ® — u+ u oo De fato,

=
<
IR

Ca(®)d(x,y)% = Cy(w)d(x, )%,

90~ 9)| = 9() — u(x) + o0 (x) ~ Bly) + uly) o (y)
S 1909 = S0 )] 10 () o)
09 Cu@)d(ey)* + Cyw)d(xp)t +25C; (w)d(x, )’
@M )+ (125G ()}
- [ca(ap)d xy)i+ (1 +2%)C%(u)] d(x,y)?
< (ST a2hcs ) dt = C )}

O mesmo argumento usado na fun¢do ® pode ser aplicado para a fungéo ¢ trocando
ol por 02 e a projecao 71 por

| xm sempy >0
(nz(x))m—{ 0 semp<0’

definindo v(x) = ) (1/) 00l (x) —po aer(nz(x))> ev—v002=19—¢.
=0
Como @ € H*(Q),d) implica u, ¢ € H%(Q, d), usando 0 mesmo raciocinio, temos
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que ¥ € H2(Q,d) implica v,¢ € Hi(Q,d). De fato, similarmente a u, temos

d(0% (x), 0% (11 (x))) & < 2% Z o |
n>0
e v(x) < 22%Cq (1), entdo v estd bem definida. Entao
o(x) = Y (woo(x)—porii(m(x)))

i=0
N . . .

= Y (#od2 (0 —yorim(x) + T (por(x) ~poo(m(x)
j=0 >N
N ‘ . ’

< Z (1[]00’]82(3() l[Joo’]€2<7'(2(x))> —|—2§C%(l/)) Z Z 21+n ,
A

e 0 mesmo é valido para v(y), isto é,

NIR

N
)<Y (poo(y) — por(mm) +2i1G W) | T L o

j=0 J>N I>j
n>0

Tomando x,y € Q) tais que %\, <d(x,y) < 243, T, entdo

1
2Na = <d(x,y)? < = 52Na—§

NIR

(3.8)

para algum N € IN. Entdo

N N
lo(x) —o(y)] < Zé [p o (x) — oo (y)| + Z(:) | 0 0 (712(x)) — 9 0 07 (1a(y))]
j= j=

+ 23HCy (y) Zzzl+n

>N I>j

n>0
(3.7) N N .
< C) L0, w)F + Cy(9) L (e (ma(x), 0 (ma(v))*
= =
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, 7(1-2N)4+1 (o(N+1)§ _ 1)
e C (T’b)w 2% ~ 1 _|_2204+1

sy 20725+ (2<N+1>% _
< &
o 22 —1

~
_|_
N
o
£
+
LN
SN—
(@
=
—~
<
S~—
QU
~
Ryl
<
N—
=
Il
(@)
oS
—~
Q
SN—
QU
—~
=
<
N—
==

Portanto |v(x) — v(y)| < Cs (v)d(x,y) implica v € H3(Q,d). Como ¢ = ¢ —v+0vo00?,
p(x) — o) < 19(x) —pW)] + [o(x) —v(y)] + 00 0% (x) — Do (y)]
(@) ) + Co(0)d(xy)t +25Cy (0)d(x,y)t
= |Gy @) y)F + (1+26)Cy (0)| d(x,y)*

@ Ca )
3<8) (21\2,51’? +(1 +24)C%( )> d(x,y)i = Ca(¢p)d(x,y)3,

»JB\R

elp(x) —p(y)| < C%(cp)d(x,y)%. Assim, existem v,¢ € H1(Q,d) tais que = ¢ + v —
vo . Portanto, por (3.3) segue ® = p+u—uoc =d+v—-vo0?2+u—uooc’, e
daf

P=¢p+u—uoc"+v—voo?. (3.9)
Por construgdo, temos ¢(x) = ) (1,0 007(my(x)) — o Ufel(nz(treZ(x)))), e
j20

Xnvz = Yinez implica (x) = (y), o que mostra que ¢(x) = ¢(y) se x| , = y| ,, 0
que conclui a prova. W

3.1.1 Estados de Equilibrio
Um potencial ¢ — 1p é cohomologo a uma constante ¢ € IR quando
p—p=cH+uoc —u+voc?—

para alguma fungdo u : 3 — R Holder e alguma funcdo v : (3 — R Holder.
Dizer que ¢ é cohomdlogo a ¢ é o mesmo que dizer que ¢ — 1p é cohomdlogo a zero.
Considere o conjunto das medidas invariantes por ¢! e 2 simultaneamente e denote-o
por M,. Dado o potencial ¢, defina a quantidade p : C(X) — R, um andlogo a pressao
topoldgica do potencial ¢, dada por

o(9) = sup {is(0)+ [ g}

A dinamica o) : {0,1}%" — {0,1}%* denotada simplesmente por ¢ é uma acdo do
grupo (Z?,+), que para os nossos propositos serd considerada no semi-grupo (Z3, +).
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Em [27] Klaus Schmidt define entropia de agdes de grupos Z“. Para mais informagdes,
consulte também [14] e [23].

Teorema 3.2. Sejam ¢, dois potenciais definidos em Q). Se ¢ — p é cohoméblogo a alguma
constante ¢ € R, entdo py = py, isto é, o estado de equilibrio para ¢ (respectivamente ) é
estado de equilibrio para  (respectivamente ¢).

Demonstragdo. Ver Teorema 4.3. W
Consideremos uma caixa quadrada Ay, de lado L dada por
Ymo)y 0 Xnn
AL =
Y00 T Xon)
Como® =¢+u—uoc”+v—0ovo0c?, asoma de Birkhoff em Ay, para x € A; nos da
Z ool Z pocthh(x)+ ) <u o) —yoo) 490l —po U'(Z’L)> (x).
—L i,j=0 i=0

De fato, a fungdo ¢ depende de L? sitios, ja as fungdes u, v dependem de menos que
4L sitios. Como |Ar| = L? e fazendo

c=c(x) o max {|uoa ()|, [uoc ™ (x)],|voc'"(x)],|voc (x)|},
logo
L Lil (u 0 — oo 4 yog —yocl L)) ()| < dle _dc
ALl & - 12 L
Fazendo L — oo, ou seja, quando A 1 IN?, temos
ng{}oT ; (u o0 —y ot 4 9o — voa(i’L)) (x)| < ng{)\og = 0.
Assim,
1 L-1 . 1 L=l .. 4c
=g, L o0 @< Lgoo ) + 4
7]= i,j=0
L-1 L-1
1 ” 4c
2L2 ;Lq)oal] -1 ijz_:oq)oa(l'])(x) < T

Para L suficientemente grande e quase todo ponto x temos

21 ']'Z ® o) (x) ~ 17 2 ¢ ol (x). (3.10)
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Em outros termos,

1
Z @ o o) ( LZZq;oal] )+O<L).

i,j=0

Pelo Teorema 4.3 temos 7o = #¢, logo por (3.10), para cada x € Ap com L
suficientemente grande, temos

Ho(AL) o e(Ag) 1)

exp | ) ® o ol exp | ) ¢ ool (x
(ij)en (ij)en

Em particular, considerando u = log f 0 02, v = log f o ¢*! e ¢ = log Ak, temos

® = ¢ —logfoor tlogfoor?—logfocrV) +logfoc® —logAk.



Capitulo 4

COMPOSTOS

RADORES DE T RANSFERENCIA

Considere Q = {0,1}N* e 0s potenciais g,/ : QO — R. Sejam 7 (x /g yx)(yx)dv(y)

e pr(x) = /h (g) ) (E) dv(z). Paray,z € {0,1}N, definimos

Liey 0o Loep(x) = Lpg, < / g(yX>¢(yx>dV<y)> = Lpe,P1(x)
= [ (f)%(f) ()
= / /g y; v(y)dv(z),

Lo 0 Liup(x) = Lge (/ n(Z)e () dv(z)> = Loetha(x)
= [ symwa(y)av(y)
= /g yx) /h (yg) ¢ (yx) dv(z)dv(y).
Dado m € N, com i € {0,1}N, defina

m—1

‘Cglelq)( ) /(. .)eXP<Zg1ome1 1x> 1de]/llk
1=(ly—1.--10

4.1 Operadores Compostos Comutativos

(4.1)

(4.2)

Veremos exemplos de potenciais g,h : (3 — IR de forma que os operadores de

transferéncia compostos sejam comutativos. Consideremos os conjuntos

CQ—{XE{Ol} 00—0}8C1—{X€{01} 00—1}

35
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Seja g : O — R tal que g depende apenas de um sitio, ou seja, g(x)
Assim g (1) = g(Z(o,O)) e 8(yx) = g(y(00))- Dai, para ¢ € Fy,

[[2(v2) 0 (v3) dviz)aviy)

Il
\
oQ
~~
<
=
2
S|
/—/
T
N—
Q£
<
—~
N
S~—
QU
<
—~
<
~—

e por outro lado,

J[2(5) e (L) avwaviz) = [[sCane (L) dvwav(z)

4
= 30 [ [o(T) )
s [ [o(F)avtane)
Assim,
JE av@avy) = [[¢(£) ¢ (L) av(yyav(z)
Logo

Portanto para g(x) = g(x(g)), de (4.1) e (4.2) temos Ly, 0 Loy = Lge, © Lyge,-

36

= 8<x(o,o))-

(4.3)

Dadas as fungdes g,i : (3 — R dependendo de apenas dois sitios cada com

g(x) = g(x(0,0),*01)) € h(x) = h(x(00),%(1,0)), considere os potenciais g, el
4.1.1 nos diz que, nessas condi¢des, os operadores de transferéncia comutam.

. O Lema

Lema 4.1.1. Sejam g,h : QO — R fungdes quaisquer tais que g(x) = g(x(0), X(0,1)) €

h(x) = h(x(0,0), %(1,0)). Entdo os operadores de transferéncia comutam, isto é,

‘Cg,el o Eh,ez = ‘Ch,ez © ‘68,@1'
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Demonstragio. Dadas duas fung¢des simétricas, g,/ : (3 — R com
g(x) = g(x(0,0)rx(O,l)) = g(x(0,1)/x(0,0)) eh(x) = h(x(0,0)fx(l,O)) = h(x(l,O)/x(0,0))'

Assim g(y%) = (W0 Y01). §(5) = &0 Y00) HyE) = h(yo0) 200)
h

0,0
h(Z) = h(zo),200) 8Wx) = 8o Y1) e h(E) =
Loe,oLpe = Eh ey © Lge,, pois

Low© Liesolx) = [[ e (42 ) dv(z)av(y)
3(¥(00) %0, 0200) g (4
//e ©00)Y01)) 6 Y(0,0)%(0,0) @ <yz> dv(z)dv(y),

Lie, 0 Lo e @(x // (%) eg j7 ) dv(y)dv(z)

// Z00)210)) 8(Z00)1¥(00) g (yz—x) dv(y)dv(z).

Observe que o mesmo vale para para as fungdes anti-simétricas, isto é, fun¢des que
satisfazem a condicdo f(x,y) = —f(y,x), bastando substituir as fun¢des acima por
g(x) = g(x0), X(01)) = —8(X(01) X(00)) € h(x) = h(x(00),x(1,0) = —h(x(1,0), X(0,0))- E
fato que podemos escrever qualquer fungdo como sendo a soma de uma funcdo simétrica
com uma fungao anti-simétrica, isto €,

flxy) = f(x,y) erf(y,x) n f(x,y) gf(y,x)’

onde f(x,y) + f(y,x) = f(y,x) + f(x,y) e f(x,y) — f(y,x) = =(f(y,x) — f(x,y)). A

comutatividade dos operadores de transferéncia também vale para para a soma de

fungdes simétricas e funcdes anti-simétricas, pois dadas g1(x) = g1(x(0), X(0,1)) =
gl(x(0,1),x(0,0)), g(x) = gZ(x(0,0)/x(O,l)) = —82<x(0,1)1x(0,0))z h(x) = h1<x(o,o):x(1,0)) =
hl(x(l,o)rx(o,o)) e ha(x) = hz(x(o,o)rx(l,o) = —hy x(l,O)/x(0,0))/ comg =2¢3=g1+%e

h = 2h3 = hy + hp, temos
Loer© Lhenp(x) = [[ e (47 ) au(z)av(y)
— / / 800 Y1) 00 200) (yg) dv(z)dv(y)
_ / / e(81782) (V00 01 o (1 H12) (Y00 Z(00)) g <y > dv(z)dv(y)

— // e(gl*gz)(ym),y(o,o))e(h*hz)(z(o,o),ym,o))qo (]/ ) dv(z)dv(y),

N &R NR

A y

Lie, ©Loe@(x) = // £)es(%) > dv(y)dv(z)
_ Yo0) g (I
— // 2(00)2(10)) g8 (2(0,0) ¥ (00) q)( . )dv(y)dv(z)
— // e (h1+h2)(z(0,0), 1,0))e(gl+g2)(z(0,0)'y(0,0))¢ < ) dv(y)dv(z)
0,0

yx
z
— // 0(81=82) (¥(00)2(00)) p (11 —112) (2(1,0) %o, ))90 <y?x) dv(y)dv(z).
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Dessa forma, a comutatividade dos operadores, Lge, 0 Ly, = Ly, © Lge,, vale para
quaisquer fungdes g, i satisfazendo g(x) = g(x(0,0), *(0,1)) € h(x) = h(x(0,0), X(1,0))- B

Por simplicidade, denotemos os potenciais que tornam os operadores comutativos
por @.

Proposicao 4.1.2. Seja @ : () — R um potencial que torna os operadores comutativos. Entdo,
para todo m,n € N,

n m  __ pm n
‘Cw,elo‘cw,ez _ﬁerZOEwrel.

Demonstragdo. Provemos por inducdo. Fixando n = 1, consideremos a indugdo sobre
m. Seja m = 1, entdo por hipétese temos Ly, © Loe, = Lo, © Loe,. Supondo vilido
Lo,e © /L’[D,EZ = Elfo,ez o Lpe, param =k, temos para m = k+ 1:

k+1 _ k _ k _ prk+1
5@,81 © ﬁw,ez — (ﬁw,el o ﬁw,q) © ﬁLU,ez - (ﬁw,ez © ﬁ(ﬂ,e]) © ﬁwﬁ?z - ﬁa),ez ° 'C(D,Ell

e provamos a indugao sobre m. Supondo vélido L’,’(‘D,el 0Ly e, = Lipe, © ['lfo,el paran =k,
paran =k + 1, temos

k+1 m k m _ m k _ pm k+1
ﬁa),el © £a),ez - ECO,E] © (['L’o,el © ﬁw,q) - ﬁw,el S (ﬁa),ez © ['a),61> - ['a),ez © ['a),ell
o que prova a indugdo sobre n. Portanto, para todo m,n € IN, temos

n m _ m n
Lo ©Loe = Lae ©Lae- B

4.1.1 Autovalores e Automedidas

Dada f autofungdo de Ly, relativa ao autovalor A, temos

‘erel © ‘Cw,ez (f) = 'C(O,Ez o ‘C(Ofel (f) = ‘C(D,ez (Af) = A‘C@,Ez (f)r

o que nos dd Lo, (Loe,(f)) = Ao, (f), 1080 Lo, (f) é também autofuncdo de Ly,
associada a A, mas pelo Teorema 2.1 o autovalor A é simples, logo existe x tal que
Loe (f) = xf, e k > 0 pelo mesmo motivo que A > 0, pois podemos reescrever o
Teorema 2.1 para o operador Ly .,. Logo

Laoe 0 Laoe, (f) = Akf, (4.4)

e Ax é autovalor operador Lo, © Loe, = Loe, © Loe,- Uma vez que tanto A quanto x
sdo autovalores simples, temos que Ax também é um autovalor simples para o operador
composto. Como a medida de referéncia 7 satisfaz L7, , 7 = Ay entdo

'sz),el o £Z),327] = (ﬁ(ﬂ,EZ o ‘Cw,el)*ﬂ = (ﬁwﬂ] © ‘Cw,ez)*rl = £;,k0,€2 © £;,k0,€117 = /\EZ),EZTII

* * 4

logo L, (L5en) = ALY ,.n mostra que L, 1 é automedida de L}, relativa ao
autovalor A, e novamente como A é um autovalor simples, temos L, , 7 = k17, para
algum x;. De fato, x; = x, uma vez que

K/fdn = /deﬂ = /Ew,ezfdﬂ = /fd(ﬁi;,em) = /fd(Km) le/fdn-
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Assim, 1 é automedida do operador de transferéncia composto dual (Lo, © Loe,)* com
autovalor Ak, isto é, (Laye, © Loe,) ] = Axy. Muitas vezes, 1 neste contexto é chamada
de medida conforme (para detalhes, ver [5]).

Definicao 4.1.3. Definimos Ly := Ly, © Lo, com potencial @. Além disso, definimos
L=, oLl e LU= (L, oL, ) = L, o LI, .
Com essa defini¢do, por (4.4), vale Lo f = Axf.
Proposigdo 4.1.4. Temos L (f) =A"«k"fe L((Dm’n)*iy = A"x"y.
Demonstragio. Pela linearidade e comutatividade dos operadores, para n € IN, temos
Lo () =Ly " Vo La(f) = MLy V() = o = AL (F) = AR,
Considerando m,n € IN tais que m > n, temos
L™ (f) = Ling! o L™ (f) = LAZMAK"f) = AU LI (f) = A" f.

As provas param < ne L((Dm’”)*n = A"x"'y sdo andlogas. W

Considerando o potencial ® = 100?24+ Py com & = @ +u—-uoc —cy e
P =w0+v—-0v002—cyondeu =logf,v=1logf,ci =logAec, =logk, temos

X

Z

d (y%) = O (yx) + P, (yf> =o(yx) + @ (yg) +log f (y

z

) —log f(x) —log Ax.
(4.5)
Conforme o Teorema 3.1, para @' = @ o 0?2+ @, ' =uoc®? e v =v = u, temos

S=0'+u —toc"+9 -0 00 —c.

De fato, Lo(1) = 1, pois

Lo() = [[ exp (@) + @2 (v7) ) 1dn(v)dn(z)
= // exp (CO(}/X) +a@ (yg) +log f (J/g) —log f(x) —IOgAK) dp(y)du(z)

- AK;(X)//exp (w(yx>+w (yf))f(yg) du(y)dp(z)

1 1
= WLQ(f) = W)\Kf(x) =1

logo v € M,(Q)) é ponto fixo de LY, isto é, L,v = v, pois

/1d(L§i>v) — /Lq>(1)dv — /1dv

x x __ px * _ px _
Lqﬂ/ - (ECDl,el © ‘C(DZ/eZ) V= £¢2,€2 (‘Cq)],ﬁ V) - £¢2,€2v =v.
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Além disso, v é invariante para cada um dos shifts ¢! e c®2. De fato, considere

Lo(l.foo®)(x) = Lo Oﬁqyzez(lfOU'EZ)(x)
- o (Jnser (a0
= Lo </ e (3) Lf(x dV)
(10 [ Onan)

- £¢1€1 %1‘1.14

= Lo e (f(X)Lapye,(1))
_ (f) (), (*.6)

£q)1,€1

entao
/fo(TEZ(x)dv = /foo‘82 x)d (Lyv)
= /Lq> o0 0?) (x)dv

0 que mostra que v é invariante por ¢°2. O mesmo pode ser feito para ¢*.

4.1.2 Estados de Equilibrio
Revisitando alguns conceitos e resultados, temos:

Lema 4.1.5. Seja (X, B, i) um espago de probabilidade com By C B, C --- C By C B uma
sequéncia de o-dlgebras e ¢ > 0. Se F = {x € X : maxi<,<n E(f|B,)(x) > &} entdo para

feli(X,B,u),
1
P < [ Ifldn
4
Demonstragio. Veja Lema 2.3.8. W

A desigualdade do Lema 4.1.5 é muito similar a desigualdade de Chebyshev para
f e LY (X,B,u) e &> 0 que pode ser escrita como

plre X: £ > ) < ¢ [ Ifldp.

Sejam (Y;)n>0 uma sequéncia de varidveis aleatérias no espago de probabilidade
(X,B,u) e (By)u>0 uma sequéncia de sub-c-algebras em B. A sequéncia ({Yy, Bn})n>0
é um martingal se

(i) B, C Bn+1,
(ii) Y, é mensuréavel em B,
(ifi) E(|Y,]) < oo,
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(iv) Com probabilidade 1, tem-se E(Y,.|B,) = Yy, para k > 1.

Assim, dada um funcdo f € L!'(X,B,u), a esperanga condicional E(f|B,) nas
condigdes do Lema 4.1.5 é, para cada n > 0, um martingal. Claramente satisfaz as
trés primeiras condi¢des e no caso da quarta, basta observar que, pelo item (iv) da
Proposigdo 2.3.7, temos E(E(f|B,.x)|Bx) = E(f|Bx), para qualquer k > 1.

Teorema 4.1 (Teorema do Martingal Crescente). Seja f € LY(X,B,u). Assuma que
B, C B, C --- C B, C --- C B ¢ uma sequéncia crescente de c-dlgebras e que a
unido U%_ B, gera B (denotanto B, — B). Entio E(f|B,) — f em LY(X,B,u) e
E(f|By)(x) — f(x), p-quase todo ponto x.

Demonstragio. Veja Teorema 2.3.9. W

Para uma funcio f € LY(X,B,u) e A C B uma sub-v-dlgebra, o Teorema do
Martingal Crescente descreve como E(f|.A) depende da o-algebra A. Os conceitos que
seguem sdo adaptados de [3].

Considere x € {O,l}NZ, y € {0,1}N e z € {0,1}N, sejam [g] = U {yf},

xeQ) “
Bl {0,1}N* o produto cartesiano em {0,1}N* de caixas retangulares de tamanho
1xnenx1 que se interceptam (nos extremos) na origem, [x],  {0,1}N* a caixa
quadrada de tamanho 7 X n com um extremo na origem e a partigdo 7y que gera a
o-algebra B dos boreleanos de {0,1}N’, defina

(e 00) () ) (

Hn [%’0’7(1'1)4 = =

y n n—1 iy
) i () Ve %) (%).

ij=1

De fato, jt, > 0 pois > 0 e j1, (@) = 0 pois (@) = 0. Para [£]" N [%]” =Q,i#],

o {(% U---U %) ygf(Ll)x} _

( ) # ([x]n) < )
i (4] NV, i ([5)7 ne0D[x],
- # () T # ()

= u [%ky—*(ll)x] + ""’Vn [%hf*(ll)x}
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Para provar a c-aditividade, considere [£]" N [£]" = @, i # j, logo

o] F(Ueenl$)) no 0D, )
””LE%Z'” ] ()

i (Usens (14170001, ))

( p([x]n) )
p (L) noe=Dx],
T
= Y [3/ o= (D) ]

nelN

logo 1, € uma medida condicional.

Coroldrio 4.1.6 (Teorema do Martingal Crescente). Seja (Q,B,p) espaco de
probabilidade. Entdo, o limite py {%|0'_(1’1)x] — U <[%]|‘7_(1’1)5) (x) existe para p-quase
todo ponto x, para cada y € {0,1}N, tal que u [g]a_(“)x} =u ([g]\a_(m)B) (x) é, para
p-quase todo x, uma distribuigdo de probabilidade bem definida sobre {0,1}N.

Pelo Corolario do Teorema do Martingal Crescente temos a existéncia do limite de
Hn € y
(11, — J | —(1,1)
lim p, [ |o x] i [Z\O’ x} .

n—o0

Note que a distribuicdo u [% \0_(1'1)4 é uma fungdo densidade, pois

[ [Lle 005 duw)an) = [ E (xy)B) Mdu@)duz) =1 @)

Defini¢do 4.1.7. Denotemos por ¢ a acgdo em Z3 dada por (m,n) gl
Definimos a entropia métrica de o com respeito a medida y por

7) = [ L))

=~ [ iy togp [Llo~ x| du(y)dz)

onde

1 sexe€ [
0 caso contrario
Definimos a funcdo p : C(X) — R, um analogo da pressdo topolégica em {0,1}N, dada
por

é a informagdo de o com respeito a medida 1, y,z € {0,1}N e Xy (x) = {

o(®) =  sup {hy(a)—k/cbdy}.

UEM (QY)

Um estado de equilibrio é uma probabilidade invariante v € M, (Q)) que realiza esse
supremo.
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Lema 4.1.8 (Desigualdade de Jensen). Se T : R — IR é uma fungio concava e
r € LY (R, pu) é uma densidade, isto é, r(x) > 0 e [r(x)du(x) = 1, entdo, para todo
x € Dom(T), temos

/T(x)r(x)dy(x) <t </ xr(x)dy(x)) . (4.8)

Lema 4.1.9. Sejam p [%W*(M)x} ev [% ]U*(Ll)x} distribuigdes de probabilidade sobre {0, 1}N

com v [glaf(lfl)x} = e@(yg)’ Liv =veLel = 1. Entio

—/V [glf(“)x} log p [gla‘“'”ﬂ dﬂ(y)dﬂ(z)+/ﬂ [glv‘(“)x} @ (yg) du(y)du(z) < 0.

(4.9)
Demonstragio. Como v [ghf(l'l)x} = ¢®(}), temos logv [%hf*(l'l)x} = P (yi).
Ainda,
~ [ [L1e00x] tog u [L1o~ O] dpu(y)dn(2)
—I—/y [g]a’(l'l)x] logv [g]a’(l 1)x] du(y)du(z)
Y—(11) Y| ,—(11)
_ Y -1 ulile X plZle x]
/ v [Z‘U x} v[%|(7*(1'1)x] log V[%W*(l’l)x] du(y)du(z)
Z _(1/1)
_ Y -1 ulZle x|
= /1/ [Z]a x] T <V[Z|U(1'1)x] du(y)du(z)
(48) y - ‘u[z|0'_(lrl)x]
(L1) z _ _
<7 (/v [Z\U x} (v[zw—(l/l)x] du(y)du(z) | =t(1) =0,
pois a fun¢do T(x) = —xlogx é estritamente concava. W

Proposigdo 4.1.10. Seja & € H*(Q,d) tal que Lol = 1 e Lyv = v, entdo para qualquer
i€ My (Q) temos

hy (o) + /CDd]/t <0.

Demonstracio. Sejam u € M,(Q) e u [%W*(M)x} a distribuicdo sobre {0,1}N, para
x € {0,1}N e y,z € {0,1}N. De fato,

(@) = [ L) )du(x)
=[] —xy @ ogu [Le ] du(y)dp()dn(x)
_ // —E (x12)|B) (x)log [g\f“'”ﬂ dp(y)dp(z)dp(x)

=[] 1L 00x] r0g [ LoV x] du(y)au(2)an(x). @10)
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Além disso, considerando a fungdo ¢ = x4 onde A C {0, 1}IN2 ¢ uma caixa quadrada,
temos

J[ 1L 092 g (v2) autyip(z)autx)
1

= [[xa (v2) n[LloO0x] dut)du()an )
= lim [[oa (v2) o [Lo™00x] ap(y)ap(z)p )
~ lim [ /A p [l O] dp(y)dpa(2) )

4

= /dﬂ Jdp(z)du(x) = /XAd.”

Por linearidade, (4.9) vale para fungdes simples, e por convergéncia para fungdes
integraveis. Considerando as igualdades (4.10) e (4.11) e integrando a equagdo (4.9),

ot
e B Dot
(o +/<I>dy,

e pelo Lema 4.1.9 temos /1, ( /@dy <0. H

Teorema 4.2. A medida v € M,(Q,d) que satisfaz LLv = v é um estado de equilibrio, isto é,
para toda u € M, (Q), temos

() + /dey < (o) + /cpdv — 0.

Demonstragio. De fato, conforme demonstragio da Proposi¢do 2.3.13, temos
claramente

/ .y [%\a—wx} logv | Zjo~ (x| dv(y)dv(z)
+/ logv [ \a’(l'l)x} dv(y)dv(z) =0,

e ao integrarmos novamente, obtemos h, (0) 4+ [ ®dv = 0, logo v € My (Q)) é um estado
de equilibrio. W

Definimos anteriormente que um potencial ¢ — ® é cohomélogo a uma constante
c € Rquando ¢ —P =c+uoc® —u+voc®2 — v para alguma funcdo u : QO — R
Holder e alguma fungdo v : (O — R Holder.

Teorema 4.3. Sejam ¢, P dois potenciais em Q). Se ® — ¢ é cohoméblogo a alguma constante
c € R, entdo pp = po, isto é, o estado de equilibrio para ¢ (respectivamente ®) é estado de
equilibrio para ® (respectivamente ¢).
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Demonstragio. Se ¢ é cohomologo a ¢ + ¢ entdo p(¢) = (P +c) = p(¢) + ¢, pois como
,u e MO’/

/gbdy = /(1/1—|—c+uoa‘1—u—l—voae2—v)dy
= /(¢+c)dy+/uooeldy—/udy—i—/voa‘fzdy—/vdy
= /(¢+C)d%

entao

o) = sup {0+ [odnf = sup {into)+ [y e}

HEM, HEM,
= swp {0+ [y} +c=oiy) s
HEM

Além disso, temos para toda v € M, (Q))

no) + [ g = (@) + [(9+ ) = (@) + [ ey +c.

Logo, u é estado de equilibrio para ¢ se, e s6 se,  é estado de equilibrio para ¢, de onde
po = Hy- W

O Teorema acima nos mostra que o estado de equilibrio v do Teorema 4.2 para a
funcdo ® também é um estado de equilibrio para a fungdo ¢, uma vez que
P =¢+tu—uoocr4+v—vocr2+g, isto é, ¢ ~ ¢. Mais detalhes em [12] e [28].



Capitulo 5

APLICACOES DE BLOCOS

Seja X = {0,1}% o espaco simbélico. Considere N(x,y) = min{|i| € N : x; # y;}.
Munimo o espago X com a métrica usual dada por

1
di(x,y) =< 2Ny’ X #Y )
: 0, xX=y

Definimos uma dindmica de blocos fixando um inteiro L > 2, que indica o tamanho dos
cilindros, e uma aplicacao f: {0,1}* — {0,1}. Definimos uma transformagio de blocos
F: X — X como

P(...,fol,...,XQ,X1,...,XL,XL+1,...,X2L,...)

= ( . .,f(XLfl,. . .,xg),f(xl,. ..,XL),f(XL+1,.. .,XQL),. . ) .

Lema 5.0.1. As transformagoes de blocos F: X — X sdo continuas.

Demonstracgio. De fato, fixamos um k € IN arbitrdrio e tomamos ¢ = % > 0, onde

JLE]
|x] = max{n € N : n < x}. Entdo existe § = % > 0 tal que, para todo
x,y € {0,1}N com d(x,y) < 8, temos d(F(x),F(y)) = —— < -1 = ¢, pois se x; = yy,

plEIT T olf
onde w' = F(w). W

/

5 =Yg

= !/ / /
mas Xii1 7# Yg+1, €ntdo x| e Xk, #yL%JH’

k
L

Lema 5.0.2. As transformagdes de blocos, em geral, nido comutam com o shift o, isto é,
Foo #c0oF.

Demonstragido. Tomando a sequéncia arbitrdria x = x1...x X 11...X2r ... em X, temos
UOF(X) = UOF(X]...xLxLJrl...xZL...) :f(xL+1...XQL)f(X2L+1...X3L)...,

POO’(X) :POO’(xl...XLXL+1...JC2L...) :f(XZ...XL+1)f(xL+2...XQL+1)....

Se f(xr41...x21) # f(x2...x041), por exemplo, teremos oo F # Foo. W

46
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Definig¢do 5.0.3. Um autdmato celular sobre o grupo Z e o conjunto {0,1} é uma trans-
formagdo 7 : {0,1}% — {0,1}% satisfazendo a seguinte propriedade: existe um subcon-
junto finito S C Z e uma transformacéo ¢ : {0,1}° — {0,1} tal que

T(x)(n) = ¢((n'x)ls)

para todo x € {0,1}? e n € Z, onde (n~'x)|s denota a restricio da configuragio n 'x a
S. Tal conjunto S é chamado de conjunto de memoria e ¢ é chamada transformagio de regra
local para T.

1

Lema 5.0.4 (Teorema de Curtis-Hedlund). [13] Considerando o espago {0,1}% munido com
a topologia discreta, seja T : {0,1}% — {0,1}% uma transformagio. Sio equivalentes:

(i) a transformagdo T é um automato celular;

(ii) a transformagdo T é continua e comuta com o shift.

Demonstragdo. Veja [6]. R

Corolario 5.0.5. As transformagoes de blocos nio sido automatos celulares.

Demonstragido. Como F ndo comuta com o shift, pelo Teorema de Hedlund, temos que F
nao é um autdémato celular. W

Pelo Lema 5.0.1, (X, F) é um sistema dindmico topolégico.

5.1 Transformac¢ao Majority Rule
Defina a transformacao majority rule por M: X — X dada por

M : (x1,x2,x3,...) — (m(x1,x2,x3), m(x4, X5, X¢), ...), onde
T ifxi+ x40 +xi422>2 '

m(Xi, Xip1, Xiv2) = { 0 caso contrario

Pelo Lema 5.0.1, (X, M) é um sistema dinamico topolégico.

Proposicdo 5.1.1. A transformagio majority rule M é topologicamente transitiva.

Demonstragio. Considere dois cilindros (portanto dois conjuntos abertos), [x;...xi] e
[y1...ys]. Vamos provar que existe n € N tal que M"([x1...x¢]) N [y1...ys] # @.
Tomando z € [x; ... x,] dado por

Z=X1.. . Xk Y1 Y1 Yso o Ys YT
SN—— SN——

3L%J+1 3L§J+1
en= %] +1, temos M"(z) = y1...ysy* e portanto M"(z) € [y;...ys]. W

Proposicao 5.1.2. A transformagdo majority rule M nio é expansiva.
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Demonstragio. Por contra-exemplo, fixando um k € IN arbitrario, e tomando y = 0* e

x =0---010%. Entdo, x e y estdo arbitrariamente préximos, mas d(x,y) = zklﬁ > ﬁ,
k

ou seja, x # y e M(x) = 0° = M(y) implica d(M"(x), M"(y)) = 0, para todo n € N.

Portanto M é uma aplicagdo ndo expansiva.

Proposicao 5.1.3. A bacia de atragio de 0% e 1% sdo conjuntos densos.

Demonstragio. Consideremos a bacia de atragdo de 0*. Sejam & = zl comk € Ne

x = x1..x:% € {0,1}N com x € {0,1}N. Seja B(x,¢) uma bola aberta de centro x e
raio e. Note que o ponto y = x7..x4,.10% pertence a B(x,e) e M"(y) = 0° para n
suficientemente grande. Isso implica que y estd na bacia de atracdo de 0%, logo é um
conjunto denso em X. A prova para 1* é analoga. W

Definicao 5.1.4. Sejam n € IN, ¢ > 0 e K C X um subconjunto compacto de X. Um
subconjuto S C X é dito (n, €)-separado para K com respeito a transformacao F se, para
todo x € K, existe y € S tal que

dy(x,y) =<e.

Em outros termos, S é (n, ¢)-separado para K com respeito a F quando

n—1
Kc |J N E'B(T'(y);e).

y€eS i=0

Denotamos por 7, (¢, K) a menor cardinalidade de qualquer dos conjunto (1, ¢)-separados
para K com respeito a F. Defina também

r(e, K, F) = lim 1logrn(‘e,K).

n—sco 11
Proposigao 5.1.5. Seja M a transformagio majority rule. Entao hyp(M) = oo.

Demonstragio. De fato, iremos considerar a cardinalidade de um conjunto (n, ¢)-gerado.
Sejam ¢ = 2317, com m € N, e fixemos ¥ € {0,1}N. Se

dy(%,y) = max{d(%,v),d(M(x), M(y)), ... d(M" (%), M" ()} <&,

entdo X e y devem coincidir nos primeiros 3" simbolos, e 0 mesmo acontece com M* (%)
e M*(y) for 2 < k < n— 1. Observe que M aplica um bloco de tamanho 3" em um bloco
de tamanho 3”1, isto é, se dividirmos um bloco de tamanho 3" em blocos consecutivos
de tamanho 3, teremos 3”1 blocos de tamanho 3, e ao aplicarmos M, teremos 3m=2
blocos de tamanho 3. Como d(%,y) < ¢, M(%) e M(y) coincidem nos primeiros 3" !
blocos, e como d(M(%), M(y)) < e coincidem nos primeiros 3" simbolos, temos que
analisar o segundo bloco de tamanho 3"*! e o terceiro bloco de tamanho 3"*! de x:

X = X1X2X3 - Xgm_pX3m_1X3m X3my1X3m4pX3mi3 X9 3m_pXp3m_1X23m

3”1 3m
X2.3m41X23m42X23m43 "+ * X33m—2X3.3m_1X33mM ...

3m
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Se considerarmos o cilindro [x3mi1X3mip...X33m], teremos 23" possibilidades de
imagens por M para este conjunto, o que implica que um conjunto (1, ¢)-gerado, E;, no
cilindro [xj..x3n] tem ao menos 23" pontos.  Para construirmos um conjunto
(2,¢)-gerado no cilindro [xj..x3»]|, temos que considerar as palavras finitas de ¥ de
tamanho 32.3™, X1..X323m, € pela mesma razdo, teremos que a cardinalidade de um
conjunto (2, ¢)-gerado, Ey, no cilindro [x;...x3x] é maior ou igual que (2*")¥~1. Por
indugéo, temos #{E, : E, é (n,€) — gerado} > 23" (23%1)3”_1, o que implica

1 1 m am—1+n _qm— 3m—1(2 43"
he(M) = ,}E}(}oﬁlog(ﬁE”) > Ji_r)gloglog? 3 nli_r)go(ij_)logz
m—1 2
> lim w log2 = 3m=1
n—s00 n

Portanto, h(M) = limh.(M) > lim 3" ! = co. B
e—0 m—00
5.1.1 Propriedade Ergédicas

Discutiremos aspectos ergddicos da transformacdo majority rule. Como referéncias
Teoria Ergodica, citamos [7], [10], [18], [29] e [30].

Proposicdo 5.1.6. A medida de Bernoulli uniforme y := B (%,%) é invariante pela
transformagio majority rule M.

Demonstragio. Tomando o cilindro [i], i € {0,1}, temos
wMH i) = p(fii] U fiif] U iji] U i) = 55 = 5 = u(li])-

Em geral, considere o cilindro [i; ...is] para algum s € N. Note que f{M~!(i;)} = 4
paracadaj=1,...,s, entdo §{{M'(i;) ]S-:l} =&, i; € {0,1}, e portanto

u(M i) = u <U[i11i12i13 co islis2i53]> =Y u([inninziz . . . isisis)])
1 45 1 . .
= Zﬁ:ﬁzﬁz‘u([ll...ls]).

Como os cilindros geram a o-dlgebra de Borel, temos o resultado. W

Defini¢ao 5.1.7. Defina o conjunto dos pontos ndo-errantes para M como sendo o
conjunto fechado Q)(M) dado por

QM) ={xc {0, 1NV U3x,3In>0: M "UNU # D}

Proposicdo 5.1.8. Seja (M, B (%, 3)) o sistema dindmico dado pela transformagiio majority rule,
entdo u(Q(M)) = 1.
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Demonstragio. Seja U, = | J ([i1...in] com i; € {0,1} e {Uu}nen base da
arbitréria finita

topologia sobre X. Entdo o aberto {0,1}N \ (M) é a unido dos U, tais que, 0s conjun-

tos U,, M~ U,,..., M~*U,, ... sdo dois a dois disjuntos. Suponha, por contradi¢do, que

u(Uy,) = ¢ > 0. Como B(3, 1) é M-invariante, temos

p(Un) = p(M~'Uy) = -+ = p(M~*U,) =
e portanto,
p (U MJ{U”) = L pM ) = Yoo = too,
k=0 = k=0
e isso é uma contradigdo, pois 4 = B (3, 1) é uma probabilidade. Entdo, y(U,) = 0 para

todo n € N e concluimos x({0,1}N\ Q(M)) = 0, ou seja, u(Q(M)) =1. B

Teorema 5.1. Seja yu = B(3,%) a medida de Bernoulli uniforme, entio o sistema (M, ) é
misturador.

Demonstragio. Provaremos primeiramente para cilindros de tamanho um, e depois
construiremos as condi¢cdes necessdrias para demonstrar utilizando cilindros de
tamanho qualquer.

Lema 5.1.9. Para cilindros de comprimento um, a transformagdo majority rule satisfaz

lim g (M~"([i]) N [j]) = w([i)p((i])-

n—o0

Demonstragao. Considere os simbolos i e /% com i # j e os respectivos cilindros [i°] e
[/]. Como M~Y([i]) = {[iii], [iij], [iji], [jii] }, consideremos i' = 3i + [0 e j1 = i® + 3/°.
Genericamente, para cada n € IN, temos

n = 3in—1 +jn—1
{jn = -1 +3jn—1

Escrevendo de modo matricial, temos

31
=1 s)
e por consequéncia,

() =G 3) () =) == )

. . 1 1
A matriz A tem autovalores A{ = 4 e A, = 2, associados aos autovetores (1> e ( )

-1
respectivamente. Temos <;.0> N —;] G) + 7 2] ( > logo

(7) = () =+ (57 0) 5" ()

2
(e (5) (B ).




5.1. Transformagio Majority Rule 51

de onde vem

Z'Tl —

1 0/ qn n 0(qn _ on
%(z (4" +2") 40 (4" —2")) | )
]'n — E(1'0(471_2n>_’_]'0(4n +2n))

Temos que a proporcdo de i’s e de j’s é dada, respectivamente, por

1‘11 ]'71
. . e ———
li’l _’_]71 Zﬂ +]H
onde
. . 1, ) 1,. ) . .
in + jn = 5 (4" +2") + 04" —2") + 5 (04" —2") + 04" +2")) = 4" + j°).
(5.2)
De fato, ' '
n—oo \ 1" + " n—oo \ 1" + j" 2
pois
7 1 (:0(qn n 0/ qn n 0 0
. i (52) . (@42 +@ -2m)\ 1. ="\ _1
i (557) 35?0( w0+ ) R \treem) T2
. 1 (:0(gn n 0(qn n -0 -0

. Y 6 (g (P =2+ 2Y) ) 1 (=°+°)\ _1
i, <i"+j”> - ,}%< 41(0 1 o) My ) T2
Com efeito, temos

: A . 0 i\ ()

tim g (D 0 ) = fim ) () = G
Portanto

Tim e (M () N1 [7]) = p([)p(()- 64

Para cilindros de tamanho arbitrdrio, com m,s € IN, devemos provar

Yim (M (i im]) O [ Js]) = p(lin i) (- - Js])-
Sejam x|, = XxpX1...Xt—1 0s primeiros t simbolos de x € {0,1}N. Note que, para

descrever M~"([i1...im|) N [j1...]s|, é suficiente analisar M~"([i1]) N [j1...Js] para
n > log,s, uma vez que o cilindro de log, s pré-imagens de [i;] tem comprimento s,
logo na interse¢do com [j; ... js] ndo é necessario o calculo das pré-imagens de i, .. ., in
pois cada pré-imagem de i, pode ser tanto i quanto j. De fato, para [i...i,] com i
fixado, temos 2"~1 possibilidades das quais somente uma serd o cilindro [i1...in],
entdo, paran > log3 s, temos

PO (i) O ) = e (M () 0 i)

m

= [TutiyuM™" (@) Nl .j]).  (55)

t=2
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Dessa forma, é suficiente tomar s = 3!, t € N, pois 3/ ! < r < 3 e r + |a| = 3! com
A=1{{0,1}¥:d = |a] =3' —r) nos d4

Gy -l = Ul - jral,

acA

entao

acA

- u(U(M”ﬂamm0ﬂvv~mM0

acA

= L u M (i i) Vi)

acA

Ora, a notagdo usada no Lema 5.1.9 se torna muito carregada para cilindros de
tamanhos maiores. Consideremos entdo uma nova notagcdo a fim de facilitar a
compreensdo dos argumentos. Seja i" := T, (i — i), logo a propor¢do é dada por

i T, (i = i) T (W”')
in +]'” o Tn(l}—>l)+Tn(Z'_>]) Zk ij (lHk)

Assim sendo, para | = i, j, temos

Tu(i—1) L I 1
kﬂ<zh]<u+m>_kﬂ<W+ﬂ>‘z (>0

Assim, tomando apenas as poténcias de 3, temos: Set =1, s = 3/ = 3. Para i # j,
sem perda de generalidade, vale

Ty (i1 — v10203) 1 n
, = (5.7)
Z Tn (11 — k1k2k3) 2 i +]
kn ko ka=i,j

uma vez que i; se torna i, na n-ésima pré-imagem de T, logo [j1j2j3] com é apenas uma
das quatro opgdes de [iykok3] com i, = v; fixo. Por sua vez, o denominador expressa
todas os possiveis cilindros de comprimento trés, [k1koks] com kq, kz, k3 = i, j, o que pode
ser expresso por [i] U [j]. Portanto, temos

11 — Z)ﬂ)zl)g,)

u(M™"([i1]) N [v10203]) ( Z Ty (i1 — kikoks)

kl kz k3 l]
u([i])

in —l—] 23
= y( v10203) )
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Para t = 2 segue s = 3> = 9, logo

To(i1 — w?...wd,)
Yo Tu(ih— wl. . w))

wy=i,j
de{1,..9}
0

: 2 2 1,11 1,11 0
Ty (i1 = w}) T (wi — wiwiw}) T (wiwyw} — wf ... w))
Y Tia(i—w))T (w% > w%w%w%) T (w%w%w% =l wg)
hi. .
wp=i,]

be{0,1,2}
ce{l,...,9}

(5.8)

Uma vez que

T (w} — wiwsw3) 1
Y T(w}— wiwjuwi) 4
wh=i,j
be{2,3}
ce{1,...,3}

entdo de (5.8) temos

; 0
lim Ta(ip — w?...wd)

1
n—oo Z Tn(il — w(l) . wg) 43 Z n—oo Z T, o (11 — w%)

wd:i,j
de{1,..9}

Portanto, temos

tim (M () 1 [or o)) = KU = p((ia)p((or .. o9))

n—oo

Para t = 3 segue s = 3> = 27, logo

Tus (i1 = w3) T (w] — wiwsw3) T (w%w%w% Wi wé) T (wl cwd el .wg7>

Y. Tus(iv—w}) T (w] — wiwsws) T (w%w%w% Wi, w%) T (w% cwd el .wg7)

w?zi,j
b€{0,1,2,3}
ce{1,...,27}
(5.9)
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Como ) .
T (wi...wh— w?.. w)) 1
= 5
Z T(w%...w%Hw?...w%) 4
wh=i
be{0,1}
ce{1,...27}

T (wiwiw} — wi ... wg)

2.2 2 1 1 43’
Z T(w1w2w3>—>w1...w9)

we=i,j
be{2,3}
ce{1,...,3}
entdo de (5.9), temos
im T (i1 H.w‘f...z)g» : _ %%1 lim Tu—s (i1 ﬁwﬁ) :
n—00 Z Tn(iy — wi ... wy,) 4744 n—oo Z Ty (i1 — wy)
Wq=i,j w;f:i,j
de{1,..27}
I R (o B
T 21896922 T \ 13 _|_]n73 27
Portanto, temos
NP )
Jim p(M([0]) N o1 07]) = == = wlap([or . v7]).

Defina a funcdo ¢ : N — IN dada por g4(s) = 37 com s = 3" parat € N e
0 < d < logys. Em outros termos, temos Go(s) = s, ¢1(s) = 5, C2(s) = § e assim

por diante.

Lema 5.1.10. Paras € Neqg € N coms =3 parat € N e g = log, s, vale

Tn(il — Ul ...vs)
Z‘ Tn(ilHk]...ks)

ky=i,j
de{l,...s}
q
T <i1 —w! . w! )HT (wr...w’ —w L wl ! ) (5.10)
q 1 Gq(s) 1 r(s) 1 Gr-1(s) ’
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Demonstracio. Definindo s = 3, provemos por indugdo sobre t. Para t = 0,1,2, como
visto acima, a férmula é valida. Supondo vélida para t = k, e portanto para s = 3,
provemos para f = k + 1, ou seja, para 3s = 3k De fato, para t = k, vale:

Tn(il = U ...’05)
Z Tn<ill—>k1...ks)

kimi,j
de{l,...s}
q
== [] ‘
L Ty (“Hw?'"wgﬁs))ET(w?“ W () W Efl<>>
wh=i,j -

be{cl ,,,,, q}
ce{l,.8p(s)}

De fato, temos

Tn(il — U1 ...035)

Z Tn(ilHk]...kg,s)
ky=i,j
de{1,..3s}

Tu(iy — wy...ws)T(wy ... ws — v1...03)
Z Tn(ille...ws)T(wl...wsr—>k1...k3s)

k=i,
de{1,...3s}
_ Tu(ip — wy ... ws) T(wy...ws+— vV1...03)
Z Tn(i1+—>w1...ws) Z T(wl...ws»—>k1...k3s)
wy=1,j ka=i,j
de{l,..s} de{l,...,3s}
q
r—1 r—1
- Tu—yg (11 — wl .. ) rI;IT (w (o W .ng(s)>
B q
Z T,— q(11»—>w1 )HT( )Hw{ 1"'“’2,_,11(5))
wE:i,j r=1
be{l,...q}
ce{1,...5p(s)}
o T(wy...ws+—> 0V1...03)
Z T(wl...ws»—>k1...k3s)
ky=i,j
de{1,...3s}
+1 +1 " 1 1
q — —
Ta—(g+1) (11 — w‘} W s )> UT (w{ ) ..wgr(s) — W) gr 'G5 )>
- +1 q+1 A 1 1
q r—
bZ: T (g+1) (11 =l .wgqﬂ(s)) IIT (w{ LW () > W "'wg,,l(s)>
wc:i,j r=

be{l,...q+1}
ce{1,...5p(s)}

0 que mostra o resultado. W
Assim, temos
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q
, q q -1 -1
Tug (11 =W .. .wgq(s)) | | T <w§...wgr(s) = W) -~-w2,,](s)>

9
Y Ty <i1 — wl . ..wgq(s)> [IT (w{ W ) w L. ..wg:(s)>

wh=i,j r=1
be{l,...q}
ce{1,...5p(s)}
B Tu—q (i1 — w? . ..wgq(s)) 11[ 1 1 < in=aq >
B - q q LLae) 4 =4 4
bZ; | Ty—g (11 =W ... wgq(s)) r=1 ) E & (s) J
we=1,] 2 r=1
be{l,...q}
ce{l.Gp(s)}
_ 1 (; (b (472" )+ T+27 )\ 1 14 ot
9 47=0(iy + 1) q 24(ip+ 1) )
2Y (s) 2) &(s)+1
2 r=1 2 r=1

Portanto, temos

lim p(M™" ([n]) N - js]) = lim p([i])

e e Z Ty (il — k1 c ks)
ky=ij
de{l,...s}
n o0 1 1
2} Gr(s) +1
2 r=1
= p(li]) lim (1 (_ 11.+]1) )
e (st
— 37
2 r=1
_ ) — _  p((al)
d 25(3(1-57))+1
252%4—1 25<2( 3))
2 r=1
i
o ‘u(ésl] = Iu([ll]).u([]l ]sD/
1 1 1
uma vez que q = log; s, logo 37 = s, de onde vem 2s ¥ =3 1- 37 25 =5 — 1.
r=1
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Por (5.5), temos

Tim (M ([iy i) O i) = el i el o).
Como m,s sdo arbitrdrios, o resultado estd provado para quaisquer cilindros. A
demonstra¢do para conjuntos gerais segue os passos da demonstracdo do Teorema 5.32
de [17]. Portanto (M, ) é misturadora. &

Coroldrio 5.1.11. O sistema (M, B (3,3)) é fracamente misturador e ergddico.
Demonstracio. Ver [30]. W

Seja f uma transformacdo ergédica. Se f* é ergédica, para todo k > 1, entdo a
transformagao f é dita totalmente ergddica.

Coroldrio 5.1.12. O sistema (M, B (%, %)) é totalmente ergddico.

Demonstragdo. De fato, como M é misturadora, temos M? misturadora pois, para todos
A,B mensuraveis, temos
: —2n
Jim pu(M™"(A) N B) = u(A)p(B).
Claramente, M* é misturadora pois (M~*"),>; é uma subsequéncia da sequéncia

(M™"),>1, entdo para n — +oo, para todo A, B conjuntos mensuraveis,
limu(M~"(A)NB) = u(A)u(B) implica

Tim u((MY)(A) N B) = lim ju(M~¥"(A) (1 B) = pu(A)(B).

Portanto, M* é misturadora paratodok > 1e Mk ¢ ergddica para todo k > 1, entdo M
é totalmente ergodica. W

Defina o operador de Koopman de M como Ky : L?(u) — L*(u) dado por ¢ al poM,
@ € L?(u). O operador Ky, é linear, continuo, positivo e satisfaz ||Kyel|l2 = ||¢]|2 e
spec(Ky) C S

Coroldrio 5.1.13. Seja M a transformagdo majority rule e (M, B (%, 1)) fracamente misturador,

entdo M tem espectro continuo, ou seja, o inico autovalor de Kys é o autovalor simples 1 com
autofungdes constantes.

Demonstragdo. Ver [30]. W

Como definido anteriormente, um sistema dinamico topolégico ({0, 1}N, M) é dito

minimal quando Oy (x) = X = {0,1}N para todo x € {0,1}N.

Proposicdo 5.1.14. O sistema (M, B (3, 1)) nio é minimal, mas u({x : Opm(x) = X}) = 1.
Demonstragio. Considere uma base enumeréavel de cilindros {U, },cn para a topologia
em X, entdo U,‘f:OM_kUn é um aberto. Afirmamos

{x:Op(x) = {0,1}N} = ﬁ GM*kun.
n=0k=0
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De fato, y € {x: Om(x) = {0,1}N} se, e s6 se, Om(y) = {0,1}N se, e s6 se, para todo n
existe k tal que Mk(y) € U, se, e s6 se, para todo n existe k tal que y € M~*U, se, e s6
se, vy € N> U, M~kU,. Para cada n, temos

M! (U Mkun> = Jm ¥y, =ymMm*u, c |Ymtu,
k=0 k=0 k=1 k=0

entdo UP ;M U, é um conjunto M-invariante. Pela ergodicidade de M e por
u(Uy,) > 0, temos pu (U2 M ~*U,) = 1 para cada n. Portanto

(A Tw) 1 (U (powun)c) - f ((pomn)c)

e segue u({x : Op(x) = {0,1}N}) = 1. Assim, M ndo é minimal pois existem pontos
cuja 6rbita ndo é densa, por exemplo. Oy (0°) = 0° # {0,1}N. H

Proposicdo 5.1.15. Considere o sistema (M, B (3,3)). Entio a entropia métrica do sistema em
{0, 1}N ¢ infinita.

Demonstragdo. Fixemos a particdio mensuravel de {0,1}N dada por « = {[0],[1]}.
Observe que
M~L([0]) = [001] U [010] U [100] U [000],

M~Y([1]) = [111] U [110] U [101] U [011],

entao
aV M’l(zx) = [001] U [010] U [100] U [000] U [111] U [110] U [101] U [011],
e portanto
H(aVvM(a)) = — Y. u(A, "M 1(Ay)) logu(A;, N M(A;)) = 3log2.

Ail 'Aiz cavM1 ((X)

Além disso, V- M~ (a) é dado por 2*" cilindros disjuntos de tamanho 3". Logo,

o .1 1 .
HOLIM @) == 8 p(A)logn(a) = 2 s tog (5 ) =" log2,
AeVI I M~i(a)

. “1ag—i .
e portanto h(u) > nh_r)glo HVZyM ' (a)) =co. R
Como no Teorema 5.1.5, a entropia topoldgica vale co e pode ser encontrada via
Principio Variacional:

Coroldrio 5.1.16. Seja h(M) a entropia topolégica da transformagio majority rule M. Entdo
h(M) = oo.

Demonstragio. Pelo Principio Variacional, temos h(M) = sup  h(v), e como
vEM({0,1}N)
u=B(3 1) € M({0,1}N), pela Proposicao 5.1.15, temos co = () < h(M). B
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5.2 Aplicagao Decimation

Considerando () = {O,l}N e b € N, definimos a aplicagdo decimation como sendo
S: Q) — O, dada por S(w) = wpwypwsp . .., onde w = wWiwWHrws . . ..

Proposicdo 5.2.1. A medida de Bernoulli y := B (%, %) é invariante por S.

Demonstragdo. Note que, dado um cilindro [i1ip...is], sua pré-imagem S~!([i1ip...i]), é
dada por 2(=D" cilindros de comprimento 1b, o que implica

(S ([irig..dn])) = 207270 = 27" = y([igip...iy] ). W
Proposigdo 5.2.2. A entropia da medida de Bernoulli y = B (3, 1) é infinita.

1
2
Demonstragio. Tomando a parti¢do a de Q dada por « = {[0], [1]}. Assim

s7([0]) = U [i1iz..igp—10] e ST"([1]) = U [i1i2.1pp—11]-
il,iz,...,i,,,b_1€{0,l} il/inm/inb—le{O/l}
Entdo
H(VISs7(a)) = — Y. u(A)logu(A) = 2.2’“”1%103;2”}’ = nblog?2.

AeVI)S—i(a)

Portanto lim,, e H(V/-S™(a)) = 0, 0 que implica h(y) = co. W
Pelo Principio Variacional, segue:

Corolario 5.2.3. A entropia topoldgica da aplicagio decimation é infinita.
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