Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Escola de Engenharia
Programa de Pos-Graduacdo em Engenharia Civil

SIMULACAO NUMERICA DE ESCOAMENTOS
INCOMPRESSIVEIS ATRAVES DA ANALISE
ISOGEOMETRICA

Patricia Tonon

Porto Alegre
2016



PATRICIA TONON

SIMULACAO NUMERICA DE ESCOAMENTOS
INCOMPRESSIVEIS ATRAVES DA ANALISE
ISOGEOMETRICA

Dissertacdo apresentada ao Programa de P6s-Graduacao em
Engenharia Civil da Universidade Federal do Rio Grande do Sul,
como parte dos requisitos para obtencao do titulo de Mestre em
Engenharia

Porto Alegre
Ano 2016



Tonon, Patricia

Simulacdo Numerica de Escoamentos Incompressiveis
através da Anadlise Isogeométrica / Patricia Tonon. --
2016.

124 f£.

Orientador: Alexandre Luis Braun.

Dissertacdo (Mestrado) -- Universidade Federal do
Rio Grande do Sul, Escola de Engenharia, Programa de
P6s-Graduacdo em Engenharia Civil, Porto Alegre, BR-
RS, 201e6.

1. Dinédmica dos Fluidos Computacional. 2. Andlise
Isogeométrica. 3. Funcdes NURBS. 4. Escoamentos
Incompressiveis. I. Braun, Alexandre Luis, orient.
IT. Titulo.




PATRICIA TONON

SIMULACAO NUMERICA DE ESCOAMENTOS
INCOMPRESSIVEIS ATRAVES DA ANALISE
ISOGEOMETRICA

Esta dissertacdo de mestrado foi julgada adequada para a obten¢o do titulo de MESTRE EM
ENGENHARIA, érea de estruturas, e aprovada em sua forma final pelo professor orientador e
pelo Programa de Pos-Graduagdo em Engenharia Civil da Universidade Federal do Rio

Grande do Sul.

Porto Alegre, 06 de abril de 2016

Prof. Alexandre Luis Braun
Dr. pelo PPGEC/UFRGS
orientador

Prof. Carlos Torres Formoso
Coordenador do PPGEC/UFRGS

BANCA EXAMINADORA

Prof. Adriane Prisco Petry (PROMEC/UFRGS)
Dra. pelo PROMEC/UFRGS

Prof. Alvaro Luiz de Bortoli (PPGMAp/UFRGS)
Dr. pelo POSMEC/UFSC

Prof. Inacio Benvegnu Morsch (PPGEC/UFRGS)
Dr. pelo PPGEC/UFRGS



Aos meus amados pais: Marizete ¢ Léo Tonon.



AGRADECIMENTOS

Agradeco inicialmente ao meu orientador Prof. Alexandre Luis Braun, por sua inestimavel

contribui¢do na realizagdo desse trabalho e em minha formag¢ao académica.

Agradeco especialmente ao meu namorado Julidn Camilo, por acreditar e fazer com que eu

acreditasse também em mim mesma.

Agradeco a minha familia: meus pais, Marizete e Léo, e meus irmaos, Fernando e Gabriela,

por estarem sempre presentes me incentivando a seguir em frente.

Agradeco aos amigos que conquistei no mestrado pelo apoio e pela companhia ao longo dessa

caminhada.

Agradeco ao CNPQ e CAPES, pelo apoio financeiro, sem o qual essa pesquisa nao teria sido

possivel.

Finalmente, mas ndo menos importante, agradegco a Deus, por me conceder os dons

necessarios para a concretizagao desse trabalho.



“Nao sei o0 que posso parecer aos olhos do mundo, mas aos
meus parego apenas ter sido como um menino brincando
a beira-mar, divertindo-me com o fato de encontrar de vez
em quando um seixo mais liso ou uma concha mais bonita
que o normal, enquanto o grande oceano da verdade
permanece completamente por descobrir @ minha frente”

Isaac Newton



RESUMO

TONON, P. Simulacdo Numérica de Escoamentos Incompressiveis através da Analise
Isogeométrica. 2016. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de Pds-Graduacao
em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

O presente trabalho tem por objetivo desenvolver uma formulacdo numérica baseada em
Analise Isogeométrica para o estudo de escoamentos incompressiveis isotérmicos de fluidos
newtonianos. Com o emprego desta metodologia, os procedimentos de pré-processamento e
analise sdo unificados, melhorando as condigdes de continuidade das funcdes de base
empregadas tanto na discretizagdo espacial do problema como na aproximagdo das varidveis
do sistema de equagdes. O sistema de equacdes fundamentais do escoamento ¢ formado pelas
equacdes de Navier-Stokes e pela equagdo de conservagdo de massa, descrita segundo a
hipdtese de pseudo-compressibilidade, além de uma equagdo constitutiva para fluidos
viscosos de acordo com a hipotese de Stokes. Para problemas com escoamentos turbulentos
emprega-se a Simulagdo de Grandes Escalas - LES (Large Eddy Simulation), na qual o
modelo classico de Smagorinsky ¢ utilizado para a representagdo das escalas inferiores a
resolugdo da malha. O esquema explicito de dois passos de Taylor-Galerkin ¢ aplicado no
contexto da Andlise [sogeométrica para a discretizacdo das equacdes governantes, sendo que a
discretiza¢do espacial ¢ realizada empregando-se fungdes NURBS (Non Uniform Rational
Basis B-Splines). Essas fun¢des base apresentam vantagens em relacdo as tradicionais
fungdes utilizadas no MEF (Método dos Elementos Finitos), principalmente no que diz
respeito a facilidade de obtengdo de continuidade superior a C° entre os elementos e
representacdo precisa das geometrias. Propde-se também o desenvolvimento de ferramentas
de pré e pos-processamento baseadas na estrutura de dados da Analise Isogeométrica para a
geracdo de malhas e visualizacdo de resultados. Alguns problemas classicos da Dinamica dos
Fluidos Computacional sdo analisados para a validagdo da metodologia apresentada. Os
resultados apresentados demonstram boa aproximagao da formulacao em relagdo a dados de
referéncia, além de maior versatilidade quanto a discretizagdo espacial dos problemas em

comparagdo com as tradicionais formula¢des baseadas em elementos finitos.

Palavras-chave: Dinamica dos fluidos computacional; Analise Isogeométrica; NURBS;
Escoamentos incompressiveis.



ABSTRACT

TONON, P. Simulacdo Numérica de Escoamentos Incompressiveis Através da Andlise
Isogeométrica. 2016. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de Pds-Graduacao
em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

This work aims to develop a numerical formulation based on Isogeometric Analysis for the
study of incompressible flows of Newtonian fluids under isothermal conditions. By using this
methodology, pre-processing and analysis procedures are unified, improving the conditions of
continuity of the basis functions utilized in the approximations of the equation variables and
spatial discretization of the problem. The system of fundamental equations of the fluid flow is
constituted by the Navier-Stokes equations and the mass conservation equation, which is
described according to the pseudo-compressibility hypothesis. In addition, a constitutive
equation for viscous fluids according to Stokes' hypothesis is also provided. Turbulent flows
are analyzed using LES (Large Eddy Simulation), where the Smagorinsky’s model is adopted
for sub-grid scales. The explicit two-step Taylor-Galerkin method is applied into the context
of Isogeometric Analysis for the discretization of the flow equations, where spatial
discretization is carried out taking into account Non Uniform Rational Basis B-Splines
(NURBS) basis functions. These basis functions have advantages over traditional functions
employed in the FEM (Finite Element Method). Particularly, it is easier to obtain continuity
order higher than C° between adjacent elements and geometry representation is more accurate.
Pre and post-processing tools for mesh generation and results visualization are also proposed
considering the data structure inherent to Isogeometric Analysis. Some classic problems of
Computational Fluid Dynamics are analyzed in order to validate the proposed methodology.
Results obtained here show that the present formulation has good approximation when
compared with predictions obtained by reference authors. Moreover, [sogeometric Analysis is
more versatile than traditional finite element formulations when spatial discretization

procedures are considered.

Key-words: Computational Fluid Dynamics; Isogeometric Analysis; NURBS; Incompressible
flows.
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1 INTRODUCAO

A simulacdo numérica de escoamentos de fluidos tem sido realizada
tradicionalmente empregando-se formulagdes baseadas no Método dos Elementos Finitos e no
Método dos Volumes Finitos. No Método dos Elementos Finitos, o espago fisico do problema
e as equagdes que governam o escoamento sdo discretizadas através de elementos finitos, nos
quais fun¢des de interpolacdo Lagrangeanas sdo adotadas para a obtencdo das varidveis do
escoamento e coordenadas de pontos no interior dos elementos a partir dos respectivos valores

nodais.

Devido as caracteristicas do método, as funcdes de base utilizadas apresentam

geralmente continuidade C° (primeira derivada descontinua, mas finita). Além disso, o
processo de discretizacdo pressupde uma fase de pré-processamento, na qual a geometria do
problema ¢ definida e a divisdo do espaco em elementos finitos ¢é feita. Como os geradores de
malha empregam uma formula¢do matemadtica distinta para a constru¢do das geometrias, 0s

procedimentos de discretizagdo geralmente levam a erros de aproximagao.

Com o objetivo de unificar as formulagdes adotadas nos procedimentos de pré-
processamento e analise e melhorar as condi¢des de continuidade foi criada a chamada
Analise Isogeométrica (COTTRELL et al., 2009), na qual funcdes de base do tipo NURBS
sao utilizadas na discretizagdo espacial do problema e na aproximacdo das varidveis das

equacdes fundamentais.

Neste trabalho, buscou-se o desenvolvimento de uma ferramenta numérica para a
simulagdo de escoamentos de fluidos em regime incompressivel baseada na Andlise
Isogeométrica. Com isso, espera-se a obten¢do de resultados mais precisos no estudo de
escoamentos sobre corpos rombudos através de uma representacdo exata da geometria do
problema, sobretudo no tratamento das regides de camada limite ¢ em escoamentos em

regime turbulento.

1.1 ANALISE ISOGEOMETRICA

A Andlise Isogeométrica ¢ um método numérico introduzido recentemente por

Hughes et al. (2005) para a obtencdo de solugdes aproximadas de problemas governados por

Patricia Tonon (patricia_tonon@hotmail.com). Dissertacdo. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2016.
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equacdes diferenciais, podendo ser considerado como uma generalizagdo do Método dos

Elementos Finitos (MEF) cléssico a partir da utilizacdo de fun¢des de interpolagdo especiais.

A solugdo de equagdes diferenciais pelo MEF consiste, em termos gerais, no uso de
uma formulagdo variacional e de um espago de fungdes de base para a discretizacao do espago
fisico e das varidveis das equacdes. As fung¢des de base sdo definidas no interior dos
elementos finitos, que sdo representacdes do espaco em nivel local, sendo os elementos uma
decomposi¢do, sem sobreposi¢do, do dominio em formatos simples. Comumente, os
elementos finitos sdo definidos em termos de polindmios, principalmente pelos Lagrangeanos
e pelos de Hermite. As fungdes de base utilizadas na descri¢do da geometria e das variaveis na
maioria dos casos sdo as mesmas, sendo denominada a formulacdo nesses casos de

isoparamétrica (ZIENCKIEWICZ et al., 2005a; BATHE, 1996).

Na Andlise Isogeométrica as fungdes de base escolhidas para a discretizagdo do
espaco solucdo e do espago fisico sdo as mesmas utilizadas nos sistemas CAD (Computed
Aided Design). No ambito dos sistemas CAD existem varias tecnologias empregadas na
geracdo de modelos computacionais de geometrias que podem ser estendidas a Analise
Isogeométrica. Dentre as técnicas numeéricas disponiveis as mais comuns sdo aquelas
baseadas em fungdes NURBS, fazendo com que essas fun¢des sejam o ponto de partida dos

estudos sobre Analise Isogeométrica.

As curvas NURBS sdo obtidas através de uma combinacdo de fungdes de base
NURBS definidas em um dado espaco paramétrico pré-definido e valores de coordenadas
associadas a um poligono de pontos denominados pontos de controle, os quais ndo se
encontram geralmente sobre a curva e tem sua posi¢cdo determinada de acordo com a forma
desejada para esta curva. De uma forma similar, superficies NURBS podem ser também
obtidas considerando-se um produto tensorial de funcdes de base NURBS definidas
independentemente em duas dire¢des paramétricas dispostas perpendicularmente entre si e

uma rede bidimensional de pontos de controle.

Na grande maioria das situagdes praticas, € necessario para descrever um dominio o
uso de multiplos patchs NURBS, denominados nesse trabalho de macro-elementos. Cada
macro-elemento ¢ constituido por um espago paramétrico, fungdes base e rede de pontos de
controle distintos. O uso de multiplos macro-elementos é necessario em fun¢do do produto
tensorial de um Unico espaco paramétrico ndo ser adequado para a representagdo de

geometrias complexas multiplamente conectadas.
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A Analise Isogeométrica tem como um dos principais intuitos propiciar uma maior
integracdo entre as técnicas numéricas utilizadas nos sistemas CAD e o processo de analise
por elementos finitos, a qual requer sempre a geracdo de malhas baseadas nos dados obtidos a
partir de programas CAD. Verifica-se que em problemas de Engenharia envolvendo
geometrias complexas as geometrias CAD nunca sdo fielmente representas pelo modelo
discreto em elementos finitos, onde aproximagdes polinomiais de grau baixo sdo geralmente
adotadas. Nesse sentido, a Andlise Isogeométrica apresenta-se vantajosa, pois permite a
representacdo exata de tais geometrias devido ao uso das mesmas funcdes de base usadas no
modelo CAD, as quais s3o capazes de representar exatamente muitas formas comuns, tais

como as seg¢des conicas, circulos, cilindros, esferas e elipsoides.

A propria solugdo por elementos finitos pode em muitas situagdes ser afetada
significativamente devido a falta de precisdo na forma geométrica do modelo computacional.
Como exemplos pode-se citar a flambagem de cascas, que ¢ um problema extremamente
sensivel a imperfeigdes geométricas, os fendomenos de camada limite, que dependem
fortemente da precisdo geométrica da superficie dos corpos imersos no escoamento, € O
contato normal entre corpos, o qual nao pode ser representado exatamente sem uma precisa

descri¢dao da geometria, gerando dificuldades de convergéncia nos processos nao lineares.

Na Anadlise Isogeométrica, geometrias complexas podem ser obtidas usando-se,
inclusive, malhas grosseiras, bastando para isso a utilizacdo de fungdes de base NURBS e
uma rede de pontos de controle adequados. Por outro lado, no MEF observa-se o contrario, ja
que a geometria exata so ¢ obtida no limite do processo de refinamento (4-refinamento), como

visualiza-se na Figura 1.

Outra vantagem da Analise Isogeométrica é a possibilidade de empregarem-se
procedimentos sistematicos de refinamento e elevacdo de grau das fungdes, tendo como
principal caracteristica o fato que fixando a geometria exata em malhas mais grosseiras, esta
ndo serd alterada ao término desses procedimentos. Dessa forma, obtém-se a simplificacdo do
processo de refinamento pela eliminagdo da necessidade de comunicagdo com a descrigdo

CAD da geometria, como ¢ feito nos modelos em elementos finitos.

As funcdes NURBS possuem muitas propriedades atrativas para aplicacdo em
Analise Isogeométrica. Uma das caracteristicas mais importantes para a modelagem numérica

¢ a suavidade, que diz respeito ao fato de que as fungdes sdo p—1 vezes continuas sobre o

contorno dos elementos, sendo p o grau da fun¢do. No contexto do Método dos Elementos

Patricia Tonon (patricia_tonon@hotmail.com). Dissertacdo. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2016.



16

Finitos, os elementos isoparamétricos comumente utilizados na discretizacdo trabalham com

continuidade C” entre elementos, pois os elementos com continuidade maior sio complicados
e apresentam maior custo computacional. Para os casos de flexdo em placas finas e cascas,
por exemplo, em que existe a necessidade de continuidade C', muda-se a formulagdo
variacional para driblar a necessidade da continuidade superior. Outras caracteristicas
atrativas das fungcdes NURBS aos métodos numéricos serdo tratadas ao longo do texto e

podem ser visualizadas com mais detalhes em Cottrell et al. (2009) e Piegl e Tiller (1997).

Método dos Elementos Finitos

Anailise Isogeométrica

O0O00 . O

Figura 1: Representacdo de uma geometria circular (Baseado em:
COTTRELL et al., 2006)

Hughes et al. (2005) demonstraram a aplicabilidade do método tanto em problemas
de Mecanica dos Sélidos quanto nos de Mecanica dos Fluidos. Desde entdo, muitos trabalhos
vém sendo desenvolvidos mostrando a eficicia da Andlise Isogeométrica nas mais diversas
areas, tais como: analise placas e cascas, problemas de otimizacao, problemas de vibragdes

estruturais, problemas de contato, escoamentos de fluidos, entre outros.

Nos problemas de placas e cascas a Analise [sogeométrica tem se mostrado vantajosa
sobre as aproximagdes convencionais, visto que a suavidade das fungdes base NURBS
proporciona facilmente a continuidade C' necessaria entre elementos. Esses resultados podem
ser observados nos trabalhos, por exemplo, de Kiendl et al. (2009), Hosseini et al. (2013) e
Tran et al. (2013).

Nas formulagdes de contato usando discretizagdo convencionais da geometria, a
presenca de superficies em contato pode levar a saltos e oscilagdes nas tensdes, a menos que
malhas muito refinadas sejam utilizadas. O uso da andlise Isogeométrica leva a uma ligagao

suave entre as geometrias e, consequentemente, a tensdes mais precisas. Além disso, pode ser
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visualizado no trabalho, por exemplo, de Temizer et al. (2010) uma melhora na convergéncia

dos problemas em relago ao uso de elementos finitos de continuidade C".

Com relacdo a problemas de otimizagdo, pode-se citar o trabalho de Espath (2009),
desenvolvido no CEMACOM/PPGEC/UFRGS, no qual se realizou um estudo de otimizacao
de forma de cascas baseada em fungdes NURBS. Uma das vantagens do uso de fungdes de
forma NURBS nesse contexto esta relacionada ao fato que se pode modificar a geometria das
cascas sem perder a parametriza¢do, evitando, dessa forma, a geracdo de uma nova malha ao
se modificar a forma. Nesse estudo obtiveram-se cascas de alto desempenho estrutural,

demonstrando a eficiéncia da analise escolhida.

No contexto da andlise de problemas de vibracdo estrutural, o uso da Analise
Isogeométrica apresentou-se muito atrativa. Uma das principais vantagens observadas por
Cotrell et al. (2006) foi o uso do refinamento & (exclusivo da Analise Isogeométrica) no lugar
do refinamento p, tipico do método dos elementos finitos. Esse procedimento resultou em

espectros de frequéncia mais precisos.

No que diz respeito a Mecanica dos Fluidos, tem-se investigado, principalmente, a
influéncia do uso das fun¢cdes NURBS no estudo da turbuléncia, em problemas com equagdes
diferenciais de alta ordem, e em andlises com geometrias complexas, conforme pode ser

observado nos trabalhos relatados na sequéncia.

Bazilevs et al. (2007) desenvolveram um modelo numérico baseado em Analise
Isogeométrica para a avaliacio de escoamentos turbulentos usando a metodologia de
turbuléncia RBVMS (residual-based variational multiscale turbulence modeling). Os
resultados obtidos para um problema simples de dispersdo demonstram que as fungdes
NURBS proporcionaram melhores aproximagdes quando comparadas as fungdes usadas no
MEF classico em processos advectivos e difusivos, os quais desempenham um papel

importante no calculo da turbuléncia.

Akkerman et al. (2008) estudaram o papel da continuidade das fungdes na
turbuléncia, comparando fun¢des quadraticas NURBS, com continuidade C', com as
utilizadas no método dos elementos finitos classico, que possuem continuidade C°. Nesse
estudo demonstrou-se que o uso de fungdes com maior suavidade apresenta melhores
resultados nos problemas de turbuléncia. Além disso, verificou-se que esse efeito ¢ maior a

medida que o nimero de Reynolds ¢ elevado.
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No trabalho de Gomez et al. (2010), a Analise Isogeométrica ¢ utilizada para estudos
sobre as equagdes isotérmicas de Navier-Stokes-Korteweg. A resolucdo desse conjunto de
equacdes requer o uso de funcdes suaves com continuidade global C'. No contexto do MEF
classico, existe um namero limitado de fungdes com essa continuidade que podem ser
aplicadas a geometrias complexas em problemas bidimensionais ¢ nenhuma para problemas
tridimensionais. Dessa forma, o uso das fun¢gdes NURBS permitiu resolver a forma forte da

equagao diferencial de terceira ordem que representa a capilaridade.

Em Bazilevs e Akkerman (2010), a Andlise Isogeométrica ¢ empregada em uma
simulagdo do escoamento turbulento de Taylor-Couette. Com o uso das fungdes NURBS
pode-se representar exatamente a geometria complexa do problema, sem aproximagdes, em
todos os niveis de discretizagdo. Testes numéricos demonstraram que resultados precisos

podem ser obtidos com malhas relativamente grosseiras.

Devido a eficiéncia demonstrada da Analise Isogeométrica, muitos trabalhos atuais a
incorporam como metodologia de anélise numérica de problemas da mecanica dos fluidos e
problemas de interacdao fluido-estrutura, como por exemplo, os trabalhos de Bazilevs et al.

(2014), Nguyen et al. (2014) e Hsu et al. (2014).

1.2 DINAMICA DOS FLUIDOS COMPUTACIONAL

A DFC (Dindmica dos Fluidos Computacional) (ZIENCKIEWICZ et al., 2005;
REDDY e GARTLING, 1994; GRESHO E SANI, 1999) tem como finalidade o emprego de
técnicas numéricas para a obtencdo de uma solucdo aproximada para as equagdes que
governam os escoamentos € os processos de transferéncia de calor e massa nos fluidos em
geral, visto que a solucdo analitica dessas equagdes ¢ conhecida para poucos e simples casos.
Neste contexto, os seguintes topicos sdo de fundamental importincia: os processos de
discretizagdo espacial e temporal, os métodos de estabilizagdo e a modelagem de escoamentos

turbulentos.

A solucdo numérica de escoamentos VviSCOsos incompressiveis apresenta uma
dificuldade basica relacionada a equagao de conservagdo de massa. Ao levar-se em conta a
incompressibilidade do escoamento, obtém-se a chamada equacdo da continuidade, onde o
termo temporal desaparece, restando apenas o temo de divergente do vetor velocidade. Do
ponto de vista computacional, este aspecto traz uma série de problemas para a obtencdo do

campo de pressdo. Para superar estas dificuldades, varios métodos tém sido empregados para
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o tratamento da equa¢do de conservagao de massa em escoamentos incompressiveis, entre os
quais se destacam as formula¢des mistas, o método da penalidade, o método da pseudo-

compressibilidade e os métodos fracionados.

A analise numérica de escoamentos incompressiveis iniciou-se através da utilizagao
da formulagdo mista, na qual a velocidade e a pressdo sdo tomadas como variaveis primarias
do sistema de equagdes fundamentais, sendo um dos primeiros trabalhos publicado sobre o
assunto desenvolvido por Hood e Taylor (1974). Neste caso, a pressdo ¢ vista como um
multiplicador de Lagrange impondo a restricdo de divergente nulo no campo de velocidades
do escoamento. Consequentemente, impode-se um limite na ordem de aproximagdo do campo
de pressdo, a qual deve ter a mesma ordem da restrigdo imposta pelo multiplicador de

Lagrange, ou seja, o divergente do campo de velocidades.

O método da penalidade ¢ uma variacao da formulagdo mista e o primeiro registro
de sua utilizacdo foi no trabalho de Zienckiewicz (1974). Neste método, assume-se a pressao
como sendo igual ao negativo do valor do pardmetro de penalidade aplicado a equacdo da
continuidade. Essa expressdo ¢ substituida no gradiente de pressdo apresentado nas equagdes
de Navier Stokes e entdo a pressdo ¢ eliminada. O pardmetro de penalidade deve ser grande o
suficiente para forcar a continuidade, mas ndo tdo elevado para evitar que outros termos da
equacdo de Navier-Stokes sejam calculados sem precisdo. Os campos de pressao e velocidade
devem também serem aproximados empregando-se fungdes de base consistentes com a

condi¢do de Babuska-Brezzi (BREZZI, 1974).

O método da pseudo-compressibilidade, utilizado nesse estudo, foi desenvolvido
inicialmente por Chorin (1967) e trata-se da aplicacdo de uma compressibilidade artificial a
equacdo da continuidade, sendo o seu uso justificado no fato de que o escoamento de um
fluido em meio natural ndo ¢ estritamente incompressivel, ou seja, a velocidade do som se
propaga a um valor finito (ver, por exemplo, KAWAHARA e HIRANO, 1983). Como
consequéncia, obtém-se uma equacao de conservagcdo de massa com um termo temporal de

pressdo, a partir da qual € possivel obter-se a pressdo de forma explicita.

Os métodos fracionérios também foram introduzidos por Chorin (1968) no contexto
do Método das Diferengas Finitas e baseiam-se no calculo inicial do campo de velocidades
omitindo-se das equagdes de momento o termo de pressdo. A pressio ¢ calculada
posteriormente através de uma equacdo de Poisson usando as componentes de velocidades
obtidas inicialmente. O campo de velocidades ¢ entdo corrigido com o uso da pressdo obtida

no passo anterior. Os primeiros trabalhos envolvendo métodos fracionados no contexto do
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Método dos Elementos Finitos devem-se a Schneider et al. (1978) e Donea (1982). Mais
recentemente, a aplicacdo de métodos fracionados pode ser encontrada, por exemplo, em

Ramaswamy (1993), Tabarrok e Su (1994) e Nithiarasu et al. (2004).

No ambito da DFC, as metodologias mais utilizadas no processo de discretizagdo
espacial sdo: o Método das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos ¢ o
Método dos Volumes Finitos (MVF). No presente trabalho, serd utilizada a Analise
Isogeométrica, que consiste em uma generalizacdo do MEF. Para garantir que as
aproximacgoes estejam o mais proximo possivel da solugdo real, emprega-se como formulagao
variacional o método dos residuos ponderados. O método dos residuos ponderados (ASSAN,
2003) minimiza os residuos resultantes das fun¢des aproximadoras através de uma fungao
peso, sendo o produto entre a funcdo residual suposto igual a zero no dominio de integracao
de cada elemento. Quando a fun¢do ponderadora ¢ a mesma utilizada na discretizagao t€ém-se

o denominado método cléssico de Galerkin (Bubnov-Galerkin).

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) surgiu na década de 50, tornando-se
rapidamente a ferramenta numérica mais utilizada na analise de problemas de Mecanica dos
Soélidos e Mecanica das Estruturas. As primeiras aplicagdes na Mecanica dos Fluidos remetem
a meados da década de 60 e¢ desde entdo tem sido usado em vdrios problemas, embora nao
tendo a mesma popularidade observada nas aplicagdes em Mecanica dos Sélidos. O método
apresenta como vantagens o fato de que complexas geometrias sdo facilmente acomodadas e
que as condi¢des de contorno podem ser aplicadas exatamente, além de ter um embasamento
matematico consistente. Até a década de 70 o MEF ainda ndo era utilizado com sucesso na
DFC por ndo possuir as ferramentas necessarias para lidar com as instabilidades que ocorrem
em escoamentos com advec¢do dominante. As instabilidades em escoamentos com advecgao
dominante resultam do fato que os termos de transporte advectivo tornam o sistema de
equacdes fundamentais ndo auto adjuntas, o que conduz a solugdes oscilatdrias no campo de

velocidade quando o método de Galerkin cléassico ¢ utilizado (ZIENCKIEWICZ et al. 2005).

Historicamente o processo de estabilizagdo dos termos de advecgdo iniciou-se com 0
MDF, onde os modelos baseados em aproximagdes em diferencas finitas centradas foram
substituidos por diferencas finitas upwind para aproximagao de derivadas de primeira ordem.
No campo dos elementos finitos desenvolveu-se o método de Petrov-Galerkin, equivalente ao
upwind para diferencas finitas, que consiste na utiliza¢do de fungdes distintas para as fungdes
de base e peso, sendo equivalente a aplicagdo do método de Galerkin convencional com

adicdo de uma constante de difusdo artificial (ZIENCKIEWICZ et al. 2005). Essa
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metodologia foi desenvolvida inicialmente nos trabalhos de Zienckiewicz et al. (1976),

Christie et al. (1976), Heinrich et al. (1977) e Griffiths e Lorenz (1978).

Brooks e Hughes (1982) consolidaram a formulacdo SUPG (streamline upwind
Petrov-Galerkin), a qual possui as qualidades dos classicos métodos de Petrov-Galerkin sem a
perda de precisdo apresentada nesses métodos. A ideia basica do SUPG ¢ adicionar uma
difusdo artificial que age apenas na direcdo do escoamento. Seguindo essa mesma
metodologia de estabiliza¢do tem-se o método de GLS (Galerkin Least Square), proposto por
Hughes et al. (1989), no qual os termos de estabiliza¢do sdo resultantes de um processo de

minimizagdo por minimos quadrados de um operador residual da forma fraca das equagdes.

Um dos inconvenientes apresentados nos métodos de Petrov-Galerkin ¢ a obtengao
de matrizes de massa nao simétricas, o que dificulta seu uso em esquemas explicitos. Para
sanar esse inconveniente uma alternativa de estabilizacdo ¢ o método de T-G (Taylor
Galerkin), introduzido por Donea (1984), onde a estabilizagdo para os problemas de
convecgdo ¢ obtida através da introdugdo de termos de mais alta ordem para as expansdes em
série de Taylor no processo de discretizagdo temporal, sendo a discretizacdo espacial realizada
pelo método convencional de Bubnov-Galerkin. Na mesma filosofia do método T-G, tem-se o
método BTD (balanced tensor diffusivity) introduzido por Gresho et al. (1984), onde
acrescenta-se um tensor difusivo, compensando o erro devido ao truncamento da discretizacao
do tempo. Esses procedimentos possuem um equivalente no campo do MDF, desenvolvido

originalmente por Lax e Wendroff (1964).

Uma alternativa mais recente ¢ o denominado método CBS (characteristic based
split), introduzido por Zienkiewicz ¢ Codina (1995). O esquema CBS utiliza métodos
fracionarios para a resolucao das equacdes da DFC aplicadas a escoamentos compressiveis e
incompressiveis através do procedimento de Galerkin caracteristico. Como resultado, obtém-
se um modelo numérico com caracteristicas de estabilizacdo excelentes. O método permite a
resolugdo através de um esquema totalmente explicito, mesmo nos casos de escoamentos
incompressiveis, com auxilio da compressibilidade artificial, e de forma semi-implicita, onde
o campo de pressao ¢ obtido de forma implicita a partir de uma equagao de conservacao de

massa descrita na forma de uma equagao de Poisson (ver, por exemplo, Nithiarasu, 2004).

Além da instabilidade devido a adveccdo dominante podem surgir ainda oscilagdes
no campo de pressdo devido ao uso do mesmo grau de interpolacdo para as funcdes de

velocidade e pressdo, ndo cumprindo com a condi¢ao de Babuska-Brezzi (BREZZI, 1974).
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Os principais métodos de discretizagdo temporal utilizados na DFC baseiam-se em
esquemas de solugdo independente para o espaco e o tempo, chamados de métodos das linhas
ou métodos de semi-discretizacdo. Estes esquemas sdao ainda classificados em implicitos e
explicitos. Os esquemas implicitos sdo os mais comuns, admitindo um passo de tempo muito
maior do que aquele usado por métodos explicitos, sem que isso afete a estabilidade do
processo de integragdo. Por isso, sdo geralmente métodos mais robustos € com maior
velocidade de convergéncia, embora exijam um gasto de memoria computacional muito
maior. Dentre os métodos implicitos destacam-se os métodos de Crank-Nicholson e de Euler,
que utilizam esquemas em diferencas finitas para aproximacdo temporal (ver REDDY E

GARTLING, 1994).

Os métodos explicitos apresentam em geral baixo custo computacional, facilidade de
implementagdo, € ocupam pouco espaco na memoria computacional. Por outro lado, o
tamanho do incremento de tempo ¢ restringido a condi¢do de estabilidade. Entretanto, para os
fendomenos que ocorrem a altos nimeros de Reynolds em que se necessita de incrementos de

tempo reduzidos, o esquema explicito torna-se mais eficiente.

Os esquemas explicitos mais populares no ambito da DFC sdo os métodos de
multipasso, também conhecidos como métodos de Runge-Kutta, onde a solugdo ¢ funcao de
varios passos de tempo dentro de um mesmo incremento de tempo. A influéncia de cada
passo no resultado final ¢ definida a partir de coeficientes escolhidos adequadamente a fim de
aumentar a estabilidade e assegurar a convergéncia. Dependendo do numero de coeficientes

(ou passos), a aproximagao sera de segunda ordem (2 passos) ou superior.

Uma alternativa bastante utilizada na DFC ¢ o modelo de T-G, que pode ser utilizado
tanto de forma explicita quanto implicita dependendo da forma de avango do tempo. Nesse
trabalho ¢ utilizado o método explicito de Taylor-Galerkin de dois passos, introduzido
inicialmente por Kawahara e Hirano (1983) e aplicado, mais recentemente, nos trabalhos de
Teixeira (2001), Petry (2002), Braun (2007) e Madalozzo (2012) apresentados no
CEMACOM/PPGEC/UFRGS ¢ PROMEC/UFRGS.

Outro aspecto relevante nas simulagdes numéricas diz respeito a reproducdo de
escoamentos turbulentos. As equagdes de Navier-Stokes tém validade tanto para escoamentos
laminares como para turbulentos. Entretanto, a utilizagdo da chamada Simulacdo Direta da
Turbuléncia (DNS — direct numerical simulation) leva em geral a custos computacionais
elevados, tendo em vista que o nivel de refinamento da malha necessario para representar

todas as escalas de turbuléncia se torna cada vez mais alto a medida que se eleva o nimero de
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Reynolds. Para contornar esse problema sdo desenvolvidas metodologias para a simulagdo de
escoamentos turbulentos, onde modelos de turbuléncia sdo adotados para representar as

escalas da turbuléncia inferiores a resolucao da malha adotada.

Os modelos que utilizam as equagdes RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes)
modelam o efeito das flutuagdes turbulentas no escoamento médio a partir da aplicagdo de
uma opera¢ao de média temporal sobre as equacdes fundamentais. Dentro da metodologia
RANS o modelo de turbuléncia comumente utilizado é o k — ¢, introduzido por Launder e
Spalding (1974). O método possui algumas limitagcdes, como por exemplo, em linhas de
correntes curvas, escoamentos sob a agdo de gradientes adversos de pressio e em
escoamentos com regides de separagdo, condigdes tipicamente encontradas em problemas da

DFC.

Nos modelos LES, escolhido como metodologia de simulacdo da turbuléncia para
este trabalho, as grandes escalas de turbuléncia sdo resolvidas diretamente pelas equagdes de
Navier-Stokes filtradas, enquanto que as escalas inferiores a resolu¢do da malha sdo
resolvidas por modelos de turbuléncia sub-malha. Os modelos LES tiveram seu inicio com o
trabalho de Smagorinsky (1963), sendo utilizado pela primeira vez em aplicagdes de
engenharia no trabalho de Deardoftf (1970). Apesar de a modelagem LES conduzir a gastos
computacionais muito superiores aos modelos RANS, a metodologia tem se mostrado mais
adequada do que os modelos RANS, além de que, com o avango continuo na tecnologia dos
computadores, o emprego da metodologia LES fica cada vez mais acessivel. Trabalhos mais
recentes que empregam a metodologia LES podem ser visualizados, por exemplo, em: Elshaer

et al. (2016) e Colomés et al. (2016).

1.3 OBJETIVOS DO TRABALHO E METODOLOGIA

O objetivo basico deste trabalho ¢ desenvolver um modelo numérico baseado em
Analise Isogeométrica para a simulagcdo de escoamentos de fluidos newtonianos em regime
incompressivel. Dentro deste processo, busca-se também o desenvolvimento de ferramentas
de pré-processamento especiais para a geragdo de malhas em formulagdes NURBS, incluindo
o uso de varios macro-elementos. Como objetivo ultimo, busca-se a aplicacdo da formulacdo
aqui desenvolvida em problemas classicos da DFC com intuito de validar a metodologia
através da comparagdo com resultados experimentais e com resultados numéricos de outros

autores.
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Para a andlise de escoamentos incompressiveis de fluidos newtonianos utilizou-se
nesse trabalho um modelo numérico baseado em uma formulagdo mista para a solucdo das
equacdes de Navier-Stokes e da equacdo de conservagdo de massa, com o acoplamento entre
velocidade e pressao sendo realizado através da hipdtese de pseudo-compressibilidade. Nos
casos que envolvem escoamentos turbulentos emprega-se a metodologia de Simulagdo de
Grandes Escalas (“LES”) e para a modelagem sub-malha o modelo de Smagorinsky classico.
O modelo computacional ¢ construido a partir da aplicacdo do método de Taylor-Galerkin de
dois passos sobre as equagdes fundamentais do escoamento. A discretizacdo espacial €
realizada através da aplicagdo do método de Bubnov-Galerkin no contexto da Analise
Isogeométrica, onde fungdes de base NURBS sdo empregadas. A integracdo temporal ¢
realizada usando-se séries de Taylor de segunda ordem sobre os termos temporais das

equagoes.
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2  ANALISE ISOGEOMETRICA

Como foi exposto anteriormente, a Andlise Isogeométrica ¢ uma particularizacdo do
Meétodo dos Elementos Finitos, na qual funcdes de forma, comumente Lagrangeanas, sio
substituidas pelas fungdes do tipo NURBS, o que leva a algumas mudangas na formulagao
tradicional (ver, por exemplo, COTTRELL et al., 2009). Esse capitulo tem o intuito de
apresentar as principais particularidades dessa formulacdo em relagdo ao Método dos

Elementos Finitos.

2.1 DEFINICOES GERAIS

No MEF tradicional t€ém-se uma Unica no¢do de malha e de elemento, com os
elementos podendo ser representados de duas maneiras distintas: no dominio fisico € no
dominio paramétrico para a quadratura numérica. Os elementos sdo usualmente definidos
pelas suas coordenadas nodais e pelas fungdes de base, as quais apresentam caracteristicas
tipicamente interpoladoras, podendo assumir valores positivos ou negativos. Nos elementos
ditos isoparamétricos, nos quais as fung¢des de base usadas para a descri¢do das varidveis sao
as mesmas utilizadas para a descri¢do da geometria, a escolha do tipo de fungdo a ser utilizada
¢ realizada primeiramente pela necessidade de aproximagao das variaveis do problema, sendo
a discretizacdo da geometria através dessas funcdes uma consequéncia. Na Figura 2 observa-
se funcdes de forma Lagrangeanas quadraticas definidas no espago paramétrico de um

elemento finito unidimensional.

Na Analise Isogeométrica, t€ém-se duas no¢des de malha: a malha de controle e a
malha fisica. Os pontos de controle definem a malha de controle, que possui a aparéncia de
uma malha tipica de elementos finitos. Entretanto, a malha de controle nao define a
geometria, ela é apenas um ‘esqueleto’ que controla a geometria. As variaveis de controle sdo
os graus de liberdade do problema, definidas diretamente nos pontos de controle. Ao contrario
do MEF tradicional, a malha de controle pode ser severamente distorcida e até invertida e,

ainda assim, se as fun¢des forem suficientemente suaves, a geometria fisica permanece valida.

A malha fisica corresponde a representacdo discretizada da geometria ou regido que
define o problema a ser analisado no espago fisico. Nessa malha existem duas definigdes

distintas de elementos: o macro-elemento (patch), € o knot span, denominado nesse estudo de
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elemento, por ser equivalente aos elementos do MEF, uma vez que determinam os espagos

onde se realiza a quadratura numérica.

10 + N, N N

-1.0 =

Figura 2: Fungdes de forma Lagrangeanas quadraticas
unidimensionais representadas no espago paramétrico de um
elemento.

1.0

A geometria do problema pode ser descrita utilizando-se um ou mais macro
elementos dependendo de sua complexidade. Cada macro-elemento possui representacao
tanto no espago paramétrico, onde as funcdes base sdao definidas, quanto no espacgo fisico.
Cada macro-elemento pode ser decomposto ainda em elementos, que sdo definidos a partir do
vetor de nos ou de vetores de nds, de acordo com a topologia do problema. Esses elementos
sdo definidos como pontos ou linhas, superficies e volumes nos espagos fisicos
unidimensional, bidimensional e tridimensional, respectivamente, representando a imagem

mapeada dos elementos do espago paramétrico.

Outra importante defini¢ao sobre o estudo das fungdes NURBS ¢ o espaco indicial de
um macro-elemento, o qual identifica exclusivamente cada nd e distingue os ndés com

multiplicidade maior do que um.

As funcdes NURBS sdo tipicamente ndo interpoladoras e possuem sempre valor
positivo em seu dominio de defini¢do, o espago paramétrico. Ao contrario do que acontece no
MEF, as fungdes de base sdo escolhidas com o objetivo principal de descrever a geometria.
Na Figura 3 ¢ apresentado um esquema que permite a visualiza¢ao dos espagos relatados para
um modelo de uma superficie com um macro-elemento construido a partir de fungdes de base

NURBS quadraticas.
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Malha de Controle — Espago Fisico

‘- — =

‘

@ Pontos de Controle

'ﬂ. / \ ’ L
A . .
Malha Fisica \

_ + Espaco de

W, N, E)M, (1) .‘Qua:iiratura

- Z“',:;N,:(i‘.)M_;.m} ‘* A
iJ 1
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Espaco de Paramétric

Vetores de nos

E= {‘il‘éj*i]‘é!'iﬁ*‘ié“;;?} s
={0. 0. 0. 12. 1. 1. 1} n
H = NN MeuNs MMy M | n I - -
={0.0.0. 13 23 1 1, 1} & & & & & & &
Espaco Indicial

Figura 3: Defini¢des sobre a Analise Isogeométrica (Baseado em:
COTTRELL et al., 2009)

2.2 FUNCOES B-SPLINES

As fungdes NURBS usadas na Andlise Isogeométrica sdo obtidas a partir da
racionalizacdo das funcdes B-splines. As fungdes base B-splines unidimensionais sio

definidas no espaco paramétrico por um vetor de nds, que consiste em um conjunto crescente
de coordenadas, descrito por == {50,51,...,§n+p+1} , sendo n + 1 a quantidade de pontos de

controle no espaco ¢ p o grau dessas fungdes. Os nds do espaco paramétrico dividem esse

espago em elementos (ou knot spans).

Uma fungdo B-spline unidimensional N, , Inicia na coordenada paramétrica ¢, , com

i=0,1,...,n, e é definida recursivamente de acordo com a férmula de Cox-deBoor (COX,

1972 e DEBOOR 1972) da seguinte maneira:
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lse & <E&E<E
Nl.0={ <6 é“ parap =0
’ 0 caso contrario
(2.1)
é:_é:' §i+p+l _é:
N, , =—=—-N, (&)+——N,,,. (&) parap=123,..,
” §i+p _é ! ) §i+p+l _§i+1 b )

Na Figura 4 observa-se fungdes de forma B-splines de graus 0, 1 e 2. Nota-se que
essas fungdes sdo idénticas aos polindmios de Lagrange para os graus 0 e 1. Além disso,
percebe-se que todas as fungdes de base sdo idénticas e apenas deslocadas, o que confere a

essa base de fungdes um padrdo homogéneo.

N
0,1
No,o 1 ’
1
0 1 ) 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Nl,O N1,1
1 1
0 . : : g, 0 T T T E.
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Nz,o N2,1
1 1
0 , : gl 0 - T f T g-
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
1 No,z
0 T T T T T g|
0 1 2 3 4 5
1 N1,2
0 - . ; g.
0 1 2 3 4 5
1 Nz,z
0 - ; . . . :
0 1 2 3 4 5

Figura 4: Fungdes base B-Splines de grau 0, 1 e 2.

Para obtengdo de fungdes de base interpoladoras no inicio ¢ no fim do espago

paramétrico utiliza-se o conceito de vetores de nds abertos, que consiste em repetir p +1
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vezes os valores paramétricos dos nés nas extremidades do vetor de nos. Isso se deve ao fato

de que fungdes de base de ordem p possuem continuidade p—m, sobre um nd i interno

qualquer, sendo m, a multiplicidade do n6 definido pela coordenada paramétrica &, .

Na Figura 5 observa-se um espacgo paramétrico definido através de um vetor de nos
aberto = =[0, 0,0,1,2,3,3,4,4, 4] e discretizado por fungdes de base B-splines quadraticas.

Nota-se, de acordo com o que foi exposto, que o uso desse tipo de vetor de no6s conduz a
fungdes interpoladoras no inicio € no fim do espago paramétrico. Além disso, nota-se uma
redu¢do de continuidade das fun¢des sobre um n6 com multiplicidade superior a um. Por fim,

visualiza-se que em um mesmo elemento apenas p +1 fungdes possuem valores ndo nulos.

Dessa forma, as principais propriedades no que diz respeito as fungdes B-splines sdo:

a) Particdo da Unidade:
2N, (¢)=1 22)
i=0

b) Positividade: Cada fungdo de base ¢ positiva, ou seja, N, (f) >0,VE. Assim,

i.p
todos os coeficientes da matriz de massa sdo maiores ou iguais a zero.

¢) suavidade: Uma fungdo de ordem p tem p—1 derivadas continuas ao longo do

contorno dos elementos.

d) Suporte Compacto: O suporte de cada NV, , estd contido no intervalo[cfl.,gw] ,

ou seja N, , (5) =0 se & estiver fora desse intervalo. Dessa forma em um dado

elemento [£,&,,], no maximo p +1 fungdes sdo ndo nulas: N,_, ..., IV, ,.
1 -
N N, ’
0,2 :
Nl,Z N3 2

9

0 __— £

0 1 2 3 4

Figura 5: Fungdes base B-spline quadraticas.
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Uma curva B-spline é construida através da combinagao linear entre fungdes de base

B-spline e um poligono de pontos de controle, que para um espago fisico definido por

coordenadas cartesianas ortogonais (x, v, z) ¢ definida por:

C(£)=(x(8).7(8).2(8) =TV, (9B 23)

na qualB, i=0,l,..,n representa as coordenadas dos pontos pertencentes ao poligono de

controle.

As propriedades citadas das fungdes base B-splines sdo mantidas para a curva,

apresentando ainda as seguintes caracteristicas:

a) Transformagdo afim: Obtém-se a transformacdo afim pela aplicagdo de
transformagdes diretamente sobre os pontos de controle, sendo a principal
caracteristica para satisfazer os patch-tests.

b) Localidade: Devido ao suporte compacto das fungdes de base, movendo-se um

ponto de controle afeta-se ndo mais do que ( p+ 1) elementos da curva.

c) Forte caracteristica de envelope convexo: Uma curva B-spline ¢
completamente contida dentro do poligono composto pelos pontos de controle.
d) Diminui¢do da variagdo da fung¢do: Nenhum plano possui mais interse¢des

com a curva do que com o poligono de controle, levando a funcdo a ser mondtona.

Na Figura 6 pode ser observada uma curva quadrética obtida através da combinagdo
de funcdes de base descritas com o mesmo vetor de nés apresentado na Figura 5. Em a) tém-
se representado juntamente com a curva o poligono de pontos de controle que a gerou. Nota-
se novamente nessa imagem a caracteristica interpoladora dos vetores de nos abertos, que leva

os pontos de controle a estarem sobre a curva. Observa-se que em & =3 a multiplicidade dois
do nd tornou a curva interpoladora também nesse ponto, o que acontece quando m, > p,

sendo m; a multiplicidade do n6 i. Além disso, nota-se que a continuidade C' esperada para
uma curva B-spline de grau 2 é alterada nesse ponto para C’. Em b) observa-se a imagem dos

elementos do espago paramétrico mapeados sobre a curva.
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6-‘, 6 -
o v
5 4
5
4 4
4
3 4
3 4
2 4
1 2
0 T T T T T T le T T T T T T 1 X
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
a) b)

Figura 6: Curva quadratica. a) Curva e poligono de pontos de controle;
b) Curva e elementos no espago fisico.

Uma superficie B-spline ¢ obtida a partir das coordenadas associadas a uma malha de

pontos de controle B, jecomi=0,1,..,n¢e j=0,l,..,m, e pelo produto tensorial entre duas B-

splines unidirecionais:

S(Em)=(x(En).y(Em).2(Em) =S 3N (EM,, (7)B, (2.4)

i=i j=1
na qual as fung¢des Nlp(f) e M,, (77), de grau p eq, sdo definidas a partir dos vetores de
nés E = {éO’él"“’ngpH} € H = {770’771a-~-a77m+q+1} :

Na Figura 7 observa-se o produto tensorial entre duas func¢des quadraticas
unidirecionais ]\~/2’2:272(§,77) =N272(§)M272(77), sendo o vetor de nds em ambas as diregdes
£={0,0,0,1/5,2/5,3/5,4/5,1L1}.

O suporte local das funcdes base segue o mesmo formato das fungdes
unidimensionais. O suporte de uma fungdo bidimensional N, ;. (/f 77) (f)M ia (77) é

exatamente [;,;W“]x[m,nﬂqﬂ]. A TtUnica propriedade ndo conservada das curvas B-

splines na geragdo da superficie ¢ a diminui¢do da variacdo da fungdo.
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Figura 7: Produto tensorial entre fungdes B-splines quadraticas.

Na Figura 8 observa-se a rede de pontos de controle e a malha fisica correspondente

para uma superficie definida a partir de fungdes de forma quadraticas nas direcdes £ € 77 com

vetores de nés: £=[0,0,0,1/2,1,1,1], H=[0,0,0,1,1,1].

a) b)

Figura 8: Superficie quadratica. a) Rede de pontos de controle; b)
Malha fisica (Fonte: COTTRELL et al., 2009).

Analogamente, um so6lido B-spline ¢ obtido pelas coordenadas dos pontos de controle

BA,J.,k com i=0,L..,n, j=0,1,.,mek=0,1,..,/, e pelo produto tensorial das fungdes

1

N,,,M, L, de grau p,qer, respectivamente, definidas pelos vetores de nos

2= {50,51,...,§H+p+1} JH = {no,ﬂl,...,ﬂwqﬂ} ¢eZ={¢,.¢,,.... ., ) daseguinte maneira:

Analise Numérica de Escoamentos Incompressiveis Através da Analise Isogeométrica



33

n m 1

T(¢7.6)=((&mE).r(6m:6),2(Em¢)) = 22 2N, (EM,, (1) L, ($)B, i 2.5)

i=0 j=0 k=0

2.3 FUNCOES NURBS

E de conhecimento da matematica classica que todas as curvas conicas, incluindo o
circulo, podem ser representadas com o uso de fungdes racionais, as quais sao obtidas pela
razdo entre dois polindémios. E nesse contexto que a transformagdo de uma fun¢do ndo-
racional B-spline para uma funcdo do tipo NURBS apresenta-se vantajosa para aplicacdo em

Analise Isogeométrica.

A construcao de uma fungdo de base NURBS (R) ¢ dada pela seguinte relagdo:

N. 4
R (§) et 26)
Z N, (&)w;
1=0
Sendo w; € w; os denominados pesos.
Uma curva NURBS ¢ obtida através da seguinte expressao:
C(&)=2 R (¢)B, 2.7)
i=0

Analogamente ao apresentado para as curvas nao-racionais B-splines, as superficies

NURBS sao obtidas pelas respectivas relagdes:

N, M
qu(ég 77) _ (é:) i (2.8)
YN, ()
i=0 j=0
=3 R (En)B,, 2.9)
e um solido NURBS por:

N M Lkr i,j

R (&m8) = "’(5) ”(77) QLT (2.10)

SSYN, (€M, ()L, (6w

i=0 j=0 k=0
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T(En. L) =YY S R (£7.0)B @.11)

i=0 j=0 k=0

2.4 REPRESENTACAO GEOMETRICA DAS FUNCOES NURBS

Uma func¢do racional ¢ definida como a razdo entre duas fungdes polinomiais e pode

ser representada da seguinte maneira:

X(§)=& y(§)=% z(f)zm (2.12)

sendo X ,Y,Z e W fungdes polinomiais e x,y,z funcgdes coordenadas que tem o mesmo

denominador.

Curvas racionais com o mesmo denominador possuem uma representacdo geométrica
elegante através das coordenadas homogéneas, as quais permitem um processamento eficiente
de armazenamento de maneira compacta. As coordenadas homogéneas representam a curva

racional definida no espago n-dimensional como um polindmio no espago (n+1)-

dimensional.

Considerando inicialmente um ponto P(x,),z) no espago tridimensional euclidiano,
0 qual ¢ representado no espaco com quatro dimensoes por
P" =(xw, YW, ZW, w) =(X,Y,Z,W), a obtengdo de P(x,y,z) a partir de P ¢é possivel pela

divisdo de todas as coordenadas de P" pela quarta coordenada W :

P(x,y,z)z(%,%,%,%) (2.13)

ou seja, mapeando P" da origem até o hiperplano W =1.

Dessa forma, pode-se representar uma fungdo NURBS em coordenadas homogéneas

da seguinte maneira:

n

C"(&)=D.N,,(&)B) (2.14)

i=0

com B" = (wixi,wi Vi Wz, wi) e w, sendo o peso relacionado ao ponto de controle de indice i.

A curva C ¢ relacionada com sua projetiva pela seguinte expressao:
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C" (&)
C(¢é)= 2.15
= @15
sendo W(f ) a fung¢do peso, definida como:
(&)=Y N,, (£ (2.16)

Na Figura 9 observa-se o circulo no espago R” construido pela transformagdo

projetiva de uma B-spline quadratica no espago R°.

Figura 9: Transformacdo projetiva. a) transformacdo dos projetivos
pontos de controle B em pontos de controle B,; b) transformag¢ao da
projetiva curva B-spline CW(§) em uma curva NURBS C (95)
(Baseado em: COTTRELL et al., 2009).

Analogamente, uma superficie NURBS ¢ definida em coordenadas homogéneas por:

$"(&.m) = iiM,pMj,q(é,n)Bj’, 2.17)

i=0 j=0

com B, =(m X Wi Vi s Wi 2 s W j). A superficie ¢ relacionada com sua projetiva pela

seguinte expressao:
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S(&m)=—r"
(2.18)

W(é:’n): ]vi,pMj,q(é:’n)Wl J

m
i=0 j=0

Por fim, tem-se um s6lido em coordenadas homogéneas definido por:
/

T (&m)=22 2 NN N, (E1.5)B] (2.19)

n m
i=0 j=0 k=0

w r1: r . . .
sendo B, (Wi,j,k‘xi,j,k’Wi,j,kyi,j,k’Wi,j,kZi,j,k’Wi,j,k)' O solido ¢é relacionado com sua projetiva

de acordo com a expressao:

SW b 3
S o
76 (2.20)

n

W (En.L)= iz N M, L (60,8,

i=0 j=0k=0

2.4 ABORDAGEM ISOPARAMETRICA

A geometria de um problema geometricamente unidimensional (uma curva no plano
ou no espago) no espago fisico pode ser representada a partir das fungdes de base NURBS

usando-se a seguinte relagao:
x(&)=2 R (£)B, 221

sendo X(f ) o vetor de coordenadas x(f), y(gt),z(gf) de um ponto qualquer do espago fisico

correspondente a coordenada paramétrica £ e B; um vetor contendo as coordenadas dos i

pontos de controle.

Da mesma forma, uma variavel qualquer 4 ¢ aproximada através das fun¢des de base

NURBS de acordo com a seguinte equacao:

0($)=2_R(£) 0, (2.22)
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O vetor 0, contém os valores da variavel definidos sobre os pontos de controle. Ao
adotarem-se as mesmas fungdes de base R’ tanto para a geometria como para as variaveis,

obtém-se uma abordagem isoparamétrica para o problema analisado.

As equagdes (2.21) e (2.22) podem ser estendidas diretamente para superficies
substituindo a fun¢do unidimensional pelo produto tensorial entre func¢des e pontos de

controle por uma rede de pontos adequada:

RY(&m)B (2.23)
i=0 j=0
2RI (E.m)0 (2.24)
i=0 j=0
e, para um solido NURBS, tem-se:
n m I
(é ¢ ZZRlqukq .1, QV)Bi,j,k (2.25)
i=0 j=0 k=0
n m I
0(£1.8)=D DY R (£,1,£)8, (2.26)
i=0 j=0 k=0

2.5 MULTIPLOS MACRO-ELEMENTOS

Na grande maioria das situacdes praticas, ¢ necessario para descrever um dominio o
uso de varios macro-elementos NURBS, visto que o produto tensorial do espago paramétrico
ndo ¢ adequado para a representacdo de dominios complexos multiplamente conectados.
Além disso, mesmo em simples dominios, do ponto de vista das simulagcdes numéricas, o0 uso
de multiplos macro-elementos pode resultar em melhores malhas, conforme veremos mais

tarde no capitulo de exemplos.

De acordo com Cottrell et al. (2009), o uso de multiplos macro-elementos pode
ainda facilitar analises numéricas quando diferentes materiais ¢ modelos fisicos sdo usados
em diferentes partes do dominio ou, quando por exemplo, diferentes subdominios estao sendo
resolvidos em paralelo, quando torna-se conveniente do ponto de vista de estrutura de dados

nao ter um unico macro-elemento entre diferentes processadores.

A utilizacao de multiplos macro-elementos implica em compatibilizar a discretizagado
na interface dos macro-elementos, ou seja, 0 mapeamento e a parametrizacdo devem ser

idénticos nesses locais. Cada ponto de controle em uma face de macro-elementos adjacentes
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deve possuir um correspondente na outra face, assim como as variaveis do problema para as

simulagdes numéricas.

Esses pontos de controle iguais serdo tratados com um unico ponto de controle no
sistema global resultante da andlise numérica. Na Figura 10 sdo apresentadas as fungdes base
na interface de dois macro-elementos. Pode-se notar que na interface de dois macro-elementos

a continuidade das fungdes sera C,,.

\ N\ ,\){ J\ )/\;

.'nl ﬁ- I.'Il I', -—

i

A A A
)‘ 1\){ ,& \ f/<>< y>i\ﬁ

"
T L

Figura 10: Fungdes base na interface de macro-elementos (Fonte: COTTRELL et al., 2009)

2.5QUADRATURA GAUSSIANA

A integragcdo numérica nos subdominios ¢ realizada através da quadratura Gaussiana.
Para isso, conforme observa-se na Figura 11, realizam-se dois mapeamentos. Primeiramente
mapeia-se o elemento do espago fisico () para o espago paramétrico (Q¢) através de um
mapeamento geométrico e entdo através de um segundo mapeamento afim o elemento ¢é

levado para o espago da quadratura (X).
Considerando x(x,y,z) como o vetor de coordenadas no espaco fisico, é(f,n,é’ ) 0
vetor de coordenadas no espago paramétrico onde estdo definidas as fung¢des de base e

E(f A, f) o vetor de coordenadas no espago paramétrico de quadratura, a matriz jacobiana do

mapeamento do espacgo fisico para o espago quadratura fica definido através da seguinte

relagdo:

ax _dxds 2.27)

& dE
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O termo dx/d& ¢é calculado através da equagdo (2.21). Para o segundo termo da

direita, considerando o elemento 9% =[(fl.,(fl.ﬂ]x[ni,ni+]]x[é’i,§i+l], calcula-se &,1,¢ € Qf a

partir de £,7,C € Q° através das seguintes relagdes:

§=§i+(5+1)(§i+12_§i)
77:77i+(ﬁ+1)(77i+12_77i)
§=§i+(4’1+1>(§i+12_§i)

Nja

N;

Figura 11: Mapeamentos do espaco fisico para o espago de quadratura

(Fonte: COTTRELL et al., 2009).

(2.28)
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3 EQUACOES FUNDAMENTAIS DA DINAMICA DOS FLUIDOS

A analise do escoamento de um fluido newtoniano requer a solucao das equagdes que
governam a dindmica dos fluidos, ou seja, as equagdes de Navier-Stokes, expressas a partir do
balango de momento linear sobre um volume diferencial e da lei da viscosidade de Newton
generalizada usando-se a hipotese de Stokes. Deve-se levar em conta ainda a equagdo de
conservagdao de massa e, nos casos em que ocorram variacdes significativas no campo de
temperatura, a equacdo de conservacdo de energia, a qual deve ser utilizada também no caso
de escoamentos compressiveis juntamente com relagdes termodinamicas (ver, por exemplo,
White, 1991). Essas equacdes dao origem a um sistema de equagdes diferencias parciais
acopladas e ndo lineares que tornam possivel avaliar o comportamento de um fluido no
espago ¢ no tempo. No caso de escoamentos incompressiveis, quando a equagdo de
conservagdo de massa reduz-se a condi¢do de divergente nulo sobre o campo de velocidades,
deve-se utilizar uma metodologia que permita o acoplamento entre a pressao e a velocidade,

sendo nesse estudo utilizado a hipdtese da pseudo-compressibilidade proposta por Chorin

(1967).

As equagdes que descrevem o escoamento de fluidos podem representar em teoria
todas as escalas da turbuléncia. Entretanto, a chamada simulagdo DNS dos escoamentos leva a
necessidade de uma discretizagdo do dominio em elementos de tamanho inferiores as menores
escalas do escoamento (escala de Kolmogorov). Para alguns escoamentos naturais existentes,
as menores escalas sdo tdo pequenas que ultrapassam a capacidade dos computadores mais
potentes atuais (BLOCKEN, 2014). Para sanar tal inconveniente, s3o utilizados os chamados
modelos de turbuléncia, sendo utilizada nesse trabalho a metodologia LES, pois ¢ capaz de
lidar corretamente com fendmenos complexos que surgem em escoamentos altamente

transientes.

3.1EQUACOES FUNDAMENTAIS

As equagoes de Navier-Stokes sdo derivadas da Segunda Lei de Newton, onde se tem
que a soma das forgas externas que atuam sobre um elemento infinitesimal de fluido ¢ igual a
variagdo temporal da quantidade de movimento do mesmo. Considerando um sistema de

coordenadas cartesiano ortogonal e uma descri¢do cinematica Euleriana, obtém-se a forma

conservativa das equagdes de Navier-Stokes:
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) Ol pvyv, ot
a(,OV,)+ (,OV,VJ) :)(l_ﬁéz _,_i (i,j,k=1,2,3) (3.1)
ot O, o, 7 o,

Nessa equagdo tém-se como variaveis primarias as componentes do vetor velocidade

do fluido v, e a pressdo termodindmica P , ambas descritas em funcdo da sua posicdo com
relagdo as coordenadas cartesianas X; e em funcdo do tempo 7, sendo p a massa especifica

do fluido. As componentes X, representam as forcas de volume atuantes e r, sdo as

componentes do tensor de tensdes viscosas. O simbolo 517 ¢ conhecido como delta de

Kroenecker, sendo &; =1 para i=j ¢ 0, =0 para i = j.

As componentes do tensor de tensdes viscosas para um fluido newtoniano sdo

representadas pela seguinte equagdo constitutiva:

T, = U §'+—j -ngkdj (4, /,k=1,2,3) (3.2)
i k

i
sendo u o coeficiente de viscosidade dindmica e A o coeficiente de viscosidade volumétrica

que corresponde a —24/3, de acordo com a Hipdtese de Stokes. Substituindo a relagdo

apresentada em (3.2) na equacao (3.1), chega-se a expressao:

o(pv,) Olpvyv, Oy,
('Dv’)_|_ (p j):Xi_a_Pé;'ﬁ_i y7, ﬁ_kl +l%é‘l
ot ox; ox; 7 ox, ox; O, ox, ' (3.3)
(i,j,k=1,2,3)

A equagdo de conservagao de massa, por sua vez, realiza um balango em um volume
infinitesimal entre as parcelas de massa entrando e saindo por unidade de tempo ¢ a mudancga

em densidade, sendo expressa por:

op , 9(pv) ;o
et =0 (i,/,k=123 3.4
o ox (i-7 ) G4

1

A equacdo da conservacao de energia ¢ derivada da primeira Lei da Termodinamica
e realiza um balango entre a energia interna no sistema e a energia trocada através de suas
fronteiras com o exterior na forma de calor e trabalho. Para escoamentos de fluidos

newtonianos, a equacdo de conservagdo de energia pode ser expressa por:
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d(pe) 8( pevj) o, o or N
- |K = ~123
5; + ax' +pax ax‘ i,j ax +ﬂ¢+Q (l,] 5 Ly ) (35)

J J i J

onde 7 ¢ a temperatura, e ¢ a energia total especifica, K, ; representa as componentes do

tensor de condutibilidade térmica e Q0 ¢ o termo fonte de calor. A parcela u¢ ¢ conhecida

como termo de dissipagdo viscosa, o qual ¢ representado pela seguinte equagao:
v ) (ov,) (v Y| 2 (ov, ov, ov)
,u¢ = 2lu M 4+ =2 + o -=u wm + Ny + 3| 4
ox, ox, ox, 3" \ox, ox, ox
2 2 2
) L LN
ox, Ox, ox, Ox, ox, Ox

Nesse estudo trabalha-se apenas com escoamentos isotérmicos, fazendo com que nao

seja mais necessario o uso da equagao de conservagdo de energia.

Para a resolugdo das equagdes que descrevem o comportamento do fluido devem ser
ainda fornecidas as condi¢des inicias e as condi¢des de contorno essenciais € naturais das

variaveis do problema.
As condigdes iniciais de velocidade (vio) e pressao (E)) em t =t, sobre o dominio
de analise Q sdo representadas por:

vi[xl,xz,x3]:vi0 (i=1,2,3)

3.7)
P[x,x,,x]=FR

As condi¢des de contorno essenciais ou de Dirichlet sdo dadas pelas seguintes

relagdes:

.
v,=v, eml

3.8
P=P emTl, G5

* * . ;. rqe
sendo v; e p os valores prescritos nos contornos I') e T', do dominio de analise €,

respectivamente.
As condig¢des de contorno Naturais ou de Neumann sdo obtidas através da seguinte

equacao:
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: o,
£ = —P@j+y(@+l]+z%§_ n emT, (i,j,k=123) (3.9

Ox; Ox,

onde #, s3o as componentes do vetor de tragdo prescritas na dire¢do x, agindo sobre a regido
[, do contorno e n; sdo as componentes do vetor de co-senos diretores da normal a um

ponto qualquer do contorno I', segundo a diregdo x, dos eixos coordenados.

3.2HIPOTESE DA PSEUDO-COMPRESSIBILIDADE

O problema da reducdo da equacdo da conservagdo de massa para um escoamento de
fluido incompressivel a uma simples equagdo do divergente do campo de velocidades pode
ser resolvido através da hipotese da pseudo-compressibilidade elaborada por Chorin (1967).

Esta hipotese baseia-se no fato de que, para um fluido em meio natural, a velocidade do som

(c) se propaga a um valor finito, conforme a seguinte equagao:

, OP

c=—
op

(3.10)

Dessa forma, ¢ possivel obter-se um termo explicito para a pressdo na equagdo de

conservagao de massa:

5 ﬁv_/

=0 (j=1,2,3) (3.11)
Oox

J

—+ pc

3.3SIMULACAO DE GRANDES ESCALAS (LES)

A metodologia LES ¢ empregada na simulacdo de escoamentos turbulentos,
situando-se em uma posic¢ao intermedidria entre a simulacdo DNS e a simula¢ao utilizando as
equacdes RANS. A formulagdo baseia-se no fato de que para altos numeros de Reynolds o
escoamento turbulento pode ser considerado como uma composi¢ao de vortices, no qual os
grandes vortices interagem com o escoamento principal extraindo energia do mesmo e
transferindo-a para os vortices de escala inferior. Os vortices de escalas inferiores transferem
energia para vortices ainda menores e assim sucessivamente até que em uma dada escala as

forcas viscosas tornam-se predominantes e a energia ¢ dissipada. Esse comportamento ¢
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conhecido como cascata de energia, cuja descrigdo detalhada pode ser encontrada, por

exemplo, em Hinze (1975) e Lesieur (2008).

As grandes escalas de turbuléncia sdo responsaveis pela maior parte do transporte de
energia ¢ de quantidade de movimento, sendo resolvidas diretamente pelas equagdes
fundamentais filtradas. As escalas inferiores a resolucdo da malha sdo representadas através
de modelos de turbuléncia sub-malha, que tem por finalidade representar os efeitos do

processo fisico de transferéncia de energia entre as menores escalas sobre as grandes escalas.

A diferenciacdo entre grandes escalas e as pequenas ¢ realizada através de um
processo de filtragem espacial aplicada sobre as variaveis de campo do problema da seguinte

maneira;

(3.12)

1
+v,
+ P

ol =

Vv, =
P=
na qual o simbolo barra indica uma varidvel de grandes escalas e o simbolo apodstrofe de

pequenas escalas.

A parcela das grandes escalas pode ser obtida através da convolucao da variavel a ser

filtrada com uma fungdo filtro (LEONARD, 1974). Considerando uma variavel y e uma
fungdo filtro G(x;) tém-se:
70 =[G (x=x")f(x,)dx, (i=1,2,3) (3.13)

De acordo com Findikakis e Street (1982), a funcdo filtro tipo “box” ¢ a que

apresenta melhores resultados, sendo definida como:

ndim ] | A.
EA_ para |xl.—x,.|<?’

G(x,—x,") = ! (3.14)
0 para |x,. - X, '| >ﬁ

2

com A sendo a dimensdo do filtro na dire¢do coordenada X, e ndim o nimero de dimensdes

do problema. No contexto do Método dos Elementos Finitos e da Analise Isogeométrica, o

filtro ¢ constituido pelo tamanho do elemento, sendo a dimensdo caracteristica dada por:
A = (AxAyAz)" (3.15)

em que Ax, Ay e Az indicam as dimensdes do elemento segundo as dire¢des coordenadas x;.
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O filtro uniforme empregado conduz a uma operacdo de média espacial das variaveis

envolvidas. Considerando y e g duas varidveis genéricas, as principais propriedades para a

operacdo de filtragem dessas varidveis consistem em:

f=7 &= ['=0  g'=0

— = o _of  og_cg
+f=f+ — = ==
g+/=/ Os Os Os Os

Geg TG G

oq

(3.16)

Aplicando a decomposi¢dao das variaveis de acordo com (3.12) e as propriedades

apresentadas em (3.16) nas equagdes (3.3) e (3.11), chega-se as seguintes equacdes:

vy o(vy, v oV, X
o(m) o) | 15P§_£(V(@+@J /1812,{5] X,
Yo,

ot ox, pox, " ox ox;  0Ox, ox, (3.17)
(i,j,k=1,2,3)
oP
—0 (=123 3.18
o g ) (3.18)

j
com v sendo a viscosidade cinematica do fluido. Os termos sub-malha, que consistem em

termos resultantes do produto entre varidveis de pequenas escalas, sdo desprezados na

equagao de conservacao de massa.

A parcela advectiva da equacado (3.17) pode ser reescrita como:

j— YT 3 Al '35 Al Al
A (vl.vj. AR Y ) (3.19)

Considerando a aproximag¢do de Leonard (1974) para o termo ?V} € a aproximagao

de Clark et al. (1979) para os termos cruzados, chega-se a seguinte expressdo para o termo

advectivo:

v, = (17,\7] +L,+C,+v'v, ') (3.20)

i

em que:

vo AW,

y = 3.21
YoV 2y ox, Ox, (3-:21)
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para a funcado filtro tipo box, toma-se y = 6 . Em Petry e Awruch (1997) demonstra-se que os

termos de Leonard e os termos cruzados aumentam o tempo de processamento e exercem

pouca influéncia sobre o resultado, podendo-se entdo reduzir a equacao (3.20) a:

vy, = (VIV/ +viv, ') (3.22)

Com isso, o termo v',v;' € introduzido na equagdo (3.17), com o tensor de tensdes

sub-malha sendo representado por 7, = pv',v;".

O tensor?;GS deve ser modelado com um modelo de fechamento. Os modelos de

fechamento mais utilizados baseiam-se na hipdtese de Boussinesq (ver SCHLICHTING,
1979). A hipotese ¢ uma analogia com a lei da viscosidade de Newton definida para

escoamentos laminares, sendo no contexto da simula¢do LES definida por:

—SGS

755 =24 8 (3.23)

i ij

em que g, ¢ a viscosidade dindmica turbulenta do escoamento e §; € o tensor taxa de

deformacdo expresso em termos das velocidades de grandes escalas da seguinte forma:

5 -1 2+% (3.24)
T2l ax, '

Portanto, os modelos sub-malha tém como objetivo a determinac¢do de s, . Nesse

trabalho sera utilizado o modelo classico de Smagorinsky (1963), no qual a viscosidade

turbulenta é obtida de acordo com a seguinte expressao:

4= p(CAY 3] (3.25)
com || dado por:

|5]=(25,5,) (3.26)

e C. correspondendo a constante de Smagorinsky, que usualmente assume valores entre 0,1 e

0,25.

A forma final para as equagdes fundamentais do escoamento fica definida entdo por:
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o(v.) Olvyv, o Y

(), o0w) 1oP s o f o @), ) K

ot ox pox. ' ox Oox, Ox ox, "’ Yo, (3.27)
J . k
(i,/,k=1,2,3)
il =0 (j=1,2,3 3.28
o TP 0 ) (3.28)

J

Um fato importante a ser entendido ¢ que a viscosidade turbulenta ndo ¢ uma

caracteristica do fluido, mas sim do escoamento.
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4 SIMULACAO NUMERICA DO ESCOAMENTO

A simula¢do numérica de escoamentos de fluidos consiste em resolver de forma
aproximada as equagdes que governam a dinamica dos fluidos através de procedimentos de
discretizagdo temporal e espacial dessas equagdes. No contexto do MEF, principios
variacionais devem ser considerados adequadamente a fim de produzir uma formulacio

numérica estavel, além de garantir que as aproximagdes conduzam a resultados esperados.

Nesse trabalho, a discretizacdo temporal ¢ realizada através do método de Taylor-
Galerkin de dois passos, que consiste na utilizagao de séries de Taylor para a aproximagao no
tempo das variaveis das equacdes fundamentais do escoamento, seguida da aplicagdo do
método de convencional de Galerkin. Esta formulacao tem demonstrado ser muito eficiente na
estabilizacdo dos termos advectivos ¢ tem sido utilizada em varios trabalhos do
PPGEC/UFRGS, como em Teixeira (2001), Braun (2007) e Madalozzo (2012), mostrando-se
muito apropriada principalmente nos aspectos referentes ao processamento, estabilidade e

qualidade de resultados.

Para a discretizagdo espacial utiliza-se uma abordagem baseada na aplicacdo do
método de Bubnov-Galerkin no contexto da Analise Isogeométrica, a qual pode ser vista
como uma formulagdo em elementos finitos generalizada, propiciando o uso de fungdes de
base em numero e grau qualquer. A representacdo da geometria e aproximacdes para as

variaveis do escoamento sdo obtidas a partir de funcdes de base do tipo NURBS juntamente

com o conceito de pontos de controle.

4.1DISCRETIZACAO TEMPORAL: METODO EXPLICITO DE TAYLOR-
GALERKIN DE DOIS PASSOS

A discretizagdo temporal explicita de Taylor-Galerkin de dois passos ¢ realizada
através de uma expansdo em série de Taylor aplicada sobre as variaveis de campo (pressdo e
velocidade). Considerando uma varidvel genérica ¢(x,r), a expansdo ¢ realizada até os termos
de segunda ordem, sendo definida por:

0" AL’ 3’4" 0 At 04"
n+]: n+At + — ”+At_ "+_ 4.1
¢ ¢ ot 2! 0t ¢ ot ¢ 2 ot @D
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na qual n equivale ao instante de tempo # em um intervalo de tempo [¢, ¢ + Af]. Essa equagao
¢ resolvida em dois passos, sendo que no primeiro passo calculam-se as variaveis de campo
no instante de tempo ¢+ At/2, que corresponde aos termos dentro dos parénteses da equagdo
(4.1), ou seja:

5= %aai; 4.2)

No segundo passo, as varidveis sdo calculadas no tempo ¢+ Ar usando os valores
obtidos no passo ¢+ At/2 de acordo com:

p ¢n+ A
Ot

¢ =g + At (4.3)

4.1.1 Equagdo de conservagao da quantidade de movimento.

Para a discretizagdo temporal de acordo com a equacdo (4.1) deve-se inicialmente
obter as derivadas primeira e segunda da variavel a ser discretizada. Para a equacdo de
conservagdo da quantidade de movimento apresentada em (3.3) discretiza-se temporalmente o
vetor velocidade, com a primeira derivada obtida diretamente isolando-se esse termo, como

mostrado abaixo:

At | v, '
(%j = lXi_v'%_ia_Pé}_Fi (V+Vt) %+l +£%5x (44)
ot Yo, Tox, pox, " ox, ox, ox | pox, ’

J J

Derivando-se a equacdo (4.4) em relacdo a ¢ chega-se a segunda derivada temporal:

p Ox; Ot v

ov, '
i (V+Vt) i%_FiL +ii%§1
ox, ox, ot 0ox, ot | pox, o

De acordo com Braun (2002), o termo (avj / Gt)(ﬁvi /8xj) pode ser desprezado da

o _[1ax, (vow  oow) 1 oer
or? p ot | orex, ox o

(4.5)

equagao sem levar a perda de precisao das solugoes.

Considera-se uma lineariza¢do das derivadas temporais para a expressdo (4.5), que

para uma variavel genérica ¢ consiste em:
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n n+l _ gn n+l
09" _¢" —¢" A (4.6)
ot At At

e substituindo as relagdes (4.5) e (4.4) em (4.1) chega-se a seguinte expressao:

| v, '
A n+l = At le—Vj%—la—Pé‘ij'Fi (V+Vt) 24_& +£%é‘ij
Yo, ox; pox, ~ Ox; ox; Ox, | pox

n+l
. - OAv,
ALy, O 1OAP 0 [ f(0nn OAv ) 4 oAy o
Yo, Tox, pox; U ox ox,  ox, p ox, '

J

(4.7)

Trabalhando com a equacdo (4.7) chega-se a relagdo exposta em (4.3) para a

velocidade:

| oAy, e
vt = A LA, -y OV LOAP 5 O F(y )| 9B OOV A0 s | (4
Yo, Tox; pox; 7 ox ox.  Ox, p Ox,

J 1

ou seja,

n+1/2

v =V At

1

= (4.9)

Dessa forma, o processo de determina¢do de v'*' consiste em primeiramente
calcular-se a variavel v, no tempo n+1/2. Para isso, utiliza-se uma expansdo em série de
Taylor em 1 +1/2 que para uma varidvel genérica @(X,t) ¢ descrita por:

- Atog"  (At)2) &
2 — n + _ +
/ ¢ 2 ot 2! of

(4.10)

A derivada primeira da velocidade ¢ simplesmente a equacdo (4.4) ¢ a derivada
segunda ¢ obtida substituindo-se (4.4) em (4.5). Eliminando-se todos os termos de velocidade
com derivadas iguais ou superiores a terceira ordem, os termos com derivadas temporais de
forcas de volume e, por fim, os termos de pressdo com derivadas iguais ou superiores a
segunda ordem, chega-se finalmente a:

0%, 1 oX, o, 100oP

z:__v_+ i

or’ p ’ox ax X, porox, (4.11)
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Substituindo as equagdes (4.4) e (4.11) em (4.10) e omitindo-se da equacdo (4.11) o

termo de pressdo, chega-se a expressdo para a velocidade em n+1/2:

n-*—l . 8 .
2_v;z+%{LXI,+£((V+Vt){ﬁ+L]+£%5U}

yo, Ox, ox, Ox, | pox,

J i

(4.12)

ov, At1ax,) 10P. A & |
VAt T T A T e S T e
Ox, p Ox, 4 O x,x;

O campo de velocidades deve ser corrigido pelo termo de pressdo omitido da

equacdo (4.11) através da seguinte relacao:

(4.13)

i

n+
sendo que a dedugdo do termo AP ? ¢ apresentada mais adiante.

Por fim, a solugdo obtida em (4.13) ¢ substituida em (4.8) para a obtencao da

velocidade em n +1.
4.1.2 Equagdo de Conservagdao de Massa

Na equacdo de conservagdo de massa o termo expandido pela série de Taylor ¢ a
pressao. A derivada primeira € obtida diretamente pela equacao (3.11) isolando-se o termo de

pressao:

n a ) "
o |y P e (4.14)
ot 7 Ox, ox;

A segunda derivada ¢ obtida derivando-se em relacdo a ¢ a expressao (4.14):

2 oy "
aP:{ 0 o, Zil} (4.15)

v, — C
o |V o " a, a

Substituindo as expressdes (4.14) e (4.15) em (4.1) e considerando a linearizagdo das

derivadas temporais de acordo com (4.6), chega-se a equagao:

n+l
ov, At OAP 5 8Avj } 4.16)

AP =—At v.a—P+pcz—’ ——|v,—+pc
J@xj ox, 2|7 ox; ox

J

que pode ser reescrita da seguinte maneira:
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pe (4.17)

Oox . Oox .

J J

1
AP =A{v i ZaAvf} 2
J

Dessa forma o problema de se determinar P""' consiste em determinar-se
inicialmente a pressdo em n+1/2. A primeira derivada é obtida diretamente de (4.14) € a

segunda derivada ¢ obtida substituindo (4.14) em (4.15), considerando-se apenas o termo que

contém a derivada segunda da pressao, ou seja:

2 2p |
P _ {V,-vk or } (4.18)
L oxx,

ot’

Substituindo-se (4.14) e (4.18) em (4.10), considerando a pressdo como variavel,

1
n+—

chega-sea P 2:

n+l ov, 2
P At V,a_P pc2_f_ﬁv_vka_P (4.19)
! ox, ox, 4 77 oxx
Por fim, substitui-se a expressdo (4.19) em (4.17) para a obtengdo da pressdao no

tempo n+1.

42DISCRETIZACAO ESPACIAL: METODO DE BUBNOV-GALERKIN
APLICADO A ANALISE ISOGEOMETRICA

Na Andlise Isogeométrica as varidveis das equacdes diferenciais e a geometria do
problema sdo aproximadas por funcdes de base NURBS através da discretizagao do problema
em subdominios. Como a fun¢do aproximadora ndo ¢, em geral, a solugdo exata da equagao
diferencial, tem-se um residuo que deve ser minimizado. O método dos residuos pondera os
residuos resultantes das fun¢des aproximadoras através de uma fungao peso, sendo o produto
entre a funcdo residual e a fungdo peso suposto igual a zero no dominio de integracdo de cada

elemento, determinando a condi¢do de ortogonalidade.
Suponha-se a seguinte equacao diferencial:

L(v)-f=0emQ (4.20)
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onde L(O) ¢ um operador diferencial, v € o vetor que representa a solugao exata do problema,

f ¢ um vetor de constantes e (2 representa o dominio de andlise. Emprega-se uma fungao

aproximadora ( V) para v dada pela seguinte expressao:
V=) NJ, (4.21)
i=0

onde N, representa as fungcdes NURBS e Vv, sdo as varidveis de controle localizadas nos

pontos de controle do elemento. Dessa forma, a equagao (4.20) transforma-se em:
L(V)-f=RemQ (4.22)

onde R ¢ o residuo resultante da aproximacdo. A ortogonalizacdo do residuo ¢ realizada em

relacdo a uma fung¢do peso (W) em todo o dominio da analise, chegando-se a:

[W(L(®)-f) dQ, = [ WR dQ, =0 (4.23)

Nesse trabalho utiliza-se o método de Bubnov-Galerkin, no qual a fun¢do peso W ¢
igual a aproximagdo da variagdo da variavel independente aproximada da equagdo analisada,

ou seja, W=N.,0v,.

A fungdo aproximadora deve ser continua até a ordem de derivagao mais elevada que
exista na equagdo diferencial, no entanto, essa restricdo pode ser diminuida utilizando-se a
formulacdo fraca do problema, que consiste em realizar uma integral por partes nos termos

que contenham derivadas de mais alta ordem.
4.2.1 Equagdao de Conservagao da Quantidade de Movimento ¢ Equacdo de
Conservacao de Massa

As variaveis que necessitam ser aproximadas para a solugdo do sistema de equacdes

fundamentais sao a velocidade e a pressao, que sao expressas vetorialmente por:
v, =Ny, (4.24)
P=NP (4.25)

sendov,e P o vetor das variaveis de controle localizadas nos pontos de controle do elemento

e N ¢ uma matriz linha que contém as fun¢des de base NURBS.
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Para reduzir a exigéncia de continuidade das fun¢des de base realizou-se uma
integracdo por partes nos termos que apresentam derivadas de segunda ordem nas equagodes
(4.12) e (4.19) através do teorema de Gauss-Green. O termo de pressdo na equagdo de
quantidade de movimento também foi submetido ao procedimento de integracdo por partes.
Assim, substituindo-se as expressdes (4.24) e (4.25) nessas equagdes e aplicando entdo o
método de Bubnov-Galerkin, chega-se as equacdes de conservacao da quantidade e momento
e massa para obtengdo de velocidade e pressdo no tempo n+1/2:

My = Mv” +%PX[ —(AD+BD)y, +Llg S, P-D'V +t, +de[} (4.26)
P P

l

MP"*"*> = MP" +%[( AD+BD)P+ pc’Glv, —f’dl’]n 4.27)

Realizando-se o mesmo procedimento de substituicdo das fun¢des aproximadoras e a

aplicagdo método de Bubnov-Galerkin a equagdo (4.13) obtém-se a correcdo da velocidade

para o passo n+1/2:

At ¢ q ON T
" J N'==6,d0(P-p) (4.28)

J

Mvn+1/2 — Mvn+l/2 _l
L L p

Por fim, conhecidas as varidveis no tempo n+1/2 e substituindo-se as aproximagdes

(4.24) e (4.25) em (4.8) e (4.17) obtém-se as variaveis de velocidade e pressdo no tempo

n+1:

n+1/2
Mv* =Mv] +A{lxi _ADv,+1G 6, P=D}"v, +El}

- - (4.29)

MP™ = MP" + At[ (AD)P — pc*GTv | 430
= + [( )P — pc J.VJ (4.30)

As matrizes e vetores apresentados nas equacdes desse item sdo definidos da

seguinte forma:

M = j NN"dQ 4.31)
Q,
AD = j Nv';NTa—NdQ (4.32)
a, 8x_1.
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_ NT—dQ (4.33)
T oy I
A T
BD —j (Nv?)(Nv k)aN N o (4.34)
4. ox; Ox,
7 At T n n 8N n
bdy, =TiN {(NVJ.)(NV,{)@—XI(V[ }njdr (4.35)
VT ON
bdp:TiN [(ij)(N k)a—ka } n,dl (4.36)
X, = [ NT(NX JiQ (4.37)
QE’
X =X -— j NV/N" — N X'dQ (4.38)
Ox;
=[N (v+vt)£a—Nvf+a—Nv'/’,J+/1(aN Ja ~LNP | ar (4.39)
S Ox; ox, *) plox, P
se i=] (k=valores restantes)
T
| 2(v+v,)+i NTON 1o+ j ) NN 40
S Ox; 0Ox, 8xk ox,
D =" (4.40)
' sei#j
T
J-(v+v,)ala—NdQ AN N g
a, Ox; 0Ox, o, P Ox, Ox;

Todas as matrizes apresentadas de (4.31) a (4.40) sdo integradas numericamente em
cada subdominio através do método de Gauss-Legendre com mapeamento realizado de acordo

com o apresentado no item 2.5.
Para utilizagdo de um sistema explicito desacoplado emprega-se uma matriz de
massa discreta M, no lugar da matriz consistente M. A fim de auxiliar o processo de

estabilizagdo do campo de pressdo, emprega-se neste trabalho o conceito de pardmetro
seletivo de massa proposto por Kawahara e Hirano (1983). Assim, no termo de massa a direita

da igualdade na equagdo de conservagdo de massa, equagdo (4.30), adota-se:

M=eM, +(1-e)M (4.41)
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onde e ¢ o parametro de diagonalizagdo seletiva, o qual tem por finalidade controlar o
amortecimento numérico, assumindo valores entre 0 e 1. Nesse trabalho foi utilizado o valor

de 0,9 para esse parametro.

4.3 MATRIZES DE CONECTIVIDADE

Assim como no MEF, na Analise Isogeométrica adota-se uma convengdo para a
numera¢do das fun¢des em nivel global e uma numeracdo em nivel local (nivel de elemento).
Durante o processo de integracdo das matrizes da formulacdo em nivel de elemento sdo
utilizadas numeragdes locais. A proposta das matrizes de conectividade ¢ relacionar de forma
simples o esquema local com o global, possibilitando o armazenamento dos dados obtidos em
cada elemento em um sistema global, onde finalmente sdo aplicadas as condig¢des iniciais e de
contorno do problema e entdo o conjunto de equagdes ¢ resolvido de forma desacoplada. No
contexto na Analise Isogeométrica existem duas matrizes que possibilitam essa ligacdo entre

o sistema local e o global: as matrizes INC e IEN.
Para simplificar o processo de entendimento dessas matrizes, adota-se um exemplo
bidimensional, com p = 2 ¢ q = 2 e vetores de nos Ez[0,0,0,l,l,l] e Zz[0,0,0,l,l,l],

resultando nos espacos apresentados na Figura 12 com apenas um elemento nao nulo e 9

funcdes de forma.

Ns
N4

o

=

= =

© & & & & &

a) b)
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Gi=01.2) o =22

A=8 A=9
=21

@i=a.1) A=6

A=5
(i)=102)
A=7 . *
T aD=am (i) = (20)
)= 00 A2 A3

<)

Figura 12: Defini¢des do problema: a) espaco indicial; b) espago fisico
—malha de elementos; c) espaco fisico — malha de pontos de controle.

Antes da apresentacdo da matriz INC é necessario que sejam definidas as seguintes

caracteristicas referentes as malhas NURBS: numeracao global das fun¢des e coordenadas

NURBS. A numeragdo global (A) de uma funcdo bidimensional N, formada pelo produto

tensorial entre N, (95 ) e N, (77) ¢ definida da seguinte forma:
A=(n+1)j+i+l @=0,1,..,n; j=0,1,...,m) (4.42)

sendo n + 1 a quantidade de fungdes na direcdo £ e m + 1 a quantidade de fungdes na dire¢ao
1. As coordenadas NURBS podem ser entendidas como os indices que definem os vértices do
espago paramétrico.

A matriz INC relaciona o nimero global das fun¢des com as coordenadas NURBS
onde o suporte dessa funcdo inicia. Dessa forma, para a fungdo N, as coordenadas NURBS i e
Jj sdo definidas através da matriz INC da seguinte maneira:

i = INC(4,1)

. (4.43)
j=INC(4,2)

A matriz de conectividade INC do exemplo em questdo € representada na Tabela 1.
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Tabela 1: Matriz INC.

A(numero global das funcées de forma)

INC 1 2 3 4 5 6 7 8
1($) 0 1 2 0 1 2 0 1
2(mn) 0 0 0 1 1 1 2 2 2

Para melhor compreensao da matriz IEN define-se primeiramente os conceitos de
elemento, de numeragao local e global dentro do mesmo. A numeragdo de um elemento e, no

espaco bidimensional, é realizada através da seguinte relagdo:
e=(j—q)(n+1-p)+(@{+1-p) (p<Li<n, g<j<m) (4.44)

onde j e i sdo as coordenadas NURBS do vértice esquerdo inferior do elemento e p e g sdo os

graus das fungdes nas diregdes & e 77, respectivamente. Assim, a posicdo de um elemento

pode ser definida por Q. = [&, &1] X [, 7is1].

Do conhecimento das propriedades das fungdes B-Splines, sabe-se exatamente quais

fungdes de forma tem suporte no elemento e, isto ¢, qualquer funcdo no formato

N (f)Nﬂ(f), de tal modo que i—-p<a<i e j—g<a<j. Entdo, o nimero total de

a

fung¢des de forma em um elemento é definido como ( p+ 1)(q + 1) )

Considerando como fun¢ao local de nimero 1 no elemento a fun¢do de forma com
coordenadas NURBS i e j correspondentes ao vértice inferior esquerdo do elemento, as

demais fungdes de forma locais sao numeradas da direita para esquerda no sentindo de & e de

cima para baixo no sentindo de 7.

A funcdo local 1 possui uma numeragdo global equivalente a 4 definida de acordo
com a equacdo (4.42). Dessa forma, para a obten¢do da numeragdo global respectiva aos
demais valores locais faz-se 0 mesmo caminho para trds. A numeracdo global das primeiras

p+1 fungdes na direcdo de & sdo 4, 4-1,...A-p. Movendo-se uma linha na dire¢do de 7 a

numeracdo continua com A4-n, A-n-1, A-n-p. Novamente movendo-se para a proxima linha a

numeragao segue A-2n, A-2n-1, A-2n-p e assim até a ultima fun¢do de forma do elemento.

A matriz IEN conecta as fun¢des de forma globais com a respectiva numeragdo local
no elemento. Considerando o clemento de numeracdo e ¢ a funcdo de forma local de

numerag¢ao b, sua fung¢do global B ¢ dada por:
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B=IEN(b,e) (4.45)

A matriz de conectividade IEN para o exemplo em questdo ¢ representada na .

Tabela 2.
Tabela 2: Matriz IEN.
b (func¢oes de forma local)
IEN 1 2 3 4 5 6 7 8 9
e= 9 8 7 6 5 4 3

4.4CONDICAO DE ESTABILIDADE

O uso de esquemas explicitos implica a restrigdo do tamanho de incremento de
tempo a uma condi¢do de estabilidade. Nesse trabalho se utiliza a condicdo de Courant,

descrita pela seguinte equagdo em nivel de elemento:

_ (8,
(&)= (4.46)

onde (At ¢ o incremento de tempo no elemento e, o ¢ um coeficiente de seguranga

e

(a < 1), (Ax )eé a dimensdo caracteristica do elemento, V, ¢ a velocidade do escoamento no

elemento e c ¢ a velocidade do som. Nesse trabalho adota-se como (At )e o menor valor obtido

entre todos os elementos.

4.5CONDICAO DE CONVERGENCIA

Nos escoamentos permanentes verifica-se a cada passo de tempo se o escoamento ja
chegou numericamente a esse estado através da avaliacdo do residuo de uma ou mais
variaveis do problema. Quando o residuo se iguala a uma tolerancia inicialmente determinada,
diz-se que a analise convergiu. Nesse trabalho utiliza-se a norma euclidiana para a avaliagao

do residuo nas variaveis de velocidade e pressao, conforme expressa na seguinte equagao:
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< tolerancia (4.47)

n+l

sendo ¢"a variavel no ponto de controle i e no tempo n, ¢'" a varidvel no ponto de controle

1

i enotempo n+1 e npc a quantidade total de pontos de controle do problema. A tolerancia

para os problemas foi adotada geralmente como sendo 10~ .
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5 REPRESENTACAO DE GEOMETRIAS A PARTIR DE FUNCOES

NURBS

Nesse capitulo serfo apresentadas ferramentas comumente utilizadas para descri¢ao

de geometrias, como os refinamentos por inser¢do de nds e por elevacdo de grau. Além disso,

tem-se como principal intuito apresentar o processo de obtencdo das geometrias NURBS
utilizadas neste trabalho.

5.1REFINAMENTO DE CURVAS, SUPERFICIES E SOLIDOS NURBS POR

INSERCAO DE NOS
O procedimento de refinamento de curvas, superficies e s6lidos NURBS por inser¢ao
de nés ¢ uma ferramenta muito valiosa para a Andlise isogeométrica, pois propicia um

processo sistematico de refinamento e possibilita que as malhas sejam refinadas sem que a

geometria inicialmente descrita seja modificada.

Considerando a curva NURBS C” (&) = Z N, ,(£)B} definida sobre o vetor de nds
i=0
E gera um

e

== [go,él,...,cf“pﬂ} o processo de inserir uma coordenada £ e[£,,&,,,) em

—_

= :I:é?() = éO"“’é_k = é:k’é?kﬂ = E>Ek+2 = é:k+l""’é?n+1)+2 = §n+p+l:| * Se Vu € V,j

novo vetor de noés =
=) = , respectivamente, entao

representam os espagos vetoriais das curvas definidas em = e
= definida da seguinte forma:

claramente V,cV;,¢ c” (f ) tem uma representacao em

c"($) =gﬁ,«,p(§)0?’ (5.1)

= . Dessa

simplesmente as fungdes base B-splines de grau p definidas no vetor

sendo N, ,
forma, o processo de inser¢do consiste em determinar os novos pontos de controle Q'

através da solugdo do seguinte sistema linear:

C'(E)=2N,, (B! =3 N, (5

(5.2)

O procedimento de resolucdao da equagdo (5.2) pode ser visto com mais detalhes em

Piegl e Tiller (1997) e resulta na seguinte expressao:
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Q' :aiBiW+(1_ai)BW

i-1

(5.3)
1 i<k-p
a;, = il k-p+1<i<k
§i+p_§i
0 i2k+1

Nota-se que o processo de refinamento ¢ definido sobre a curva projetiva, sendo ao
final desse procedimento aplicado o mapeamento apresentado no item 2.4 para obten¢ao dos
valores relativos a curva racional NURBS. Para fins praticos, o processo de refinamento
consiste na aplicagdo sucessiva do procedimento descrito acima com a inser¢cao consecutiva
de coordenadas no vetor de nds. Um algoritmo mais eficiente para realizar esse procedimento

pode ser encontrado em Piegl e Tiller (1997). Na Figura 13 pode ser observada a mudanga de

fungdes base quadraticas com a insercdo da coordenada E =1/2 no vetor de nobs
== [O, 0,0, 1/ 5,2/ 5,3/ 5,4/ 5,1, 1,1]. Na Figura 14 observa-se ainda, a mudanga que ocorre aos

pontos de controle originais com essa inser¢do, € o fato que a geometria continua inalterada.

0 0.2

0.6 0.8 1
£=0.5

Figura 13: Fungdes base B-Splines quadraticas apods inser¢ao da
coordenada
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B,=Q;

Figura 14: Pontos de controle para de uma curva B-Spline quadratica
apos inserc¢ao de coordenada paramétrica.

n m

Considerando agora a superficie definida por Sw(g,n)ZZZN[,pN /,q(f,n)Bx_

i=0 j=0

com vetores de nés = e H, o processo de refinamento do vetor de nos = consiste na
aplicag¢do do algoritmo de refinamento nas m +1 colunas de pontos de controle, enquanto que
o processo de refinamento em H requer a aplicagdo do algoritmo nas n+1 linhas dos pontos

de controle. Analogamente, o processo de refinamento pode ser aplicado a sélidos.

Figura 15: Processo de refinamento por inser¢do de noés. a) Rede de
pontos de controle que descrevem uma superficie; b) Rede de pontos
de controle apos a inser¢do de ndé em uma das dire¢cdes paramétricas
(Fonte: PIEGL and TILLER et al., 1997).
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Na Figura 15 acima ¢ apresentada uma rede de pontos de controle que descrevem

uma superficie (cibica x quadratica) definida pelos seguintes vetores de nos:
Ez[0,0,0,0,l,l,l,l]e H=[0,0,0,1/2,1,1,1]. Nessa mesma figura ¢ apresentada a rede de

pontos de controle ap6s a inser¢do do n6 & =2/5 nas m+1 colunas de pontos de controle.

O refinamento por inser¢do de nds ¢ muito semelhante ao refinamento 4 classico do
MEF, onde se criam novos elementos através da divisdo de antigos. A metodologia difere-se,
entretanto, na quantidade de novas fungdes que sdo criadas, assim como na continuidade das
fungdes base no contorno dos novos elementos (CP). Para uma total equivaléncia com o
refinamento / classico, deve-se inserir cada novo no6 p vezes, para que as fungdes tornem-se

0
C" sobre os novos contornos.

5.2REFINAMENTO DE CURVAS, SUPERFICIES E SOLIDOS NURBS POR
ELEVACAO DE GRAU

Considerando a curva C” (&)=Y N, ,(£)B; de grau p definida sobre um vetor de

i=0

nos =, o processo de elevagdo de grau da curva C) (f) de ppara p+1 consiste em definir

novos pontos de controle Q} e um novo vetor de nés Z , tal que:

C,(£)=C,,( Z (5.4)

Nota-se que C;’(f) e le(f) sdo a mesma curva, tanto geometricamente como
parametricamente. Assim, C, (5) ¢ apenas C) (5) em um espago dimensional mais alto.

Para determinacdo de n e = assume-se inicialmente que o vetor de néos = tem a

seguinte forma:
5:[50,...,§W+1]— . 51, ;, wEnl  bb (5.5)
[
P+1 ms p+l
sendo m; a multiplicidade do n6 interno i do vetor de noés. Em um n6 com multiplicidade m,
observa-se que a curva CZ(QE) tem continuidade C? ™. Para que CZH(QE) mantenha a

mesma continuidade, o vetor de nos = fica representado da seguinte maneira:
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E=[ & pur | = Eirees &y &y 1Dy b (5.6)

a,...,a,
—_—
p+2 ml+1 ms+1 p+2

Dessa forma 7 ¢ dado pela seguinte relagdo:
n=n+s+1 (5.7
Por fim, para a determinag¢do dos novos pontos de controle Q! utiliza-se um
algoritmo eficiente apresentado em Piegl e Tiller (1997) que consiste em:

a) transformar a curva NURBS em i segmentos de uma curva de Bézier através da
inser¢ao de nds. Uma curva B-spline pode ser entendida como a generalizagdo de

uma curva de Bézier construida sobre um vetor de nds da forma:

=Z=|0,..,0,L..,1
—_—

p+l p+l

b) elevacdo de grau do segmento i da curva de Bézier;

¢) Remocao dos nds desnecessarios entre os segmentos i —1 e i.

O processo de elevagdo de grau de um segmento da curva de Bézier nesse algoritmo
¢ definido pela metodologia apresentada em Forrest (1972), na qual para elevacdo de uma

curva de grau p para p+1 tem-se a seguinte formulacdo para obten¢do dos novos pontos de

controle:
Q! =(1—0514)ij+051.ij1 (5.8)
com ¢, definido como:

o =— i=0,.,p+l (5.9)
p+1

Para elevacdo de grau de p para p+t, sendo ¢ a quantidade de vezes que a curva

sera elevada de grau, tem-se a seguinte expressao:

Pt w
"R (Jj[i—j]Bf
Bl= > Mol (5.10)

= i=0,..,p+t
l J=méx(0,i—1) [p+tJ
I

onde os termos dentro dos parénteses definem a seguinte expressao:
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“ 5.11
5 (5.11)

al
bl(a—b)!

|

|

sendo a e b dois inteiros quaisquer. Na Figura 16 ¢ apresentado o resultado da elevagdo de
grau em uma funcdo cubica definida originalmente pelo vetor de nos
== [0, 0,0,0, 4/10,7/ 10,1,1, 1,1] . Nota-se que a geometria ndo ¢ modificada ap6s a aplicagdo

desse processo, e que os pontos de controle se aproximam da curva ap6s esse procedimento.
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Figura 16: Exemplo de elevagdo de grau. a) Curva cubica original
definida pelo vetor de n6s; b) Curva apods o grau da fungdo ser elevado

uma vez (Fonte: PIEGL e TILLER et al., 1997).

-
—

Na Figura 17 ¢ apresentada uma rede de pontos de controle que descrevem uma
£=[0,0,0,0,1,1,1,1]

superficie (cubica x quadratica) definida pelos seguintes vetores de nos:
e H= [O, 0,0, 1/ 2,11, 1] . Nessa mesma figura ¢ apresentada a rede de pontos de controle apos

uma elevagao de grau por diregao.
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a) b)

Figura 17: Processo de elevagdo de grau em uma superficie. a) Rede
de pontos de controle que descreve a superficie; b) Rede de pontos de
controle apds a elevacdo de grau. (Fonte: PIEGL and TILLER et al.,
1997).

Assim como no processo de inser¢ao de nos, essa ferramenta ¢ definida sobre a curva
projetiva. Dessa forma, ao término do processo, os valores obtidos devem ser mapeados para

a curva racional.

A elevagdo de grau ¢ claramente muito semelhante ao refinamento p classico em
elementos finitos, no qual se eleva a ordem polinomial das fungdes base. A maior diferencga
entre as duas metodologias consiste em que no refinamento p inicia-se sempre o processo com

~ ~ 0 ~ r ’
funcdes que sdo C” em todos os lugares, enquanto que a elevagdo de ordem é compativel com

qualquer continuidade existente nas fun¢des na malha nao refinada.

Além do refinamento por elevacdo de grau e por insercdo de nds, existe ainda,
apenas no contexto da Analise Isogeométrica, o denominado k-refinamento. Esse refinamento
proporciona a elevagdo de grau concomitantemente com a elevagdo de continuidade entre

elementos. Para mais informagdes, a cerca desse tipo de refinamento, consultar Cottrell et al.,

2009.

5.3CONSTRUCAO DAS MALHAS

5.3.1 Escoamento sobre um cilindro 2d — 1 macro-elemento

Para a simulagdo de um escoamento incidindo sobre um cilindro 2d construiu-se uma
superficie retangular vazada centralmente por uma circunferéncia. A criagao dessa superficie

pode ser realizada através de um unico macro-elemento bidimensional. O procedimento de
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construgdo consiste na determinag@o dos vetores de nos para as dire¢cdes paramétricas £ e 77 e
de uma rede bidirecional de pontos de controle e pesos adequados. A direg¢do paramétrica &

corresponde no espaco fisico a dire¢do angular da geometria, enquanto que a direcao

paramétrica 77 corresponde a direcdo radial.

O procedimento de obtencdo dessa superficie utilizado nesse trabalho pode ser

decomposto nos seguintes passos:

a) obten¢do de um vetor de nos na diregdo paramétrica & e um

conjunto de pontos de controle baseado na necessidade de

representacao da circunferéncia;

b) ainda na dire¢do paramétrica & obtém-se os pontos de controle

que descrevem a curva mais externa nessa direcdo, ou seja, o

retangulo;

¢) refinamento do espago paramétrico na dire¢do & até que se

obtenha a quantidade de pontos de controle desejado;

d) determinagdo do vetor de nds na dire¢ao paramétrica 77 de acordo

com grau das fungdes base e quantidade de pontos de controle
requeridos nessa dire¢do e geracdo dos demais pontos de controle
que definem a geometria, através da discretizagdo radial da reta
que liga os pontos de controle da circunferéncia com os do

retangulo.

O passo a consiste na determinagdo de um espaco paramétrico e de pontos de
controle necessarios a representacao exata de uma circunferéncia. A circunferéncia ¢ uma
curva muito comum em problemas de DFC e existem muitas maneiras de construi-la a partir
de curvas NURBS. Neste trabalho serd empregada uma metodologia apresentada por Piegl e
Tiller (1997), onde uma circunferéncia completa ¢ obtida através de fungdes quadraticas e

nove pontos de controle.

Um arco quadratico pode ser obtido através de funcdes base NURBS da seguinte

forma:

Ny,w,By+N,,wB, +N,,B,
Ny Wy + Npyw + N, ,w,

C(¢)= 0<&é<l (5.12)
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que pode ser expresso também por:
C(¢)=R,,B,+R,B +R,,B, (5.13)
A equagdo (5.12) ¢ uma conica, sendo o tipo de conica determinado através da
avaliagio do denominador dessa equagio. E costumeiro admitir-se que w,=w, =1,
denominada essa de parametriza¢do normal. Dessa forma, B, ¢ B, coincidem com os pontos
inicial e final da curva. O tipo de curva fica entdo definido a partir do valor de w; da seguinte
maneira (mais detalhes em Piegl e Tiller, 1997):

a) Se w’ <1 - elipse;

b) Se le =1 - parabola;
c) Se w

1

>1 - hipérbole.

Um arco circular de angulo menor que 180° também pode ser representado pela

equacgdo (5.12), sendo um caso especial de elipse. Por simetria se sabe que B,B,B, (Figura

18) devem formar um tridngulo isdsceles, logo B B,= BB, e¢ w; ¢ definido de acordo com

Piegl e Tiller (1997) através da seguinte relacao:

w, =cosd (5.14)

Sendo 6=2/BB,M, e Mo ponto médio entre a reta que liga os pontos de controle inicial e

final da curva (BOB2 ), conforme pode ser observado também na Figura 18.

w; =cos 8

B,
Wa l:= 1

M WI:I=1

Figura 18: Representacdo dos pontos de controle para um arco que
varre 90°.

Dessa forma, uma circunferéncia que varre 90° possui €=45° e pode ser

representada com fungdes de forma NURBS de grau dois construidas sobre um vetor de nds
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aberto Z= [0, 0,0, 1,1,1] . A representagdo de um circulo completo pode ser realizada unindo
quatro arcos de 90° através de multiplos nés. O vetor de nds fica definido entdo por
Ez[O, 0,0, 1/4,1/4,1/2,1/2,3/4,3/4,1,1,1]. Os pontos de controle sdo definidos em fungdo
do raio da circunferéncia adotado.

Na Figura 19 observa-se a distribuicdo da rede de pontos de controle e a curva

resultante na geracao de uma circunferéncia.

Figura 19: Pontos de controle que descrevem a circunferéncia.

E importante notar que nesse tipo de parametrizagio, nos pontos de ligagdo entre

as curvas, devido a multiplicidade maior que um da coordenada paramétrica, reduz-se a

. . ~ 0
continuidade das fungdes base para C~ e os pontos de controle se encontram sobre a curva.

O passo b consiste em representar a curva correspondente ao retdngulo no espago
paramétrico &. Deve-se manter o mesmo vetor de nds utilizado para a circunferéncia e a
mesma quantidade e distribui¢do de pontos de controle.

Os pontos de controle sdo definidos em fungdo das dimensdes do retangulo sendo

localizados sobre a propria curva. Os pesos para essa geometria sdo unitarios. Na Figura 20 ¢

indicado o procedimento realizado no passo 2.
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8,m

7.m

B B B

4.m 5,m 6.m

Figura 20: Pontos de controle que descrevem o retangulo.

O passo ¢ consiste no refinamento do espago paramétrico & até que se chegue ao a

quantidade de pontos de controle requeridos. Este procedimento ¢é realizado com um
algoritmo baseado nas equagdes apresentadas no item 5.1, inserindo-se novas coordenadas
paramétricas no centro dos elementos ndo nulos ja existentes. Na Figura 21 observa-se o
resultado do procedimento para uma insercdo por elemento, que resulta em n=12, ou seja,
13 pontos de controle. Nota-se que apesar do espaco paramétrico estar definido com

espagamentos uniformes, os pontos de controle nao se distribuem dessa maneira.

® -© o 4

Figura 21: Processo de refinamento.

No passo d), por fim, discretiza-se o espago paramétrico na diregdo 77.

Considerando-se o uso de fungdes base de grau ¢ e o indice do ultimo ponto de controle
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nessa direcdo equivalente a m , tem-se o seguinte vetor de nés H = [0,0, 0,77,425+51,5 1,15 1} .

Nesse trabalho utilizou-se uma distribui¢ao uniforme para o vetor de nos.

r

A obten¢do dos demais pontos de controle e pesos ¢ realizada através de uma
interpolagdo linear entre os pontos de controle distribuidos na circunferéncia e os pontos

distribuidos no retdngulo, sendo a quantidade de pontos inseridos definida em fun¢do do

indice do ultimo ponto de controle nessa diregao (m) .

O espagamento entre esses pontos pode ser uniforme, através de uma progressao

geométrica unidirecional ou ainda através de uma progressao geométrica bidirecional.

No espagamento definido pela progressdo geométrica unidirecional determina-se
inicialmente a distancia entre os dois primeiros pontos de controle localizados em uma das
extremidades de uma dada dire¢do paramétrica e o nimero de pontos de controle desejado. A
localizagdo dos pontos de controle ¢ obtida empregando-se uma progressdo geométrica em
funcdo da distancia entre os pontos de controle extremos nesta dire¢do e a distancia dos
primeiros dois pontos de controle. No espacamento determinado pela progressdo geométrica
bidirecional tem-se um procedimento similar, com exce¢do a definicdo da distancia entre os
dois primeiros pontos de controle, que ¢ feita em relagdo a ambas as extremidades da diregdo

paramétrica na qual sera feita a discretizacao.

Na Figura 22 pode ser observada a rede de pontos de controle resultantes de uma
discretizagdo radial com progressao geométrica unidirecional com m =8 e fungdes

quadraticas.

Figura 22: Obten¢do da rede de pontos de controle que geram a
superficie.
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Na Figura 23 ¢ apresentado o espago indicial para o exemplo apresentado nesse item.
Trata-se de um espago onde todas as coordenadas paramétricas sdo representadas com igual
espacamento entre si. Além disso, nessa mesma figura observam-se os elementos,

correspondentes aos espagos hachurados, que sdo resultantes de subintervalos nao nulos do

espago paramétrico.

1
1
1
6
7
5
T
4
7
3
7
2
7
1
7
0
0
0
000§l lEliETrEod

Figura 23: Espaco indicial e a representagdo dos elementos ndao nulos
nesse espaco.

5.3.2 Escoamento em cavidade 2d

Para a simulacdo de um escoamento em uma cavidade bidimensional ¢ necessario a
geracdo de uma superficie plana retangular que pode ser obtida através de um Unico macro-
elemento bidimensional. O procedimento de construcao consiste na determinacao dos vetores

de nbs para as diregdes paramétricas & e 77 ¢ de uma rede de pontos de controle ¢ pesos
adequados. As diregdes paramétricas & e 7 correspondem no espago fisico as diregdes
horizontal e vertical respectivamente.
O processo de obten¢do da geometria pode ser divido em dois passos:
a) obtengdo do vetor de nés na dire¢do paramétrica & ¢ obtencdo

dos pontos de controle que descrevem as m linhas do espago

paramétrico nessa diregao.
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b) obteng¢do do vetor de nés na dire¢do paramétrica 77 ¢ obtencao

dos pontos de controle que descrevem as n colunas do espago

paramétrico nessa diregao.

No passo a) obtém-se o vetor de nés na dire¢do & de acordo com a necessidade de

pontos de controle nessa dire¢do, prescrita pela variavel n, e de acordo com o grau definido

para as fungdes nessa dire¢do, definido por p. Dessa forma o vetor fica definido como:

== 0,...O,§p+2,...,§n,1,...,l . O espacamento entre os nos ¢ definido, nesse estudo, por uma
—_ —_

p+l p+l

distribui¢ao uniforme.

Os pontos de controle por sua vez sao distribuidos ao longo da dire¢do horizontal no
espaco fisico, com o espagamento podendo ser realizado através de distribuicao uniforme,
distribuicdo com progressdo geométrica unidirecional e distribui¢do com progressdao
geométrica bidirecional, conforme abordado no item 5.3.1 Além disso, no caso do retangulo,

os pesos dos pontos de controle sdo unitarios.

Da mesma forma, no passo b) obtém-se o vetor de nos de acordo com a quantidade

pontos de controle determinada inicialmente (m) e de acordo com o grau requerido para as

fun¢des de forma nessa direcao (q), sendo o espacamento entre os nds definido como

uniforme. Assim, o vetor de nos fica definido como: H=|0,...0,73_.,,...,7n,,1,...,1|. Os pontos
— q+ m [

q+1 g+l
de controle sdo distribuidos verticalmente no espaco fisico de acordo com uma das seguintes
distribui¢des: uniforme, distribuicdo com progressdo geométrica unidirecional, distribuicao

com progressao geométrica bidirecional, sendo o peso considerado como unitario.

Na Figura 24 ¢ apresentada uma rede de pontos de controle para obtengdo de um
retangulo, com n=20 e m=20¢ fungdes lineares. Na Figura 25 ¢ apresentado o espago
indicial para o exemplo apresentado nesse item, assim como a representacao dos elementos

ndo nulos nesse espaco.
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Figura 24: Rede de pontos de controle para uma superficie retangular.
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Figura 25: Espaco indicial e a representacdo dos elementos nao nulos
nesse espaco.

5.3.3 Escoamento sobre cilindro 2d — multiplos macro-elementos

Embora o item 5.3.1 se refira a criagdo de uma superficie retangular com uma
circunferéncia centrada em seu interior com um unico macro-elemento, o uso de uma
geometria diferente a uma superficie de um quadrado com uma circunferéncia centrada no seu

interior conduz a malhas ndo uniformes para a analise numérica.

O problema fisico que se deseja simular com esse tipo de geometria ¢ de um
escoamento incidindo sobre um cilindro. Para isto, ¢ mais adequado que se tenha uma figura
retangular, pois ¢ necessdria uma dimensdo maior na direcdo horizontal para o
desenvolvimento do escoamento do que na dire¢ao vertical. Além disso, ¢ mais adequado que

o cilindro ndo se encontre no centro do dominio computacional, visto que a dimensao

Patricia Tonon (patricia_tonon@hotmail.com). Dissertacdo. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2016.



76

horizontal, ap6s a incidéncia do escoamento no cilindro, tem necessidade de ser superior em
relacdo a dimensdo horizontal anterior ao mesmo, em fungdo do surgimento da esteira de

vortices para Reynolds superiores a 40, aproximadamente.

Dessa forma, propde-se o uso de multiplos macro-elementos (5 para esse exemplo)
para a constru¢do de uma geometria mais adequada a analise do escoamento. Para isso, criou-
se uma superficie quadrada com um cilindro centrado em seu interior com o uso de 4 macro-
elementos, e ligado a parte direita desse quadrado um retangulo representado por um unico

macro-elemento.

A superficie quadrada com o cilindro centrado em seu interior com 4 macro-
elementos foi obtida analogamente a superficie descrita para apenas 1 macro-elemento.
Entretanto, como cada macro-elemento representa apenas 1/4 da geometria, o vetor de nos
na direcdo & foi particionado e, além disso, os pontos de controle nas interfaces entre os
macro-elementos devem estar presentes em ambos os lados. J4 a superficie do retangulo foi
criada analogamente ao apresentado no item 5.3.2, tendo como unica ressalva o fato de que o
vetor de noés e os pontos de controle na interface dos macro-elementos devem ser
coincidentes.Na Figura 26 pode ser observado o resultado do procedimento considerando que
0s quatro macro-elementos que representam o cilindro possuem n =8 e m =12, distribui¢ao
progressiva geométrica unidirecional dos pontos de controle na dire¢do radial do espaco
fisico, e funcdes de base quadraticas. O quinto macro-elemento representa o retangulo e foi
discretizado com n=12¢ m =12 e, da mesma forma, com fungdes quadraticas. Na Figura 27

pode ser observado o espaco indicial para essa mesma geometria.
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——Patch 1
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—e— Patch 4

—— Patch 5

Figura 26: Rede de pontos de controle para uma superficie retangular
vazada por uma circunferéncia em seu interior — Multiplos macro-

elementos.
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Figura 27: Espacos indicial e representagdo dos elementos nao nulos. a) Macro-elemento 1, 2,
3 e 4; b) Macro-elemento 5.

5.3.4 Canal com Degrau — Multiplos macro-elementos

Para a simulacdo de um problema de escoamento incompressivel em um canal com
um degrau criou-se uma malha com multiplos macro-elementos retangulares (5 no total). As
superficies retangulares foram criadas exatamente como descritas no item 5.3.2, tendo-se

apenas como ressalva a compatibilidade na interface dos macro-elementos.

Na Figura 28 apresenta-se a rede de pontos de controle para o problema em questao,

considerando-se funcdes lineares. Os pontos de controle possuem a seguinte distribui¢do:
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n=10 e m=10 com distribuicdo do tipo progressiva geométrica bidirecional em ambas as
diregdes para os macro-elementos 1, 4 e 5; n=20 e m=10 com distribui¢do do tipo
progressiva geométrica unidirecional na direcdo paramétrica & e progressiva geométrica
bidirecional na direcdo paramétrica 77 para os macro-elementos 2 e 3. Nessa figura, os pontos
de controle se localizam nos pontos onde as linhas se interceptam. Além disso, na Figura 29 ¢

apresentado para o exemplo em questdo o espago indicial e os elementos ndo nulos nesse

espago.
Patch 1 §
Patch 4 E
Patch 5 §
Patch 2 .
Patch 3 :
Figura 28: Rede de pontos de controle para um canal com degrau —
Multiplos macro-elementos.
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Figura 29: Espacos indicial e representacdo dos elementos ndo nulos.
a) Macro-elemento 1,4 e 5; b) Macro-elemento 2 e 3.
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6 ETAPAS DA ANALISE

O processo de analisar numericamente um escoamento pode ser dividido em trés
etapas principais: Pré-processamento, Simulacdo Numérica e Pds-processamento. Nesse item
sera apresentada a metodologia utilizada em cada uma dessas etapas para a constru¢ao desse

trabalho.

6.1 PRE-PROCESSAMENTO

A etapa de pré-processamento consiste em modelar geometricamente o problema a
ser analisado. No contexto da Andlise Isogeométrica, a etapa de modelagem geométrica deve
resultar na obtencdo de uma malha de pontos de controle e vetores de nds necessarios a
descri¢do da geometria e das variaveis do problema, assim como uma lista de pontos de

controle com condi¢des de contorno prescritas e informagdes acerca dessas condigdes.

Devido a metodologia da Analise Isogeométrica ser recente, quando comparada ao
método dos elementos finitos, por exemplo, ndo foram encontrados softwares livres que
proporcionam a geragdo de tais informacdes necessarias as andlises. Dessa forma, optou-se
por criar um gerador para as geometrias necessarias as simulagdes desse estudo. O codigo foi
implementado em linguagem de programacao Fortran 90, sendo a metodologia utilizada para

a criagdo das geometrias apresentada no item 5.

6.2SIMULACAO NUMERICA

Na fase de simulacdo numérica foram empregados um conjunto de codigos
computacionais implementados em linguagem Fortran 90 que representam as operagdes
matematicas necessarias a solucdo das equacdes fundamentais do problema. Nessa fase se faz
necessario um conjunto de dados de entrada referentes ao pré-processamento, propriedades do
fluido e caracteristicas do escoamento e obtém-se como resultado um conjunto de dados de

saida com o resultado da analise.

No quadro 1 ¢é apresentado uma esquematizagao da resolu¢ao do problema de analise

numérica de escoamentos através de uma simplificagdo do algoritmo utilizado.

Tendo em vista a redugdo no tempo de processamento computacional das simulagdes

numéricas implementou-se a paralelizacdo em memoria compartilhada OpenMP. OpenMP ¢
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uma designacdao a um conjunto de diretivas de compilagdo, bibliotecas de rotinas e variaveis
de ambiente que podem ser usadas para paralelizagdo em memoria compartilhada em

linguagem Fortran, C e C++.

O emprego do OpenMP permitiu a paralelizacdo de lagos criticos do codigo
computacional, ou seja, a reparticdo do laco entre os processadores 1dgicos existentes em uma
maquina, reduzindo o tempo final de processamento. Os aspectos de implementacdo da

paralelizagdo podem ser visualizados com mais detalhes em Hermanns (2002).

Leitura e armazenamento dos dados de entrada

Inicializagio das variaveis v, e P em =0

Cilculo das matrizes constantes no tempo
Contagem do tempo ¢ =t + A¢
4.1 Passo 1 -t =1+At/2

4.1.1 Célculo das matrizes variaveis no tempo
Se escoamento turbulento:

BN =

4.1.1.1 Calculo da viscosidade cinematica turbulenta v,

4.1.2 Calculo de v"™? através da equagdo (4.12)
4.1.3 Calculo de P"*"? através da equagdo (4.19)

n+1/2

4.1.4 Corregdo de v através da equacao (4.13)

4.1.5 Aplicagdo das condigdes de contorno em v eem P2,
4.2 Passo2-t=1t+ At

4.2.1 Célculo das matrizes variaveis no tempo

Se escoamento turbulento:

4.2.1.1 Calculo da viscosidade cinematica turbulenta v,

4.2.2 Calculo de V""" através da equacdo (4.8)
4.2.3 Calculo de P"" através da equacio (4.17)
4.2.5 Aplicagdo das condi¢des de contorno em v"*

4.3 Verificar condicio de convergéncia
Se Residuo < tolerancia ou t >t final

1 1
eem P"*

4.3.1 Irpara o namero 6

Se ndo

4.3.1 Ir para o namero 5
5. Fim do laco de tempo: retornar para 4
Impressio da saida de dados
7. Fim da anilise

a

Quadro 1 : Algoritmo que esquematiza a solu¢do do problema de
escoamentos.

6.3POS-PROCESSAMENTO

A fase de pos-processamento desse estudo pode ser dividida em trés partes: obtencao

de campos suavizados de pressdo, geracao de coeficientes aerodinamicos e visualizagdo dos
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resultados de saida através do programa Tecplot 9.0 (2000) da AMTEC ENGINEERING

INC. Nesse item serdo apresentados os procedimentos utilizados para a obtencdo dos campos

suavizados e dos coeficientes aerodinamicos.

6.3.1 Suavizagdo dos campos de pressao

A fim de eliminar oscilagdes ocasionais no campo de pressio e melhorar a
visualizagdo dos resultados ¢ realizada uma suaviza¢do neste campo. Para isso, obtém-se

inicialmente a pressdo nos pontos de integragdo através da seguinte relagao:

nlpc

p&n,$)=Y Np, (6.1)

n=1

onde nlpc ¢ a quantidade de pontos de controle no elemento, N; sdo as fungdes de base e p; € a

pressao nao suavizada em cada ponto de controle desse elemento.

Através do método dos minimos quadrados obtém-se um funcional em nivel local:
_1 20 6.2
”_E.[Qe(ps_p) ©.2)

no qual p, € a pressdo suavizada nos pontos de controle do elemento. A minimizagdo deste

funcional ¢ obtida impondo-se que a primeira varia¢do de z seja nula:
or = J.Qe(ps - p)Sp,dQ (6.3)
Considerando p, =Np, € p =Np tém-se a seguinte expressao:
Mp, = J.QeNT(Np)dQ (6.4)

em que M ¢ a conhecida matriz de massa. Para obtencdo de um sistema desacoplado ¢

necessario o uso da matriz de massa discreta M ,, chegando-se a seguinte relagdo em nivel

local para p,:
p, =M} jg NT(Np)dQ (6.5)

A obtencdo da pressdo suavizada global ¢ realizada da mesma forma ao apresentado

para as equa<;6es que governam o escoamento.
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6.3.2 Obtencao dos Coeficientes Aerodinamicos

Os coeficientes aerodindmicos sao usados comumente na DFC para a determinagdo

das caracteristicas aerodinamicas dos corpos imersos em um escoamento. O coeficiente de

arrasto (CD) estd relacionado com o efeito das forgas que agem paralelamente ao

escoamento, ja o coeficiente de sustentacdo (CL) diz respeito as forcas que agem

transversalmente ao escoamento, conforme pode ser observado na Figura 30. A determinacao

desses coeficientes ¢ dada através das seguintes relagoes:

npcc

i
> F
i=1

C.=—1m= 6.6
P 1 2pVHW (6.6)

npcc

i

2
i=1

C =—1=t 6.7
b 2pv2HW (6.7)

sendo F' a for¢a paralela ao escoamento agindo no ponto de controle i, Fy’ a forca

transversal ao escoamento, V' ¢ a velocidade caracteristica do escoamento, npcc é o numero

de pontos de controle sobre o contorno do corpo imerso, HWe HL s3o dimensdes

apresentadas na Figura 30 e representam as areas de atuagdo das forgas £ ¢ F, .

——,
ol

Y
Direcao do escoamento C
Co X

= | T

Figura 30: Coeficientes aerodinamicos em um escoamento (baseado
em: BRAUN, 2007)

L

As forgas sobre o contorno s@o obtidas através da integral de contorno apresentada na

equagao (4.39).
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Outro coeficiente importante ¢ o de pressao (C p) que mede a pressao exercida pelo

escoamento sobre a superficie de corpos imersos e € obtido através da seguinte relacao:

i PP
Cp :1/271/(; (68)

com p, equivalente a pressdo no ponto de controle i e p,uma pressdo de referéncia, que

pode ser a pressdo em uma regido ndo perturbada, ou ainda um ponto de estagnacdo sobre o

corpo.

O numero de Strouhal (S

,) também ¢ amplamente usado na caracterizagdo de um

escoamento sobre corpos imersos, estando relacionado ao fendmeno de formagdo e

desprendimento de vortices, sendo calculado através da seguinte relacao:
S _/D (6.9)

sendo f a frequéncia de desprendimento de vortices e Da dimensdo caracteristica do

escoamento.
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7 APLICACOES

Nesse capitulo serdo apresentados resultados obtidos em analises de problemas
classicos da DFC, comparando-os com resultados obtidos por outros autores com intuito de

validar a metodologia proposta.

7.1ESCOAMENTO LAMINAR EM UMA CAVIDADE 2D

Nesse item serd apresentado o estudo de um escoamento de fluido viscoso em uma
cavidade 2D, para os seguintes nimeros de Reynolds: 100,400,1000. Tem-se como intuito
principal validar o método proposto comparando os resultados obtidos para os perfis de
velocidade vertical e horizontal no centro da cavidade com os apresentados pela bibliografia
de referéncia. Na Figura 31 s3o apresentados os dados referentes a geometria do problema e

as condicdes de contorno aplicadas ao mesmo. Na

Tabela 3 sdo apresentadas as caracteristicas do fluido, do escoamento e da
discretizagdo com fungdes base NURBS para as simulagdes realizadas. As malhas foram
discretizadas tanto horizontalmente, quanto verticalmente com fungdes de forma de grau um e
com distribuicdo de pontos de controle do tipo progressiva geométrica bidirecional, ou seja,
os pontos de controle encontram-se mais proximos nas regides das paredes e mais espacados

na regido central da cavidade.

1m

vl=10m/s v2=0

vl=0 Vle lm

XDy €

4 vi=0v2=0

Figura 31: Caracteristicas geométricas do problema e condi¢des de
contorno.
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Tabela 3: Caracteristicas do fluido, do escoamento e da malha com

fun¢des NURBS.
Massa especifica - p lkg/m?
. Viscosidade Volumétrica A 0 Ns/m?
Caracteristicas . N , .
gerais Dimensio caracteristica - D I m
Velocidade caracteristica - V 10 m/s
Velocidade do som no fluido - ¢ 70 m/s
Viscosidade dindmica - #£ 0,1 Ns/m?
Pontos de controle na dire¢do & 60
Pontos de controle na diregdo 7 60
Re 100 o
Menor distancia entre P.C 0.005
Incremento de tempo - At 43x10° s
Numero de elementos 3600
Viscosidade dindmica - 1 0,025 Ns/m?
Pontos de controle na dire¢do & 100
Pontos d trol direca
Re 400 ontos .e con .ro e na diregdo 77 100
Menor distancia entre P.C 0.002
Incremento de tempo - Af 2,5x107 s
Numero de elementos 10000
Viscosidade dinamica - i 0,01 Ns/m?
Pontos de controle na dire¢do & 120
Pontos de controle na direcdo 7 120
Re 1000 o
Menor distancia entre P.C 0.001
Incremento de tempo - At 1,0x107 s
Numero de elementos 14400

As malhas foram escolhidas de forma que o espagamento entre os primeiros pontos
de controle descrevessem adequadamente o comportamento do escoamento proximo as
paredes ¢ a quantidade total de pontos de controle fosse adequada para descrever o
comportamento na regido central. Para isso, tomou-se para cada um dos Reynolds em estudo
uma malha pouco discretizada como base e se buscou refina-la, através do processo de
aumentar a quantidade de pontos de controle e reduzir o tamanho do primeiro elemento, até
que a diferenga entre as varidveis resultantes da malha menos refinada e a da malha mais

refinada atingisse o seguinte critério:

n

((P,- -9, )2

1
n
2
Z(Pi
i=1

i=

<5x107 (6.10)
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sendo @, o vetor das varidveis do problema na malha mais refinada no ponto i, 0, o vetor das

variaveis do problema para a malha menos refinada no ponto i, » a quantidade de pontos

avaliados.

Da Figura 32 a Figura 37 sdo apresentados perfis de velocidade V1 e V2 para os
diferentes Reynolds, assim como o perfil obtido pela bibliografia de referéncia Ghia et al.
(1982), o qual usa uma malha de 129 x 129 pontos. O perfil de velocidade V1 equivale ao
perfil da velocidade horizontal ao longo da reta em que x = 0,5, enquanto que o perfil de

velocidade V2 corresponde a velocidade vertical ao longo da reta y = 0,5.

| - Perfil velocidade V1 - Re 100

y (m)

—@— Rereféncia Ghia et al. (1982)

—@—presente estudo

V1(m/s)

ray
U

-0.40 -0.20 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Figura 32: Perfil de velocidade V1 Re 100.

025 1 Perfil velocidade V2 - Re 100
0.20 A

E
I
>

0.05

x(m)

0.00

Ho 0.10 020 030 0.40 0.50 0 0.70 0.80 0.90

-0.05 A
-0.10 A

-0.15 A

0.20 —@—rreferéncia Ghia et al. (1982)

—@— presente trabalho

-0.25 -

Figura 33: Perfil de velocidade V2 Re 100.
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1.00 - Perfil velocidade V1 - Re 400

—&—rcferéncia Ghia et al. (1982)

—@— presente estudo V1 (m/s)

-0.40 -0.20 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Figura 34: Perfil de velocidade V1 para Re 400.

0.40

g Perfil velocidade V2 - Re 400
0.30 - §
0.20 A
0.10 A

0.00

60 0.70 0.80 0.90

po 010 020 030 040 0.50
-0.10 A

-0.20 A

-0.30 A
.0.40 | —@®—referéncia Ghia et al. (1982)

—®&— presente estudo

-0.50 -

Figura 35: Perfil de velocidade V2 para Re 400.

87

Patricia Tonon (patricia_tonon@hotmail.com). Dissertacdo. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2016.



88

1.00 ~Perfil velocidade V1 - Re 100

—@—rreferéncia Ghia et al. (1982)
—e@—presente estudo V1 (m/s)

-0.40 -0.20 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Figura 36: Perfil de velocidade V1 para Re 1000.

04 -
Perfil de velocidade V2 - Re 1000

0.3

0.2

-0.5 1 —e—referéncia Ghia et al. (1982)
—@— presente estudo

Figura 37: Perfil de velocidade V2 para Re 1000.

Da Figura 38 a Figura 40 s3o apresentados os campos de pressdo e as linhas de
corrente respectivos aos diferentes Reynolds dos escoamentos estudados. Nota-se a formacao
de dois vortices na parte inferior da cavidade que vao se tornando maiores a medida que o
nimero de Reynolds cresce. Na Figura 41 sdo apresentadas as linhas de corrente obtidas por

Ghia et al. (1982), demonstrando a eficiéncia do método aplicado.
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m ]
@ Pressdn (Pa)

$ P G013
6321

1123
207
1.59
1.27

-1.74

-4.95

-19.26
-280.26

Fressdno (Pa)

37601
a 141 63

31.50
O 354
2580
1.00

-1 83
-5 69

. -45.38
220 26

Figura 39: Campos de pressao e linhas de corrente para Re 400.

Pressdo (FPa)
258 45
- 145 95

3544

@ 419
3.36
152
-071

-5.03
. 2028
13178

Figura 40: Campos de pressao e linhas de corrente para Re 1000.
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7.2ESCOAMENTO TURBULENTO EM UMA CAVIDADE 2D

Nesse item sera apresentado o estudo de um escoamento viscoso em cavidade para
Reynolds 10000. Por se tratar de um numero de Reynolds que conduz a um escoamento
turbulento, utilizou-se para essa analise a simulagdo semelhante a LES, em um espaco
bidimensional, com modelo sub-malha de Smagorinsky classico conforme apresentado nesse

trabalho.

Teve-se como intuito realizar uma comparacao entre o uso de funcdes lineares e
quadréaticas nos problemas envolvendo turbuléncia e a validacdo do método proposto através
da comparagao do valor médio do perfil ao longo do tempo com a referéncia de Ghia et al.

(1982) que utiliza o método das diferengas finitas com uma malha de 257 x 257 pontos.

Tabela 4: Propriedades do fluido, do escoamento e da discretizagao

com fungdes NURBS.
Massa especifica - p 1 kg/m?
Viscosidade volumétrica - A4 0 Ns/m?
Viscosidade dindmica - 0,01 Ns/m?
Coeficiente de Smagorinsky C| 0,15
Dimensao caracteristica - D I m
Velocidade caracteristica - V 10 m/s
Velocidade do som no fluido - ¢ 70 m/s
Pontos de controle na dire¢do & 100
Pontos de controle na direcdo 7 100
Menor distancia entre P.C 0,0025
Incremento de tempo - Af 1,0x107 s
Numero de elementos — fungdes grau 1 10000
Numero de elementos — fungdes grau 2 9801

A geometria fica definida conforme a Figura 31 apresentada no item anterior, sendo

a discretizacao dos pontos de controle na direcdo horizontal e vertical realizado através da
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progressdo geométrica bidirecional. As propriedades do fluido, do escoamento ¢ da malha

NURBS utilizadas no estudo com fungdes lineares e quadraticas s3o as apresentadas na
Tabela 4.

Na Figura 42 ¢ apresentado o perfil para a velocidade horizontal na reta em que x =
0,5 para Reynolds 10000 usando-se fungdes de forma lineares, fungdes de forma quadraticas e
o perfil apresentado pela referéncia. Pode-se notar que apesar de ser uma malha muito menos
refinada que a da referéncia em questdo os resultados apresentados estdo muito satisfatorios.
Com relagdo ao uso de fungdes quadraticas ndo se observou uma notdria diferenga entre os
resultados. Entretanto, o uso de fungdes quadraticas levou a convergéncia mais acelerada para

o problema.

Perfil de velocidade V1 - Re 10000

1.00 - —o
g
-

0.80 -

0.60 -

® Referéncia Ghia et al. (1982)

Fungdes lineares

Funcdes quadraticas V1(m/s)

-0.50 -030 -0.10 0.10 030 050 0.70 0.90

Figura 42: Perfil de velocidade V1 para Re 10000.
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0.6 7~ Perfil de velocidade V2 - Re 10000
B
N
0.4 -
0.2 1
x(m)
E-15 @ T T
0.p0 0.20 0.40 0
-0.2 ~
® Referéncia Ghia et al. (1982)
-0.4 ~ .
Funcdes Lineares
Fungdes quadraticas
-0.6 -

Figura 43: Perfil de velocidade V2 para Re 10000.

Na Figura 44 sdo apresentadas as linhas de corrente obtidas com o Reynolds 10000 e
na Figura 45 as obtidas pela referéncia em questdo. Observa-se novamente que a metodologia

aplicada ¢ capaz de representar muito bem os vortices formados ao longo do escoamento.

il

Figura 44: Linhas de corrente para Re 10000.
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RE = 10000, UMIFORM GRID (257« 2572

Eddy TL,
0.0 * 0.2

Eddies ER1‘ BRZ‘ BR

Figura 45: Linhas de corrente V2 para Re 10000 (Fonte: GHIA et al.,
1982)

Por fim, fez-se uma analise da influéncia da constante de Smagorinsky nos resultados
dos perfis de velocidade, adotando para isso as funcgdes lineares. Foram comparados os
resultados para Cs = 0,15 e Cs = 0,20. Pode-se notar nas Figura 46 e Figura 47 que o aumento
dessa constante levou ao afastamento da solugao da referéncia em questao.

Perfil de|velocidade V1 - Re 10000
14 —e

0.8 -

® Referéncia Ghia et al. (1982)
Cs=0,15

Cs= 0,20 Vl(m/s)

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

Figura 46: Perfil de velocidade V1 para Re 10000 e diferentes valores
de Cs.
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0.6 -
Perfil de velocidade V2 - Re 10000

E
Q
>

0.4

0.2

04 - ® Referéncia Ghia et al. (1982)
Cs=0,15
Cs=10,20

-0.6 -

Figura 47: Perfil de velocidade V2 para Re 10000 e diferentes valores
de Cs.

7.3ESCOAMENTO BIDIMENSIONAL EM UM CANAL COM DEGRAU

Nesse item sera apresentado o estudo de um escoamento em um canal com um
degrau, conforme apresentado na Figura 48, para os Reynolds 100, 200, 400, 600, 800 e 1000.
O objetivo dessa analise ¢ a validacdo do modelo proposto com o uso de multiplos macro-
elementos em virtude de existir na literatura uma série de resultados experimentais e

numéricos acerca desse problema que possibilitam a comparagao.

O escoamento sobre um degrau ¢ caracterizado por produzir areas de recirculagdo
onde o fluido se separa e forma vortices. A distancia entre o degrau e ponto de recolamento
do vértice principal (x,,) ¢ denominada de comprimento de recolamento ¢ ¢ uma das
principais caracteristicas verificadas nesse estudo.

As dimensoes utilizadas para o canal foram 4£=1,0m, s=0,94m, x,=1me
x, =30 m. Como condigdes de contorno do escoamento consideraram-se nas paredes do
canal velocidades nulas (vl =v2 =0), na entrada do canal um perfil de velocidade parabdlico

(vlzv(y) ev2=0), e na saida do canal pressdo nula ( p=0). A fungdo v(y) ¢ definida

através da seguinte relagao:
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2
(y=s)-h/2
viy)=V,, |1-| ——— 6.11
(y) 1Max ( h / 2 ( )
Sendo V),,, a velocidade méxima apresentada no perfil e y representa a coordenada

cartesiana vertical. O nimero de Reynolds foi calculado de acordo com o apresentado em

Armaly et al.(1984) :

p(zl/;max jzh
Re=—> 7 (6.12)

U

Para a discretizacdo do problema foram usados 5 macro-elementos (patches),
conforme sdo indicados na Figura 48, sendo utilizados em todos eles funcdes de forma de
grau 1. Os pontos de controle dos macro-elementos 1, 4 e 5 s@o discretizados verticalmente e
horizontalmente baseados na metodologia de progressao geométrica bidirecional e os macro-
elementos 2 e 3 sdo discretizados verticalmente através da progressao geométrica bidirecional
e horizontalmente com o uso da progressdo geométrica unidirecional. As dimensdes dos

macro-elementos foram definidas em fungdo da dimensdo x, apresentada nas bibliografias de

referéncia. As demais caracteristicas do escoamento, do fluido e das malhas s3ao apresentadas

na Tabela 5.

macro-elemento 5 ,\J
macro-elemento 4 macro-elemento 3
e
. macro-elemento 1 macro-elemento 2
V'S n toe
y
* g
_Xe Xr _J
— o Xt

e} —

Figura 48: Dominio e dimensdes caracteristicas do escoamento sobre
o degrau.

Tabela 5: Propriedades do fluido, do escoamento ¢ da malha de

fungdes NURBS
Massa especifica - p 1 kg/m?
Caracteristicas Viscosidade Volumétrica - A 0 Ns/m?
gerais Velocidade méaxima no perfil - V, .. 10 m/s
Velocidade do som no fluido - ¢ 70 m/s
Re 100 Viscosidade dinamica - 4 0,1333 Ns/m?
Incremento de tempo - Af 2,6x10™ s
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Macro-elemento 1

Macro-elemento 2

Macro-elemento 3

Macro-elemento 4

Macro-elemento 5

Menor elemento
Numero de elementos
Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcao 77
Pontos de controle na dire¢do &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na dire¢do &
Pontos de controle na direcao 77

0,03
10800
60
20
200
20
200
20
60
20
20
20

Re 200

Macro-elemento 1

Macro-elemento 2

Macro-elemento 3

Macro-elemento 4

Macro-elemento 5

Viscosidade dindmica
Incremento de tempo - At¢
Menor elemento
Numero de elementos
Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na dire¢do &
Pontos de controle na direcao 77
Pontos de controle na dire¢do &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na dire¢do &
Pontos de controle na direcao 77

0,0666Ns/m?
2,6x10™" s
0,03
11600
100
20
180
20
180
20
100
20
20
20

Re 400

Macro-elemento 1

Macro-elemento 2

Macro-elemento 3

Macro-elemento 4

Macro-elemento 5

Viscosidade dindmica
Incremento de tempo - At¢
Menor elemento
Numero de elementos
Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na dire¢do &
Pontos de controle na direcao 77
Pontos de controle na dire¢do &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na dire¢do &
Pontos de controle na direcao 77

0,03333 Ns/m?
1,7x10™* s
0,020
20736
200
24
220
24
220
24
200
24
24
24

Re 600

Viscosidade dindmica
Incremento de tempo - At¢
Menor elemento
Numero de elementos

0,02222 Ns/m?
1,7x10™* s
0,020
23328
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Macro-elemento 1

Macro-elemento 2

Macro-elemento 3

Macro-elemento 4

Macro-elemento 5

Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcao 77
Pontos de controle na dire¢do &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na dire¢do &
Pontos de controle na direcao 77

274
24
200
24
200
24
274
24
24
24

Re 800 ¢ 1000

Macro-elemento 1

Macro-elemento 2

Macro-elemento 3

Macro-elemento 4

Macro-elemento 5

Viscosidade dindmica — Re 800
Viscosidade dindmica — Re 1000
Incremento de tempo - At
Menor elemento
Numero de elementos
Pontos de controle na dire¢do &
Pontos de controle na direcao 77
Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcdo 7
Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcao 77
Pontos de controle na dire¢do &
Pontos de controle na direcao 77
Pontos de controle na diregdo &
Pontos de controle na direcdo 7

0,01666 Ns/m?
0,010 Ns/m?
1,3x10% s
0,015
38340
400
30
224
30
224
30
400
30
30
30
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Na Figura 49 sdo apresentados os resultados obtidos para o comprimento de

recolamento do vortice adimensionalisado, juntamente com os resultados apresentados em

Armaly et al. (1983) de ensaios experimentais e os resultados de Williams e Baker (1997)

obtidos através de simulagdes numéricas bidimensionais. O valor de X, /S até Reynolds 400

ficou muito proximo aos das referéncias apresentadas. Entretanto, para Reynolds superiores

nota-se que o valor do presente trabalho, afasta-se da curva experimental. A defasagem entre

os valores experimentais ¢ os de simulagdes bidimensionais € esperado a medida que o

Reynolds cresce, visto que o escoamento vai se tornando tridimensional.
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16 Williams e Baker (1997) - simulagdo numérica 2d

14 — Armaly et al. (1983) - experimental

® Presente estudo

Reynolds

0 200 400 600 800 1000

Figura 49: Comprimento de recolamento do vortice principal.

Na Figura 50 observam-se os detalhes do vortice principal formado atrds do degrau
para os diferentes Reynolds estudados. Além disso, na Figura 51 ¢ apresentado o vortice
secundario que se forma para os Reynolds 600, 800 e 1000. Os tamanhos adimensionalisados
pela altura do degrau do canal (S) para o vortice secundario foram de: 5,50, 7,45, 8,50 para os
Reynolds 600, 800 e 1000 respectivamente. Armaly et. al. obtiveram os valores de 5,87, 9,17,

10,4 para esses mesmos Reynolds.

x(m)
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Figura 50: Detalhe das linhas de corrente no vortice principal para
Reynolds 100, 200, 400, 600, 800 e 1000.

Na Figura 52 sdo apresentadas as Isolinhas de pressdo para os Reynolds em estudo. E
importante ressaltar que as linhas de corrente e as Isolinhas de pressdo para Re 600, 800 e
1000 sao obtidos através da média temporal realizada a partir da metade do tempo do
escoamento. A média permite amenizar as perturbacdes que comecam a ocorrer ao longo da

parede a medida que o Reynolds aumenta.
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Figura 51: Detalhe das linhas de corrente no vortice secundario para
Reynolds 600, 800 e 1000.
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Figura 52: Isolinhas de pressao para Reynolds 100, 200, 400, 600, 800
e 1000.

74ESCOAMENTO SOBRE UM CILINDRO 2D

Neste item serd apresentado um estudo sobre escoamento de um fluido viscoso em
torno de um cilindro colocado transversalmente ao escoamento principal para diferentes

nimeros de Reynolds: 10, 20, 30, 40, 50, 100, 300, 500, 700, 1000. Teve-se como intuito a
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obtencdo dos coeficientes acrodindmicos medidos ao longo do tempo: coeficiente de arrasto

C,, coeficiente de sustentagdo C,, coeficiente de pressdo C, ao redor do cilindro, assim

como o numero de Strouhal Sz. Além disso, procurou-se verificar se o modelo ¢ capaz de
reproduzir fendmenos relacionados a formagdo e desprendimento de vortices. Para esses
exemplos foi utilizado um tUnico macro-elemento na descrigdo da geometria e fungdes

quadraticas em ambas as direcdes.

Por fim, nesse item serdo apresentados ainda resultados obtidos para Reynolds 100
utilizando-se multiplos macro-elementos na descricdo da geometria, ¢ para Reynolds 40
utilizando-se um Unico macro-elemento, porém com fungdes quadraticas na dire¢ao

paramétrica &£ e fungdes lineares na dire¢ao paramétrica 77.

A discretizacdo radial dos pontos de controle foi efetuada através da progressdo
geométrica unidirecional, sendo a distancia entre dois primeiros pontos de controle igual a

distancia média entre os pontos de controle que descrevem a curva da circunferéncia.

O ntmero de Reynolds (Re) para esse problema ¢ obtido através da seguinte

relagdo:

Re =

D (6.13)
1%

onde D ¢é a dimensdo caracteristica, sendo nesse caso o didmetro do cilindro.

Na Figura 53 sdo apresentadas as caracteristicas geométricas do problema, assim
como as condi¢des de contorno usadas para os Reynolds de 10, 20, 40, 50. Para os demais
Reynolds apenas foram alteradas as dimensdes do retdngulo que passa a ter 20 didmetros a
partir do centro do cilindro nas diregdes horizontal (positiva e negativa) e vertical (negativa e
positiva). Essas caracteristicas dizem respeito ao uso de apenas um macro-elemento. Na
Figura 54 sdo apresentadas as caracteristicas geométricas do problema para multiplos macro-
elementos, sendo que as condigdes de contorno sdo as mesmas apresentadas para um Unico

macro-elemento.
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Figura 53: Caracteristicas geométricas do problema e condi¢des de
contorno — 1 macro-elemento.
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Figura 54: Caracteristicas geométricas do problema e condicdes de
contorno — multiplos macro-elementos.

Na Tabela 6 sdo apresentados os dados referentes a discretizagdo com fungdes
NURBS e incrementos de tempo para os diferentes nimeros de Reynolds avaliados para as
geometrias discretizadas com apenas um macro-elemento. Na Tabela 7 sdo apresentadas essas

mesmas caracteristicas para o caso resolvido com multiplos macro-elementos.

Patricia Tonon (patricia_tonon@hotmail.com). Dissertacdo. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2016.



Tabela 6: Dados da discretizagdo com fungdes NURBS e incremento
temporal — 1 macro-elemento.

Pontos de controle na diregdo & 100
Pontos de controle na direcdo 7 70
Re: 10,20,30,40,50 Grau das fungdes na dire¢do & 2
Grau das fungdes na diregdo 77 2
Numero de elementos 6624
Incremento de tempo - Af 1,5x10™ s
Pontos de controle na diregdo & 120
Pontos de controle na direcdo 7 90
Re: 100,300 Grau das fung¢des na diregdo & 2
Grau das fungdes na diregdo 77 2
Numero de elementos 10324
Incremento de tempo - At 2,2x10™* s
Pontos de controle na dire¢do & 152
Pontos de controle na direcdo 7 110
Re: 500 ~ o
Grau das fung¢des na diregdo & 2
Grau das fungdes na dire¢do 77 2
Numero de elementos 16132
Incremento de tempo - At 1,8x10™ s
Pontos de controle na diregdo & 168
Pontos de controle na direcdo 7 120
Re: 700,1000 Grau das fung¢des na diregdo & 2
Grau das fungdes na dire¢do 77 2
Numero de elementos 19516
Incremento de tempo - At 9,3x107 s
Pontos de controle na diregdo & 100
Pontos de controle na direcdo 7 70
Re: 40 Grau das fung¢des na diregdo & 2
Grau das fungdes na diregdo 77 1
Numero de elementos 6720
Incremento de tempo - At 1,5x10™* s
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Tabela 7: Dados da discretizagdo com fungcdes NURBS e incremento
temporal — Multiplos Macro-elementos.

Macro-elemento 1, 2, 3, 4

Pontos de controle na dire¢do & 25
Pontos de controle na diregdo 7 70
Re: 100 Macro-elemento 5
Miiltiplos macro- Pontos de controle na diregdo & 25
elementos Pontos de controle na diregio 77 25
Numero de elementos 7200
Incremento de tempo - At 2,2x10™" s

Na Tabela 8 podem ser visualizadas as caracteristicas gerais referentes ao fluido e ao

escoamento usados nesse estudo.

Tabela 8: Caracteristicas do fluido e do escoamento

Massa especifica - p 1kg/m?
Viscosidade volumétrica - A 0 Ns/m?
Velocidade do som no fluido - ¢ 70 m/s
Velocidade caracteristica - V' 10 m/s
Dimensdo caracteristica - D I m

Viscosidade dindmica Re 10 - 1,000 Ns/m?

Viscosidade dindmica Re 20 - 0,500 Ns/m?

Viscosidade dinamica Re 30- u 0,333 Ns/m?

Viscosidade dindmica Re 40 - 0,250 Ns/m?

Viscosidade dindmica Re 50 - 0,200 Ns/m?

Viscosidade dindmica Re 100 - u 0,100 Ns/m?

Viscosidade dindmica Re 300 - u 0,033 Ns/m?

Viscosidade dinamica Re 700 - u 0,014 Ns/m?

Viscosidade dindmica Re 1000 - u 0,001 Ns/m?

Na Figura 55 sdo apresentados o campo de pressdes ¢ as linhas de corrente para um
escoamento de Re 40 com fungdes em ambas as direcdes quadraticas. Pode-se observar a
formagdo de dois vortices simétricos e estaciondrios na regido de recirculacdo logo apos o
cilindro, sendo esse o comportamento esperado para valores de Reynolds entre 5 e 50,
aproximadamente. As caracteristicas dos vortices formados sdo apresentadas na Tabela 9 e
comparados com os apresentados em Wanderley e Levi (2002) para uma malha com 200 x
200 elementos usando diferengas finitas € com os de Braun (2007) que utiliza o MEF com

uma malha de 6800 elementos isoparamétricos ¢ fun¢des de forma lineares. Nota-se que a
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metodologia aplicada ¢ capaz de representar adequadamente o processo de formacdo de

vortices.

Pressio (Pa)

Figura 55: Campos de pressao e linhas de corrente para Re 40.

Tabela 9: Caracteristica dos vortices formados na regido de
recirculagdo para Re 40.

Grandeza Referéncial Referéncia2 Presente trabalho

G, 1,6 1,77 1,58
L/D 2,10 2,10 221
a/D 0,69 0,71 0,71
b/D 0,58 0,58 0,59

0 53,2 53,2 52,1

Referéncia 1 - Wanderley e Levi (2002)/Referéncia 2 - Braun (2007)

Na Tabela 10 s@o apresentadas as caracteristicas dos vortices para Reynolds 40 com
o uso de fun¢des quadraticas nas duas dire¢des paramétricas (Avaliagdo 1) e com o uso de
fungdes quadraticas na diregdo & e fungdes lineares na diregdo 77 (Avaliagdo 2). Essas
simulagdes tiveram como objetivo demonstrar a versatilidade que a Analise Isogeométrica
proporciona quanto a escolha de grau de fungdes de forma. Além disso, ao observar os
resultados das andlises nota-se que o uso de fungdes quadraticas nas duas diregoes

proporcionou resultados ligeiramente melhores.
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Na Figura 56, podem ser visualizados as linhas de corrente e campos de pressao para
os Reynolds 10, 20, 30 e 50. Nota-se que o comprimento do par de vortices estacionario

aumenta conforme se eleva o nimero de Reynolds.

Tabela 10: Caracteristicas dos vortices formados na regido de
recirculagdo para Re 40

Grandeza Avaliacdo 1 Avaliagio 2

Cp 1,58 1,62
L/D 2,21 2,23
a/D 0,71 0,71
b/D 0,59 0,59

0 52,1 51,5

Na Figura 58 sdo apresentados os campos de pressdo e as linhas de corrente no
tempo de 30 segundos para os de Reynolds 100, 300, 500, 700 e 1000 com o uso de um tnico
macro-elemento. Na Figura 57 é apresentado o campo de pressdes juntamente com linhas de
corrente para Reynolds 100 usando para a descri¢do da geometria multiplos macro-elementos.
Nota-se nessas imagens que o par de vortices se quebra e passa a existir uma esteira de
vortices, denominada de esteira de Von Karman, que ocorre devido a formagao de vortices de
maneira alternada entre as regides superior e inferior da superficie do cilindro. O
comportamento da esteira vai se tornando turbulento a medida que o Reynolds do escoamento
¢ elevado, embora o regime do escoamento ainda seja laminar para essa faixa de Reynolds.
Na Figura 59 visualiza-se esse mesmo comportamento apresentado nos estudos de Lienhard

(1966).

Na Figura 60 sdo apresentados os coeficientes aerodindmicos C, para os diferentes

nimeros de Reynolds, obtidos no presente estudo. Nota-se que até aproximadamente
Reynolds 100 o coeficiente de arrasto decresce conforme se aumenta o nimero de Reynolds,
sendo essa reducdo mais acentuada nos Reynolds menores. Apods isso, t€ém-se um periodo
entre os Reynolds 100 e 300 que a curva que descreve o coeficiente de arrasto mantém-se
praticamente constante. Por fim, acontece um leve aumento no coeficiente de arrasto com o
aumento do niumero de Reynolds que coincide com a formagao da esteira de vortices de Von
Kérman. Nessa mesma figura t€ém-se uma curva apresentada em Henderson (1997) que ¢

ajustada por dados de simulacdes bidimensionais, a partir da qual se pode comprovar que o

Patricia Tonon (patricia_tonon@hotmail.com). Dissertacdo. Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2016.



108

modelo apresentado é capaz de representar adequadamente o coeficiente de arrasto resultante

de um escoamento incidindo sobre corpo cilindrico.

©) d)

Figura 56: Campos de pressao e linhas de corrente. a) Reynolds 10; b)
Reynolds 20; c) Reynolds 30; d) Reynolds 50.
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Figura 57: Campos de pressdo para Re 100 — Multiplos macro-
elementos

e)

Figura 58: Campos de pressdo. a) Reynolds 100; b) Reynolds 300; c)
Reynolds 500; d) Reynolds 700; e) Reynolds 1000.
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Na Tabela 11 sdo apresentados os valores RMS (valor quadratico médio) obtidos

para o coeficiente de sustentagdo C,, nota-se que esses valores crescem com o aumento do

nimero de Reynolds. Na Figura 61 s3o mostrados os valores apresentados em Norberg
(2001), na qual se pode notar que esse comportamento de elevagdo do coeficiente ¢ o

comportamento esperado para simulagdes bidimensionais.

Re < 5 —regime de fluxo ndo separavel

———a Saté 15< Re < 40— par de vortices fixo na esteira
40 = Re < 90 — periodicidade governada por

0 0 instabilidade na esteira
0 90 = Re < 150 —periodicidade governada por

. instabilidade dos vortices

O 150=Re < 300 — transicdo para esteirade vortices
—_— turbulentos
300<Re < 3x10°— esteira devortices totalmente
turbulenta

Figura 59: Comportamento do escoamento incidindo sobre um
cilindro (Fonte: LIENHARD, 1966)

2.8 —@— Presente estudo
—e—Referéncia Henderson (1997)

= 2.2 A

1.8 -
1.6
1.4 -
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Figura 60: Coeficiente C,, para os Reynolds em estudo.

Na Figura 62 ¢ apresentado o nimero de Strouhal para o Reynolds superiores a 100,
além disso, s3o mostrados os valores apresentados em Henderson (1997) ajustados com dados

de simulagdes bidimensionais. Nota-se que em simulagdes bidimensionais o numero de
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Strouhal, e consequentemente a frequéncia de desprendimento de vortices, cresce suavemente
com o aumento do niumero de Reynolds. Além disso, a curva descreve um escoamento
periodico perfeito. Todavia, esse mesmo comportamento nao ¢ observado em simulagdes
tridimensionais. De acordo com Henderson (1997), para Reynolds superiores a 190 tém-se
uma transi¢do para escoamento tridimensional e a frequéncia de desprendimento de vortices

passa a oscilar dentro de uma ampla banda de frequéncias. Os coeficientes C,, C e S,

obtidos para um tnico macro-elemento foram aproximadamente os mesmos do que os obtidos

com multiplos macro-elementos.

Tabela 11: Coeficiente CI-RMS

Reynolds CI-RMS

100 0,24952
300 0,66859
500 0,83063

700 0,89514
1000 1,05442

Na Figura 63 podem ser visualizados os histdricos de coeficiente de arrasto para os
Reynolds de 10, 20, 30, 40, 50. Pode-se notar que o valor de C, tém grandes oscilagdes até

que o escoamento esteja totalmente desenvolvido. Apds isso, o escoamento se torna

estacionario e os valores permanecem constantes ao longo do tempo.

07

¥ Numerical 2-D
® Numerical 3-D
O Keefe

+ Leehey / Hanson
Sonneville

Mohr

Moeller
Garntshore
West / Apelt
Szepessy Bearman
® Norberg (2000)
# Sakamoto / Haniu
¥ Bouak / Lemay

6 =

>

NN I

Figura 61: Coeficiente C, ., versus nimero de Reynolds (Fonte:
NORBERG, 2001).
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Na Figura 64 sdo apresentados os historicos do coeficiente de arrasto para os
Reynolds 100, 300, 500, 700 e 1000. Nota-se, assim como nos Reynolds mais baixos, uma
oscilacdo inicial alta até o escoamento tornar-se estatisticamente permanente. Entretanto, apos

isso, devido ao fendmeno de desprendimento de vortices, o coeficiente C, ndo se torna

constante, e sim, oscilante dentro de uma faixa de valores menores, sendo essa faixa maior

com o aumento dos valores de Reynolds.

Na Figura 65 sdo apresentados os valores de registro ao longo do tempo para o
coeficiente de sustentacdo. Por fim, sdo apresentados na Figura 66 os coeficientes de pressao
para os Reynolds 40, 100, 500 e 1000 e sua variacdo conforme o nimero de Reynolds ¢

incrementado.

0.250 -
0.240 -
0.230
0.220
50.210
= 0.200
=
=
c% 0.190
0.180

0.170
0.160 —e— Presente trabalho
—e—Referéncia Henderson (1997)

0.150

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Reynolds (Re)

Figura 62: Nuimero de Strouhal (St) para os Reynolds 100, 300, 500,
700 e 1000.
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Figura 63: Registro ao longo do tempo para os coeficientes C, a)
Reynolds 10; b) Reynolds 20; c) Reynolds 30; d) Reynolds 40; ¢)

Reynolds 50.
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Figura 64: Registro ao longo do tempo para os coeficientes C, . a)

Reynolds 100; b) Reynolds 300; c¢) Reynolds 500; d) Reynolds 700; e)
Reynolds 1000.
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Figura 65: Registro ao longo do tempo para os coeficientes C, . a)

Reynolds 100; b) Reynolds 300; c¢) Reynolds 500; d) Reynolds 700; e)
Reynolds 1000.
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Figura 66: Varia¢do do C, para os Reynolds de 40, 100, 500 e 1000.
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8 CONSIDERACOES FINAIS E SUGESTOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

Neste trabalho foi apresentada uma formulacdo numérica isogeométrica para a

analise de escoamentos incompressiveis de fluidos viscosos em regime laminar e turbulento.

Para a validacdo do modelo através do estudo de problemas classicos da DFC, foi necessario

o desenvolvimento de ferramentas de pré e pds-processamento baseadas na estrutura de dados

da Analise Isogeométrica para a geracdo de malhas e visualizagdo de resultados. Por fim,

foram comparados os resultados obtidos nesse estudo com os de referéncias bibliograficas.

Tais comparagdes demonstraram que a metodologia aplicada apresenta bons resultados e uma

grande versatilidade no que se refere aos procedimentos de discretizacdo espacial.

As principais conclusdes a respeito da aplicagdo do modelo isogeométrico na DFC

podem ser resumidas em:

a)

b)

d)

Os resultados obtidos no estudo de exemplos classicos da DFC apresentaram-se
consistentes com os fenomenos envolvidos nos respectivos escoamentos;

O uso de fungdes base NURBS permitiu que as geometrias apresentadas nesse estudo
fossem representadas de forma exata, mesmo utilizando malhas grosseiras em algumas
vezes. Dessa forma, o nivel de refinamento das malhas dependeu exclusivamente da
necessidade de maior discretizagdo das varidveis do problema;

Obtiveram-se fun¢des com continuidade superior a C° entre os elementos facilmente,
sendo que o uso de funcdes com continuidade superior conduziu a resultados
ligeiramente melhores no estudo do escoamento sobre o cilindro, além de
proporcionar taxa de convergéncia mais elevada em todos os problemas;

Os procedimentos de refinamento em isogeometria (4, p € k) sdo muito mais eficientes
em relagdo aos processos realizados em elementos finitos, pois introduzem-se
facilmente elementos sem que a geometria original seja modificada, além de manter a
ordem de continuidade das fung¢oes de base.

O uso de varios macro-elementos na discretizagdo do problema pode conduzir a
malhas mais adequadas do ponto de vista da analise numérica, mesmo quando nao
exista a necessidade em fungio da geometria a ser descrita. E importante destacar que
o uso de macro-elementos ¢ de vital importancia, pois possibilita o estudo de

aplicagdes caracterizadas por espagos computacionais de geometria mais complexa,
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como por exemplo, na andlise de escoamentos com um ou varios objetos imersos e

problemas de interagdo fluido-estrutura;

f) Como as matrizes de elemento da formulacdo foram avaliadas usando-se integracao

completa, a paralelizagdo do cddigo em memoria compartilhada, através da utilizagdo

da biblioteca OpenMP, permitiu reduzir o tempo de simulagao significativamente;

A partir dessa primeira avaliagdo sobre a formulagdo proposta neste trabalho, sdao

indicadas as sugestdes para futuros trabalhos:

a)

b)

d)

g)

Investigar escoamentos turbulentos através da metodologia LES em
geometrias 3d, visto que esse fendomeno ¢é caracterizado por sua
tridimensionalidade, observando a influéncia do grau das fun¢des de base e
da ordem de continuidade na descri¢ao das escalas de turbuléncia;

Estudar problemas de engenharia do vento envolvendo turbuléncia na
corrente incidente, onde esquemas de geragdo artificial de flutuagdes sdo
empregados. Nestes casos, poderia ser empregada uma malha na regido de
entrada com fungdes de grau mais elevado a fim de manter as caracteristicas
de turbuléncia geradas na corrente incidente.

Analisar a influéncia do uso de vetores de nos nao uniformes ¢ da distribuigao
dos pesos nos pontos de controle sobre os resultados da andlise numérica,
uma vez que neste trabalho foram usados apenas vetores de nos uniformes e a
utilizacao de pesos nao unitarios foi feita apenas no problema de escoamento
sobre cilindro;

Estudar o efeito da ordem de continuidade das fun¢des de base ao longo das
interfaces entre macro-elementos e nas interfaces de dominios paramétricos
periddicos, ja que nestas regides a ordem de continuidade ¢ necessariamente
CO;

Implementar um esquema de integracdo otimizado para Analise
Isogeométrica similar ao proposto por Hughes et al. (2010), evitando altos
custos computacionais na avaliagao das matrizes de elementos do modelo;
Estender a formulagao para o estudo de escoamentos com transporte de calor
€ massa;

Estender a formulacdo para a andlise de problemas de interagdo fluido-

estrutura;
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