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RESUMO

Esta dissertacao é essencialmente sobre derivagoes em anéis. Inicialmente
mostramos que toda derivacao de Jordan num anel primo e livre de 2-torcao
¢ uma derivacao usual. Depois disso, encontramos um resultado original, pro-
vando que toda derivacao de Hasse-Schmidt-Jordan definida num anel semi-
primo e livre de 2-torcao é uma derivacao de Hasse-Schmidt. Por tltimo,
trabalhamos com derivacoes algébricas d definidas num anel primo R (com
unidade) e com suas respectivas extensoes d* ao anel de quocientes (a direita)
de Martindale de R denotado por Q. Neste ponto, demonstramos uma equi-
valéncia entre as R, Q e C-algebricidades de d e de d*, onde C denota o
centroide estendido de R.

ABSTRACT

This thesis is essentially about derivations on rings. First, we show that
every Jordan derivation on a 2-torsion free prime ring is an ordinary derivation.
After this, we obtain an original result, proving that every Hasse-Schmidt—
—Jordan derivation defined on a 2-torsion free semiprime ring is a Hasse—
—Schmidt derivation. At last, we work with algebraic derivations d defined on
a prime ring R (with unity) and with their respectively extensions d* to the
ring of right quocients of Martindale of R denoted by Q. In this point, we
prove an equivalence among the R, Q and C-algebricities of d and d*, where
C denotes the extended centroid of R.



Introducao

O presente trabalho trata essencialmente sobre derivacoes em anéis. Nosso
primeiro objetivo é a demonstragao de um resultado de I.N.Herstein [8], segundo o
qual toda derivacao de Jordan em um anel primo e livre de 2-torcao é uma derivacao
usual (teorema 1.1.2). Depois disto, generalizamos esta idéia, provando que toda
derivacao de Hasse-Schmidt-Jordan definida num anel semiprimo e livre de 2-torcao
é uma derivacao de Hasse-Schmidt (teorema 2.2.1). Por tltimo, trabalhamos com
derivagoes algébricas d definidas num anel primo R (com unidade) e com suas res-
pectivas extensoes d* ao anel de quocientes (a direita) de Martindale de R denotado
por Q. Neste ponto, demonstramos uma equivaléncia, devida a A.Leroy e J.Matczuk
[16], entre as R, Q e C-algebricidades de d e de d* (teorema 3.2.13), onde C denota
o centroéide estendido de R.

No capitulo 0, apresentamos alguns topicos que sao pré-requisitos para a leitura
do que segue. Dividimo-lo em trés seccoes. Na primeira, revisamos alguns conceitos
sobre anéis primos e semiprimos. A seguir, construimos o anel de quocientes (a di-
reita) de Martindale Q de R, e o centréide estendido C de R, segundo W.Martindale
[17]. Encerramos o capitulo introduzindo a nocao de derivagdo em um anel, bem
como demonstrando algumas propriedades elementares.

No capitulo 1, definimos as derivagoes de Jordan em um anel R qualquer. Na
primeira seccao, mostramos que, embora toda derivacao seja uma derivacao de Jor-
dan, a reciproca nem sempre é verdadeira. Demonstramos ainda um teorema devido
a I.N.Herstein [8], o qual afirma que se o anel é primo e livre de 2-tor¢ao, entao toda
derivagao de Jordan é uma derivacdo. A seguir, provamos, segundo M. Bresar [5],
que, se o anel é semiprimo e livre de 2-torcao, entao vale a mesma equivaléncia
acima.

No capitulo 2 generalizamos os resultados obtidos no capitulo 1, descobrindo
condicoes sob as quais derivacoes de Hasse-Schmidt e derivacoes de Hasse-Schmidt-
-Jordan sao equivalentes. O principal teorema deste capitulo prova que toda de-
rivacao de Hasse-Schmidt—Jordan definida num anel semiprimo e livre de 2-torc¢ao é
uma derivacao de Hasse-Schmidt, e foi obtido pelo autor desta dissertacao.



i

No dltimo capitulo seguimos o trabalho de A.Leroy e J.Matczuk [16]. Consi-
deramos R um anel primo com unidade (ndo necessariamente comutativo), d uma
derivacao usual definida em R e d* sua extensao a Q. O capitulo trata das de-
rivacoes algébricas sobre um anel. Estendemos um resultado de V.K.Kharchenko
[13], segundo o qual se R tem caracteristica zero, entao toda derivagao R-algébrica
¢ X-interna, provando que R, Q e C-algebricidades de d e de d* sao equivalentes
(teorema 3.2.13).

Os resultados basicos da teoria de anéis podem ser vistos em N.H.McCoy [18],
M.F.Atiyah [2], N.Bourbaki [3], J.Lambek [15], A.Jones [12] ou em [.N.Herstein [9].

Finalmente, a notagao Z, indica ideais a direita de R, enquanto Z indica ideais
bildteros (neste caso diremos simplesmente ideais).
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Capitulo 0

Prolegomenos

0.1 Anéis Primos e Semiprimos

Iniciamos lembrando algumas definicbes que serao usuais no que segue. Seja R
um anel qualquer.

Definicao 0.1.1 O conjunto dos elementos ¢ € R que comutam com todo ele-
mento de R é denominado CENTRO de R e denotado por Z(R). Em outras palavras

Z(R)={c€ R|cr=rcVr € R}.

Definicao 0.1.2 Seja Z, um ideal a direita nao-nulo de R. Diremos que o
conjunto W, é o ANULADOR A DIREITA de Z, se W, = {z € R | Z,x = 0}.

Note que nestas condigoes também W, é um ideal a direita de R.

Definicao 0.1.3 Um ideal P de R ¢é dito IDEAL PRIMO de R se satisfaz a
sequinte propriedade: se v ey € R sao tais que xRy C P, entao v € P ouy € P.

O proximo teorema estabelece propriedades equivalentes a definicao 0.1.3 . Sua
demonstragao pode ser encontrada em [18] (teorema 4.3).

Teorema 0.1.4 Sejam R um anel e P um ideal de R. Sao equivalentes:
(i) P é um ideal primo de R;
(ii) se A e B sdo ideais de R, tais que AB C P, entio A C P ou B C P;
(i1i) se U, e V, sao ideais a direita de R, tais que UV, C P, entao U, C P ou
V, CP;
(iv) se T é um ideal de R eb € R € tal que bI CP eZ L P, entio b € P.
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Defini¢ao 0.1.5 Um anel R é chamado ANEL PRIMO se o ideal O = {0} ¢
um ideal primo de R. Isto €, se para quaisquer elementos x e y € R

TRy=0=2=0 ou y=0.

Corolario 0.1.6 As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) R é um anel primo;
(ii) se 0 # H € um ideal de R tal que aHb =0 para a, b € R, entdo a =0 ou b = 0;
(i11) dados dois ideais A e B de R tais que AB = (0), entio A = (0) ou B = (0);

(i) o anulador a direita W, de um ideal a direita ndo-nulo I, de R é zero.

prova : (i) — (i) Como aHb = 0, aHRb = 0. Se b # 0, por definicdo temos
que aH = 0, donde aRH = 0. Como H # (0), segue que a = 0.

(i) <> (iv) Suponhamos que Ry = 0 = x = 0 ou y = 0 para todo z, y € R.
Sejam 0 # Z, um ideal a direita de R e W, seu anulador a direita. Pelo teorema
0.1.4 (it7), ZW, = (0) = W, = (0). Reciprocamente, suponhamos xRy = 0 com
x # 0. Como 0 # zR é um ideal a direita de R, (zR)y = 0 = y = 0, pela hipdtese.

As outras implicacoes sao evidentes. O

Definicdo 0.1.7 Diremos que um anel R é LIVRE DE 2-TORCAO se para
qualquer v € R tivermos 2z = 0=z = 0.

Definicao 0.1.8 Diremos que um anel R ¢ SEMIPRIMO se, para todo a € R,
aRa=0=a=0.

Observe que todo anel primo é semiprimo.

Lema 0.1.9 Sejam R um anel semiprimo livre de 2-tor¢dao e a, b € R. Se para
qualquer € R axb+ bra = 0, entdao axb = bra = 0.

prova : Sejam a, b € R. Por hipétese, azb + bza = 0 para todo z € R, isto é,
azb = —bza. Entao, para z, y € R,

[a(x)blyaxb = (—bra)yaxb = —[b(zay)alxb =
= —[—a(zay)blzb = ax[a(y)blzb =
= az(—bya)zb = —azxbyazxh.

Portanto, 2(axb)y(azb) = 0 para todo z,y € R.
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Uma vez que R é livre de 2-torcao, segue que (axb)y(axb) = 0 para todo y € R
e, por ser R um anel semiprimo, concluimos que axb = 0 para todo x € R. Logo,
pela hipétese, bra = 0 para todo x € R. O

Note que, se R é primo, entao livre de 2-torcao é equivalente a caracteristica # 2.
Mas, em geral, dizer que um anel tem caracteristica # 2 nao é o mesmo que dizer
que o anel é livre de 2-torcao, conforme:

Exemplo 0.1.10 Consideremos o anel Z, dos inteiros médulo 4. Ora, € evi-
dente que Zy tem caracteristica # 2. No entanto, temos 2-2 = 4 =0 com 2 # 0.
Logo Z, ndo é livre de 2-torgao.

Definicao 0.1.11 Sejam R um anel e x um elemento nao-nulo de R. Diremos
que x € NILPOTENTE se existir um nimero natural n (nao-nulo) tal que z™ = 0.
O menorn tal que x™ = 0 € dito o INDICE DE NILPOTENCIA do elemento x € R.

Lema 0.1.12 Sejam R um anel semiprimo e Z(R) o seu centro. Entio Z(R)
nao contém elementos nilpotentes nao-nulos.

prova : De fato, suponhamos por absurdo que exista um elemento nao-nulo
z € Z(R) nilpotente de indice n.

Se n = 2, entao para todo r € R temos z’r = 0. Como z € Z(R), temos
0 = 2%r = arz. Mas, R é semiprimo. Logo = 0, uma contradicio.

Se n > 2, entdao (z"')%? = 0, pois 2n — 2 > n. Portanto, (z"~')?r = 0 para todo
r€ Rea" lra"~! = 0. Donde 2"~! = 0, uma contradicao.

Conseqiientemente, Z(R) nao contém elementos nilpotentes nao-nulos. O

Defini¢ao 0.1.13 Sejam R um anel e a € R. Definimos T (a) por
T(a)={r € R|r(ax —za) =0, Vz € R}
Lema 0.1.14 Sejam R um anel e a € R. Entao T (a) é um ideal bildtero de R.

prova : Claramente 7 (a) é um ideal a esquerda de R. Resta-nos mostrar que,
se u € T(a) e x € R, entdo uzx € T (a).

Visto que u € T (a), temos que, para zr € R vale u(axr — xra) = 0. Portanto,
ul(ax — za)r + z(ar — ra)] = 0. Novamente, u € T (a) fornece-nos u(ax — za) = 0.
Assim sendo, uz(ar — ra) = 0 para todo r € R. Entao ux € T (a) e o lema estd
provado. O
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Lema 0.1.15 Sejam R um anel primo ea € R. Sea & Z(R), entio T (a) = (0).

prova : Visto que a € Z(R), existe algum b € R tal que ab — ba # 0.

Se T (a) # 0, como T (a) (ab — ba) = (0), o ideal T (a) seria anulado por um ele-
mento nao-nulo, contrariando o fato do anel R ser primo, conforme coroldrio 0.1.6
(iv). Por conseguinte, 7 (a) = (0). O

O resultado a seguir caracteriza anéis primos livres de 2-torcao.

Teorema 0.1.16 Seja R um anel livre de 2-tor¢ao. Entao sao equivalentes:
(i) R € um anel primo;
(ii) se a,b € R e axb+bra =0 Vz € R, entio a =0 ou b=0;
(iii) se a,b € R e axa = bxb Yz € R, entdo a = b ou a = —b.

demonstracio : (i) — (ii) E conseqiiéncia imediata do lema 0.1.9.

(i7) — (i) Suponhamos (ii) e que para todo y € R vale ayb = 0. Entao,
(bxa)y(bra) + (bxa)y(bra) = 2bx(ayb)xa = 2bx(0)za = 0 para todo z, y € R donde,
pela hipétese (ii), bra = 0 para todo x € R. Portanto, azb + bxa = 0 para todo
x € R. Logo, por (ii), a=0ou b= 0, e R é primo.

(#7) — (74i) Suponhamos axza = bxb para todo x € R. Neste caso,
(a—Db)x(a+b)+ (a+b)x(a—b) = 0 para todo z € R. Por (ii),a—b=0oua+b=0.
Sendo assim, a = b ou a = —b.

(171) — (4i) Suponhamos axb + bxa = 0 para todo x € R. Conseqiientemente,
(a —b)z(a —b) = (a+ b)z(a+b) para todo € R. Portanto, por (iii),
a—b=a+boua—b=—(a+b).

Visto que R é livre de 2-torcao, segue que a =0ou b =0. O

Nota: Para provar (ii) — (i) e (i) — (4i7) nao utilizamos o fato de R ser livre
de 2-torgao.

0.2 Anel de Quocientes (a direita) de Martindale

Seja R um anel primo com unidade. Aqui construimos o anel de quocientes (a
direita) de Martindale de R, denotando-o por Q. No caso particular em que R é
um dominio de integridade (comutativo), @ coincide com o corpo de fracoes de R.
Ja no final, definimos o centréide estendido de R.
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Seja p = {U} a colecao de todos os ideais bildteros nao-nulos de R e seja T o
conjunto de todos os R-homomorfismos f : Ur — Rg, com U percorrendo p, onde
U e R sao tomados como R-mddulos a direita (f(ar) = f(a)r para todo a € U e
para todo r € R).

Denotaremos os elementos U de p por U < R e os elementos f : Ur — Rr de T

por (U, f).

Observacgao 0.2.1 Seja U € p. Como R é primo com unidade, temos, para
todor € R, vd =0 = r = 0. Conseqientemente, se U, V € u, entao UV eU NV
estao em L.

Definig¢ao 0.2.2 Sejam U,V € pe (U, f),(V,g) € T. Diremos que (U, ) é
equivalente a (V, g) (e denotaremos (U, f) ~ (V,g)) se existir um ideal W € pu tal
que W CU NV satisfazendo (W, f |w) = W, g |w).

Observagao 0.2.3 Se existe tal W, entao f |[unv= ¢ |uny-

De fato, para todo w € W, temos f(w) = g(w). Seja z € U NV. Como W < R,
temos zw € W. Logo, f(zw) = g(zw), donde f(z)w = g(x)w. Em outras palavras,
(f(z) — g(z))w = 0 para todo w € W. Pelo coroldrio 0.1.6 (ii), f(z) — g(z) = 0,
isto é, f(z) = g(x) para todo x e U N V.

E f4cil ver que a definicao 0.2.2 define uma relacao de equivaléncia sobre T'. Seja
Q o conjunto de todas as classes de equivaléncia determinadas por esta relacao.
Dado (U, f) € T, denotamos por [U, f] a classe de equivaléncia de (U, f).

Agora podemos definir em @ as operacoes de adicao e multiplicacao como segue:

Defini¢ao 0.2.4 Dados [U, f], [V, g] € Q, definimos as sequintes operagdes:
(1) U, [+ V.9l =UNV, f+g];
(i) U, f1[V. gl = VU, [ o g].

Verifiquemos que estas operacoes estao bem definidas. Sejam [U, f] = [U', f'] e
[V, g] = [V, ¢'] pertencentes a Q. Assim, existem W, W' € p, tais que W CUNU' e
W C VYNV, satisfazendo flw= f'|w e glw=g'|w. Logo, (f +g)(a) = (/' +¢')(a)
para todo a € WN W', ou seja, WNW ., f+g) = WnW,f +¢). Como
WNW CUnyvnu' Ny, obtemos que [UNYV, f+g] =[U NV, f'+ ¢']. Portanto,
a adicao esta bem definida.
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Antes de provarmos a boa definicao da multiplicacao, convém observar que faz
sentido falarmos em [VU, f o g], ou equivalentemente, em f o g : VU — R, pois
g(VU) C gWV)U C U.

Tomemos a € WW (C (VN V) (UNU')). Assim, a € WW = a =) wiw, =
= g(a) =), g(w))w; € W. Como a € W, segue que g(a) = ¢'(a).

Como [U, f] = [U', f'] e g'(a) € W, temos que f(¢'(a)) = f'(¢'(a). Ademais,
g(a) = ¢'(a) € W, donde f(g(a)) = f(g'(a)). Conseqiientemente,

(f o g)(a) = f(g(a)) = f(g'(a)) = f'(4'(a)) = (f" o g')(a)
e agora é facil ver que [U, f][V,g] = [U', ][V, ¢']. O

Mostremos que @, munido destas operacoes, ¢ um anel.
Proposicao 0.2.5 (Q,+,-) é um anel com unidade.

prova : Sejam [U, f], [V,g], W, h] € Q.
(4) associatividade da adicao
([, f1+ VgD + IV R = UV, [+ gl + W, h] = UNVOW, (f +9) + h] =
=UOYOW, f+ g+ )] = U fI+[VOW, g+ h] = U, f1+([V, 9] + [V, h]).
(1) comutatividade da adi¢ao
U+l =UNV, f+gl=VNnU,g+ f]=[V, 9]+ U [
(i77) [R,0] é o elemento neutro da adi¢do, onde O denota a aplicagdo 0: R — R
tal que 0(r) = 0 para cada r € R. Temos:

[R,0] + U, fl=[RNU,0+ f] = U, f].
(iv) [U, —f] é o elemento simétrico de [U, f] em relacao a adicao, pois
U, —f1+U, fl=U,~f+ f]=U,0]=[R,0]

(v) A associatividade da multiplicacdo mostra-se com argumentos analogos aos
usados em (7).

(vi) Para provar que a multiplicagao é distributiva em relagao & adi¢ao, tomamos
L=YVNWUCVUNWU e é facil ver que [L,fo(g+h)]=[L,fog+ foh]e
segue a distributividade. O

Definicdo 0.2.6 O anel Q € dito o ANEL DE QUOCIENTES (A DIREITA)
DE MARTINDALE DE R.
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Proposicao 0.2.7 Sejam R um anel primo com unidade e Q o anel de quoci-
entes (a direita)de Martindale de R. Entio R C Q.

prova : Consideremos o homomorfismo de anéis ¢ : R — Q definido por
¢(a) = [R,a] para todo a € R, onde q;, : Rp — Rp é definido por a;(r) = ar para
cada r € R (multiplicacdo a esquerda). Verifiquemos que ¢ é um monomorfismo.
Sejam a,b € R. Entao temos que (a + b); = a; + b, pois dado 7 € R, (a + b),(r) =
= (a+b)r =ar+br=a(r)+b(r) = (a+b)(r). Logo,

pla+b) = (a+b)=a+b =)+ o)

Analogamente, (ab); = a; o b; e assim p(ab) = ¢(a)p(b).

Concluimos que ¢ é um homomorfismo de R em Q.

Suponhamos que [R,q] = 0 para algum a € R. Segue que ar = 0 para todo
r € R, e entdo a =0, pois 1 € R. Isto é, ker(yp) = 0, e entdo ¢ é injetivo. Logo,

R~¢(R) CQ.

A prova estd completa. O

Para simplificar a notacao, consideraremos sempre R C Q, identificando cada
a € Rcom [R,q] € Q.

Lema 0.2.8 Seja (U, f) € T. Entao para qualquer u € U, temos fou; = (f(u));.
Em particular, U, fl[R,w] = [R, (f(u))].

prova : Como f :Ur — Rpg, entao para cada u € U e v € R obtemos
fow(r) = flu(x)) = flur) = (f(w)z = (f(u))(z).
Assim, fou, = (f(u));. Agora,
U, flIR,w] = [RU, fow] =[U, fou]=U,(f(u)]=I[R,(f(u)] O

Lema 0.2.9 Seja g € Q e seja (U, f) € T tal que g = [U, f]. Entao, qu = f(u),
para todo u € U.

prova : Se u € U, temos que qu = qu; = [U, f][R,w] = [R, (f(u))] = (f(u)),
para todo u € Y. O
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O lema acima poderia ter sido enunciado da seguinte forma:

Lema 0.2.10 Sejald € p e seja f: U — R um homomorfismo de R-mddulos a
direita. Entao 3q € Q tal que qu = f(u) para qualquer u € U.

prova : Tomemos ¢ = [U,f] € Q. Logo, como na prova do lema 0.2.9,
qu = (f(u)), para todo u € 4. O

O préximo corolario nos mostra uma propriedade importante de @, que sera
doravante muito utilizada.

Corolério 0.2.11 Seja q € Q e seja (U, f) € T tal que ¢ = [U, f]. Entao,
qU C R. Em particular, para qualquer q € Q existe U € p tal que U C R.

prova : E claro do lema 0.2.9. O

Corolario 0.2.12 Para quaisquer qi,- - -, q, € Q, existe U € p tal que ¢Ud C R
para cada i € {1,---,n}.

prova : Para cada i € {1, . ..  n} consideramos U; € u tal que ¢;U; C R.
Entao U = (_, U; satisfaz a condigao do coroldrio. O

Lema 0.2.13 Sejaqe Q el € . Se qU =0, entao q = 0.

prova : Seja ¢ = [V, f] € Q. Por hipétese, ¢(U NV) = 0. Logo, pelo lema 0.2.8,
[ luav= 0. Conseqiientemente,

q=W,f1=UNYV, flurv] =[UNV,0]=[R,0] =0. O

Consideremos agora um subanel M de ) que contém R (R primo) e vejamos
que M é também um anel primo.

Proposicao 0.2.14 Se Q D M D R, entao M € primo. Em particular, Q é um
anel primo.

prova : Suponhamos que existam ¢ # 0 e p # 0 em M tais que ¢Mp = 0. Do
corolario 0.2.11, existem U,V € yu satistazendo qf C R e pY C R, pois M C Q. Do
fato de ¢ e p serem nao-nulos, existem v € U e v € V, com qu # 0 e pv # 0. Como
R é primo, temos 0 # (qu)R(pv) C (¢Rp)v = 0, uma contradi¢ao. Logo, M é um
anel primo. O
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Definicao 0.2.15 O conjunto Vo(R) = {¢ € Q | ¢r = rq, Vr € R} formado
pelos elementos q € Q que comutam com todo r € R é denominado CENTRALI-
ZADOR DE R EM Q.

Denotamos por C o CENTRO DE Q.

Vejamos o

Lema 0.2.16 Seja g = [U, f] € Q. As seguintes condi¢des sao equivalentes:
(1) ¢ € C;
(i1) f:U — R é um homomorfismo de R- bimddulos;
(ii1) q € VQ(R).

prova : (i) — (iii) Imediato.

(i17) — (it) Seja ¢ = [U, f] € Vq(R). Sabemos que f(u) = qu para todo u € U,
pelo lema 0.2.10. Como U <1 R bilatero, segue que ru € U para todo » € R. Visto
que g € VQ(R), f(ru) = q(ru) = (¢r)u = (rq)u = r(qu) = r f(u). Logo, f é também
homomorfismo de R-bimddulos a esquerda e segue o resultado.

(17) — (i) Seja f é um homomorfismo de R-bimédulos. Entao f(ru) = rf(u)
para todos r € R e u € U. Mas, como vimos acima, f(ru) = gru e rf(u) = rqu,
donde gru = f(ru) = rf(u) = rqu. Ou seja, (gr — rq)u = 0 para todo u € U. Pelo
lema 0.2.13, segue que qr — rq = 0 para todo r € R. Portanto, ¢ € Vg(R).

Seja agora p € Q nao-nulo. Temos que 30 # V < R tal que pV C R.
Seja v € V de modo que 0 # pv € R. Como pv € R e q € Vq(R), segue
que q(pv) = (pv)qg = p(vqg) = p(qu), pois v € R. Logo, (¢gp)v = (pg)v, donde
(gp — pq)v = 0 para todo v € V. Conseqiientemente, pg — gp = 0, ou seja, g € C. O

Mostremos a seguir que C é um corpo.

Sejam 0 # a € C e b € Q. Suponhamos que ab = 0. Entao 0 = Qab = aQb.
Como Q ¢é primo, b = 0. Logo, nenhum elemento de C é um divisor de zero em Q.
Em particular, C é um dominio de integridade comutativo.

Observamos que se, ¢ = [U, f] € C, entao pelo lema 0.2.16, podemos considerar
f um homomorfismo de R-bimddulos.
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Proposicao 0.2.17 C é um corpo.

prova : Basta verificar que todo 0 # ¢ € C tem inverso multiplicativo em C.
Sabemos que existe (0) # U < R tal que ¢d C R (coroldrio 0.2.11). Assim, pelo
lema 0.2.13, 0 # <d < R e a fungdo ¢ : cu ~ u de cd em R induz um elemento
d = [cU,g] € Q. Pelo lema 0.2.9, temos d(ca) = g(ca) = a para todo ca € cU.
Portanto d(cu) = u para cada u € U. Logo, (dc—1)U = 0. Pelo lema 0.2.13, dec = 1,
o que completa a prova. O

Definicao 0.2.18 O corpo C € chamado de CENTROIDE ESTENDIDO DE
R. O subanel S de Q gerado por R e C, isto é, S = RC, é dito a CLAUSURA
CENTRAL DE R.

A proposicao a seguir nos mostra que todo anel contido em Q e que contenha a
clausura central de R, tem como centro exatamente o centro de Q.

Proposigao 0.2.19 Seja M um subanel de Q contendo S. Entao Z(M) = C.

prova : Seja ¢ € Z(M). Portanto em = me para todo m € M. Como R C M,
cr = rc para todo 7 € R. Logo ¢ € VQ(R) e, pelo lema 0.2.16, ¢ € C. Assim,
Z(M) C C.

A outra inclusao é 6bvia, desde que 1 € R e portanto Z(M) = C. O

Lema 0.2.20 Se 0 # a € Q, entio aRaRN R # 0.

prova : Sendo a # 0, aR # 0. Como R é primo, segue que aRaR # 0. Logo
basta provar que se J, é um ideal a direita nao-nulo de R, J, N R # 0. De fato,
tome 0 #£qg€ J, e0#U< R tal que g C R. O

Lema 0.2.21 Se a, b € Q sdo tais que aRb =0, entdo a =0 ou b = 0.

prova : Pelo corolario 0.2.11 exitem U, V € p tais que ald C R e bY C R. Se
aRb =0, entao ald RbY = 0. Como R é primo, segue que ald = 0 ou by = 0. Assim,
a=0o0ub=0 (lema 0.2.13). O
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Lema 0.2.22 Se a;,b;, 1 < 7 < m, sao elementos nao-nulos de Q tais que
Z:‘L a;xb; = 0 para todo x € R, entao os a;’s e 0s b;’s sao linearmente dependentes

sobre C.

prova : Mostraremos que os a;’s sao linearmente dependentes sobre C. Caso
contrario, existem um n minimal e elementos ay,- - -, a, € R linearmente indepen-
dentes sobre C tais que Y ., a;xb; = 0 para todo = € R e para alguns b;’s, onde os
b;’s sao elementos nao-nulos de R. Visto que R é primo, n > 1. Suponhamos que
xj, y; € R sdo tais que ) x;by; = 0.

Se r € R, entao 0 = > arrzbiy; = =3 ar (ZJ ijz-yj), uma vez que
> airxib; = 0. Como temos uma relagdo mais curta do que n, concluimos que
Zj z;b;y; = 0 para todo 7. Por conseguinte, a aplicacao

v : RbiR — R

Zujblvj ~ Zujbiyj é bem definida.
J J
Pode-se mostrar que 7; é um homomorfismo de R-mdédulos do ideal Rb; R em R,
donde ; define um elemento — que denotaremos ainda por 7; — pertencente a Q.
Nao é dificil mostrar que ~; pertence a C, pois é um homomorfismo de R-bimddulos.
Ademais, por esta definicao, v;b; = b;. Entao, para todo = € R,

) )

Como R é primo, segue que > v;a; = 0 (lema 0.2.21). Visto que os a;’s sao line-
armente independentes sobre C, resulta que v; = 0. Neste caso, Rb;R = 0 pela
definicao de ;, donde b; = 0, contradicao. Isto prova o lema. O

Lema 0.2.23 Seja 0 # ¢ € Q tal que gqR = Rq (globalmente). Entao q é um
elemento inversivel.

prova : Pelo corolario 0.2.11 existe 0 ## Z < R tal que ¢Z C R.

Afirmacao : ¢Z é um ideal bilatero (¢Zr << Rr é um subgrupo abeliano de R).

Dadosi € Z er € R, temos (i) -r = q(ir) € qZ e entao ¢Z é um ideal a direita.
Por hipétese, ¢R = Rq, donde rqZ C qRZ C ¢Z, desde que Z ¢é um ideal bilatero de
R. Logo qZ também é ideal de R a esquerda. Como ¢Z ¢ ideal bilatero, podemos
utilizd-lo como dominio de defini¢do de uma aplicacao ¢ : ¢Z — R tal que ¢(q.i) = i.
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Note que ¢ é um homomorfismo a direita bem definido.

De fato, se qi = qi’ para i, i’ € Z, entao q(i —i') = 0 e Rq(i — ') = 0. Pela
hipétese podemos concluir que gR(i — ') = 0. Assim, via lema 0.2.21, segue que
1—1i =0, donde i = 7'

Podemos verificar facilmente que ¢ o ¢, = idz e ¢, 0 ¢ = idyz. Logo a aplicagao ¢
define um elemento ¢’ tal que q¢' = ¢'¢=1. O

0.3 Derivacoes em Anéis

Definicao 0.3.1 Seja R um anel. Uma aplicacio d : R — R ¢ dita uma
DERIVAQAO se, para quaisquer a e b de R, tivermos:
1. d(a+b) =d(a) + d(b);
2. d(ab) = d(a)b+ ad(b).

A condicao 1. nos diz que d é uma aplicacao aditiva em R.

Proposicao 0.3.2 Sejamn € N ed: R — R uma deriwacao em R. Entao
d"(yx) = > o(M)d (y)d"*(x) para todo x, y € R.

prova : Procederemos por inducao sobre n.
Para n =1, como d é uma derivagao segue que d(yz) = yd(z) + d(y)z para todo
x, y € R. Aplicando d a esta expressao, obtemos

d*(yr) = d(d(yr)) = d(yd(x) + d(y)z) = d(yd(x)) + d(d(y)z) =

yd?(x) + d(y)d(z) + d(y)d(x) + d*(y)z =
= yd*(z) + 2d(y)d(z) + d*(y)z para todo z,y € R.

Suponhamos agora que, para todo z, y € R e para todo m < n, vale

m

d" (yx) = ;(T)d"(y)dm%)- Ento,
d™H(yr) = d(d™(yz) = d (3L (M) d (y)d™ ' (x)) =
= YLo(Md(y)dm T (z) + L (M)dH (y)dm T (@) =
= Yo (y)d™ @) + S0 (M) d (y)dn T (2) =

= yd™ () + 300 () (y)d™ T () + 301, () d (y)d™ T () + d T (y)
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Lembrando a relagio de Stiffel: (™) = (;™) + (7), temos
d™ M yz) = yd™H(z) + 30 () (y)dm T @)+ (y)r =

= YT (y)dm T @),

Logo, por indugao, segue que d"(yz) = >.1_ (?)d'(y)d"*(z) para todo n € N e
quaisquer z, y € R. O



Capitulo 1

Derivacoes de Jordan

Uma derivacao de Jordan definida num anel R é uma aplicacao aditiva que satis-
faz a propriedade d(a?) = d(a)a + ad(a) para todo elemento a € R. Toda derivagao
é obviamente uma derivagao de Jordan. A reciproca é falsa, em geral (ver exemplo
1.1.11). E natural, entao, perguntarmo-nos sob quais condi¢oes uma derivacao de
Jordan é uma derivacao usual. Esta foi a questao considerada por I.N.Herstein. Em
1957, provou em seu trabalho [8] que, quando o anel é primo e livre de 2-tor¢ao, o
resultado é vélido.

Mais tarde, ja em 1988, M.Bresar e J.Vukman [4] publicaram uma versao mais
simplificada da prova de Herstein. No primeiro paragrafo deste capitulo apresenta-
remos esta prova para o resultado mencionado.

No mesmo ano, M.Bresar [5] mostrou a validade da questao de Herstein para
anéis semiprimos livres de 2-torcao. Esta prova constitui nosso segundo pardgrafo.
Naturalmente, esta segunda prova é também uma prova do resultado para anéis
primos, uma vez que todo anel primo é semiprimo. Ponderamos apresentar as duas
por razoes historicas, e além disso pelo fato da primeira ser mais simples que a
segunda.

15
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1.1 Derivacoes de Jordan em Anéis Primos

Definigao 1.1.1  Seja R um anel. Uma aplicag¢io aditiva d : R — R € dita
uma DERIVAQCAO DE JORDAN se d(a?) = d(a)a + ad(a) para todo a € R.

Obviamente, toda derivacao é uma derivacao de Jordan. Neste pardgrafo de-
monstraremos o seguinte

Teorema 1.1.2 Sejam R um anel primo livre de 2-tor¢cao e d: R — R uma
derivacao de Jordan em R. FEntdao d é uma derivacao.

Convém chamar a atencao para o fato de que a definicao de derivacao de Jordan
apresentada no trabalho de Herstein [8], ndao é a dada acima. De fato, Herstein
constroéi, a partir do anel R, um novo anel, o ANEL DE JORDAN DE R, definindo
o produto neste como sendo a o b = ab + ba para quaisquer a e b em R (ab significa
o produto de a por b no anel R). Claramente este novo produto é bem definido e
pode-se verificar facilmente que (R,+,0) é um anel. Assim sendo, uma aplicac¢ao
aditiva d, do anel de Jordan nele proprio, é dita por Herstein uma derivacao de
Jordan, se d(aob) = d(a)ob+ aodb).

Para anéis livres de 2-torcao as duas definicoes sao equivalentes. De fato,

Proposicao 1.1.3 Sejam R um anel livre de 2-tor¢ao ed: R — R uma aplica¢do
aditiva. Entao

d(aob) =d(a)ob+aod(b),V a, b€ R< d(a?*) =d(a)a+ ad(a),V a € R.

prova : (=) Dado a em R e tomando como derivagdo de Jordan a definicao de
Herstein,

dlaca) = d(a)oa+aod(a)=
d(a)a + ad(a) + ad(a) + d(a)a =
= 2(d(a)a + ad(a)).

Mas, aoa = aa+aa = 2aa = 2a*. Portanto 2d(a?) = d(aoca) = 2(d(a)a+ ad(a))
e, por ser R livre de 2-tor¢ao, segue que d(a?) = d(a)a + ad(a). Logo, d é uma
derivacao de Jordan, conforme a definicao 1.1.1.
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(<) Reciprocamente, tomando como derivagao de Jordan a definigao 1.1.1, como
(a+b)* = a® + ab + ba + b?, temos que, para quaisquer a e b em R,
d((a+ b)?) = d(a)a + ad(a) + d(ab + ba) + d(b)b + bd(b). Todavia,

d((a+b)?) = d(a+b)(a+b)+ (a+b)d(a+b)=
= d(a)a+d(a)b+d(b)a+ d(b)b + ad(a)+ ad(b) + bd(a) + bd(b).

Por conseguinte,

d(aob) = d(ab+ ba) =
d(a)b+bd(a) + ad(b) + d(b)a =
d(a)ob+aod(b)

e d é uma derivacao de Jordan no sentido de Herstein. O

Para a prova do teorema, necessitamos previamente de alguns resultados. Co-
mecemos pela seguinte

Proposigcao 1.1.4 Sejam R um anel e d : R — R uma deriwagao de Jordan.
Entao, para quaisquer a, b e ¢ em R:
(i) d(ab + ba) = d(a)b + ad(b) + d(b)a + bd(a).
Se o anel R for livre de 2-torcao, valem ainda:
(1) d(aba) = d(a)ba + ad(b)a + abd(a);
(iii) d(abc + cba) = d(a)be + ad(b)c + abd(c) + d(c)ba + cd(b)a + cbd(a).

prova : (i) Sendo d uma derivagao de Jordan, temos que d(2?) = d(z)z + zd(z)
para todo z de R.

Tomando z = a+b, com a e b em R, 22 = (a + b)(a + b) = a®> + ab + ba + b*.
Aplicando d nesta igualdade e calculando como acima, segue que

d(ab+ ba) = d(a)b+ ad(b) + d(b)a + bd(a).

Seja agora R livre de 2-torgao.



1.1. Derivacoes de Jordan em Anéis Primos 18

(17) Sejam a, b em R. Consideremos o elemento w = d(a(ab + ba) + (ab + ba)a).
Como w é do tipo d(ac + ca), com ¢ = ab + ba, podemos utilizar (7). Temos que

w = d(a)(ab+ ba) + ad(ab+ ba) + (ab+ ba)d(a) + d(ab + ba)a =
= d(a)ab+ d(a)ba + a(d(a)b + ad(b) + d(b)a + bd(a))+
+abd(a) + bad(a) + (d(a)b+ ad(b) + d(b)a + bd(a))a =
= d(a)ab + 2d(a)ba + ad(a)b + a*d(b) + 2ad(b)a+
+2abd(a) + bad(a) + d(b)a* + bd(a)a.

Mas, por outro lado, também temos

w = d((a*b+ ba?) + 2aba) =

d(a®b + ba*) + 2d(aba) =

= d(a®)b+ a?d(b) + d(b)a® + bd(a?) + 2d(aba) =

= (d(a)a + ad(a))b+ a*d(b) + d(b)a® + b(d(a)a + ad(a)) + 2d(aba) =
= d(a)ab+ ad(a)b+ a*d(b) + d(b)a® + bd(a)a + bad(a) + 2d(aba).

Assim, 2d(aba) = 2(d(a)ba + ad(b)a + abd(a)) e, visto que R é livre de 2-tor¢ao,
segue que d(aba) = d(a)ba + ad(b)a + abd(a).

(i17) Seja v = d((a + ¢)b(a + ¢)) com a,b,c € R. Aplicando (i7), temos:

v = dla+c)bla+c)+ (a+c)d(d)(a+c)+ (a+c)bd(a+c) =
= d(a)ba + d(a)bc + d(c)ba + d(c)bec + ad(b)a + ad(b)c+
+cd(b)a + cd(b)c + abd(a) + abd(c) + cbd(a) + cbd(c) =
= d(a)ba + ad(b)a + abd(a) + d(c)bc + cd(b)c + cbd(c)
+d(a)be + d(c)ba + ad(b)c + cd(b)a + abd(c) + cbd(a) =
= d(aba) + d(cbc) + d(a)be + d(c)ba + ad(b)c + cd(b)a + abd(c) + cbd(a).

Por outro lado,

v = d(aba + abc + cba + cbe) =
= d(aba) + d(cbc) + d(abe + cba).

Comparando as expressoes, chegamos a igualdade procurada. O

Observagao 1.1.5 Na prova da proposicao acima, parte (i7i), temos aplicado
um mecanismo que serd usual no que segue. Para desenvolver a expressao de v uti-
lizamos a férmula de (i), mas substituindo a por a 4+ ¢. Tal processo denomina-se
linearizagao da férmula de (7i) com respeito a a.
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E conveniente introduzir a seguinte notacao: sejam a,b € R. Denotaremos por
[a, b] a diferenca ab — ba, isto é,

[a,b] = ab — ba.

Por outra parte, para qualquer derivacio de Jordan d, denotaremos por a’ o elemento
d(ab) — d(a)b — ad(b), isto é,

a® = d(ab) — d(a)b — ad(b).

Note que a® = 0 para quaisquer a,b € R equivale a d ser uma derivacao usual.
A seguir, destacamos algumas propriedades deste novo simbolo, através do

Lema 1.1.6 Sejam R um anel e d uma derivacao de Jordan em R. Entao para
quaisquer que sejam a,b,c € R, valem:
(Z) abte = b + ac’.
(ii) (a +b)° = a®+b°;
(iii) a® = —b°

prova : (i) Para a,b,c € R temos

a** = d(a(b+c)) —d(a)(b+c)—ad(b+c) =
= d(ab+ ac) — d(a)b — d(a)c — ad(b) — ad(c) =
= d(ab) — d(a)b — ad(b) + d(ac) — d(a)c — ad(c) = a® + a°.

(17) Novamente para a, b, ¢ € R, temos

S

(a+0b)¢ = d((a+bd)c)—d(a+b)c— (a+b)d(c)=
d(ac) + d(bc) — d(a)c — d(b)c — ad(c) — bd(c) =
= d(ac) — d(a)c — ad(c) + d(be) — d(b)e — bd(c) = a“ + b°.

(7ii) Para a,b,c € R temos, pela proposicao 1.1.4,
d(ab) + d(ba) = d(ab+ ba) = d(a)b + ad(b) + d(b)a + bd(a),

ou seja, a’ = d(ab) — d(a)b — ad(b) = —(d(ba) — d(b)a — bd(a)) = —b*. O
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Observagao 1.1.7 O simbolo [a, b] satisfaz as mesmas propriedades acima, como
se pode verificar por cédlculos diretos. Isto é, para quaisquer a, b, c € R, valem:
(1) [a, b+ c] = [a,b] + [a, ];
(i1) [a + b, c] = [a, c] + [b, ¢];
(i) [a, b] = —[b, a].

Lema 1.1.8 Sejam R um anel livre de 2-tor¢ao e d : R — R uma derivacdo de
Jordan. Entdo, para quaisquer a, b € R, a’[a,b] = 0.

prova : Substituindo ¢ por ab na férmula (iii) da proposi¢ao 1.1.4, obtemos:
d(ab-ab+ ab - ba) = d(a)b - ab + ad(b) - ab + abd(ab) + d(ab)ba + abd(b)a + abbd(a).
Entretanto, ab - ab + ab - ba = (ab)* + ab*a. Logo, pelo item (ii) da mesma,
d((ab)?) + d(ab*a) = abd(ab) + d(ab)ab + d(a)b*a + ad(b*)a + ab*d(a) =
= abd(ab) + d(ab)ab + d(a)b*a + abd(b)a + ad(b)ba + ab*d(a).
Das duas expressoes, ad(b)ab + d(a)bab + d(ab)ba = d(ab)ab+ d(a)b*a + ad(b)ba,

ou seja, (d(ab) — d(a)b — ad(b))(ab — ba) = 0. O
Passemos a

Proposicao 1.1.9 Sejam R um anel livre de 2-tor¢cio e d : R — R uma de-
riva¢io de Jordan. Para quaisquer a,b,r € R, temos a’r[a, b] + [a, b]ra® = 0.

prova : Consideremos o elemento p = abrba + barab, com a, b, r € R.
Pela proposicao 1.1.4 parte (i),
d(p) = d(a(brb)a + b(ara)b) =
= d(a(brb)a) + d(b(ara)b) =
= d(a)brba + ad(brb)a + abrbd(a) + d(b)arab + bd(ara)b + barad(b) =
= d(a)brba + ad(b)rba + abd(r)ba + abrd(b)a + abrbd(a)+
+d(b)arab + bd(a)rab + bad(r)ab + bard(a)b + barad(b).

Utilizando agora o item (4i7) da mesma,

d(p) = d((ab)r(ba) + (ba)r(ab)) =
= d(ab)rba + abd(r)ba + abrd(ba) + d(ba)rab + bad(r)ab + bard(ab).

Comparando as expressoes obtidas, temos

(d(ab)rba — d(a)brba — ad(b)rba) + (d(ba)rab — d(b)arab — bd(a)rab)+
+(abrd(ba) — abrd(b)a — abrbd(a)) + (bard(ab) — bard(a)b — barad(b)) = 0.
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Em outras palavras, a’rba+b%rab+abrb®+bara® = 0. Como b® = —a®, segue que
a’rba—arab—abra®+bara® = 0, ou seja, a’r[b, a]+[b, a]ra® = 0. Conseqiientemente,
a’rla,b] + [a,blra® = 0. O

Estamos agora em condicoes de demonstrar o teorema 1.1.2, que é uma con-
seqiiéncia da proposicao 1.1.9 e do lema 0.1.9:

Demonstragao do teorema 1.1.2: Sejam a e b elementos fixos de R.

Primeiramente, se ab # ba, entdo a’ = 0. De fato, como a’xz[a,b] + [a, blza® = 0
para todo z € R e R é primo (em particular semiprimo), segue que a’z[a,b] = 0
para todo x € R, pelo lema 0.1.9. Mas, [a,b] # 0 e portanto a® = 0.

Agora, sejam a e b pertencentes a Z(R). Da proposicao 1.1.4 (i), temos:
2d(ab) = d(ab + ba) = d(a)b+ ad(b) + d(b)a + bd(a) = 2(d(a)b + ad(b)). Como R é
livre de 2-torcdo, segue que a® = d(ab) — d(a)b — ad(b) = 0.

Finalmente, suponhamos que a ¢ Z(R) ou b ¢ Z(R). Sem perda de generali-
dade, tomemos b ¢ Z(R) e [a,b] = 0, sendo que se [a,b] # 0, ja foi provado acima.
Linearizando a féormula do lema 1.1.3 com respeito a a (a = a + ¢) verifica-se, via
célculos elementares que, para quaisquer a, b, ¢ € R, a’[c,b] + ®[a,b] = 0. Como
[a,b] = 0, segue que a’[c,b] = 0 para todo ¢ € R. Portanto, a’ € T'(b) (ver definigao
0.1.13). Como b ¢ Z(R), pelo lema 0.1.15, T'(b) = 0 e isto implica a®* = 0. O

Derivacoes de Jordan nem sempre sao derivagoes ordindrias:

Seja h : R — R uma aplicacao aditiva definida num anel R, satisfazendo a
propriedade h(ab) = h(b)a + bh(a) para todo a,b € R. Tal aplicacao é dita uma
DERIVACAO REVERSA EM R.

Obviamente h é uma derivacao de Jordan.Mas, em geral, h nao serd uma de-
rivagao ordindria (p.e., se R nao for comutativo ou se [a, h(b)] # 0 e [b, h(a)] # 0).

O que mostraremos ¢ a seguinte

Proposicao 1.1.10 Se Ré um anel primo e h é uma deriva¢ao reversa nao-nula
em R, entao R é um anel comutativo sem divisores de zero (préprios) e h é uma
deriwacgao ordindria em R.

prova : Sejam a, b e ¢ € R. Entao, h(a(bc)) = h(bc)a + beh(a) = h(c)ba+
+ch(b)a+bch(a). Igualmente, h((ab)c) = h(c)ab+ch(ab) = h(c)ab+ch(b)a+cbh(a).
Entretanto, a(bc) = (ab)c. Assim os tltimos membros acima precisam ser iguais.
Portanto, comparando-os, obtemos h(c)[a, b] = [b, c|h(a) para todo a, b, ¢ € R.
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No caso particular em que ¢ = b, h(b)[a,b] = 0 para todo a € R. Entao,
h(b) € T(b). Conseqiientemente, se h(b) # 0, quer dizer que T'(b) # (0). Neste caso,
pelo lema 0.1.15, temos que b € Z(R). Isto é, se b € R é tal que h(b) # 0, entao
be Z(R).

Suponhamos agora que b € R e que h(b) = 0. Visto que h nao é a aplicagao
identicamente nula, existe algum a € R tal que h(a) # 0. Pelo raciocinio acima,
a € Z(R). Como h(a + b) = h(a) + h(b) = h(a) # 0, novamente a + b € Z(R). Por
conseguinte, b € Z(R).

Portanto, b pertence a Z(R) em todos os casos. Logo R = Z(R), e assim R é
comutativo. Como R é primo, segue que R é um anel comutativo sem divisores de
zero (proprios). Sendo assim, h(ab) = h(b)a + bh(a) = ah(b) + h(a)b e h é de fato

uma derivacao ordindria em R. O

A proposicao acima mostra que derivacoes reversas nao-nulas nao podem, jamais,
ocorrer em anéis primos nao comutativos.

Exemplo 1.1.11 Consideremos a aplicacao aditiva ¢ : Zo[X,Y] — Z[X, Y] no
anel de polindémios a duas indeterminadas com coeficientes em Zs,, definida por:
YY) =1 _
$(XYI) =0, ¥ (i.§) # (0,1) com i,j € N.
Entao 1 é uma derivacao de Jordan, pois dado um polinomio arbitrario
p(XY) =370 > ai; XY, onde a;; vale 0 ou 1, temos pela definigao de ¢ que

w(pQ) =Y (Z Z Z Z az‘jaksXHijJrS) = GpoGo1 + Gp1000 =
i=0 j=0 k=0 s=0
= 2ag0ap1 = 6;
porque Z, tem caracteristica 2.
Como Z,[X, Y] é comutativo, 1 (p)p + py(p) = 2p¥(p) = 0. Logo
»(p?) = Y(p)p + p(p) e ¢ é uma derivagao de Jordan. Entretanto 1) nao é uma
deriva¢ao usual, uma vez que 0 = ¢(XY) # (X)Y + X¢(YV) = X.

1.2 Derivacoes de Jordan em Anéis Semiprimos

Como mencionamos anteriormente, o proposito deste paragrafo é provar o se-
guinte resultado:
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Teorema 1.2.1 Sejam R um anel semiprimo livre de 2-tor¢ao ed : R — R uma
deriwacgao de Jordan em R. Entdo d é uma derivacdo.
demonstracgao : Nosso objetivo é mostrar que a® = 0 para quaisquer a e b € R.
Da proposicoes 1.1.9 e do lema 0.1.9, segue que

(1) a’zla, b] = 0 para quaisquer a, b, z € R.

Linearizando este resultado com respeito a b (substituindo b por b + ¢, com ¢ € R),
vem a’*°zfa, b+ c] = 0.
Utilizando o lema 1.1.6 e a observagao 1.1.7,

0 = a**°zla,b+ ] = abzfa, b+ c] + a°zla, b+ ] =
= a’zfa,b] + a’z[a, c] + a‘x[a, b] + a‘x[a, ¢] = a’z[a, c] + a®z]a, b],
donde a’z[a, ¢] = —a‘z[a, b]. Com esta relagao e (1), obtemos (a’z[a, ])y(a’x[a, c]) =

= —a(xa, clya®r)[a,b] = 0 para todo y € R e, por ser R semiprimo, segue que
(2) a’z[a, c] = 0 para quaisquer a, b, ¢, v € R.

Linearizando (2) com respeito a a (substituindo a por a + d, com d € R) e calcu-
lando como acima, chegamos a a’z[d, ¢]+d’z|a, c] = 0, ou seja, a’z[d, c] = —d’z]a, c].
Conseqiientemente, por (2), (a’z[d, c])y(a’z|d, c]) = —a’(x[d, c]yd®z)[a, c] = O para
todo y € R. Novamente, sendo R semiprimo, segue que

(3) a’z[d, c] = 0 para quaisquer a, b, ¢, d, x € R.
Em particular, [a’, c|z[a’, c] = (abc — cab)z[a®, ] = ab(cx)[a’, c] — ca’z[a’, c] = 0O
para todo x € R. Outra vez, sendo R semiprimo, segue que [a’, ¢| = 0 para todo a,
b, c € R, isto é, a’c = ca® para todo ¢ € R. Em outras palavras, provamos que a’
pertence ao centro Z(R) de R para quaisquer a, b € R.

Usando (3), obtemos (a’[d, c])x(a’[d, c]) = 0 para todo z € R. Conseqiientemente,

(4) a’|d,c] = 0 para todo a, b, ¢, d € R.

b:

Agora, lembrando que a’ = —b%, temos

2(a’)? = abab + aba® = aba® + a®(—b) = a’(a® — b°) =
= ab(d(ab) — d(ba) + [d(b), a] + [b, d(a)]).
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Por (4), ab[d(b),a] = 0 e a®[b,d(a)] = 0, de modo que a relagao acima se reduz a
(5)  2(a")? = dd([a,b]).
Por (4), e visto que a® € Z(R), temos
0 = 2ab[a b =

a’la, b] + a’la,b] =
= a’la, b] + [a, b]a®.

Conseqiientemente, aplicando d a esta igualdade e usando a proposicao 1.1.4 (i),
obtemos

0 = d(a")]a,b] + ad([a,b]) + d(]a,
= d(a")[a,0] + 2a"d([a,0]) + [a, b]

Logo, por (5),

(6) 4(ab)? + d(a®)[a,b] + [a, b]d(a®) = 0

para a e b elementos arbitrarios de R.
Multiplicando (6) por a® (a direita ou & esquerda, ndo importa pois a® € Z(R))
e usando (4), obtemos

0 = 4(a®)?+d(a®)]a,bla® + [a,bld(a’)a
= e+ @i + ot

b _
) =
Agora, como R ¢ livre de 2-torgao, segue que (a’)® = 0. Mas, a®* € Z(R) e R ¢é

semiprimo, logo, pelo lema 0.1.12, podemos concluir que a’ = 0.
Isto completa a demonstracao do teorema. O



Capitulo 2

Derivacoes de
Hasse-Schmidt-Jordan

Neste capitulo generalizaremos os resultados obtidos no capitulo anterior. Estes
resultados nao aparecem na literatura, e foram obtidos pelo autor, seguindo su-
gestoes do prof. M.Ferrero.

Uma familia D = (d,),en de aplicacoes aditivas d,, : R — R é dita uma de-
rivacao de Hasse-Schmidt (HS-derivacao) no anel R, se dy = idp e, para quaisquer
elementos a e b em R e qualquer natural n, d,(ab) = _,,,_, di(a)d;(b).

Por outro lado, D é dita uma derivagao de Hasse-Schmidt-Jordan em R (HSJ-
-derivacao), se dy = idp e, para qualquer a € R e n natural, d,(a*) =, ,_, di(a)d;(a).

Visto que toda HS-derivacao é uma HSJ-derivacao e que a reciproca nem sem-
pre é verdadeira (ver exemplo 2.1.4), faz sentido novamente perguntar sob quais
condicoes uma HSJ-derivacao é uma HS-derivacao.

Seguindo a linha de raciocinio do capitulo 1 conseguimos mostrar, no § 2 que, se
o anel R é semiprimo e livre de 2-torcao, entao D = (d,),eN € uma HS-derivacao se,
e somente se, D = (d,),en € uma HSJ-derivagdo. Contudo, a exemplo do capitulo
anterior, iniciaremos mostrando o resultado num caso particular em que o anel R é
livre de 2-torcao e primo.

25
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2.1 HSJ-Derivacoes em Anéis Primos

Defini¢ao 2.1.1 Uma familia D = (dy),en de aplicac¢oes d,: R — R € dita
wma DERIVACAO DE HASSE-SCHMIDT (HS-derivacio ), se satisfaz, para todo
a, b € R e para todon € N:

1. d() = idR,'
2. dy(a+b) = dp(a) + dn(b);
3. dn(ab) = Zi-l-j:n d;(a)d; (D).

Definigao 2.1.2 Uma familia D = (dy),en de aplicac¢oes d,: R — R é dita
wma DERIVACAO DE HASSE-SCHMIDT-JORDAN (HSJ-derivacio ), se satisfaz,
para todo a, b € R e para todo n € N:

1. d() = idR,'
2. dn(a+b) = dy(a) + dn(b);
3" dn(a?) = Zi-l-j:n di(a)d;(a).

Exemplo 2.1.3 Seja 6 : R — R uma derivacao usual sobre uma Q-algebra R
(algebra sobre os racionais). Definindo d; = ‘:—| para todo ¢ € N, temos que a
seqiiéncia (d;);en € uma HS-derivagao em R.

De fato, para a e b pertencentes a R,

do(ab) = 2L — gp;

0!

di(ab) = 0(ab) = ad(b) + 6(a)b = ady (b) + di(a)b;

dyfab) = U = 8(5(ab)) = $(ad(b) + d(a)b) = L 4 A 4 NOO) . Sl

= a3+ 5()d(b) + 5 = ada(b) + di(a)di (b) + da()b.

Suponhamos, agora, que d; = ‘z—, define uma HS-derivacao em R para todo i < n.
511—1

Entao, d,(ab) = 202 = 15 (?g)w) = 15(d,_s(ab)).

-~ n!



2.1. HSJ-Deriva¢oes em Anéis Primos 27
Aplicando a hipétese de indugao a d,,_; no lado direito desta igualdade, obtemos
da(ab) = 10 (X550 difa)dn 1 5(0)) = 20 (S35 2028 =
= (T (e ) ) =

= 53000 di(@)du(0)(n — j) + 5 3255 disa(@)( + a1 (0) =

= Yy di(a)d, (b)) — £ 377 di(a)d, () j+
L3 dj (a)dn1—i (b)) + £ 3020 djg (a)dny—i(b) =
= s di(a)dn_;(b) = 2370 di(a)dnj(b)j — £dn_1(a)dy (b)n+

FLdy @)y (8) + 2 1y di(a)d (B)(U = 1) + L S0, difa)dy ().

por uma mudanca de variavel.
Desenvolvendo um pouco mais esta ultima igualdade e simplificando os termos

comuns, temos
do(ab) = Y725 di(a)dn—;(b) — g (a)dnr (D) — % 32725 dj(a)dns(b)j—
—dp1(a)di (0) + %1 (a)di (b) + % D275 di(a)dn (D) 1+
+2dy 1 (@)di (D)n — 1 (a)di(b) + dn(a)b — £ 31, di(@)dnt(b)+
+3di(a)dy 1 (b) + 5 321, di(a)dn () =

= Yo di(a)dn;(b).

Portanto, a familia (d;);en, com d; = ‘Z—:, define uma HS-derivacao em R. Por outra
parte, se D = (d;);en ¢ uma HS-derivagao em R, entao d; é uma derivagao.

Exemplo 2.1.4 Consideremos a familia ¥ = ()N,
i+ Zo| X, Y| — Zs[X, Y] para todo i € N,

no anel de polinomios a duas indeterminadas com coeficientes em Zs.
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Suponhamos ; aditiva para todo ¢ € N e satisfazendo as seguintes condicoes:

* by = udg
x P = { 1/)1(Y) :.T _
LT (XY =0, V(3,) # (0,1), comi, j €N
(ver exemplo 1.1.11)

bN=0

* Py = oY) =y (V) + (VDY =YV 2V i>2
Uo(XY7) =0,V i, jeEN,i#0
@/}3(Y) = 6_
P3(Y?) =0 -

T Yal) = () + (V)Y = { (})/’fi Z;ipir impar > 3
3(X'Y7) =0, Vi, j e N, i#£0

ba(YT)=0,Vi<n-—1,n>2
$ by = < (YY) = b (YD) 440, (Y)Y, YV i >0 > 2
Ua(XY7) =0,¥ i, JEN, i #0

A prova de que esta seqiiéncia constitui uma HSJ-derivacao é facil, contudo
extremamente enfadonha, fugindo assim dos nossos propédsitos. Entretanto ¥ nao é
uma HS-derivacao, uma vez que

0 =109(XY?) # X1pa(Y?) + b1 (X)) (Y?) +12(X)Y? = X,

Os seguintes resultados sao generalizagoes naturais dos resultados obtidos na
proposicao 1.1.4, na observacao 1.1.7, no lema 1.1.6 e na proposicao 1.1.9.
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Proposicao 2.1.5 Sejam R um anel e D = (d,,),en uma HSJ-derivagao. Entao,
para quaisquer a,b,c € R,n € N:
(i) dnfab+ba) =3, (di(a)d;(b) + di(b)d;(a)).
Se o anel R for livre de 2-torcao, valem ainda:
(i) dn(aba) = Y1451y hla)ds (0)ds(0);
(iid) dn(abe + cba) =374 5, (di(a)d;(b)dy(c) + di(c)d;(b)dy(a)).

prova : (i) Sejam a, b € R, n € N. Dado que d,(a*) =Y.
linearizarmos esta relacao substituindo a por a + b, obtemos

dn((a+0)?) = 3, n dila+b)du(a+0) =3, (di(a) + dy(b)(du(a) + du(b)) =
= Dtru=n di(@)du(a) + 32, di(a)du(b)+

+ Zt—l—u:n dt(b) du(a) + Zt—l—u:n dt(b)dU(b)-

d;(a)d;(b), ao

i+j=n

Porém,

dn((a+0)?) =

dn(a® + ab + ba + b?) = d,(a®) + d,(ab + ba) + d, (b*) =
du(ab+ ba) + Yo, di(@)ds(@) + ., do (), (D).

Comparando as duas expressoes e reordenando os indices, chegamos ao resultado
procurado.

(77) Sejam a, b € R, n € N e seja w = d,(a(ab+ ba) + (ab + ba)a). Usando (7)
com ab + ba no lugar de b, vemos que

w =Y di(a)dj(ab+ba) + > di(ab+ ba)d;(a) =

= dia) <Z‘d,«(a)ds(b) - Z‘dr(b)ds(a)> +

+ ) (Z di(a)di(b) + ) dk(b)dl(a)> dj(a) =

i+j=n \k+i=i k—+l=i
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=Y dia) Y dr@)d,(0) + S di(a) Y di(B)d,(a)+

i+j=n r+s=j i+j=n r+s=j
+ Z Z dy.(a)d; (b Z Z dr(b)di(a)d;(a) =
i+j=n k+l=i i+j=n k+l=1i
=2 > dila D+2 D di(a)d;(B)d(a)+
i+j=nr+s=j i+j+k=n
+ YY) di(b)di(a)d;(a).
i+j=n k+l=i

Note que na tdltima igualdade utilizamos

Yo di(a) Y dib)ds(a) + Y Y di(a)di(b)di(a) =2 Y di(a)d;(b)di(a),

i+j=n r+s=j i-+j=n k+l=i i-+j-+k=n

o que é de facil verificacdao, pois uma vez fixado n e dado i, o indice 5 do lado
esquerdo da igualdade fica determinado por j = n — i. Portanto, no somatoério da
primeira parcela, r +s = j = n —i. Donde, r + s + i = n. Do mesmo modo, no
somatorio da segunda parcela, j =n —i=n— (k+1). Donde, i + k+1=n. A
igualdade segue agora facilmente.

Por outro lado, w = d,,((a*b + ba?) + 2aba) = d,(a®b + ba?) + 2d,,(aba).

Agora, por (i) e utilizando o fato que D é uma HSJ-derivagao:

w = 2d,(aba) + Z Z d,( a)d;(b) + Z d;(b) Z di(a)dy(a)

i+j=nr4s=i i+j=n k+l=j

Portanto, comparando as duas expressoes e reordenando os indices, encontramos
2d,(aba) = 237 .\, di(a)d;(b)di(a). Como R ¢é livre de 2-torgao, segue que
dn(aba) =3 i i di(a)d;(b)di(a).

(¢7i) Sejam a, b, ¢ € R, n € N. Comecamos linearizando o resultado anterior,
substituindo a por a + ¢, ou seja, considerando v = d,,((a + ¢)b(a + ¢)).
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Temos v = d,,(aba) + d,,(cbe) + d,,(abc + cba). Contudo, pela parte (i),

Z di(a+ c)dj(b)di(a+c) =

> di(a)d;(b)dr(a) + D di(a)d;(b)di(c)+

i+j+k=n i+j+k=n
+ Y die)d;(b)dr(a) + Y di(e)d;(b)dy(c) =
i+j+k=n i+j+k=n
(aba) + Z d;(a Z d;( (a) + d,,(cbe).
i+j+k=n i+j+k=n

Logo, dp(abe +cba) =3, 51—, (di(a)d;(b)dy(c) + di(c)d;(b)dk(a)). O

Para qualquer HSJ-derivacao e quaisquer a, b € R, n € N, denotaremos por
©n(a,b) o elemento

on(a,b) = dn(ab) = 3 ;5 di(a)d;(b).

Note que dizer que ¢, (a,b) = 0 para todo n natural e para todo a, b € R equivale
a dizer que D é uma HS-derivacao.

Lema 2.1.6 Sejam R um anel e D = (d,),en uma HSJ-deriva¢ao em R. Entdo,
para quaisquer a, b, c € R en € N, temos:
(7’) Qpn(ba a) = —¥n (a’v b),
(i) pn(a,b+c) =pn(a,b) + vula,c);
(7’7’7’) @n(a + b, C) = Qpn(aa C) + Qpn(bv C)'

prova : (i) Sejam a, b € R, n € N. Da proposigao 2.1.5 (i), vemos que
dy(ab) + dn(ba) = dy(ab +ba) =3, di(a)d;(b) + >, ;_, di(b)d;(a), donde
An(ab) = X, i dil@)dj(0) = = (da(ba) = X2, 5, di()ds(a) ), ou sefa,
en(a,b) = — pn(b, a).
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(17) e (i7i) Sejam agora a, b, c € R, n € N. Entao,

onla,b+c¢) = dy( Z di(a)d;(b+c) =
= > dil@)d; () + dnfac) = 3 di(a)d;(c) =

= ¢n(a,b) + pn(a,c).
Analogamente mostra-se que ¢,(a + b, ¢) = @n(a,c) + ¢, (b,c). O
Proposicao 2.1.7 Sejam R um anel livre de 2-tor¢do, n um niumero natural e
D = (d;);en uma HSJ-derivacao. Se o, (a,b) =0 para todo m < n e para quaisquer
a, b € R, entao ,(a,b)r[a,b] + [a, b]re,(a,b) = 0 para todo r, a, b € R.

prova : Sejam a, b € R. Por hipétese, ¢, (a,b) = 0 para todo m < n. Portanto,
©m(a,b)r[a, b] + [a, blrem(a,b) = 0 para todo r € R e para todo m < n.

Seja ¥ = abrba + barab, com a,b,r € R. Por um lado, pela parte (ii) da
proposicao 2.1.5,

d,(¥) = dp(a(brb)a+b(ara)b) =
- Z (di(a)d;(brb)dk(a) + d;(b)d;(ara)dy (b)) =

i+j+k=n

= ) <di(a) > dib)dy(r)du(b)di(a) + di(D) > dl(a)dt(r)du(a)dk(b)>:

i+j+k=n l+t+u=j I+t+u=j

= Y (d(@)d(b)di(r)du(b)di(a) + di(b)di(a)di(r)d(a)di (b)) .
i+l4+t+u+k=n
No entanto, pela proposicao 2.1.5 parte (i),

dn(ﬁ) = dn((ab)r(ba)—i—(ba)r(ab)) =
= Y (dalab)ds(r)d,(ba) + da(ba)ds(r)d, (ab))

a+p+y=n
Igualando-se as duas expressoes, obtemos

(1) Y dalab)ds(r)d,(ba) — Y di(a)di(b)dy(r)d(b)di(a) +

a+p+y=n i+Hl+t+utk=n

+ Y daba)ds(d(ab) — S di(b)dila)di(r)du(a)di(b) = 0.

a+p+vy=n i+l+t+ut+k=n
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Calculemos inicialmente a primeira parcela:

> da(ab)ds(r) = > da(ab)rd,(ba) + Y da(ab)di(r)d,(ba) +

a+p+vy=n at+y=n a+y=n—1
+ Y dalab)dy(r)dy(ba) + . ..+ Y da(ab)dy_o(r)d, (ba) +
a+y=n—2 a+vy=2
+ > da(ab)dy1(r)d,(ba) + abd,,(r)ba =
a+y=1
= abrd,(ba) + dy(ab)rba + Y da(ab)rd,(ba) + Y da(ab)dy(r)d,(ba) +
at+y=n a+y=n—1
a,y<n-—1
+ Y da(ab)da(r)dy(ba)+. . . + D da(ab)dy_s(r)d,(ba) +
a+y=n—2 a+y=2

+ abd,,_1(r)dy(ba) + dy(ab)d,—1(r)ba + abd,,(r)ba.

Agora, pela hipétese inicial (¢, (a,b) = 0,Vm < n) aplicada a cada somatério, a
soma acima €é igual a

abrd, (ba) + dy(ab)rba+ > > di(a)d;(b)r Y dy(

at+y=n itj=a u+k=~y
a,y<n-1
+ Y Y dila)d;(b)di(r) Y dy(b)di(a) + . .
at+y=n—1i+j=a u+k=y
DY di(@)d(h)daa(r) Y du(b)di(a) +
at+v=2i+j=a u+k=y

+ abd,,—1(r)d;(b)a + abd,,_1(r)bdy (a) + di(a)bd,,_1(r)ba +
+ ady (b)d,,—1 (r)ba + abd,,(r)ba.

Observe também que podemos escrever a segunda parcela em (1) como

> di@)di(b)dy(r)dy(b)dr(a) = > dia)dy(b)rdy(b)dy(a) +

i+l+t+utk=n i+l+u+k=n
+ > di(a)di(b)dy (r)dy(b)dy(a) +
i+l4+u+t+k=n—1

4 Y di(@)dy(b)dn—i (r)dy(b)dy(a) + abd, (r)ba =

t+Hlt+utk=1
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=abr Y dy(b)dp(a)+ > di(a)di(b)rba +

u+k=n i+l=n

+ > di(a)dy(b)rd,(b)dy(a) +

i+l4+u+k=n
1<i+i<n-—1
1<u+k<n-1

+ Y di()di(b)di(r)du(b)di(a) + . . .

i+Hl+u+k=n—1

Y dila)di(b)dy—a(r)du(b)di(a) +

i+l4ut+k=2
+—d1(a)bdn,1(r)ba-+-adl(b)dn,l(r)ba-+-abdn,l(r)dl(b)a-+
+ abd,—1(r)bd; (a) + abd,(r)ba.

Calculando a diferenca entre as duas primeiras parcelas de (1) através das res-
pectivas expressoes obtidas, notamos que as Unicas parcelas que nao se cancelam
sao pn(a, b)rba + abre, (b, a), isto é,

Y da(ab)ds(r)dy(ba) — Y di(a)dy(b)dy(r)du(b)dy(a) =

a+p+y=n i+l+t+ut+k=n
= pn(a, b)rba + abry, (b, a).
Com raciocinio inteiramente analogo, verifica-se que

Y da(ba)ds(r)dy(ab) — Y di(b)di(a)dy(r)du(b)dy(a) =

a+B+y=n i+l+t+u+k=n
= (b, a)rab + bary,(a,b).

Portanto, segue de (1) que ¢, (a, b)rba + abre, (b, a) + ¢, (b, a)rab+ barp,(a, b) = 0.
Utilizando o lema 2.1.6 (i), temos

0 = pnla,b)rba — abry,(a,b) — pn(a,b)rab+ bareg,(a,b) =
= n(a,b)r(ba — ab) + (ba — ab)ry,(a,b) =
= n(a,b)r[b,a] + [b,alry,(a,b) =
= —(pnla,b)r[a,b] + [a,b]re,(a, b)), que é o resultado procurado. O
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Lema 2.1.8 Seja D = (d,,)nen uma HS-deriva¢ao em um anel R. Entdo
di(Z(R)) C Z(R) para todo i € N.

prova : Procederemos por inducao sobre n. Seja a € Z(R). Entao ab = ba para
todo b € R e portanto d,(ab) = d,(ba) para todo n € N.

Para n = 0 o resultado é ¢bvio.

Agora, dy(ab) = d;(ba) e, assim, ad;(b) + dy(a)b = bd;(a) + dy(b)a. Como
ady (b) = dy(b)a, visto que a € Z(R), segue que di(a)b = bd;(a) para todo b € R e
para todo a € Z(R). Logo di(Z(R)) C Z(R).

Suponhamos, por hipétese de inducao, que d,,(Z(R)) C Z(R) para todo m < n.
Temos d,,(ab) = d,,(ba) para todo b € R, isto é,

Y dia)d;(0) = ) di(b)d;(a).
Portanto,
ady, (b) + dy(a)d,,—1(b) + da(a)d,—2(b) + ds(a)d,—5(b) + . . .
-+ dn2(a)d2(b) + dn-1(a)di(b) + dn(a)b =
= bd,,(a) + d1(b)dn_1(a) + da(b)d, o(a) + . . .
.+ dus(b)ds(a) + dn—2(b)d2(a) + dn-1(b)d1(a) + dn(b)a.
Logo d,(a)b = bd,(a) pois, pela hipétese de indugao, d;(a)d, ;(b) = d, ;(b)d;(a)
para todo 0 < i <n — 1. Assim, d,(Z(R)) C Z(R) para todo n € N. O

Lema 2.1.9 Sejam R um anel semiprimo livre de 2-tor¢ao e D = (dy,)neN uma
HSJ-derivagao em R. Se pm(a,b) =0 para todo m < n e para todo a, b € R, entao:
(1) ¢nl(a,b) € Z(R);

(17) n(a,b)[d,c] =0 para quaisquer a,b,c,d € R, n € N.

prova : (i) Da hipdtese, pela proposicao 2.1.7 e pelo lema 0.1.9, segue que
(2) ¢n(a,b)xfa,b] = 0 para todo a, b, z € R.

Linearizando esta expressao com respeito a b e utilizando o lema 2.1.6 (i7), temos

0 = pula,b+c)zfa,b+c] =
= ou(a,b)zfa,b] + on(a,b)z[a, c] + pn(a, c)xla, b + pn(a, c)xla, c] =
= pnla,b)z(a, ] + ¢n(a, c)xla, bl.

Portanto, ¢,(a,b)x[a, c] = —p,(a, c)z|a, b].
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Sendo assim, por (2),

(onla, b)z(a, c))y(en(a, b)zla c]) = (enla,b)z(a, c))y(—pn(a, c)zla, b)) =
= _(pn(aa b) (x[a, C]yspn(a: c)x)[a, b] =
= (0 para todo a,b,c,x,y € R.

Visto que R é semiprimo, segue que
(3) ¢n(a,b)xla, c] = 0 para todo a,b,c,x € R.

Linearizando (3) com respeito a a,

0 = pplatdb)zla+d,cl=
= pnl(a,b)z[a, c] + ¢n(a,b)x]d, c] + pn(d, b)z[a, c] + ¢, (d,b)z[d, c] =
= ou(a,b)z[d, ] + p,(d, b)za, ).

Portanto, ¢, (a,b)x[d, c] = —p,(d,b)z[a, c].
Agora,

(enla, b)z[d, c))y(en(a, b)zld. c]) = (enla,b)z[d, c)y(—pn(d, b)za, c]) =
B aspn(a, b) (I,E[d, C]y(pn(d’ b)I,E)[a, C] _

Logo,
(4) ©n(a,b)z[d, c] = 0 para todo a,b,c,z € R.

Em particular,

[on(a,b), czen(a,b),c] = (gnla,b)c— cpn(a,b))z]enla,b),c] =
= ¢ula,b)(cr)[pn(a,b), c] — con(a,b)zlpn(a,b),c] =
= 0 para todo a,b,c,x € R.

Portanto [¢,(a,b),c] = 0 para todo a, b, ¢ € R, isto é, p,(a,b)c — cp,(a,b) = 0.
Logo ¢y (a,b) € Z(R) para todo a,b € R,n € N, concluindo a prova de (i).

(i7) Como ¢, (a,b)z[d, c] = 0 para todo x € R (por (4)) e pn(a,b) € Z(R)
(por (7)), segue que @, (a,b)[d, c|rp,(a,b)d,c] = 0. Por R ser semiprimo, podemos
concluir que ¢, (a,b)[d, c] = 0 para todo a, b, ¢, d € R, n € N. O
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Teorema 2.1.10 Sejam R um anel primo livre de 2-tor¢io e D = (dy,),eN uma
HSJ-derivagcao em R. Entao D é uma HS-derivacao.

demonstragao : Sejam a, b € R, n € N. Vamos mostrar que ¢,(a,b) = 0
para todo n € N. Procederemos por indugao sobre n. J& sabemos que ¢(a,b) = 0.
Suponhamos, por hipétese de indugao, que ¢,,(a,b) = 0 para todo m < n. Entao
di(ab) = >, 4—; di(a)dy(b) e podemos usar o lema 2.1.8 para todo i < m,.

Caso 1 :Seaebpertencem a Z(R) entao ab = ba e d,,(ab) = d,(ba). Pelos lemas
2.1.5 (i) e 2.1.8, 2d,(ab) = 237, ;_, di(a)d;(b). Logo dy(ab) =3, di(a)d;(b) e
D é uma HS-derivacao.

Caso2 :Sea ¢ Z(R) ou b ¢ Z(R), sem perda de generalidade, podemos supor
que b ¢ Z(R). Lembrando que R é, em particular, um anel semiprimo, utilizemos o
lema 2.1.9 (i7). Segue que @, (a,b)[d, ] = 0 para todo a, b, ¢ € R. Em particular,
¢n(a,b)[b, ¢] = 0 para todo ¢ € R. Conseqiientemente, ¢, (a,b) € T'(b) (ver definicao
0.1.13). Como R é primo e b ¢ Z(R), pelo lema 0.1.15, temos ¢, (a,b) = 0. O

2.2 HSJ-Derivacoes em Anéis Semiprimos

Nosso objetivo aqui é provar que num anel semiprimo R livre de 2-torcao toda
HSJ-derivacao é uma HS-derivacao. No paragrafo anterior ja deduzimos todos os
preliminares necessarios para demonstrar o seguinte

Teorema 2.2.1 Sejam R um anel semiprimo livre de 2-tor¢iao e D = (dy)neN
uma HSJ-deriwvacao em R. Entao D é uma HS-derivacao em R.

demonstragao : Queremos mostrar que ¢,(a,b) = 0 paratodoa, b € R, n € N.
Suponhamos, por hip6tese de inducao, que ¢,,(a, b) = 0 para todo m < n. Sabemos
que Spn(aa b) = _(pn(ba a)a portanto

2(‘10n(a7 b))2 = @n(aa b)@n(a’ b) + @n(a’ b)@ﬂ(aa b) =
= @n(aa b)@n(a’v b) + ¢n (a’v b)(_@n(b’ a)) =
= Wn(aab)( n a7b)_§0n( 7a))
= pu(a,8) (da(ab) = du(ba) + 3., (di(a)d;(8) — d;(B)d;(a) ) =
= ula,b) (daad) = du(ba) + X, [d:(a), d5(0)))
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Porém, pelo lema 2.1.9 (i7), ¢n(a,b) >
reduz a

itj=nldi(a),d;(b)] = 0. Assim, a expressdo se

(5) 2(¢pn(a,0))* = @u(a, b)d,([a, B]).

Visto que ¢, (a,b) € Z(R) (lema 2.1.9 (7)), temos

0 = 2pn(a,b)la,b] = ¢u(a,b)a,b] + pn(a,b)la,b] = @,(a,b)|a,b] + [a, blp,(a,b) (que
é uma expressao do tipo c¢d 4 dc). Apliquemos d,, a ela:

0 =d, (¢nla,b)a,b] + [a,b]pn(a, b)) =

= Y (di(pala,b))d;([a,b]) + di([a, b])d;(2n(a, b)) =

= @n(a, b)dn([a, b]) + dn([a, b])n(a, b) +
+ Y (dilpala b)d;([aB]) + d;([a, B)di(pala, b)) +

i+J=n
1<i<n-1

+ dn(#n(a,))[a, 0] + [a, b]dn(pn(a,b)).
Como ¢, (a,b) € Z(R), segue que

2¢n(a, b)dn([a, b]) + Z (di(n(a, b))d;([a, b]) + d;([a, b)) di(pn(a, b)) +

+ dn(pn(a,b))la, b] + [a, bld,(pn(a,b)) = 0.
Utilizando (5), obtemos

(6)  4(enla,0)* + | Z (di(¢n(a, b))d;([a, b]) + d;([a, b])di(pn(a, b)) +

+ dp(¢n(a,b))[a, b] + [a, bld, (s (a, b)) = 0.

Por hipétese de indugao, temos que ¢,,(a,b) = 0 para todo m < n. Passemos a
mostrar que, nestas condigoes, ¢, (a,b)dx([a,b]) = 0 para todo k < m.
De fato, para k = 0 o resultado é vélido pelo lema 2.1.9 (i7).
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Suponhamos ¢, (a, b)d;([a,b]) = 0 para todo [ < k. Entao,
on(a,b)dy([a,b]) = pn(a,b)di(ab — ba) = ¢, (a,b)dp(ab) — @, (a, b)dg(ba).

Mas, ¢k(a,b) = 0, pois k < n e, portanto, dy(ab) = >
guinte,

ivj=r di(a)d;(b). Por conse-

n(a, b)di([a, b]) = ¢n(a, b) ( > dila)d;(b) — di(b)dj(a)) =

it+j=k
= ¢u(a,b) Y ldi(a), d;(b)] =
i+j=k
=0, pelo lema2.1.9 (7).
Logo, ¢n(a, b)dg([a,b]) = 0 para todo k < m.

Multipliquemos agora (6) por ¢,(a,b) € Z(R). Segue que 4(¢,(a,b))® = 0,
donde (p,(a,b))® = 0, por R ser livre de 2-tor¢ao. Lembrando que anéis semiprimos
nao possuem elementos centrais nilpotentes nao-nulos (lema 0.1.12), concluimos,
finalmente, que ¢, (a,b) = 0, completando a prova do teorema. O



Capitulo 3
Derivacoes Algébricas

Neste capitulo, R é um anel primo (com unidade) nao necessariamente comuta-
tivo e d uma derivagao usual definida no anel R. Q denotard o anel de quocientes
(a direita) de Martindale de R construido no capitulo 0 e C denotard o centrdide
estendido de R. O capitulo segue do trabalho de A.Leroy e J.Matczuk [16].

A derivacao d pode ser estendida a uma tnica derivacao d* : (Q — ) de modo
que d*|g= d. Diremos que d : R — R é T-algébrica (sobre R) (onde T é um subanel
de @ estével por d*), se existir um polinémio nao-nulo f(¢) pertencente ao ”skew”
anel de polinémios T'[t; d*|r] tal que f(d)(R) = 0 (ver defini¢ao 3.2.1). Ademais, d
serd dita X-interna, se existir um elemento ¢ € Q tal que d(z) = qx — xq para todo
z € R.

V.K.Kharchenko em seu trabalho [13] mostrou que se d é R-algébrica e R é de
caracteristica zero, entao d é X-interna. Apresentaremos uma prova simplificada
deste resultado, devida a A.Leroy e J.Matczuk [16]. Além disto, demonstraremos
o teorema 3.2.13, o qual afirma que d* é R-algébrica < d* é Q-algébrica < d é
Q-algébrica & d é R-algébrica < d* é C-algébrica < d é C-algébrica.

3.1 Preliminares

Neste paragrafo apresentaremos algumas definicoes e resultados fundamentais
para a compreensao do restante do capitulo. Iniciamos lembrando alguns relati-
vos ao anel @ de quocientes (a direita) de Martindale de R que, embora tenham
sido apresentados no capitulo 0, serao doravante utilizados com certa freqiiéncia.
Agrupamo-los no seguinte lema:

40
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Lema 3.1.1 Sejam R um anel primo (com unidade) e ) o anel de quocientes
(a direita) de Martindale de R. Entao:
(i) R CQ;
(ii) se a € Q, entao existe um ideal bildtero nao-nulo T de R tal que aZ C R;
(i1i) sea € Q € tal que aZ =0 ou Za = 0 para algum 0 # Z <4 R, entdo a = 0;
(iv) se (0) #Z AR e f:Z— R éum homomorfismo de R-mddulos a direita, entdo
existe um elemento a € Q tal que f(i) = ai para todo i € T;
(v) o centro C de Q é um corpo, chamado de centrdide estendido de R.

Definigao 3.1.2 Sejam R um anel (ndo necessariamente comutativo) e a um
automorfismo de R. Uma aplicacdo D : R — R é dita uma a-DERIVACAO, se
para quaisquer elementos a, b de R tem-se
1. D(a+b) = D(a) + D(b);

2. D(ab) = D(a)a(b) + aD(b).

Seja D uma a-derivacao de R e X uma indeterminada sobre R. Se no conjunto

S={>",X';: a; € R} consideramos a soma usual

por distributividade e mediante a relagdo aX = Xa(a) + D(a) para todo a € R,
obtemos o anel chamado "SKEW” ANEL DE POLINOMIOS ou EXTENSAO DE
ORE de R, que denotamos por S = R[X;a, D].

Se em particular D = 0, entdo aX = Xa(a) para todo a € R e S sera dito de
TIPO AUTOMORFISMO. Neste caso, denotamos S = R[X; a].

Se a = idp, D é uma derivagao usual e entao aX = Xa+ D(a) para todo a € R.
Neste caso S serd dito de TIPO DERIVACAO e denotado por S = R[X; D).

Proposicao 3.1.3 Sejam R um anel primo ed : R — R uma derivacdo. Entdo
existe uma unica derivacdo d* : QQ — Q que € extensdo de d (i.e., tal que d*|gp=d).

prova : Seja ¢ € (). Pelo lema 3.1.1 (i), existe um ideal bilatero nao-nulo Z de
R tal que ¢Z C R. Nosso propdsito é definir d*(q).
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Dados ¢ € Q e i € Z, temos que ¢i = r € R. Entao, d(qi) = d(r).

Para que d* seja extensao de d e ainda continue sendo uma derivacao, deve
satisfazer d(r) = d(qi) = d*(q)i + qd*(7).

Note que se d(i) € Z?, entdo qd*(i) € T C R e também d*(q)i € R. Por conse-
guinte, tomamos i € Z*, pois sendo d uma derivacao e Z um ideal bildtero, segue que
d(Z3) C Z? conforme desejado. Definimos entdo d*(¢) € @ como sendo a aplicagio
d*(q) : T — R tal que

(1) d*(q)i = d(qi) — qd(i) para todo i € T°.

A prépria expressao de d*(¢) nos mostra que d* é bem definida, visto que in-
depende da escolha do representante da classe de equivaléncia, uma vez que d ja é
bem definida. Vejamos agora que d* é de fato uma derivacao.

Sejam ¢,¢' € Q e i € Z®. Sem perda de generalidade, suponhamos que i = jl,
com j € I?, | € Z. Portanto,

d*(qq')i = dlaq'i) — qq'd(i) =

= d(g(q'H)) — qq'd(jl).
Note que ¢'j € Z e entao ¢(q¢'j) € ¢Z C R. Conseqiientemente, podemos computar
d((qq'7)l). Assim sendo,

d*(qq")i = d((qq'j)l) — qq'd(jl) =
= qq'jd(l) +d(qq'j)l — qq¢'jd(l) — qq'd(j)l =
= d(qq'j)l — qq'd(j)I.

Por outro lado,

qd*(¢'")i = qd(q'i) —qq'd(i) =
= qd((Q])l)—qqd(J)
= qq'jd(l) + qd(q'j)l — qq'jd(l) — qq'd(j)l =
= qd(q'j)l — qq'd(j)!

d*(q)d"i = d*(q)q'jl
= d(qq'jl) - qd(qjl)
= qq'jd(l) +d(qq'j)l — qq'jd(l) — qd(¢'j)l =
= d(qq'j)l — qd(q'j)!.

Comparando as expressoes obtidas, d*(qq')i = (qd*(¢') + d*(q)q')i para todo i € Z°.
Assim, d*(qq') = qd*(¢') + d*(q)¢ e segue que d* é uma derivagao.
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Observemos ainda que d* estende d. De fato, sejam r € R e i € Z?. Como
d(ri) = rd(i) + d(r)i, segue que d*(r)i = d(ri) — rd(i) = d(r)i. Assim sendo
(d*(r) — d(r))Z = 0 donde d*(r) = d(r).

A unicidade segue facilmente de (1) com um raciocinio semelhante ao do tltimo
paragrafo. O

Definicao 3.1.4 Sejad: R — R uma derivacao. Diremos que d é uma derivacao
INTERNA, se existir um elemento a € R tal que d(z) = ax — xa para todo x € R.
Neste caso, d, denotara esta derivagao interna definida por a.

Por outro lado, diremos que d : R — R é X-INTERNA se existir um elemento
q € Q tal que d(x) = qx — zq para todo = € R.

Observagao 3.1.5 Kharchenko [13] provou que toda derivacao algébrica sobre
um anel primo de caracteristica zero (no sentido da definicdo 3.2.1) é X-interna.
Esta denominagao tem sido dada justamente como homenagem a ele.

A seguir, mostraremos que vale o algoritmo da divisao a direita em Q[¢t; d*],
quando o divisor é um poliné6mio moénico nao-nulo. O simbolo @ indicara o grau do
polinomio.

Proposicao 3.1.6 Sejam f(t), g(t) € Q[t;d*]. Se g(t) é um polinémio monico,
entdo existem unicos q(t), r(t) € Q[t; d*] tais que f(t) = q(t)g(t)+r(t), onder(t) =0
ou Or(t) < dg(t).

prova : Antes de iniciarmos é conveniente salientar que a prova é semelhante a
conhecida no caso usual. Sejam

f(t):tmam—ktmilam,l—f— ... Ftag +ag, a; EQ e

g(t) = tn +tn_1bn_1 + ... +tb1 -+ b(), bz S Q

Existéncia: Se f(t) = 0, basta tomar ¢(t) = r(¢) = 0. Suponhamos f(t) # 0. Assim,
df(t) = m. Se m < n, basta tomar ¢(t) = 0 e r(t) = f(t). Portanto, podemos
assumir m > n e que o resultado é valido para todo polinomio de grau menor que
of(t). ,

Agora seja fi(t) o polinomio definido por: f(t) = t™ "a,,g(t) + fi(t). E facil
observarmos que 0f;(t) < df(t).
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Pela hipétese de indugao, existem ¢, (t),r1(t) tais que: fi(t) = q1(t)g(t) + r1(1),
onde 71(t) = 0 ou Jry(t) < dg(t). Dai segue imediatamente que
f(@) = (qi(t) + t™ ™ay)g(t) + r1(t). Portanto, tomando ¢(t) = ¢i(t) + t™ "a,, e
r1(t) = r(t), fica provada a existéncia.

Unicidade: A prova da unicidade ¢ inteiramente andloga a do caso usual. O

Observacgao 3.1.7 No paragrafo seguinte trabalharemos com polinémios f(t) e
precisaremos computar f(d), onde d é uma derivagao.

Para fazer sentido calcular f(d), devemos ter um homomorfismo: R[t] — End(R).
No entanto, a aplicacao acima serd homomorfismo, somente se partirmos de R|[t;d].
Isto é o que afirma o proximo lema, que apresentaremos sem demonstracao.

Lema 3.1.8 Considere ¢ a segquinte aplica¢ao:

¢ Qt;d] — End(Q)
Yicota ~ Yigde 1 Q—Q _
2 Y0 4 @)

Entdo ¢ é um homomorfismo de anéis, onde o produto em End(Q) é a composi¢ao.
Denotamos f(d) = ¢(f).

3.2 Derivacoes Algébricas

Sejam d uma derivacao definida num anel primo R e 7" um subanel de Q estavel
por d* (i.e., d*(T) C T).

No nosso estudo de derivacoes algébricas vamos considerar os polindmios em d
onde os coeficientes nao sao necessariamente constantes sob d (i.e., ndo necessaria-
mente se anulam sob d); serd pratico trata-los como elementos do ”skew” anel de
polinomios.

Definicao 3.2.1 Diremos que d é T-algébrica sobre um ideal nao-nulo T de R,
se existir um polinomio nao-nulo f(t) € T[t;d* |r] tal que f(d)(Z) = 0 (conforme
lema 3.1.8).

Se I = R, diremos simplesmente que d é T-algébrica.

Por grau da derivacao algébrica entendemos o minimo grau de um polinomio
f(t) nas condigées acima e o denotamos por Of(t).

Lembramos que derivagoes aplicam o centro do anel nele préprio (lema 2.1.8):
assim, d* ¢ é derivacao em C.
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Lema 3.2.2 Se d é C-algébrica, entio d é R-algébrica.

prova : De fato, existe um polinébmio nao-nulo
f(t)=t"c, +t" tep_1 + - - - + o € C[t; d*|¢] tal que f(d)(R) = 0. Pelo lema 3.1.1
(i) e (i1), existe 0 # J < R tal que ¢;J C R para todo i e ¢;J # 0 para algum .
Seja j € J tal que 0 # ¢;j € R (temos ¢;j # 0 para algum i por (iii) do lema 3.1.1).
Portanto, > 1 d'(r)(c;j) = 0 para todo r € R, e d é R-algébrica. O

O teorema 3.2.12 que demonstraremos logo mais nos da uma reciproca deste
fato.

Lema 3.2.3 Seja d uma derivacao R-algébrica de grau n. Entao d satisfaz um
polinémio ménico g(t) € Q[t;d*] de grau n. Ademais, se a caracteristica de R for
mator do que n, entao d é X-interna.

prova : Seja
A={r € R|3(rn_1,"n_2,...,71,70) € R" tq. d"(z)r+d" " (x)r,_1+... 4219 = 0,Vx € R}.
Sejamz € R,r € Aer, 1,7 2,...,71,70 € R elementos como aparecem na defini¢ao
de A. Vemos que A é um ideal a direita de R e, como d é R-algébrica de grau n,

A # 0. Sabemos, pela proposicao 0.3.2 que, para todo m < n e para qualquer
y € R, d"(yz) = Y1 o(")d'(y)d™"*(z). Portanto,

0=d"(yz)r+d" "(yz)rp_1+ . . . +d(yz)ri +yare =

= Z(?)di(y)d”i(fv)r+2(’2l)di(y)d””(«’B)?"n1+- . Ayd(z)ri+d(y)zri+yary =

=y (d"(x)r +d" ' (@)rp_1 4. . 4 d(z)r 4 2r) +
+ d(y) (nd" "(2)r + (n— 1)d"?(@)rp_1 4. . . 4ar) + ...
.+ d"(y) (nd(x)r + 21, _y) + d"(y)ar =
=d"(y)er +d" H(y) (nd(z)r +zr, 1)+ . . .
. +d(y) (nd Nz)r + (n— 1)d" *(@)rpa +. . .+ ar) +
+y (d"(x)r +d" (@)rp_1 +. . .+ d(z)r + ar) .

Isto é, parar € Ae x € R, existe um polinomio com termo dominante xr que se
anula em y para todo y € R, ou seja, A é ideal a esquerda também. Logo, é um
ideal bilatero nao-nulo de R.
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Definamos, para cada i = 0, 1, - - -, n, as aplicacoes ¢; : A — R tais que
i(r) =r;, onde r, =1 e (rp_1,...,79) é uma upla associada a r como na defini¢ao
de A. Como d é R-algébrica de grau n, todas as aplicacoes ¢; sao bem definidas. De
fato, sejam r, ' € A tais que r = r'. Entdo, para r € A, existem r,,_q, ..., g cOMoO
na defini¢ao de A. Analogamente para r’ € A, ambos satisfazendo um polinomio de
grau n, isto é,

d"(z)r +d" N z)rp 1+ -+arg = 0e
d™(z)r' +d" Y a)rl_ +---+ary = 0, Vz€R.
Como r = 7', as expressoes acima nos dao
d" N z)(rp_1— 1) +d" 2 (x)(rp_g — 1) o)+ +x(rg—rf) = 0 para todo = € R.

O polinémio encontrado acima é de grau estritamente menor do que n e é anulado
por todo = € R, contrariando a minimalidade de n. Logo r; — 7} = 0 e as ¢;’s estao
bem definidas para todo i € {0, 1,...,n}.

Para r, v € A e s € R, podemos verificar facilmente que ¢;(rs) = ¢;(r)s e
i(r+r") = @i(r)+pi(r') paratodoi € {0,1,---,n}. Logo as ¢;’s sao homomorfismos
de R-médulos & direita. Entao, pelo item (iv) do lema 3.1.1, existem qq, ¢, - - -,
In-1, gn = 1 em @ tais que ¢;(r) = ¢;r para todo r € A e para todo i € {0,1,---,n}.
Por conseguinte,

0=d"(@)r+d" " (@)rp_1+ ... +aro=(d"(@)+d" " (@)gn1+. . . +2q0)T

para cada r € A e para qualquer z € R, onde o fator entre parénteses na expressao
acima ¢ um elemento de (). Como r € A é arbitrério, o item (iii) do lema 3.1.1
mostra que g(d)(x) = 0 para todo = € R, onde

gty =t"+ 1" gor + . . . +tq +qo € Qt; d¥].

Suponhamos agora que n < caracteristica R (note entdo que neste caso n é um
inversivel em @, pelo lema 0.2.23). Sejam x, y € R. Entao

0= g(d)(ry) =
= (d"(y) + A" (Y)dn-1 + - . -+ dy)a + yao) +

+d(x) (nd" ™ (y) + (n = A" (Y) g1 + . . .+ ya) +
+d" " (x) (nd(y) +yga-—1) + d" (2)y.
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Temos ainda que

0=g(d)(z)y =d"(@)y+d" " (¥)gnry+ . . . +d@)qy + Y.

Dado que dd = n e que x é arbitrario, ao subtrairmos as duas expressoes acima e
compararmos os coeficientes, resulta que nd(y) + y¢, 1 = ¢,_1y para todo y € R.
Pela hipGtese sobre a caracteristica de R, podemos escrever d*(y) = 2= =ty — yq” L =

= [qnn_l ; ?J] para todo y € R. Logo, d é X-interna. O

Exemplo 3.2.4 E conveniente destacar o fato de que a hipotese sobre a carac-
teristica de R é essencial para a validade da ultima afirmacao do lema 3.2.3. De
fato, se d é a derivacao "standart” de F(t), o corpo das fungoes racionais sobre um
corpo F de caracteristica p < oo, entao é facil verificar que d? = 0.

Ademais, num anel comutativo toda derivacao interna é a derivacao identica-
mente nula. Como F(t) é comutativo e d é uma derivagao nao-trivial, segue que d
nao é interna.

Observacao 3.2.5 Podemos estender d* : Q) — @ a Q[t; d*], bastando para isto
definir para um elemento f(t) = t'q; € Q[t; d*], d*(f(t)) = > t'd*(qi)-

Uma inducdo facil mostra que gt! = Zézo(ﬁ-)tid*l_i(q) para todo g € . De fato,
se vale a férmula acima, pela lei de comutagao qt = tq + d*(q) em Qlt; d*], temos:

gt = gt = Sy (O (@) = S ()™ (g) + Shy(rid ™ (g) =

l l

=g+ (Lo (@) + DO (@) +dT () =

i=1 i=1

[
Z OE  (g) + g+ d(g) =

I+1

=S ().

1=0

Agora é facil verificar que d* resulta também uma derivacao em Q[t; d*].
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No préximo lema utilizaremos a notagao f(d) = 0 indicando que, para o po-
linomio f(¢) acima, f(d)(z) =Y. ,d(z)g; = 0 para todo x € R. Do mesmo modo,
d*(f(d)) = 0 indicard que > i, d'(z)d*(¢;) = 0 para todo = € R.

Lema 3.2.6 Sejam d : R — R uma derivacao e d* : Q[t;d*] — Q[t; d*] a sua
extensdo a Q[t; d*]. Se existir um polinomio madnico f(t) € Q[t; d*] de grau n tal que

f(d) =0, entao d*(f(d)) = 0.

prova : Suponhamos que f(d) =0, ou seja, Y ., d'(z)g; = 0 para todo z € R,
com ¢; € Q, ¢, = 1. Aplicando d* a esta expressdo, temos Y .  d'(x)g +
Yoo di(x)d*(q;) = 0 para todo x € R. Mas, Y i d™(z)g = Y i, d'(d(x))g.
Como por hipétese > d'(z)q; = 0 para todo = € R, vale também no caso particu-
lar em que d(z) € R é tomado no lugar de z. Portanto, Y., ,d'(d(z))g = 0. Logo,
>F o di(z)d*(¢;) = 0 para todo x € R. Conseqiientemente, d*(f(d)) = 0. O

Corolario 3.2.7 Se g(t) = t"+t" q,_1+---+1qi+qo € Qt; d*] é um polinémio
monico de grau n anulado por d, entdo g(t) satisfaz as sequintes propriedades:
(i) d*(¢;) =0 parai=0,1, ---, n—1, isto é, g(t) tem coeficientes constantes;
(i1) Z?:jﬂ(;)di_j(x)qi = gz — xq; para todo v € R e qualquer j =0, 1, -+, n—1;
(i1i) o polinémio g(t) pertence ao centro de Q[t; d*];
(i) [¢i,q;] =0 para 0 <i<j<mn-—1;
(v) g0 = 0.

Em particular, valem para o polinomio construido no lema 3.2.3.

prova : (i) Sabemos que g(d) = 0 (g(¢) existe pelo lema 3.2.3). Portanto, pelo
lema 3.2.6, d*(g(t)) anula d e como ¢, = 1 e d*(1) = 0, ele é um polinémio de grau
menor que dg(t) que anula d. Logo d*(g(t)) = 0 é o polinémio identicamente nulo,
donde os coeficientes d*(¢;), i =0, 1, - - -, n — 1, sao todos nulos.

(17) Como na prova do lema 3.2.3, a identidade g(d)(zy) — g(d)(z)y = 0 para
x, y € R, fornece um polinomio de grau menor do que n e que anula d. Entao os
coeficientes deste polinomio devem ser todos nulos e disto resultam as igualdades
desejadas.

(73i) Da lei de comutagao qt = tq+d*(q) em Q[t; d*] e da parte (i) provada acima,
resulta claramente que tg(t) = g(t)t em Q[t; d*].
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Por outro lado, vimos na observacio 3.2.5 que qt' = Zizo(ﬁ)tid*l_i(q) para todo
g € Q. Utilizando esta férmula e a parte (ii), obtemos g(t)a = ag(t) para todo
a € R. De fato,

n—1 n—2
ag(t) — g(t)a=t"a+ Y _(M)td" " (a) + " agu_r + D (T (a)guo1+
i=0 1=0
n—3
; n—2—1i
H"Page o + Y (AT () gzt -+ Paget
=0

+ 2td* (a)go 4+ d* (a)q2 + d*(a)q + tag + agy — t"a —
— " Ypa — " qu0a — ... —tpa—tqa— qa =
= =" (gn-10 — agn_1) — 1" (Gn—20 — agp_3) —

— t*(q2a — aqz) — t(qra — aq1) — (qoq — aqo)+

n—1 n—2
Y O (@) + Y (T (@) g 1+
i=0 i=0
n—3 . )
+ Z(n;Z)tld*n_d_l (a)gn—2 + 2td*(a)gz+
=0

+d° () + d*(a)gr =

n

= " nd(a) — "2 3 (Lo)dD (a)g; -

i=n—1

__tji: dz 1 j{:(# a)qi+
-2

+) (Mt Z"ltld*”“ )t + . . .

1=0

?
D

S
Il
o

-+ 2td*(a)go + d* (a) g2 + d*(a)q = 0.
Logo, ag(t) = g(t)a para todo a € R.
Sejam agora ¢ € Q e (0) # Z < R tais que ¢Z C R. Portanto, para todo a € Z,
em Q[t; d*] temos g(t)ga = qag(t), pois qa € R. Do mesmo modo, qag(t) = qg(t)a,
pois a € R. Entao, (¢(t)q — qg(t))a = 0 para todo a € T.
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Segue que ¢(t)qg — qg(t) = 0 para todo ¢ € Q. Esta relacao junto com
tg(t) = g(t)t prova que g(t) pertence ao centro de Q[t; d*].

(v) Por (i), temos d*(g;) = 0 para todo 0 <4 < n — 1. Sabemos que
qt! = Zé.:o(é)tjd*lﬁ(qi) e, por (iii), ¢;g(t) = g(t)¢;. Comparando os coeficientes,
concluimos que ¢;q; = gj¢; para 0 <7 < j <n—1.

(v) Temos g(d)(z) = 0 para todo z € R. Ou seja,
0=d"(x) +d" () gn-1 + -+ d(z)q1 + xg0 = Z d'(x)q; + Tqo.
i=1

No entanto, pela parte (iz) com j = 0, temos > ., d'(x)g; = qox — zqo. Portanto,
segue que gor = 0 para todo z € R. Logo, ¢y = 0. O

Corolario 3.2.8 Se d ¢ uma derivacao algébrica sobre um anel primo R, entao
o centro de Qlt; d*] nao estd contido em Q).

prova : Vimos que g(t) como acima possui grau positivo e pertence ao centro
de Q[t; d*]. Logo o centro de Q[t; d*] é nao-trivial, i.e., Z(Q[t;d*]) € Q. O

Lema 3.2.9 Seja d uma derivacio X-interna em R, definida por um elemento
a € Q. Entdo as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) a € algébrico sobre C;
(ii) d é C-algébrica;
(111) d é R-algébrica;
(iv) d* é C-algébrica;
(v) d* é R-algébrica.

Ademais, se uma destas afirmacdes € verificada, entdo o grau de a sobre C é
igual ao grau de d sobre R.

prova : (i) — (7)) Suponhamos que a € @ seja algébrico de grau n sobre C.
Seja Y i, t'¢; € C[t; d*|¢] com ¢, = 1 um polindmio minimal de a sobre C.
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Como d(z) = ax — xa para todo z € R, temos que (d — a)(z) = (—1)za para
todo x € R. Isto é, aplicar (d — a) ao elemento = € R significa multiplica-lo por
(—1) a esquerda e por a a direita. Portanto,

(d—a)*(z) = (d—a)((d - a)(z)) = (~1)(~1)zaa = za”.

Utilizando uma indugao trivial, chega-se a (d—a)'(z) = (—1)'za’ paratodo 0 <i <n
e para qualquer x € R. Entao,

n

0= zn:aici = xzn:aicz- = zn:xaici = Z(—l)i(d —a)'(2)c;.
i=0 i=0 i=0

1=0

Isto significa que d satisfaz um polindmio ménico de grau n sobre Cla], ou seja,
d é Cla]-algébrica. Visto que C[a][d] é finito-dimensional sobre Cl[a] e Cla] é finito-
-dimensional sobre C, por transitividade temos que C[a][d] ¢é finito-dimensional so-
bre C, digamos de grau m < oc. Entao 1, d, d?, - --, d™ (m + 1 elementos) sdo
linearmente dependentes sobre C. Portanto existem elementos bg, by, - - -, b,, € C
nao todos nulos tais que y .- d'b; = 0 e isto nos diz que d é C-algébrica.

(ii) — (i77) E justamente o lema 3.2.2.

(#4i) — (i) Suponhamos d R-algébrica de graun e seja f(t) =Y i t'r; € R[t; d]
um polinémio minimal para d sobre R. Como d(x) = ax — za para todo x € R,
segue que d*(z) = d(d(z)) = d(ax) — d(za) = a*x — 2aza + za® para todo = € R.
Por indugao, podemos provar facilmente que d’(z) = 7% (=1)"(})a’za’~/ para
todo 0 <1 < n e qualquer x € R. Portanto,

0=f(d)(x)=)_ (Z(—niﬂ(;)afmi—f) r; para todo = € R.

i=0 \j=0

Trocando a ordem das parcelas, obtemos 0 = Z?:o ajxfj(a) para todo z € R, onde

fila) =320 @ (=)™ (§)ri.
Por ser R um anel primo, o lema 0.2.22 nos diz que a ¢ algébrico sobre C de
grau inferior ou igual a n.

Para provarmos (i) <> (iv) <> (v) valemo-nos de raciocinios inteiramente analogos
aos acima:
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(i) = (iv) E analogo ao argumento utilizado para mostrar que (i) — (i).
(iv) = (v) = (i) E imediato, tendo em vista a prova de (ii) — (i) — ().

(v) — (i7) Utiliza-se 0 mesmo argumento de (iii) — (i) — (i7). O

Teorema 3.2.10 Seja n menor do que a caracteristica de R. Se d é R-algébrica
de grau n, entao:
(i) d é X-interna;
(i1) d* satisfaz o mesmo polinémio minimal com coeficientes em R que d;
(iii) d* é C-algébrica;
(iv) d* satisfaz o mesmo polinémio minimal com coeficientes em C que d.

demonstracio : (i) E exatamente a afirmacio do lema 3.2.3.

(¢7) Sabemos que d satisfaz um polinémio monico ¢(t) € Q[t; d*] de grau n, pelo
lema 3.2.3.

Basta mostrar que ¢g(d*)(z) = 0 para qualquer x € Q. De fato, seja f(¢) um
polinomio minimal para d com coeficientes em R. Pela proposicao 3.1.6, podemos
dividir f(t) por g(t) a direita em Q[t; d*], encontrando polinémios p(t) e r(t) tais que
f(t) =p(t)g(t) +r(t), com r(t) = 0 ou dr(t) < dg(t). Assim, f(d*) = p(d*)g(d*)+
+r(d*). Para x € R, temos 0 = f(d*)(z) = p(d*)(g(d*(z)) + r(d*)(z) = r(d*)(z).
Ou seja, r(d*)(x) = 0 para todo z € R. O fato de que o grau de g(t) é igual
ao grau de d sobre R (conforme lema 3.2.3) implica que r(t) = 0. Logo, f(t) =
p(t)g(t) em Q[t;d*]. Se provarmos que g(d*(z)) = 0 para todo x € Q, teremos que
0 = p(d*)(g(d*(z))) = f(d*(x)) para todo z € Q. Portanto, d* satisfaz o mesmo
polinémio minimal com coeficientes em R que d.

Passemos entdo a mostrar que g(d*)(z) = 0 para qualquer x € Q.

Como d é X-interna, seja a € @ tal que d* é a derivacao interna induzida por
a, isto é, d*(r) = ax — ra para todo x € Q. Pelo lema 3.2.9, d* é R-algébrica.
Obviamente o grau de algebricidade de d* segue sendo n. Agora, aplicando o lema
3.2.3 a d*, temos que d* satisfaz um polinomio monico f(t) € Q[t; d*| de grau n.
Entao é evidente que f(d)(x) = 0 para todo x € R. Como 9g(t) = n = df(t), os
polinémios f(t) e g(t) sao iguais. Por conseguinte, g(d*) = 0.

(471) Pelo item (i), d* é interna definida por um elemento a € @ e, por (ii), d* é
R-algébrica de grau n. O lema 3.2.9 mostra que d* é C-algébrica.
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(1v) Sejam f(t) um polindmio minimal para d com coeficientes em C e g(t) o
polindomio monico para d com coeficientes em () introduzido no lema 3.2.3. O mesmo
raciocinio utilizado no item (i) mostra que f(t) = p(t)g(t) em Qt; d*] para algum
p(t) € Q[t; d*]. Por (ii), g(d*) =0, donde f(d*) =0. O

Observagao 3.2.11 A primeira afirmacao do teorema no caso em que a carac-
teristica de R ¢ infinita também foi obtida por Kharchenko [13] em seu estudo sobre
a teoria das identidades diferenciais.

Lema 3.2.12 Seja d uma derivacao R-algébrica. Se caracteristica R =p < 0o,

entdo existem elementos co, c1, -+, ¢, de Cgo = {c € C | d*(c) = 0} tais que
b=>" " ¢; € uma derivacdo interna de @) induzida por um elemento algébrico
sobre C.

prova : O corolédrio 3.2.7 nos permite escolher um polinémio f(t) = Zizg t'a;
de grau minimo no centro de Q[t; d*]. Mostraremos inicialmente que os polinémios
1) = Z;g 77 (%) a; sdo centrais.

Igualando os coeficientes dos monomios de mesmo grau em tf(t) = f(t)t e lem-
brando que gt = tq + d*(q) para todo ¢ € @, obtemos:

>0 >0 >0 >0

Dt =tf(t) = fO)r =) Hait = 17+ #d*(a),
P i=0 i=0 i=0

donde segue que d*(ag) = 0 (termo independente).

Comparando os coeficientes dos termos de grau 1, temos ag = ag + d*(a;), donde
d*(a;) = 0. Sucessivamente, encontramos d*(a;) = 0 para todo 0 < i < [. Portanto,
fi(t) = tf;(t) + Zﬁzg t77d*(a;)(5) = tf;(t) para todo j = 0, 1, - - , 1. Como para
cada © € Q, zf(t) = f(t)z e j4 sabemos que zt* = Y "  t'(*)d*" " (z) para todo
x € Q e para todo u € N, segue que

l

l 1 l l
SN HEHE  (@)a =Y atia =Y ta=af(t) = f(t)a =Y taa.

i=0 j=0 1=0
Logo,

<tiai:v — thd*i_j (x)(;)az) = 0.

=0

)
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Comparando os coeficientes de t* para todo k € {0,1, . . . ,1}, segue que

I
b = axr — Zd*kk(x)(ﬁc)a =
ik

para todo z € @) e qualquer k € {0,1,---,1}. Calculando f;(t)x — xf;(t) para todo
r € ) e qualquer j € {1,---,1} (tomamos j > 1 para que os f; tenham grau menor
do que df), obtemos

I 1—j

fi)x—af;(t) = Ztk IMapz— th’ I( Ztk’j(f)akx—xZti(i?)aiﬂ =

k=j k=j =0
i
_Ztk I( akx—ZZtr a*” () (1) lﬂ)alﬂ =
1=0 r=0
l=j 1-j
—Zt’“ IBare =3 rd (@) () (F e =
r=0 i=r
1 —j l
= Zt’“‘j Bawe =Y > 77d 7 (@) (L) (Fas; = Y s,
k=j r=j i=r—j k=j

onde s é dado por

l—j7 l

Sk akx Z d*lﬂ i )(H])azﬂ (k)akfv— Zd*i_k( )(;c—]y)(j)a’i

1=k

para cada k € {j,---,1}. Mas, (}) (;;_J]) = (¥) (;21), donde,
= ) (- D ) -

= () ( - Zd*“’%x)(;;)ai) =
= ()b =

=0 para k€ {j, ... [}
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Portanto, f;(t)x — xf;(t) = Zﬁc:j "1 (%)by = 0 para todo = € Q e qualquer
ke {j,--- 1}. Isto conclui a prova de que os f;(t)’s pertencem ao centro de Q[t; d*].

A minimalidade do grau de f(¢) em relacdo ao centro de Q[t;d*| implica que
df;(t) =0paraje {1, ... I} Isto significa que f;(t) = a; € Q. Por conseguinte
za; = a;x para todo z € ), o que quer dizer que a; € C.

Do mesmo modo ta; = a;t, o que mostra que d*(a;) = 0. Ou seja, a; € Cgs.

Ademais, dada a definicao de f;(t) e visto que f;(¢) tem grau zero, segue que
(%)a; = 0 para todo i, j tais que 1 < j <i <.

Utilizemos agora a hipdtese sobre a caracteristica de R. Supondo que carac-
teristica de R = p < oo, 0s inteiros ¢ para os quais (;) = 0(mod p) para todo
0<j<isaoi=p,p% ....Demodoquea; =0,se: nao for zero nem poténcia
de p. Entao, tomando ¢; = a,i, obtemos f(t) = > 1" " ¢; + ag, onde ¢; € Cys e
d*(ao) = 0.

Tomando a expressao de b, acima, com k = 0, temos:

l

!
0=0by=ayr — z:cl*z (x)a; = apr — xag — Z d* (x)a;
i=1

1=0

para todo z € Q. Isto é equivalente a dizer que > " " (x)e; = agx —xag para todo

r € Q. Entao d(z) =Y ", s (x)c; define uma derivacao interna em @ induzida
por b = aq.

Resta-nos mostrar que b é algébrico sobre C.

Seja T' o subanel de @) gerado sobre Cgy por ¢y, * -+, ¢u_1, onde 0s ¢; sao os
coeficientes do polinémio ménico ¢(t) definido no lema 3.2.3 (pelo corolario 3.2.7,
g0 =0, d(¢;) =0 e [g,q] = 0paratodo 0 <i < j <n-—1). Como estes g
comutam entre si e com os elementos de Cy:, segue que T'= Cy:[qq, - - -, ¢n_1] € um
subanel comutativo de Q).

Seja E o subanel de @) gerado por T e R. Tomemos d' = d*|z. Note que d* se
restringe bem a E, pois d' leva R em R e T em zero. Se considerarmos End(E, +)
como um 7T-modulo a direita (t-r=tr € E, t € T, r € R), entao T estd contido em
End(E,+).

Definamos por M o T-submdédulo de End(E, +) gerado por {1,d’,d"?, ---}. Utili-
zando o coroldrio 3.2.7 {tens (i), (iv) e (i), chegamos a > i, d"(x)q; = 0 para todo
x € E.
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De fato, o resultado vale para todo x € R, pois g(d)(R) = 0. Pelo lema 3.2.3,
segue valido para todo x € Q. Pela definicao de Cy+, continua valendo para x € Cg-.
Portanto, vale para todo elemento de T'= Cgy«[g1, - * -, Gn_1]-

Note que d é T-linear. Entao para qualquer j =0, 1, ---, n — 1 temos
d(g;jr) = q;d(r) com ¢; € Q, r € R. Fixemos j € {0,1,---,n—1} esejar € R. Pela
T-linearidade de d e pelo corolério 3.2.7 item (7), segue que

n n

de q] Zq]dlz = ¢ Zdlz(r)qz —0.

i=1 i=1

Pelo item (7v) do mesmo coroldrio e lembrando que ¢; é central, temos

Z d"(rq;)q (Z d"(r ) q; = 0.

O mesmo raciocinio vale para x = ¢;rgy.
Vejamos o que acontece com os elementos de E do tipo z = r¢;7’, comr e r' € R.
Pelo coroldrio 3.2.7 (ii), concluimos que

n

gr= > (7)) +rg).

i=j+1

Por este motivo, dado ¢;r € E existem r,, ¢;, tais que ¢;r = ) 75q;,. Logo E é
gerado por produtos da forma rg;. Entao rg;7" =) (u)g;, = v'q;, onde u, v’ € R.
Portanto, Y i, d"(z)g; = 0 para todo = € E.

Uma vez feito isto, podemos concluir que M é, portanto, um T-moédulo fini-
tamente gerado por {1,d’,d?,---,d™'}. Sendo T um subanel finitamente gerado
sobre um corpo, 7' é¢ noetheriano. Por conseguinte, M ¢ noetheriano.

Chamando &' = " (d')?"¢; e considerando os T-submédulos de M gerados por

{5/} g {61,612} g {61,612,5’3} g C

obtemos uma cadeia ascendente de T-submédulos de M. Logo, tal cadeia é esta-
cionaria. Concluimos que ¢’ é algébrica com coeficientes em T. Sendo assim, ¢’ é
(Q-algébrica sobre £ O R.

Isto nos diz que a derivacao interna induzida por b é ()-algébrica sobre R e o
lema 3.2.9 afirma entao que b é C-algébrico. O
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Teorema 3.2.13 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) d* é R-algébrica;
(i1) d* € Q-algébrica;
(i1i) d é Q-algébrica;
(iv) d é R-algébrica;
(v) d* é C-algébrica;
(vi) d é C-algébrica.

demonstragao : As implicagoes (v) — (i) — (iv), (v) = (vi) e (vi) — (iv)
seguem do lema 3.2.9.
A implicagao (i) — (i7) — (4i7) é imediata.

(iii) — (iv) Se d é Q-algébrica, entdo existe um polinomio f(t) = Y7 t'¢; € Q[t]
tal que f(d) = 0. Pelo lema 3.1.1 (7i), existe (0) # Z < R tal que 0 # ¢;Z C R.
Tomando « € 7 tal que, para algum i, 0 # ¢;a € R, temos Y o d'(z)(g:c) = 0 para
todo x € R. Logo d é R-algébrica.

Para provar o teorema, é suficiente agora mostrar que (iv) — (v).

(iv) — (v) Se a caracteristica de R > n = grau de d sobre R, entao o teorema
3.2.10 nos fornece o resultado.

Caso caracteristica de R = p < n = grau d, o lema 3.2.12 mostra que para todo
reQ,ox)=>", s (x)e; = bxr — xb, onde b é um elemento algébrico de @ e
¢; € Cyg+. O lema 3.2.9 mostra que § = Z:’;o " ¢; ¢ uma derivagao C-algébrica.
Utilizando o fato de que os ¢; pertencem a Cg+, obtemos assim uma equacao para
d* com coeficientes em C. O

Observemos ainda que o polinomio minimal para d com coeficientes em C pode
ser suposto monico e que, como no corolario 3.2.7 (i), os coeficientes deste polinomio
estao na realidade em Cgx.

Em [6], Chung e Luh mostraram que se d"(Z) = 0 para um certo ideal nao-nulo
7 de R, entao d"(R) = 0.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que d(Z) C Z, como em [6]. De fato,
se d(Z) = 0, entao J = Z+d(Z)+d*(Z)+---+d""(Z) é um ideal bildtero nao-nulo
de R tal que d"(J) =0e d(J) C J. Logo, basta substituir Z por J.
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Pode-se verificar que o polindmio monico minimal para d|z com coeficientes em
C é na realidade um polinémio com coeficientes em Cy« e que se d é nilpotente sobre
7 de indice n, entao t" é um polinémio minimal para d sobre Z com coeficientes em
C. O teorema de Chung e Luh pode, portanto, se exprimir dizendo que se t" é
um polinémio minimal com coeficientes em C para d |z, entdo ¢" é minimal com
coeficientes em C para d.

O teorema seguinte generaliza este resultado.

Teorema 3.2.14 Se d é uma derivacao C-algébrica (respectivamente R- algébrica)
sobre um ideal nao-nulo I de R, entdo d é C-algébrica (respectivamente R-algébrica)
sobre R e satisfaz o mesmo polindmio minimal com coeficientes em C (respectiva-
mente R) que d |z.

demonstragao : Para provar o teorema, é suficiente mostrar que se h é um
polinémio com coeficientes em @ tal que h(d)(Z) = 0, entao h(d)(R) = 0.
Suponhamos que d seja R-algébrica sobre Z. Seja

f@)y=t"r+t"'r,_ 1+ ... +19€ R[t;d]
o polinémio minimal para d |z. Por R ser primo, existe i € Z tal que ir # 0 e
d"(zi)r +d" " (xi)r,_1 + . . . +xirg =0 para todo x € R.

Logo, d™(z)ir + Z?;g d’(z)a; = 0 para todo = € R, onde a; € R. Como ir # 0,
d é R-algébrica de grau n.

Pelo lema 3.2.3, d satisfaz um polinémio monico ¢(t) € Q[t; d*| de grau n. Di-
vidindo h(t) por g(t) a direita em Q[t;d*], obtemos h(t) = p(t)g(t) + r(t), com
Or(t) < mn. O que mostra que p(d*) (g(d*)(x))+r(d*)(x) = h ((d*)(x)) = 0 para todo
z €Z. Logor(d*)(Z)=0edr(t) <n

Sendo n o grau de d sobre Z, temos que r(t) = 0, donde h(t) = p(t)g(t). Dedu—
zimos entao que h(d*) = p(g(d*)) e para todo = € R, h(d*)(z) = p(d)(g(d)(z)) =
ou seja, h(d)(R) =0. O

Encerraremos este capitulo com uma observacao suplementar concernente as
derivacoes nilpotentes. Sendo R primo, é facil verificar que se d - r = 0 para um
certo elemento nao-nulo r de R, entao d = 0. De fato, para quaisquer x, y € R,

0 =d(xy)r =d(z)yr + zd(y)r = d(x)yr.

Como r # 0 e d(x)yr = 0 para todo y € R, segue que d(z) = 0 para todo = € R,
donde d = 0.
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Ademais, uma indugao facil (e que ja vimos anteriormente) mostra que se d é uma

derivacdo interna definida por um elemento a € R, entao d" = >\ (—=1)(?)a" ‘zd’,

para todo n € N. Nestas condigoes, se a for um elemento nilpotente de indice n, d
satisfaz d**! = 0 e d"a™ ! = 0. Mais geralmente, temos a

Proposigao 3.2.15 Sejar € R\ {0} tal que d*-r = 0. Entdio d*"~' = 0.

prova : Para todo z, y € R, pela proposicao 0.3.2,

n n

(2)  O=d"(zy)r =Y (d@)d" (y)r="> (()d" (2)d (y)r
i=0 i=0
Mostraremos, por inducao que, para todo k € {0,1, . . . ,n—1,n},

(3) d" T (2)d"*(y)r = 0 para todo z,y € R.

Se k =0, entao d"!(z)d"(y)r = 0, pois d" - r = 0.
Suponhamos agora k < n e d"*'=*(z)d"~!(y)r = 0 para todo z, y € R e qualquer
| < k. Substituindo z e y, respectivamente, por d*(z) e d*~*+1)(y) em (2), obtemos:

0= Z(?)dnﬂ (dk(.’]j)) dz (dn (k+1) (y)) r = Z(?)dnJrkfi(x)dnJrif(kJrl)(y)r —
i=0 1=0
k+1
_ Z dn+k 1 dn+z k+1 7" + Z dn+k 1 dn+z kH)(y)r _
i=k+2
k+1

— Z dn—l—k z dn—l—z (k+1)(y)7“.
A hipétese de inducao nos permite concluir que
0 = "¢ ()@=t (), o que prova (3).

Em particular, para k = n, a expressao (3) se escreve como d**~!(z)yr = 0 para
todo y € R. Por ser R primo e r # 0, segue que d*"~'(z) = 0 para todo r € R.
Logo, d* 1 =0. O
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