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RESUMO

Este trabalho visa apresentar, de forma concisaalgoritmo que trata sobre o calculo do
momento de ruptura em lajes com formato poligooalguer, totalmente apoiadas sobre vigas
ou paredes e que estejam submetidas a carregamdistobuidos. Como aplicacdo do
algoritmo desenvolveu-se um programa que automatp@&cesso apresentado no algoritmo.
Maximizando a solucdo pelo método do maximo aclivegrograma constitui ferramenta
importante no calculo e projeto de lajes de concaeinado, uma vez que os calculos de lajes,
na pratica, sdo realizados considerando que o atampento das mesmas, em seu estado limite
altimo, ainda se encontra no regime elastico. Aficacdo do programa deu-se utilizando
resultados encontrados para determinadas confiigsagegundo alguns autores, e algumas
configuragbes mais complexas que, de alguma forouemp ser analisadas na ferramenta
computacional que neste trabalho foi desenvolvidaecem de solugcbes analiticas. Sendo
assim, o programa serve como ferramenta iniciac&oulo das solicitacbes, cabendo ao
projetista a sua aplicagdo com cautela e tendoc#Eamga das limitagdes inerentes a teoria

trabalhada.

Palavras-chave: Lajes em concreto armado. Teosifirdeas de ruptura.
Equacéo dos trabalhos virtuais
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1 INTRODUCAO

O célculo das estruturas moldadas em concreto areachimente é feito quase que em sua
totalidade com o auxilio de softwares. Esses progsaauxiliam o engenheiro na tomada de
decisbes, uma vez que o0 tempo necessario paraefuéesa a analise de uma determinada
solucado estrutural é pequeno, sendo possivel ® destiversos modelos. A forma com que

esses softwares calculam as estruturas geralment& £m duas etapas: na primeira, 0S
elementos planos (lajes) tém suas solicitacdesiledlas empregando-se um dos seguintes

métodos:

a) elementos finitos;

b) pérticos equivalentes;

c) aproximacéo da laje por grelha;
d) entre outros métodos.

Na segunda etapa, os elementos lineares (vigasres)isdo calculados ou como porticos
planos ou como porticos espaciais, ficando a @ity engenheiro calculista a escolha de qual

modelo utilizar.

Entretanto, a maior parte desses métodos parauadlos esfor¢cos solicitantes nos elementos
citados o faz em regime elastico linear, sendoegse fato que néo é veridico para o concreto
armado, ja que o material se encontra em regimepdera. Para o caso dos elementos lineares,
tem-se boa aceitacdo pelos métodos elasticos, dpslesejam feitas redistribuicbes nos
esforcos em funcdo da fissuracdo do concreto arnRmi@m, nas lajes, esses meétodos de
analise requerem uma série de cuidados quanto apitacado, aléem do fato de que o
comportamento das lajes em concreto armado, ndceftaite Gltimo, destoa em muito do
comportamento elastico do material, tornando osilteesos encontrados pelos métodos
elasticos conservadores e antiecondmicos. E nesse gue a teoria das linhas de ruptura vem
como um modelo de analise vantajoso, pois o caktaosolicitacdes nos elementos planos é
feito considerando que 0s mesmos se encontramnpo8x sua ruina, sendo um método mais
adequado para a realidade das lajes em concretmarrste fato tem corroboracéo pratica
feita através de ensaios, nos quais os valoresngados para as cargas Ultimas em lajes

resultaram muito préximos de valores encontradmscmente.

Célculo de lajes em concreto armado pela teoridimtzass de ruptura: desenvolvimento de ferramenta
computacional
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A teoria das linhas de ruptura € um método paemsentrar a carga Ultima de lajes, ndo sendo
um meétodo exato para se estimar o seu comportamamtoservico (deslocamento e
deformacdes). A teoria supde que, estando a lé@empa do colapso, surgirdo, na mesma,
linhas ou charneiras (dobradicas) plasticas, cantbhém sdo chamadas, que indicardo um
caminho através do qual as fissuras irdo apar€oasiderando-se que, préximo ao colapso da
laje, as armaduras escoam, consideram-se as tehaptura como linhas de plastificacdo em
torno das quais as partes da laje sofrem rotagdesuito maior magnitude que nos demais
pontos, fazendo com que a deformacao da laje pessaproximada por um modelo rigido-
plastico no qual partes planas (rigidas) da lagngiem torno de eixos de rotacdo, que sao 0s
apoios da laje. Porém, o caminho de fissuras reptados pelas linhas de ruptura néo
necessariamente € uma representacao real da sitletzie em ruptura, devido a imperfeicbes

fisicas e/ou geométricas.

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de famamenta computacional que auxilie o
engenheiro no calculo das solicitagbes em lajesodereto armado, funcionando como um
complemento na verificacdo e dimensionamento f@iébss softwares comerciais comumente
utilizados pelos engenheiros calculistas. Preteedi@zer um programa que, utilizando como
linguagem de programacgéo o Scilab, calcule lajesigas com formato poligonal qualquer,
totalmente apoiadas sobre vigas ou paredes, gla tias linhas de ruptura.

Isaltino Avelino de Oliveira Junior. Porto Alegi2ECIV/EE/UFRGS, 2015
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2 DIRETRIZES DA PESQUISA

As diretrizes para o desenvolvimento do traballwod&&critas nos proximos itens.

2.1 QUESTAO DE PESQUISA

A guestao de pesquisa do trabalho é: qual ferranremhputacional pode ser proposta para o
calculo das solicitacdes nas lajes macicas de etmarmado, com formato poligonal qualquer,

pela teoria das linhas de ruptura?

2.2 OBJETIVOS DA PESQUISA

Os objetivos da pesquisa estao classificados amipal e secundarios e sao descritos a seguir.

2.2.1 Objetivo principal

O objetivo principal do trabalho € o desenvolvineede um algoritmo computacional que
calcule as solicitagOes de lajes macicas de forpwigonal qualquer de concreto armado pela
teoria das linhas de ruptura, e que possa depoisigkementado computacionalmente através

de uma linguagem/ambiente de programacao, comexgonplo o Scilab.

2.2.2 Objetivos secundarios

Os objetivos secundarios do trabalho sao:

a) desenvolvimento de um algoritmo de geracdo dgigizacdes de ruptura
cinematicamente compativeis, a partir dos dadesui®rno da laje e inclinacao
dos seus contornos rigidos;

b) descricdo de algoritmo para o célculo de laj¢izando a teoria das linhas de
ruptura,;

c) validacdo dos resultados obtidos no programamde$vido com resultados
obtidos por outros autores.

Célculo de lajes em concreto armado pela teoridimtzass de ruptura: desenvolvimento de ferramenta
computacional
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2.3 PRESSUPOSTOS

O trabalho tem por pressupostos:

a) a teoria das linhas de ruptura obtém resultadlidos, corroborados na pratica
através de ensaios;

b) as vigas e paredes que servem de apoio paasgead@m resisténcia suficiente
para garantir que as lajes rompam primeiro;

c) a ruptura considerada é a ocasionada por roticEge sobre seus apoios, sendo
assim uma ruptura global da laje.

2.4 DELIMITACAO

O trabalho delimita-se ao desenvolvimento de soéwgue calcule solicitacbes em lajes
macicas de concreto armado, com formato poligamager, apoiadas em sua totalidade sobre

vigas ou paredes.

2.5 LIMITACOES

Séo limitacdes do trabalho:

a) o carregamento das lajes sera constituido agmrasargas uniformemente
distribuidas;

b) serdo considerados apenas apoios lineares pdegea, ndo sendo previstas
situagbes com apoios pontuais;

c) ndo sera considerada a possibilidade de bordes;|
d) ndo sera considerada a existéncia de furos.

2.6 DELINEAMENTO

O trabalho sera realizado através das etapas apdas abaixo, ilustradas na figura 1, e

descritas nos proximos paragrafos:

a) pesquisa bibliogréfica;

b) desenvolvimento de algoritmo;
c) implementacao do programa;
d) validag&o do programa;

e) analise e consideracdes finais.

Isaltino Avelino de Oliveira Junior. Porto Alegi2ECIV/EE/UFRGS, 2015



17

Figura 1 — Delineamento da pesquisa

—[ Pesquisa bibliografica ]
v

;
Desenvolvimento do
algoritmo

v

a '

————P{Escrita do programa
\
[ - +~
> Validagio do

programa

v

—P[Anahse e consideragdes fums]

-

(fonte: elaborada pelo autor)

A pesquisa bibliogréfica fornece a base teorica pafiormulacdo do trabalho e validagéo dos
resultados, e corresponde a coleta de dados egosartiormas, livros, trabalhos académicos,

entre outros.

Através da pesquisa bibliografica sera estabelegidaalgoritmo que permita o calculo do
momento de ruptura em lajes macicas de concret@adarymcom formato qualquer. Este
algoritmo é formado por trés partes principais: upnaneira parte, que estabelece uma
configuracdo de ruptura cinematicamente compatieeida a partir de dados de contorno da
laje e das rotacdes de cada um dos contornossigigoforma essa configuracao; uma segunda
parte, que calcula o momento de falha decorrentadegamento e das condi¢des de contorno
da laje; e uma terceira etapa, que realiza o psoads otimizac&o para a busca do momento de
ruptura maximo que define a configuracdo de rupfural, utilizando como variavel do
processo a rotacao estabelecida para cada comigithm Essa etapa incluira o calculo manual
de problemas, para teste do algoritmo propost@védr da verificacdo de resultados

encontrados com solucdo apresentada na bibliogathiee o tema.

A implementacdo do programa consiste da etapaalaqra feita a traducao do algoritmo para
uma linguagem de programacdo em que sera impledzatéerramenta computacional, que

nesse caso € o Scilab.

Célculo de lajes em concreto armado pela teoridimtzass de ruptura: desenvolvimento de ferramenta
computacional
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A validacdo do programa sera feita através da &olute problemas de lajes de formato

poligonal qualquer na ferramenta computacionalpmparar-se-4 esses resultados com os
encontrados na literatura.

A Ultima etapa consiste da analise dos dados edsyagdes finais acerca do trabalho. Aqui o
que foi feito inicialmente é revisitado, de modeeadeterminar se o objetivo e a questédo de
pesquisa foram atendidos. Além disso, sdo fornsamssa etapa sugestdes para trabalhos

futuros, com base na experiéncia que o autor adqurdecorrer do trabalho.

Isaltino Avelino de Oliveira Junior. Porto Alegi2ECIV/EE/UFRGS, 2015
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3 TEORIA DAS LINHAS DE RUPTURA

A teoria das linhas de ruptura é uma teoria utlizpara a determinacao da capacidade ultima
de lajes, sendo que esta ocorre quando da form@Eaon mecanismo de ruptura valido,
composto por linhas nas quais ocorre o escoameraQalda armadura (JONES; WOOD, 1967,
p. 11, traducdo nossa). Essa teoria apresentacammegens a forma de aplicacdo mais simples
guando comparada a meétodos elasticos e a existéecialores para as cargas ultimas

encontradas em ensaios que comprovam 0s valomsokeo

O desenvolvimento tedrico da teoria das linhasuggura teve seu inicio em 1931, com a
publicacédo da tese de doutorado do professor KnmdtiMp Johansen. Entretanto, antes dessa
data alguns trabalhos foram desenvolvidos, poderdaitados aqui os trabalhos de: Bach
(1890), que propds uma teoria de ruptura para;|déssclt (1916) e Suensdr(1916), que
apresentaram um método de célculo para placasmbeeto armado; e Ingersfe1921), que
lancou a teoria técnica de linhas de ruptura, mas mgpssuia uma série de limitacdes

comparadas ao meétodo que sera apresentado a@EQYHdANSEN, 1962, p. 18).

O desenvolvimento proposto por Johansen (1962)dbd&seia-se no principio de que, para se
determinar a figura de ruptura que apresente o vadximo para a relagédo entre a solicitacdo
atuante na laje e a carga a qual a mesma devet@ymtmve ser feito o equilibrio das partes
isoladas da laje que se encontram divididas pelhaad de ruptura. Esse equilibrio é feito para
cada parte isoladamente, sendo feita uma compagat@oos valores encontrados em cada um
dos mesmos e verificando a sua igualdade. Tambémarto de método do equilibrio, para
sua utilizacdo é necessaria a determinacgéo desfooghais, que sdo estaticamente equivalentes
aos esforcos de cisalhamento ao longo da linhagtara e sdo aplicadas em seus nds, processo

que possui algumas restricdes.

Também em seu trabalho, Johansen (1962, p. 70¢ssgias condicbes de equilibrio pelo
principio dos trabalhos virtuais. Esse método aaalilaje como um todo e, ao se fazer assim,

as forcas nodais apresentadas anteriormente n@ataxetrabalho algum, uma vez que elas

! No trabalho “Elasticitat und Festigkeit”.

2 No trabalho “Deutsche Bauzeitung”.

3 Em trabalho publicado na revista Ingein de 1916.
4 Em trabalho publicado na revista Ingiein de 1921.
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sao auto equilibradas entre si. Assim sendo, s@mestmomentos nas linhas de ruptura
exercem trabalho sobre a placa. A aplicacdo destedm tem como vantagem a nao
necessidade da determinacdo das forcas nodaigjUattorna a utilizacdo da abordagem por

trabalhos virtuais quase que ilimitada.

Nos proximos itens, serdo apresentados os meétasiagtidos, sinalizando as vantagens que
cada um apresenta. Junto a isso, aspectos relaigtabologia e premissas para a teoria

também serao introduzidos.

3.1 SIMBOLOGIA E DEFINICOES

As notagcOes e definicbes que serdo utilizadas aballno sdo apresentadas nos itens

subsequentes.

3.1.1 Simbologia

A convencéo geral adotada para a indicacdo dos tigoapoio e de linhas de ruptura &

representada na figura 2.

Figura 2 — Notagdo utilizada

7 Apoio Simples

Apoio continuo (engaste)

Linha de ruptura positiva

___________ Linha de ruptura negativa

(fonte: adaptado de JONES e WOOD, 1967, p. 37)

Os momentos serdo representados na sua formaavewrestao indicados na figura 3 os

momentos positivos, conforme adotados por Jones@\W1967, p. 35, traducédo nossa).
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Figura 3 — Momentos positivos

a) Linha de b) Orientagéo dos c) Representagéo d) Representacao
ruptura positiva vetores momento dos vetores dos vetores
normal e torsor momento normal momento torsor
quando positivos para cada regiao para cada regiao
rigida rigida

(fonte: adaptado de JONES; WOOD, 1967, p. 35)

Pelas figuras 3c e 3d, 0s momentos positivos ataamh uma regido rigida, quando desenhados
na sua respectiva regido, seguem a regra da méerdagisto €, ao se apontar o polegar da
mao esquerda na dire¢cdo do vetor momento e se @mpusa rotacao no sentido anti-horario,
essa sera a rotacdo a qual o momento esté resisiéichs rotacbes seguem a regra da mao
direita, ou seja, fazendo o que foi exposto paegea da mao esquerda no caso dos momentos,
e tomando como exemplo a Figura 4, a rotacdo ssiiya quando estiver agindo no sentido

horario.

Figura 4 — Regra da mao direita para as rotacGesedies rigidas

(fonte: elaborado pelo autor)
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3.1.2 Lajes

De acordo com a NBR 6118, lajes sao “Elementosigerficie plana, sujeitos principalmente

a acdes normais a seu plano.” (ASSOCIACAO BRASILEIBE NORMAS TECNICAS,
2014, p. 84). Os carregamentos que podem surgiesnetementos sdo os devidos ao peso
préprio da estrutura, peso proprio do revestimerdos sistemas que de alguma forma aplicam
carga na laje, carregamentos devidos a utilizag@entuais cargas de paredes e, em alguns

casos, cargas concentradas.

As solicitagcfes as quais uma laje esta sujeitenefiradas na figura 5. Conforme Jones e Wood
(1967, p. 23, tradugédo nossa), caso se deseje temrcoma solucdo que envolva todas as

variaveis do problema, é necessario o conhecindrdcestados de tensédo e deformacéo em
toda a laje, além de ter que se resolver equagi@esrttiais de equilibrio para as quais, muitas

vezes, ndo é possivel de se encontrar solugda ekataalternativa proposta pelos autores é a
consideragao apenas de algumas dessas solicitacoes.

Figura 5 — Esforcos solicitantes positivos em uemgnto infinitesimal de laje

M, N.
‘A{m ) !
M, / ~.—-] ;_;A,, ns
M ry v ' //4 // [ Va /
Al AN /SR /8
Joos/ ") /v, /T
/ ! M., / /1 /
A O N | / /_'_;”1_ o )
M, ),‘/ N, - —
N

(fonte: JONES; WOOD, 1967, p. 22)

As armaduras das lajes podem ser dispostas covaitnginte de diversas maneiras. Porém,
pela facilidade de execucgao, algumas solucdes s&® comumente utilizadas, sendo que a
solucdo de maior aplicacdo é a disposicdo das amamsdrtogonais entre si. Com base nessa

solucéo, pode-se classificar a laje como sendodainsatropicamente ou ortotropicamente.

Conforme Johansen (1962, p. 52), uma laje com armasotropa € aquela que “[...] possui a
mesma armadura segundo duas dire¢cdes ortogoraegliindo esse raciocinio, chega-se a
conclusdo que o momento de plasticidade serd o mmesngualquer diregao.
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Ja uma laje com armadura ortétropa € aquela oagmadura esta disposta ortogonalmente e
em proporgao constante ao longo de toda a laje EZOPARK, 1984, p. 261, tradug&o nossa).
Logo, os momentos de plastificacdo em cada umérdes de momento tera a proporcao de

1:u, i.e. 0s momentos de ruptura serdo mra, comu<l (JOHANSEN, 1962, p. 58).

3.1.3 Premissas para a teoria das linhas de ruptura

Em seu trabalho, Johansen (1962, p. 47) admitgegsintes premissas para a aplicacao da

teoria;

O que se disser nos proximos paragrafos sera vabda placas que satisfagam
determinadas condicdes de plasticidade, tais cdawap de concreto armado, cuja
armadura seja suficientemente fraca, a fim de quptara ocorra por escoamento da
armadura e ndo por esmagamento do concreto nacaor@imida.

O momento positivo de ruptura, denominadlocorresponde a armadura inferior e o
negativom’ a superior. Para placas de aco teremos m, de modo que podemos

considera-las como um caso especial das placasndesto armado, com armaduras
inferior e superior idénticas.

No regime de ruptura, o aco da armadura entra eoaggnto ao longo das linhas de
ruptura, enquanto as partes intermediarias dadajepreendidas entre aquelas linhas,
mantém-se ainda no regime elastico. Podemos eeffmrarar as deformacgfes das
partes em fase elastica, em presenca das deforsnglé@ticas das linhas de ruptura.
Nestas condigdes, a configuracédo da superficieantidiaje rompida sera poliédrica

e as linhas de ruptura seréo retas.

As Unicas deformacbes existentes serdo, portantag@es relativas de partes
adjacentes a uma linha de ruptura em torno dest@afes nao rompidas executam
giros em torno de certos eixos, cuja posicdo depdad condicGes de apoio da laje.

Ao se fazer essas consideracoes, fica estabeléeiddcio que o material concreto armado é
considerado como tendo um comportamento rigiddiptiao Estado Limite Ultimo (Figura

6). Além de se definir o comportamento do materegras com relagcdo ao comportamento das
linhas de ruptura foram estabelecidas por Jones@d\W1967, p. 38, traducédo nossa), sendo

elas:

a) linhas de ruptura sdo normalmente retas.
b) linhas de ruptura devem terminar no contorntaja

¢) uma linha de ruptura entre duas regides rigadgmcentes deve passar pelo ponto
de intersecado dos eixos de rotacdo destas.

d) os eixos de giro geralmente situam-se sobrénhad de apoio e passam sobre
pilares.
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Figura 6 — Comportamento rigido-plastico do corcret estado limite Gltimo

—
-

Momento

/Curva real

= Curvatura

(fonte: JONES; WOOD, 1967, p. 31)

Os angulos de rotacéo sdo pequenos a ponto desdarar a validade da equa¢g® = 6.
Devido a esse fator, a configuragéo e as dimemsiinhas de ruptura serdo medidas no plano

da laje.

3.1.4 Mecanismos de ruptura

Ao se fazer uma analise plastica de uma laje deretinarmado, deve-se levar em conta os
mecanismos de falha que ocorrem, de modo que sa faEalizar o mecanismo de calculo que
seja mais realista. De um modo geral, 0s mecanisimogptura encontrados na literatura séo
trés (Figura 7): ruptura pela rotacdo dos corpgidas em torno de seus respectivos eixos de
giro; mecanismo denominadorner levers, que surge junto aos cantos da laje; e formacéo de

leques circulares em regides com carga concentrada.

Figura 7 — Mecanismos de ruptura frequentes era tigeconcreto armado

/ N

(fonte: adaptado de JONES; WOOD, 1967, p. 15)

Isaltino Avelino de Oliveira Junior. Porto Alegi2ECIV/EE/UFRGS, 2015



25

O mecanismo onde a ruptura ocorre em torno dos giambém denominado mecanismo de
ruptura global, ocorre para cargas distribuidaformemente sobre a laje somente, e possui
estrita dependéncia com as condi¢cOes de apoiaardidgade de armadura nos mesmos. Caso
exista armadura suficiente de modo a garantir gapoio se comporte da maneira como foi
idealizado, essa ruptura ird ocorrer. Caso a arraagkja insuficiente ou o angulo entre os
apoios seja agudo, pode ocorrer o surgimentaateer levers, mecanismo que reduz a
capacidade resistente da laje (COPE; CLARK, 19825p, traducédo nossa).

Kennedy e Goodchild (2004, p. 10), citam que “Jajes sujeitas a cargas concentradas de
valores altos podem vir a falhar por um mecanismtedue, com linhas de ruptura positivas
partindo radialmente a partir da carga e uma lgdhauptura circular negativa com centro na
carga pontual.”. Os autores recomendam que essanmB® seja verificado em casos onde
ocorre o risco de cargas concentradas ou em isgss tujo suporte das mesmas se da sobre os

pilares.

O conhecimento dos mecanismos de ruptura é dexeiraportancia, uma vez que, para que
o calculo pela teoria das linhas de ruptura sejaatio, um mecanismo de colapso valido deve
ser proposto. Aqui entende-se que um mecanismallde valido é aquele que, onde se tenha
a intersecdo de duas regides rigidas, a mesmaetey® mesmos deslocamentos verticais em
todos os pontos, e ainda levando em conta que dimesgtos horizontais do apoio sao
ignorados. (JONES; WOOD, 1967, tradugcédo nossa)

3.1.5 Momentos principais

E usual expressar o momento de ruptura da lajeenos de comprimento unitario. A adog&o
dessa forma leva a simplificacbes no dimensionamdat laje, uma vez que se calcula a
quantidade de armadura necessaria para aqueleintenf unitario. Jones e Wood (1967, p.
36) adotam o conceito de linhas de momento prihoteee séo linhas que indicam o sentido
dos momentos de ruptura principais e sédo ortog@ndiecdo da armadura (Figura 8).

A representacao das linhas de momento tem validadie para quando o momento for positivo
quanto para quando for negativo, devendo salientar quando da ocorréncia de linhas de
ruptura negativas na laje, um coeficiente i € idgena formula. Esse coeficiente, que é a

relacéo entre o valor médio do momento no apoi@(wez que, em uma laje, a distribuicédo de
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momentos ndo é constante) com relacdo aos momemtedo central, pode ser determinado

através de uma solucdo elastica, ou ser estimadsagjramente. Quando o projetista ndo tiver
valores determinados para i, recomenda-se queoo aalke utilizar para esse coeficiente esteja
entre 1 e 2, sendo que o valor que tende a equaligaantidade de armadura na laje, além de
garantir que, no Estado Limite Ultimo, a laje veah@r uma ruptura dutil, é de 1,5. (JONES;

WOOD, 1964, p. 71)

Figura 8 — Linhas de momento principal

Armadura horizonta

T

§ /Linha de momento m

il
.

— _—Linha de momento pm

Armadura vertical—~\

~_ . .
Linha de momento im
/

|
|
|
1/Linha de momento ipm

Armadura Linhas de momento
(fonte: adaptado de JONES; WOOD, 1967, p. 36)

Logo, se uma linha de ruptura tem o sentido de wamemto principal m, o momento atuante
na mesma também sera m. Para se chegar ao cabcuédod de m, Johansen estabeleceu um
critério de ruptura para o seu calculo, cujas pseas sdo como seguem (JONES; WOOD,
1967, p. 38, traducéo nossa):

a) os momentos normal e torsor em uma linha deuraigpodem ser calculados

considerando cada direcdo de armadura por vezo seeteito total a soma dos
efeitos isolados;

b) para cada direcdo de armadura consideraddjadia ruptura é considerada como
sendo dividida em pequenos pedacos, paralelospenmiculares as armaduras,
conforme figura [...] [9];

c¢) toda armadura que cruza uma linha de ruptu@éiderada como em regime de
escoamento;

d) assume-se que todas as barras de armadura peamarem sua direcdo reta
original quando o0 aco escoa, i.e. ndo ocorre eacuento da barra, ou mudanca
na dire¢éo horizontal do a¢o ao cruzar a linhaugeura;
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e) quando cada direcdo de armadura € considerpdaadamente, nos pequenos
pedacos perpendiculares a armadura existira someseento normal/unidade
de comprimento m [...] enquanto que nos pedacosaogaralelos a direcdo da
armadura ndo ha nem momento normal nem momentar;tors

f) os valores para 0 momento normal e 0 momensotanas linhas de ruptura séo
equivalentes as componentes de momento normaleuzgps.

Figura 9 — Critério de escalonamento de Johansen

\/ L cos@

L

Regido rigida

(fonte: adaptado de JONES; WOOD, 1967, p. 39)

Considere a linha de ruptura de comprimento L madstna figura 9, que possui um angulo O

com a linha de momento principal m, medido no gerttiorario. A projecéo da linha de ruptura

sobre a linha de momento séréos ¢ e, por consequéncia, 0 momento total atuantenha li

de ruptura seranlL cos ¢. Sejamm,, e m,, 0S momentos normal e torsor, respectivamente

correspondentes a linha de ruptura. Entdo a padm®lmmomento total que contribuird ao

momento normal én cos? ¢, enquanto que a parcela do momento total que sponele ao

momento torsor é cos ¢ sen ¢p. Para 0 caso onde ha varias barras de armadudaegbes

diferentes, pode-se generalizar as equacdes de mmma&mal e de momento torsor para as
seguintes equagdes (JONES; WOOD, 1967, traduc@a)nos

(férmula 1)

n
— 2
m, = Zmi cos“ ¢;
i=1
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(férmula 2)

n
My = Z m; cos ¢; sen ¢;
i=1

Onde:

m, € 0 momento normal atuante em uma linha de ruptura

m,s € 0 momento torsor correspondente a linha de raptu

m; € 0 momento de ruptura correspondente a i-ésimha e momento principal,
¢; é o angulo entre a linha de ruptura e a i-ésinfelde momento principal.

Conforme Jones e Wood (1967, p. 40, tradugao nd$sg)quando do uso das equagdes acima
descritas, somente as linhas de momento que tenhaesmo sinal que a linha de ruptura
devem ser levadas em conta.”. Sendo assim, pagiacmem que se arme uma laje para que a
mesma possa resistir a momentos fletores positjyaato a momentos fletores negativos em
seu vao central, por exemplo, as linhas de monpibivo tém um determinado valor para o
momento normal e para momento torsor, enquantcaguahas de momento negativo tém

outro.

3.2 METODO DOS TRABALHO VIRTUAIS

A analise pelo método dos trabalhos virtuais, tambénhecido como método da energia, se
da quando, proposto um mecanismo de ruptura, @ deitalanco, para a laje como um todo,
entre o trabalho realizado pelas cargas extermasdaeformar a laje com o trabalho realizado
pelas forgas internas na laje. Nesse caso, cornomtem deformagfes nas linhas de ruptura,

as unicas forcas internas atuantes sdo 0s monegoaesmas.

Proposto um mecanismo de ruptura valido, é dadalestocamento virtual para a laje e a
energia despendida pelas cargas externas € iguaktrgia dissipada nas linhas de ruptura.
A equacdo a que se chega fazendo esse procesamadzhequacdo dos trabalhos virtuais e
permite obter a relacdo entre 0 momento resistente carga aplicada a laje, para um

determinado mecanismo de falha proposto (JONES; WQO67, p. 48, traducdo nossa).
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Este método é bastante eficiente quando se desepatear 0 momento que sera ocasionado
por uma determinada carga a um mecanismo propésateetanto, quando o que se deseja
encontrar € dayout que, para um determinado padréo de ruptura, se@icritico, a analise
pelo método dos trabalhos virtuais pode ser fatdwhs formas. Na primeira, a analise é feita
de forma aritmética, sendo que, para um mecanismoigal, sdo feitas pequenas mudancas
nas dimensdes das charneiras e é feito 0 equackomamara cada um dos casos. Na segunda
forma de analise, também conhecida como forma atgétle analise, as dimensdes das linhas
de ruptura sao tratadas como variaveis, montan@ssss uma equacao que torna 0 momento
uma funcdo dessas variaveis. De modo a se obtaloo gque sera critico, utilizam-se os
processos do calculo diferencial e numérico panmapedar as magnitudes dessas variaveis que
maximizam a equac¢ao (JONES; WOOD, 1967).

Ao se utilizar a forma aritmética para determinan@mento maximo atuante em determinado
mecanismo de colapso, deve-se levar em conta gaetamais se refinar o problema, maior
sera o tempo despendido para se chegar a0 mecaaigimo. Ja quando se utiliza a forma

algébrica de analise, cuidados devem ser tomadqgseadiz respeito a forma do gréﬁﬁ‘ljp

versus as variaveis das linhas de ruptura. S6 se acanseliso deste método quando esse
grafico apresentar um momento maximo estacionégi@ regido proxima do momento critico
deve ser abatida, sem nenhuma descontinuidade dQeaistirem descontinuidades na laje,
esse processo néo é recomendado (JONES; WOOD.,. 1967)

Para a construcédo da equacédo dos trabalhos vjrteis-se aplicar a0 mecanismo proposto
um deslocamento virtual e calcular a energia diskippelas cargas externas, igualando-a a
energia despendida pelos esforgos internos patar evirotacédo da laje, de maneira que a

equacéao dos trabalhos virtuais sera:

Tp =T, (férmula 3)

Sendo:
T a energia despendida ou trabalho realizado petead externas;

7; a dissipacéo interna de energia.

A forma a partir da qual se chega aos termos dagdgu3 é apresentada nos subitens a sequir.
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3.2.1 Trabalho realizado pelas forcas externas

Para analisar o trabalho realizado pelas cargasrnad, deve-se analisar um elemento
infinitesimal de uma regido rigida da laje, cujarehsdes sadx e dy, conforme figura 10a.
Supondo que nesse elemento esteja aplicada uma warfgrmemente distribuida p e que,
devido ao mecanismo de ruptura, 0 mesmo tenha sioc@enentd, tem-se que o trabalho

realizado pela carga externa em toda a regidcaritadaje é:

_ Z ﬂ P8 dx dy (férmula 4)

cada regiiao

Onde:
p € a carga uniformemente distribuida;
6 € o deslocamento em cada ponto da regido condalera

Figura 10 — Regido rigida de uma laje

ha

a) b)
(fonte: adaptado de JONES; WOOD, 1967, p. 54)

Essa integracdo deve ser feita em toda a regi@arégnsiderada. O trabalho total € a soma

dessas integracdes em cada elemento.
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Caso existam outros tipos de carregamentos, come@xsmplo cargas pontuais ou cargas
lineares, a equacéo dos trabalhos externos deaersscida das parcelas de trabalho realizadas
por esses carregamentos. Logo, de uma forma maésajista, pode-se apresentar a equacao

do trabalho realizado pelas cargas externas dansedorma:

m (férmula 5)
Tp = Z J:]-p6dxdy+ZPjAj+ Z J-qus
j=1

cada regiao cada carga linear

Onde:
P; é a carga pontual aplicada em um ponto qualquijeta
A; € o deslocamento no ponto de aplicacdo da ¢arga

q € a carga linear aplicada na laje considerada;
o € o deslocamento no elemento de lidha

O primeiro termo da equacgao acima pode ser calowdacdutra forma, que evita a integracéo
em cada regido. Suponha uma regido rigida qualipilerma laje, limitada pelas linhas de

ruptura e pelo eixo de rotacdo. Uma vez que adotagequena, é valida a relacao:

tg; = 0; (férmula 6)

Por sua vez, tem-se que, pela figura 9b:

o (férmula 7)

Onde:
0; € a rotacdo da regido rigida sobre seu eixo;
&, € 0 deslocamento do ponto a a uma distancido eixo de rotagao.
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Essa equacao é valida para calcular a rotacdo algugu ponto da laje. Com um termo a mais
nessa equacao, se torna possivel o célculo dacdestmto em qualquer ponto da regido rigida,
dado o deslocamento em um ponto conhecido. Esge ponhecido, onde sédo aplicados os
deslocamentos virtuais sdo o0s nés onde ocorre exs@@éo entre linhas de ruptura.
Considerando esse ndé como sendo o ponto a da f@gyre sabendo que h é a distancia

ortogonal, de um ponto qualquer da laje, em relagéeixo de rotagcao, tem-se:

84 (férmula 8)

A equacédo do trabalho pela carga distribuida atuantre uma regiao i fica:

T = ff pddxdy = ff ph6;dx dy = 6; ff phdxdy (formula 9)

Além disso, sabe-se que a distancia do centroidesiana regido rigida a seu apoio é:

_ _ Jfphdxdy (férmula 10)
‘T [pdxdy
jf phdxdy = h; ff p dx dy (formula 11)

Ondeh; € a distancia do centro de gravidade da regidsiderada ao eixo de rotacio
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Substituindo [11] em [9], tem-se:

T = 0; J:I- phdx dy = 6;h; jf pdxdy (formula 12)

Porém, como p, na maior parte dos problemas envidvéajes de concreto armado para
edificios é constante, ele pode sair do integrasdosobra a integral dupla sobre todo o
elemento, que equivale a area do mesmo. Logobalbtrarealizado pelas cargas externas na i-

ésima regido rigida da laje fica igual a:

Ty = 0;hipA; (formula 13)

OndeA; é a aréa da regiao rigida i da laje.

Finalmente, a equacéo do trabalho realizado palgss externas na laje fica:

L m (férmula 14)
T = Z 0;hipA; + Z PA; + Z J- qods
i=1 j=1

cada carga linear

3.2.2 Trabalho realizado pelas forgas internas

No que tange o trabalho realizado pelas forcasnasepara equilibrar os esforcos externos,
sabe-se que, devido as consideracfes iniciais @e agu deformacdes plasticas estdo
concentradas nas linhas de ruptura, somente os mb@sn@ormais atuantes nas mesmas
realizam trabalho. Sendo assim, conforme a calgzadp faz com que a laje deforme, surgem,
na mesma, rotacées normais as linhas de rupturaegde resistidas pelos momentos normais
que atuam na linha de ruptura (JONES; WOOD, 19&dutéo nossa). Logo, a equacao que
resulta no trabalho realizado pelas forgas intefinas
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(férmula 15)

K
T = Z anfmnk ds
k=1

Onde:
k € o numero de linhas de ruptura na configuragésiderada;

0, € a rotacdo medida perpendicularmente a linhaptena considerada e tem valor
constante;

my;, € 0 momento normal por unidade de comprimentanha lde ruptura, conforme
definido anteriormente.

Essa integracao é feita em cada linha de ruptdepeis, para se obter o valor para a laje, é
feita a soma de todos os valores obtidos. Levandoanta que o momento ao longo da linha
de ruptura é considerado constante, conforme oemgides iniciais, a equacdo para a

dissipacéo da energia interna se torna igual a:

K (férmula 16)
T = Z OnkMuicli
k=1

Coml;, sendo o comprimento da k-ésima linha de ruptura.

Vale ressaltar aqui que, devido ao fato de os dasientos verticais nas linhas de ruptura néo
sofrerem descontinuidades, isto €, as regi6esadgidas linhas de ruptura, ndo apresentam

“dentes”, o trabalho realizado pelo momento toesoante na linha de ruptura € nulo.

Para se encontrar o valor ég,, uma linha perpendicular a linha de ruptura devdaracada,

de modo que ela tenha seu fim em um eixo de rot@@nos eixos o deslocamento da regido
rigida € nulo. Com essa condi¢céo sendo atendidar@ill), a rotaca@),;, da linha de ruptura
pode ser calculada como sendo a soma das rotageais das regides rigids; que fazem
fronteira com ela. Vale notar que, uma vez que mamio de ruptura sempre atua de modo a
resistir a abertura de fissuras e consequentereugtulaje, a equacao que calcula a dissipacao

de energia em uma linha de ruptura sempre tera pakitivo. Porém, nem sempre o valor de
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6,; € positivo, como pode ser visto na figura 12. $eambim, se torna necessario estabelecer
uma notacdo onde seja possivel identificar quépdé positivo ou negativo (JONES; WOOD,
1967, p. 60).

Figura 11 — Rotacdo normal entre duas regidesasgid

Eixos de Rotacdo

(fonte: adaptado de JONES; WOOD, 1967, p. 60)

Figura 12 — Rotagdo negativa em uma linha de raptur

Regido A — %
% On Regido B
& &
% &

(fonte: adaptado de JONES; WOOD, 1967, p. 61)

Uma vez que o vetor momento foi definido como sguakitivo quando apontando no sentido

anti-horario na regido rigida considerada e o v@amtacdo da parte rigida € positivo quando
agindo no sentido horario (a rotacdo em todasg8ea® rigidas sera positiva caso as linhas de
ruptura sejam positivas), e que o trabalho reatizalo momento visa a resistir a rotacédo da
linha ruptura, chega-se a conclusdo que, quande@toses momento e rotacdo apontam na
mesma direcdo, o termo da soma do trabalho inteonqual a rotagédo considerada esta se

referindo seré positivo. Caso contraiie,caso o vetor momento e o vetor rotacdo apontem em
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direcbes opostas, 0 seu termo correspondente da dontrabalho sera negativa (JONES;
WOOD, 1967). Com base nessa prerrogativa, o sosietmos da equacéo do trabalho interno
fica entdo condicionado ao sinal da rotacdo nomadinha de ruptura, podendo a [16] ser

representada por:

T = Z mnklkz Oni

K
k=1

[ ” ] (férmula 17)

i=1

Sendod,,; a rotacdo da i-ésima regido rigida sobre seu ayporespondente.

Ao se analisar a féormula 16, percebe-se que osesln,; [, €6, sao vetores e, devido a essa
caracteristica, podem ser decompostos conformentiegedos eixos de orientacdo escolhidos.
Isso tende a facilitar o calculo da dissipacéo rkygda, uma vez que 0s eixos podem ter a
orientacéo das linhas de momento principal, cdsgeaseja armada iso ou ortotropicamente.
Uma vez que o trabalho realizado pelo momento pesigtir a rotagdo é o produto escalar
desses dois vetores, ao se utilizar o conceitosaptado para os eixos de orientacdo, a
expressao mais geral para a dissipacao de enaxgiinhas de ruptura deve ser utilizada, que
€ (JONES; WOOD, 1967, traducao nossa):

T; = Onk- Mgl = |0psel [Moiclic| cos B (formula 18)

Ondep é o angulo entre o vetor momento e o vetor rotacéo

Examinando agora a férmula 17, os valoreige por também serem interpretados como
vetores, ja que representam a rotacdo que se dpaim da i-€sima regido rigida, podem ser
projetados sobre os eixos de orientacdo que sgadeBerém, ao se fazer a projecédo dessas
rotaces sobre o0s eixos orientados, e levando ata qaed,,; € a rotacdo de uma regido rigida
com respeito ao eixo de rotacdo, 0s momentos &wsiaas linhas de ruptura (momento normal
e momento torsor) sdo tratados como forcas extatnastes na regido rigida. Logo, por mais
gue o momento torsor ndo execute trabalho solaje zele deve ser considerado para o calculo
por esse método (JONES; WOOD, 1967). Com isso,ider@mdo o caso geral da figura 13,
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onde as linhas de momento principaJe m, sado perpendiculares entre si, que a linha de
momentam, possui um angulg com a linha de ruptura e que o eixo de orientdcarbitrado
possui um angul@n — ¢) com a linha de momento principad,, se chega a formula dos
momentosn, em, resultantes da projecdo dos momentos normal erters uma linha de

ruptura sobre os eixos X e Y arbitrados.

Figura 13 — Eixos orientados

(fonte: JONES; WOOD, 1967, p. 115)

m, = my cos?(n — ¢) + m, sen?(n — ¢) (formula 19)

my, = my sen*(n — ¢) + m, cos*(n — ¢) (féormula 20)

Sendo:

m, em, 0S momentos projetados sobre 0s eixos orientadony X

my; em, 0S momentos principais relacionados a disposigdadnaduras;
n € o angulo entre o momento principal e a linha de ruptura,

¢ o angulo entre a linha de ruptura e um dos eixestados (nesse caso, 0 eixo Y).

Para uma regido rigida, o trabalho realizado pllags internas, com a possibilidade de

projecéo sobre os eixos orientados, fica entao:
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T = Z m, L6, + Z m, 1,8, (férmula 21)

Sendo:

L, el, sdo as projecdes do comprimento da linha de raigtlsre os eixos X e Y,
respectivamente;

0, e, as projecdes das rotagdes da regido rigida sskeeas orientados X e Y.

Levando em conta que o trabalho realizado pelgag$anternas é a soma do trabalho realizado
em todas as regides rigidas da laje, entao:

(formula 22)

m
T = Z T = Z [Z mxlxex + Z mylygy]

n
i=1 j=1

A formula 22 é a formula que possibilita o caladéodissipacdo da energia nas linhas de ruptura

de forma facil, rapida e automatica.

3.3 METODO DO EQUILIBRIO

O método do equilibrio é uma forma diferente dexggessar a equacao dos trabalhos virtuais.
Jones e Wood (1967, p. 144, traducdo nossa) apaesema definicdo que diz que “[...] na
configuracdo através da qual o momento de ruptucargrado € um momento estacionario
méaximo, certas forcas denominadas for¢cas nodaisr@le\ser acrescentadas nas intersecdes

entre linhas de ruptura de modo a se garantir diledgo global da laje.”.

O conceito de forcas nodais introduzido por Joha(k@62, p. 52) € o de forgas, estaticamente
equivalentes entre si, e que sédo a representagaesftarcos de corte ao longo das linhas de
ruptura. Fica claro assim que a distribuicdo dess&gcos ao longo das linhas de ruptura nao
interessa, bastando apenas que as forcas nodam seuivalentes a eles, e que estejam
aplicadas nos pontos terminais de uma linha deirapf determinacéo do valor dessas forcas

nodais é expressa por Wood e Jones (1967, p.ré8dcto nossa) e descrito a seguir:
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De forma a se avaliar a for¢a nodal entre duas$ite ruptura primeiro € necessario
considerar o equilibrio de uma pequena regidogukam entre essas linhas. Essa
regido triangular abd, chamada A’, é limitada pelaa de ruptura ab; também por
bd, que é uma parte da linha de ruptura bc; elipbla (ndo uma linha de ruptura) ad
em um pequeno anguié com ab.

E necessario adicionar alguns comentarios sobirtha d, uma vez que o que se
considera estar acontecendo na linha ad goveraaat@dova. Estritamente falando,
em uma solucéo de limite superior ndo ha uma rpaéoo aco escoar em uma regido
proxima da linha ad. Entretanto, isso pode seridersdo como uma posicao
alternativa, pouco deslocada, da linha de ruptbral@ maneira que a quantidade de
armadura necessaria fosse a mesma caso o métodwaba#os virtuais fosse
utilizado independentemente para se analisar asajouts. Fica 6bvio de se ver que
se 0 equilibrio da regido A’ é examinado, com o asgoando em ab e ad
simultaneamente, j4 é um teste suficiente.

Com base nessas premissas, Johansen (1962) estabedevalores para as forcas nodais nas
linhas de ruptura. De maneira a evitar os cOmpposle realizados, sdo mostrados a seguir
0s axiomas que ele estabeleceu para alguns camasaes de linhas de ruptura, cuja validade

estende-se tanto a lajes com armadura isotropdajadajes com armadura ortétropa:

a) num ponto onde convergem linhas de ruptura damuesinal, sdo nulas todas as
forcas nodais

b) em um né onde convergem linhas de ruptura d# diferente, podera haver no
maximo linhas de ruptura em trés dire¢des difeeente

Em seu trabalho, Jones e Wood (1967) acrescentaemipasamento mais matematico para se
chegar a determinacéo dos valores das for¢cas ngaeigintamente trazem mais restricbes ao
emprego do méetodo, mostrando que seu uso é peorpdia o calculo do valor de forcas nodais
apenas em nos que podem se mover para se proclsalu@io de momento maximo

estacionario, e também mostrando que, ndo se belerdnar o valor da forca nodal que esteja

entre uma linha de ruptura e uma regiao de contorno

De modo que j& se sabe como determinar o valofailtgas nodais, parte-se agora para a
conceituacao sobre o método do equilibrio. Quasté utilizado para se calcular o valor do
momento de ruptura m, a analise é feita nas seguetpas (JONES; WOOD, 1967, p. 163,

tradug&o nossa):

a) postula-se um mecanismo de falha;
b) calcular o valor de quaisquer forgas nodais s&uéeas;

c) avaliar as equac0es de equilibrio para cadaoedgida;
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d) eliminar das equacdes de equilibrio quaisquetrpetros variaveis que definem o
mecanismo e entdo encontrar o valor de m.

Esse método, além de ter mais facil aplicacdo quaondhparado ao método dos trabalhos
virtuais, faz o problema convergir & uma solugcdasnrapidamente. Porém, dadas as
dificuldades e limitacdes de se poder avaliar sg@fonodais, o0 método do equilibrio ndo é mais

tao utilizado.

3.4 PRINCIPIOS DE ANALISE LIMITE

Um problema que acontece quando da utilizacdo dodoéda energia ou do método do
equilibrio € a possibilidade de sempre ser possd#fielar o problema, de modo a se chegar em
uma configuracao critica cada vez mais aprimoradse problema foi parcialmente resolvido
quando Prageérestabeleceu as regras que regem a analise iW@®O0; JONES, 1965, p. 15,

traducao nossa).

A andlise limite, conforme definida por Nielsen eardg (2010, p. 8, traducdo nossa), € “A
teoria do colapso por escoamento [...]” de uma [@@mn base nesse conceito, Jones e Wood
(1967, p. 16, traducdo nossa) concluem que “[cdrga minima que levara a laje ao colapso
serd obtida quando as solugbes encontradas paiaite kuperior e o limite inferior
coincidirem,i.e. 0 mesmo valor para a carga de colapso for encnfpar uma técnica de

limite superior e outra de limite inferior.”.

De acordo com Nielsen e Hoang (2010, p. 10, trawlng&sa), o teorema do limite superior, o
qual uma solucao de limite superior deve atender] pode ser usado para encontrar valores
de carga que sdo maiores ou iguais a carga desodlaps condicdes necessarias para que
determinada solucéo seja de limite superior sablEE) WOOD, 1967, p. 16, traducédo nossa):

a) um mecanismo de ruptura valido que satisfacamdicdes mecéanicas de contorno
deve ser encontrado;

b) a dissipagdo interna de energia nas linhas jgkeiraideve ser igual ao trabalho
realizado pelas cargas externas;

c) ou 0 material permanece rigido ou 0 mesmo s@mhef plasticamente;

d) onde ocorrem deslocamentos a direcdo das defdamaé definida pelo
mecanismo. A direcdo das deformacdes deve entétrdes tensdes de ruptura

5> PRAGER, W.;HODGE, P. G. Theory of perfectly plastolids. New York: Dover, 1951.
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necessarias para se calcular a dissipagdo de &n@sgio também é conhecido
como critério de ruptura).

J& uma solucéo de limite inferior € aquela que] ‘dpresenta uma distribuicdo de tensdes
estaticamente admissivel e segufalNIELSEN; HOANG, 2010, p. 8, grifo do autor). Rar
gque essa sentenca seja valida, as condicdes negegsra que uma técnica seja de limite
inferior s&o (JONES; WOOD, 1967, p. 16, traducassay
a) um campo de tensdes para toda a laje deveamrteado, satisfazendo as equacgbes
diferenciais do equilibrio;
b) as forgas e momentos nas bordas devem satisfazendi¢cdes de contorno;

¢) em nenhum ponto da laje as tens6es principaisrpoiolar o critério de ruptura
do material.

Conforme foi apresentado, chega-se a conclusdoe@ma solucao de limite inferior € uma
forma de se fazer o equilibrio da laje. Porém, s&igpode assumir o método do equilibrio
proposto por Johansen como sendo uma técnica ide iinferior pois, no método do equilibrio,

0 estado de tenses é definido apenas nas linhraptiea, ndo satisfazendo assim a condigéo
a) para uma solugdo de limite inferior (JONES; WQQ@D67, p. 16). Além disso, outra
conclusao a que se chega é a de que o metodabakhtrs virtuais €, por si s6, uma técnica de
limite superior para a solucéo de lajes. Como egb@arde momento torsor ndo efetua trabalho
guando do calculo pelo método dos trabalhos vBiumialia-se a carga uUltima somente em
termos do momento normal. Jones e Wood (1967,)i&In que essa consideracdo, por nao
considerar a interacdo entre 0 momento normabetaas componentes de tensdes atuantes no
material, leva a valores conservativos de momeatogtura, quando comparados com ensaios.
Isso mostra que, mesmo sendo uma solucéo de Bopterior, 0 método dos trabalhos virtuais

calcula valores para 0 momento ultimo com seguranca
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4 ALGORITMO DE CALCULO

Conforme Jones e Wood (1964, p. 96-97), o procgssalculo do momento critico pela teoria
das linhas de ruptura pode ser realizado de duasaf A primeira consiste na busca da
equagao que coloca o0 momento como fungao das estag@@® apoios, para assim maximizar
essa fungcédo. Como visto anteriormente, esse pmpesie ser tedioso e custoso para o caso de
lajes com formatos diferentes das retangularea.skgunda forma de se calcular o momento
consiste em, através de pequenas perturbacdestemaique se quer estudar, buscar o valor
de momento que é o maximo. Esse método, do ponistdede implementagdo computacional,
pode demandar um grande processamento por pant@aglana, porém é implementado com

mais facilidade. Esse trabalho optou por utilizaegundo método de célculo.

De acordo com a teoria das linhas de ruptura, éssada a definicdo de um mecanismo
provavel de falha. Para tal, um algoritmo que, dirpde um angulo de rotacdo dos lados
fornecido, possa calcular a configuracdo de ruptienze de ser desenvolvido e seu
funcionamento é explicado na proxima secdo. Aléssaliuma rotina que calculasse as
propriedades das regides rigidas também teve di#esenvolvida e seu funcionamento se da
através do calculo das mesmas por integrais denGiiemndo as propriedades das regides
rigidas calculadas, a rotina que efetuava o caldolmomento de ruptura pode ser facilmente
aplicada. Basicamente, sdo calculados os traba&fedgados pelas cargas externas e pelos
esforcos internos e verifica-se qual o valor do mim de ruptura para tal solicitacéo.
Calculado esse momento, € causada uma perturbacgistema de maneira tal a se chegar a
uma nova configuracdo de falha. O processo seerepese calcula um novo momento de

ruptura, até que ocorra a sua maximizacao utilizaledivacdo numérica e métodos gradiente.

4.1 CALCULO DA INTERSECCAO ENTRE REGIOES RIGIDAS

Para se calcular os pontos que caracterizam a8eeegigidas, deve-se levar em conta a
premissa de que em todo o contorno da laje € umo #ipear (apoio simples ou engaste) e o
namero de regides rigidas da laje coincide comnoema de arestas de seu contorno, sendo que
cada regido rigida sofre rotagdo em torno da apst@ncente ao contorno. Sendo assim,
conhecendo os vértices da laje, é possivel caizateada lado que contém uma regido rigida
através da equacéao geral do plano. Levando em qaetao estado inicial, o vetor normal a

regido rigida € o vetor unitarlg ao se aplicar uma rotacaa mesma, o vetor tomara uma
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nova configuracdo e assim a equacao que descige@naetria da regido rigida mudara. Para
se escrever a equacao da parte rigida € necegasarge tenha um ponto pertencente a mesma
e um vetor normal. Sendo assim, cada regiao rfgidassim afixada ao vértice que é atribuido
ao lado que se esta calculando, obtendo-se a seg@guacao (STEINBRUCH; WINTERLE,
2012, p.144):

alx —x9) +b(y—yo) +c(z—25) =0 (férmula 23)

Onde:
a, b e c sdo os valores dos cossenos diretorestolonormal a regido rigida, ja rotacionado;
Xo, Yo, Zo SA0 as coordenadas do vértice da laje ao qugla@ordgida estd amarrada.

Como processo de partida, calculam-se 0s vetoeesrigntam as retas que se interseccionam
entre dois lados adjacentes. Esse calculo podeiseatravés do produto vetorial entre os dois
vetores normais as regides rigidas que sao coadagrconforme Steinbruch e Winterle(2012,
p. 176).

Apoés o calculo dos vetores que orientam as retassgccio entre dois planos, calcula-se,
novamente para lados adjacentes, o ponto que earach interseccao entre essas duas retas.
O processo de calculo para essa etapa consistguaari os valores de x e y das equagdes
paramétricas das duas retas envolvidas no proessscontrar os valores dos parametroste t’
de cada uma das retas. Esse processo se d4 aeresolsistema de duas equacdes, que toma

a seguinte forma:

| MR B B

Onde:

a,, b; ea,, b, sdo os valores das coordenadas do vetor norntatla@ue se esta analisando
e seu lado adjacente anterior, respectivamente.

X1, Yo,1 €X02, Yo, SA0 as coordenadas dos pontos que déo origemiatateccao, que
tem origem nos veértices da laje.
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Uma vez que a configuracao de ruptura se constilnisomente da interacao entre trés regioes
rigidas e sim entre todos os lados envolvidos megsso (os lados da laje), alguns pontos
calculados ao se verificar a interseccao entrddriss adjacentes ndo sdo verdadeiros, isto €,
nao sdo pontos pertencentes ao contorno da reigi@ia que se pretende definir. Para se
desfazer dos mesmos, quando é identificada a egiate mais de um ponto de intersec¢ao
na reta de interseccdo entre planos consideradae omaior valor do parametro t sao
eliminados, permanecendo apenas o ponto de meloor Kase caso de identificacdo do ponto
verdadeiro € exemplificado na Figura 14, onde para laje retangular, utilizando o processo
de busca pelos pontos de interseccéo, foram eadwmstr4 pontos provaveis. A numeracao
adotada visa a mostrar a ordem na qual os pontas feendo encontrados pelo algoritmo.

Figura 14 — Detecc¢do dos pontos provaveis

(fonte: elaborado pelo autor)

Conforme dito anteriormente, a eliminacdo dos poifddsos ocorria quando se descobria o
ponto calculado que possuisse o menor valor dengdird t, ou seja, o ponto que, quando
calculado, fosse 0 menos distante ao vértice giggnou a reta intersec¢do na qual ele se
encontra era o ponto real. Tomando a Figura 14 eramplo, tem-se que os pontos 1 e 3 séo
0s pontos falsos, uma vez que, em relacdo aosparect, esses pontos estdo mais distantes
dos vértices que d&o origem as retas intersec¢é® manos. Logo, os pontos 2 e 4 fechavam

0s contornos rigidos triangulares, como mostrayarkils.
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Figura 15 — Pontos falsos eliminados

(fonte: elaborado pelo autor)

Apos a eliminacdo dos pontos falsos, pode-se perape esse processo inicial resulta por
encontrar as regides rigidas cujo formato € trilargde maneira tal que os pontos encontrados
nessa etapa podem ser registrados como novos [goques portanto, devem também pertencer
a uma reta que caracteriza a intersec¢cao entreptimies, uma vez que, desse ponto tem-se
origem uma reta que d& continuidade ao contorree pcesso tem semelhanca com a arvore
binaria, onde, através de ramificacfes que pareeamdna inicial, se chega a uma solucao final
(WUST; WAGNER, 2008).

A reta intersecgdo que passa por esses ponto®Bterta ao se levar em conta que, dos trés
planos envolvidos na etapa anterior, um deles é negiao rigida que ja tem todos os seus
pontos definidos, sobrando assim dois planos queteseeptam. O processo de calculo é o
mesmo que ja foi citado anteriormente, a excecamgudeagora as interseccdes entre retas nao
sao calculadas para trés lados adjacentes, masosndiois planos que se interceptam e todos
os demais planos correspondentes a lados cujosronoatrigidos ainda ndo tenham todos os

seus pontos definidos.

A partir dessa etapa, o0 processo se torna, de wanaira geral, mais automatizado, uma vez
que, dentro de uma lista de nds que ja foram cadogl faz-se a verificagdo da intersecgéo da
reta intersecg&o que tem origem no no atual condesestantes, e escolhe-se como verdadeiro
aquele ponto que possuir menor valor de paramdttevie-se ressaltar que o valor de t deve
ser comparado em termos absolutos) em relacdordo atal (ou seja, o ponto mais proximo

ao ponto anterior).
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Esse processo segue até que se calculem todostos poie caracterizam as regides rigidas.
Porém, de maneira a se evitar que esse processpite indefinidamente, uma opc¢éo de
fechamento das regides rigidas tem que ser fait@ condi¢cdo de término do algoritmo. Para
isso, um contador de regides rigidas que ainddardm fechadas € utilizado, onde, quando o
contador for menor ou igual a 2, um processo diterelo automatizado deve ser realizado.
Para se saber o niumero de nés que caracterizamgi@eg rigidas, utiliza-se a férmula
apresentada por Wist e Wagner (2008, p. 2082)liguie esse namero €é igual ao numero de
vértices da laje subtraido de 2. Entretanto, devdevado em conta que esse € 0 numero
méaximo de pontos e que algumas configuracfes $amdds apenas com um ponto, como é o
caso de lajes quadradas e poligonos regularesoc@gso de fechamento consiste na alocagéo
dos nos restantes as listas de regides rigidaseeramento do algoritmo como um todo, uma
vez que se chegou a uma configuracéo de falha\ebv@ processo de busca e fechamento
das regides rigidas é ilustrado nas Figuras 16, @ride é mostrado o processo de busca e
fechamento supracitado aplicado a uma laje comdtmrmpoligonal, e as linhas coloridas que

aparecem nas imagens sao as retas interseccadeistpanos.

Figura 16 — Busca pelos pontos de intersec¢do pe@/é& inicio do algoritmo

%

N\

(fonte: elaborado pelo autor)
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Figura 17 — Pontos verdadeiros, expressos dengrbaldes azuis

(fonte: elaborado pelo autor)

Figura 18 — Fechamento das regifes triangular@s&alpor novos pontos de
interseccdo

A

%

(fonte: elaborado pelo autor)
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Figura 19 — Fechamento de outra regido e contitnudgdrocesso de busca por
novos pontos de interseccao

AN

@/3 \e\

Figura 20 — Fechamento de nova regido rigida éramgédo do processo de busca

(fonte: elaborado pelo autor)

(fonte: elaborado pelo autor)
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Figura 21 — Fechamento de outra regido rigida gra@géo do processo de busca

(fonte: elaborado pelo autor)

Figura 22 — Fechamento de regido subsequente

(fonte: elaborado pelo autor)
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Figura 23 — Busca por novos pontos de intersecg&equéncia

AN
“'-c".EJ

B~
¢:

(fonte: elaborado pelo autor)

Figura 24 — Fechamento da regiéo rigida definigaréir do ponto do passo anterior

'l

(fonte: elaborado pelo autor)
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Figura 25 — Determinacéo da configuracgéo final

(fonte: elaborado pelo autor)

4.2 CALCULO DAS PROPRIEDADES GEOMETRICAS DAS REGISE
RIGIDAS

O calculo de algumas propriedades importantes paleterminacdo do momento de ruptura
pode ser feito com o auxilio das integrais de Gte€onforme Spiegel (1969, p. 149), as

integrais de Green sdo expressas atraves da segnmiula:

jg 4 4 e d (férmula 25)
vacenay= [ (L) g,
Curva Regiio dx ay

Considerando dxdy um operador de area dA, tem-sedgulado esquerdo da equacédo a
integracéo é feita ao longo de uma curva com uriegial de linha, enquanto que no lado

direito a integral é sobre uma regido. Sendo asssabendo-se que (SPIEGEL, 1969, p. 152):

6 A informagdo utilizada para a abordagem do caldas propriedades geométricas das sec¢des foi atirida
apostila da disciplina de Mecéanica Vetorial, mii@ide. pelo prof. Indcio B. Morsch, no curso de Ehgeia
Civil da Universidade Federal do Rio Grande do Seinestre 2011/1.
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oM (x,y) (formula 26)
§ - [[ Mo,
Curva Regiio ay
ON (x, (férmula 27)
Curva Regiio 0x

Pode-se entao, utilizando uma das férmulas supdast realizar o calculo das propriedades de
uma dada regido rigida, sabendo-se somente aseoaoias dos pontos que caracterizam essa

regiao.

Uma vez que AfdA, tem-se pela equacio 27 qdox=1. Sendo assim, integrando-se com

respeito a x, chega-se a conclusdo que N(x,y)=gola formula 27 torna-se:

(férmula 28)
A= ff dA = f xdy
Curvas de

contorno

Como a regido rigida € definida por uma série thsy@ssa integracdo, que esta expressa para
um contorno continuo, torna-se um somatorio degrate para cada trecho continuo, ou seja,
realiza-se a integracdo entre 0os pontos que sa@otorno da regido rigida. Agora, para cada

trecho reto, define-se uma equacgéo paramétricaglarge forma:

P(x,y) = Py(x,y) + t(P,(x,y) — Py(x,y)),onde 0 <t <1 (férmula 29)

Onde:

Po(Xx,y) e R(X,y) séo as coordenadas x e y dos pontos de cantlar regido rigida a se
analisar, sendo que o indice O refere-se ao poitialie o indice 1 refere-se ao ponto final;

t € o par@metro que faz a varredura no compringgtresta.
ou
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X=x9+tlx; —x9),0<t<1 (férmula 30)

Yy=Yo+tly1—¥0),0=<t<1 (formula 31)

Uma vez que a integracao se da ao longo dos castaem-se que:

1 (formula 32)

sendo que i é a numeracao de cada trecho do corgoense esta calculando.

Derivando-se a equacdo 31 com respeito ao parametro-se:

dy = (y1 —yo) dt (formula 33)

Logo, substituindo o resultado encontrado na equadaa formula 32, o resultado fica:

o (formula 34)
A=Y | bt e = 201G =y e
i=1°t=0

Essa equacéo pode ser resolvida analiticamentgactie-se ao seguinte resultado:
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L& (férmula 35)
A= EZ(xl'+1 +x)Vie1 — Vi)
i=1

Outra propriedade necessaria para se realizarcalealo momento critico sdo os momentos
estaticos de primeira ordem, com respeito tantagaanto a y. A formula para o calculo do

momento estatico é a seguinte:

5, = J’j’ydA (férmula 36)

5, = ffdi (férmula 37)

Sendo $e § 0s momentos estaticos de primeira ordem com tespeie a y,
respectivamente.

Analogamente ao que foi feito na formula 27, tentige a funcdo N(x,y), para cada um dos

casos supracitados, € igual a xy e x%/2, respestnie.

Da mesma forma que para o célculo da area de egtiorrigida, o calculo dos momentos
estaticos pode ser feito através de um somataréogaaa trecho reto. Apos realizar-se o calculo
da integral e efetuarem-se manipulacdes algébrneasequacdes, chega-se as seguintes

formulas:

1< formula 38
Sy = jgxy dy = gZ(ym —y)[6x:iy: + 3% (Vipr — ¥ + (ivr — x)(Byi + Wivr — ¥1))] ( )

i=1
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(férmula 39)

x? 1
Sy = § 5 dy = ) Grer ~30[35 + G = 7)(3% + 205041 — 7))
i=1

Agora, de posse dessas equacdes, pode-se catkcotarrdenadas do centro geométrico de cada

regido rigida, dadas pelas seguintes equacoes:

v = S_y (férmula 40)
cTA
Sx (formula 41)
Ve = Z

Onde:
Xc € \t S80 as coordenadas do centroide da regido rigelaajesta considerando.

Com a posicdo do centro geométrico calculada, pedeeterminar o valor de;, que € a
distancia do centroide da regido rigida ao seuoapoi seja, a distancia do centro geométrico
da regido rigida considerada a borda da laje. dist@ncia pode ser calculada conforme segue
(STEINBRUCH; WINTERLE, 2012, p. 192):

_|# x PPy (formula 42)

: 9]

Onde:
¥ € o vetor diretor da aresta que serve de apophje;

PP, € o vetor que aponta na dire¢do do centro geauétd regido rigida e tem origem no
ponto inicial da aresta.
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Outro dado que é importante para o célculo do méonds ruptura sdo os comprimentos das
linhas de ruptura. Esse processo, porém, seraadmr item seguinte, visto que o calculo do

comprimento exige uma interpretacao vetorial, adbot mecanica.

4.3 DESCRICAO DO PROCESSO PARA SE RESOLVER A EQUACBOS
TRABALHOS VIRTUAIS

Para se resolver a equacao dos trabalhos virtieis;se levar em conta que todas as variaveis
envolvidas no processo sdo dependentes das rot@géegpoios. Desta forma, o processo de
maximizacdo da equacéo, que envolve a diferencidgdequacdo dos trabalhos virtuais e
calculo do maximo por um método de otimizacéo, th¥dser feito numericamente. Sendo

assim, e sabendo que a equacéo dos trabalhoss/étdada pela seguinte equacao:

Tg =T (férmula 43)

E, conforme visto no capitulo 3, os termos dessagip sao:

(formula 44)

n
= Z HLELPAL
i=1

(férmula 45)

n n
Z T = z [Z myl,0, + Z mylyey]

i=1 i=1

Vale ressaltar que, em ambas as equacdes, os s atio feitos para cada regido rigida, o
que permite, ao se escrever a equacdo dos trabathess, aglomerar os dois somatorios e
simplificar a equacédo. Além disso, deve-se ter emtenque, pelo fato da equacéo do trabalho
ser um produto escalar entre dois vetores que poeledirecdes diferentes, como quando € o
caso de uma configuracédo de falha que apresentdinin@ade ruptura negativa, o sinal do
produto escalar deve ser levado em conta no somdtis comprimentos das linhas de ruptura.
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Conforme Wood e Jones (1964, p. 116), para sezaeadi calculo quando se tem armadura
ortétropa, 0s eixos que serdo utilizados paraauttdlevem seguir a mesma orientacao que as
linhas de momento da armadura. Sendo assine, m expressos na formula 45 tornam-se ou

p1.m oupe.m (também valendo quando surgem linhas de rupagativas, onde ter-se+dui.m

e i.u2.m), sendo o indice 1 referente a linha de momeujeodirecdo € a mesma que 0 eixo X

e o indice 2 a linhas de momento que tém mesmgadiigue o eixo Y. Com base na informacéo

anterior, o usuario do algoritmo deve tomar cuidadonformar as coordenadas dos vértices
da laje que se deseja calcular, uma vez que umgaitplicada aos vértices (e por conseguinte,
uma laje que estaria rotacionada) acarretaria ntonfiguracédo de armadura que ndo seria
condizente com o que poderia acontecer na pratica.

Figura 26 — Exemplo de regido rigida com apoioiooet e linha de ruptura
negativa

ipm
(fonte: elaborada pelo autor)

A figura 26 mostra um exemplo de regiéo rigidaajoerda o caso mais geral para o calculo da
dissipacéo interna de energia, pois no apoio sung linha de ruptura negativa devido ao

engaste que ocorre no mesmo, além de uma das tiehagptura ser negativa. Considerando

ainda as linhas de momento expressas na mesmagaadeg43, tomando-se como base as
equacoOes 44 e 45, pode ser simplificada para:
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Y1, 0;hipA; (formula 46)
}n=1 Pl Oy + Xiq i L6y + 271[;1 ﬂzlyey + Zgzl Hzizlygy

m =

Onde:
u1 e e expressam as relagdes de ortotropia em x e eespectivamente;
i1 € b SA0 0s coeficientes para momento negativo ermx g eespectivamente;

Ix e b sdo as projecdes dos comprimentos das linhagptieaem x e em y, e sdo calculadas
de maneira simples: como o sistema de coordenatiasederenciado a x e a 'y, a projecao do
comprimento de uma determinada linha de ruptureesain dos eixos sera simplesmente a
diferenca entre as coordenadas x e y do n¢ irdeidihha de ruptura com as coordenadas x e
y do no final da charneira.

O sinal obtido ao se realizar o célculo de [46]etele estritamente do sinal das projecdes do
comprimento da charneira plastica e da rotaca®gido rigida. Ao se realizar a varredura e
determinacao desses parametros no sentido antidayde é o proposto nesse trabalho, chega-
se a um valor negativo para 0 momento de ruptwdaifto, para se garantir o sinal positivo
do valor do momento, a equacao 46 deve ser muhHibdi por -1. Essa multiplicacdo por -1
também poderia ser evitada ao se considerar cogra para a determinacdo do sinal do

momento a regra da mao direita.

4.4 MAXIMIZACAO DO MOMENTO DE FALHA

Uma vez expresso o0 momento de ruptura em funcaeadl&seis envolvidas no seu célculo, e
sabendo que essas variaveis sdo pertinentes guagdo de falha proposta, pode ser
desenvolvida uma ferramenta que, com o auxilio algsritmos apresentados nos itens

anteriores, permita efetuar a maximizacdo do mooneatalha.

Para se realizar essa etapa, diversos algoritmoaldaélo podem ser utilizados, podendo ser
citados os métodos gradiente, que sdo métodosegendo Chapra e Canale (2008, p. 310),
“usam explicitamente informacédo sobre a derivada pacalizar o ponto 6timo.”. Esses

métodos tém como vantagem a facilidade na aplicagaapida convergéncia a solucao final.
As desvantagens aparecem no esforco computaciemardlado, uma vez que o gradiente e

derivadas da funcéo precisam ser recalculadossdiserezes.
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O método gradiente proposto nesse algoritmo foétodo do aclive méximo, que, através de
um ponto inicial, realiza o calculo do gradienteungle ponto e busca um maximo local na
direcdo daquele. Ao se encontrar um maximo locgtadiente é recalculado e o processo de
busca por um maximo local é repetido, buscandorsxa direcdo que ird otimizar a solucao.
O processo termina quando a solucdo atingir umerdiotia estabelecida. (CHAPRA;
CANALE, 2008, p.315).

O método do aclive maximo se utiliza do calculgdadiente da funcéo para otimizar a solugéo.
Conforme Chapra e Canale (2008, p.311), o gradaaiema funcdo de multiplas variaveis é

um vetor que aponta na direcdo do maximo da fur@aetor gradiente é representado por:

r0f 1 (férmula 47)
ax,
af
9x,
VI(x1, X2, X3, 5, Xp) = of
9x3
of

[ 0x;, ]

Sendo xas variaveis intervenientes no problema.

Sabendo que a funcdo que calcula 0 momento de faiésui uma derivada analitica cujo
calculo é impraticavel, torna-se necessaria aagdic de métodos numéricos para o calculo da
derivada parcial da funcdo momento. Para esseitaigorescolheu-se o método de diferencas
finitas centrais, que, conforme Chapra e Canale§g@ um método que possui um erro muito
pequeno quando comparado aos métodos de diferéingas progressivas ou regressivas.
Sendo assim, a féormula para o calculo da derivadarth fungdo em um ponto i por diferencas

finitas centrais é:
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f(xlle""txi + h"“lxn) _f(xI:xZ:"'rxi - h"":xn) (férmula 48)
2h

a_xif(xl' X2, X3, 'xn) =

Onde h é o tamanho do passo com que se pretenide aviancao.

Feito o calculo numérico da derivada e do gradjeraminha-se com a solug¢édo na direcdo do
gradiente, uma vez que, localmente, essa € a digggiaponta para o valor maximo da funcao
momento. A Figura 27 expressa de forma bidimensi@omo essa busca ocorre. O
caminhamento descrito anteriormente é o métodalieeanaximo, e a férmula utilizada para

realiza-lo € dada por:

rOf 7 (formula 49)
dx,
af
0x,

+tp*| of

0x;
of

(DX,

= .
So
e —

Onde:

O vetorxi € o vetor que que contém as coordenadas atuaizada
O vetorxi® é o vetor de coordenadas da posicdo anterior;

p € 0 passo de avanco da solucéo.
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Figura 27 — Descricao grafica do método do acliggimo

Yi

L

wy

(fonte: adaptado de CHAPRA; CANALE, 2008, p. 316)

Com base no exposto na formula 49, percebe-se guebtema de se maximizar o momento
de ruptura, que inicialmente era multidimensionafjora consiste em um problema
unidimensional, o que é vantajoso para se aplioarpatacionalmente, ja que o passo é
aplicado unicamente a nova variavel gradiente,aphatinou as multiplas varidveis em uma
s6. (CHAPRA; CANALE, 2008, p. 317)

Para o problema de otimizacéo que se esta anadisaridn¢éo f que se pretende otimizar é a
funcdo momento, cuja variavel sado as rotagdess contornos rigidos associados aos lados i

da laje. Sendo assim, 0 vetoé composto por essas rotagdes

A escolha pela utilizacdo do método do aclive méxsa deu pela sua facil implementacao
computacional e convergéncia linear, o que garauog utilizacdo com confiabilidade.
Entretanto, uma desvantagem quando da utilizacésed®aétodo é a sua lenta convergéncia
quando da presenca de muitas cristas na fun¢cém,ami que sejam necessarios muitos passos
pequenos para que se chegue ao ponto de maximaRRAMA CANALE, 2008, p. 319)

4.5 FLUXOGRAMAS PARA ETAPAS DE CALCULO DO MOMENTO

Com base no exposto nos itens anteriores, um flaxagpara o algoritmo que realiza o célculo
do momento e outro para o algoritmo de maximizag@a seguir apresentados, de modo a
facilitar a compreenséao da contribuicdo que cagjgaetraz ao calculo do momento maximo de

ruptura da laje que se deseja analisar.
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Inicialmente, deve-se levar em conta que, um algorpara o célculo dos pontos de intersec¢éo
entre os contornos rigidos descrevendo uma possivéiguracdo de ruptura em fungédo da

inclinacdo ou giro de cada plano em relacdo a@spandente lado do contorno da laje deve
ser desenvolvido. Com base nos pontos que cammtedada regido rigida, sdo calculadas as
propriedades geométricas de cada uma das partesfiguracao de falha e que séo pertinentes
ao célculo do momento de ruptura (area e posicdoedtroide da regido rigida). Apés a

determinacao das propriedades das regides rigidasittintes da configuracéo de falha, é feita
uma rotina para a determinacdo do momento de miptuante na mesma, com 0s parametros
e condi¢cdes de contorno estabelecidos pelo usoarientrada de dados. Com base nisso, 0
fluxograma da Figura 28 é apresentado, onde podersa relagcdo de dependéncia de uma

etapa com a seguinte para se efetuar o calculoodwemto de falha.

Figura 28 — Fluxograma para o calculo do momentaugtira

< Inicio >

\ 4

Dados de entrada

-coord. dos vertices:
-rotagdo do laje:
-condigdes de contomo:

-parametros de calculo

\

Calculo da configuragdo de falha
pontos de contorno das regides

rigidas

nto de ruptura

(fonte: elaborada pelo autor)
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Conseguindo executar essa rotina, 0 usuario pod® émserir a rotina de maximizacdo do
momento de falha, que se utiliza do processo antpara, a cada iteragédo, calcular novo
momento de ruptura e assim maximizar o valor daome# Figura 29 apresenta o fluxograma

utilizado de modo tal a se otimizar o momento dieafa

Figura 29 — Fluxograma para a maximizacéo do \@ddamomento de ruptura

< Inicio >

Entrada de dados inicial
(semelhante a da etapa anterior)

Calculo do momento de Tuptura
'll.s ara p partida a PrA ess0 de
maximizacio

A

Calculo do gradiente da
fung omento

Calculo de novo momento de
ruptura

anterior? imite estabelecido?

Sim

(fonte: elaborada pelo autor)
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4.6 FERRAMENTA COMPUTACIONAL

De posse dos algoritmos de calculo e maximizacdmdmento de falha, partiu-se para a
implementacdo do mesmo no ambiente de programacéab,Sque € uma linguagem

interpretada, e que permite, através de matrizesuéar funcdes designadas pelo usuario.

Uma vez que o programa que realiza o calculo do entande ruptura foi escrito, um outro
programa foi desenvolvido, com o objetivo de, agaslo uso de diferencas finitas centrais e

do método do aclive maximo, poder realizar a mazagéo e busca do momento critico.

4.6.1 Funcao 1: calculo do momento de ruptura

O processo para o calculo do momento seguiu adoégpresentada no algoritmo citado

anteriormente, tendo a seguinte estrutura:

a) calculo dos pontos de interseccao entre aseggigidas;

b) determinacao das propriedades geométricas @epeaitk rigida da configuragédo
de falha e;

¢) célculo do momento de ruptura atuando na cordfio proposta para o sistema.

Dentro da primeira sub-rotina, uma série de caikéloealizada de maneira tal que, aplicando
uma rotacdo de lados estabelecida pelo usuarie-g@ahegar na configuragdo de ruptura
ocasionada por essa condicdo inicial. Essa sufardiaseia-se no que foi explicado

anteriormente, apenas aplicado a linguagem utdizexdScilab.

Sendo assim, conforme apresentado no item 4.lteamdaacdo dos pontos de contorno das
regides rigidas teve como base o calculo inicial gontos que caracterizavam regiées com
formato triangular. Com esses pontos, realizava-sélculo do vetor normal ao mesmo, de
maneira tal que se guiava a nova linha de ruptoisentido deste vetor. Calculado esse vetor,
verificava-se, através de equacdes parameétricastalea sua intersec¢cdo com as outras retas
orientadas pelos vetores interseccéo que as defilam esse processo, chegavam-se a hovos
pontos, que deveriam ter seus vetores normaisladfsie suas intersec¢cdes com 0s outros

planos verificadas.

Vale ressaltar que os dados que iam sendo calauhedjprograma e eram pertinentes ao calculo

do momento de ruptura iam sendo guardados em emtreendo que as matrizes mais
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importantes eram duas: uma, onde através do antdaneesub-rotina, eram alocados os dados
referentes aos nos; e a segunda, que guardavatos jppie constituiam o contorno das regides
rigidas que iam se formando. Essas duas matrinssittiram base para a sub-rotina seguinte,

que calculava as propriedades de cada regido rigida

Como exemplos de aplicagédo do codigo para o cattagontersecgdes entre as regides rigidas,
foram testadas algumas configuracdes para umaeigagular, variando-se os angulos com
que rotacionavam as regides rigidas, de modo arscar a robustez e a versatilidade do

codigo nesse processo, que é fundamental paradaéde momento e sua maximizacao.

A sub-rotina que se desenvolveu a seguir teve atigbjde realizar o calculo das propriedades
geomeétricas das regides rigidas, que como dadestdela necessitava do formato das regides
rigidas e também das coordenadas dos nés de comtasnmesmas. Com base nas formulas
apresentadas no item 4.2, péde-se calcular os dadessarios para que se pudesse prosseguir
ao calculo do momento decorrente da configuracde s@ estabeleceu inicialmente.
Novamente, o calculo do momento seguiu o que fposto anteriormente, valendo ressaltar
que, aqui, o calculo dos comprimentos das linhaspieira em x e em yy(e ) foi feito no
sentido anti-horario, de maneira a manter uma fomeregrada ao se realizar o calculo.
Somado a isso, como as condi¢cdes de contorno pddémr se surge ou ndo uma linha de
ruptura nos apoios engastados, ao declarar quedicéo de contorno de determinada aresta
da laje analisada fosse 0, essa aresta funciomarimodelo matematico implementado, como
apoio simples. Caso o valor da condicdo de contfosge 1, essa aresta seria um engaste e

assim surgiria uma charneira negativa no apoio.

Para se calcular o momento de ruptura, somenteefi@ssario calcular os comprimentos das
charneiras plasticas em cada parte rigida, corsiderque depois esse valor fosse multiplicado
por -1. Esse processo € bastante simples, e eomsistuma subtracdo das coordenadas de
extremidade de cada linha de ruptura para quenba t&ssim as projecdes das mesmas sobre
0S eixos x e y. Finda essa etapa, um valor parammanto pode ser calculado e entdo a
configuracéo final das charneiras plasticas é aptada na tela.

A saida gréafica para a configuracdo de rupturasguestabeleceu para o calculo do momento
deu-se com o uso da funcdo no Scilab que realidatagem de polilinhas em uma janela

grafica do programa (vide Figura 30), onde, commdle das matrizes que tinham alocados o
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pontos de contorno e suas coordenadas, se reatizanaessao de cada regido rigida na janela
grafica.

Figura 30 — Exemplo de saida grafica da ferramesgputacional

# Graphic window number 0 - m} *
File Tools Edit ?

B@ag|IVv @

(fonte: Scilab, 2015)

Podendo-se calcular o momento de ruptura a panér eonfiguracao inicial, essa série de sub-
rotinas foi fechada em uma funcdo que tinha conidasa momento de ruptura e que,

graficamente, apresentava a configuracdo de fapfenas, uma vez que as variaveis

intermediérias no processo ndo eram interessadrgs.isso, essa fungdo poderia ser utilizada
quando se desejasse para calcular o momento deanfiguracdo pré-estabelecida, devendo
0 usuario levar em conta que essa configuracao skva critica ou estar nas vizinhancas da
mesma para que se chegue a um valor plausivel thento e também cuidar para que os dados
sejam inseridos corretamente. Porém, como o dés#goque o momento de ruptura calculado
seja o critico, essa funcdo tem de ser utilizadaocoma ferramenta para a fungdo que

maximiza o momento de falha, abordada no item sé&gui
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4.6.2 Funcao 2: maximiza¢cdo do momento de falha

Considerando que essa rotina computacional é aimadstante para se obter o resultado final,
€ através do codigo fonte desta que o usuarioermsemados necessarios para se efetuar a

analise, sendo eles:

a) coordenadas x e y dos vértices da laje quessgadealcular;

b) condi¢des de contorno relativas aos apoios,csgae 0 € contorno com rotacao
livre e 1 € para lado engastado;

c) relacdes de ortotropja e 2, devendo o usuario levar em conta que sempre um
desses coeficientes deve ser igual a 1, e as g@al@deve ser feita conforme
postulado na figura 13;

d) relagbes para o momento no centro da laje o & e b, que sdo utilizadas
guando um dos lados da laje é engastado e se mefeos lados x e v,
respectivamente.

Partindo-se de uma rotacao inicial para todosdisslda laje, estipulada no codigo como sendo
de 0,003 rad (aproximadamente 0,17° ou 10’), iafee a primeira aresta da laje uma
perturbacdo de 0,000003 rad e calculava-se o momamtruptura ocasionado por essa
configuracdo. A seguir a rotacdo nessa arestaeel@ida de 0,000006 rad e novamente
calculava-se 0 momento para a configuracéo olffsise processo tinha por objetivo realizar o
calculo da derivada numeérica da funcdo momenteé&grdo uso de diferencas finitas centrais.
Com o valor da derivada da fungcdo momento dec@aréatvariacdo da rotacdo em um dos
apoios da laje determinado, fazia-se a sua alo@gaama matriz que ia guardando os valores
das derivadas (matriz gradiente). ApOs essa etapalor da rotagdo na aresta em questédo

voltava ao ser valor inicial, e aos lados seguiatasaplicado o mesmo método de analise.

Calculado o gradiente no ponto considerado, o progifazia uma busca na direcdo do mesmo,
utilizando a férmula 47 e aplicando passos p déd1,0Um maximo local era identificado
quando havia uma inversao no sinal do incrementmai®entos em relagdo ao incremento
anterior. Verificado que o momento era um maximmlaaquela dire¢cdo, o gradiente era
recalculado nesse novo ponto e realizava-se o ggoade busca novamente. O processo de
busca era finalizado quando se atingia uma tole§tferenca do momento calculado na
etapa atual subtraido do momento calculado na etspaor) de 0,5% do momento calculado

em um passo anterior.
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5 ANALISE E RESULTADOS

Realizada a implementacdo do algoritmo em uma rfeandéa computacional, torna-se
necessaria a verificacdo dos resultados enconpreldgprograma com resultados encontrados
na bibliografia. Para tal, os resultados enconsgmhra alguns casos existentes na literatura
foram resolvidos pelo programa e comparados. Ali&ssoduma outra etapa de verificagcdo foi

feita, com o objetivo de verificar o quao robusfareamenta desenvolvida pode ser.

5.1 VALIDACAO DO METODOLOGIA APLICADA NO PROGRAMA

Para garantir que os resultados encontrados nogmageram confiaveis, uma verificacao foi

realizada com os resultados encontrados teoricanpemntJohansen (1972). Foram testadas as
configuracdes de lajes retangulares, triangulategpezoidais, que possuem formulas fechadas
para seu célculo, sendo que para todos os casdsdgs variaram-se as condicées de contorno
as quais as lajes estavam apoiadas. Aléem diss@ coriosidade, testou-se a aproximacao de

uma laje circular por poligonos, de maneira a coarpaerro nas respostas.

5.1.1 Laje retangular

Para o caso de laje retangular, Johansen (193%,qom base na Figura 31 chegou na seguinte

formulacado para se calcular o momento de ruptura:

2 (férmula 50)

par (ar)z a
= 3 - —_—
m + b, b,

Onde ae b sdo os comprimentos reduzidos da laje, calculpdias relacdes de afinidade,
cujos valores podem ser calculados como segue:

o = 2a (férmula 51)
N PRV
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B 2b (formula 52)
J1+i+ 1413

r

Figura 31 — Simbologia para célculo de laje retéargu

(fonte: adaptado de JOHANSEN, 1972, p. 5)

Vale ressaltar que a aplicacdo da férmula 50 sélidavquando (> a. Respeitado isso, a na
Tabela 1 podem ser visualizados os resultados @#ados utilizando a formula de Johansen e
utilizando o programa para uma laje com a = b =Bencebe-se que, para 3 casas depois da

virgula, os resultados encontrados praticamentecictam.

Tabela 1 — Resultados encontrados para laje rde@ngu

Casos il |i2|i3 |14 | ar br |ar/br |m (Johansen) m (programa)
1 11,5/1,5/1,5/1,5/3,162 3,162/ 1,000 2,083 2,083
2 01,5 0 |1,5/3,162 5,000 0,632 3,058 3,057
3 0|1,551,5 0]3,8743,874/1,000 3,127 3,127
4 01,51,5/1,5/3,1623,874/0,816 2,514 2,513
5 0| 0] O O] 50005,000 1,000 5,208 5,208

(fonte: elaborada pelo autor)

Célculo de lajes em concreto armado pela teoridimtzass de ruptura: desenvolvimento de ferramenta
computacional



70

5.1.2 Laje triangular

Esse tipo de laje, de acordo com Johansen (1982),dem mais importancia pratica que
tedrica, uma vez que os mecanismos do tmmer lever possuem maior significancia na
determinacdo do valor do momento de ruptura, tesmhovista que os cantos de lajes
triangulares possuem uma rigidez elevada. Entgtastcalculos do momento tedrico podem
ser feitos para que se obtenha um valor aproxirdadoesmo. Sendo assim, a férmula a seguir
apresentada € a proposta para se realizar o caloultomento de falha (JOHANSEN, 1972,
p. 65):

2pA? (férmula 53)

B 3(ayf1+ig+by1+ip+cf1+ ic)2

m

Sendo A a area da laje triangular, p a carga bligtta aplicada e os outros termos expostos na

Figura 32.

Figura 32 — Simbologia para célculo de laje tridagu

(fonte: adaptado de JOHANSEN, 1972, p. 65)

Com base nisso, a Tabela 2 foi montada, de mogoesentar os resultados encontrados com

a formula e os resultados encontrados com o pragdasenvolvido nesse trabalho.
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Tabela 2 — Resultados encontrados para laje td@angu

! m m
CasgA| a b |cia|ib| ic (Johansen)(programa)
1 8(4,47/4,47/4(1,5/1,5/1,5| 0,509 0,509
2 |8(4,47/4,47/4| 0 |15/ 0 0,883 0,883
3 |8(4,47/4,47/4|/1,5| 0 1,5/ 0,668 0,668
4 |8(4,47(4,47/4| 0 |1,5/1,5| 0,668 0,668
5 |8(4,47/4,47/4|/1,5/1,5| O 0,648 0,648
6 |8(4,47|4,47/4/ 0| 0| O 1,273 1,273

(fonte: elaborada pelo autor)

5.1.3 Laje trapezoidal

Seguiu-se a mesma metodologia utilizada nos otippos de laje para o calculo de uma laje

trapezoidal. Johansen (1972, p.58) prop6s uma farque apresenta o valor aproximado para
o valor do momento de falha em uma laje desseRiara tal, ele supds que as linhas de ruptura
partiam da bissetriz do entre dois lados adjacedeemesma forma que foi realizado para as
lajes retangulares, e que deram valores muito prdxidos calculados no programa. Essa

férmula é expressa a seguir:

pr?(Bb+3d —a—c) (formula 54)
m=
6(a(l+iy) +b(1+ip) +c(1+i)+d(+iy))

Onde os itens da férmula 54 sédo apresentados neaR3§.

Figura 33 — Simbologia para célculo de laje trajmtdo

(fonte: adaptado de JOHANSEN, 1972, p. 59)
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Pela formula 54, p6de-se calcular o momento deurapte uma laje trapezoidal e comparar
com os resultados apresentados pelo programa. 8ssitio, montou-se a Tabela 3 para melhor

apresentar esses resultados encontrados.

Tabela 3 — Resultados encontrados para laje trajaézo

. . : . m m
Caso a |b| c|di1|i2|i3]|i4]r (Johansen)| (programa)

1 [5,6610/5,66/2(15/1,5/1,5/1,5|2 1,412 1,412

2 |5,6610(5,66/2(1,5| 0 |1,5/ 0 |2 2,043 2,128

3 |5,6610(5,66/2| 0 (1,5 0 | 1,5(2 1,992 2,055

4 15,66/10/5,66/2|15/ 0 | 0| 024 2,588 2,705

5 |5,6610(5,66/2| 0 [1,5/1,5] 0 |2 1,758 2,258

6 |5,6610(5,66/2| 0 [1,5/1,5/1,5(2 1,652 1,695

7 |5,6610(566/2{ 0| 0| O] 0|4 3,530 3,531

(fonte: elaborada pelo autor)

Como pode ser visualizado na Tabela 3, os valaresnérados no programa, a excecao dos
casos em que a laje estava apoiada ou engastaeserspm uma discrepancia da ordem 5%
em relagdo aos valores encontrados utilizandorauiér de Johansen. Isso se deve ao fato de
Johansen ter considerado, para a formulacdo dg&m84d, que as linhas de ruptura saiam da
bissetriz dos angulos entre dois lados adjaceatgsie € real somente para os casos de laje

totalmente engastada ou totalmente apoiada.

5.1.4 Laje Circular — aproximacao por poligonos

O caso de laje circular também foi proposto poradsbn em 1972, e aparece nesse trabalho
apenas como forma de se testar o qudo proximosdidtado encontrado analiticamente uma
aproximacéao desse tipo de laje por uma laje polibmegular pode ser. Para tal, tem-se que a
férmula proposta por Johansen (1972, p. 76) é:

1 (férmula 55)
m = =pp*

Sendo p a carga aplicada na lajedado pela seguinte formula:
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(férmula 56)

Onde R é o raio da laje circular e i é a relacdmeass momentos no vao central e no apoio.

Entéo, tendo a formula para se efetuar o calculontielaje circular, realizou-se a aproximagao
do circulo por uma poligonal fechada. Para esgzagefaz-se a aproximacado do circulo por
poligonos de 8, 12, 16 e 20 lados, conforme expregs$-igura 34, e os resultados encontrados,
juntamente com o resultado teorico, estdo apredesntaa Tabela 4. A laje circular que foi
analisada foi considerada como tendo um raio deeBos totalmente engastada e com

coeficiente de engastamento i=1,5, com uma catgantg de 5 kN/m2.

Tabela 4 — Momento de ruptura para laje circulapm®ximacdes por poligonos

Momento de ruptura
Johansen| 8 ladod2 lados 16 lados 20 lados
21,333 17,989 19,904 | 20,389 20,809

(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 34 — Laje circular estudada e aproximacdepgpligonos

Laje Laje 8 lados
circular

Laje 12 lados

Ta12140

(fonte: AutoCAD, 2015)

5.2 POTENCIALIDADE DA METODOLOGIA EMPREGADA

Como pode ser visto para o caso em gue se tentadassiltedricos para alguns formatos de
lajes, o programa apresentou resultados que searsratmuito proximos dos obtidos de forma
analitica. Sendo assim, abre-se precedente pasegaalize a analise de casos mais complexos
de lajes que ndo possuam uma solugéo na bibliagrafiimo € o caso de lajes em L e lajes com
formatos poligonais diversos. Para exemplificap,igeram feitos os calculos para alguns
desses formatos, valendo dizer que os valores #ados servem como base inicial de
dimensionamento, mas que necessitam de uma congamexperimental e tedrica para que

possam ser utilizados.
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5.2.1 Laje L

A laje com formato em L foi escolhida devido amfde ser uma laje comumente utilizada em
escritorios de projetos estruturais e que tem awlo ou simplificado através da sua divisao
em duas lajes retangulares, ou através da utibzegasolugdo obtida por outros processos
numéricos. Sendo assim, alguns casos de lajesinftastados, sendo que dois casos merecem
uma apresentacao. O primeiro caso, exposto naadRpirfoi o caso que apresentou rapida
convergéncia no resultado, onde as linhas em aastram a configuracao inicial, arbitrada
como solucao inicial do problema, e as linhas emmetho, a configuracdo final encontrada

pelo programa.

Figura 35 — Solucao convergente para Laje L

(fonte: Scilab, 2015)

O segundo caso é o de uma laje L com uma aba estiteita quando comparada com a outra
aba. Para esse caso, 0 programa encontra umawaghg de falha e converge, entretanto,
deve ser observado que a solucdo apresentada mgjampa diverge totalmente de uma
configuracdo possivel, e pode ser visualizado tamipée a solugéo tenta se aproximar de uma
solugédo com mecanismo do tiparner lever, como pode ser visto na Figura 36.
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Figura 36 — Solugdo divergente para Laje L comesitieita

N\

(fonte: Scilab, 2015)

Esse caso de divergéncia se mostrou bastantessaete, uma vez que foi calculado um
momento de ruptura e se apresentou uma configudectdha “convergente”. Acredita-se que
esse problema de se tentar simular um mecanisica ok |ever tenha ocorrido na ferramenta
de maximizacdo, jA que testes operados no softlamState:SLAB mostraram que esse

mecanismo ocorre para uma laje com essas dimensoes.

Uma forma interessante de se analisar nos cadogelaom formato em L, sdo 0s casos onde
a analise pode ser feita considerando apenasedslaje maior, sendo assim uma laje em L
analisada como laje retangular. Isso acontecelg@saque possuem uma desigualdade muito
grande entre as larguras das abas da laje. Comapéiieacdo, foi estudado no programa a

partir de que relacéo entre a menor largura dadaemaior largura. Essa analise foi feita

alterando-se a largura de uma aba e mantendottesa lBazendo-se isso, para a laje estudada,
gue possuia abas iguais com largura de 4m e compmidnde aba de 8m, chegou-se que a
relacédo onde ocorria a divergéncia nos resultadosdrados girou em 70%. Vale ressaltar que
a divergéncia ndo necessariamente ocorria por eorpsocesso de maximizagao, mas tambéem
por erros de logica na ferramenta utilizada, deveesba relacdo ser estudada numérica e
experimentalmente, ja que o comportamento mecaep obtido através de ensaios, pode

esclarecer melhor o engenheiro e o pesquisadaraaderquando se deve analisar uma laje com

esse formato de maneira mais simplificada.
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5.2.2 Laje T

A motivacao por tras da escolha deste tipo dddag mesma que levou ao estudo de uma laje
com formato em L, ou seja, a sua comum utilizagagmjetos estruturais. Aqui, novamente,

encontraram-se dois casos que mereciam analiseonwvergente e outro divergente.

O caso que convergia era 0 de uma laje T que @oaseds bem distribuidas entre as abas da
laje, e a convergéncia ocorreu rapidamente, com ooambiguracdo muito préxima da

configuracao inicial, e pode ser vista na Figura 37

Figura 37 — Solucdo convergente para Laje T

(fonte: Scilab, 2015)

A solucao que apresentou divergéncia novamentedaso em que uma aba era muito estreita
guando comparada as outras. Diferentemente dodeadovergéncia encontrado na laje com
formato em L, que convergiu para uma dada confgiraesse caso de laje T ndo apresentou
convergéncia para um resultado final, ndo sendasiyelsidentificar para este caso uma
explicacédo para a divergéncia diferente daquelatiitcada para a laje “L”. O algoritmo de
solucéo convergia para uma configuracdo de ruptécaprevista pelo algoritmo gerador de

configurac6es de ruptura. Conforme a andlise iarerdo, o programa apresentava diversas
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configuracdes, sendo que aos poucos ocorria ag@ineila. Esse caso € ilustrado nas Figuras a
seguir, sendo possivel assim ver algumas falhaalgaritmo aplicado no programa, que

permitia a sobreposicéo de duas regides rigidas.

5.2.3 Abordagens de lajes com outros formatos potigais

Essa abordagem foi realizada com objetivo de s&oagra robustez do programa quando do
fornecimento de dados de lajes mais complexas.cSa&s&lm, alguns formatos foram testados

e dois deles serdo apresentados nesse item.

O primeiro formato, apresentado na Figura 38, ialisado na ferramenta computacional. Foi
considerada armadura isétropa para a mesma e ugwmataante de 10 kN/m2. Além disso, a
constante de engastamento foi considerada como sndvalor igual a 1,5. Com base nisso,
foi executado o programa e ndo houve convergémogamente pelo mesmo problema

visualizado para a laje com formato em T com unzaestreita.

Figura 38 — Caso 1

1081,93

1996,32

1772,15

(fonte: elaborado pelo autor)

Um segundo caso, baseado no caso anterior, faidtesA geometria da laje foi alterada,
chegando-se a geometria apresentada na Figuracz@ga atuante, a distribuicdo de armadura
e condi¢cOes de engastamento foram as mesmasdsdsir® caso 1. Para esse caso, o programa
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convergiu e apresentou para 0 momento de rupturazalor de 0,933 kKN.m/m e a sua

configuracdo de falha é dado na Figura 40.

Figura 39 — Caso 2

1420,65

1996,32

1772,15

(fonte: elaborado pelo autor)

Figura 40 — Configuragéo de falha encontrada passo 2

(fonte: Scilab, 2015)

Outro caso que pode ser estudado para se comprerelt®r a ferramenta é o caso das lajes

armadas em uma direcdo, que sdo as lajes cujaoetatre os lados maior e menor € maior ou
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igual a 2. Esse tipo de laje, pode ser calculadplsismente considerando o0 mesmo como uma
viga biapoiada de largura unitaria. Com base n@®p no programa foram estudados casos
onde a relacdo entre os lados eram 3, 7 e 15. dlat&bapresenta os resultados encontrados
pelo programa e pela solugcéo no regime rigidoiptasbmo se a laje fosse uma viga, onde b/a
é a relacdo entre o lado maior e o lado menor. Ali&so, considerou-se uma carga atuante de

5 kN/m? e que a laje estava simplesmente apoiada.

Tabela 5 — Comparativo de resultados para lajedaraen uma direcdo

b b/a=2| b/a=3 bla=} b/a=1la=15 b/a=20
Rl,gm!o- 15,625| 6,944 1,275 0,62% 0,278 0,156
plastico 10
Programa 8,838 4,734 1,081 0,557 0,267 0,147

(fonte: elaborada pelo autor)

Pela Tabela 5, pode-se perceber que os valoresladds inicialmente, para uma laje com
relacéo entre lado maior e menor de até 7, a difarentre os resultados era relativamente alta.
A partir de uma relacdo da ordem de 10, essa diareos resultados comecou a diminuir,
chegando, para uma relacao entre lados de 20, asndenl0%. Mais uma vez, os resultados
encontrados pelo software podem nédo ser condizeo®so comportamento de uma laje
armada em uma direcao na pratica, sendo entammqente a partir de uma relacéo entre lados
maior que 10 que o programa comeca a apresentaesahais coerentes para 0 momento de

ruptura de uma laje desse tipo.
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6 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Conforme foi exposto nos subitens anteriores, enuidlidade do software desenvolvido nesse

trabalho € muito grande, e seu uso como ferrantendg@oio para o calculo de lajes de concreto
armado foi demonstrado, através da verificagdoréaglitados encontrados no software com

resultados de outros autores. Tomando isso con®) pade-se chegar a conclusdo de que os
resultados com outras configuracdes de lajes pa@demproximos de valores reais. Entretanto,

se faz necessaria uma série de testes para gdeise@comprovacao dos valores encontrados
pelo software, uma vez que a convergéncia em altasts ndo ocorreu devido a configuragdes
gue possuiam mecanismos onde se formavamer levers, ou devido a problemas na

ferramenta de maximizacao.

Sobre os problemas de convergéncia apresentadmstop acredita que suas causas estado
relacionadas as ferramentas de determinacdo degu@ygao e de maximizacao do valor do
momento. Como visto para os casos de laje L ella@ém da laje poligonal apresentada no
caso 1. Uma caracteristica comum a todas essaseg@sde lajes era o fato de algum dos
cantos ser concavo. O problema de cantos concavdgd por Kwan (2004) como sendo de
dificil solugdo numérica, uma vez que em cantos essa concavidade surgem tanto linhas de

ruptura positivas quanto negativas, tornando tléicieterminacéo da configuracéo de falha.

Uma vez que o programa apresentou resultados veidfigara casos com solucédo analitica
corroborada, tem-se que o0 mesmo pode constituie-$erramenta de auxilio nos escritérios de
calculo estrutural, desde que alguns cuidados sgjarados, uma vez que a ferramenta ainda
possui algumas limitagbes, como o caso citadoiant@ente de cantos concavos.

Com base nos problemas de convergéncia encontrado$erramenta computacional
desenvolvida nesse trabalho, sugere-se a melhaphocacao de correcdes nas ferramentas de
determinacgao da configuracao de falha com basetedes e da ferramenta de maximizacao.
Além disso, o autor também sugere algum estudoioglado com a determinagéo de quando
um mecanismo do tipoorner lever ira ocorrer, por saber-se que esse mecanismo € uma

limitante na analise pelo programa.
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