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RESUMO

Este trabalho consiste de duas partes.

Na primeira, estendemos o resultado de Braz e Silva e Zingano [2], [3] sobre
solugoes u(-,t) € C°([0, T[, LP(R™)) de equagoes de advecgao-difusao em meios he-
terogéneos para classes mais gerais de equacoes parabdlicas, aplicando os resultados
as equacgoes de Navier-Stokes incompressiveis no plano formuladas em termos da
vorticidade do escoamento. Em particular, estabelecemos estimativas mostrando o
decaimento em certas normas do campo de velocidade (-, t) em caso de escoamentos

de energia infinita.

Na segunda parte, consideramos as equacoes de Navier-Stokes em dimensao
n = 2,3 examinando solugbes u(-,t) de energia finita. Inicialmente, obtemos uma
nova derivagao, mais simples, do resultado obtido originalmente por Kato [20] esta-
belecendo o decaimento assintético (¢ — oo) de [[u(-,t)||L2(rn), para estados iniciais
ug € H'(R™) (com divergente nulo) arbitrarios. Na linha deste argumento obtemos
uma formulagao mais forte dos resultados fundamentais de Wiegner [36] relacionando

VAt

u(+,t) com solugoes e"**uy da equagao do calor, adaptando o método recentemente

introduzido em [22], [23] para a derivagao destes resultados. O método de [22],
[23] também ¢ utilizado para estabelecermos (dimensao n=3) que, ocorrendo ”blow-

5

up”de u(-,t) em tempo finito t,, necessariamente t, < 0.159Hu0H‘ip(Rn)V_ , sendo v

a viscosidade dinamica do escoamento.



ABSTRACT

In the first part of the this work, we extend results by Braz e Silva e Zingano [2],
[3] concerning LP solutions u(-,t) € C°([0, T[, LP(R™)) of advection-diffusion equa-
tions in heterogeneous media to broader classes of quasilinear parabolic equations,
applying the results to incompressible Navier-Stokes flows in the plane by way of
the vorticity formulation. In particular, we obtain some decay rates (as t — o) for

certain norms of the velocity field u(-, ) in case of flow with infinity energy.

In the second part, we consider the Navier-Stokes equations in dimension
n = 2,3 and examine solutions wu(-,t) with finite energy. First, we give a new
(and simpler) derivation of the time asymptotic result originally obtained by Kato
[20] and Masuda [28] showing the decay of the L? norm of divergence-free, finite-
energy solutions. Following these footsteps, we give a stronger formulation of the
fundamental results obtained by Wiegner [36] relating the velocity field wu(-,t) to
solutions e”“tuq of the heat equation, adapting the approach introduced in [22], [23]
for the derivation of Wiergner’s results. The analysis in [22], [23] is also used to
obtain an interesting bound for the blow-up time ¢, in 3 — D flows, in case solutions
cease to be smooth: one must have ¢, < 0.159||u0|]%p(Rn)1/_5, where v is the dynamic

viscosity.



INTRODUCAO

Este trabalho consiste de duas partes.

Na primeira parte, formada pelos capitulos 1, 2 e 3, desenvolvemos varios
resultados sobre solugoes u(-,t) € C°([0, T], LP(R"™)) de equacdes parabdlicas quase-

lineares da forma
up + div(b(x, t,u)u) = div(A(z, t,u)Vu) + c(z, t,u)u, =z €R" t>0, (1)
associadas a estados iniciais
u(+,0) = ug € LP(R™) (2)

para certo 1 < p < oco. Aqui A,b, ¢ denotam fungoes suaves dadas, satisfazendo
condicoes apropriadas conforme os varios capitulos; em particular, supomos sempre

A(z,t,u) positiva definida, com
(A, t,u)€, &) > p(t)|E]*, V¢ € RRn" (3)

para todo z € R"t > 0 e u € R, com pu(t) > 0 para cada t ', onde (-,-) denota o

produto interno e | - | a norma Euclidiana. Supondo, por exemplo,
de b b b IA A PA  PA
A7 ba ¢, 3 y 9 ) ' 4. a9 A0 9 (4)
ou’ Oz; Ou Oz;0u Ox; Ou’ Ox;0u  Ou?

limitadas para = = (x1, ..., z,) € R", t € [0,T], u € [-M, M|, para cada M > 0, se-
gue de [25], Capitulo 5, e das estimativas aqui obtidas que o problema (1), (2) possui
solugoes u(-,t) € C°([0,T], LP(R") que sao limitadas para ¢ > 0, uniformemente em
compactos C|0,7] ( ou seja, u(-,t) € L>(]0,T], L(R™))) e sao estas solugdes que

examinamos no trabalho.

No Capitulo 1, consideramos o problema dado por

wy + (u- V)w = vAw, r€R? t>0, (5)

No capftulo 1, considera-se ;(t) = j > 0 constante



w(-,0) = wy € LP(R?), (6)

onde u(+,0) tem divergente nulo e é dado pela chamada Lei de Biot-Savart [6],

onde
1 —&2
K¢ =-—3 (8)
2rlel? \ g

Aqui v denota uma constante positiva dada.

As equagoes (5), (6), (7), (8) correspondem a formulagao de vorticidade para
escoamentos viscosos incompressiveis no plano, sendo u(z,t) a velocidade de esco-
— Ouz _ 0w

amento no ponto x e instante t e w(z,t) = 0. om & vorticidade correspondente

[5], [6], [21], [24]. Note que a equacao (5) pode ser escrita como
wy + div(wu) = vAw, 2z €R? >0, (9)

e, conhecendo-se porpriedades de w(-,t) pode-se esperar obter informagoes sobre

u(-,t) via (7),(ver por exemplo, [5], [21]).

Na segao 1.3, aplicamos os resulados obtidos sobre w(-, t), solucao de (5), para

investigar o campo de velocidade u(-, ). Utilizando o teorema de Sobolev-Thorin 2,

[35], resulta que

2
u(-,t) € LY(R?), gqe 2Tpp’ (10)
supondo 1 < p < 2, com
—(iypi_ 1L
Jut B)llagee) < K@Dl 5, = O G472 (1)

para todo ¢ > ;Tpp finito e certa constante K(gq) dependendo de ¢. Além disso,
estimando o item (7) por um argumento direto, mostramos, no final da segao 1.3,

que u(-,t) € L°(R?) quando 1 < p < 2, tendo-se

[l D)l oo 2y < K(Q)|I@Uo||m<ﬂza2>t’(7§), t>0, (12)

2Por conveniéncia, incluimos uma porva do teorema de Sobolev-Thorin no Apéndice 1, seguindo
[17], [29], [32], [33]



para cada constante K (p) dependendo de p.

No Capitulo 2 , adaptamos o método desenvolvido em [2], [3], para o caso do

problema

ur + div(b(z, t,u)u) = div(A(x, t,u)V(u)) + c(z, t,u)u, ze€R" t>0, (13)

u(+,0) = ug € LP(R"), (14)

onde se supoe ademais,
c(x,t,u) <0 (15)
lp(@)|*div(b(x, t,p(x))dz =0, Vq=p (16)

R”

para toda ¢ € C§°(R"). A condicdo (??) ¢ introduzida em [2] e usada aqui para

substituir a condigao sobre b(x,t,u) utilizada em [3], descrita por
— b,
Z—j(:v,t,u) >0 V xtu. (17)
= 396]-

onde by, ..., b, denotam as componentes da velocidade de adveccao b. Adaptando o

procedimento em [3], obtemos resulatdos similares, como a estimativa fundamental

t 1
n\ p _1 n
JusOlemeey < Knp)( [ 0(0)8) Juollimont + 8 18)
0
para todot > 0, onde p(t) é dada em (3) e K(n, p) é certa constante que depende ape-
nas dos paramentros n e p do problema. Como em [3], este resultado é utilizado para
(10, 0o, L*=(R™)).

estabelecer a unicidade de solugoes em C([0, oo, LT (R™)) N LS,

No Capitulo 3, estendemos a anélise apresentada em [2], [3] para o problema

mais geral
up + div(b(z, t,u)u) = div(A(z, t,u)V(u)) + c(z, t,u)u, xe€R" t>0, (19)

u(-,0) = up € LP(R"), (20)



onde b, ¢ sdo supostas limitadas, em substituigdo as condigbes (15), (16), (17)
acima. Novamente, supondo (3) consegue-se estimar ||u(-,t)||zo@n) em termos de

|uwol| e (rn), na forma
e, ) ooy < K (n, p, T) o] oy (1) 2 (21)

para todo 0 <t < T', sendo v = infoer p(t) e K(n,p,T) uma constante que de-
pende apenas dos valores n, p, T' dados. Na secao 3.3, generalizamos o procedimento
utilizado em [3] para estabelecer a unicidade de solugoes a partir de estimativas do
tipo (21); em particular, torna-se claro que tal unicidade pode ser obtida direta-
mente da desigualdade de energia descrita no Teorema 3.2.2, mais simples de ser

obtida que a desigualdade(21) acima.

Na segunda parte deste trabalho, voltamos nossa atencao para a equacao de
Navier-Stokes em R" (sendo n = 2, 3),

1

ut+(u~V)u—l—6

Vp=vAu, x€R" t>0. (22)

div(u) =0, (23)

supondo u(-,0) = uy € H'(R"), onde §,v denotam constantes positivas. Nestas
condigoes, existe 7' > 0 (dependendo de wug) tal que o problema (22), (23) admite
uma tnica solu¢ao u € C*®(R"x]0,T[), p € C*(R"x]0,T[), com T = 0o no caso
n = 2 ( ver [22], [23], [24]). Para n = 3, o problema admite solucao fraca u(-,t),
p(-,t) global ( i.e, T = oo ), que se torna classica ( C* ) para t suficientemente

grande (ver [22], [23], [26], [36] ). Em 1986, Wiegner obteve o decaimento
[uls )| 2 eny = O7), (24)
para 0 <y < 7 + %, supondo que se tenha

HeVAtu0||L2(Rn) — O(t_')’)7 (25)



onde v(-,t) = e"uy denota a solucio da equacdo do calor
vy =vAv, t>0, (26)

associada ao estado inicial considerado v(-,0) = uy € H'(R"). Na segao 4.3, mos-

tramos que, nas hipéteses acima, tem-se o resultado mais forte
t]Ju(-,t) — € ugl|2ny — 0,  quando t — oo, (27)

no caso 0 <y <+ % Este resulado é obtido adaptando o argumento desenvolvido
em [22], [23] para a obtencao de (24), (25), (26). Na mesma linha, obtemos, na se¢ao

4.4, uma derivacao elementar para
u(-, )| z2@ny — 0, quando ¢t — oo, (28)

no caso geral u(-,0) = ug € H'(R"), um resulado obtido originalmente por Kato
[20] e sugerido no trabalho fundamental de Leray [18]. Portanto, a propriedade (27)
é também vélida no caso v = 0, mas nao conseguimos determinar sua velocidade no

caso limite 7§ + %, aqui omitido.

Finalmente, na secao 4.5, no caso 3 — D, aproveitamos o resultado obtido em
22], [23] sobre a monotonicidade eventual de || Du(-, t)||12(rs)* para mostrarmos que
se u(-,t) experimentar ”blow-up”em tempo finito ¢, > 0 %, entao, necessariamente
deve valer

te < 0.159”’&0”%2(]1@3)V75, (29>
onde v > 0 é a viscosidade dinamica. Para a obtencao da constante 0.159, procu-
ramos determinar uma constante K razoavelmente pequena para a desigualdade de
Nirenberg-Gagliardo [13], [34],
1 3
lu, )| msy < Klluls )]l o) ID*ul )] fogsy: € HAR?), — (30)

modificando a derivagao encontrada em [34], Capitulo 13, para se adequar as nossos

propositos.

3Para todo to > 0 suficientemente grande ( dependendo de ug), |[Du(:,t)| 122y, conforme [22],
[23], decresce em [to, oo, com || Du(-,t)| r2®s) — 0 ao t — oo.
“Este "blow-up”¢ caracterizado por ||[u(-,t)|| Lo msy — 00 a0 t — ¢, [24]
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1 ESCOAMENTOS INCOMPRESSIVEIS

1.1 Introducao

Neste capitulo, vamos estudar algumas propriedades das solugdes u(-,t) do
problema de Navier-Stokes incompressivel em R? aplicando, para a vorticidade, as
técnicas que serao discutidas em maior generalidade nos capitulos 2 e 3 deste traba-
lho. Desta forma, as demonstragoes dos resultados apresentados na secao 1.2 estao

feitas em detalhes nos capitulos 2 e 3.

Mais precisamente, as equagcoes de Navier-Stokes de um fluido incompressivel

em R? de densidade constante p > 0 sao dadas por
1
u+ (u- V)u=——Vp+rvAu, (1.1)
p

div(u) =0, (1.2)

onde p é a densidade do fluido, u(-,t) é o campo de velocidade e p(-,t), a pressao,

v é a viscosidade dinamica e div é o divergente com respeito as varidveis espaciais

r = (x1,22).

O rotacional da equacao (1.1) nos dé a equagao da vorticidade

wy + (u- V)w = vAw, (1.3)
onde
W = Oy Ug — Op, Uy (1.4)
é a vorticidade.
. . O _ o ;
Por (1.2), existe potencial ¢ tal que u; = 5ag € U2 = —7,-, OU seja,

Ay =w
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. Resolvendo esta equacao com a condicao de fronteira Vi) — 0 ao oo obtemos

u(z,t) = . K(z —y)w(y, t)dy, (1.5)
onde
K(z) = ﬁ o (1.6)

Assim, através de estimativas para w(-,t) e a Lei de Biot-Savart (1.5), (1.6) acima,
obtemos informagoes para a solugao u(-,t) do problema de Navier-Stokes incom-

pressivel em duas dimensoes.

Na secao 1.2, derivamos propriedades para w(-, t) solu¢ao do problema descrito
por (1.8), (1.9) e (1.10), seguindo um procedimento andlogo ao desenvolvido em [2],
[3]. Comegamos observando que |[lw(-,%)||zrg2) decresce monotonicamente com t,
quando w(-,0) € LP(R?) para todo 1 < p < co. No Teorema 1.2.2 obtemos uma
desigualdade de energia para a solugdo w(-,t), dado 1 < p < co. Em seguida, no
Teorema 1.2.3, mostramos que w(+,t) é limitada para t > 0, e obtemos a seguinte

estimativa para a norma do sup:

_1
[w (- D)l oo @2y < K (p)l|woll o2y (v2) ",

para certa constante K (p) dependendo apenas de p. Além disso, provamos a con-
tratividade das solugoes w(-,t) em L'(R?). Entao, como consequéncia das desigual-
dades obtidas nos teoremas citados, provamos a unicidade das solugoes w(-,t) em
LP(R?), para 1 < p < co. Para finalizar a secao 1.2, mostramos que, para p > 1,

|w(-,t)||Lrr2)y — 0 quando ¢t — 400, adaptando o argumento em [3].

Na secao 1.3, utilizando as estimativas obtidas para a vorticidade w(:,t), o

Teorema de Thorin-Sobolev [32], [33], [35] e a Lei de Biot-Savart (1.5), (1.6), obtemos

2p
u(:, )| awey < C)||w(-,t)||Lrr2), para ¢ = 5 el<p<?2,

onde u(-,t) ¢ solu¢ao do problema de Navier-Stokes incompressivel em R?. Para

q = +00, mostramos por um argumento direto, Teorema 1.3.3, que

[uCs Ollpe@) < Kllwoll gz (V1) 2, (1.7)
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nocasop=1,e
_(1_1
hul ) limey < Kot 68 gl o

para 1l <p < 2.

1.2 Estimativas para |w(-,t)||1»®2)-

Nesta se¢ao, vamos derivar algumas propriedades de w(-,t), solu¢ao do pro-

blema

w + (u- V)w = vAw, (1.8)
div =0, (1.9)

para z € R%, ¢t > 0 e com condicoes iniciais em L? dado 1 < p < o0, i.e.,
w(-,0) = wy € LP(R?) (1.10)

onde, div é o divergente e A é o laplaciano, ambos com respeito as variaveis espaciais
x = (x1,22), w =V X u é o rotacional de u e v é uma constante positiva. Para isso,
fazemos uso das chamadas funcoes sinais reqularizadas [15], [24]: tomando ¢ € C*

funcao crescente e impar tal que

1, se zxz2>1,
p(r)=14 0, se z=0, (1.11)

-1, se < -1,

considere, para cada 0 > 0, @s(z) = gp(%), Vo € R. Definindo Ls € C* por

T

Ls(x) = | @s(§)de, (1.12)

S—

temos:

Ls >0, (1.13)

L >0, (1.14)
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Ls(z) — |z| quando § — 0, (1.15)
Li(x) — sgn(x) quando § — 0, (1.16)

onde sgn denota a func¢ao sinal.

As idéias aplicadas nas demonstracoes dos teoremas a seguir seguem a dis-

cussao em [2], [3] e s@o estendidas a problemas mais gerais nos capitulos 2 e 3.

Teorema 1.2.1. Se w(.,t) € C°([0,T], L*(R?)), 1 < p < oo, € solugio de (1.8),
(1.9) e (1.10), entao,

[w(, )l e@2) < llwoll o2y, Yt € [0, 7] (1.17)
Prova: Seja ®5(-) = Ls(-)", para Ls(-) definida como em ( 1.12 ). Multiplicando a

equagao (1.8 ) por ®%(w) e integrando o resultado sobre R? X [tg,t], para 0 < ty <

t < T dados, obtemos,

¢ ¢
/ / Q% (w)w,drdr —l—/ / Q% (w)(u(z, 7)V)w(z, 7)dedr
tg JRR2 to JR2
¢
= u/ / Q% (w)Aw(z, 7)dzdr.
to JR2
Segue do Terorema do Divergente, de (1.9) e de ®j(w)w;, = £4[®s(w)] que
¢
/ Os(w(zx, t))dr < / Os(w(z,to)dr — 1// / O (w)|Vw(z, 7)|Pdrdr
R? R? to JR2

Como v é uma constante positiva e ¢§(u) > 0, fazendo § — 0 e to — 0 obtemos

lw ()| eezy < lw(-, 0)]|o(e2)-

O resultado acima sera utilizado na obtengao da desigualdade de energia a
seguir, que tem papel fundamental na analise deste capitulo. Na prova a seguir,

vamos utilizar a desigualdade de Sobolev (Gagliardo-Nirenberg) dada por

1 1
[vllz2rey < Col|v| 71 ge) IVl E2gey, v € CG7 (1.18)
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onde Cj é constante ( independe de v ).

Teorema 1.2.2. Se w(-,t) € C°([0,T], L*(R?)), 1 < p < oo, satisfaz (1.8), (1.9) e
(1.10), entao

|w(-, )HLQP R2) iy (1 - — / / \w(x, )PV (w(x, 7))|*drdr
< c;*(wf(l ~5)) Tl Vee@T) (119)

onde Cy € a constante da Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg dada em (1.18)

acima.

Prova: Sejam ¢y € (0,t) e ¢s5(-) = Ls(-)?, para Ls(-) definida em (1.12). Multipli-
cando a equagao (1.8) por (t—tg)%¢5(w(z,t)), integrando o resultado sobre R? x [t, t],

aplicando o Teorema do Divergente, a condigao (1.9) e fazendo ty — 0 obtemos

IR _
2w (-, 1)]|%, R2)+4y(1—2—)/0 72/]@2 w(z, 7) 2|V (w(z, 7)) Pdedr

p

t
:2/ | |w(x,7)|*Pdedr
0o Jr2

Considerando

1 t _
Ep(t) = t2Hw( )HLQP (R2) + 4V<1 — 2—p> /0 72 g ’w(x,7)|2p 2‘V(w(l‘,7))‘2dmd7

e definindo v(-,t) como

oz t) = w(z,t) se p=

lw(z, )P se p>1.

Entao,

1 t
E,(t) = t2||v<.,t)|yi2(R2)+4u(1—2_p)/0 72/RQ IV0(, 7) 22 gy

t
= 2/ 7 | |w(z,7)*Pdrdr. (1.20)
0o Jr
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Pela desigualdade (1.18), temos

P 1
[0 )|z @) < Callw (- Dl Lo o) VO | L2 o) (1.21)

Das desigualdades (1.17), (1.20) e da desigualdade de Hélder obtemos
2 2 1 " 2
o, Dl 72me) + 41/(1 - —) T IVo(z, 7)[|72 R dT
2p/ Jo R2

< 202 ||lwo (-, )||LP(R2 [ olt )] % [41/(1 B QLZ?)}

1
2

Assim,

E,(t) < 2022||w0(‘7t)”ip(u§2) [Ep(t)} : [4y<1 B 2i>] _

Portanto,

4y 1 t
Jw(-, )”sz R2) <1 - —> / 2 |w(ZL“,T)|2p_2|V(w(x,T))|2dxdT <
0 R™

t 2p
Cg(l 1 >_1Hw0H2p 2 (Vt)_l
2p Lr(R?)

Por um procedimento andlogo ao esquema de Moser [14], Capitulo 8, a de-
sigualdade (1.19) pode ser usada iterativamente para obter o seguinte resultado
fundamental.

Teorema 1.2.3. Se w(.,t) € C°[0,T], L*(R?)), 1 < p < oo, € solugio de (1.8),
(1.9) e (1.10), entao
CiN s
(e, llzoeqeey < ()7 lwollasae ()5 (1:22)

Prova: Considere t; = 2% et; =1t_1+ ;—0 para i € 1,...,k, kK um nimero natural.

Como, pelo teorema anterior,

Dy < CF (e = 5) (1= 52)) s 9l e

VO<s<t<TeV1<p<oo, (1.23)
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aplicando a desigualdade (1.23) para t =t; e s = t;_; temos

7 1\~ 3, L
ool oy < (€2) ™ (1= 55) ™ s tioa)lteny (20) 77,

VO<i<k (1.24)

Aplicando a desigualdade (1.24) para i = k,k — 1,k — 2,...,1 e observando que
tr, = t obtemos
1

oy () 1\
ooty < (22) ' H(1_2ip) (-, to)ll oz (1.25)

Mas,

k
11(1— 1>;p<2_0_$>;
2ip -

i=1
Portanto, fazendo k — +00, obtemos

4, 1
Cy

_1
Hw('at)HL‘x’(RQ)S . p”wOHLp(RQ)(yt) D,
2

1.3 Estimativas para |[u(-,?)| 1r(r2)-

Nesta secao, vamos utilizar os resultados da secao anterior para obter esti-

mativas para u(-,t) dada por (1.5). Inicialmente, investigamos a seguinte questao:

tendo-se w(-,t) = 22 — 94 oy dado espaco LP(R?) !, em que espaco LI(R?) estd

8m1 axQ
u(-,t)?

'Pelos resultados da secido 1.2, tem-se, na verdade, w(-,t) € LP(R?) N L>°(R?), e assim w(-,t) €
L"(R?)
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Comecamos observando que, supondo Vu = (597“1, g—;;) € LP(R?) para

1 < p < 2, obtem-se a desigualdade de Sobolev [[13], pagina 24]

[u(, t)l|Laezy < K(p)[IVul- ) ||r @), (1.26)
para g > p dado por
1 1 1
- = ——. (1.27)
qg p 2

E notdvel que se tenha também u(-,¢) € LY(R?) para ¢ dado em (1.27), supondo

apenas que w(-,t) = g% - g—g; € LP(R?), 1 < p < 2, como obtemos abaixo utilizando

o Teorema de Thorin-Sobolev. Este resultado trata de operadores singulares da

forma

nife) = [ |$f_<y;|Ady, fe PR, (1.28)

onde A €]0,n/.
Teorema 1.3.1. (Thorin-Sobolev) Se f é uma fun¢ao em LP(R™), 1 < p < q < 00,
e % :Ilj+%—1, com 0 < X\ < n, entao Tyf € LYR") para f € LP(R™) e Ty é um

operador limitado,
ITA[f)llLawny < Alp,n, V[ flljze@ny ¥V f € LP(R"), (1.29)

onde A(p,n, \) € uma constante dependendo apenas de p,n.\.

Prova: A demostracao do teorema estd feita no apéndice 1, seguindo [29], [17].

Observagao: o Teorema 1.3.1 nocason =2 e A =1 nos da

ITA ] 2oeey < Ap,n, M f lizeeey Y f € LP(R?), (1.30)

ondeiz —sel<p<2.

1_1
p 2

Em particular, obtemos de (1.5), (1.6) o seguinte resultado fundamental.
Teorema 1.3.2. Se w(-,t) € C°([0,T], LP(R?)) € solugdo de (1.8), (1.9) e (1.10),
entao, para 1 < p < 2,

Ju(, )llLa@zy < Clp)llw(, D)l Le@), (1.31)
(1.32)
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onde u(-,t) € dada por (1.5), (1.6), e ¢ = 2277’[).

Prova: Considerando g = QQTPP e aplicando o teorema 1.3.1 para

f() = %|w(~,t)\, A=1en=2temos

(L], 'f‘ﬁ’j'dy)qu)é <A [ wly, 0P dy)

ou seja,

[ul; Dl La@zy < AP)w(, 8| o @2). (1.33)

Podemos também obter o seguinte resultado para wu(-,t), que inclui o caso

p=1.

Teorema 1.3.3. Se w(-,t) € C°([0,T], L*(R?)), p € [1,2) € solugdo de (1.8), (1.9)
e (1.10), entdo u(-,t) satisfaz

1. para p=1,
cy o1 _1
huC Dl < (5 + 50 ) llwolmen @™ (134)
2. paral <p <2,
[u(, )@y < C(p)(Vt)f(Ti)||wO||Lp(R2)7 (1.35)
onde
C4 1/p—1\1"3
Clp) =2+ (4 —,,( ) ’ 1.36
0= F+an (b= (1.36)

Prova: Pela Lei de Biot-Savart, (1.5) e (1.6),

1 t
™ Jre |z =yl
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Assim, se p =1,

1 1 t
27 lz—y|<(vt)2 |l‘ - y| 2m lz—y|>(vt)2 |IE - y|
1 1
< -ﬂmhﬂhmw/‘ S
2m () lz—y|<(vt)2 |$ - y|
(vt)~z
TRC |y, 1)ldy
T |[z—y|>(vt)2
1 (vt)~2
< (vt)2||w(-,t)|| oo g2y + oy Jw (-, )| (g2
c4 t)2
< —||w0||L1 Rz)(l/t> ; + (VQ;' ’ ||w0||L1(R2). (137)

Teoremal.2.3

Como a desigualdade (1.37) vale para todo x em R? | entao,

cd 1 1
huCDll) < (5 + 5= ) Il ()%,

0 que prova o item 1.

Além disso, dado 1 < p < 2, seja p’ = . Tomando 0 < « < 2 — 1, temos:

w(y,t w(y,t w(y, t
R T —yl| le—y|<(vt)2 |z -y lz—y|>(vt)2 |z —y

1 wy.t
e | .
e-si<en} |7 =yl a—yl>ed 1T — Yl

1
WMﬁme%/ S

z—y\g(ut)% |.’I} - y|

p 1 1
o BB ([ )
le—y|>(vt)2 |£E - |ap |z—y|>(vt)2 |$ - y| wr

o0 1
< 27T||w('vt)||L°°(R2)(Vt)% + ||w('7t)||Lp(R2)fa5 <27r/ X plo=1p'+1 g, )

(v1)?

IA

IN

1
7

< Ol G Juo e +

Teoremal.2.3

pt /3P -2) | )
o) (N e,
+ )5 (Taprmg) 0 ol

(1.38)

obtemos o resultado. O

Tomando o = % %
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2 EQUACOES DE ADVECCAO-DIFUSAO
EM RV

2.1 Introducao

Neste capitulo, adaptamos o método desenvolvido em [2], [3], vamos examinar
o comportamento das solugoes u(+,t) da equacao de advecgao-difusao,
u + div(b(x, t,u)u) = div(A(z, t,u)V(u)) + c(x, t,u)u, (2.1)
para x € R™ t > 0, com condicoes iniciais em L”, para 1 < p < o0, i.e.,
u(-,0) = up € LP(R"), (2.2)

onde div é o divergente com respeito as varidveis espaciais * = (z1, X2, ..., Ty), €

A, b, ¢ sao funcoes suaves como descrito na introducao, pagina 5, com

(A(z, t,u)€, ) > p(t)|E)?,  VEeR” (2.3)
/ Ju(e)div (bl £, u(x))dr >0, Vg >1 (2.4)
c(x, t,u) <0 (2.5)

para todo * € R", u € R, e alguma fungao pu € C°([0,00[) positiva, onde (-, )
denota o produto escalar usual em R" e |- | é a norma Euclidiana. Vamos mostrar
que a andlise apresentada em [2], [3] pode ser aplicada neste caso, modificando

apropriadamente alguns argumentos.

Na segao a seguir, derivamos algumas porpriedades das solugoes u(-, t) do pro-
blema descrito acima. Em particular, vemos que ||u(-,t)||r»n) decresce monotoni-

camente com t, quando u(-,0) € LP (Teorema 2.2.1), isto é,

(-, t)|| Loy < |lul-,to)|lr@ny, Vo € (0,77,
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para todo 1 < p < oco. Em seguida, obtemos a seguinte desigualdade de energia

para as solucao u(-,t), quando 1 < p < oo (Teorema 2.2.2):

t
t1+§‘|u(.7t)|]i%p(Rn) +2p(2p — 1)/0 % (1) . lu(z, )2V (u(x, 7))|*dvdr
1+ﬂ> 2p(2p — 1)\ % ! n
<o (142) (v (=) ) [ ) 2ar e 7]
p 0
Para p = 400, pelo Teorema 2.2.3, temos que ||u(:, )| Lo mn) — 0 quando t — +o0.

Ademais, a [|u(-,t)||®n) = O(t~2). Por fim, obtemos a unicidade das solugdes do

problema em questao.

2.2 Estimativas para |[u(-, )| zrgn).-
Nesta segao, derivamos estimativas para as solugoes u(-,t) do da equacao de
advegao-difusao (2.1), com as condigoes (2.2), (2.4), (2.3) e (2.5).

Vamos utilizar as fungoes sinais regularizadas definidas no capitulo anterior

(segdo 1.2).

Teorema 2.2.1. (Principio do mdzimo) Se u(.,t) € C°([0,T], L*(R™)) € solugdo de
(2.1) e (2.2), entdo

[ul Dl r@ny < lluollo@ny, vt €[0,T] (2.6)
Prova: Seja ®;5(-) = Ls(-)" , para Ls(-) definida em (1.12). Multiplicando a equagao

(2.1) por ®j(u) e integrando o resultado sobre R™ x [ty,t], para 0 < ty < ¢ dados,

obtemos,
t t
// @g(u)qua:dT—{—// O (u)div(b(x, 7, u)u)dzdr =
tOt to .
// <I>3(u)di’u(A(x,T,u)V(u))dde+// % (u)e(z, T, u)udzdr.
to n to n
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Aplicando o Teorema do Divergente e observando que ®§(u)u, = < [®;(u)] temos,
/R By (. t))dx — /R By, to)dz + / t / & (u)div (b(w, 7, u)u)dadr —
n n to n
_/t i &5 (u)(V(u), (A(z, T, u)V(u)>dwdT+/t/ Q% (u)c(z, 7, u)udwdr.
to JRP to JRn
Segue, de (2.3) e (1.14), que
/ Os(u(z,t))de < — /t/ @g(u)div(b(x,T,u)u)dasdT—i—/R Os(u(z,ty))dz
n to JR® n
+ /t/ O (u)e(z, 7, u)udzdr.
to JRN
Como

/n Q5 (u)div(b(x, T, u)u)dx :/ P5(u) u div(b(z, T, u)dx —/ Os(u)div(b(z, ,u)dx(2.7)

n n

fazendo d — 0 obtemos

t
|u(z, t)|Pde < \u(x,tg)]pdw+p/ / c(z, ,u)|ulPdxdr
R~ Rn» to n
t
(1 p) / lu(e, 7)Pdiv(b(z, 7, u))ddr.
top JR?
Assim, como de (2.4) e (2.5)
|u(z, to)[Pdz <0
RTL
t
(1-p) / u(z, 7)Pdiv(b(z, 7, u))dzdr < 0,
tg JR?

fazendo ty — 0, obtemos

Ju, )| ony < [lul-, 0)]|on).

No resultado a seguir vamos fazer uso da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

2 _n_
()l 2@ny < Callo( O Gy VO D172 Gy (2.8)
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Teorema 2.2.2. Se u(-,t) € C°([0,T], LP(R")), 1 < p < oo, € solugio de (2.1) e
(2.2), entdo

t
Ol ) ey + 20020 = 1) [ 75 t) [ Jute )P )Pl

. n (H%) 2p(2p — 1)\ % ! _n

<o (1 5) VY () ol [ tar vee )
(2.9)

onde C,, € a constante da Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (2.8).

Prova: Sejam ty € (0,t] e ¢s(v) = Ls(v)*, para Ls(-) definida em (1.12). Multi-

plicando a equacdo (2.1) por (t — t9)'*2¢5(u(x,t)) e integrando o resultado sobre

R™ x [to, t] obtemos

(t—to)' "2 /R ) Ls(u(x, ) dx + /t / (- to) 2 ¢ (u(x, 7)) div(b(x, T, u)u)drdr
= /t /n(T — to)“—%qb:;(U(l‘, T))div(A(x, T, U)V(u(x, T))dxdT
+/t /n(T — t0)1+%¢g(u(l’,7))c(m7r7 w)udzdr

+/j (1+2) (1)

0

|3

/ Ls(u(z, ) Pd.

Do Teorema do Divergente e de (2.3) temos

(t —to)t T2 /Rn Ls(u(z, 1) dx + /t /n(T — 1) 2 @5 (u(x, 7)) div(b(x, T, u)u)dzdr

+/ (1 —to)'*32 . &5 (u(z, 7)) (7)) |Vu(z, 7)|*dedr

to

< /to /n(T —to) 2 (u(x, T))e(x, T, u)udrdr

[ 2) et [ Lt

0

Fazendo 6 — 0, por (2.7) temos

(1-— p)/t \u(x, 7)[Pdiv(b(x, T,u))dzdr <0,

o JR™
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Segue entao, de (2.4),(2.5) e do fato de que
¢5(u) — 2plu/*~'  quando & — 0 (2.10)
Y(u) — 2p(2p — D)|u|*** quando § — 0, (2.11)

que

t
=t [ JutwnPrass [ (-0 [ 200 - Dulr)luPr | Va dodr

R7 to

Fazendo ty — 0 obtemos
£ i, )2 oy + 20(2 — 1) / [t 1P Ve, ) Pddr

g/o (1+5) )2 [ Ju(w.)Prdadr.

Considere

Ey(t) = "3 (e, ]|, e, + 20(2p — 1) / 1o / () a2~ Va2 dzdr
e defina w(+,t) como

u(z,t se =1
wla. 1) = (@, t) p
lu(z,t)|P se p>1.
Entao

n 217(219 - 1) ! n
E,(t) Zt”?Hw(x,t)Hiz(Rn)er—z i T2 () |Vw(z, 7)|[72n)dT

< (1+3) [ Pt
Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (2.8). segue que
[w (- Ol L2@ny < CullVul, )HZ;_Q]R" V(. )||£2+2Rn
Assim,
5l O+ 2 [ )0, eyt

t
n n n n
<(1+%) / P27 | P 1)
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Do principio do méximo (2.6) e da Desigualdade de Holder (p = ”T*Q e q= "TQ)

obtemos
2p(2p —1) [* |i»
3 Jw(x, t)]| 2@y + — T2 ()| Vw (e, 7)|| 72 mydr <
0

(14 5)CallunlFe ([ wr2ar) 7 ([ P90 entr)

Entao,

Bl < (14 5) G2 (Pl ([t 2ar) ™ ()7

Logo,

n

E,(t) < (1 + ”)

2p(2p — 1) b
n-+2 >
) e (Y w2 [ )

Portanto,

t
52 ||, )||L2P(Rn +2p(2p—1)/ 8 (D) u(z, 7) [PV (u(, 7)) PdedT <
0
n+2 n <1+%) 2p(2p_1) —3 2p ! _n
Gy (1+§> (p—Q) [0l 7o) ; p(r)” 2 dr,

como queriamos demonstrar. O

Teorema 2.2.3. Se u(.,t) € C°([0,T], LP(R")) € solugio de (2.1) e (2.2), entdo

1

JuC, Ol < 268420+ 2) ()] ( / i) Har)

ot onyt 5 (43

(2.12)

Prova: Das desigualdades (2.6) , (2.9) e como p é uma fungao positiva, temos

TL

) Byt = )" 048 [ ir)ar

Vs<t<T,

()12 gy < (”)(1_i>

2p

onde

(2.13)
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Tomando tg = 2%, ti:ti_1+%, paral <i<kekéeN, temos que t, =te

[[u(- 1)

; 1\~3%
oy < K001 5,) e
LQZP(RW,) — K(Tl) 1 21]? HU( 78)

Aplicando a desigualdade (2.14) para i = k,k — 1,k — 2,..., 1, temos

1k

n

26

i t _(H'%) t _n
N ) I T

(2.14)

I ey < Rl )l I (%)(%)” I1( /Otum—’sdT);p,

i=1 i=1
onde
k —
%(n,p)-H[K(n)]%H( _;p) 2+,
=1 =1
Assim,
: P T 1\ -wtr
K(np) = [K(n)] “ml_?‘p) ;
< (K]0 25,
S e\ Lo\
H</o M(T)_§d7'>2p = </0 M(f)‘?dT) o
_ (/tu(T)ng>;(1_zlk)
0
e
ﬁ(%)(u’%)(;p) _ t_(1+g)'°§:121p2'°§:12;p

Entao, de (2.15), (2.16) e (2.17), fazendo k — oo, obtemos

1 t 1
n)]p _n\p _1
-, B)ll ey < [2052(n+2)043)] 7 / p(1) )7 ol ogunyt ™ 17
0

2

).

(2.15)

(2.16)

(2.17)
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Teorema 2.2.4. Seu(-,t),a(-,t) € C°([0,T], LP(R")), sdo solu¢des de ( 2.1 ) corres-
pondendo aos estados iniciais ug, iy € LP(R™) respectivamente, com ug—1ig € L'(R™)
e c(r,t,u) satisfazendo (2.5) uma funcgdo lipschitz na terceira varidvel para todo

x € R" e para todo t € [0,T] entao,
||U(, ) — U( )HLI(Rn < C( )HUO — ﬁ'OHLl(R”)v 0 S t S T, (218)

onde C(T) € uma constante que depende de T > 0 dado e de ||uol|Lrm@ny, ||to]| Lrmn)-

Prova: Dado t € (0,7, seja v(-,t) = u(-,t) — a(-,t). Entao v satisfaz:

vy + div(b(z, t,u)v) + div([b(x, t,u) — b(x, t,0)|a) = div(A(z, t,u)Vv)
+div([A(z, t,u) — Az, t,0)|Va) + c(z, t,u)v + [c(z, t,u) — c(z, t,0)]a

Multiplicando a equag@o acima por Lj(v), integrando o resultado sobre R™ x [t, t],

d[Ls(v)]

%, obtemos,

onde ty € (0,t), e observando que L5(v)v, =

/ dx+/ /n Ls(v)div([b(z, t,u) — bz, t,4)|a)dxdr +

/ / Ls(v)div(b(x, 7, u)v)dzdr —/ / Ls(v)div(A(z, t,u)Vv)dzdr
—1—/ / Ls(v)e(z, 7,u vdxdT—i—/ / Ls(v)[c(x, t,u) — c(x, t, a)|adzdr
tO n n

+/to / Li(v)div([A(w,t,u) —A($,t,ﬁ)]Vﬂ)dxd7'+/ Ls(v(-, to))dz

n

Pelo Teorema do Divergente temos

/ ))dx —/ / LE(w){[b(x,t,u) — b(x,t,q)|a, Vo)dedr —
¢
/ / L (0){b(z, 7, u)v, Vv)dzdr = —/ / L5 (v){A(z, t,u) Vv, Vo)dzdr
+/ / Li(v)e(z, m,u vdxd7‘+/ / Li(v)[e(z, t,u) — c(x, t, a)|adzdr
to n n

—/t / Lg(“)([A(l"ataU)—A(x,t,ﬂ)]Vﬁ,Vv>da:dT+/ Ls(v(-,t))d

n
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Como L§(v) > 0 e por (2.3)

28

/Rn Ls(v(-,t))dx —|—/t /n LE(v){[A(x, t,u) — A(z, t,0)|Va, Vo)dedr <

/R Ls(ol to))de + /t / L4 [bGr ) — b b, )i, Vo)drdr +

/t: / Ls)e(z, 7 u)vdrdr + /t : / Ly()le(w,tu) = ofw, 1, @)]dzdr

t
+// L5 (v){b(z, 7, u)v, Vo)dzdr
to n

Fazendo § — 0, Lj(v) — 0 e entdo, pelo teorema da Convergéncia Dominada,

/t / LYN[AGr w) — Al @)V, Vo)dedr — 0,

/ / L) (bl t,0) — bla t,0))i, Vi)drdr — 0,

to

¢
/ / LE(v){(b(x, T, u)v, Vu)dzdr — 0
to n

Assim, como Ls(v) — |v| e Lj(v) — sgn(v) ao § — 0, obtemos
t
o )lli@ny < 0Csto) || @ +/ / c(z, 7, u)|v(-, 7)|dedr
to n
t
+/ / [c(x,t,u) — c(x,t,a)]a sgn(v)dzdr.
to n

Ainda, como ¢(z,t,u) <0, temos

t

1oy Ol < 0 o) gy + C / (-, Dlfo(- t)|dedr.

to YR

Entao,

t
1o )l gy < o fo)llagamy + CllC )l e / / lo(-, )| ddr.
to n

Pelo Lema de Gronwall obtemos

Hv(.7t>HL1(Rn) S HU(.’t0>HLl(Rn)eo(an)”ﬂ('vtD)HLoo(R")(tfto).

(2.19)
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Portanto, fazendo ty — 0

||U(.7t)||L1(Rn) < ||UO||L1(Rn)ec(an)”ﬂ()HLoo(R")t’

de onde segue o resultado. O

Os resultados acima perimitem estabelecer a unicidade das solugoes conside-

radas.

Teorema 2.2.5. Se u(-,t), a(-,t) € C°([0,T], LP(R")) sdo solucoes de (2.1) e (2.2),
com u(-,0) = a(-,0) entdo u(-,t) =a(-,t),V ¢>0.

Prova: Se p = 1 o resultado decorre imediatamente do Teorema 2.2.4, de modo que

vamos supor p > 1 no que segue. Dados t > 0 e M > 0, considere

ug(x) se |ug(x)| < M
iy { 1) s ol <

0 caso contrario
Seja uM solugao da equacao (2.1) com a condicao inicial ugM] dada acima. Como
M
[ug” [l oy < o] Lr @)
pelo Teorema 2.2.3, existe uma constante K (t) > 0 tal que

[y Dl oy < K(2)

Assim, para p > 1,

1-1 1
lu( ) = ™ ) [o@ny <l 1) = d™ ()] g a8 = ™ 017 gy

_1 1
S (QK(t)>1 PHU(,t) _U[M]('vt)HZI(Rn)-

Obtemos, pelo teorema anterior,

1

e, ) = W ) gy < K@) (C(D) o — ' sga )
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Observando que

HW—U%WmMZ/

temos

|m—u¥m%—u%PPSM*ﬁ/rw—u¥&

n n

1-p
-, t) = u ()| ony < QK (0)M 7 C(T)|uo| oy
Entao, dadas u(-,t), a(-,t) duas solugoes de (2.1) com u(-,0) = a(+,0), temos

. ~ 1-p
[u-,t) = al, )| r@ny < K (& p)M 7 C(T)||uol| Logn),

vV M>0, Vop>l1.
Fazendo M — oo, como K (t,p) ndo depende de M, obtemos
Hu(-,t) — ﬁ(‘,f)HLp(Rn) =0, V1<p<oo,

o que conclui o argumento. ([l
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3 EQUACOES DE ADVECCAO-DIFUSAO
MAIS GERAIS

3.1 Introducao

Neste capitulo, estendemos as idéias discutidas no capitulo 2, voltando a

examinar em maior generalidade o problema
ug + div(b(z, t,u)u) = div(A(z, t,u)Vu) + c(z, t,u)u, 0<t<T, (3.1)
para x € R" t > 0 e com condigoes iniciais em LP para 1 < p < oo, i.e.,
u(+,0) = ug € LP(R™) (3.2)

onde A,b,c sao fungbes suaves, como descrito na introdugao (pagina 5), porém,

estamos supondo apenas que

|b(x,t,u)| < B(T) (3.3)
le(x, t,u)| < C(T), (3.4)
(A(z, t,u)€, &) > plé)?, VEER" (3.5)

para todo x € R", u € R, t € [0,T] e ; uma constante positiva, onde (.,.) denota
o produto escalar usual em € R", |- | é a norma Euclidiana, B(T") e C(T) sao

constantes dadas.

Na segao 3.2, estudamos algumas propriedades de u(-,t) solugdo do problema
descrito por (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5). Em particular, pelo Teorema 3.2.1,
temos que

u(-, t)|ler@ny < K(T)|Juollr@ny, 0<t<T



EQUACOES DE ADVECCAO-DIFUSAO MAIS GERAIS 32

onde K (T') é uma constante que depende de p, T', 1. No Teorema 3.2.2 obtemos uma
desigualdade de energia para as solugoes u(-,t) quando 1 < p < oo. Por fim, no

Teorema 3.2.3, obtemos a seguinte desigualdade para a norma do sup:
(-, )] poeny < K(T)t 7%, 0<t<T
onde K(T') é uma constante que depende de n, p, u, T'.

Na Secao 3.3, como consequéncia das desiguladades obtidas na secao 3.2, pro-

vamos a unicidade das solugoes u(-,t) em LP(R") para 1 < p < oo.

3.2 Estimativas para |ju(-,t)|| 1 ®n)-

Nesta se¢ao, vamos obter estimativas para as solugoes u(-, t) do problema (3.1),
(3.2).
Teorema 3.2.1. Se u(.,t) € C°([0,T], L*(R™)) € solucio de ( 3.1 ) e ( 3.2 ), entdo

[l Ol r@ny < K(T)l[uol|Lo@ny, Yt € [0, 7] (3.6)

onde K(T') = (3(329 (P—1)+C(T))t'

Prova: Seja @;(-) = L(-),onde Ls(-) é definida em (1.12). Multiplicando a equagao
(3.1) por ®j(u) e integrando o resultado sobre R™ x [t,t], para 0 < t, < ¢ dados,

obtemos,

/t: /n 5 (u)u drdr + /t:/n & (w)div(b(x, 7, u)u)dedr =
/t: /n Q% (u)div(A(z, 7,u)V(u))dzdr + /t:/n O (u)e(z, 7, u)udzdr.

Aplicando o Teorema do Divergente e observando que ®§(u) = %[Ls(u)"] temos,

/n Ls(u(z,t))Pdx + /t &5 (u)(A(z, 7,u)Vu, Vu)dedr =

) R”

/n Ls(u(zx, ty))Pdx + /t . &5 (u)(b(x, T, u)u, Vu)drdr

0
¢
+// Q% (u)c(x, 7, u)udzdr.
to n



EQUACOES DE ADVECCAO-DIFUSAO MAIS GERAIS 33

Segue de (3.3), (3.4), (3.5) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que
t
/ L(u(z, ) dz — / Lo(u(z, to) Pdz < B(T) / o ()|l [V u| dzdr
n R® to JRP

¢ t
—I—C’(T)/ / Q5 (u)udxdr — ,u/ &5 (u)|Vul|*dxdr.
to n to JR™

Pela desigualdade de Cauchy,
1
|| V| < ZW + %|Vu|2. (3.7)

Logo,

/R Ls(ule, H)Pds /R  Ly(u(e, o) Pdudr < BZLT) /t: [ ot +

t t B2 T t
T)/ / O (u)udxdr — g/ ¢3(w)|Vul* < %/ &5 (u) [u*dzdr
to n to JR™ H’ to JR™

+C’(T)/ . o5 (u)udxdr.

to

Entao, fazendo § — 0,

BQ (T) t
|wammwﬁwwammmm+@@—nfm +mn@/ﬁwammwwr
to

Assim, pelo Lema de Gronwall, obtemos

(COIWe _
o, 2 gy < 1 20) [ gy P12 €T 0 2.8

Fazendo ty — 0, obtemos (3.6). O

O resultado acima ¢ usado na derivagao da seguinte estimativa fundamental.
Teorema 3.2.2. Se u(.,t) € C°([0,T], LP(R")) € solugio de (3.1) e (3.2), entdo

2p — 1 ¢
e, )2 gy + @Q;J/GW|WHWWMMS
p 0 Rn

2 n+2
(o (1) 2 (Y g2 g T, e 0T (09

onde ,
n+
2\ 2 t 2 \m

n+2 nt2
(2 5)"
) +(n+1) ——

F(t) = K Tp) (=
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Kl = Kl(/’l’7T7p) =

(BQ(T)p(2p - 2pC(T))

B*(T)(p—1)

KQ = K2(/1’7 Tap) - ( 2#

+ C(T)).

Prova: Sejam tq € (0,t) e ®5(-) = Ls(+), com Lg(-) como em (1.12. Multiplicando
a equagao (3.1) por (t — to)" "1 ®%(u) e integrando o resultado sobre R™ x [to, ],

obtemos,
¢ ¢
/ / (7 — to)" T @ (w)u dadr —|—/ / (7 — to)" 1 (w)div(b(x, 7, u)u)dudr
to n to n
t
—/ / (7 — to)" @5 (u)div(A(z, 7,u)V (u))dadr
to n
¢
+/ / (1 — to)" '@ (u)e(z, T, w)udzdr.
to n

Aplicando o Teorema do Divergente e observando que

%[(t — )" Ds(w)] = (t — to)" ' Dy(wur + (n+ 1)(t — to)"Ps(u),

temos
(t —to)" ™! /Rn Ls(u(x,t))*dr — /t: /n(T —t0)" ¢ (u) (b(z, T, u)u, Vu)drdr
_ / t / (7 to) By u)elr,  wudrdr + (n 4 1) / (= 1) / Ly(u(z, 7)) ?dedr

to to

—/t /n(r —to)" T of (u) (A, 7,u)Vu, Vu)dzdr.

Segue de (3.3), (3.4), (3.5), (3.7) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

¢
(t —to)" ™! / Ls(u(z,t))*dx + u/ (1 —to)"* | &% (u)|Vul*drdr <
n Rn

to

(n+1) /t:(T —to)" /n Ls(u(x, 7)) dxdr + g /to
By / (r — o) [ swlaazar +c) | -ty | @iwudadr

21“ to to

t

(7 — tg)m+! / & ()| Vul2dzdr

+
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Entao,

t

(t —to)" ! / Ls(u(x,t))*dx + %/ (1 —to)"*! . &% (u)|Vu|*dedr <
t

(n+1) / (7=t / L(ule, ) drdr + C(T) / (7 — to)"+! / @ (ujudrds

to to

B(T 2 t
-I——( ) / (1 — to)”+1/ O (u)|u|*dzdr.
2 Sy n

Fazendo 6 — 0 e ty — 0, obtemos
t
" Ju(x, )P dx + up(2p — 1) / T w7 VP dedr
R™ 0 R

t t
<(n+ 1)/ T" |u(z, 7)|*PdzdT + 2pC’(T)/ ot |u(z, 7) [ dxdT
0 Rn 0

Rn
B(T)*p(2p —1) [*
+ ( )p( p )/ Tn—l—l |u(:(:,7')’2pdxd7'.
1% 0 R™

Considere w(-,t) da seguinte forma:

u(z,t)  sep=1

w(z,t) =
lu(z, t)[P se p>1

Assim,

n pp(2p—1) [*

" Jw (@, )| 72 gy + 2 TV w(z, 7) |72 @ dr <

t t
n+1 2 n 2

K1/0 akas ||w(:E,T)||L2(Rn)dT+(n+1)/0 T ||w(x,7-)||L2(R")d7-,

onde

Kl = KI(I’LJTap) =

(B2(T)p Gp=1) | 2C(T)). (3.10)

Pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (2.8) temos
. pp2p—1) [,
t +1”w(xvt)“%2(R")+p—2 T Vw(z, 7) |72 e dT
0

t _4
g&aiwﬂMwM%mme@@

t
Hn+M%ATWM O V(e ) 25 d
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Pela desigualdade (3.6)

. pp(2p—1) [,
" w(z, )] 72 @y + 2 TNV w(a, 7)|| 72 gy dT

t
< KiCulal e [ 7190 7) 5
0
t
+(n+1)C, ||uOH;j;§Rn KW’T’I’)/O | Vw(-, T )Hngn

onde

B*(T)p(p — 1)
24

Ko = Ko(p, T, p) = ( +C(T)p>. (3.11)

Aplicando a desigualdade de Holder obtemos

. pp(2p—1) [,
t +1Hw(x7t)||%2(R") R E— T +1HV@U($>T)||2L2(RTL)CZT
0

p?
n+2 tn+2 %‘H KQ(,U, T,p ! n+1 nt2 niQ
< KyC, ||U0||Lp Rn)< n 2) e ; ( T ||Vw( )HL? R) )
0
57\ s t n
n n+2 n n n+2
+(n + 1)0 ||UOHL;L(2R71 (2—2> €K2(H,T,p)</ T +1HV’U}( )HLéﬂRn ) .
n + 0
Logo,
n pp(2p—1) [*
" Hw(z, t)”%z(]gn) + —p2 T +1||Vw(x,7')||%2(Rn)d7- <
0
tn+2 "L'FQ tnTH n+2 po
[Kl(nJr 2) +(n+ 1)(2—n n 2) }C HUOHL;L(QRn Kz (uTop)
n t n
2 n n n n+2
JQ“GHW@W%m+%/T“WM ) faadr)
0
onde
p(2p — 1
K3 = Ks(,p) = - ( 2 ) (3.12)
Assim,

_2

t
(tn+1’|w(,t)"%2(Rn)+K3/ TTH-lHVU)H%Q(Rn)dT) nt2 < C K n+2H 0|‘Z$(2Rn (t)6K2t7
0

para

)"*2+(n+1)<2;j2>”+2. (3.13)
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Entao,

. pup(2p—1) [*
" +1||w(-,t)||%2(Rn) + p—2 0 T +1||Vw(x,7')|]%2(Rn)dT <

ni2 /fip(2p
(CoF (1) % (EEEZ D) g g 52T,

onde Ky e F(t) sdo definidas por (3.11) e (3.13) respectivamente. Portanto,

2p—1) [*
tn+1” ( )HL2P R %2)/ 7_7L+1 |u|2p72|vu‘2dxd7'§
0 R™

(CaP(£) (%) ol gye 2 520720t ¢ € [0,T).

como queriamos demonstrar.

Como em [3], este resultado permite estimar ||u(-,t)]| oo @)

37

Teorema 3.2.3. Se u(.,t) € C°([0,T], LP(R™)) € solucio de ( 3.1 ) e ( 3.2 ), entdo

n+2

lu(-, ) || Loemny < (3Mt)7% (Cnp2216 (K4T +n 4+ 1)) » ||u0||Lp(Rn)enT+23pK4t

(3.14)

vV tel0,T],

onde
B*(T)

Ky =
1

+ C(T))

Prova: Pelas desigualdades (3.8) e (3.9), u(-,t) satisfaz

R ] (n nt2 nd2pe o o
| u(-, )Hsz < Cn? Ky 2 [Jul, )| 2 gyt V(1) e 20,

VOi<s<t<T,

onde K3 e F(t) estao definidas em (3.12) e (3.13) respectivamente. Como,

5 tn+2 _2 j
t—(”+1)F(t)% — (n+1)[K1< +2>"+2—|—(n+1< +2)"+2]
n n
_n 1 2 nT-z 22
= CHE ()T ()]
S R +(n+ )n+2
2
< - H[r(g) T (
< (t—s)2 o )n+2
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=200 -y omzm < (P o). we1 @
u 1
Ky = Bz(T)g(p D4 oy < p2(BQ(T) +O( )) vp > 1 (3.17)
1 1
temos
W ng2) 2 (B2 gy ) o)
||U(',t)||L2p(Rn) S (t—S)_‘IPF%HU(',S)”Lp(Rn)G( 2 ) ( " A )> P ,

V0<s<t<T,onde

- 2o (P ) o)) (270

ti =ti1+ 3L 1 <i<k, k€N, temos que

Entao, tomando t, = 3%

4k 41

tk:te

3t 7.+1 (Lﬁ)p<BQ(T)+C( )) ‘
||u(.,ti)||L2ip(R) S ( ) 2 pF 2z > 3

( ti—l)HL?i_lp(Rn)e )

221
V 0<i<k
(3.18)
onde,
2 . BZ(T) n;Q 1 _%
I = 9t n+2[ n(( T)T 1)} (2 (1_ )) ‘
n+2( p)"|C ; +C(T))T + (n+1) [ 5
Aplicando a desigualdade (3.18) para i = k,k — 1,k — 2,..., 1, obtemos
- * Py n+2 3t
[l )] 2t (R™) H (221> i HF 7 (- to)|l rmye = 1( 2 )pK‘*?
V 0<i<k
onde
B*(T
kg = ( /i ) +C’(T)>. (3.19)

Entao, ao k — oo,

n+2

lu(:, )] oo mry < (3Mt)_% (Cnp2216 (K4T +n+ 1)> w ||u0||Lp(Rn)enT+23pK4t
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Analogamente ao Teorema 2.2.4 do Capitulo 2, obtemos

Teorema 3.2.4. Se u(-,t),a(-,t) € C°([0,T], LP(R™)) sao solugdes de (3.1) corres-
pondendo aos estados iniciais ug, tg € LP(R™) respectivamente, com ug—tg € L' (R™)
c(x,t,u) satisfazendo (2.5) uma funcao lipschitz na terceira varidvel para todo x € R™

e para todo t € [0,T] entdao,
(-, t) —al-, t) || L rny < C(T)||uo — Gol|lr@ny, 0<t<T, (3.20)

onde C(T') € uma constante que depende de T > 0 dado e de ||ug||rrny, ||Tol| Lr@n)-

3.3 Unicidade de solugoes

Vamos descrever o procedimento utilizado no Capitulo 2 para estabelecer a

unicidade de solugdes em maior generalidade.

Teorema 3.3.1. Suponhamos que uma dada equacao diferencial

%(-,t) = Plu(-,t)], ze€Q, 0<t<T, (3.21)

com condi¢ao inicial

u(+,0) = ug € LP(Q), (3.22)

possua solucao u(-,t) € C°([0,T], LP()), sendo ug € LP(2) para qualquer 1 < p <

o0o. Se tivermos

lu(-, t)||r) < Kp(T, |Juollr)) VYV O<t<T (3.23)
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||u<',t)||Lq(Q) < Kq(T, ||U0||Lp(Q) VO0<t < T, (324)
para algum q > p, finito ou nao.

3. sendo u(-,t), v(-,t) € C°([0,T],L"(2)) solucoes de (3.21), onde 1 <

r <p, com

lu(, ) = vC )ller@) < KT [luoll @) [[vollr@) [, 0) = v (-, O) |23 -25)

para >0 ,0<t<T,
entao, a solugdo u(-,t) € C°([0,T], LP(?)) do problema (3.21), (3.22) é tinica.

Prova: Dadost > 0e M > 0, considere

o, ) w(z), se  |uo(z)] <M
uy (x) = .
0, caso contrario
[M]

Seja ul™! solucdo de (3.21), com condicdo inicial uy . Assim, para p > 1, dados r e
q tais que r < p < ¢, por interpolagao, (3.23) e (3.24), temos

or (1-6)2
lu(-,t) = u™ D)@ < flulst) = ™) 2 g llul 1) = u™ D))

para 0 < 0 < 1 tal que p = 0r + (1 — 0)q. Por (3.25) obtemos

kAR

af
lu(-,t) = u™ (D lr) < Krgol(T, [uoll @) lul- £) — u™(- 6],

—~

Q)
para algum « > 0. Segue da definicao de u[[)M] que
a1 —u D@y < O o) 8, v ar>o0.

Portanto, fazendo M — oo, como C nao depende de M, obtemos

Ju(-,t) — UM('at)HLP(Q) — 0,
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de onde segue o resultado.

Como corolario do Teorema 3.3.1 obtemos o seguinte resultado, em vista de

(3.6) e (3.9) ou (3.14).
Teorema 3.3.2. Se u(-,t), a(-,t) € C°([0,T], LP(R™)) sdo solugées de (5.1), com

u(-,0) = a(-,0) entao u(-,t) (,t),V 0<t<T.

=1u
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4 EQUACOES DE NAVIER-STOKES
INCOMPRESSIVEIS EM 2-D E 3-D

4.1 Introducao

Neste capitulo vamos obter alguns resultados para u(+,t) solugao das equagoes

de Navier-Stokes

u+u-Vu+Vp=vAu z € R", t >0,

(4.1)
div(u) =0
em dimensao n = 2,3, com a condic¢ao inicial
u(+,0) = up € H'(R"), (4.2)

sendo div(ug) = 0. Para examinar u(-,t) vamos fazer uso de estimativas obtidas
em [22], [23], desenvolvendo resultados que estendem ou fortalecem a discussao em
[22], [23]. Em [22], [23], os resultados de Wiegner [36] sobre o comportamento de
|[u(-,t)|| Lo (mn) @0 t — 00, sdo reobtidos a partir de argumentos mais simples (parte

dos quais considerados na sec¢ao 4.2 a seguir). Estes resultados estabelecem que
[u(, )l 2ny = O),
para 0 < v < % + % se acontecer
le” 2 uo|| 2y = O(t™),
onde (-, t) = e’*uy denota a solugao da equacgao do calor
Uy = VAU (4.3)
associada ao estado inicial u(-,0) = uy.
Na secao 4.4, mostraremos que, nas hipoteses acima,

t]Ju(-,t) — € upl| 2gny — 0 quando ¢ — oo
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para qualquer solugao de (4.1), (4.2), fornecendo assim, uma nova prova para este
resultado, conjecturado por Leray [26], [27] e estabelecido originalmente por Kato

120].

Finalmente, na secao 4.5, consideramos o problema de ”blow-up”’em 3 — D.

mostrando que, supondo ocorrer ”blow-up”em tempo finito ¢, > 0, tem-se

t, < 0.159|ul| 72 msy v . (4.4)

Segue da andlise em [3], [33] que . pode ser estimado superiormente nesta

forma,

te < K|luo|Togeyr ™

e na segao 4.5 obtemos um valor razoavel para K dada em (4.4) acima.

4.2 Estimativas Preliminares

Seguindo , [3], [23], observamos que a solugao u(-,t) do problema (4.1), (4.2)

pode ser escrita como

t
u(t) = e’ug +/ "2 (s)ds, (4.5)
0

At

onde "> é o operador solucao da equacao do calor e Q = —Vp — u.Vu . Além

disso, vamos utilizar a transformada de fourier aqui definida por
B(k) = (271)F / Ty (p)dr, kR (4.6)
para v € L'(R™) qualquer.

Teorema 4.2.1. A transformada de Fourier Q do termo Q = —V(p) — u.V(u)

satisfaz
Q)| < (“);gr( 1) L2y | D )l e (4.7)
Bt < 2l ) gy, YRR (48)

r)"
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Teorema 4.2.2. Sejam Uy, |k|'Uy € L®(R"). Entdo, a solucdo e"**uy da equacdo

do calor satisfaz

le"up|| 2rny < c1(vt)” 7 [[do|oc (4.9)

_n_ 1. ~
le"Mug|| < ca(vt) ™ 172 ||Wo|loe,  S€ Wo(k) = K| o (k). (4.10)
onde ¢ e ca sao constantes adequadas (que nao dependem de u).

Teorema 4.2.3. Para o integrando da equacao (4.5), os Teoremas 4.2.1 e 4.2.2

implicam em

12 Q(s) | 2@y < v 1t —5)71Q(5) ]l
201\/ﬁ _n _n
< v it —s) 1 lul, 8) || 2@m | Dul-, 8)|] L2 @my

(2m)>
(4.11)

_n_1 1A

)72 | |KI T Q(5) oo

_n_1 _n_1

viTE(t—5) "1 2 u(, 8) ey (412)

AN
Q
[\
E
(3
|
[N
—~
~
|
VA

le"2¢2Q(5) | 12y

IN

A prova dos resultados acima pode ser encontrada em [23].

A seguir, apresentamos algumas estimativas conhecidas envolvendo ||u(-, )| L2 (rn)

e || Du(-, )| 2 @n)-

Teorema 4.2.4. Seja u(-,t) solugao de (4.1) e (4.2). Entao,

d
s Ol + 201 Duls D)l z2geny =0, 20 (4.13)

Prova: Como u(-,t) é solugao de (4.1), entdo, para cada i € {1,2,...,n},

ou; - Ou;  Op
; = vAu; 4.14
ot +;“Jaxj T o (4.14)
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Assim, multiplicando a equagao (4.15) por 2u;(-,t) e aplicando a integragdo por

partes em R" temos

d 2 - J ou; " / Ou; \ 2
— (-, t)d —(us)dr — 2 dr = —2 d
7 RnUz(u ) x+]zl/nujax](UZ) x Rnpﬁxz X ijl n((‘?x]) X

Mas, como div(u(-,t)) =0,

Z /n Uj— 8:10] HNdr = Z - 8—%(u]u2)dx = 0.

Logo,

d 9 (9uz - (9uz 2
el (. _9 ) - 9
o Rnul(,t) dx /np(,t)axida: I/;/n (&cj) dx

Somando em i € {1,2,..,n} e usando novamente o fato que div(u(-,t)) = 0, temos

d ~ 8ul 2
@) u(-,t)*dr = —2v Z /n <8xj> dx.

Teorema 4.2.5. Seja u(-,t) solugdo de (4.1)e (4.2). Entio, ¥ t >0,

d
el D hamsy < Ml Ollzeqes) ul, Ollzgs) | Dul, Oll2s) — 20D, 172,

Prova: Considere a equacao

ou 3 8u
Z+Z ! (,m =vAy;, i=1,23. (4.15)

Derivando (4.15) em relagao a x,, multiplicando por 23;‘2, somando em i, ¢ = 1,2, 3,

integrando em R?, obtemos:
3
Ou; 0%uy O Ou;
9ot TN gy 49 L () d
; /R 9z, Dzt T Z / D¢ axg Y5z, )

3
ou; O%p ou; Oy,

92 d —9 ! ! 4.16

+ i; /Rg Oxp 0x0x; dv =2v Z /3 oxy 05135833 de. ( )
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Mas,
’ 28%; 0, q . d ou; 2d
Mzzl /RB dx, dwdt ™ z; %/Rs (8@) “

d
= DU, ) sqes

Observe ainda que, como div(u(-,t))
0%u; E)uzu i

ou; 8ul B
> - Z R3 8.73485(3] (‘9@

Z /]R3 (9954 (91‘[ al‘

B ’ D, 8u]dx
e axgé?:xj " Oxy
_ i azui 8ujd
i1 R3 81:48:53 8@
3
ou; 0? ou; 82
3 / w _Op Z / u —0.
= Jrs oy axi&w R3 8352 6%
a 7 a i a (2 2
Z/ W; U; dr — — Z U;
i R3 axg 8@(% R3 8$]6Ig
= —HDU(n 172 ws)-
Entao, de (4.16)-(4.20) segue que
0%u;
2 2 i
DUt Oy + 2D 0) s 22 L g

0u1
< 2Dl t) e /\u| Z )

< 2fful, )| oe oy | Dul, )IIL2(R3)IID ul-,
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(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(9uj
—d
al’g v

) %>2)1/2dx

3 82 ; / 3
<2 [ (2 () (2 G

)1/2

)|l 2 (m3)-
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Observacgao:
Para n = 2, pode-se mostrar que a solugao de (4.1) satisfaz na verdade
d 2 2 2
2 1PuC Ollz2@e) = =201 D%ul, 1) T2 ee) (4.21)

Deste resultado segue, em particular, a nao ocorréncia de ”blow-up”’no caso

2 — D [22], [23], [24].

Teorema 4.2.6. Considere u(-,t) € H'(R3). Entdo, u(-,t) satisfaz

1Du(, )| Fems) < V3ID?u(, t) | r2ges) lul, )| ey (4.22)

Prova: A demostracao segue por integracao por partes. 0]

4.3 Decaimento de ||u(-,t)| 2w

Teorema 4.3.1. (Kato, 1984).
Dada uy € HY(R™) de divergente nulo, a solugdo u(-,t) de (4.1), (4.2) satisfaz

Prova: De (4.5) e (4.11), temos

t
H u<.7t) HLQ(Rn) S w(t) + K/O‘ (t_5>7n/4 H u(.7 S) HL2(R7L) H Du(? S) HL2(R") ds? (424>
vAt

onde w(t) = || e

|| Du(’? S)

U || e K > 0 é uma constante dependendo de n, v, e onde

L2 (R")

||L2(R") = O(1+ s5)"Y2]22], [23]. Considerando o caso n = 3 primeiro e

lembrando que || u(-, 1) ¢ decrescente, obtemos entao

t
| u(-,t) HLQ(RS) < w(t) + C/ (t —s)73/* (1 4+ 5)"12ds, (4.25)
0
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onde C' > 0 constante depende de v, ug. Assim, ||u(-,t) = w(t) + O™V,

e o resultado segue do fato de se ter w(t) — 0 ao t — oc.

Quando n = 2, podemos proceder do seguinte modo: dado t, > 0 qualquer,

temos, por (4.4) e (4.10),

t
[0) gy < 00 + Cf (¢ =572 Du5) e ds

to

para todo t > tg, sendo w(t) = || e’AEt0)y (. ¢5) e C' constante dependendo

HL2 (R2
de v, ugp, mas independente de t,. Como

t
S DU ) gy s € 4 s (1402 DU
para todo t > tg, visto que
t
/ (t—s)"Y2(1+s)2ds < 4
to
para todo t > ty > 0, resulta que, dado £ > 0 arbitrario, obtemos
t
—1/2
= DU ) gy s <
para todo t > tg se escolhermos ty > 0 suficientemente grande, temos de ter

tY2 || Du(-,t) — 0 ao t — o0 [22], [23]. Em particular, lembrando novamente

”LZ(RZ)

que w(t) — 0 ao t — oo, obtemos || u(-,t) < ¢ para todo t suficientemente

||L2 (RQ)
grande, e a demonstracao esta completa. 0

4.4 N-S e Equacao do Calor

Teorema 4.4.1. Sendo u(-,t) solugdo de (4.1) e (4.2), entao, valendo (4.5), tem-se
Ju(-,t) — e ugllp2@ny — 0 a0t — +oo, (4.26)

360§”y<%+%.
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Prova: O caso v = 0 foi obtido na sec¢ao anterior. Considerando v > 0, por (4.5),

temos
t
(- t) — e”Atuon(Rn) = |le"Auy + / "2 Q(s)ds — eVAtUOHL2(Rn)
0
t
= || / QVA(t_S)Q(S)dS||L2(Rn)
0
¢
S / HeyA(t_S)Q(S)”L2(Rn)d8
0
t

5 t
_ / ||6uA(t—5)Q(S)||L2(Rn)dS—I—/ ||€VA(t_S)Q(S)||L2(Rn)dS
0

Do Teorema 4.2.3 segue que

|+

2 _n_1
lul 1) — Mgl ppany < Ko / (t = )5 HJu(, 1) 22 ds
0
t
—i—Kl[ (t—s)_ZHu(-,t)||Lz(Rn)||Du(-,t)||L2(Rn)ds
2

< K2<%>42/2(1+s)‘27ds
0

t
+ Kl/ (= )1+ 5)"(1 4 5 4ds
2

t\—isr 1 toi- 1
K2<—> 172 [ (1 n _)1 2y }
2 1—2y% 2 1— 2

+ Ky (1 + f) T g i 5 (%)12 (4.27)

IA

Se v € (O, %), por (4.27)

1+ 07 iy-2-8 K, E\-2-% sty 1- 8
1) — My < B, 0T H By
||U(, ) e u0||L2R ~ 2 2’}/_1 2 ‘I‘ ) +
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Se’yz%eanentao

[u(-,t) = e ug| r2gn)

IN

IN

Assim,

ul-,t) — e ug|| 2(rn)

Se’y:%en:?)entéo

Jul-,t) — € ug| r2mn)

20

/Oé(t —5)"1(1+s) 2ds

t

+ [ t—s)TT(1+9)72

2(5) +1(5) (v g)

o

(4.31)
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Portanto, de (4.29), (4.30) e (4.31),
]| u(-, ) — €A ugl|2@ny — 0 a0 t — +o0,

o que finaliza a demonstracao. 0

4.5 Blow-up de solugoes (n=3)

No teorema abaixo determinamos uma constante K razoavelmente pequena

para a desigualdade de Nirenberg-Gagliardo
1 3
lul, )l mey < Kllul, Ol 2oy 1D, ) £2 gs)-

A prova deste resultado melhorou significantemente o argumento utilizado em [34]

capitulo 13.

Teorema 4.5.1. Considere u(-,t) € H'(R3). Entao, u(-,t) satisfaz

1 3
ey )l ey < KNl )]s o | D2, ) ooy K = 0.654 (4.32)

Prova: Dados x € R? e g € C?([0,1]) tal que g(0) =1, g(1) =0 e ¢'(1) = 0, temos

u(z) = — /0 %[g(r)u(m +rw)]dr

Integrando por partes obtemos

w(z) = /O raa—;[g('r’)u(a:—l—rw)]dr

- /0 rlg"(Mu(z +rw)] +2¢'(r) Y %(m + rw)w;

+g(r)>

,j=1
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Assim, por Cauchy-Schwarz,

(/01 |g"(7~)y2dr)é </01r2|u(x + rw)]%r)é
4 2(/01 |g'(7~)|2dr)é </017’2|Du(x + rw)|2dr)é

# ([ par)* ([ et + ropar)*

Integrando em |w| = 1 temos

1
u@| < —=(COlull @ +2B(0) | Dull 2 + A@IDull iz ).
(4.33)
onde
A(g) = llgllczqo,1) (4.34)
B(g) = 119l L2(o,1)) (4.35)
Clg) = 19"l 2o, (4.36)
Segue do Teorerma 4.2.6 que
1 1 1
VAr|u(@)l[zomsy < C9)llullrzs) +2B3%(g)lull 7@ | D*ull 72 gy
+ A(9) I D?*u| L2 (gny.- (4.37)

Aplicando a desigualdade (4.37) para v(z) = u(Az) obtemos

Vir -3 T 3
dllu(@) | pmmsy < CO)AF ullzes) + 2B(9)35 A 2| Zagay | Dl 22 gy
A(9)A2 | Dl 2. (4.38)

Assim, dado ¢t > 0, seja A > 0 dado por

_2 1 -1
A=13 ”uHiQ(RS)HD2u|]L22(R3) (4.39)
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Entao, segue de (4.38) e (4.39) que

11 _1 1 3
Viar|lu(@)ll =gy < (Clo)t+ 2B(g)35t5 + A(g)t™3)[lull {2 zs) | D*ull 2 sy

(4.40)
Tomando
)+ ¢32B > 4 3A(g)Cg)\ 3
otemos
[u(@)]|pooms) < \/—3 Rg.d',")ull R3>HDQUHL2 R3); (4.42)
onde
Rio.g. " — L 2A0CM) - 35 B(g)? + 31 B(g)\/3: B(g)* + 3A(9)C(9)
9,9,9 )= -
3C(9) —34B(g) + /3t B(g)* + 3A(9)C(g))
(4.43)
Tomando
g(r) = (L —=7r)*(L+pr), (4.44)
para a, p € R, temos
1 p p
Ag)? = 1 1 4.4
(9) 2a+1< ozl ++2a—|—3)> (445)
Blg? = ———— (P (a2 4+ a) (4.46)
ala—1)\ 2a+1 :
2 2 2
: « #(1+a)
= —2p— —p)la—2)p+1
Al P s ey [ a1 Tl 1)<(O‘ plla=2)p+ ﬂ
(4.47)
Entao, escolhendo @ = 1.501 e p = —1.05, obtemos
1 45 ron
K(g,9',9") = 0.654, (4.48)

\/47T§
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o que finaliza a demostracao do Teorema 4.5.1.

Teorema 4.5.2. Considere u(-,t) solu¢io de (4.1)e (4.2). Se

1/2

lu(-, o)l L2 sy [ Dul-, to) || L2 (ms) < Pyt

para algum ty, onde K € a constante em (4.32) , entdo

d
E||Du(-,t)||§2(R3) <0V t>tg.

Prova: Seguindo [22], [23] temos, pelos Teoremas 4.2.5 e 4.2.6,

d 1 7
EIIDU(-J)IIL%RB) < 2VBJlule, )| fa oy 1D, )| 2@s) | D*ul, )| o )

— 20|| Du(-, 1) ||72 )
Pelo Teorema 4.5.1,

d
Dl D)l <

1 _1
2/ D%u(-, )| sy (\/§IIU(‘7t)!liz(Rs))llDU(nt)HLQ(n@)HDQU(n Ol 7 es) — V)-

Assim, se

1/2

31 K2

u(- to)ll 2@ | Du(-, to) | L2 sy < :
para algum ¢y > 0, entao

d
DU, )2y <0,

para t > t,, o que finaliza a prova do teorema.

54

No teorema a seguir, obtemos uma limitacao para o tempo de ”blow-up”de

u(-, ).
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95

Teorema 4.5.3. Seja u(-,t) solugcdo de (4.1)e (4.2). Se existe "blow-up”em u(-,t)

num nstante t, > 0, entao

1
t, < 0.159£Hu0\|i2(R3)

Prova: Integrando (4.13) em [0, 7], obtemos

T
mmﬂﬁmg+wﬂ|wwﬁwamw=wmmwy

Mas, pelo Teorema do Valor Médio, existe t,, € [0,T] tal que

e entao,

Logo, se

entao

1
1D ) By < 503

s tam) 172 es) [ D tan) 72029y < 5o lluol7as).

(0.654)*/3

T< 95 ”U0H4L2(R3)7

V2

u(e, tn) || 23y (| DUl tn) || 2R3y < 77—
[uCstm) |2 es) [ Duls tn)l| 223 31(0,654)?

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

Portanto, tomando ty = t,,, para T" dado por (4.52), do Teorema 4.5.2 segue o re-

sultado.

O
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5 APENDICE 1

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados sobre integrais fracionarias,

com o objetivo de provar o Teorema 1.3.1.

O resultado 1.3.1, segundo Nicolas Du Pressis [29], segue da generalizagao do

teorema devido a G. H. Hardy e J.E. Littlewood [17], como descrito a seguir.

5.1 Resultados Preliminares

Vamos descrever aqui algumas desigualdades que serao necessarias na proxima

segao e que foram adaptadas de [19].

Teorema 5.1.1. Ser > 1, s > 1, % —I—% > 1 ewu; ew; sao positivas, entao

1

Sy < (Y uw) (S u)

Prova: Dadosr >1es > 1, se %+% = 1, obtemos a desigualdade devido a Holder,

[19]. Se % + % = p > 1, considere p = pr e ¢ = ps. Assim, % + é =1 e entao,

Sy < (3 u)r (Yo ul)e

Como p > r e ¢ > s, pela Desigualdade de Jensen [1],

() (o) < (Y w) (v

Portanto,
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Teorema 5.1.2. Se a; e b; sao positivas , mondtonas, uma crescente e outra de-

crescente, entao
N N N
N abi <) a; ) b,
= , :

Jj=1 Jj=1

Prova: De fato,

N N N N N N
NZajbj — (Z(Ij) (ij) = Z ajbj — Z aibj Z (azbz — Ciji)
j=1 j=1 j=1 i,j=1 i,j=1 4,j=1
1 N
= 5 (Cijj + CLibi — aib]’ — Cljbi)

5J

-
Il
—_

(0 —a:) (b5 — by)

jQ

<
Il
—

I
S N
:MZ

IN

Teorema 5.1.3. Se p > 1, a, € positiva e A, = a; + as + ... + a,, entdo

() < (L) Y
n/ “\p-1/ & "

] =

n=1

Prova: Defina «,, por
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Entao,
AP Ap\P1
(A (B e = o
n p—1\n p—1
= af — p ﬁ 1afl_1(nan —(n— 1)an_1)
= aﬁ(l d ) p(n — 1)047104”,1
p—1 p—1
np n—
< ar(1- 1) v
< Oén p_1+n +p_104n,1
1
= E(—”aﬁJr(”—l)@ﬁ 1) Vn>1,
assim,
N N N
An>P p Z (An)P—l 1
Z(_ _ _ Y e, = _—Z(naﬂ—(n—l)aﬁ 1)
n=1 n p_lnzl n p_lnzl
< 0
Portanto,
N N
Ap\P Ap\P1
P e D )
n p—1 n
n=1 n=1
N p—1 N
STONCOPRNOT)
< — — Z
ou seja,
N 1 N 1
An P\ p P D
n <_ P p)
<Z<n>) _p—1<za”
J=n n=1
como queriamos mostrar. 0

Teorema 5.1.4. Suponha que
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onde ¢, = C_y, g > 1 >3 > ..., a; >0eb; >0 YV i. Entao, entre todas as
ordenacoes para as quais S assume seu valor maximo, existe uma na qual a,, — Q. >

0, by — by >0 sempre que |m| < |m/|, |n| < |7/|

Prova: Para a demontragao veja [19]

5.2 Demonstracao do Teorema 1.3.1

Teorema 5.2.1. Sea,, >0, b, >0, r>1, s>1, %—i—% > 1 e as séries
doar, > b convergem, entao

T = 2: < KA"B:, (5.1)

W—W
m#n

onde \=2—31 -1 ¢ K ¢ uma funcio de r e s apenas.
T S

Prova: A prova a seguir é adaptada de [17]. Para provarmos o teorema basta

N

mon=—N;m#n —‘m oix- Considerando ¢y = 1

mostrar a desigualdade (5.1) para Ty = >

= |£]7* temos que Ty < SN N Cm—nGmbn, cOM cg = c_¢eco>cp >y > ...,

m,n=——

como nas hipdteses do Teorema 5.1.4. Observe que em qualquer ordenacao de al,s
~ . - N

e bl s, S nao excede a soma de 4 somas do tipo S = vanzo Cm—nGmbn, com a,, e b,

funcoes decrescentes. Além disso, cada soma S pode ser escrita da seguinte forma:
S=8+ 51+ 5

onde Sy = Y ambm, S1 =, mbiie Gy =Y ambn_  Assim, é suficiente

m>n |m—n|* m<n |m—n|*

mostrar que Sy e Sy satisfazem (5.1). Para isto vamos utilizar as desigualdades

dos teoremas (5.1.1), (5.1.2) e (5.1.3). Assim, pelo Teorema 5.1.1, a soma Sy sa-

tisfaz (5.1). Além disso, temos: S; = 32 am, S0 (m “5x- Como (m —n)™*
cresce com n e b, decresce, escrevendo B, = by + by + ... + b,_1 + b,, segue
do Teorema 5.1.2 que 327! (mb_”n)A < ]fnm_‘f ml (m—ln)A < (1_5)'(”,;1_1)» Entao

S; < Zﬁzz amwf{z—rgiw. Aplicando o Teorema 5.1.1 com 7" = = > s no lugar
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1 /
Brn-1 1 N—-1 B AT N By, r
de s obtemos Sy < 115 305 s G g eDx = T 2amet Omt13 < iy <Zm:1 mAZ/> :
] _ ~ N ’
Mas, aplicando o Teorema 5.1.1 para s e s', BS, < m* 1B e entao m " B’ <
N B (m-1B) T = B (Bu) se a4+ 29650 o Acsim. pelo T
m m(m ) = s (5] s se —AT + —F—— = —s. Assim, pelo le-

S
7

orema 5.1.3, S < lA;F)\BTrfss<ZN (B_m> >7 < AT B%_%<s ) B7 KA%B%

m=1 m
[

Teorema 5.2.2. Se f € L"(0,00) , g € LS(O,OO), f>0,g>0,r>1,s>1,
T+i>1, eF= [ f(x)de, G= fo r)dx, entdo

/ / = W J@9W) 4oy < Fr (5.2)

Prova: Suponhamos que f(z) e g(x) sejam zero para = > £ ou y > £ e continuas
em (0,&). Denotamos o quadrado 0 > = > £, 0 > y > £ por D e a parte de D na

qual |z —y| > € > 0 por D(e). Logo, basta mostrar que

// Ix ylkdd y<FGE Ve (5.3)
D(e) -

Considerando z,, = ng e Yy = "f, onde 0 > m >wv e 0 >n >wv. Dividindo D pelas
linhas z,, e y,, definimos D,, , o quadrado correspondendo am —1, m,n—1,ne
chamamos de D,, ,(€) qualquer quadrado D,,,, que tenha alguma ponto em comun

com D(e). Assim,

lim // d dy. 5.4
=i ff L (5.4

Suponda ainda que v é grande o suficiente de modo que |m —n| > 2 e |z —y| >

|m — n[% em todo o ponto de Dy, ,(€). Além disso, em D,, ,,(€)

f(@)g(y) < f(@m)g(yn) + Mo,

onde 7, tende uniformemente a zero quando v — co. Assim, temos que

n + %
J(e) < hm Z// |m —yn)|’\ I dzdy.
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Mas, pelo Teorema 5.2.1,

=— 20\ U
lim<—> // — " _drdy = 2M¢* ’\hrn(nv 2=A —)
3 ; (e [T = A n; jm — n|
< K& Mim n, = 0.

Entao, novamente pelo Teorema 5.2.1, obtemos

J(e) < 2>‘hm< ) Zf y|A

m#n
< K (e (S00)
— Klim( Zfr )1< i:gs(yn)>l

— KF-Gs,

® =

o que prova (5.3).

Se f(x) e g(x) sdo quaisquer fungoes em L"(0,&) e L*(0, £) respectivamente, tal
que f(z) =0e g(y) = 0 para z € [£,00), o resultado (5.3) segue por aproximagao.
Portanto, fazendo & — oo, obtemos (5.2). O

Teorema 5.2.3. Se f € L"(R"), g€ L*(R"), 242 >1,r>1,s>lep=2—-1-1

s

entao

/ / |x— d dy < K| fllcr@ ||l £s @) (5.5)

Prova: Vamos mostrar o caso n=3. Como a média aritmética é maior que a cor-

respondente média geométrica temos
e —yl? = (21— 3)* + (22— y2)* + (23 — y3)°
2 2 2
> 3lzy — yil3|ze — o3[z — ysl®.
e entao,

|z —y| 7 < Clay — | Moo — yol s — ys| ™" (5.6)
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Assim,

f(x)g(y)
/ — 5 d;rdy < C/ — o ————dudy (5.7)
R2 JR2 |9U ?J\ g2 |T1 — y1|*|oe — yo|H|w3 — ysl

Mas, pelo teorema 5.2.2,

L0 g1ty < o [ 1s0ra) ([ o)’

R2 |x3 - y3|

Assim (5.7) é dominado por

F G
- (1,22)GW192) 3 i, (5.8)
r2 Jr2 |21 — y1#]me — ol

1

onde F(xq,x9) = <fR |f(z)|" dx3> e G(y1,Y2) (fR lg(y)|® dy3> Da mesma forma,

(5.8) é limitada superiormente por

o [ Fci

2 |9f71 —yl| K

dzydys, (5.9)

1

onde F(z) = (fR |F(x1, 29)|" dx2> e G(y) = (fR |G(y1,y2)|sdy2> " Portanto,

/ / ‘x ddy<K||f||mn gl s any-

Finalmente, utilizando os resultados acima, provamos o Teorema 1.3.1 utilizado

no capitulo 1, secao 1.3.1 .

Teorema 1.3.1: Se f é uma fungcio em LP(R"), 1 < r < s < o0, € % =

S =

+ % — 1, entao T\ f existe quase sempre €

1 1

( - ITAfIde)S gA( 5 ]f(a:)|’”dx>?, (5.10)

onde

T,\f(x):/R Iy )’Ady, 0<A<n,

n|{L‘_
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Prova: Dada f € L"(R"), considere o operador T)[f] € L*(R") definido por:

f()

T f](z :/ 5.11
[f](z) oo 7 — o (5.11)
Entao,

TNl @ny = suPgersr gy = 1/ A f1()]|g(x)|dz, (5.12)

onde s’ é tal que % + 5 = 1. Mas,

[ min@leie < [ [ 2000

= K n,r, Sl ey llg

Teorema 5.2.3

Ls' (Rn)>

onde 2 =142 — 1. Portanto, como 9]l s ®ny = 1,

@) g(@)ldz < KA 7, )| fllr@e),

]Rn

o que finaliza a prova do Teorema 1.3.1. 0
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