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Resumo

O objetivo desta dissertacdo € a paralelizacdo e a avaliacdo do desempenho de
alguns métodos de resolucdo de sistemas lineares esparsos. O DECK foi utilizado para
implementacdo dos métodos em cisterde PCs.

A presente pesquisa € motivada pela vasta utilizacdo de Sistemas de Equacdes
Lineares em varias areas cientificas, especialmente, na modelagem de fenébmenos fisicos
através de Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs). Nessa éarea, tém sido desenvolvidas
pesquisas pelo GMC-PAD — Grupo de Matematica da Computacdo e Processamento de
Alto Desempenho da UFRGS, para as quais esse trabalho vem contribuindo.

Outro fator de motivacdo para a realizacdo dessa pesquisa € a disponibilidade de
um clusterde PCs no Instituto de Informatica e do ambiente de programacao paralela
DECK - Distributed Execution and Communication Kern@ DECK possibilita a
programacao em ambientes paralelos com memoria distribuida e/ou compartilhada. Ele
esta sendo desenvolvido pelo grupo de pesquisas GPPD — Grupo de Processamento
Paralelo e Distribuido e com a paralelizacdo dos métodos, nesse ambiente, objetiva-se
também validar seu funcionamento e avaliar seu potencial e seu desempenho.

Os sistemas lineares originados pela discretizacdo de EDPs tém, em geral, como
caracteristicas a esparsidade e a numerosa quantidade de incégnitas. Devido ao porte
dos sistemas, para a resolucdo € necesséria grande quantidade de memoria e velocidade
de processamento, caracteristicos de computacdes de alto desempenho.

Dois métodos de resolucdo foram estudados e paralelizados, um da classe dos
meétodos diretos, o Algoritmo de Thomas e outro da classe dos iterativos, o Gradiente
Conjugado. A forma de paralelizar um método € completamente diferente do outro. Isso
porque o meétodo iterativo é formado por operacdes basicas de algebra linear, e o
método direto é formado por operacdes elementares entre linhas e colunas da matriz dos
coeficientes do sistema linear. Isso permitiu a investigagéo e experimentagdo de formas
distintas de paralelismo.

Do meétodo do Gradiente Conjugado, foram feitas a versdo sem pré-
condicionamento e versdes pré-condicionadas com o pré-condicionador Diagonal e com
0 pré-condicionador Polinomial. Do Algoritmo de Thomas, devido a sua formulacgéo,
somente a verséo basica foi feita.

ApoOs a paralelizagcdo dos métodos de resolucdo, avaliou-se o desempenho dos
algoritmos paralelos nduster, através da realizacdo de medidas do tempo de execucéo
e foram calculados epeedupe a eficiéncia. As medidas empiricas foram realizadas
com variacdes na ordem dos sistemas resolvidos e no numero de nodos utilizados do
cluster Essa avaliacdo também envolveu a comparacdo entre as complexidades dos
algoritmos sequenciais e a complexidade dos algoritmos paralelos dos métodos.

Esta pesquisa demonstra o desempenho de métodos de resolucdo de sistemas
lineares esparsos em um ambiente de alto desempenho, bem como as potencialidades do
DECK. Aplicagbes que envolvam a resolucdo desses sistemas podem ser realizadas no
cluster, a partir do que ja foi desenvolvido, bem como, a investigacdo de pré-
condicionadores, comparacdo do desempenho com outros métodos de resolucdo e
paralelizacdo dos métodos com outras ferramentas possibilitando uma melhor avaliacdo
do DECK.

Palavras-Chaves:Sistemas Lineares Esparsos, Paralelizacdo de Algori@hegers
Matematica da Computacdo, DECK
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TITLE: “PARALELIZATION OF SPARSE LINEAR SYSTEMS RESOLUTION
METHODS WITH DECK IN A CLUSTER OF PCS”

Abstract

The objective of this work is the paralelization and performance evaluation of some
sparse linear systems resolution methods. DECK was used for their implementation in a
cluster of PCs.

This research is motivated by the wide use of sparse linear systems in several scientific
areas, especially, in the modeling of physical phenomena through Partial Differential
Equations (PDES). In this area, researches have been developed by GMC-PAD - Group
of Computer Mathematics and High Performance Computing of UFRGS, for which this
work contributes.

Another motivation factor for the realization of this research is the availability of a
cluster of PCs in the Institute of Computer Science and the parallel programming
environment DECK - Distributed Execution and Communication Kernel. DECK makes
possible the programming in parallel environments with distributed shared memory. It is
being developed by GPPD - Parallel and Distributed Processing Group and with the
implementation of these methods on it, we intend to validate its operation and to
evaluate its potential and its performance.

The linear systems originated by the discretization of PDEs have, in general, as
characteristics the sparsity and the great number of variables. Due to the size of these
systems, for its resolution it is necessary a great amount of memory and processing
speed, characteristics of high performance computing.

Two resolution methods were studied and paralelized, one of the class of the direct
methods, Thomas' Algorithm and another of the class of the iterative ones, the
Conjugate Gradient. The paralelization of one method is completely different from the
other. It happens because the iterative method is formed by basic operations of linear
algebra, and the direct method is formed by elementary operations between lines and
columns of the matrix of the coefficients of the linear system. This fact allowed the
investigation and experimentation of different forms of parallelism.

Some different versions of the Conjugate Gradient were made. A version without
preconditioning and versions preconditioned with the Diagonal preconditioner and with
Polinomial preconditioner. Due to Thomas' Algorithm formulation, only the basic
version was made.

After the paralelization of the resolution methods, the performance of the parallel
algorithms was evaluated in the cluster, through the realization of measures of execution
time and the speedup and the efficiency were calculated. The empirical measures were
accomplished with variations in the order of the resolved systems and in the number of
nodes used. This evaluation also involved the comparison between the complexities of
the sequential algorithms and the complexity of the parallel algorithms of the methods.

This research demonstrates the performance of sparse linear systems resolution methods
in a high performance environment, as well as the potentialities of DECK. Applications
that involve the resolution of those systems can be developed in the cluster, as well as
the investigation of preconditioners, comparison of the performance with other
resolution methods and paralelization of the methods with other tools making possible a
better evaluation of DECK.

Keywords: Sparse Linear System, Algorithms Paralization, Clusters, Computational
Mathematics, DECK
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1 Introducao

Muitos fenémenos fisicos podem ser modelados consistentemente por equagdes
diferenciais parciais (EDPs). Essas equacdes sao definidas em um espacgo continuo e
infinito de pontos e para serem tratadas computacionalmente, faz-se necessario
transformar esse espaco em um espaco discreto e finito de pontos. O processo chamado
discretizagdo € responsavel por essa transformacdo, gerando uma malha de pontos e
obtendo o0 espaco discreto, permitindo, assim, a manipulacdo computacional das
equacgoes.

Conforme o esquema de discretizacdo empregado na resolugcdo de uma
determinada EDP, podem ser originados sistemas de equacfes lineares algébricas
(SELASs). Os sistemas lineares estdo entre os mais frequentes problemas tratados pela
computacdo cientifica [SAA96] e h4, basicamente, duas classes de métodos que o0s
resolvem, a dos métodos diretos e a dos iterativos.

Os sistemas lineares originados pela discretizacdo de EDPs tém, em geral, como
caracteristicas a esparsidade e a numerosa quantidade de incégnitas. Devido ao porte
dos SELAs, para a resolucdo é necesséria grande quantidade de memoria e velocidade
de processamento, caracteristicos de computacdes de alto desempenho.

A paralelizacdo de alguns métodos de resolucdo de sistemas lineares é o0 escopo
dessa pesquisa. A Equacédo Diferencial Parcial da Difusdo bidimensional, também
chamada de Equacdo do Calor, discretizada através das Diferencas Finitas Centradas,
juntamente com a técnica ADIAlternating Direction Implicit &€ aqui empregada como
elemento motivador do trabalho e gerador dos SELAS. Como as classes de métodos que
resolvem sistemas lineares abrangem um numero significativo dos mesmos, foram
escolhidos dois para serem paralelizados, um método direto, o Algoritmo de Thomas e
um meétodo iterativo, o Gradiente Conjugado.

A forma de paralelizar um método é completamente diferente do outro. Isso
porque o meétodo iterativo é formado por operacdes basicas de algebra linear, e o
método direto é formado por operacdes elementares entre linhas e colunas da matriz dos
coeficientes do sistema linear. Isso permitiu a investigagéo e experimentagdo de formas
distintas de paralelismo. Segundo Foster [FOS95], para o desenvolvimento de
algoritmos paralelos ndo basta seguir uma simples receita, mas antes disso é necessaria
uma boa dose de criatividade para serem alcancados bons resultados.

Do meétodo do Gradiente Conjugado, foram feitas a versdo sem pré-
condicionamento e versdes pré-condicionadas com o pré-condicionador Diagonal e com
0 pré-condicionador Polinomial. Do Algoritmo de Thomas, devido a sua formulacgéo,
somente a verséo basica foi feita.

A maquina paralela utilizada para implementacédo e para a realizacdo de testes
numéricos e computacionais dos algoritmos foiusterde PCs [RIG99], disponivel no
Instituto de Informética da UFRGS. Esse é um sistema com memoria distribuida e
compartilhada. Entre os nodos claster, ttm-se um sistema com memoria distribuida,
onde ha necessidade de trocas de mensagens, para que seja possivel a comunicacao
entre os processadores. Alguns nodos possuem dois processadores, e para que esses dois
processadores participem do processamento, € preciso a utilizacdo de recursos de
programacao que proporcionem o compartilhamento da memoria. Nesse caso, foram
empregadathreadspara a programacéao dos algoritmos.
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A ferramenta que proporcionou a programacao paralela foi o DHQIKtrbuted
Execution and Communication KergBIAR2000]. O DECK esta em desenvolvimento
pelo GPPD — Grupo de Processamento Paralelo e Distribuido da UFRGS e faz parte do
projetoMultiCluster[GPP2000].

ApoOs a paralelizagcdo dos métodos de resolucdo, avaliou-se o desempenho dos
algoritmos paralelos nduster, através da realizacdo de medidas do tempo de execucéo
e foram calculados speedupe a eficiéncia. Essa investigacdo também envolveu a
comparacao entre as complexidades dos algoritmos sequienciais e a complexidade dos
algoritmos paralelos.

As medidas empiricas foram realizadas com variacdes na ordem dos sistemas
resolvidos e no numero de nodos utilizadosctister Observou-se, para 0s varios
tamanhos da entrada, qual o nimero ideal de nodos a serem usados e em quais casos ha
ganho de desempenho com a paralelizagéo.

1.1 Motivacao da Pesquisa

A presente pesquisa € motivada pela vasta utilizacdo de Sistemas de Equacdes
Lineares em varias areas cientificas, especialmente, na modelagem de fenbmenos fisicos
através de EDPs. Nessa éarea, tém sido desenvolvidas pesquisas pelo GMC-PAD —
Grupo de Matemética da Computacdo e Processamento de Alto Desempenho da
UFRGS, para as quais esse trabalho vem contribuindo.

Pesquisas tem sido feitas, dentro do GMC—-PAD, sobre a paralelizagédo de modelos
hidrologicos e aplicagbes de EDPs na modelagem de fendmenos fisicos [DOR99,
RI1Z99]. Como exemplo, pode-se citar a modelagem computacional do escoamento e do
transporte de massa no rio Guaiba [DOR2000]. Em tais aplicacdes, esta inserida a
resolucdo de sistemas lineares e nesse sentido o presente trabalho tem contribuido.

Nessa pesquisa, 0s sistemas lineares originarios da EDP da Difuséo sdo estudados
e servem de exemplo para a aplicacdo dos métodos paralelos. Essa equacdo modela
fenbmenos fisicos como a conducdo do calor ou fenbmenos que envolvem massa ou
movimento [FLES8S].

Muitas pesquisas tém sido feitas sobre paralelizacdo de métodos de resolucéao.
Pode-se considerar que os métodos iterativos sdo mais favoraveis a paralelizagdo, como
tem sido encontrado na revisao bibliografica [SAA96]. Ja os métodos diretos sdo o
maior desafio para tal, por apresentarem, em geral, dependéncias de dados [KUM94,
DUF89]. Por esse fato, buscou-se observar o desempenho da paralelizagdo de um
método iterativo e um método direto.

Outro fator de motivacdo para a realizacdo dessa pesquisa foi a validacdo do
ambiente de programacgao paralela DECK, quanto ao seu seu funcionamento, seu
potencial e seu desempenho.

1.2 Organizacao do Texto

Este texto estd organizado em sete capitulos. Nesse inicial, € realizada uma
introducéo e apresentada a motivacéo do trabalho.

No segundo capitulo, uma breve explanacéo sobre Equacdes Diferenciais Parciais
€ realizada. Especificamente, é tratada a Equacdo Diferencial Parcial da Difuséo,
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relacionada a fendbmenos fisicos, como por exemplo: temperatura, velocidade ou
concentracdo. As equagbes uni e bi-dimensionais s&o caracterizadas, discretizadas e
apresentados os sistemas lineares resultantes, que podem ser resolvidos pelos métodos
abordados nessa pesquisa. Nesse capitulo, também s&o caracterizados os sistemas
lineares esparsos e mostrada sua aplicabilidade.

No terceiro capitulo, sdo revisados conceitos basicos de sistemas lineares, foco
dessa pesquisa, com o objetivo de formalizar a nomenclatura e introduzir os métodos de
resolucdo de sistemas. Ha duas classes de métodos, e para cada uma delas, um método &
estudado: para os meétodos diretos, o método do Algoritmo de Thomas e para 0s
métodos iterativos, o método do Gradiente Conjugado. Em suma, nesse capitulo séo
caracterizados sistemas lineares, suas aplicacdes, caracteristicas, formas de
armazenamento da matriz esparsa e métodos de resolucao.

O capitulo quatro apresenta o ambiente paralelo onde esta pesquisa se
desenvolveu. Esse ambiente envolve uma maquina paralela e um ambiente de
programacao paralela. Nesse sentido, € descaolosterde PCs e a ferramenta DECK
que foi utilizada para a programacéo paralela dos algoritmos. Esse capitulo proporciona
uma visdo geral do ambiente paralelo, abordando aspectos de arquitetura e de
programacao.

No capitulo cinco, € tratada a paralelizacdo dos métodos de resolucdo. O método
iterativo do Gradiente Conjugado foi paralelizado, bem como suas versbes pré-
condicionadas com o precondicionador Diagonal e com o Polinomial. Para o método
direto do Algoritmo de Thomas, somente uma versdo do mesmo foi implementada,
dadas suas particularidades. A paralelizacdo de cada verséo € descrita, juntamente com
as técnicas utilizadas e problemas enfrentados. Também no Gradiente Conjugado foi
abordada a utilizacdo dereadsno algoritmo para usufruir da capacidade dos dois
processadores, nos nodos Dual Pentium.

No capitulo seis, sdo tecidos comentarios sobre a avaliacdo do desempenho de
cada versédo paralela dos métodos. Para tanto, foram considerados tempo de execucéao,
speedupe eficiéncia de cada versdo/método. Medidas empiricas foram tomadas,
considerando uma variacdo no tamanho da entrada e no nimero de nodos utilizados no
processamento. S&o feitas, ainda, comparagfes quanto a complexidade dos algoritmos
nos casos sequencial e paralelo.

Por fim, no capitulo sete sdo apresentadas as conclusdes do trabalho. Isso inclui a
paralelizacdo de métodos de resolucao (direto / iterativo) de sistemas lineares esparsos
no clusterde PCs, o uso do ambiente de programacéo DECK, os principais resultados
obtidos pela observacéao e a avaliacdo dos métodos paralelos. Para o GMC-PAD, essa
pesquisa contribuiu diretamente na area de Aplicacdes de Alto Desempenho.
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2 EquacOes Diferenciais Parciais

As Equacdes Diferenciais Parciais possibilitam a modelagem de problemas reais
em areas como Ciéncias e Engenharia. Frequentemente, sdo empregadas na modelagem
de fenbmenos fisicos, como por exemplo na dinamica dos fluidos, na previsao
meteoroldgica, em estudos de elasticidade, eletromagnetismo, entre outros [CUN92,
SAA96].

Neste capitulo é feita uma introducdo as EquacgOes Diferenciais Parciais (EDPSs),
particularmente a EDP da Difusdo. A equacdo da difusdo € usada na modelagem de
fendbmenos de difusdo como, por exemplo temperatura, velocidade ou concentragdo. O
objetivo desse capitulo é apresentar como as EDPs resultam em sistemas lineares.

Inicialmente, as Equacdes Diferenciais Parciais sao caracterizadas e sua resolucao
abordada teoricamente, sendo dado enfoque a equacdo da Difuséo, utilizada como
estudo de caso para os métodos paralelizados. Dessa forma, identificam-se esquemas de
discretizacdo das equacoes, percorrendo todo o caminho até se chegar aos sistemas de
equacdes lineares, cuja resolucado em paralelo é objeto de estudo.

Uma Equacgédo Diferencial € constituida pela relagdo das variaveis com suas
derivadas. Boa parte dos fendmenos fisicos € modelada por essas equacgfes [CLAY4].
Uma Equacdo Diferencial envolve uma funcdo desconhecida e algumas de suas
derivadas, ou seja, estabelece relagbes entre uma variavel que depende de duas ou mais
variaveis independentes e as derivadas parciais.

2.1 Equacao Diferencial Parcial da Difuséao

A classe de EDPs é muito abrangente. Como forma de aplicar os métodos
paralelos a um problema real, optou-se por trabalhar com a Equacé&o Diferencial Parcial
da Difuséo.

A Equacéao Diferencial Parcial da Difusdo, segundo [FLES88], possui 0 mesmo
mecanismo dissipativo que € encontrado em efeitos de conducéo de calor. Essa equacao
pode ser uni ou multidimensional. Qualquer que seja sua dimensao ela sempre se refere
ao espaco. Além disso, essa equacao é dita ndo-estacionaria, pois evolui com o tempo.

Na solucéo de EDPs ha condi¢cbes de contorno e condi¢des iniciais que devem ser
observadas. As condi¢des de contorno (C.C.) sdo condi¢cfes sobre o valor da solucéo e
suas derivadas no bordo da regidao [IOR91]. As C.CDutehlet sdo dadas por
constantes associados aos valores de contorno da regiao &lesntenn geralmente
por uma derivada normal a fronteira da superficie. As C.Qirilehlet consideram que
a regiao esteja isolada e asNBumannque a regiao sofre influéncia do meio onde esta
inserida.

As condicdes iniciais (C.l.), tendo-se presente a existéncia de mais de uma
varidvel nas EDPs, consistem em fixar uma das variaveis, por exemploe impor o
valor solucéo as demais variaveis e suas derivadas parciais, em relacdo a variavel fixa
[IOR91].
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2.2 EDP da Difusao Unidimensional

A EDP da Difusdo Unidimensional (ou Equacédo do Calor unidimensional) pode
ser representada por:

oT T
ot E@x2 % @1

A variavel T nessa equacgdo pode ser velocidade, temperatura ou concentracao.
Isso depende do tipo ddéifusdo que se esta tratando: momento, calor ou massa.
Conforme comentado anteriormente, sdo necessarias condi¢des de contorno (C.C.) e
condicdes iniciais (C.l.) para a resolugdo da EDP. Um exemplo de C.C. de Dirichlet,
para a EDP da Difusao Unidimensional, pode ser observado na figura 2.1.

C. C. de Dirichlet: isolado

[S)
=all|

ccFon=a, 4
Han=b

C.{T(x,0) = T,(x)
FIGURA 2.1 - Conducéo de Calor em uma Barra

As condicbes de contorno deirichlet, para esse exemplo, sdo definidas da
seguinte forma: em qualquer tempo, quard0, a temperatura (C.C.) é igualaae
guandox=1, a temperatura € igualla As condi¢Oes iniciais indicam que, no tempo
zero, em qualquex, ha uma funcéo o[x). A solucdo analitica (ou exata) satisfaz as
condicbes de contorno e as condi¢des iniciais da equacao, aplicadesal.

Para obter uma solucdo aproximada, a EDP da Difusédo é discretizada. De forma
simplificada, esse processo pode ser entendido como a definicdo de uma malha sobre o
dominio continuo da equacdo, que contém um numero infinito de pontos, fazendo-se
uma aproximacéo da solucdo. A equacao resultante desse processo € manipulada para
gerar a equacdo que aproxima a solugcdo, em um nivel de tempo, em termos da solucao
ja conhecida dos niveis anteriores e das condi¢des de contorno.

Nesse estudo, a discretizacéo é feita por Diferengas Finitas Centradas [FLE88]. O
meétodo das diferencas é uma aproximacéo de uma EDP, no sentido que as derivadas em
um ponto séo aproximadas por quocientes em diferencas para pequenos intervalos. Na
figura 2.2, tem-se a representacdo do esquema de Diferencas Finitas Centradas de 12
ordem.

Um esquema explicito de discretizacdo, adiantado no tempo e centrado no espaco,

aplicado a Equacéo da Difuséo unidimensional, resulta em:
T_n+l _-I-_n n_ _2-|-_n +Trl 2-|-
' J :aHT‘ ! L E Para esquemas implicitos o termo espa%iglr da
X

At H & H

equacao é avaliado no nivel desconhecido de témdd).



29

o ® ]
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FIGURA 2.2 - Esténcil para Diferencas Finitas Centradas

2.2.1 Esquema de Discretizagao Crank-Nicolson
O mais simples esquema implicito de diferencas finitas que representa a Equacéo

2
da Difusdo, dada em (2.1) e reescrita c%c\[q& a%%z 0,é:
X

n+l n n+l n+l n+l
- _ gt AT Hzo
At H AX? H
Para se obter a equacdo em uma forma mais conveniente, multiplica-se (2.2) por
At, chegando-se a:

(ij _Tjn )_ 2—)?: (Tjn—+11 -2T in+1 + Tjn++11) =0

(2.2)

al
FazendoA—zt =s, tem-se;:
X

-I-jn+1 _Tjn _ STjn_:_l + ZSTjn+l _ ST,-Tf — 0 N
Q+28)T " =T =T =sT =0 0
-sT' + 1+ 23)'I'jn+1 -sT¢ =T/ (2.3)

A equacao (2.3) é a equacao resultante. Para resolvé-la, é necessario considerar
todos os nége as correspondentes equagdes. Como as condi¢cdes de contorno envolvem

t)=d
j=1 ej=J, pois sdo o bordo da regido, e sdo dadasQGr= Fdn=d, , onde
ET(J,'[) =d,

d, =T, d, =T," e n+1 é o nivel de tempo desconhecido, o processo é o seguinte:

j=2

_ S-|-1n+l + (1+ 25)-'-2n+1 _ S-|-3n+1 — Tzn B (1+ 25)T2n+l _ S-|-3n+l - Tzn + S-I-ln+1 — d2
j=3

_ S-|-2n+1 + (1+ 25)-'-3n+1 _ S-|-4n+l — T3n

=4

(AN} I B B i
1
i

_ S-Iz)’n+l + (1+ 23)-|-4n+1 _ S-|-5n+1 — -|-4n

j=J-1
- S-I-Jn—Jrzl + (1+ ZS)T o STJn+1 =T, 0 _S-I-Jn—+21 + (1+ ZS)rJn—Jrll =T+ STJrHl =d;,

J-1

O sistema de equacdes lineares algébricas resultante da discretizacdo da EDP da
Difusdo unidimensional tem matriz do tipo banda, tridiagonal conforme figura 2.3. Os



30

dis formam o vetor de termos independentes e dependem diretamente das condi¢des de
contorno da EDP e do valor das variaveis no passo de tempo anterior

B(1+23) -s @FZMH Hdz E
0-s ([@+2s) -s ar,"0 0d;, O
B -s  (1+2s) -s %1 B:SE S
O] 1 O O O
] -s @29y Jhut

FIGURA 2.3 — SELA Resultante da Discretizacao da
Equacéo da Difusdo Unidimensional

2.3 EDP da Difusao Multidimensional

A EDP da Difusdo Multidimensional é usualmente aplicada a problemas bi e
tridimensionais. Aqui, € enfocada a Equacdo Diferencial Parcial da Difusdo
bidimensional que pode ser representada por:

oT T T
e 3o

A figura 2.4 mostra uma regido bidimensional, representando a EDP da Difuséao,
com as condi¢cles de contorno de Dirichlet.

Na discretizacdo de equacdes unidimensionais no espago com avanco no tempo,
esquemas implicitos como, por exemplo o utilizado anteriormente, Crank-Nicolson
[FLES8S8], sao suficientes para esse proposito, pois o sistema de equacdes resultante é
tridiagonal e ha métodos numéricos eficientes para sua resolucdo [RIZ98]. Contudo,
guando a equacédo é bidimensional, o sistema resultante ndo € tridiagonal e, apesar de
ser incondicionalmente estavel, ha dificuldade de obtencdo de uma solucdo econémica
[FLE88]. Assim, torna-se interessante a aplicacdo de esquemas que permitam ou
transformem o sistema de equacdes lineares algébricas em um sistema banda,
tridiagonal.

A equacéo resultante de um esquema Crank-Nicolson usado para a discretizacao
da EDP da Difusdo bidimensional € a equacdo (2.6). Ela é obtida a partir de (2.5),
fazendoa, =a,. A aplicacdo do esquema implicito para o caso bidimensional, €
semelhante ao da EDP da Difusdo unidimensional, diferenciando-se por ser em um

espaco de duas dimensdes. Aqui € apresentado apenas o resultado da discretizagéo, e
nao, todos 0s passos, como no caso anterior.
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A equacéo (2.5) pode ser escrita como:
ST+ (1425 425 )T~ T -5 T -8 T =T (2:6)

X i1, ] X i+, | y i, j-1 ij

O sistema de equac0es lineares nessa discretizacdo é também do tipo banda, com
cinco diagonais. Como ressaltado anteriormente, sistemas lineares tridiagonais
possibilitam a utilizacdo de meétodos de resolucdo eficientes. Uma solugdo para
transformar o sistema linear com cinco diagonais em sistemas tridiagonais é dividir a
equacao da solucéo, resultante do esquema implicito, em dois “meios” passos para
compor um passo ho tempo. A cada meio passo, somente 0s termos associados com
uma direcdo de coordenada séo tratados implicitamente. Como consequéncia, somente
trés termos implicitos aparecem, resultando em um sistema tridiagonal. O procedimento
para tratar cada passo de tempo como uma sequéncia de subpassos mais simples é
chamado de particionamento do tempo. Na préxima se¢do € vista uma técnica desse
tipo.

d(x,t)

j=I-1

= AX—]

a(y) e ] b(y)

j=1

y=0
x=0 =1 e(x,0) i=I-1 x=1

[T (0, y,t) =a(y,t)

o Tayy=by.
= D]_ _

o7 (x.0,t) = c(x,t)

H (x,Lt) = d(xt)

C.L.=T(x,¥,0) =Ty (X, )

FIGURA 2.4 - Dominio Discreto para a Equacéo da Difusdo Bidimensional

2.3.1 Discretizacdo com a Técnica ADI

A técnica ADI @lternating Direction Impliciy € uma técnica de discretizacao,
com particionamento de tempo, bastante conhecida [FLE88, AND95]. No caso
bidimensional, particiona o tempo em dois e a equacao € resolvida em dois passos, um
implicito emx e outro eny. Por exemplo, no primeiro passo de tempo, 0s termas em
séo implicitos e os emsao explicitos e no segundo passo, vice-versa.
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A EDP bidimensional da Difusdo € discretizada através das Diferencas Finitas
Centradas juntamente com a técnica ADI. Essa técnica permite manipular a equacéo
(2.5) com trés incognitas de cada vez, dando origem a um sistema tridiagonal, que é o

gue se busca. A EDP da Difusédo pode ser representada como em (2.7), considerando-se
a=a,=a,.
X y

2 2
%_I _ GE%; " gyz E 2.7)

No primeiro passo de tempézi, € usada a equacgdo (2.8). A solucaoTdé

: . . . 1
conhecida no nivel de tempp mas desconhecida no nive# =. Contudo, os valores

n

1
+—
T 2sé&o associados somente com a diregdicando os valores em“congelados”, ou

seja, sdo explicitos pois na diregAsao usados os valorés", ja conhecidos. A
ilustracéo da varredura exrpode ser vista na figura 2.5.

1 n+> n+% Tn+% n

1 29T 24T . °? n o _oTn

T"*g 7" i+1, ] i i-1,] Eri,jﬂ 2T|J +Ti,j—l
i

A ™ +a ) (2.8)

J=J

Varredura em x

J=I | "i=2 i=I

FIGURA 2.5 - Técnica ADI — Varredura em

Em uma malha x J, y é explicito, e para cada valor da coordengda
coordenada varial vezes. A equacéo (2.8) pode ser reduzida a forma tridiagonal (2.9).
1 1
AT,? -BT, > + AT} =K, 2<i<l|-1 (2.9)
Onde:

1
n+=
2

A= B=l+a ot K, =T —a o (T, ~ 210 +T)
a Z(AX)Z a (AX)2 i i a Z(Ay)z ( ij+l i .,]_1)
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Nesse passo, cagl@ explicito e na direcdoe feita a varredura.

A solucéo é obtida assim: para uma dada coordendda-se uma varredura na
direcdox usando (2.9) para todos os valores d2<€ (<1 -1). Se hd pontos na malha
na direcdok, a varredura é feita de= 1 atél. Se hal pontos eny, o procedimento é
repetidoJ vezes J varreduras enx), tendo-se assind sistemas lineares para serem

1
resolvidos, ou seja, um para cada linha. No final desse passo, os valdrgs ko
conhecidos em todos 0s pontos e a segunda etapa da técnica ADI pode ser feita.

Para o segundo passo, o tempb+éAt, somente as variaveis eyrsao tratadas
implicitamente ex é explicito. A discretizacdo € dada por (2.10) e a figura 2.6 ilustra a
varredura eny.

1 n+% n+% n+% 1 1 n+l
—_ n+ n+.
T 1™ g~ 2T 2 T Eri,jﬂ_zh,j +T 4 E
7! (2.10)

=a +a

Aot (axy (ayy
2
A equacéo (2.10) reduzida a forma tridiagonal, resulta na equacéo (2.11):
n+l n+l n+l _ i
CT— DT +CTL =L 2515J-1 (2.11)
Onde:
1 1 1 1
CZGLZ D:1+ai2 Li:—Tijz_aLz i+1]2_2Tij2+Ti—lJZ
2(y) (ay) SR (V) A S I |

n+ - - -
Como T 2 é conhecido em todos os pontos da malha pelo primeiro passo, a

equacao (2.11) determina a solucéo pTai,.rf?l, mantendo o fixo e fazendo-se a
varredura na direcdppara todos os valores €2 < j < J-1). Esse célculo é repetido
| passos na direcap aplicando o método que resolve o sistema tridiagonal

A formacdo do sistema linear, conforme as varredurasxeou emy, é
exemplificada a seguir para o caso de varreduras &ara o caso de varreduras gm
o procedimento € semelhante. Assim, para as condi¢cdes de contorpaugamdo a
expressao genérica (2.9), tem-se:

Com j=2 fixo e fazendo-se varredurase(®@<i<|-1)

i=2 1 1 ! 1
2

1
AT1,2 2 - BTz,z2 + AT3,2 = Kz O _BT2,22 + AT3,22 = Kz - AT1,2 2

N

n+% n+% n+
AT,,* =BT;,% + AT,,
i=4 n+} n+

1
AT,,? -BT,,? + AT;,? =K,

Ks

N

i=1-1 e L L L 1 !

AT 2 -BT 2 +AT 52 =K,, O AT 2 BT 2 =K, — AT, ,2



34

Com j=J-1 fixo e fazendo-se varredurase@<i <1-1)

=2 et n+l et n+t s et
AT,5 - BT, ;4 + AT, )5 =K, U =BT, ;4 +AT;,4 =K, - AT, ,3
i=3 el il net
ATZ,J—Zl - BT3,3—21 + AT4,J—21 = Ks
i=4 el el el
AT,,5 - BT, ;5 + AT, ;5 =K,
=11 K 1 ! 1

1 1
ATI —2,2J—1 - BTI —1,%—1 + ATI,J—Zl = KI—J—l 0 AT|—2,2J—1 - BTI ,23—1 = Kl—l - ATI,J—Zl

=t

Varredura em y

t=t+At
FIGURA 2.6 - Técnica ADI — Varredura ey

O sistema de equacdes lineares tridiagonal jciro e varreduras em, para a
EDP da Difusédo bidimensionad, mostrado a seguir. Esse € o sistema linear genérico
para cad explicito.

n+}H
1B -A 20" nd, [
A B -A ;FB 0d; O
[ - - 1 =—0gq O
5 A B -A O gda g
0 “g30:0
E -A B n+1|:| Ejl—lE|

2
I—l,iH
At At ; At [, R
onde:AzaW B:1+aw Ki =-T; —aw(ﬁ’jﬂ—zri’j +Ti,j—1)

1 1
dgz_%z_ATi,jZE dl—l:_%l—l_ATl,sz d, =-K;, com 2<is<|-1
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2.4 Consideracdes Finais

Neste capitulo foi introduzida a Equacédo Diferencial Parcial da Difusdo cuja
discretizagdo origina sistemas lineares. A EDP da aplicacdo é bidimensional e ndo
estacionaria. Foi utilizada a técnica ADI, como forma de evitar os sistemas lineares
pentadiagonais, para que a discretizacdo chegasse a sistemas tridiagonais, possibilitando
a utilizacdo de métodos de resolucdo computacionalmente econémicos.

Para a EDP da Difuséo discretizada utilizando-se da técnica ADI, o sistema linear
resultante é tridiagonal. Os métodos de resolucédo que serdo paralelizados se destinam
também a outros tipos de sistemas lineares, inclusive gerados por outras equacdes
diferenciais.

No proximo capitulo os sistemas lineares sdo apresentados, e 0s sistemas aqui
vistos sdo caracterizados com relacdo ao armazenamento e méetodos de resolucdo. No
capitulo 6, onde é feita a analise dos resultados obtidos, ha o resultado da aplicacdo dos
meétodos paralelos na resolucéo dos sistemas lineares da Equacéo Diferencial Parcial da
Difuséo, discutida nesse capitulo.
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3 Sistemas Lineares

Sistemas Lineares ou Sistemas de Equacdes Lineares Algébricas (SELAS) estéao
presentes em vdérias aplicagcbes como programacdo linear, dindmica dos fluidos,
modelagem do clima e previsdo meteorologica, aparecendo basicamente em problemas
de engenharia e computacdo cientifica [KUM94, CUN92, SAA96, KEL95]. Tais
sistemas séo geralmente grandes, podendo chegar a milhares de incognitas, e esparsos,
dependendo do modelo matematico que os origina.

No capitulo anterior foi visto que a resolucdo de EDPs que modelam fenbmenos
fisicos também pode ser feita através de sistemas lineares esparsos. Os sistemas lineares
do tipo banda [DUF89] abrangem uma classe de sistemas cuja matriz € esparsa e
concentra seus elementos ndo nulos em diagonais préximas a diagonal principal.
Exemplos desses séo os sistemas tridiagonais e pentadiagonais gerados na discretizacéo

da EDP da Difusao.

O estudo de sistemas esparsos tem sua importancia ndo somente pelo fato de
serem encontrados freqlientemente em problemas da computacdo cientifica, mas
também por envolverem algoritmos e estruturas de dados mais complexas que o0s
sistemas densos [KUM94]. Nesse capitulo sdo caracterizados sistemas lineares,
abordadas formas de armazenamento de matrizes esparsas e 0os méetodos de resolucao
desses sistemas.

Os métodos de resolucdo de sistemas lineares podem ser agrupados em duas
classes: a dos métodos diretos e a dos iterativos. Os métodos diretos caracterizam-se por
encontrarem a solugédo exata do sistema linear, salvo erros de arredondamento, através
de um numero pré-definido de passos. J& os métodos iterativos buscam a solugdo
através de aproximacdes sucessivas dos valores das incognitas do sistema até um limite
aceitavel de erro ou um namero maximo de iteracdes ser alcancado.

Séo abordados dois métodos de resolucédo, um de cada classe: o Algoritmo de
Thomas e o método do Gradiente Conjugado. Esses métodos foram escolhidos dentre
outros métodos de suas respectivas classes, por serem eficientes na resolucdo de
sistemas lineares do tipo banda [FLE88, SAA96, SHE94]. Por fim, algumas bibliotecas
de algebra linear séo referenciadas, proporcionando uma visao geral de ferramentas para
a resolucéo de sistemas lineares disponiveis e suas caracteristicas principais.

3.1 O que séo Sistemas Lineares?

Sistemas Lineares sdo formados por varias equacdes lineares. Se existirem
equacbes em um sistema, cada uma oonmcognitas, essas equacdes podem ser
representadas matricialmente pAf, . X = b,.., ONdeA é a matriz dos coeficientes,
€ o vetor das incognitas, que se deseja enconltrérevetor dos termos independentes.
Na figura 3.1, tem—-se a representacdo de um sistema linean amuacdes en
variaveis.

Iza11)(1-|-812X2+“'+a1mxm:bl EPi a, - almHH)(lH Hle
X HaX, et ay X, = b A b [a'Zl ay v Ay szm_mzm
g = AX=De 0. 00:070:0
aanlxl+an2X2+"'+anme:bn @nl an, nmﬁ@mﬁ ﬁjﬁ

FIGURA 3.1- Representacéo de Sistemas Lineares
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Os sistemas lineares esparsos diferenciam-se dos outros por possuirem muitos
elementos nulos na matriz dos coeficientes. Na figura 3.2, tem-se um exemplo de um
sistema linear esparso.

Na resolucdo de um sistema linear hé trés situagdes distintas:

a) o sistema é possivel e determinado: a matriz dos coeficientes € néo singular,
ou seja, o determinante da matriz é diferente de zero; portanto ha uma Unica
solucéo para o sistema;

b) o sistema é possivel e indeterminado: a matriz dos coeficientes € singular e o
sistema possui infinitas solugoes;

C) o sistema é impossivel: ndo ha solucdo para o sistema.

Para esse estudo, considera-se que a matriz dos coefidlestga quadrada
(possua o mesmo numero de linhas e colunas, ou seja, ardem nao singular (o
determinante da matriz € diferente de zero), simétrica (a matriz transpo&té de
propria matrizA), positiva definida (para todw£0, a relacdo’ Ax>0 é verdadeira), e
diagonalmente dominante (para cada elemantotem-se qug, | > 3 la, | ) além de

TZi

ser esparsa [SAA96]. Essas consideracbes vado de encontro as caracteristicas dos
sistemas lineares originados da discretizacdo de muitas EDPs.

3.2 Matrizes Esparsas

7

Uma matriz € esparsa quando a maioria dos seus elementos sao nulos. A
esparsidade proporciona otimizacbes no armazenamento e, frequentemente, otimizacdes
também nas operacdes de algebra linear, como por exemplo, na multiplicagdo matriz —
vetor, que no caso esparso nao precisa ter um laco que varra todos os elementos da
matriz, mas somente os elementos néao nulos.

Conforme a estrutura da matriz esparsa, definida pela distribuicdo dos seus
elementos ndo nulos, as matrizes séo classificadas. Um tipo de matriz esparsa € a matriz
banda, cujos elementos diferentes de zero se encontram posicionados nas diagonais
préximas a diagonal principal. Diz-se que essas matrizes sdo regularmente estruturadas
[SAA96].

Matrizes banda podem ser classificadas pelo nimero de diagonais que possuem.
Se a matriz dos coeficientes do sistema possui trés diagonais: a principal, a inferior e a
superior, ela € chamada tridiagonal. Na figura 3.2, ha um exemplo de sistema linear cuja
matriz é tridiagonal, de ordem 5.

Fu 2 0 0 O B i
Ay @y & 0 0O xO O
BO a32 a33 a34 0 S %(3 B = %)3 S
oo 0 a, a, a0 X, 0O (b, O
: 3. B

O
00 0 0 &y &[0
FIGURA 3.2 - Exemplo de Sistema Linear Tridiagonal

X
[y
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3.2.1 Estruturas de Armazenamento

Ha diversas formas de armazenamento para otimizar o armazenamento dos
elementos ndo nulos de matrizes esparsas. Por exemplo, armazenamento por linha ou
coluna esparsa comprimida, linha esparsa modificada, formato coordenado, formato
diagonal, representacdo por listas, dentre outros que podem ser encontrados em
[DUF89, SAA96, STE94, CAN99]. Para cada um deles, as operacdes basicas de algebra
linear com matrizes adquirem particularidades.

Ao se escolher uma forma de otimizar o armazenamento, deve-se levar em
consideracao a arquitetura do computador que esta sendo usado e como o algoritmo sera
afetado pela utilizagdo dessa estrutura, especialmente se esse for paralelo. Optou-se por
armazenar a matriz no formato diagonal astay retangular, porque, conforme sera
caracterizado a seguir, esse formato proporciona uma estrutura flexivel de
armazenamento para matrizes do tipo banda e também por ser uma estrutura que
mantém a relacdo entre as linhas da matriz, facilitando o particionamento dos dados
entre os processadores na paralelizacéo.

3.2.1.1 Formato Diagonal

Na estrutura array retangular ou formato diagonal sdo necessarios umahnatriz
(de ordenm x diag e um vetor de inteird3if (de ordendiag x 1 onden é o numero de

equacdes diag € o numero de diagonais da matriz esparsa). Cada coluna daNhatriz
armazena uma diagonal da matriz esp#s® vetor Dif armazena a diferenca da
posicdo de cada diagonal em relacdo a diagonal principal.

A relacéo entre os elementos da matriz dos coeficiéngeda matriz otimizadi
e dada pom ; =a,;,, - Essarelagéo € melhor ilustrada na figura 3.3 com um exemplo

numeéerico.

B 10 0 0f 0 3 1
431 0 of A 3 10
A:Eb13108 @M:%LS% Dif =(-1 0 1),
M0 1 3 10 o 3 10
b oo 1 3f, 1 3 o,

FIGURA 3.3 - Formato Diagonal de Armazenamento de Matriz Esparsa

Na multiplicacdo matriz esparsa pelo vetor, com o formato diagonal, cada
elemento resultante do produdb=c, ondeb e ¢ sdo vetores, € dado abaixo. Essa
equacdo ndo se aplica quando i=1, j=1 e quando é=j=diag (diag € o numero de
diagonais da matriz dos coeficientes), pois nesses casos ndo se tem elementos nessas
posicdes, na matrigl, a serem multiplicados.

Diag

G = Zm,j Db|+Difj
“

Aqui, cada uma das diagonais € multiplicada pelo \®é&o resultado adicionado
ao vetorc. Do ponto de vista da paralelizacdo ou vetorizacdo, esse algoritmo é propicio
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para ser usado, comparado aos outros esquemas de armazenamento [SAA96], pois nao
apresenta dependéncias de dados.

Esse mesmo formato de armazenamento pode ser feito somente com vetores. Ao
invés de usar o vetddif e a matriz M, utilizam-se tantos vetores quantos sdo as
diagonais da matriz esparsa. Para o caso tridiagonal, por exemplo, sao utilizados trés
vetores de ordem n. A desvantagem dessa abordagem esta na néo flexibilidade quando a
matriz banda possui um nimero maior de diagonais n&o nulas.

3.3 Método Direto de Resolucdo de Sistemas Lineares

Os métodos diretos de resolucdo de sistemas lineares fornecem diretamente a
solucdo através de um numero pré-definido de passos. Basicamente, os métodos diretos
trabalham em duas etapas: a primeira, também conhecidafoomnard, consiste em
reorganizar a estrutura da matriz dos coeficientes, geralmente triangularizando-a, e a
segunda chamada retrossubstituicabackwardfaz a substituicdo das variaveis.

Essas etapas sao realizadas por operacdes elementares entre linhas e colunas da
matriz dos coeficientes, as quais alteram a estrutura da mesma. Devido a esse fato, ha
dificuldade em ser adotado um esquema de armazenamento que otimize a ocupacao do
espaco.

Essa dificuldade é encontrada nos métodos diretos classicos como Eliminacéo de
Gauss e Gauss-Jordan, além disso, a complexidade seqiiencial desSp$VEEIES,
CAN99]. Ja o Algoritmo de Thomas (AT), particularmente aplicavel a sistemas cujas
matrizes possuem trés ou cinco diagonais adjacentes, permite otimizar o
armazenamento e tem complexidade menor, senadELESS].

3.3.1 Algoritmo de Thomas

O Algoritmo de Thomas € uma variacdo do método de Eliminacdo de Gauss que
trabalha com matrizes esparsas. A versao basica do método é destinada a sistemas
tridiagonais, havendo também versdes para resolucdo de outros sistemas lineares tipo
banda.

Esse método, por ser da classe dos diretos, possui duas etapas: na primeira,
denominaddorward, os elementos da diagonal principal da matriz sdo normalizados,
eliminando os elementos da diagonal inferior; na segubdekward o sistema
resultante é resolvido por retrossubstituicdo [HIR88].

A segunda etapa desse meétodo € mais rapida que a primeira porque possui um
namero menor de operagfes aritméticas, mas a complexidade das duas etapas € O(
Segundo [WESG68], esse algoritmo para sistemas tridiagonais envolve um numero de
operacdes aritméticas proporcional, anenor quel/3n*como exigido pela Eliminag&o
de Gauss, em uma matriz genérica.

7

Nesse método, a matriz dos coeficientes € armazenada com o0 esquema por
vetores, fazendo uso de tré&s: b, c,que armazenam respectivamente as diagonais
inferior, principal e superior. Desse modo, o sistema linear pode ser representado como
na figura 3.4.
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He & HxH H%E
0a, b, c, Mm%, 0 0d, O
0 M O O 0O
0 ' M0 0O O
0 a b ¢ (Mx 0= 0Od, O
0 M O O 0O
0 : : M0 OO
D a'n—l bn—l Cn—l |:Eb(n-l D |:un-l D
O Mo O, 0
0 a, b, mx.0 0d.C

FIGURA 3.4 - Sistema Linear Tridiagonal

Na primeira etapa, os elementos da diagonal inferior séo eliminados e os da
diagonal principal normalizados para a unidade, ficando a matriz como na figura 3.5.
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FIGURA 3.5 - Sistema Linear resultante apderavard do AT

. . . . C . d )
Para a primeira equacgéo do sistema, teml-seal e d, =—*. Para as demais:

c.' :C—i, comi=2..n-1) e d.' :w

b -acia b -acCi1

comi =2..n.

A etapa da retrossubstituicdo é dada pgor=d, e x =d —xmc; com
i =(n1)...1.

O Algoritmo de Thomas sequencial pode ser visto no Anexo 1. Esse método
sempre encontrara a solucdo do sistema linear, se o mesmo for diagonalmente
dominante [FLE88], ou sejéy| > |a | +|c |, comi=2..(n-1) e|b| >|c,| e |b,| >|a,|-

Os métodos diretos em geral sdo usados por serem genéricos e robustos. A
paralelizacdo desses métodos ndo tem alcancado resultados satisfatorios e, segundo
Kumar [KUM94], por duas razdes:

a) a quantidade de computacdo em relagcdo ao tamanho do problema é muito
pequena;

b) a maioria das tentativas de paralelizar esses métodos é baseada em
formulagdes sequenciais muito eficientes.

Kumar ainda acrescenta que a minimizacdo da memoaria utilizada e do numero de
operacodes, objetivos de algoritmos seqtienciais, podem néo ser apropriados para 0 caso
paralelo. O desenvolvimento de eficientes formulagbes paralelas para métodos diretos é
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uma area atual, onde alguns pesquisadores, como Duff [DUF99] e Dongarra
[DON2000]. tém se dedicado.

Apesar do Algoritmo de Thomas sequencial ser muito eficiente [FLE88, AND95,
WES68], ha somente uma quantidade limitada de paralelismo em sua formulacéo.
Mesmo assim, pode ser desejavel executad-lo em um ambiente paralelo devido, por
exemplo, a quantidade de memaria disponivel em um Unico processador ser insuficiente
para acomodar o problema inteiro.

3.4 Método Iterativo de Resolucao de Sistemas Lineares

Os meétodos iterativos de resolucdo de sistemas lineares tém sido bastante
utilizados nos ultimos anos, pois no trabalho com matrizes esparsas de grande porte,
possibilitam otimizacdes no armazenamento e proporcionam a resolucdo de forma
eficiente.

Particularmente, para sistemas do tipo banda e diagonalmente dominantes, os
métodos dessa classe séo bons, convergindo rapidamente [WES68]. Ao contrario dos
meétodos diretos que resolvem o sistema por um numero pré-definido de passos, 0s
iterativos calculam gradualmente a solucdo, até um critério de parada ser alcangado.
Também, por essa caracteristica € que sao preferidos, em relacdo aos diretos, na
resolucao de grandes sistemas.

Os algoritmos iterativos, em geral, fazem uma aproximacéo inicial da solucdo do
sistema e a cada nova iteracdo, uma nova aproximac¢ao conforme as regras do método.
As iteracdes chegam ao fim quando o critério de parada é satisfeito.

Os métodos iterativos podem ser estacionarios, também chamados classicos, ou
nao estacionarios. Nos estacionarios, cada iteracao nao envolve informacdes da iteracao
anterior e manipulam componente a componente (variaveis) do sistema linear durante a
resolucdo, através de operacdes elementares entre linhas e colunas da matriz. Alguns
exemplos sdao Jacobi, Gauss-Seidel e SOR [DIV90, CLA94]. Os ndo estacionarios
trabalham sob a oOtica da minimizacdo da funcdo quadratica ou por projecao,
manipulando os vetores e matrizes inteiros, e incluem hereditariedade em suas iteragoes
por exemplo, o CG, a cada iteracdo, calcula um residuo que é usado na iteracao
subsequente. Outro exemplo de método nao estacionario € o GMRES.

Como se esta trabalhando com maquinas digitais, as quais possuem aritmeética
finita de ponto flutuante, os critérios de parada das iteracdes podem ser [DIV9O0]:

a) numero maximo de iteragoes;

b) solugédo aproximada ter um niumero minimo de algarismos significativos
corretos;

c) limite de tolerancia do erro.

No caso c), para os métodos estacionarios, pode-se adotar que o erro de cada
componente (incognita) seja menor, em modulo, que um determinado valor. J4 para os
métodos nado estacionarios, trabalha-se com a norma do residuo, conforme sera
detalhado no método do Gradiente Conjugado.

Para matrizes em geral, os métodos ndo estacionarios ndo estdo tdo bem
compreendidos como 0s estacionarios, apesar de nos ultimos anos ter ocorrido um
avanco significativo, tanto na teoria quanto na aplicagdo dos mesmos. No caso
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especifico de matrizes simétricas, positivas e definidas (SPD), o grau de compreensao é
maior, principalmente na teoria [SAA96]. O Gradiente Conjugado é um desses métodos.

Nas préoximas secoes serao apresentados os fundamentos do Gradiente Conjugado.
A maioria das definicbes foram baseadas em [SHE94], pois apesar de Saad [SAA96] e
Kelley [KEL95] proporcionarem um embasamento tedrico completo, tem uma
abordagem muito complexa, enquanto Shewchuk [SHE94] diferencia-se por explicar a
teoria aliada a interpretacdo geomeétrica.

3.4.1 Gradiente Conjugado

O método do Gradiente Conjugado (CG) é um método iterativo ndo estacionario e
considerado como um dos métodos iterativos mais eficientes para resolucéo de sistemas
lineares de grande porte e esparsos [SHE94, KEL95, SAA96]. O CG enquadra-se na
classe de métodos do subespaco de Krylov [SAA96], pois se baseia na minimizacao da
funcdo quadratica e ndo na interseccdo de hiperplanos como os métodos iterativos
classicos. Ser um método ndo estacionario implica que o CG herda informacfes das
iteracOes anteriores e as considera para a realizacdo de cada iteracao.

O Gradiente Conjugado parte do principio de que o gradiente, que € um campo
vetorial, aponta sempre na direcdo mais crescente da fungéo quadratica. Como sera visto
nas proximas sec¢Oes, o gradiente da funcdo quadratica, se a matriz € simétrica, positiva
e definida (SPD) [SHE94], resume-se a soluc¢ao do sistema de equacgdes lineares.

O gradiente aponta na direcdo “mais” crescente da funcdo. Geometricamente, isso
significa que na base da paraboloide formada pela funcéo quadrética, o gradiente é zero,
gue € a solucao do sistema linear.

De forma simples, a idéia do método do Gradiente Conjugado é ir dando passos,
em cada iteracdo, na direcdo oposta a do gradiente (campo vetorial), de tal forma que a
direcdo ja pesquisada ndo seja repetida, até encontrar o minimo estrito e global. A
minimizagcdo ocorre sobre certos espacos de vetores, chamados de subespaco de
pesquisa (espacos Heylov), gerados a partir dos residuos de cada iteracdo. O minimo
estrito e global de uma funcdo quadratica ocorre na solugdo do sistema linear, como
provado matematicamente em Slaviero [SLA97].

Esse método, em seu algoritmo, possui operacdes entre vetores e matrizes, como
por exemplo soma e produto escalar de vetores e multiplicagcdo matriz vetor. Essa ultima
terd uma influéncia maior no desempenho do método, devido a sua complexidade.

Para o melhor entendimento do CG, sao vistos alguns conceitos como forma
quadratica e métodos base para o CG como o métosteelpest desce(BD) e o das
Direcdes Conjugadas (CD).

3.4.1.1 Forma Quadratica

A forma quadratica € um escalar, funcdo quadratica de um vetor, conforme
equacdao (3.1). Nessa,€ uma matrizh e x vetores & € um escalar.

O gradientef (x )da forma quadratica € um campo vetorial que para umxjado

aponta para a direcdo “mais” crescente da funcdo quadratica. O Gradiente € dado pela
equacao (3.2).
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f(x)=%xTAx—bx+c (3.1)

A representacao grafica dessa funcado, para um sistema de ordem dois (um vetor
de duas posi¢des), gera uma paraboloide (figura 3.6), em cuja base o gradiente € zero,

ou seja, f(x ¥ minimizada quandof (x) = .0Se a matrizA é simétricaA= A", o
gradiente da forma quadratica reduz-se a (3.3) que minimizado é justamente a solucao
do sistema linear:

' 1 1
f (x)==A"xX+=Ax-b 3.2
(9= ATx+> (3.2)
f'(x)= Ax-b=0 (3.3)
Base da Paraboléide:
f(x) ] Gradiente (campo
150 vetorial) é igual a
1 ' ZERO-> Solucao do
] Sistema Linear, se a
100 matriz for SPD.
50
|:|_'

FIGURA 3.6 - Paraboldide gerada pela Funcdo Quadratica

3.4.1.2 Método d&teepest Descent

O método ddSteepest Desce(D) é um método iterativo que serve como base
de entendimento para o método do CG. Ele inicia a partir de um ponto arkftexiai
descendo até a base da paraboléide, ou seja, é gerada uma sequiéncia xfe ¥assos
X" até que a aproximacgdo atinja a exatiddo desejada. Para a tomada de um passo, €
escolhida a direcdo em gtidiminui mais rapidamente e, como o gradiente aponta para
a direcdo crescente da paraboldide, a escolha é feita na dire¢cdo oposta do gradiente:

-f (X)=b-Ax.
Algumas definicBes sdo essenciais para o melhor entendimento do método, como:
a)erro: € um vetor que indica quao distante se esta da solucéo.

g =x —-x

b)residuo: € um vetor que indica quao distante se esta do correto valor de b.

r' =p- Ax
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O residuo também pode ser representado como a direcéo de decrescimento
(steepest descent):

r' =—f'(x')

c)nova aproximagéo: a aproximacgao do vetale incognitas, na iteracaqx) é
feita na direc&o dsteepestlescen(r'™)

Xi — Xi—1 +ari—l

O residuo é usado para construir as direcées de pesquisa. Cada nova aproximagao
herda informacfes da anterior pelos residuos. A questdo € determinar o tamanho do
passo §) a ser dado. A direcdo de procura escolheaugue minimizaf e o gradiente
doX é ortogonal ao gradiente &d'.

Em suma, a iteracdo do métodoRteepest Desceatdada a seguir, pelo residuo,
tamanho do passo e pela aproximacao.delaiores detalhes podem ser vistos em
[SHE94].

Residuo: r' =b- Ax (3.4)
o'

Tamanho do Passo: a' =—— (3.5)
r'Ar

Aproximac&o de: XM =x+a'r (3.6)

A equacdo (3.4) pode ser substituida pela (3.7). A demonstracdo dessa
equivaléncia é encontrada em [SHE94]. No algoritmo, essa substituicdo elimina uma
multiplicacdo matriz vetor, ja que o produd é utilizado em duas equacdes (3.5 e
3.7). Contudo, ha a desvantagem da solucéo ser calculadeesfirackficando sujeita
a erros ainda maiores. Para evitar isso, periodicamente pode-se usar a equacao (3.4) para
corrigir o residuo, amenizando esse problema.

r' =r' —a'Ar' (3.7)

3.4.1.3 Método das Dire¢bes Conjugadas

O método doSteepest Descento decorrer da resolucdo, faz varios passos na
mesma direcdo. O ideal seria a execugdo de um Unico passo em determinada dire¢éo e,
preferencialmente, na direcdo certa, durante as iteracdes. Isto é feito pelo método das
dire¢bes conjugadas (CD).

Para que seja executado somente um passo em cada direcao, utiliza-se para gerar a
direcéio de pesquisa, o conjunto de direcbes de pesquisa ortogbmtjs. (d""). Cada
passo sera do tamanho exato para alinhar-sexctamendo com que apd@spassos, o
método chegara a aproximagéao correta da solugéo.

Em cada passo, se escolhe um ponto, conforme (3.8), wréd® tamanho do
passo &' é a direcdo de pesquisa.

x*=x +a'd' (3.8)

Como o erro da iteracéo atual é ortogonal a direcéo anterior, isso € utilizado para
gue oa seja encontrado:
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d'e*™ =0, usand@.8parao erro,tem- se

d'e +a'd')=0 O
de +a'd'd =0 0 (3.9)
i d'ée
CX =
d'd'

Com essa equacéo, para calcularse faz necessario o erg) (que ainda néo foi
encontrado. Se ja estivesse sido, a solucdo ja seria conhecida e ndo seria necessario
encontrara . Para resolver esse impasse, uma alternativa € fazer as direcdes de pesquisa
serem A-ortogonais ao invés de ortogonais.

Dois vetores! ed sdo A-ortogonais ou conjugadosdseéd = 0. Deseja-se qug
seja A-ortogonal al' (€Ad = 0). Essa condicdo de ortogonalidade é equivalente a
encontrar o ponto minimo ao longo da diredd@omo no método dSteepest Descent
[SHE94]

Assim, a pode ser calculado sem o erro ser conhecido, através de (3.10).
Observa-se que se o vetor direcdpfesse o residua), essa formula seria idéntica a
usada pelo método SD.

. diri
d'Ad' _

A criacdo das dire¢ées conjugadas ou A-ortogondis € feita através do
processo de conjugacdo de Gram-Schmidt [SHE94, SAA96]. Porém, ha uma
dificuldade em utilizar esse processo, uma vez que todos os vetores de dire¢do precisam
ser armazenados para a construcdo de um novo (isso reqtieoi@facoes) [SHE94].

O uso do método das Dire¢cbes Conjugadas € pequeno, uma vez que o método do
Gradiente Conjugado €é o préprio CD sem esses problemas.

(3.10)

3.4.1.4 De volta ao Gradiente Conjugado

O metodo do Gradiente Conjugado é o metodo das Dire¢cbes Conjugadas,
utilizando a conjugacéo dos residuos para construir os vetores de pedglidaséa
escolha tem algumas razées. Como os residuos foram usados no método SD e n&do no
DC e como o residuo € ortogonal a direcdo anterior, garante-se uma nova e linearmente
independente direcéo a ndo ser quando o residuo € zero, mas nesse caso, a solucéao ja foi
encontrada.

A definicdo dosd's implica em construir um subespaco pela combinacéo linear
dos residuos:

d' = geradc{ro,rl,...,r“l} (3.11)

Como cada residuo é ortogonal a direcdo anterior, ele também € ortogonal ao
residuo anterior, entd@,r' =0, i # j . Logo, no CG cada novo residuo é ortogonal a
todos os residuos anteriores e direcdes. Aqui, tem-se a heranca de informacdes das

iteracOes anteriores, 0 que torna o método do Gradiente Conjugado um método nao
estacionario.

Cada nova direcado é construida, como em (3.12), a partir do subespaco dos
residuos, para ser A-ortogonal a todos os residuos e dire¢Bes anteriores. Isso garante a
nao repeticao da direcdo de pesquisa.

d =r'" +pd'"* (3.12)
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ondep é a razéo entre as normas do resftiao™.

Dessa forma, ndo é necessario armazenar vetores de dire¢cdo antigos para garantir
a A-ortogonalidade dos novos vetores, como no método das Dire¢cdes Conjugadas. Esse
€ 0 maior avanco e faz com que o Gradiente Conjugado seja um algoritmo eficiente em
termos de complexidade de tempo e armazenamento por iteragao.

Resumindo, o método do Gradiente Conjugado € dado por:

a) Tamanho do passo:

al =" (3.13)
d'Ad’
b) Razéo entre as normas do resifuousada para calcular a nova direcéo de
pesquisa.
Bi+1 _ r.|+1r.|+l (314)

rII.I
c) Residuor. Na primeira iteracdo a direcdo de pesquisa € igual ao residuo
(d = r%. A cada iteracéio o residuo é calculado conforme (3.15), mas isso
requer uma multiplicacdo matriz vetor a mais no algoritmo, entdo esse calculo
é feito somente a cadtdteracdes, sendo substituido por (3.16), porgdd ja
foi calculado, diminuindo o nimero de operacdes do algoritmo.

r' =b-Ax (3.15)

r't=r' —a'Ad' (3.16)
d) Aproximagcao do valor de*

Xi+l — Xi + Gi Adl (317)

e) Célculo da nova direcdo de pesquid, que é a combinacgao linear do
residuo com a direc&o anterior.
di+1 - r.i+1 +Bi+1di (318)

O algoritmo do Gradiente Conjugado envolve operagfes basicas entre matriz e
vetores. Isso é fator favoravel a paralelizacdo do mesmo. No algoritmo do CG, como
entrada tem-se a matriz dos coeficiertes vetorb, uma aproximac&o inicial dé€, o
namero maximo de iteracOés.x € a tolerancia do erre <1 (fracdo da norma do
residuo), que na préatica10°®. Esse algoritmo esta no Anexo 1.

3.4.1.5 Convergéncia do Método

O Gradiente Conjugado converge no maximo depois gassos, mas devido a
acumulacdo de erros de arredondamento, gradativamente perde-se a exatiddo. A
primeira iteracdo do CG é idéntica a do SD e suas condigdes de convergéncia sao as
mesmas. A taxa de convergéncia geral pode ser definida como a norma da energia
[SHE94]:

el = veAe

A ~ : :
Parak = )\max , ondeA ., €A, S80 respectivamente o maior e 0 menor autovalor,
min

pode-se encontrar em [SAA96, SHE94] , que a convergéncia € dada por:
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i —1r
], <22, @19

3.4.1.6 Inicio e Término do Método

Na primeira aproximagéo do Gradiente Conjugado, quando ndo se tem uma boa
estimativa para &, faz-se a aproximacao inicial igual a zexd= 0). Como critério de
parada das iteracdes utiliza-se a norma do residuo: se a norma do resigium é a
distancia da solucéo do sistema, for menor que uma determinada dragéoorma do
residuo inicialr® (3.19) ou um nimero méaximo de iteracées for atingido, a iteracdo é
terminada.

'] <] (3.20)

3.4.2 Gradiente Conjugado Pré-condicionado

A idéia de pré-condicionamento ndo se limita a sistemas lineares. Sistemas nao
lineares, problemas de otimizacéo e problemas de autovalores sédo algumas das areas em
gue os pré-condicionadores sao indispensaveis [ARA97]. Essa técnica é usada para
aumentar a convergéncia do método. Ela consiste em transformar o sistema em um
outro com a mesma solugédo porém com propriedades mais favoraveis a convergéncia.

O método do CG, se a matriz dos coeficie®gsossuin autovalores distintos,
converge em no maximoiteragdes, supondo ndo haver erros de arredondamento. Se a
matriz A possui muitos autovalores distintos que variam largamente em magnitude, esse
método provavelmente convergird necessitando de um grande namero de iteracdes.

Essa convergéncia pode ser acelerada pelo pré-condicionamento daAmatriz
matriz pré-condicionadora é escolhida de tal forma Aue CAC', ondeC é ndo
singular e dita pré-condicionador [KUM94]. O método CG com pré-condicionador é
chamado Gradiente Conjugado Pré-condicionado (PCG).

Podem acontecer alguns problemas na aplicagcdo do pré-condicionador em um
sistemaAx = b. Um deles € a ndo preservacdo da esparsidade da matriz dos coeficientes,
que dificultara a utilizacdo de esquemas de armazenamento da matriz esparsa, e outro, é
que as multiplicagbes matriciais envolvidas com o pré-condicionador podem tornar-se
caras.

A taxa de convergéncia do CG depende da distribuicdo dos autovalores da matriz
A. Essa taxa aumentara se houver um agrupamento de autovalores em torno da unidade.
O pré-condicionador € usado para que a matriz dos coeficientes tenha seus autovalores
com essas caracteristicas [CUN92].

Ha varios tipos de pré-condicionadores que podem ser encontrados em [SAA96,
KEL95]. Contudo, com a utilizacao de paralelismo podem, algumas vezes, tornarem-se
instaveis numericamente e ndo muito propicios para esse tipo de processamento, devido
a natureza de suas formulagbes [CUN92]. Pode-se citar como exemplo desses pré-
condicionadore€holeskyincompleto e Fatoragcéo LU.

Essas fatorizacdes sdo mais usadas para processamento vetorial e maquinas com
memoria compartiihada. Para o caso de maquinas com memoria distribuida, a
performance ndo é muito boa, segundo Holter, citado por [CUN92]. Assim, a escolha de
um pré-condicionador, depende também da arquitetura que esta sendo usada.
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O problema permanece em encontrar um pré-condicionador que apfoXoerm
o suficiente para possibilitar uma convergéncia que compense o custo de calcular o
produto C*A em cada iteracdo. O pré-condicionamento tenta fazer com que a forma
qguadratica pareca, geomeétricamente, mais esférica, ou seja, 0s autovalores estejam
fechados uns com os outros.

No algoritmo PCG, além dos dados de entrada do algoritmo do CG, tem-se o pré-
condicionador C. Esse algoritmo estd no Anexo 1. Nessa pesquisa, o Gradiente
Conjugado sera pré-condicionado com dois pré-condicionadores: o Diagonal (ou de
Jacobi) e o Polinomial.

3.4.2.1 Pré-condicionador Diagonal

O mais simples pré-condicionador é o pré-condicionador Diagonal (ou Jacobi).
Nesse, a matriz pré-condicionado@ € uma matriz diagonal e seus elementos
correspondem aos elementos da diagonal principal da matriz dos coefiientes

Para o célculo do pré-condicionador, considera-se somente a diagonal d& matriz
do sistema. Como no algoritmo PCG, quer-se a inver§s oe sejaC”, o processo de

inverséo fica simplificado, resumindo-se:i“él =1/4q .

O pré-condicionador diagonal pode ser obtido também através do pré-
condicionador polinomial, quando o grau do polinomio for igusdra Nessa pesquisa,
o pré-condicionador diagonal é obtido conforme descrito nessa secéo.

3.4.2.2 Pré-condicionador Polinomial

O preé-condicionador polinomial tem recebido atengdo nos ultimos anos, porque
pode ser paralelizado eficientemente em arquiteturas com memoria distribuida, atraves
de operagOes paralelas de algebra linear [CUN92, DUF99]. Um pré-condicionador
polinomial & expresso em termos de polindbmios da matriz dos coeficientes.

Ha varias formas de se obter pré-condicionadores polinomiais. Uma delas,
apresentada em [DUB79], é o pré-condicionador baseado em séries truncadas de
Neumann. Nessa abordagem, a mar&particionada da seguinte forma:

A=P-Q=P(-PQ)
ondeP é a diagonal da matrix.

Como precisa-se da inversa do pré-condicionador no algoritmo PCG, segundo
[DUB79], a inversa do pré-condicionador polinomial é dada em (3.21). Outros detalhes
sobre o pré-condicionador polinomial estdo no capitulo 5, que trata da paralelizacdo, e
no 6, onde sao apresentados os resultados obtidos.

ct= Ei (1 -PA) Erl; P = (diag(A))™ (3.21)
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3.5 Bibliotecas de Resolucdo de Sistemas Lineares

Ha varias bibliotecas de resolucdo de sistemas de equacdes lineares, disponiveis
livremente, que podem ser utilizadas na computacéo paralela. Como a resolugao de
sistemas é o escopo dessa dissertacdo, cabe fazer uma pequena introducdo a algumas
bibliotecas. Maiores detalhes podem ser encontrados nas respectivas referéncias de cada
biblioteca e em [EIJ99] que faz ypanorama sobre as mesmas.

Nos ultimos anos, a mudanca arquitetural da computacao de alto desempenho tem
sido continua e percebe-se que a dificuldade principal estd em preditware
adequado a tais transformacgoes. A inovacdo mais recente déstessque combinam
memoria distribuida com memdéria compartilhada nos nodos.

A unido da programacdo cothreads, utilizada em maquinas paralelas com
memoria compartilhada, e da programacéo paralela através de trocas de mensagens,
utilizada em maquinas com memoaria distribuida, € a tendéncia para o desenvolvimento
desoftwareas novas maquinas de alto desempenho. Das muitas bibliotecas de resolugéao
de SELAs existentes, poucas misturam paralelismo de memdria compartilhada com
memoria distribuida [BRO2000].

TABELA 3.1 - Bibliotecas de Algebra Linear — Informacdes Bésicas

Biblioteca Autores Linguagem Paralelismo Ultima
Verséo
Aztec Scott  Hutchinson, John Shadid, Ray com MPI Sim 1999
[SAN2000] Tuminaro, Mike Heroux
IML++ Jack Dongarra, Andrew Lumsdaine, C++ Paralelismo é possivel, 1996
[IML2000] Roldan Pozo e Karin Remington. mas de responsabilidade
do usuario
Itpack David R. Kincaid, Thomas C. Oppe| e Fortran Possui verséao vetoridl 1997
[EIJ99] David M. Young.
Laspack Tomas Skalicky C N&o 1996
[SKA2000]
PCG W.D.Joubert, G.F.Carey, NA Berner, |A. Fortran Sequencial; uma versgo 1996
[JOU2000] Kalhan, H. Khli, A. Lober, RT Mclay e Y. para Cray Y-MP e uma
Shen. versdo MPI em
construcao.
PIM Rudinei Dias da Cunha e Tim Hopkins Fortran gom Sim 1997
[CUN2000] MPI
P_Sparslib Yousef Saad, Andrei V. Maleoskyfortran com Sim 1999
[SAA2000] Sergey Kuznetsov, Masha Sosonkina, MPI
Irene Moulista e Gen-Ching Lo
Splib Randall Bramley e Xiaoge Wang Fortran N&o 1999
[EIJ99]
LINPACK J. Dongarra, J. Bunch, C. Moler, |P. Fortran | Supercomputadores dgc.1984
[LIN2000] Stewart 1970 e 1980
LAPACK J. Dongarra, E. Anderson, Z. Bai, |C. Fortran Sucessora da LINPAGK 1999
[LAP2000] Bischof, S. Blackford, J. Demmel, J. Du para maquinas com
Croz, A. Greenbaum, S. Hammatrling, |A. mem©éria compartilhada
McKenney, D. Sorensen. e distribuida.
ScalLAPACK | L.S.Blackford, J.Chaoi, A.Clearly,Fortran com Para arquiteturas 1997
[SCA2000] E.D’Azevedo, J. Demmel, [.Dhillon, PVM e/ou MIMD.
J.Dongarra, S.Hammarling, G.Henry, MPI
A.Petitet, K.Stanley, D.Walker,
R.C.Whaley
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Dentre as bibliotecas relacionadas nessa secdo, a LAPACK mescla os dois
paradigmas de programacdo citados anteriormente. Nas tabelas 3.1 e 3.2, cada
biblioteca é caracterizada sob os seguintes aspectos:

a) tipo de método de resolucéo usado;

b) tipo de pré-condicionador usado;

C) execucao paralela;

d) estrutura de dados utilizada para o trabalho com matrizes esparsas;
e) linguagem em que foi implementada.

Para ser alcancada a computacdo transparentecl@sters sGo necessarios
algoritmos que adaptem-se apropriadamente as configuragbes das maquinas. Combinar
modelos de memdéria compartilhada com modelos de memoria distribuida € uma forte
tendéncia a obtencdo de desempenho nessas arquiteturas. Frente a isso, prevé-se o
surgimento de novas bibliotecas ou a reformulagcdo das mesmas como uma progressao
natural dosoftwarea fim de disponibilizar bibliotecas numéricas para computagdo em
clusters.

TABELA 3.2 - Bibliotecas de Algebra Linear — Principais Caracteristicas

Biblioteca Métodos de Resolucéo Pré-condicionadorgs Estrutura de Dados
Aztec CG, GMRES, CGS, BiCGstab Jacobi com ILU |déimha Comprimida e Linha de
subblocos e Schwarz| bloco variavel. Sendo desenv.
interface livre de matriz.
IML++ BiCG, CGstab, CG, GMRESJacobi, ILU € Linha/coluna comprimida e
CGS, QMR. Cholesky Incompleto | formato coordenado
Itpack CG, SOR, SSOR dentre outfdscobi, SOR, SSOR.| Linha comprimida e formato
métodos iterativos ellpack
Laspack Jacobi, SOR, SSOR, Gacobi, SSOR, ILU(0) Possui varios tipos, mas nao
GMRES, BIiCG dentre outros|e foram encontrados.
métodosmultigrid.
PCG Métodos iterativos na®ichardson, Jacobi |[@Armazenamento por grade
estacionarios Polinomial regular.
PIM CG, BIiCG, CGS, BIiCGSTAB,Fatorizagéo LU} Usuario define as estruturas de
RBi-CGSTAB, GMRES, GCRILU®, IDLUY, | dados. Flexibilidade.
dentre outros iterativos. Polinomial
P_Sparslib GMRES, CG, BIiCG, BiCGstaBchwarz, N&o documentado.
dentre outros iterativos. Complemento de
Schur
Splib Métodos iterativos estacionaridsU, SSOR, ILU(0) Linha comprimida.
e ndo estacionarios
LINPACK Decomposicdo QR, Cholesky, - Linha comprimida.
Eliminacdo de Gauss
LAPACK Fatorizagdo LU, Cholesky e suas - Packed (por colunas em um
variantes. array unidimensional), formato
diagonal e por vetor.
ScalAPACK | Fatorizacdo LU, Cholesky e suas - Como em LAPACK.
Utiliza pacotesvariantes. Utiliza a LAPACK,
BLAS, PBLAS, mas ha diferencas em alguns
LAPACK e | algoritmos.
BLACS.
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3.6 Consideracdes Finais

O objetivo desse capitulo € proporcionar uma visao geral de sistemas lineares,
especificamente os tridiagonais e descrever como os métodos escolhidos de cada classe
trabalham para a resolucdo. Procurou-se introduzir a terminologia utilizada e especificar
o funcionamento de cada método para uma melhor compreensdo de sua paralelizacao,
gue sera abordada no capitulo cinco.

Buscou-se proporcionar uma visdo geral de bibliotecas de algebra linear
disponiveis. Cabe lembrar que o objetivo dessa pesquisa é a investigacdo de formas de
paralelizar métodos de resolucdo de sistemas lineares e realizar uma avaliacdo do
desempenho desses, claster, utilizando o ambiente de programacéo paralela DECK.

A maioria dessas bibliotecas é fruto de anos de pesquisa de grupos reconhecidos
mundialmente na comunidade cientifica, como o grupo do Prof. Dr. Jack Dongarra, que
elaborou a biblioteca LINPACK e suas sucessoras [DON2000].

Com relacdo aos métodos de resolucdo, percebe-se desde ja que os métodos
diretos, por sua natureza, tém a tendéncia de gerar algoritmos vetorizaveis e o maior
gargalo com essa forma de construcdo desses algoritmos € o pouco paralelismo
existente. Esse pode ser o fator originario de muitos esfor¢os na paralelizacdo desses
meétodos e pode ser verificado no capitulo 6, onde estdo alguns resultados. Ja os
métodos iterativos sdo geralmente paralelizados por suas operacfes de algebra linear e
como 0s computadores podem manipular os produtos internos de uma forma a se obter
bons resultados, isso é fator positivo a paralelizacdo dos mesmos.

No proximo capitulo é descrito o ambiente paralelo onde foram avaliados os
algoritmos dos métodos de resolucdo dos sistemas lineares. Nesse sentido sdo abordados
aspectos da arquitetura e do ambiente de programacéo paralela.

Apresentou-se também, nesse capitulo, o Gradiente Conjugado pré-condicionado.
No capitulo 6, conseguir-se-4 observar em que situacdes €, ou ndo, vantajosa a
utilizagdo de pré-condicionadores, bem como aspectos relacionados a otimizagdo do
armazenamento e operacdes extras necessarias ao algoritmo pré-condicionado.
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4 Ambiente Paralelo

A utilizacdo de computacdo de alto desempenho tem sido motivada ndo s6 por
simulagées numeéricas de sistemas complexos (tempo, clima, circuitos eletrénicos...),
mas, atualmente, também por aplicagcbes comerciais, que manipulam uma grande
guantidade de dados a serem processados. Essas aplicagcdes, segundo Foster [FOS95],
incluem video conferéncia, diagndsticos médicos auxiliados por computador, bancos de
dados paralelos, realidade virtual, computacéo grafica, dentre outras.

Esse capitulo tem por objetivo apresentar o ambiente paralelo onde os algoritmos
dos métodos de resolucdo de sistemas lineares foram paralelizados. Essa abordagem
envolve alguns aspectos relacionados a arquitetura e outros relacionados a programacao
paralela.

Inicialmente, € comentada a evolugdo das maquinas até se che@dusioss
Apo0s, apresentada uma visdo geral de maquinas paralelas através da taxonomia feita
por Flynn [FLY72]. A arquitetura genérica delusterse o Cluster utilizado séo
caracterizados.

Com relagdo a programacdo paralela, paradigmas de programacdo e uma
metodologia de desenvolvimento dos algoritmos paralelos sdo identificados. Por fim, o
DECK - Distributed Execution and Communication Kernambiente usado para a
programacao, € descrito.

4.1 Arquitetura Paralela

Ha séculos a ciéncia tem seguido um paradigma basico: primeiro observar,
teorizar e entdo testar a teoria através da experimentacdo. Em certos casos, ou na
maioria deles, a experimentacao “real” tem um custo muito elevado ou é inviavel. Esse
fato faz com que a utilizacdo de simulagdo numérica através do computador tenha
aumentado nos ultimos anos [PAC97], sendo aplicada também na industria e comércio,
além de nas ja tradicionais aplicacdes de alto desempenho como previsdo do tempo, por
exemplo.

A supercomputacdo moderna foi marcada na segunda metade da década de 70
pela introducdo de computadores vetoriais. Na primeira metade da década de 80, a
integracdo de computadores vetoriais com sistemas convencionais tornou-se mais
importante, pois o desempenho foi aumentado pelo aperfeicoamenthipes pela
producédo de computadores multiprocessados com memaoria compartilhada. No final da
década de 80, as maquinas paralelas dedicadas (também conhecidas como MPP —
Massively Parallel Processgrs&om memoria distribuida emergiram e na metade da
década de 90 foram superadas por sistemas com multiprocessadores simétricos. A partir
de entdo, gracas a fatores como o desenvolvimento de redes locais de alta velocidade e
baixo custo, formou-se a base para a atual utilizacalusiers|]STR99].

Um computador paralelo é um conjunto de processadores capazes de trabalhar
cooperativamente para resolver um problema. ¢duster € um tipo de computador
paralelo e consiste de um conjunto de computadores interligados por uma rede de alta
velocidade, para possibilitar a execucado de coédigos em paralelo [RIG99]. Reunem-se
pequenas maquinas para fazer o trabalho de maquinas grandes, dado que o0s
microprocessadores tem aumentado muito a capacidade de processamento. Na lista dos
TOP500, cujobenchmarké realizado com a biblioteca LINPACK, percebe-se a
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tendéncia crescente de utilizacdo desters e o desempenho obtido com eles
[TOP2000].

Clusterstornaram-se conhecidos com um projeto da NASA [SIL99], em 1994. A
guestdo a ser resolvida era a existéncia de muitos dados para serem processados e
somente U$ 50.000,00 disponiveis para tal aplicacdo. A solugdo encontrada foi agrupar
varias maquinas e fazer a aplicacdo ser executada nelas, de forma paralela. Essa idéia
foi positiva principalmente porque foi, e €, uma alternativa ao processamento de alto
desempenho, pela reducdo de custos, tanto Ipatdware quanto pelosoftware
(existem sistemas operacionais, linguagens e bibliotecas de comunicacao gratuitas).

4.1.1 Classificacéo d€lynn

Michael Flynn[FLY72] apresentou uma classificagdo das méaquinas, em 1972,
conforme o fluxo de instrucbes e o fluxo de dados. Nessa, sdo encontradas quatro
classes de computadores SISD, SIMD, MISD e MIMD. Atualmente, essa classificacao
poderia ter acrescentadas outras classes e/ou subclasses, devido as varias arquiteturas
disponiveis, conforme propdem alguns autores como Quinn [QUI94].

O computador deon Neumanre um modelo simples de maquina, caracteristico
dos computadores seqiienciais. E constituido de uma CPU, que comanda a execucdo de
programas e executa as operacdes desses e uma unidade de memoria, responsavel por
armazenar os dados e instrugdes. Segundo Flynn, essa maquina é enquadrada na classe
SISD -Single Instruction, Single Datgue possui um unico fluxo de dados e um Unico
fluxo de instrucgdes.

Computadores SIMD -Single Instruction, Multiple Datgpossuem uma CPU
dedicada ao controle e uma grande quantidade de elementos de processamento com sua
prépria memoria local, caracterizando um sistema com um unico fluxo de instrucdes e
multiplos fluxos de dados. Durante cada ciclo de instrucéo, o processador fornece uma
instrucao aos elementos de processamento, que a executam com os dados que possuem
na memoria. E um processamento completamente sincrono. As maquinas SIMD podem
reduzir a complexidade dwardwaree dosoftware mas sé&o apropriadas a aplicacdes
com alto grau de regularidade, como por exemplo, processamento de imagens e
simulagBes numéricas, especialmente as que fazem uso de operacdes de algebra linear.

Os computadores MISD Multiple Instruction, Single Datgpossuem diversos
fluxos de instrucbes sobre um unico fluxo de dados. Para a maioria dos autores, ndo
existem maquinas reais que se enquadram nessa classe.

Nos computadores MIMD -Multiple Instruction, Multiple Dataos varios
processadores sao independentes, ou seja, executam seus proprios processos sobre seu
conjunto de dados, e ndo ha whck global para sincronismo. Esses processadores
guando compartilham a memdéria sdo chamados multiprocessadores e quando possuem
memoria distribuida, multicomputadores [PAC97].

7

Um multicomputador € constituido por um numero de computadoresrde
Neumannou nodos ligados por uma rede de interconexdo. Cada computador executa
seu proprio programa, pode acessar sua prépria memdéria e enviar/receber mensagens
pela rede para/de outro nodo [FOS95].

Conforme [HWA98], os modelos de arquitetura paralelas estdo concentrados no
modelo MIMD. H& varios categorias dentro desse: Maquinas Vetoriais (Pédralel
Vector ProcessojsMultiprocessadores Simétricos (SMBymmetric Muliprocessoys
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Maquinas Massivamente Paralelas (MPP Massively Parallel Processors
Multiprocessadores com Memoria Compartilhada (DSMistributed Shared Memory
Multiprocessor} e Clusters(COW —Clusters of Workstatign Sdo abordados a seguir
as MPP e COW, devido ao enfoque desse trabalho.

As MPP sdo maquinas com diversos processadores interligados através de uma
rede de interconexdo, normalmente proprietaria. Nos nodos ha microprocessadores,
podendo esses serem expandidos a milhares desses nos, ou madusi@mss COW
sdo uma variacdo de baixo custo das MPPs. Essas maquinas possuem um conjunto de
microprocessadores interconectados por uma rede de alta velocidade, com custo menor,
comparado as MPPs e ha sempre um disco local, o que pode estar ausente em um nodo
MPP [HWAO98].

Os Clusters de PCs sdo um tipo de maquina paralela que enquadra-se,
hierarquicamente, na seguinte classificacdo: MIMD, MPP e COW [PFI98]. Conforme o
conceito decluster[PFI98] visto anteriormente, esse tipo de maquina paralela em geral
sdo multicomputadores. Algunelusters podem também trabalhar com memoéria
compartilhada, como sera visto na se¢do 4.1.3. Esse tipo de maquina tem sido uma
tendéncia no desenvolvimento de computadores paralelos escalaveis [PFI98].

4.1.2 Arquitetura Genérica

Um cluster € um tipo de sistema de processamento paralelo ou distribuido que
consiste de uma colecdo de computadores interconectados trabalhando juntos como um
anico e integrado recurso de computacao [SIL99]. Os nodos dguster podem ser
um simples processador ou multiprocesssadores com memoria local, dispositivos de
entrada/saida e sistema operacional.

Os nodos podem estar em um Unico gabinete ou separados fisicamente e
conectados via rede local (LAN Local Area Network Para o usuario, uroluster
representa um uUnico sistema de processamento do qual podem ser obtidos beneficios
gue tem historicamente sido encontrados somente em maquinas paralelas dedicadas.

Arquiteturas baseadas em clusters podem ser homogéneas (todos 0os nodos que a
compdem possuem a mesma arquitetura e sistema operacional) ou heterogéneas (os
nodos possuem processadores diferentes e/ou sistemas operacionais diferentes). A rede
gue interconecta os nodos de utaster geralmente € uma rede que proporciona
comunicacao rapida, com taxas de transmissdo proximas as das arquiteturas dedicadas.
A Myrinet € um exemplo de rede de alto desempenho [MYR2000]. Mesmo assim,
clusters podem ser usados para a execucdo de aplicagbes tanto paralelas quanto
sequenciais.

Algumas vantagens na utilizacdo desterssao o desempenho que pode ser
obtido, baixo custo em relagcdo as grandes maquinas paralelas, software sem custos,
facilidade de expansédo e até mesmo o baixo risco, uma vez que se nao der certo o
cluster,0s nodos podem ser usados como maquinas sequenciais.

Na figura 4.1, adaptada de [SIL99], tem-se uma arquitetura genératasties.
Nessa, além dos aspectos comentados anteriormente, observisliddleware. O
middleware é um conjunto desoftware personalizado, desenvolvido para as
necessidades especificas de um cliente e/ou para as caracteristicas proprias de um
determinado computador.
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Nesse trabalho, clusteré utilizado tanto para rodar as implementacdes paralelas,
guanto as sequenciais. Na préoxima sec¢éo ele € descrito e a ferramenta de programacao
paralela sera descrita no item 4.2.3.

I [
Aplicagoes Paralelas H

I [
Aplicagdes Seqiienciais M Ferramentas de Programacéo Paralela

4[ Cluster Middleware ji
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FIGURA 4.1 - Arquitetura Genérica ddusters

4.1.3 OClusterdo Instituto de Informatica

O clusterutilizado nessa pesquisa € o do Instituto de Informatica da UFRGS que é
constituido por onze PCs (onze nodos). Na tabela 4.1, tem-se a configuracdo das
maquinas delustere na figura 4.2, uma ilustracdo do mesmo.

A programacao paralela rausterfaz uso de trocas de mensagertbreads.A
primeira € utilizada para proporcionar comunicacdo entre os nodostheeads sao
utilizadas para ser aproveitada a capacidade dos dois processadores, nos nodos Dual
Pentium.

Os nodos séo interconectados por duas redes de comunickedbEthernet e a
Myrinet[MYR2000], sendo que a execug¢ao dos programas paralelos pode acontecer em
qualquer uma das redes. Myrinet [MYR2000] é um tipo de rede que utiliza uma
tecnologia baseada na comunicacio através de pacotes. E considerada uma rede de alto
desempenho por ter canais robustos de comunicacdo com baixa laténcia e camadas de
software que disponibilizam interfaces para mapear a rede, rotas selecionadas, traducao
de enderecos da rede para essas rotas, bem como manipulacédo de trafego de pacotes e
comunicacao direta entre os processos a nivel de usuario e a rede.

4.2 Programacéao Paralela

Para o desenvolvimento de aplicacbes paralelas, ha necessidade de ferramentas
que proporcionem esse tipo de programacdo. Porém, antes disso, estratégias,
paradigmas e metodologias contribuem fortemente ao desenvolvimento de algoritmos
paralelos e a obtencdo de desempenho na aplicagéo.
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TABELA 4.1: Configuracao das Maquinas Gtuster

Maquina CPU RAM Rede
Scliar Pentium Il 266 MHz 128 MB | Fast-Ethernet Myrinet
Verissimo | Dual Pentium Pro 200 MHz 128 MB Fast-Ethernee Myrinet
Quintana Dual Pentium Pro 200 MHz 128 MBFast-Ethernee Myrinet
Dionelio Dual Pentium Pro 200 MHz 128 MB| Fast-Ethernet Myrinet
Euclides Dual Pentium Pro 200 MHz 128 MBFast-Ethernee Myrinet
Ostermann| Pentium Pro 200 MHz 64 MB | Fast-Ethernet Myrinet
Luft Pentium Celeron 300 MHz | 64 MB | Fast-Ethernee Myrinet
Braun Pentium Celeron 300 MHz| 64 MB | Fast-Ethernet
Meyer Pentium Celeron 300 MHz| 64 MB | Fast-Ethernet
Bombacha | Pentium Pro 200 MHz 32 MB | Fast-Ethernet
Pago Pentium Pro 133 MHz 32 MB | Fast-Ethernet

Algumas estratégias de desenvolvimento de aplicacfes paralelas séo paralelizacéo

programa se

FasLEtherne‘t\‘

guencial

automética do cddigo sequencial e utilizagdo de bibliotecas paralelas. A primeira, livra o
programador de “pensar” sobre as tarefas paralelas. A segunda, permite encapsular no
rotinas paralelas das bibliotecas,
matematicas. H4 uma ultima estratégia que € a construcdo do codigo paralelo pelo
programador, desde o inicio do algoritmo. Essa proporciona uma liberdade maior ao
programador que pode escolher a linguagem e o0 modelo de programacao a ser utilizado.
Contudo é uma tarefa complexa em relacéo as outras estratégias [BUY99].

especialmente rotinas

Cluster
Verissimo Dionelim EuclidesJ Quintana
5 T 35,

|

1

Comutador

o

7

Comutador —w
Myrinet |/

Consoles
Eg Eg Eg Eg IEQ- % —
SRR SR Ry T T P g )
Bombacha Pago Braun Luft Scliar Mayer Ostermann

FIGURA 4.2 - Representacao Gdusterdo Instituto de Informatica
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Para a programacdao paralela, ha basicamente duas aproximacgdes: a programacao
implicita ou a explicita. A programacao implicita pode ser diretamente relacionada com
a primeira e segunda estratégias apresentadas no paragrafo anterior, onde algumas
rotinas paralelas ou toda a paralelizacdo € implicita ao programador, pois 0 compilador
ou a biblioteca s&o responsaveis por isso.

Na aproximacao explicita, o programador € responsavel pela construcdo da maior
parte ou, geralmente, de toda a paralelizacdo da aplicacdo, como por exemplo
decomposicdo, mapeamento das tarefas entre os processadores e formulagdo das
comunicacdes. Todos os detalhes sdo importantes para o sucesso da paralelizacédo e o
programador precisa dar especial atencao a cada um deles.

4.2.1 Paradigmas de Programacéo Paralela

A paralelizagdo de aplicagbes esta intimamente relacionada ao tipo de arquitetura
onde estd sendo desenvolvida e as ferramentas que estdo sendo usadas para tal. Ha
varios paradigmas para a programacao paralela, alguns desses sdo Mestre/Escravo
[BUY99], SPMD @ingle Program Multiple Daja[BUY99], Pipeline e Divisdo e
Conquista [DIV90], MPMD Multiple Program Multiple Data[FOS95].

Como a ferramenta utilizada para proporcionar a programacao paralela adota o
paradigma SPMD, esse é caracterizado. O paradigma SPMD é o paradigma geralmente
usado. Como o préprio nome sugere, um Unico programa e varios dados, cada processo
executa 0 mesmo programa, porém sobre porc¢des diferentes dos dados [BUY99]. Isso
envolve o particionamento dos dados da aplicacdo entre os nodos. Esse tipo de
paralelismo também é dito paralelismo geométrico, decomposicdo de dominio ou
paralelismo de dados. Cabe ressaltar que para alguns autores, como Foster [FOS95],
decomposicdo de dominio é a decomposicdo do domino do problema, ndo sendo
equivalente ao paralelismo de dados.

Nesse paradigma, os nodos trocam mensagens para se comunicarem. Essa
comunicacao pode ser local, quando a troca acontece entre os nodos vizinhos, ou global,
guando envolve todos os nodos.

Aplicagdes com o paradigma SPMD podem ser muito eficientes se os dados estédo
bem distribuidos entre 0os nodos e o sistema é homogéneo (razdo pela qual também é
chamado de paralelismo geométrico). Caso contrario, para ser alcancado um bom
desempenho, podem ser necessarios mecanismos que facam o balanceamento da carga
entre os nodos, até mesmo durante a execucao da aplicacdo, conhecido também por
balanceamento dindmico de carga. A utilizacdo, ou ndo, do balanceamento dinamico
dependera do tipo da aplicacéo.

4.2.2 Metodologia de Desenvolvimento de Algoritmos Paralelos

Foster [FOS95] sugere a metodologia PCARRartitioning, Communication,
Agglomeration and Mappingao desenvolvimento de algoritmos paralelos. Essa
metodologia desconsidera, primeiramente, aspectos da arquitetura da maquina. Cada
etapa € sucintamente apresentada a seguir.

z

A primeira etapa € o particionamento que diz respeito a decomposicdo de
computacbes e dados do algoritmo em tarefas menores. Pode-se ter duas
decomposicdes: a de dados/dominio, onde os dados ou dominio da aplicacdo s&o
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divididos entre os varios nodos, e a funcional que decompde as computa¢cdes no caso da
aplicacao permitir a execucdo de computacgdes distintas em paralelo.

A etapa de comunicacdo €& responsavel por verificar como as tarefas/dados
decompostos no particionamento se comunicardo. H& varias formas de comunicacéo
gue podem ser utilizadas, por exemplo, local/global, estruturada/ndo estruturada,
estatica/dinamica.

A comunicacao local acontece quando cada nodo comunica-se com um numero
reduzido de nodos, geralmente seus vizinhos. Ja na comunicagao global todos os nodos,
ou a maioria deles, participam da comunicacdo. Na comunicacdo estruturada, a
comunicacao entre os nodos € entre os nodos vizinhos, formando uma estrutura regular.
Ha também a comunicacéo estatica, onde a identidade dos nodos ndo muda ao longo do
processamento e a comunicacao dindmica, onde acontece o contrario [FOS95].

A aglomeracao € a fase em que as tarefas e estrutura de comunicacao definidas
nas etapas anteriores sao avaliadas em termos de desempenho e custo de
implementagdo. Assim, se necessario, tarefas sdo agrupadas em tarefas maiores e
comunicacdes locais eliminadas, por exemplo. Isso, geralmente, aumenta a
granularidade da computacdo e diminui a comunicacdo, mas dependera do tipo da
aplicacao, da arquitetura e do particionamento definido.

A ultima etapa da metodologia PCAM é o0 Mapeamento que consiste em designar
tarefas aos nodos de tal forma que a utilizagdo dos recursos computacionais seja
maximizada e a comunicacdo minimizada. O mapeamento pode ser feito estatico ou
dindmico, quando realizado em tempo de execucéo.

Na aplicacdo dessa pesquisa, essa metodologia de desenvolvimento de algoritmos
paralelos, proposta por Foster [FOS95], foi utilizada em parte devido as caracteristicas
da aplicacdo. A aglomeracdo entremeou-se com as etapas de particionamento e
comunicacdo. Para aplicacbes de maior porte que a realizada aqui, essa metodologia &
utilizada por inteiro e suas etapas acontecem de forma evidente.

4.2.3 DECK

Essa secdo destina-se a descrever a ferramenta de programacdao paralela utilizada,
DECK - Distributed Execution and Communication Kernejue esta em
desenvolvimento pelo GPPD — Grupo de Processamento Paralelo e Distribuido da
UFRGS e faz parte do projeMultiCluster [GPP2000]. O DECK é uma camada que
fica entre o sistema operacional e as aplicacdes paralelas, como pode ser observado na
figura 4.3.

Aplicacdes Paralelas

DECK
Sistema Operacional

Hardware
FIGURA 4.3 - Localizagédo do DECK

DECK é um ambiente de programacgéo que permite a construcdo e execucao de
aplicacOes paralelas e € composto por duas camaqgeBECK e a camada superior

[BAR2000]. OuDECK é formado pelos seguintes moédulos:
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a) thread: permite a manipulacéo de threads na aplicacéo paralela;

b) sincronizacdo: responsavel pela sincronizacdo da aplicagdo entre nodos
(barrier) e entre threads (semaforos);

C) comunicagdo: comunicagdo por troca de mensagens ponto-a-ponto, entre 0s
nodos, através da utilizacao il boxes A postagem de mensagens em uma
mail boxé assincrona, mas o recebimento é sincrono.

A camada superior do DECK, é composta pelos modulos:
a) Naming: servidor de nomes;

b) Message servico de comunicacéo entre os vadosters tendo como foco a
conversédo de dados para o trabalho duttiClusters

c) Group Communicationrotinas de comunicacéo e sincroniza¢ao de grupo;
d) Tolerancia a Falhas

O DECK ainda estd em processo de desenvolvimento e destas duas camadas,
neste trabalho, basicamente foram utilizados todos os moédulgsD&CK e, da

camada superior, somente o méddilaming Como o méduldGroup Communication
possuia somente broadcastimplementado e quando este foi concluido, as rotinas
préoprias do algoritmo da aplicacéo ja estavam implementadas, esse foi somente testado
mas nao utilizado na aplicacdo. Dessa forma, todas as rotinasgedimen, scatterge

outras necessarias a comunicacao de grupo foram implementadas nos algoritmos, como
sera descrito no capitulo 5.

As aplicacbes DECK seguem o modelo de execucdo SP3iigylé Program
Multiple Datd), ou seja, 0 mesmo processo é disparado simultaneamente em todos 0s
nodos. Como parametros de inicializacao, o processo recebe o nimero do nodo onde foi
disparado, o numero total de nodos e os enderecos IP desses nodos. O numero de cada
nodo é dado pela ordem em que aparece na lista de nodop: qEatas, a humeracao
varia de zero g-1 [BAR9S].

Algumas fung¢des disponiveis no DECK e suficientes para desenvolver aplicagdes
sao listadas na figura 4.4. Outras funcdes podem ser consultadas no manual do DECK,
disponivel em [GPP2000].

deck _init - inicia uma aplicacdo DECK
deck_done - finaliza uma aplicagédo DECK
deck node - retorna o numero do nodo
deck_numnodes - retorna o numero total de nodos na aplicagéo
deck_barrier - sincroniza todos 0S processos
deck thread_create - criacao dehread
deck_sem_create - criacao de semaforo
deck_msg_create - criagdo de mensagem
deck_msg_pack - empacota mensagem
deck_msg_unpack - desempacota mensagem
deck_mbox_create - criacdo demail box
deck_mbox_post - envia mensagem panaail box
deck_mbox_retrv - recebe mensagem dail box

FIGURA 4.4 - Funcdes Basicas do DECK
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Para multiprogramacéo, o DECK fornece primitivas basicas para manipulacéo de
threads comocreate, slee destroy As threadsdentro de cada processo podem criar
mail boxes(recurso oferecido pelo DECK para trocas de mensagens entre 0os nodos)
para se comunicarem pelo envio e recebimento de mensagens e sdo sincronizadas
atraves da utilizacdo de semaforos. el boxesséo criadas por um servidor de nomes
que é responsavel por cadastrar e enderecar weailabox criado. Isso é feito
automaticamente quando uma aplicacao é disparada [BAR2000].

A programacdao paralela utilizando o DECK é completamente explicita. Além das
primitivas basicas existentes, estdo sendo desenvolvidas algumas primitivas de
comunicacdo coletiva, comioroadcast gather e scatter O programador tem papel
importante no desenvolvimento de aplicacbes em DECK pois precisa determinar
explicitamente todas as transacdes necessarias a programacao dos algoritmos paralelos.

Na descricdo da comunicacao entre os nodos, pode ser observado como o DECK
manipula a troca de mensagens. Para cada processo de cada nodo, o programador cria
umamail box,cadastrando-a no servidor de nomes. Assim que um processo necessita
enviar mensagens para outro, buscanhadl box do nodo receptor no servidor de
nomes. Depois disso, empacota a mensagem e faz a postagem da mesidoa
destino. Concorrentemente a isso, 0 nodo que recebera a mensagem devera realizar um
retrieve (verificar) em suanail boxse ha mensagens a serem recebidas.

Atualmente, tem-se o DECK para aplicagéesFaat-Ethernete o DECK-BIP
para a execucdo nelyrinet. Surgiram alguns problemas com o DECK durante o
transcorrer desse trabalho. Por exemplo, problemas com o servidor de nomes;
sincronizacdo dos processos nos diferentes natbak (barriej; na comunicacdo de
grupo, quando broadcastera feito todos para todos; desempenho do DECK-BIP.

Com relacdo a utilizacdo dhreads também houveram questdes que exigiram
maior atencdo, as quais serdo explicitadas no capitulo 6. Todos esses problemas que
emergiram sdo absolutamente normais no desenvolvimento #erogl e nesse caso,
principalmente por esta aplicagdo também estar validando o funcionamento do DECK e
avaliando o seu desempenho.

Nos casos ocorridos, a maioria dos problemas foi solucionada pela equipe do
DECK e novas versdes do mesmo foram disponibilizadasio sera visto no capitulo
6, na situacao que o DECK se encontra (em desenvolvimento), consegue-se obter bons
resultados com relacdo ao desempenho. Dessa forma, é percebida a necessidade de
serem continuadas aplicagcbes em DECK, para que o mesmo possa ser ainda mais
aprimorado e outros usuarios comecem a utilizar esse ambiente.

Apesar de muitos estudos nessa area, a programacao que inclui trocas de
mensagens ainda estd em um baixo nivel porque a maioria das tarefas de paralelizacdo
sdo de responsabilidade do programador. Nesses casos, 0 programador define a
comunicacao e sincronizagdo entre 0s processos, particionamento e distribuicdo dos
dados, mapeamento dos processos entre 0s nodos e estruturas de dados utilizadas.

Com relacdo a parte loégica do ambiente paralelo de desenvolvimento dos
algoritmos, cabe lembrar que as maquinagldseter possuem o sistema operacional
Linux 2.2.1e também séo disponibilizadas bibliotecas de comunicacdo paralela como
PVM - Parallel Virtual Machinedo OAK Ridge National LaboratoryPVM2000] e
MPI - Message Passing Interfacgefinida pelo MPIForum [MPI2000]. Para a
programacao paralela, juntamente com o DECK, foi utilizado o compilador gcc verséo
2.91.60 (egcs-1.1.1).
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4.3 Consideracoes Finais

Para se chegar a computacéo transparentesterssdo necessarios algoritmos
que possam se adaptar & configuracdo apropriada decleastier Estudos recentes
mostram que ha beneficios a serem obtidos se for repensada a paralelizacdo combinando
modelos de meméria compartilhada com memoéria distribuida [BAK2000]. Essa
combinacdo pode ser feita em aplicacdes executadasluster do Instituto de
Informatica e no capitulo 6, resultados relativos a ela sao apresentados.

Clusters estdo sendo cada vez mais utilizados e abre-se espaco a pesquisas
relacionadas a isso, tanto a nivel de aplicagbes quanto ferramentas que favorecam o
desenvolvimento das mesmas. Essa pesquisa € uma aplicacdo e por isso a breve

descricdo, nesse capitulo, do ambiente paralelo com relacdo a arquitetura e a
programacao paralela.

Outras informacdes sobreGjusterpodem ser encontradas em [RIG99] e sobre o
DECK em [BAR98, BAR2000]. A pagina do GPPD [GPP2000], também é fonte de
pesquisa a esses dois assuntos.
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5 Paralelizacao dos Métodos de Resolucéo de Sistemas
Lineares

A paralelizacéo de algoritmos envolve basicamente duas etapas. A primeira delas
esta relacionada a paralelizacdo propriamente dita, que pode ser desenvolvida para
determinada aplicacdo ou feita sobre o algoritmo seqiencial; a segunda, € a
implementacdo desse algoritmo na maquina paralela, utilizando um ambiente para
programacdo. Em ambas etapas é necesséario considerar a arquitetura da maquina
paralela, pois essa influira fortemente no algoritmo. A arquitetura interfere também no
ambiente de programacéo, que pode ser uma linguagem paralela, a extensédo de uma
linguagem, uma biblioteca de trocas de mensagens ou uma linguagem sequencial com

paralelizacdo automética de cédigo.
Nesse estudo, os algoritmos paralelos sdo obtidos a partir do respectivo algoritmo

sequencial. Como descrito no capitulo anterior, o cluster de PCs é um sistema com
memoria distribuida, porém possui alguns nodos multiprocessados que compartilham

memoéria. Na paralelizag&o isso refletira nos algoritmos implementados.

Nas proximas secoes, € descrita a paralelizacdo dos métodos de resolucéo de
sistemas lineares esparsos: Algoritmo de Thomas e Gradiente Conjugado. Para mapear
um algoritmo em um sistema paralelo, trés pontos basicos devem ser considerados:
identificacdo do paralelismo do algoritmo; particionamento do algoritmo ou do dominio
do problema e distribuicéo das tarefas entre os processadores [MOL93]. Assim, antes de
tratar dos algoritmos paralelos propriamente ditos, particionamento dos dados, formas
de comunicacéo e operacdes especificas ao algoritmo sdo apresentados.

No método do Gradiente Conjugado, o usdtdeadsé enfocado. Além disso,
versdes pré-condicionadas do meétodo, com os pré-condicionadores Diagonal e
Polinomial, baseado em Séries Truncadas de Neumann, sdo apresentadas. O pre-
condicionador Diagonal é equivalente ao pré-condicionador polinomial com grau do
polinbmio igual azera Para o pré-condicionador polinomial s&o experimentados
polinbmios com grau 1, 2, 3 e 4.

5.1 Paralelizacao do Algoritmo de Thomas

Como explicitado por Kumar [KUM94], os métodos diretos de resolucado de
sistemas lineares sédo o desafio a paralelizacdo. O pequeno numero de operacfes por
iteracdo faz com que, no algoritmo paralelo, a comunicacdo prevaleca sobre o
processamento.

Em alguns casos, além do aspecto considerado anteriormente, devido a existéncia
de dependéncia de dados, o algoritmo ndo ocupa todo o tempo disponivel dos nodos
para o processamento. Conforme a abordagem dada ao método do Algoritmo de
Thomas (AT), pode-se defrontar com essa situacao.

Duas abordagens principais podem ser identificadas. A primeira delas é a
Decomposicédo de Dominio, onde se decompde o dominio fisico do problema e faz-se a
distribuicdo dos sub-dominios entre os nodos. Para cada sub-dominio, tem-se um
sistema linear, consequentemente, menor que o sistema linear do dominio sem a
decomposicao fisica. Para cada sistema, € aplicado o Algoritmo de Thomas (AT) como
um resolvedor local, ou seja, a versao sequencial do método. Cada nodo executa o
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meétodo independentemente e a comunicacdo € feita ap0s 0s varios sistemas lineares
estarem solucionados.

A segunda abordagem considera a paralelizacdo do método de resolu¢cdo. Ha um
anico sistema linear para todo o dominio fisico. Este é particionado entre os nodos e o
algoritmo paralelo do método € executado. Isso implica na existéncia de comunicagao
entre os nodos durante o transcorrer da execugao.

Como o escopo dessa pesquisa enquadra-se na segunda abordagem, nessa secao é
descrito o método do Algoritmo de Thomas distribuido. Antes disso, abordam-se o
particionamento da matriz e o tipo de comunicacéo necessaria.

5.1.1 Particionamento de Dados

O particionamento dos dados envolve o particionamento da matriz do sistema
linear, que é esparsa do tipo banda, do vetor dos termos independentes e do vetor das
incégnitas. O particionamento adotado € por contiglidade e por linhas, pois como 0s
nodos docluster comunicam-se diretamente uns com 0s outros, essa é a forma mais
simples de particionar os dados.

SejaN a ordem da matriz e do vetoNeodeso numero de nodos na aplicacéo, o
particionamento é feito atribuindo-kdinhas da matriz e elementos do vetor para cada
nodo, ondek = N / Nnodes Por exemplo, senddN = 1000 e Nnodes= 4,

k = 250, ou seja, cada nodo recebera 250 linhas da matriz e 250 elementos dos vetores.

Cada nodo é identificado por um numerque varia deeroaNnodes- 1. Como
0 particionamento € continuo, o ngaloeecebera as linhas da matriz e os elementos do
vetor que estiverem no intervalep [* k; ((p+1) * k) — 1]. Na figura 5.1, esse
particionamento € ilustrado com a matriz no formato otimizado diagonal, pois somente
as diagonais ndo nulas sao armazenadas.

A carga dos dados entre os processadores estara balanceada com essa forma de
particionamento. Para os casos em huedo € multiplo deNnodes o procedimento
adotado foi designar um elemento a mais dos vetores e uma linha a mais da matriz aos
primeiros nodos, onde € o resto da divisdN / Nnodes.Por exemplo, tendo-9¢ =
1010 eNnodes= 4, os dois primeiros nodos receberéo 253 linhas da matriz e elementos
dos vetores e os dois restantes, 252.
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FIGURA 5.1 — Particionamento dos Dados
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5.1.2 Comunicacéao

As operagbes de comunicacdo necessarias ao Algoritmo de Thomas envolvem
somente comunicacdo local. Esse tipo de comunicagdo caracteriza-se por envolver
alguns nodos, e néo todos os da aplicacdo, sendo geralmente o nodo remetente e seus
vizinhos [FOS95].

Basicamente, a comunicac¢do envolvida nesse algoritmo é a transferéncia simples
de mensagem entre dois nodos: o remetente e 0 receptor que, dependendo do
procedimento a ser executado, sera 0 nodo anterior ou posterior ao remetente. Em cada
operacao de comunicacao, o conteudo da mensagem € no maximo dois escalares.

#include <deck.h>

int main(int argc, char **argv)

{
char mailbox[5];
double vir;
deck_mbox_t mb;
deck_msg_tm;

deck_init(&argc. &argv);

sprintf(mailbox, “MAIL%d", deck_node());

deck_mbox_create(&mb);

deck_mbox_bind(&mb, mailbox);

deck_msg_create(&m, sizeof(vir), NULL);

if (deck_node() == 0)

{
vir = 5000;
deck_msg_pack(&m, DECK_DOUBLE, &vlr, 1);
while(deck_mbox_fetch(&mb, “MAIL1") I= DECK_EOK)
deck_thread_sleep(2);

deck_mbox_post(&mb, &m);

}
else if (deck_node() ==1)
{

deck_mbox_retrv(&mb, &m);
deck_msg_reset(&m);
deck _msg_unpack(&m, DECK_DOUBLE, &vir, 1);

}
deck_msg_destroy(&m);
deck_mbox_destroy(&mb);
deck_done();
return(0);

FIGURA 5.2 — Exemplo de Troca de Mensagem em DECK

Para acontecer a troca de mensagem entre dois nodos, utilizando o DECK,
inicialmente, cada nodo devera ter criado umel box (deck_mbox_createe té-la
cadastrado no servidor de nomesedk mbox_bind Ambos nodos criam uma
mensagem com o tamanho desejadeck msg_crea}e Para esse caso de envio e
recebimento de um Unico escalar, o0 nodo remetente empacota o valor a ser enviado na
mensagem criadadéck_msg_pagke procura, no servidor de nomesmail box do
nodo que recebera a mensagedeck mbox_fetgh Assim que amail box for
encontrada, o nodo envia a mensageeck mbox_post
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Paralelamente, o nodo receptor executa uma operacao de verificagad dex
(deck_mbox_retly recuperando a mensagem postada. Para que haa o
desempacotamento o nodo executareset(deck _msg_reset)a mensagem e somente
apos, a desempacotdetk msg_unpagkAssim, conclui-se o processo de troca de
mensagem entre dois nodos. Na figura 5.2, ha um trecho de cédigo em DECK, onde o
nodo O envia um escalar ao nodo 1.

5.1.3 Algoritmo de Thomas

O método do Algoritmo de Thomas foi descrito na secédo 3.3.1 e seu algoritmo
sequencial esta no Anexo 1. Esse método possui duas et&oaa/aod e oBackward
(ou retrossubstituicao).

Antes de ser iniciado o processamento do mesnwuster, a matriz do sistema

linear, os vetores das incognitas e dos termos independentes sdo particionados entre 0s
nodos, conforme o particionamento exposto na secao 5.1.1. Na primeira etapa do
meétodo, apenas duas linhas de comando sdo executadas, como pode ser visto no
algoritmo no anexo 1, e na segunda etapa, somente uma. Nas duas etapas ha
dependéncia de dados, além do reduzido numero de operagbes por iteragao.
Consequentemente, em cada instante de tempo somente um processador pode estar
executando processamento Util, ou seja, executando o método de resolucéo. Devido a
essa caracteristica, o Algoritmo de Thomas é dito distribuido.

O nodozerocomeca a execucdo #orward e assim que concluir, envia os dois
escalares necessarios ao proximo nodo para que esse também inicie o processamento.
Cada nodo repete esse ciclo. Ao terminarem o processamento da primeira etapa, 0s
nodos permanecem aguardando dados para que seja dado iBaakaard

O ultimo nodo, apds terminar a primeira etapa, imediatamente inmagkward
e, quando completo, envia um escalar ao nodo anterior. Esse ultimo, recebendo o
escalar, continua a etapa dackward e repete o envio ao nodo anterior. Esse
procedimento é feito até que o primeiro nodo execute a etapa de retrossubstituicéo,
estando o sistema linear resolvido.

s

O meétodo do Algoritmo de Thomas € apresentado a seguir. Essa descricdo é
enumerada, para uma melhor compreensao, e consid&aeskescomo sendo o
namero de nodos participantes na aplicaggooenumero que identifica o nodo. Na
figura 5.3 h& o diagrama de execucao desse algoritmo.

Passo 1Definido o particionamento e distribuidos a matriz e vetores do sistema linear,
inicia-se a solucéo do sistema,;

Passo 2Execucao da primeira etapa do métoderward
Passo 2.1Nodozera
Co=0Co / bo
d’o = do / bo
ci=c/(b—a*Ccii)
di=di-a*di)/(—-a*cii),ondel<i<(p*N/Nnode$-1
Enviar os escalarase d relativos a Ultima linha que o nodo contém
para o proximo nodo;
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Passo 2.2Pr6ximo nodo:
Receber os escalares d do nodo anterior;
ci=c¢/(bi—a*cii)
di=di-a*di)/(bi—a*ci)onde0<i<(p* N/Nnode3-1
Passo 2.2.1 Se (nao for o ultimo nodo) entado

Enviar os dois escalares para o proximo nodo
Executar o passo 2.2

Passo 2.2.2 sendao Executar passo 3
Passo 3Execucéo da segunda etapa do métodackward
Passo 3.1Ultimo nodo:

Xp* N/ Nnodep-1 = O (p * N 7 Nnodey-1
X =di =X *Ci,onde(p* N/Nnode$-2=2i=>0

Enviar o valor dex correspondente a primeira linha que possui para
0 nodo anterior;

Passo 3.2Nodo anterior:

Receber o escalardo nodo posterior;

X =di—Xs1*Ci,onde(p* N/Nnode$-1=2i=0
Passo 3.2.1. Se (néo for o primeiro nodo) entao

Enviar o valor do escalat, correspondente a primeira linha
gue possui, ao nodo anterior
Executar passo 3.2

Passo 3.2.2 senado Executar passo 4
Passo 4Sistema linear resolvido.

Nessa abordagem do método do Algoritmo de Thomas, devido ao pequeno
namero de operacOes e a existéncia de dependéncia de dados presente em todas as
etapas, a execuc¢do distribuida do algoritmo € prejudicada. Para resolucdo de um unico
sistema linear, com esse método, 0os nodos permanecem 0ciosos, uma parte significativa
do tempo de processamento!

Se houverem varios sistemas lineares que ndo dependam entre si, essa versédo do
Algoritmo de Thomas pode ser expandida para o Thomas Pipeline. A idéia é a cada
tempo de execucgdo ser iniciada a resolu¢cdo de um novo sistema linear, aproveitando os
nodos disponiveis e, consequentemente, diminuindo o tempo ocioso. No tempo 2 de
execucao (figura 5.3), por exemplo, enquanto o primeiro nodo esta ocioso, esse pode
iniciar a resolucéo de outro sistema linear que ndo dependa do que esta sendo resolvido
no momento. Esse processo é repetido sucessivamente, até o pipeline estar “cheio”.

Povitsky [POV98a, POV98b] realizou um estudo aprofundado dessa abordagem e
constatou que a mesma pode retornar resultados satisfatorios. Ele investigou estratégias
de aumentar a eficiéncia do Algoritmo de Thomas, uma vez que isso nao pode ser
alcancado diretamente. Especialmente, centrou-se na ordem em que a resolucdo dos
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sistemas ¢€ iniciada, o que inclui as etdpasvard e Backward chegando a um namero
6timo como funcgéo dos tempos de computacdo e comunicacao.

Outro trabalho, encontrado na revisao bibliografica, que utiliza o Algoritmo de
Thomas na resolucéo paralela de sistemas lineares foi o de Vollebregt [VOL97]. Nesse
e utilizada a decomposicdo de dominio, com grande sobreposicdo de sub-dominios,
gerando-se varios SELAs tridiagonais que sdo distribuidos entre os processadores. O
Algoritmo de Thomas € aplicado localmente em cada processador. Juntamente com a
discretizagédo, € utilizado um esquema de iteragfes pares e impares.

empo i 0 S
NodoO |F| -| -] -] -]-]-|B
Nodol | - |F|-|-|-]-[B]-
Nodo2 | - |- |F| -] -|B|-]-
Nodo3 | - | -[-|F[B|-|-]-

F | EtapaForward do Algoritmo de Thomas
B | EtapaBackwarddo Algoritmo de Thomas
- | Tempo Ocioso

FIGURA 5.3 — Diagrama Execucéo do Algoritmo de Thomas

5.2 Paralelizacdo do Método do Gradiente Conjugado

O algoritmo sequencial do Gradiente Conjugado é formado por operacdes basicas
de algebra linear, como pode ser verificado em sua descri¢do no capitulo 3, secdo 3.4.1.
Por essa formulacéo, a paralelizacado do Gradiente € feita a partir da paralelizacdo dessas
operacOes basicas. Como o sistema linear que se estd trabalhando € esparso, as
operacbes de algebra linear adquirem novas peculiaridades que incorporam a
esparsidade e o paralelismo.

Para que se obtenha o algoritmo paralelo do Gradiente Conjugado, basicamente
trés pontos devem ser considerados: particionamento dos dados, operacdes basicas
paralelas de algebra linear e rotinas de comunicacdo. O particionamento diz respeito a
distribuicdo dos elementos do sistema linear (matriz e vetores). As operacdes basicas
paralelas envolvem soma/subtracédo de vetores, multiplicagdo de um escalar por vetor,
produto escalar de dois vetores e multiplicagdo matriz esparsa por vetor. A comunicagao
consiste nas trocas de mensagens entre 0os nodos. Esses trés aspectos sdo descritos nas
proximas secoes.

5.2.1 Particionamento dos Dados

Além da matriz, do vetor dos termos independentes e do vetor de incognitas do
sistema linear, no método do Gradiente Conjugado sdo necessarios vetores, com a
mesma ordem dos vetores do sistema, para armazenar o residuo, a direcdo de pesquisa e
outros dados necessarios ao método. O particionamento adotado para distribuicdo
desses elementos entre 0os nodos € o mesmo usado no Algoritmo de Thomas, descrito na
secdo 5.1.1, ou seja, particionamento por contigiiidade e por linhas.
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Cada nodo armazena uma parte dos vetores e um bloco de linhas da matriz do
sistema linear. O formato diagonal € utilizado para o armazenamento da matriz nos
nodos.

5.2.2 Rotinas de Comunicacao

Nesta secdo s&o descritas rotinas de comunicagaolroadrastgather, scatter
reducdo e comunicacdo par-impar. A operagather € utilizada quando esta se
trabalhando com matrizes densas. Todas as demais operacdes sao necessarias ao
algoritmo paralelo do Gradiente Conjugado que manipula sistemas lineares esparsos.

5.2.2.1Broadcast

Uma forma de comunicacéo que envolve todos os processos da aplicacdo € uma
comunicacao coletiva. Urbroadcasté uma comunicagcao coletiva onde um simples
processo envia 0s mesmos dados (escalar, vetor simples e/ou estruturado) para todos o0s
outros processos. Ao final dessa comunicacdo existira uma copia dos dados em cada
nodo. Na figura 5.4 (a), ha um diagramakdoadcast No caso de todos os processos
necessitarem enviar seus dados para todos os outros processos, tem-se o chamado
broadcasttodos para todos ou transmissao todos para todos, ilustrado na figura 5.4. (b).
Nessa figuraa, b, c,... ep séo escalares.

a\—é

(2)

FIGURA 5.4 —Broadcast

Essas rotinas foram implementadas no DECK, a partir das primitivas de
comunicacdo entre nodos, conforme visto na figura 5.4, pois até entdo o DECK néo
disponibilizava rotinas de comunicacdo de grupo. Algum tempo depois, a rotina do
broadcastdo DECK foi criada. broadcasino DECK e o implementado nesse trabalho
sao feitos a partir de uma sequiéncia de mensagens enviadas a partir de um nodo para 0s
demais nodos participantes da aplicacao.

5.2.2.2Gather

Um Gather € a comunicacdo que consiste em um Unico processo coletar uma
estrutura de dados distribuida entre os outros processos da aplicacdo [PAC97]. A figura
5.5 ilustra a operacdo de comunicaggher. Por exemplo, na multiplicagdo matriz
densa por vetor, estando a matriz e o0 vetor particionados, é necessg@gabhendo
vetor para cada nodo, a fim de ter o vetor completo em todos os nodos e a multiplicacéo
paralela poder ser realizada.
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FIGURA 5.5 —Gather

5.2.2.3Scatter

Na comunicagéacatter a estrutura de dados armazenada em um unico nodo é
distribuida para os outros nodos [PAC97], conforme o exemplo da figura 5.6. Esse tipo
de comunicacdo é utilizado, na distribuicdo inicial dos dados entre os nodos que
participardo da execucéo da aplicacao.
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FIGURA 5.6 —Scatter
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5.2.2.4 Reducéao

Em uma comunicacgéo do tipo reducéo todos os processos da aplicagao enviam
dados a um determinado processo a fim de fazer determinada operagcdo [PAC97].
Algumas dessas operacdes sdo acumulacdo dos valores, valor maximo/minimo, produto,
dentre outras.

No algoritmo paralelo do método do Gradiente Conjugado, a operacéo de reducgéo
é utilizada no produto escalar de dois vetores para acumular valores. A ilustracdo da
operacao de reducédo esté na figura 5.7.

+
%k
©{min
max
a;
e
@

nodo 0| o #

ap
FIGURA 5.7 —Reducgéao

5.2.2.5 Comunicagdo Par — impar

Na multiplicagéo paralela matriz densa por vetor, com particionamento dos dados
por linha, é preciso que o vetor esteja inteiro (com todos 0s seus elementos) em cada
nodo, para que o produto escalar de cada linha da matriz com o0 vetor possa ser
realizado. Como o vetor se encontra distribuido, através da comunigatjéer €
possivel a reunido dos elementos do vetor que estéo faltando em cada nodo.

Os sistemas lineares tratados nesse trabalho possuem matrizes tridiagonais,
portanto ndo ha necessidade de se ter o vetor, que sera multiplicado pela matriz, inteiro
nos nodos. Antes da multiplicacdo, somente os elementos do vetor que serdao usados na
multiplicacéo séo transferidos de um nodo para o outro. A comunipagcae impar
reorganiza o vetor nos nodos para tal operagao.

Na figura 5.12, pode-se observar que o particionamento da matriz e dos vetores,
para a multiplicacdo, é por linhas, porém, o vetor que multiplica a matriz esparsa
necessita alguns elementos adicionais no nodo em que esta, mas néo todos os elementos
do vetor. Para o caso tridiagonal, os nodos primeiro e Ultimo necessitam um elemento a
mais; e nos demais nodos sdo necessarios dois elementos a mais, um no inicio e outro
no final do vetor que cada nodo possui. Ja para o caso pentadiagonal, o primeiro e o
altimo nodo necessitam 2 elementos a mais, e os demais 4. Para matrizes com 7
diagonais, o primeiro e o ultimo nodo necessitam 3 elementos a mais e os demais nodos
6.

A partir disso, pode-se concluir que, em uma matriz @miagonais, para a
multiplicagdo esparsa, o0 primeiro e ultimo nodos necessim ()/2 elementos
adicionais do vetor e os demais nodds<1) elementos a mais do vetor. Trabalhando-
se com sistemas esparsos, € possivel assim otimizar a comunicacdo envolvida nas
operacOes de algebra linear.
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A comunicacaopar-impar & responsavel por organizar os elementos do vetor
antes da multiplicacdo pela matriz que seré descrita em 5.2.3.4. Ha necessidade dessa
comunicacdo pela impossibilidade dos nodos enviarem e receberem mensagens ao
mesmo tempo, uma vez que a comunicacao ndo é bufferizada.

A comunicacagar-impar € feita em dois passos: no primeiro, 0s nodos pares
enviam os elementos necessarios do vetor para os nodos impares, conforme a figura
5.8(a); e no segundo passo, ilustrado na figura 5.8(b), os nodos impares enviam e 0s
pares recebem os elementos. Os nodos recebem os escalares e 0os colocam na posi¢cao
correspondente no vetor que participara da multiplicacéo (petor

Para uma matriz tridiagonal, no primeiro passo, 0s nodos pares enviam o ultimo
elemento do vetor para o proximo nodo impar e o primeiro elemento do vetor para o
nodo impar anterior. No segundo passo, 0s impares enviam o primeiro elemento do
vetor para o nodo par anterior e o ultimo elemento do vetor para o proximo nodo par.
Para matrizes esparsas com um numero maior de diagonais, nessa comunicacdo S&o
enviados (D — 1)/2 elementos de cada vez, onde D é o niumero de diagonais da matriz

YR

% Vetor b D‘ Vetor b D Vetor b D Vetor b

: Nodo 0 \\__~  Nodo 1 Nodo2 \__" Nodo 3
(a)

/\ /-\

o

é Vetor b D D Vetor b D D Vetor b D D Vetor b

& Nodo 0 Nodo 1 \/ Nodo 2 Nodo 3
(b)

FIGURA 5.8 — Comunicagdo Par—impar

5.2.3 Operacdes de Algebra Linear

O algoritmo do Gradiente Conjugado é composto basicamente por operacdes de
algebra linear que envolvem matrizes e vetores. Dentre essas, estdo operacdes de
soma/subtracdo de vetores, produto escalar (ou produto interno) de dois vetores,
multiplicagéo de um escalar por vetor e multiplicagdo matriz esparsa por vetor.

Uma parte significativa das operacdes entre vetores sao executadas sem que haja
comunicacao entre os nodos, proporcionando um aumento na velocidade de execucao,
pelo paralelismo existente. A seguir, sdo caracterizadas cada uma das operacdes
paralelas de algebra linear do Gradiente Conjugado, considerando-se que os dados ja
estéo particionados e, assim, cada nodo possui uma parte dos vetores e blocos de linhas
da matriz do sistema linear.

5.2.3.1 Soma/Subtracéo Paralela de Vetores

Para ser realizada a soma ou subtracdo de dois vetores, os nodos executam o
algoritmo sequencial de soma/subtracdo sobre a porcao de dados dos vetores que lhes
cabe, ndo sendo preciso trocar informacdes entre nodos. A soma de doisbvetnres
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acumulada no vetod € dada pord, =b +c , ondel<i<ne eneé o numero de
elementos dos vetores em cada nodo. A figura 5.9, ilustra essa operagéo paralela.

[T T 1
ii}
| 1]

bre=d| | [ | M HERRN

nodo0 ' nodo1 nodo 2 nodo3
FIGURA 5.9 — Soma Paralela de Vetores
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5.2.3.2 Multiplicagéo Paralela de Escalar por Vetor

Na multiplicacdo de um escalar por vetor, da mesma forma como na soma de
vetores, cada nodo executa a multiplicacdo do escalar pela parte do vetor que possui.
Sejab um vetor ek um escalar, o vetar € o vetor resultante da multiplicacdo, obtido

por c =k[b, ondel<i < ne eneé o numero de elementos dos vetores em cada nodo.

Na figura 5.10, tem-se a representacdo da multiplicacédo paralela de um escalar por
vetor. Essa operacéo é a aplicagédo do algoritmo sequencial de multiplicagdo escalar por
vetor, simultaneamente, em varios blocos do vetor, ndo havendo comunicacdo entre
nodos.

£k
B | EERSER

ep=c L] [ TN

nodo 0 ! nodo 1 nodo 2Inodo 3
FIGURA 5.10 — Multiplicagéo Paralela de Escalar por Vetor
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5.2.3.3 Produto Escalar Paralelo

No produto escalar de dois vetores ha necessidade de comunicacdo. Cada nodo
calcula a sua parte do produto escalar com os dados que possui, resultando em um
escalar, chamado produto escalar parpep(

ne

Esse calculo é dado pqep, = Z b Oc, , ondeb ec sdo os vetored,<i < ne, ne
1=1

€ 0 numero de elementos dos vetores em cada fadg,< Nnodes- e Nnbdesé o
namero de nodos. O produto escalad) (dos vetores é o somatério de cada produto

Nnodes-1

escalar parciapep: pe= ZpepJ
]:

Depois disso, o produto escalar final precisa ser calculado, acumulando-se o0s
produtos parciais de cada nodo em um unico nodo. Para essa acumulagcdo uma soma dos
produtos parciais € feita, ficando produto escalar final em um nodo. Essa operacao de
acumulacéo é a operacéo de reducdo. Depois dissbraaticastdo produto escalar €
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feito para que esse seja enviado a todos os outros nodos. A figura 5.11 ilustra essa
operacéao.

JNENN BB
JERER BER
DRI D>
pem | Dpepr | Pep: | Deps
D S ——— |
¥ S | |
§PFI%€ | |
%ﬁ : s : pe | pe

nodo 0 ' nodo 1 'nodo 2'nodo 3
FIGURA 5.11 — Produto Escalar Paralelo

5.2.3.4 Multiplicagéo Paralela Matriz Esparsa por Vetor

A operacdo de maior custo computacional e que, por isso, determinara a
complexidade do algoritmo do Gradiente Conjugado é a multiplicacdo de uma matriz
esparsa por vetor. Nesse caso, para a elaboracdo do algoritmo com o minimo de
comunicacao possivel, foi observada a localizagédo de cada elemento do vetor resultante
dessa multiplicagdo. Na figura 5.12, tem-se a representacdo do particionamento da
multiplicagdoAb = ¢, sendoA uma matriz tridiagonal um vetor ec o vetor resultante
da multiplicacao.

G ) ] fer
Eazl Ay Ay I 0 2.0
0 — %% %
% Q3 8y 845 %
0 85y Qs g6 0
O g5 g & O
0 T eetiiiieesereeneteeneeteeeteneenn, o * =
O iz Ay Qgg O
% 8g; gz g %
O Q... 89 .. %8 O
% |’aiog Q010 Sonn \I %
% : Q0 Aygpn g3l Il—-clllg
O Vo 8 Zilz;.%D E:l_ZIE
Legenda
.. s -
Nodo Of, N Nodo 1 [ Nodo 2:....; Nodo 3, _I

FIGURA 5.12 - Multiplicagéo Matriz Esparsa — Vetor

O particionamento do vetdr precisa sofrer uma reorganizacao para eliminar a
necessidade de comunicagdo durante o célculo de elementos da.vEgsa re-
distribuicdo do vetor é feita pela comunicapao-impar, descrita em 5.2.2.4.
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A matriz tridiagonal é armazenada no formato diagonal. Com isso, cada nodo tera
uma parte da matriz do sistema, tratando-a como uma sub-matriz. I1sso esta representado
na figura 5.13 e estéa relacionado com a figura 5.12, onde a matriz ndo € armazenada no
formato otimizado.

QM My My
Dm41 My, My
O My Mg
0
M =g e M Dif =(-1 0 1)
{Dmn My, My b
ggmm My My
Moy Moy | Mg H
rhor Ty M
My, My, My
Tz M O
Legenda
Nodo of ] Nodo 1 [_J Nodo 2:.... Nodo 3y _1I

FIGURA 5.13 - Matriz Tridiagonal Armazenada no Formato Diagonal

No formato diagonal, conforme foi descrito no capitulo 3, secdo 3.2.1.1, cada
elemento da matrikl, que armazena a matzde forma otimizada, corresponde seus

elementos com os elementos Ae da seguinte formam ; =& ;. . ASSIM, M

corresponde ao elemendgs . Os elementosy; e my212 pOSsuem o valozero porque
nao correspondem a nenhum elemento da mAatriz

Para a realizacdo da multiplicagcdo, em primeiro lugar, deve-se considerar que a
matriz é tridiagonal (figura 5.12). Em segundo lugar, precisa-se lembrar que essa matriz
€ armazenada no formato diagonal (figura 5.13) para otimizar o armazenamento. Por
fim, observar que o particionamento da matriz, para distribuicdo entre os nodos, é feito
sobre o formato diagonal, e consequentemente cada nodo tratara cada parte da matriz
como uma sub-matriz, ou seja, os indices de linha e coluna dos elementos da matriz
original ndo sao mantidos (figura 5.14), tendo cada sub-matriz os seus préprios indices.

Realizada a comunicacgmar-impar, cada nodo pode calcular os elementos do
vetor ¢ que contém, como em uma rotina de multiplicagdo sequencial. Para uma
multiplicacéo densa sequencial, o calculo de cada elementpadie ser obtido por:

C = ]Zla_” DbJ (51)

ondel<i<n ené aordem do sistema.

Como a matriz estéd armazenada, em cada nodo, no formato diagonal e a execugao
€ paralela, essa multiplicacdo adquire algumas particularidades. Consideraxde que
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namero de diagonais do sistema linedre o numero de linhas que cada nodo contém
da matriz €l<i < nl. Para o nodaerq os elementos do vetorsdo obtidos por (5.2).

nd
6 =3 a . 52)
=

Para os demais nodos (nodos diferentes do med®, os elementos do vetaor
sao obtidos por (5.3).

nd
C = . Db'+i— (53)
]Z au jHi-1

Ha duas excecdes, nessa multiplicacdo, nas quais ndo sdo aplicadas as equacdes
anteriores. A primeira delas é no naq para o elementa;; e a segunda, no ultimo
nodo, para o elementy ng. Em ambos os casos, devido ao formato de armazenamento
diagonal, esses elementos ndo correspondem a nenhum elemento da matriz do sistema
linear.

A tabela 5.1 mostra como cada matriz e vetor € armazenado e qual a equacao que
define a multiplicag&do nos respectivos nodos, conforme a descrigdo anterior. Cada nodo
armazena a matriA na matrizM que esta otimizada, como pode ser visto na figura
5.13. O vetob é o vetor que multiplica a matriz e o veta¥ o vetor resultante.

TABELA 5.1 — Multiplicacéo Paralela de Matriz Tridiagonal por Vetor

Nodo Matriz M Vetor b | Vetor ¢ Equacéao Excecdo
nd P alculo d
Ho M Mefy PR | BB e =2 % Dy .. no ¢ incluido.
0 My Mz M| 0,0 X0 J o elemento my;
0 . ’
B’”n ms, msaE 3 H%E pois esse ndo tem
4E correspondente na
matriz A.
Ernu my, mlsE EPIE EblE c = nzdaﬂ Dbj+i—1 N&o ha.
1 | OMa My MO 0,0 | R0 =
My My, Ml | g | L
(b, O
H) 0
5 [
E’ﬂll M2 mlSE H)IE EblE G = iaﬂ b4 Nao ha
2 My My, Mys[] b, O [t 0 1=
My my, mgP | g | EeE
[b, O
% [l
5 L
nd Para o célculo de
Eml Mo mlSE EPIE EblE G :Z&j (b.ia |, nao é incluido
3 | O M2 MO 0,0 | [F0 2 o elemento mg;
0 . '
f, m, O0F ; s P pois esse ndo tem
4E correspondente na
matriz A.
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Essa multiplicacéo paralela de matriz tridiagonal por vetor pode ser estendida para
as matrizes esparsas com um numero maior de diagonais adjacentes. As equacdes da
tabela 5.1 sdo substituidas por equacgdes genéricas.

Para os nodos diferentes zierq as equacdes permanecem as mesmas, porém ha
outras excegdes. Uma vez que a matriz € esparsa e armazenada no formato diagonal, ao
invés de se ter somente um elemento que néo corresponda com a matriz densa do
sistema, como no caso tridiagonal, no ultimo nodo, existirdA um numero maior de
elementos. Dessa forma, a equacdo definida para multiplicacdo nos
nodos diferentes de zero deve ser aplicada para o0s casos onde
(j +i —1) < nimeradeelementosiovetorb nonodo.

Para o nodazerg assim como na multiplicacdo tridiagonal, a equacdo somente
deverd ser aplicada aos elementodvidgue possuem correspondentes na matria
equacéao utilizada deve ser a equagéo (5.4).

nd
G = J;aij * bj+i—k—l (5.4)

ondek = (nd— 1)/2 end € o numero de diagonais da matriz do sistema linear.

5.2.4 Algoritmo Paralelo do Gradiente Conjugado

O algoritmo paralelo do Gradiente Conjugado € descrito baseado no algoritmo
sequencial da secdo 3.4. Essa versdo do Gradiente Conjugado paralelo destina-se a
processamento paralelo que utiliza-se de memoria distribuida.

Passo 1.Definida a forma de particionamento conforme a ordem do sistelma
numero de nodos na aplicacdo, a matriz dos coeficieAjes ¢ vetor dos
termos independented)(do sistema linear sdo distribuidos. Os demais
vetores necessarios ao algoritmo paralelo do Gradiente Conjugado sao
particionados da mesma forma;

Passo 2.Cada nodo faz a aproximacéo inicial do vetor de incogxitaise encontra-se
particionado, ou seja, inicializa a parte do vetque possui;

Passo 3.Inicializa contador de iteragbes 1
Passo 4.r = b — Ax

Passo 4.1 Multiplicacdo matriz esparsa por vetax
(em paralelo, conforme secéo 5.2.3.4)

Passo 4.2Subtracao de vetorés— Ax
(em paralelo, como na sec¢éo 5.2.3.1)

Passo 5.d =r (em paralelo)

Passo 65, =r'r

novo
Produto escalar paralelo
(como na secéo 5.2.3.3)

Passo 7.0, =90

novo
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Inicio das lteracbes Enquanta <i__ ed_ >&?d, faca
Passo 8.9 = Ad

Passo 8.1Comunicacapar-imparpara atualizar o vetat
(conforme secéo 5.2.2.4)

novo

Passo 8.2Multiplicacdo matriz esparsa por vetad
(em paralelo, conforme secéo 5.2.3.4)

Passo 9.a = %
dq
Passo 9.1Produto escalar paraledtq
(como na secéo 5.2.3.3)
Passo 9.2Célculo dea

Passo 10x = x+aq

Passo 10.1Multiplicagéo escalar vetduq)
(em paralelo, conforme secéo 5.2.3.2)

Passo 10.2Soma de vetoreg = x + aq
(em paralelo, conforme secéo 5.2.3.4)

Sei é divisivel por 50
Passo 11.r=b - Ax

Passo 11.1Comunicacagar-imparpara atualizar o vetor
(conforme secgéo 5.2.2.4)

Passo 11.2Subtracao de vetords— Ax
(em paralelo, como na secéo 5.2.3.1)

senao

Passo 12r =r —aq

Passo 12.1Multiplicagéo escalar vetdpq)
(em paralelo, conforme seg¢éo 5.2.3.2)

Passo 12.2Subtracéo de vetords- " ~9d
(em paralelo, conforme secéo 5.2.3.4)

Passo 139 =0

velho novo

Passo 1485 =r'r

novo

Produto escalar paralelo
(como na secéo 5.2.3.3)

Passo 1503 = M

velho
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Passo 16d =r +[3d

Passo 16.1Multiplicacéo escalar vetdfd)
(em paralelo, conforme secao 5.2.3.2)

Passo 16.2Soma de vetored =r +[3d
(em paralelo, conforme seg¢éo 5.2.3.4)

Passo 17Incrementa contador de iterag@esi +1

Fim da Iteracao
Passo 18Sistema linear resolvido.

5.2.5 Utilizacao deThreads

Threadssédo unidades basicas de execugdo que utilizam a CPUhradé uma
sequéncia de instrugcdes que sao executadas dentro de um processo. Toeaslsas
dentro de um processo compartilham um mesmo espaco de endereco e tem igual acesso
a todos os recursos do processo [PRA97]. Por esse mtitreadstem tempo de
criacao inferior ao tempo de criagdo dos processos.

Cadathread &€ um fluxo diferente de controle que pode executar suas instrucdes
independentemente, permitindo a existéncia de um processo com mais theeamha
gue € também é conhecido como processhithreadedPRA97].

Dentre as vérias razbes para serem utilizitl@ads tem-se: obtencdo de ganho
de desempenho em maquinas multiprocessadas com memdria compartilhada, onde a
aplicacéo é dividida em tarefas menores executadabngads;diminui¢do da laténcia
da rede, proporcionando, por exemplo, a sobreposicédo de operacdes de entrada e saida,
com processamento na CPU; necessidade de criacdo de varios processos, sendo esses
substituidos pathreads dentro outras.

Para algoritmos assincronos, a utilizacaahiteadspermite um paralelismo de
grao medio [PRA97], pois cada componente da aplicacdo € manipulado pibrreada
diferente. Como athreadssao independentes, ocorrerd um aumento no desempenho do
algoritmo.

Em alguns casos em que o problema a ser resolvido pode ser dividido em
problemas menores, a utilizacéo ttkeeadstorna o algoritmo simplificado, além de
proporcionar um modelo de concorréncia mais barato. Por outro latioeadspodem
aumentar a complexidade do algoritmo (dependendo do problema), sendo possivel nao
ser obtido ganho de desempenho nas aplicagbes. Ndo somente o aumento da
complexidade do algoritmo em si, mas também da complexidade de sincronizagdo dos
dados [PRA97] sdo fatores desfavoraveis ao desempenho. Outro aspecto a ser
ponderado, a respeito tteeads,¢é a dificuldade de depuragcédo do programa.

Segundo Prasad [PRA97], no desenvolvimento de programudtghreaded,a
sincronizacado de dados pode causar gargalos, especialmente em maquinas com memoria
compartilhada. Isso faz perder os beneficios mais importantethrdasls que € a
execucao concorrente.
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Em algumas aplicacdes, onde o problema é dividido em componentes menores e
esses executados phreads o tempo gasto na execucdo com memoria compartilhada
pode tornar-se maior que o tempo exigido para resolver o problema real. O ideal é ter-se
um método eficiente de comunicacdo entneeads e um algoritmo favoravel a
execucao das mesmas — que nao exija demasiada sincronizagao.

Em méaquinas com memoria compartilhada,tta®ads sdo usadas para tirar
proveito da capacidade de todos os processadores da maquina. Existindibreaiss
0 sistema operacional encarrega-se de escalona-las entre os processadores que estao
compartilhando a memoria.

Para o caso deluster, os algoritmos paralelos executados nele podem ser
formulados sob a Otica da troca de mensagens e da utilizaghoedds.Na secéo
5.2.4, o algoritmo descrito foi baseado em trocas de mensagens.

Para a execucao paralela do Gradiente Conjugado, com memoria compartilhada,
threadsforam utilizadas. O algoritmo paralelo possui todas as fungbes para execucéo
em ambiente de troca de mensagens entre nodos, além de utilizerags.Como a
cada nodo foi designado uma porcéo de elementos dos vetores e linhas da matriz do
sistema linear, esses dados foram divididos pelo numerahréads utilizadas,
proporcionando um paralelismo ainda maior.

Para cada operacéao de algebra linear, foram utilizattiethreads,ondenth € o
namero dethreads e cada uma delas manipula uma parte do vetor e da matriz. Por
exemplo, na soma de vetores, ao invés de uma thmead calcular o vetor resultante,
tem-senth threads cada uma calculando uma porcdo diferente do vetor. Se, por
exemplo, o nodo possuielementos do vetor, cadlaread executara a operacdo sobre
k/nth elementos do vetor. Na figura 5.14, a soma de vetores é ilustrada utilizando-se
duasthreads.

Thread 1 | Thread 2| Thread 1 | Thread 2| Thread 1 [Mireadll Thread 1 [Tired?

bre=d| |
nodo 0 ! nodo 1 Inodo 2Inodo 3

FIGURA 5.14 - Representacdo da Soma de Vetoresitoaads

Teoricamente, isso diminui o tempo de execuc¢ao proporcionalmente ao numero de
processadores que estdo compartilhando a memaria. Para o catastiy onde os
nodos possuem dois processadores, 0 tempo de execucathreauts deveria ser
reduzido pela metade, se ndo houvesseheadno sistema.

No algoritmo paralelo do Gradiente Conjugado d¢bneads,ha necessidade das
threadsserem sincronizadas, toda vez que ha comunicacdo entre 0os processadores, por
trocas de mensagens. Com base no Gradiente Conjugado paralelo descrito na secéo
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5.2.4, as sincronizacdes déseadsnecessarias sdo nos passos 6, 8 e 14 devido ao
produto escalar entre vetores e nos passos 4, 8 e 11, para a multiplicacdo de matriz
esparsa por vetor. No capitulo 6, a experiéncia de utilizacioreldsé analisada a

partir das medidas de desempenho obtidas.

O DECK permite a sincronizacdo de todos os processos através da funcao
deck_barrier Para a sincronizagdo déaireads ha funcdes de manipulacdo de
semaforos, como criacdo, bloqueio, liberacdo e destruicdo de semaforos. Para a
sincronizacdo de todas #weads,ha a funcaadeck thread_barrigrsimplificando o
trabalho, por ndo ser necessario o uso de semaforos pelo usuario, nesse caso.

5.2.6 Algoritmo Paralelo do Gradiente Conjugado Pré-Condicionado

No capitulo 3, secdo 3.4.2, foi descrito o que é pré-condicionamento e
caracterizados os pré-condicionadores Diagonal e Polinomial. Nessa secdo, sao
descritas a geracdo do pré-condicionador. A técnica de pré-condicionamento consiste
em transformar o sistema linear em um outro sistema com a mesma solu¢cdo, mas com
propriedades mais favoraveis a convergéncia.

Como entrada, no algoritmo paralelo Gradiente Conjugado Pré-condicionado
(PCG), tem-se a matriz e vetores do sistema linear e a matriz pré-condicionadora. Esse
algoritmo inclui, pelo menos, duas multiplicacbes matriz por vetor a mais que 0
Gradiente Conjugado sem pré-condicionador. Uma delas esta no passo 5 do algoritmo
da secéo 5.2.4, onde o vetbrecebe um vetor resultante do produto da matriz pré-
condicionadora pelo vetatr A outra multiplicacdo estd nas iteragbes, no passo 14 do

mesmo algoritmo. A operacdd . =r'r, do Gradiente Conjugado sem pré-

novo

condicionador, é substituida pod,.,=r's, onde s é o vetor resultante da
multiplicacéo do pré-condicionador e o vetor

5.2.6.1 Pré-Condicionador Diagonal

O pré-condicionador Diagonal é gerado a partir da diagonal principal da matriz
dos coeficientes do sistema linear (secdo 3.4.2.1). A matriz pré-condicionadora,
portanto, possui apenas a diagonal principal, sendo armazenada em um vetor. A
operacdo de multiplicacdo dessa matriz pelo vetor torna-se simplificada, bastando
multiplicar cada elemento correspondente dos vetores (vetor que armazena a matriz e
vetor que esta sendo multiplicado), para ser calculado o elemento do vetor resultante
dessa operacéo.

Dessa forma, na versdo do Gradiente Conjugado Pré-Condicionado com o pré-
condicionador Diagonal, nenhuma operacdo de comunicacdo entre os processadores €
adicionada. No capitulo 6, onde os experimentos sao relatados saber-se-a se realmente
esse pré-condicionador proporciona ganho de desempenho.

5.2.6.2 Pré-Condicionador Polinomial

O pré-condicionador Polinomial é gerado a partir de Séries Truncadas de
Neumann (secdo 3.4.2.2). A estrutura da matriz pré-condicionadora ndo é mantida, ou
seja, essa matriz ndo permanece tridiagonal, para graus de polinbmio maior que 1. Esse
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grau determina o numero de multiplicagbes matriz por matriz, influenciando
diretamente no nimero de diagonais que a matriz resultante possuira.

Como o numero de diagonais do pré-condicionador varia, a utilizacdo de uma
estrutura de armazenamento otimizada é dificultada. O pré-condicionador polinomial é
gerado pela equacédo 3.21, na secao 3.4.2.2, que é transcrita a seguir:

ct= E!i (1 -PA) P, ondeP™ = (diag(A))™ e méograudopolinémio
= 0

Para o polinémio com grazerqg C* é uma matriz diagonal, equivalente ao pré-
condicionador Diagonal. Para gram, C* é uma matriz tridiagonal, pois a matAzla
equacdo é tridiagonal. Para graeis C' é uma matriz pentadiagonal, porque
multiplicando duas matrizes tridiagonais, a resultante € uma com cinco diagonais. Para
grautrés, C* é uma matriz com sete diagonais e assim sucessivamente.

Dessa forma, para matrizes tridiagonais, segpl@ grau do polindmio @&d o
namero de diagonais da matriz, o numero de diagonais da matriz pré-condicionadora é
dado por:

nd=@Qp*2)+1 (5.5)

Com isso pode-se utilizar um formato otimizado para armazenar O pré-
condicionador. Gerar o pré-condicionador utilizando matrizes densas seria inviavel pelo
grande porte dos sistemas lineares e também pelas multiplicacdes de matrizes existentes
no algoritmo do pré-condicionador polinomial.

No algoritmo do Gradiente Conjugado Pré-Condicionado, a operacdo de
multiplicagdo matriz esparsa por vetor sofre diretamente a influéncia do grau do
polindbmio. Facilitada estaria a multiplicacdo se fosse possivel armazenar a matriz no
formato denso. Porém, isso ndo € possivel e a multiplicacdo matriz esparsa por vetor,
descrita em 5.2.3.4 genericamente, foi utilizada também no algoritmo paralelo.

No algoritmo paralelo de multiplicacdo matriz esparsa (genérica) por vetor, que é
usado no Gradiente Conjugado Pré-Condicionado, como n&do é necessario o vetor inteiro
em cada nodo, somente as partes necessarias sdo envolvidas na comunicacdo. A
comunicacao par-impar atualiza o vetor que multiplicard a matriz, em cada nodo, e o
namero de elementos a serem enviados € definido pelo numero de diagonais da matriz
pré-condicionadora, como caracterizado na se¢éo 5.2.2.5.

5.3 Consideracgdes Finais

Nesse capitulo foi tratada a paralelizacdo dos algoritmos dos meétodos de
resolucdo de sistemas lineares. O método iterativo do Gradiente Conjugado mostrou-se
muito propicio a ser paralelizado, sendo aplicado diretamente paralelismo de dados em
cada operacdo envolvida no mesmo. Ja o método do Algoritmo de Thomas néo
possibilitou a mesma abordagem, sendo buscada uma forma alternativa.

O método do Gradiente Conjugado Pré-condicionado permitiu que fossem
investigadas formas de generalizar o processo de criagdo do pré-condicionador
polinomial, no sentido do armazenamento da matriz e na multiplicacdo matriz esparsa
vetor, fazendo com que fosse possivel variagdes no grau do polinbmio. Essas variacdes
permitirdo uma melhor observacéo dos resultados da utilizacdo de pré-condicionadores.
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Assim como no desenvolvimento de algoritmos paralelos com trocas de
mensagens, alguns aspectos devem ser observados no desenvolvimento de algoritmos
comthreads como por exemplo, o tipo de aplicacdo com a qual se esta trabalhando, a
arquitetura da maquina e a ferramenta que sera utilizada para programacao paralela.
Questdes como dependéncia de dados, sincronizacbes e 0 uso ou ndo de memoaria
compartilhada, influenciam diretamente na obtengcdo de desempenho pela utilizagdo de
threads

Para avaliar o desempenho dos algoritmos paralelos do Gradiente Conjugado,
Gradiente Conjugado Pré-Condicionado, Gradiente Conjugado ttosads e
Algoritmo de Thomas ncacluster, varias medidas foram realizadas. No proximo
capitulo, sdo apresentados os dados coletados com essas medidas e 0s principais
resultados podendo-se, também, observar o desempenho na utilizagjéstetee do
DECK.
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6 Avaliacao da Paralelizacéo

A computagdo paralela tem emergido como uma ferramenta indispensavel para
alcancar alto desempenho na resolucdo de problemas em muitas areas cientificas, nos
ultimos 20 anos. Somente paralelizar aplicacdes € insuficiente, € necessario avalia-las
para identificar os beneficios obtidos, perceber pontos criticos e quais procedimentos
podem ser adotados para um melhor desempenho ser alcancado.

A avaliacdo do desempenho de sistemas paralelos tem por objetivo verificar o
desempenho de um sistema ou uma aplicacdo. Também permite investigar a relacéo
entre as exigéncias da aplicagdo e as caracteristicas da arquitetura da maquina paralela,
identificar aspectos que influenciam no tempo de execucdo da aplicacdo, prever o
desempenho e avaliar formas distintas de paralelizacdo de aplicagbes paralelas
[CRE99].

Como forma de avaliar a paralelizagdo dos métodos de resolucdo sédo considerados
a complexidade dos algoritmos e medidas empiricas. A avaliacdo sob aspectos tedricos
diz respeito ao processo de determinacdo de quao bom é um algoritmo, em termos de
namero de operagbes executadas pelo mesmo. As medidas empiricas resumem o
comportamento da aplicagcado quando executada em um sistema real ou simulado. Essas
tltimas também descrevem o ganho ou perda de desempenho em relacdo ao numero de
recursos alocados.

6.1 Aspectos Teoricos

Através da complexidade de tempo de um algoritmo pode-se determinar como
sera a execucado desse algoritmo e de que forma ele fara uso dos recursos disponiveis, ou
seja, qudao eficiente ele serd. A complexidade de tempo (ou complexidade) € uma funcéo
gue associa a um tamanho de entrada do algoritmo uma medida do niumero de passos
gue sdo executados pelo algoritmo [TER90].

Ao ser buscado um algoritmo para determinado problema, prefere-se aquele de
menor ordem de complexidade. Por exemplo, um algoritmo @jlégpreferivel a um
O(n), que por sua vez é preferivel a unn@(g n), que é preferivel a um 6.

Para algoritmos sequenciais, basta considerar o numero de operagfes executadas.
Ja para algoritmos paralelos, adicionalmente ao nimero de operacdes, € necessario
considerar as operacdes de comunicacdo existentes e o numero de processadores
envolvidos na aplicacéo.

Ao avaliar a complexidade de um algoritmo, é convencionadm gue tamanho
da entrada do algoritmo, ou seja, a ordem do sistema linpay BUmero de nodos
usados. Nessa avaliagao séo observados os seguintes aspectos, conforme Akl [AKL89]:

a) Numero de Passos: numero de operacdes basicas logicas ou aritméticas
executadas pelo algoritmo. Esse numero € descrito como uma funcédo do
tamanho da entrada)(do algoritmo. O numero de passos € identificado por

toperagao
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b) Numero de Passos na Comunicag¢do: numero de operacdes de comunicagao
executadas pelo algoritmo. E identificado Rehunicacie NO Clustercada nodo
tem comunicacao direta com todos os demais nodos. Dessa forma, considera-
se que a comunicagdo de um escalar ocorra em uma unidade de tempo. O
namero de operacdes podera ser uma funcdo do tamanho da entrada ou,
dependendo da situacdo, uma funcdo do numero de processadores
participantes da aplicacao.

c) Numero Total de Operacddgi, € a soma dyperacao€ dOtcomunicacze

d) Numero de Processadores: numero de nodos utilizados na apligdcédo (
Geralmente esse numero independe do tamanho da entrada do algoritmo.

e) Custo: é o produto do Numero Total de Operacbes e o Numero de
Processadores utilizados. O cust) € o numero de passos executados
coletivamente por todos os processadores na solucdo de um determinado
problema. Um algoritmo paralelo é 6timo se o seu custo (que identifica sua
complexidade) é menor ou igual que a complexidade do algoritmo sequencial
[AKL89].

Deve-se observar que a soma de complexidades, no pior caso, tem como resultado
a complexidade de maior ordem. A complexidade de maior ordem absorve a
complexidade de ordem menor, significando que a operacdo de maior custo
computacional influencia diretamente a complexidade final do algoritmo.

Como o Gradiente Conjugado € um método iterativo, a complexidade, tanto do
algoritmo sequencial como do paralelo € observada na iteracdo [WES98] e ndo no
algoritmo como um todo, uma vez que o0 numero de iteracbes € dependente da
convergéncia do sistema linear e ndo do tamanho da entrada. No Algoritmo de Thomas,
gue é um meétodo direto, a complexidade é do algoritmo como um todo, pois 0 método

executa um numero pré-definido de passos.

6.1.1 Algoritmo de Thomas

O método do Algoritmo de Thomas sequencial tem complexidade de tempo O(
[FLE88, WES68]. Esse método, por pertencer a classe dos diretos, executa um namero
pré-definido de repeticbes, que corresponde a ordem do sistema linear que esta sendo
resolvido.

No algoritmo distribuido s@&o necessérias comunicagcbes. Aproximadamente
2(p — 1) trocas de mensagens sao feitas, sendo que 50% dessas sao de apenas um escalar
e a outra metade das mensagens possui dois escalares. Assim, o tempo total de
comunicagéo € B(- 1), implicando emiomunicaca— OP — 1).

Cada nodo executdp operagdes. Porém, essa execugao ndo é simultdnea entre os
nodos, entao toperaczoNdo € Of/p), Mas SiMtgperacao= O(N) ja quen/p*p = n. Isso
ocorre pelas proprias caracteristicas do algoritmo, especialmente pela existéncia de
dependéncias de dados. Se fosse considerada a execucao de varios sistemas lineares de
forma pipeline haveria sobreposicdo de operagbes e, consequentemente, ganho de
desempenho.

O numero total de operacdesti§a = OhM) + Op — 1). Comop < n, a
complexidade da comunicacdo € menor que a complexidade das operacodgassim
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O(n). O custo é obtido pela multiplicacdo do numero de processadores e do numero
total de operagdes, resultando em um custopD(

O custo comparado com a complexidade do algoritmo sequiencial demostra que o
algoritmo nao é 6timo, pois a complexidade do algoritmo seqiencial € menor que a do
custo: Of) < O(nh p). Pode-se antecipar que nesse algoritmo quanto maior for o nimero
de nodos utilizados, maior sera o tempo de execucéo.

6.1.2 Gradiente Conjugado

Como o algoritmo do método do Gradiente Conjugado € formado basicamente por
operacOes de algebra linear, essas operacdes sdo analisadas separadamente. Apos, 0
algoritmo como um todo é avaliado.

a) Soma / Subtracdo de Vetores e Multiplicagcdo de Escalar por Vetor: essas
operacdes nédo exigem comunicac&@mfnicacac= O(1)). Com os dados dos
vetores nos respectivos nodos, as somas/subtracdes séo feitas sequencialmente
em cada nodo. Portanto, cgnprocessadores, cada um execupaoperacoes
(toperacao= OM/P)), 1090, tiorar = O(N/p). O custo dessa operacé@sgma= O(n)
pois n/p * p = n, sendo 100% paralelizavel e com complexidade igual a
complexidade do seu algoritmo sequencial.

b) Produto Escalar: o produto escalar sequencial tem complexidanie N@(
produto escalar paralelo, cada nodo exenliaperagoestdperacao= OM/p)).
Com relagcdo a comunicacdo, € necessaria uma operacdo de reducdo que
envolve p — 1) comunica¢fes. Cada comunicagdo envia um Unico escalar. Ha
também umbroadcastque envolve  — 1) comunicacfes, também de um
escalar omunicacao= O —1)). Assim, o namero total de operagdes nesse
algoritmo € tiow = O(M/p) + O — 1). Comop < n, O primeiro
termo da expressdao anterior tem complexidade maior, logo:
tiotal = O(VP), Cproduto escala= O) resultando em uma operacéo paralela 6tima.

c) Multiplicacdo Matriz Esparsa por Vetor: na multiplicagcdo sequencial matriz
densa por vetor, o algoritmo trivial tem complexidade®DJAKL89]. Se a
matriz € esparsa, a complexidade dependera da estrutura da matriz do sistema
linear. Dessa forma, a complexidade sera o numero de elementos ndo nulos da
matriz [SHE94]. A complexidade da multiplicacdo de matriz esparsa
seguencial, onde os elementos n&o nulos se encontram em algumas diagonais,
sendon a ordem da matrized o numero de diagonais, érQ{d).

Na multiplicacdo paralela, cada nodo executanad/p operacdes, sendo
toperacso = O ndp). Entretanto, deve-se considerar as operacdes de
comunicacdo. A comunicacdo Par-Impar é necesséria antes da multiplicagdo
para que seja atualizado o vetor que esta multiplicando. Nessa operacao, o
namero de elementos a serem enviados em cada troca de mensagem é
constante, sendad —1)/2. Como sao realizadgs £ 1)*2 comunicacdes, o
tcomunicacao= O((hd —1) (p — 1)). O numero total de operacdes do algoritmo €
tiota = O(h ndp) + O((hd-1) (o — 1)). Comp < n end < n, a complexidade
predominante € o primeiro termo da expressdo anterior, resultantig,em

O(n ndp). O custo dessa operacao CRariz vetor = OM nd), igual a
complexidade da multiplicagédo sequencial, tornando essa operacéo paralela
vantajosa.
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Para ser obtida a complexidade de cada iteracdo do algoritmo paralelo do
Gradiente Conjugado, devem ser somadas todas as complexidades paralelas das
operacdes que compdem o meétodo, descritas anteriormente. Assim:

Cci = Csoma™ Csubragéo"' Cescalar vetor™ Cproduto escalat Cmatrizvetor

oNnde Csoma Csubragio, Cescalar vetor, Cproduto escalar € Cmatriz vetor SA0 respectivamente as
complexidades das operacbes de soma, subtragcdo e multiplicagdo escalar por vetor,

produto escalar de dois vetores e a multiplicagdo matriz por vetor.
Ccc=0M) + O() + O(n) + OM) + O nd
Cce = O ng

A operacdo predominante nesse algoritmo é a multiplicacdo paralela matriz
esparsa por vetor, que determina a complexidade do algoritmo. Comparados os custos
do algoritmo paralelo e a complexidade do algoritmo sequencial conclui-se que o
algoritmo paralelo do Gradiente Conjugado é um algoritmo 6timo, pois tem a mesma
complexidade do algoritmo sequencial.

Pode-se ainda concluir que se o numero de diagonais for muito menor que a
ordem da matriznd << n) a complexidade do Gradiente Conjugado paralelong B6r
exemplo, para sistemas tridiagonaid= 3 eccc = 3n = O(n).

6.2 Aspectos Empiricos

A avaliagdo da paralelizacdo dos métodos de resolucdo de sistemas lineares
esparsos também é feita sob os aspectos empiricos. As medidas sdo baseadas no tempo
de execucdo que tem sido a medida mais utilizada para avaliar o desempenho de
aplicacdes [CRE99].

O tempo de execucdo € o tempo total de processamento. Para a tomada dessa
medida, o tempo inicial € o tempo em que o primeiro nodo iniciou 0 processamento e o
tempo final € o tempo em que o Ultimo nodo terminou o0 processamento.

O speedug Sp) é muito utilizado pois fornece a medida de ganho de desempenho

da aplicacéo paralela em relacéo a aplicacdo sequencial. Segundo Cremonesi [CRE99],
essa medida consegue capturar todos os efeitos de fatores caracteristicos da computagéo
paralela, como por exempbwerheade gargalos do sistema.

O speedupé obtido através da razdo do tempo de execugdo sequencial da
aplicacdo ou o tempo de execu¢do em um unico nodo pelo tempo de execucédo paralelo.
O speedupde um sistema ideal é igual ao numero de nodos utilizados [CRE99,
KUM94, JAJ92].

T
Sp=—9 (6.1)
T(Nnodes

onde Spé ospeedup T, €& o tempo de execucdo do algoritmo paralelo em um Unico

Nodo, Ty € O tempo de execucao paralelreodese o numero de nodos usados na
aplicacéo.

A eficiéncia representa a fracdo de tempo em que o0s processadores sao
empregados na resolucéo do problema [CRE99, KUM94, JAJ92]. Essa medida equivale
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ao desempenho em cada nodo e é obtida pela razeedupe o nUmero de nodos. A
eficiéncia ideal é igual a 1.

Ef = P

el 6.2
Nnodes (6.2)

onde Ef é a eficiéncia, Spé o speedupe Nnodeso numero de nodos usados na
aplicacao.

Toda essa avaliacdo € realizada com variacbes no tamanho da entrada do
algoritmo, que € a ordem do sistema linear, e no nimero de nodos utilizados. Poder-se-a
observar onde havera ganho de desempenho, a partir desses parametros.

Na execucdo com até quatro nodos;luster € homogéneo, ou seja, todos o0s
nodos possuem a mesma configuracdo. Com um numero maior de nodos, tem-se um
clusterheterogéneo, o que influenciara no desempenho dos algoritmos.

Para serem calculadas as medidas descritas anteriormente, especialmente para o
speeduputilizando até quatro nodos, tomou-se como tempo de execugdo sequencial a
execucao do algoritmo paralelo em um unico nodo Dual Pentium, que € a mesma
configuracdo dos demais nodos. Paiduster heterogéneo, onde os nodos variam até
nove, as medidas foram calculadas conforme sugere Donaldson [DON94]: o tempo de
execucao sequencial ou tempo de execucdo em um Unico nodo é medido no processador
mais rapido disponivel. Se esse tempo fosse tomado em um nodo Dual Pentium, as
medidas apontariam um ganho muito maior que o real, uma vez que essas maquinas nao
sdo as mais rapidas dduster e ter-se-ia um ponto de referéncia que maximiza o
desempenho

Se ospeedupobtido € maior que o niumero de nodos, ou seja, ultrapassou o
speedupdeal, a essspeedupdenomina-sespeedupsuperlinear. Ao ser aumentado o
numero de nodos, acima de um determinado numero, o desempenho da aplicacdo tende
a cair, devido amverheaddo sistemaNessa situagédo tem-se o chamageed down
[FOS94].

6.2.1 Algoritmo de Thomas

As medidas do tempo de execucdo do método de resolugdo de sistemas lineares
esparsos Algoritmo de Thomas foram realizadas naHasteEthernetutilizando-se de
um a nove nodos ddustere com variagdes no tamanho da entrada do sistema linear.
Essas variagbes ocorreram a partir de uma ordem do sistema de 5.000 até 600.000.

O gréfico da figura 6.1 mostra o tempo de execucdo desse algoritmo, para 0s
varios tamanhos de entrada e nodos. Como o Algoritmo de Thomas & um algoritmo
distribuido onde o paralelismo € inexistente, a execuc¢a@tusterndo é vantajosa pois
o tempo de execucao néo sofre reducao.



PE
1=1

FIGURA 6.1 — Tempo de Execucéo do Algoritmo de Thomas

A comunicagdo necessaria a esse meétodo € constante (independe da ordem do
sistema linear) e pequena. Por esse fato e pela alta velocidade da rede de interconexao
ndo houve aumento significativo do tempo de execuc¢do, quando aumentado o ndmero
de nodos. Por outro lado, ndo houve ganho de desempenho, pois em nenhum caso o
speedumbtido foi maior quaim demonstrando a influéncia direta do tempo ocioso dos
processadores.

O speedupdo Algoritmo de Thomas pode ser observado nos gréaficos das figuras
6.2 e 6.3. Esses resultados sdo pacluster homogéneo, ou seja, sendo utilizados no
maximo os quatro nodos Dual Pentium.

FIGURA 6.2 —Speeduglo Algoritmo de Thomas - Ordem do sistema 5.000 a 70.000
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SpeedupAlgoritmo de Thomas -Cluster Homogéneo
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FIGURA 6.3 —Speeduglo Algoritmo de Thomas
Ordem do sistema 100.000 a 600.000

Com relacdo a eficiéncia, quanto maior o numero de nodos alocados, maior é a
ineficiéncia do método. Os maiores valores de eficiéncia obtidos foram proximos a 0,5
para sistemas lineares com ordem superior a 20.000 e dois nodos. Os graficos das
figuras 6.4 e 6.5 apresentam os resultados do calculo da eficiéncia, para as mesmas

ordens de sistemas linearesspeedup

Eficiéncia Algoritmo de Thomas
Cluster Homogéneo
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FIGURA 6.4 — Eficiéncia do Algoritmo de Thomas - Ordem do sistema 5.000 a 70.000
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FIGURA 6.5 — Eficiéncia do Algoritmo de Thomas
Ordem do sistema 100.000 a 600.000
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Sao apresentados somente os graficos dos resultadbsster homogéneo, uma
vez que ndo houve desempenho em nenhum dos casos. Plasieoheterogéneo
(sendo utilizados até 9 nodos), essa situagcdo se repete, pois para esse caso, COmo sera
visto no método do Gradiente Conjugado, o desempenho é um pouco menor que no
clusterhomogéneo.

6.2.2 Gradiente Conjugado

O método do Gradiente Conjugado paralelo foi avaliado de forma semelhante ao
Algoritmo de Thomas. As medidas do tempo de execucdo foram realizadas com
diferentes ordens dos sistemas lineares (tamanho da entrada) e grupos distintos de
nodos, formados por até nove nodos.

O gréfico da figura 6.6 ilustra o tempo de execucdo, em segundos, do método do
Gradiente Conjugado para sistemas lineares de ordem 50.000, 100.000, 300.000 e
600.000. Em geral, ha diminuicdo do tempo de execucdo em paralelo, conforme &
aumentado o numero de nodos utilizados.

Gradiente Conjugado - Tempo Total de Exectgfio

Tempo de Execugéo (segundos)
=
N
|
]

N . —;II

Scliar Nodo 2nodos 3nodos 4nodos 5nodos 6nodos 7nodos 8nodos 9 npdos
Dual

‘ 0d50.000H 100.0000300.00000 600.000‘

FIGURA 6.6 — Tempo de Execucéo do Gradiente Conjugado

Observa-se em cada grupo de nodos que o tempo de execucdo paralela € muito
proximo do resultado da divisdo do tempo de execucdo sequencial pelo numero de
nodos usados, nos grupos de até 5 nodos. Entre 7, 8 e 9 nodos alocados, a diferenca
entre os tempos de execucgéo paralela diminui porque nos grupos de 8 e 9 nodos estao
incluidas as duas maquinas de menor capacidade de processanviumdtedo

A partir do gréfico anterior percebe-se que houve ganho de desempenho com a
paralelizacdo do Gradiente Conjugado. Para ser conhecido quanto € o ganho da
paralelizacdo em relagéo a execucdo sequencial calculapgedupOs graficos das

figuras 6.7 e 6.8 representamspeeduppara oclusterhomogéneo.

Considera-se&lusterhomogéneo quando estdo sendo utilizados até quatro nodos
Dual Pentium. Logo, parlusterheterogéneo entende-se a utilizacdo de até nove nodos,
com configuracdes distintas, na execucéao das aplicacoes.



93

SpeedupCG - Cluster Homogéneo
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FIGURA 6.7 —Speedumlo CG naClusterHomogéneo
Ordem do Sistema Linear 5.000 a 70.000
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FIGURA 6.8 -Speedumglo CG naClusterHomogéneo
Ordem do Sistema Linear 100.000 a 600.000

A partir de uma entrada de 5.000 (ordem do sistema linear) tem-se ganho de
desempenho para qualquer grupo de nodoslukier homogéneo, pois speedupeé
maior queum Com dois nodos, speedupatingido por sistemas lineares de ordem
superior a 25.000 é muito préximo ou igual sgeedupideal (igual ao niumero de
nodos). Para trés nodos, a partir de sistemas lineares de ordem superior a 30.000 o
speedupg igual ou proximo aspeedupdeal. Para quatro nodos, devido ao aumento de
comunicacao, a partir de sistemas lineares com ordem superior a 70p@@dape

préximo acspeedupdeal.

A eficiéncia mostra como estdo sendo utilizados os nodos na execucdo paralela.
Os gréficos de eficiéncia paralusterhomogéneo estéo nas figura 6.9 e 6.10.

A eficiéncia ideal é igual am ou seja, os recursos disponiveis sdao 100%
utilizados. Para sistemas lineares com ordem igual ou superior a 30.000, para todos os
grupos de nodos utilizados, a eficiéncia obtida é muito préxima da ideal (pelo menos
0,9). Com entrada a partir de 10.000, a menor eficiéncia obtida foi 0,5 para quatro
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nodos. Entradas de tamanho inferior mostram ter execucdo paralela ineficiente,
considerando-se 0 aproveitamento dos recursos computacionais.

Eficiéncia CG - Cluster Homogéneo
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FIGURA 6.9 — Eficiéncia do CG nBlusterHomogéneo
Ordem do Sistema Linear 5.000 a 70.000

Eficiéncia CG - Cluster Homogéneo
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FIGURA 6.10 — Eficiéncia do CG rolusterHomogéneo
Ordem do Sistema Linear 100.000 a 600.000

Para o calculo das medidas ¢loster heterogéneo, considerou-se como tempo de
execugdo do algoritmo em um Gnico nodo, a execugdo na mafdida Essas
medidas demonstrardo que o desempenho obtido, em relaclissi@ohomogéneo, &
um pouco menor.

No cluster heterogéneo, a partir de um sistema linear com ordem proxima a
10.000 se ganha desempenho, papeeduE maior quaim Isso pode ser observado
na figura 6.11.
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Speedup CG - Cluster Heterogéneo
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FIGURA 6.11 -Speeduglo CG ncClusterHeterogéneo
Ordem do Sistema Linear 5.000 a 70.000

Na figura 6.12 esta o grafico dpeedupdo Gradiente Conjugado para entradas
maiores que 100.000. Em termos de ganho de desempenho, comparado aos casos do
cluster homogéneo, esse é menor, pois conforme aumentam o numero de nodos no

grupo, mais distante éspeedumbtido dospeedupdeal.

Nos grupos de 8 e 9 nodos o desempenho diminui porque nesses sdo alocadas as
maquinas mais lentas do cluster. Isso acontece pela distribuicdo dos dados entre os
nodos ser homogénea, ou seja, independente da velocidade de processamento de cada
nodo, e como o algoritmo paralelo do Gradiente Conjugado é sincrono durante a
execucao acontece um pequeno tempo de espera pelo processador mais lento.

SpeedupCaG - Cluster Heterogéneo
—e— 2 nodos

6,00 —=— 3 nodos
5,00 m‘ ; | —*—4nodos
4,00 = 5 nodos
3,00 4 | —*—6 nodos
2,00 = —n———m————8———— @ | —0-7n0dos

—+— 8 nodos
——9 nodos

Speedup
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N

FIGURA 6.12 -Speedumglo CG ncClusterHeterogéneo
Ordem do Sistema Linear 100.000 a 600.000

A eficiéncia permite melhor observar o aproveitamento dos recursokister
heterogéneo. As figuras 6.13 e 6.14 trazem os graficos de eficiéncia. O valor maximo de
eficiéncia obtido foi proximo a 0,8, com o grupo de 7 nodos e um sistema linear de

ordem 600.000.
Com sistemas lineares de ordem superior ou igual a 40.000, para qualquer grupo

de nodos, tem-se eficiéncia de pelo menos 0,5. Aumentando o tamanho da entrada (até
100.000), a eficiéncia aumenta, pois ha uma quantidade maior de processamento do que

de operacOes de comunicacao.
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Depois de determinada ordem do sistema linear, a eficiéncia € mantida. Isso
ocorre por ter-se alcancado o maximo de utilizacdo do sistema. Mesmo ndo sendo a
eficiéncia ideal, esse € o0 maximo de aproveitamento dos recursos, limitado muitas vezes
pelo nimero de nodos, tamanho da entrada, tempos de comunicacdo e/ou tempos de
espera do sistema.

Eficiéncia CG - Cluster Heterogéneo —e— 2 nodos
1,00 —=#— 3 nodos
0,80 4 nodos

o '

S 0,60 - 5 nodos

3 010 /—____ —%— 6 nodos

o w / —e— 7 nodos
0,20 4 —+— 8 nodos

9 nodos

0 10.000 20.000 30.000 40.000 50.000 60.000 70.000
N

FIGURA 6.13 — Eficiéncia do CG rolusterHeterogéneo
Ordem do Sistema Linear 5.000 a 70.000
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FIGURA 6.14 — Eficiéncia do CG rolusterHeterogéneo
Ordem do Sistema Linear 100.000 a 600.000

Outro aspecto a ser observado é o niumero de nodos. Quanto maior esse numero,
mais comunicacao € envolvida no algoritmo, além de)usierheterogéneo, maquinas
mais lentas estarem envolvidas no processamento, levando a ter ganhos menores de
desempenho.

A paralelizacdo do Gradiente Conjugado, em termos gerais, € vantajosa. Para
todos os casos houve ganho, mas alguns chegaram a resultados muito proximos do
ideal: speedupigual ao namero de nodos utilizados e eficiéncia proximemaEm
algumas situacdes, 0 que ocorre € 0s recursos computacionais serem melhor explorados
do que em outras.
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Outro ponto observado é que o desempenho € mantido quando € aumentado o
tamanho da entrada e a quantidade de nodos. Esses casos mostram que o algoritmo
possui escalabilidade. Kumar [KUM94] define escalabilidade como a capacidade do
sistema utilizar de forma eficiente os recursos crescentes, ou seja, aumentando o nimero
de nodos e o tamanho da entrada, o sistema mantém o desempenho.

6.2.3 Alguns Resultados ndyrinet

Os resultados apresentados da paralelizacdo dos métodos, até entdo, foram
realizados na red€ast-Ethernet.A Myrinet € uma rede de interconexdo com alta
velocidade de transmissdo de dados, também disponiailister, e nessa se¢do, sdo
apresentados alguns resultados obtidos pela execucdo dos métodos nessa rede.

O DECK possibilita a execucao dos programas paralelos em ambas redes. Para o
trabalho naast-Etherneto DECK proporciona ganho de desempenho, como visto no
método do Gradiente Conjugado. Méyrinet, o DECK-BIP asic Interface for
Parallelism) ainda n&o atingiu 0 mesmo estagio de desenvolvimento do DECK para a
Fast-Ethernet.

Devido a problemas de controle de fluxo, duas versbes DECK-BIP foram usadas
na realizacdo das medidas de desempenho: DECK-BIP-1.3 e DECK-BIP-1.3.2. O
protocolo de controle de fluxo no DECK é implementado com thmead que é
executada em cada nodo e é responsavel por verificar a disponibilidadéetede
recepcao de grandes mensagens. No envio de mensagens pequenas, essa vai diretamente
a mail boxdestino (BIP armazena a mensagem embsgier interno). Com grandes
mensagens € necessario o envio pdhmesadde comunicacdo no nodo remoto pedindo
para verificar a existéncia de wufferde recepcdo para a mensagem e se ndo houver, o
nodo que esta enviando a mensagem tenta outra solicitacdo [BAR2000].

A versao DECK-BIP-1.3 possibilita desempenho melhokgenet que naFast-
Ethernet Porém a execucdo da aplicagdo fica completamente instavel: para ser
alcancado um tempo de execucdo menor queas&Ethernet necessario executar o
cbdigo dezenas de vezes.

Na versdo DECK-BIP-1.3.2 os procedimentos adotados para contornar o
problema do controle de fluxo, como descrito anteriormente, consomem muita CPU.
Isso faz com que as aplicacdedvhainet sejam executadas em um tempo maior que na
Fast-Ethernet Nesse contexto, alguns testesMiainet, com o método do Gradiente
Conjugado, sem pré-condicionador, foram realizados com o DECK-BIP-1.3.

Buscou-se identificar os melhores casos de execucéo, apesar da instabilidade
encontrada na rede. Os graficos das figura 6.15 e 6.16 trazem respectivamente a
comparacdo depeedupe da eficiéncia para as duas redes, com sistemas lineares de
ordem 10.000 e 20.000.

Como pode ser observaddviyrinet proporciona a comunicagao entre os nodos
com uma velocidade mais elevada queast-EthernetNa execucéo paralela com 3 e 4
nodos alcangou-s&peedugsuperlinear, ou seja, maior qusmeedugddeal, que € igual
ao numero de nodos usados. A utilizacdo de uma rede de maior velocidade, evidencia a
alta velocidade da memortache o que € explicito nepeedugsuperlinear.

Com um numero maior de nodos na execucdo, o tamanho do problema a ser
resolvido em cada nodo € menor e, conseglientemente, nesse exemplo, (quase) todos os
dados manipulados pelo algoritmo do Gradiente Conjugado sdo suportados na memaoria
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cache Por exemplo, com um = 10.000, tendo-se presente as estruturas de dados
envolvidas no algoritmo do Gradiente Conjugado, e com um numero de nodos acima de
3, todos os dados para execucao podem ser armazenados na roach@(ase Kb).

Assim, nesse exemplo, com a diminuigdo do custo de comunicacao atréwsndd

a velocidade da memoriacheé fator primario na obtencao dpeedusuperlinear.

Myrinet x Fast-Ethernet - Speedup

Speedup
W

2 nodos 3 nodos 4 nodos
EN=10.000 - Myrinet EN=20.000 - Myrinet [ON=10.000 - Fast EN=20.000 - Fast

FIGURA 6.15 -Myrinet x Fast-Ethernet — Speeddp Gradiente Conjugado

No grafico da Eficiéncia, nislyrinet com dois nodos, a eficiéncia é ideal, ou seja,
igual aum Com um numero maior de nodos, a eficiéncia ultrapassa o ideal, conforme

os resultados obtidos speedup

Myrinet x Fast-Ethernet -Eficiéncia

Eficiéncia

3 nodos 4 nodos

2 nodos

\ m N=10.000 - Myrim N=20.000 - Myrinet@ N=10.000 - Fasm N=20.000 - Fa#t

FIGURA 6.16 -Myrinet x Fast-Ethernet Eficiéncia do Gradiente Conjugado

6.2.4Threads
No DECK as primitivas relacionadas com multiprogramacao e sincronizacdo sao

baseadas no pacd®hreadsque disponibiliza recursos para implementathasadse
os semaforos do DECK. Em uma versao do método do Gradiente Conjugado paralelo
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foram utilizadaghreads.Nos resultados anteriores, o paralelismo € somente com trocas
de mensagens.

Com a inclusdo dehreads o algoritmo do Gradiente Conjugado necessitou
algumas sincronizacbes para que a iteracdo do método fosse executada
consistentemente. A utilizacdo tlreadsnesse meétodo de resolucédo foi descrita no
capitulo 5, secéo 5.2.5.

Alguns questionamentos quanto a utilizacadhileadssurgiram logo no inicio,
como por exemplo, qual é o nimero idealtlleadsa serem usadas e realmente nos
nodos Dual Pentium, os dois processadores sao utilizados? Para buscar respostas as
guestdes e melhor avaliar o desempenho de algoritmothceatusdo DECK, optou-se
por utilizar um exemplo simples, em que ndo houvessem trocas de mensagens, como a
soma paralela de vetores.

Nesse exemplo é utilizado um Unico nodo Dual Pentium e realizadas varia¢cdes na
ordem do vetor (tamanho da entrada) e no numeradhdsds utilizadas. Foram
utilizadas uma, duas, quatro e oitreads em vetores com ordens 5.000, 30.000,
100.000 e 1.000.000.

Como pode ser observado na tabela 6.1, que traz o tempo de execucdo para as
variasthreadsutilizadas, quanto maior o numero tteeads maior é esse tempo. A
primeira pergunta, entdo, esta respondida: quanto thm&ads,maior a concorréncia
para a execucgdo. Para essa aplicacdo, onde deseja-se usufruir da capacidade dos dois
processadores disponiveis em alguns nodos, sendo utilizado somente o paralelismo de
dados e ndo o de instrugbes, o ideal é ter tahtaadsquantos sdo o numero de
processadores, como mostram os dados da tabela abaixo.

TABELA 6.1 — Tempo de Execuc¢ad hreads
DECK Threads

Ordemdo |1 Thread |2 Threads |4 Threads |8 Threads
Sistema
5.000 1953 pus 2142 ps 2864 ps 3401 ps
30.000 7724 ps 6862 us 7063 ps 8741 ps
100.000{ 25540 us| 19892 us| 20560 ps| 21174 us
1.000.000| 273826 ps| 188978 us| 192158 ps| 197635 us

O fato do tempo de execucao ter sido reduzido quando utilizadashdeads
em relagdo a utilizacdo de somente uhraad,indica que os dois processadores do
nodo Dual Pentium estdo sendo usados. Idealmente, executando uma aplicagcdo em tais
condi¢des, o tempo de execucdo deveria ser reduzido pelo numero de processadores
alocados que compartilham a memdéria. Porém, na pratica isso nem sempre acontece.

Para o exemplo da soma de vetores, os gréaficos das figuras 6.17 e 6.18 mostram o
speedupe a eficiéncia. Gspeedupideal € igual adois (nUmero de processadores
utilizados), porém o maior obtido foi 1,44 para uma entrada de 1.000.000. A eficiéncia
ideal é igual aum (equivale a 100% da utilizacdo dos recursos disponiveis) e a maior
eficiéncia obtida foi 0,72.

Observa-se que na soma de vetores, onde ndo ha trocas de mensagens, 0 uso de
threadsproporcionou ganho de desempenho menor que nos algoritmos com troca de
mensagens. Foram realizados os mesmos testes da soma de vetores com a biblioteca
Pthreadse os resultados foram semelhantes, confirmando que ndo h& problemas no
DECK.
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DECK Threads - Speedup
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FIGURA 6.17 — Soma de Vetores cdireads- Speedup
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FIGURA 6.18 — Soma de Vetores cdireads- Eficiéncia

Alguns fatores contribuem para o pouco ganho de desempenho. Com entradas
menores no algoritmo, pode-se ter pouca carga de dadosthreeds nado
proporcionando desempenho. No método do Gradiente Conjugado ha um fator a mais
que proporciona a diminuicdo do desempenho: as sincronizagfes. Outro aspecto é a
existéncia déhreadsgue néo sao da aplicacdo concorrendo aos recursos.

Se for comparado a utilizacdo de dois nodos com trocas de mensagens, com uma
entrada a partir de 30.000 para o Gradiente Conjugado, o desempenho é muito proximo
do desempenho ideal, o que ndo ocorre no casthidasls.Na figura 6.18, speedup
do Gradiente Conjugado cothreads executado em um Unico nodo Dual Pentium
mostra que em nenhum caso o tempo de execucdo conthdegdsfoi menor que o
tempo de execucao com uma Urtlwaead.
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Gradiente Conjugado comThreads - Speedup
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FIGURA 6.19 — CG conThreads- Speedup

Como reflexo do que mostragpeedupa eficiéncia maxima alcancada foi 0,4
(figura 6.19), enquanto que a eficiéncia ideal é iguahaO pouco desempenho que as
threads proporcionam a execucao paralela, como mostrado com a soma paralela de
vetores, aliado as sincronizacfestlileadsnecesséarias ao Gradiente Conjugado levam
a esses resultados.

Combinar a programacéo paralela com memoaria distribuida (trocas de mensagens)
e memoria compartilhadahfead3 € o desafio. Com a tendéncia de utilizacdo de
multiclustersesse tipo de programacao torna-se evidenciado.

Gradiente Conjugado com Threads - Eficiéncia
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FIGURA 6.20 — CG conThreads- Eficiéncia
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6.2.5 Pré-Condicionadores

No capitulo 3, secdo 3.4.2, o pré-condicionamento do Gradiente Conjugado foi
descrito e no capitulo 5, secao 5.2.6, a paralelizacdo do método do Gradiente Conjugado
Pré-Condicionado. O pré-condicionamento € uma técnica que transforma o sistema
linear a ser solucionado em um outro sistema linear com propriedades mais favoraveis a
convergéncia.

Os preé-condicionadores escolhidos para o método do Gradiente Conjugado Pré-
Condicionado foram o Diagonal e o Polinomial. O pré-condicionador Diagonal equivale
ao pré-condicionador Polinomial quando o grau do polinémio € iggerlcaPara o pre-
condicionador Polinomial, foram experimentados polindmios de grau 1, 2, 3 e 4.

Tempo de Execucdo CG x PCG
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2,5 —
2,0 —
1,5 |
1,0 1 —
0,5 — —
0,0 - ! ﬁ

Tempo de Execucédo (segundos

030.000M 50.0000100.000

FIGURA 6.21 — Tempo de Execucdo CG x PCG

O grafico da figura 6.21 mostra o tempo de execucdo do método do CG -
Gradiente Conjugado e da versao com pré-condicionador PCG — Gradiente Conjugado
Pré-Condicionado, para sistemas lineares de ordem 30.000, 50.000 e 100.000. O pre-
condicionador Diagonal, para o tipo de matriz desse estudo (tridiagonal e spd),
aumentou o tempo de execucéo, pois ndo houve reducdo do numero de iteracdes do
método, e sim um acréscimo no numero de operagdes do algoritmo.

Com o pre-condicionador Polinomial de gnam, as 13 iteracdes necessarias a
convergéncia dos sistemas lineares foram reduzidas a 8 iteracfes. Apesar do algoritmo
ter sido acrescentado de multiplicacdo matriz tridiagonal por vetor, o tempo de
execucao foi menor que do Gradiente Conjugado sem pré-condicionamento.

O polinbmio de graudois inclui no algoritmo multiplicacbes matriz penta-
diagonal por vetor, o que implica em maior quantidade de processamento e
comunicacdo. Por outro lado, com esse pré-condicionador o numero de iteragdes para
resolucdo de tais sistemas diminuiu para 7 iteragdes, proporcionando uma reducéo no
tempo de execucédo do Gradiente Conjugado Pré-Condicionado.

As situacOes anteriores ser repetem com o0s pré-condicionadores Polinomiais de
graus 3 e 4. O de grau 3 insere multiplicacdes de matriz com sete diagonais por vetor e
o de grau 4, multiplicagcbes de matriz com nove diagonais por vetor. O numero de
iteracOes para esses casos, ficou 6 iteracdes e 5 iteracdes respectivamente.
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Na figura 6.22 pode-se observar a comparacdo da paralelizacdo do Gradiente
Conjugado com e sem pré-condicionamento, para um sistema linear de ordem 50.000,
no clusterhomogéneo (até quatro nodos Dual Pentium). H4 desempenho em todos os
casos, mesmo aumentando a comunicacdo conforme é aumentado o grau do polinémio,
pois 0 numero de iteracdes € reduzido. Assim, conclui-se que 0 aumento da
complexidade do algoritmo provocado pelo aumento de diagonais na matriz pré-
condicionadora é compensado pela diminuicdo do numero de iteragcdes necessarias a
convergéncia do sistema linear.

Tempo de Execucgdo CG x PCG - N = 50.000
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FIGURA 6.22 — Tempo de Execugdo CG x PCG — N = 50.000

6.3 Consideracfes Finais

Nesse capitulo foi realizada a avaliacéo da paralelizacdo dos métodos de resolucao
e apresentados os principais resultados obtidos. Na avaliacdo de desempenho de
algoritmos paralelos, a complexidade de algoritmos ndo depende somente da
complexidade das operacfes, mas também da complexidade das operagBes que geram
overheado sistema, especialmente a comunicagao.

Na avaliagdo empirica, os resultados mostraram a influéncia da heterogeneidade
das maquinas no desempenho da aplicacdo. Com a utiliza¢hedésno Gradiente
Conjugado, ndo houve ganho de desempenho devido as sincroniza¢cdes necessarias ao
algoritmo. Através do exemplo da soma paralela de vetores, pode-se perceber que houve
aproveitamento dos dois processadores nos nodos Dual Pentium, porque o tempo de
execucao diminuiu, mas mesmo assim, outros fatores influenciam néo permitindo o
melhor desempenho possivel.

Cabe ressaltar que na implementacdo do DEOEketse utilizada umahread
para realizar a comunicagdo com o Servidor de Nomes.tiiiesal € ativada somente
guando ha unbind ou umfetch,significando que o restante do tempo ndo ocupa CPU.
No DECK-BIP, ha umdhread na implementacdo responsavel pelo controle de fluxo,
como comentado no capitulo 4. Isso significatiueadsda biblioteca DECK néo estéo
concorrendo recursos cdhreadsda aplicagao.

Outro ponto a ser observado na avaliacdo do desempenho da aplicacao
multiprogramada € eache Desabilitar acachepara executar os testes, particionar os
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dados de forma n&o continua (por exemplo, par-impar) e a0 mesmo tempo aumentar a
carga de processamento sdo alternativas para verificar se realmente a roach@ria
tem influéncia no uso dareads.

Apesar do método do Algoritmo de Thomas ndo ser propicio a paralelizagéo,
observando-se as figuras 6.1 e 6.6, o tempo de execuc¢do do Algoritmo de Thomas é
menor que o do Gradiente Conjugado para um mesmo problema. Isso acontece pelo fato
do Algoritmo de Thomas ser um algoritmo muito eficiente na resolucdo de sistemas

lineares tridiagonais, o que é explicitamente demonstrado pela sua complexidade
sequencial.

As versdes do método do Gradiente Conjugado mostraram resultados muito bons.
Isso indica que o conjuntoluster; DECK e algoritmo paralelo convergiram para o
mesmo ponto: ganho de desempenho. Nos casos onde houveram problemas com o
algoritmo ou com o DECK, é visto que melhorias devem ser feitas, para o melhor
aproveitamento dos recursos do ambiente paralelo.
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7 Conclusodes

O objetivo principal dessa dissertacdo € a paralelizacdo e avaliagdo do
desempenho de alguns métodos de resolugdo de sistemas lineares esparsos, utilizando o
DECK, em umclustersde PCs. Varias etapas precederam a obtencdo desse obijetivo,
como o estudo sobre sistemas de equacdes lineares esparsos, onde verificou-se a
aplicabilidade e caracteristicas desses sistemas e formas de armazenamento da matriz
dos coeficientes.

Para resolucdo dos sistemas lineares foram investigados métodos que melhor se
adequassem ao problema, como a esparsidade e a rapida solugdo dos sistemas, nas duas
classes de métodos: diretos e iterativos. Ao término dessa etapa foram identificados os
dois métodos de resolucdo dessa pesquisa e, para 0 método iterativo, os preé-
condicionadores usados.

Para ser possivel a paralelizagdo, o ambiente paralelo onde foram implementados
os métodos foi estudado. Esse estudo envolveu a identificacéo das caracteristicas fisicas
doclustere o estudo da ferramenta utilizada para programacéo, o DECK.

Definido o ambiente paralelo, o que engloba o paradigma de programacéao, foram
investigadas formas de paralelizar os algoritmos dos métodos de cada classe. No
meétodo iterativo, também buscou-se utilizar multiprogramacdo, sendo estudada a
aplicacéo dehreads

A etapa de implementacdo dos algoritmos, proporcionou a validacdo da
ferramenta DECK nccluster Conseguiu-se contribuir para o aprimoramento dessa
ferramenta, em termos de funcionamento e de desempenho. Com relatdsiesoa
avaliacdo do desempenho realizada mostrou bons resultadésastdcthernet e
resultados promissores na utilizacdo Mgrinet Problemas foram enfrentados, mas
como esta se fazendo investigagfes e validagdes, isso era o esperado e proporcionou a
criacao de novas versdes do DECK e melhorias no funcionameaiiastier

A avaliacdo da paralelizacao foi realizada através da complexidade dos algoritmos
paralelos e de medidas corspeedupe eficiéncia, calculadas a partir do tempo de
execucao paralelo. Essa avaliagdo possibilitou a verificagdo do comportamento dos
algoritmos paralelizados e do desempenho do DECK elgkier Os algoritmos
paralelos devem ser avaliados sob parametros adicionais ao tempo de execug¢do, como o
numero de processadores, 0 esquema de comunicacao e sincronizagoes.

Ao se chegar nessa etapa do trabalho, que ndo é o término, pois muitos pontos
relevantes precisam ser tratados, os principais resultados alcancados sao: o Algoritmo
de Thomas distribuido, a paralelizacdo do método do Gradiente Conjugado, com pré-
condicionadores (diagonal e polinomial com graus 1, 2, 3 e 4) e sem pre-
condicionadores, tendo essa Ultima uma verséo tweads e a avaliagdo desses
algoritmos.

Relacionado a paralelizacéo, o Algoritmo de Thomas distribuido ndo apresentou
desempenho, especialmente pelas dependéncias de dados no método, o que levou a
inexisténcia de paralelismo. Se houverem varios sistemas lineares independentes para
serem resolvidos, pode-se criar pipeline de execucdo dos sistemas, sendo cada um
deles resolvido conforme o Algoritmo de Thomas distribuido, aqui descrito.

O meétodo do Gradiente Conjugado tem a paralelizagdo muito vantajosa. A
complexidade desse algoritmo paralelo ja apontava para um bom desempenho. A verséo
com threads do método sofreu forte influéncia doverhead das sincronizacbes
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necessarias entre dhreads para a perfeita execucdo da iteragcdo do Gradiente
Conjugado.

A obtencdo de desempenho pela utilizacaahdeadsé influenciada por varios
fatores. Um deles € o numero tleeadsutilizadas que dependerd do tamanho da
entrada dos dados, da quantidade de processadores que compartilham a memoéria e qual
tipo de paralelismo que estd sendo usado. Outro fator identificado é a formulacdo do
algoritmo: sincrono ou assincrono e se esse apresenta dependéncias de dados.

No Gradiente Conjugado paralelo, quanto maior o nimero de nodos, menor o
tempo de execucdo. Porém, deve-se observar que quanto menor esse tempo, nem
sempre implica que o0s recursos computacionais estdo sendo usados da melhor forma.
Para isso devem ser analisadospeedup(para verificar o ganho da aplicacdo em
relacdo a execucédo sequencial, que para 0 menor tempo sera semprespeadigre
a eficiéncia do algoritmo (que mostra o ganho conforme o nimero de nodos utilizados).

Para o método do Gradiente Conjugado, com até quatro nodos, a partir de
sistemas lineares com ordem 30.000, o desempenho obtido é muito bom (proximo ao
ideal). A partir de 100.000 tanto etusterhomogéneo ou heterogéneo o desempenho é
mantido, o que demonstra escalabilidade: aumentando a entrada e o numero de nodos
alocados, o desempenho é mantido.

Com relagéo aos pré-condicionadores, o pré-condicionador Polinomial mostrou
ser eficiente. Conforme o grau do polinbmio, é definida a estrutura da matriz pré-
condicionadora, que influencia na multiplicacdo matriz por vetor e na quantidade de
comunicacdo. Também conforme esse grau, pode-se favorecer a convergéncia do
sistema linear. Observou-se que quanto maior o grau, mais rapidamente o sistema linear
converge e em consequéncia, menor € o tempo de execucao.

No cluster heterogéneo, pelas diferentes configuracbes das maquinas e o
algoritmo ser sincrono, o desempenho mostrou ser um pouco menor glesteo
homogéneo. Acontece que nas varias sincroniza¢cdes dos nodos, a maquina mais lenta
faz com que todas as outras esperem por ela, ja que a distribuicdo dos dados é
homogénea. Um ponto a ser tratado € esse: realizar a distribuicdo dos dados conforme a
capacidade de processamento de cada nodo.

Vérios fatores podem introduzir ineficiéncia ou diminuir o ganho de desempenho
nas aplicacdes paralelas. Dentre esses esta a insuficiéncia de paralelismo na
computacdo, como no caso do Algoritmo de Thomaserhead decorrente de
sincronizagdes, como no Gradiente Conjugado c¢hreads e tempos de espera
introduzidos, por exemplo, pela utilizacdo de nodos heterogéneos.

7.1 Trabalhos Futuros

A éarea de aplicagOes de alto desempenho é vasta e estimula o desenvolvimento de
solugbes computacionais mais rapidas. A atual tendéncia de utilizacAstesé um
exemplo da busca dessas solucdes atraves de um custo menor tertbvdwequanto
do software

Como trabalhos futuros, em um primeiro momento, tem-se o estudo detalhado
sobre pré-condicionadores, especificamente 0 pré-condicionador polinomial,
aumentando o grau do polinémio e aplicando-o a outros tipos de matrizes; a distribuicao
dos dados dos algoritmos conforme a capacidade de processamento de cada nodo, para
verificar o desempenho, rmuster heterogéneo; a execucao e avaliacdo dos algoritmos
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em umclustercom um numero maior de nodos; investigacdo de formas de utilizacéo
eficiente dethreads possibilitando a combinacdo de programacdo com memoria
distribuida e compartilhada; inclusdo das rotinas de comunicagéo de grupo do DECK
nos algoritmos; paralelizacdo de outros métodos de resolugdo, especialmente os
iterativos por serem mais apropriados.

O desenvolvimento de novas aplicagbes em DECK proporcionara o maior
aprimoramento dessa ferramenta. A paralelizacdo de outros métodos de resolucdo de
sistemas lineares e até mesmo a elaboracdo de uma biblioteca de métodos em DECK
sao aplicacdes que podem ser desenvolvidas.

Com relacdo ao método do Gradiente Conjugado, outros pré-condicionadores
devem ser investigados. Outro aspecto a ser dedicada atencdo € a combinacdo da
programacao para memoria compartilhada e memoaria distribuida. No caso dos métodos
de resolucéo, sao poucas bibliotecas que permitem mesclar esses dois paradigmas.

Comparacbes de aplicacbes em DECK com aplicagbes em MPI e/ou PVM
possibilitardo um bom parametro para verificar o desempenho do DECK. Isso pode ser
feito com outras bibliotecas de resolucdo desenvolvidas com essas ferramentas ou
utilizando outras aplicagées. Outro ponto que pode ser explorado, a partir dessa
pesquisa, é a exatidao dos resultados na utilizacélster.

Percebe-se perspectivas para o0 desenvolvimento de aplicacbes de alto
desempenho, procurando utilizar memadria comparilhtddaads e distribuida (trocas
de mensagens). O DECK proporciona essa combinagdo e tem demonstrado bom
desempenho, salvo partes que estejam relacionadas ao ambiente em desenvolvimento.
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Anexo 1

Algoritmos Sequenciais dos Métodos de Resolucao

Algoritmo do Método de Thomas

Algoritmo_de_Thomaga, b, c, d, x

/la, bec séo vetores com as 3 diagonais da matriz, de andem
//d é o vetor dos termos independentes do sistema

//x é o vetor das incégnitas

/[Primeira Etapa
Ci1=C /Dby
d’ 1= d1 / b1
Parai=2aténfaca
Sei<>nentdoci=c¢ / (b—a * C'i1)
di=d-a*du)/(b—a* i)
Fim_Para

//ISegunda Etapa: Retrossubstituicdo
X =d'n
Parai = n-1 decrescendo atd faca
X =d'i—Xs1 * C'
Fim_Para
Saida)

Algoritmo do Gradiente Conjugado

Enquanto <i,_ ed

g=Ad

do
X=x+aq
Sei édivisivelpor50

r=b-Ax
senao

r=r-aq
6velho = 6novo

O =Ir

novo

>¢e?d, faca

novo

0
B — novo

6ve|ho
d=r+pd
i=i+1
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Algoritmo do Gradiente Conjugado Pré-condicionado

Enquanto <i__ ed . >&’d, faca

g=Ad
o = oo
dq
X=X+0aq
Sei édivisivelpor50
r =b- Ax
senao
r=r-aq
s=C7r

novo




111

Anexo 2

Tabelas

TABELA A2.1- Tempo de Execucéo do Algoritmo de Thomas

Algoritmo de Thomas
(Tempo de Execucdo em Segundos)
1 nodos| 2 nodos| 3 nodos| 4 nodos| 5 nodos| 6 nodos| 7 nodos| 8 nodos| 9 nodos

N

50.0000,057523 0,057934 0,060027 0,060p09 0,06(0520 0,061975 0,062122 0,062652 0,065452
100.00(|)O,116243 0,119380 0,1201{70 0,120{L73 0,120439 0,120573 0,120864 0,121463 0,122031
300.00(P0,35019.L 0,3575Q7 0,357855 0,358p26 0,358297 0,338478 0,358686 0,358741 0,358946
600.00(PO,710784 0,711501 0,711692 0,711)f42 0,712327 0,712449 0,712567 0,[f12646 0,712797

TABELA A2.2 — Tempo de Execucéo do Gradiente Conjugado

Gradiente Conjugado
(Tempo de Execucédo em Segundos)

Scliar Nodo 2 nodos | 3 nodos| 4 nodos| 5 nodos| 6 nodos| 7 nodos| 8 nodos| 9 nodos
N Dual

50.00Q 1,57341¢ 2,172449 1,0885P6 0,757891 0,581698 0,435781 0,369005 0,p26198 04313986 0,303058
100.00¢ 3,01285(p 4,030343 2,1364)/1 1,451B96 1,082679 0,848092 0,686643 0,p41081 0608570 0,602470
il

300.000 9,02049¢ 12,26217 6,439742 4,234p97 3,199751 2,506082 2,1j01356 1,B04099 1],806548 1,807598
600.00017,420708 22,7386§5 11,569980 7,724p95 5,90p200 4,682963 3,415175 380702 J,199609 3,155195

TABELA A2.3- Myrinet x Fast-Ethernet
Speedup e Eficiéncia do Gradiente Conjugado

Gradiente Conjugado —Myrinet x Fast-Ethernet
Speedup Eficiéncia

N 2 nodos| 3 nodos| 4 nodos| 2 nodos| 3 nodos| 4 nodos

10000 |2,061432 3,323857 4,339431 1,030116 1,107952 1,084858
Myrinet 20000 ]1,920301 4,121478 5,536378 0,96015 1,373826 1,384094
Fast- 10000 |1,576434 1,875905 1,95205 0,788217 0,625302 0,488151
Ethernet | 20000 1,85024 2,660716 3,094534 0,92%12 0,886905 0,773633
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TABELA A2.4—- Tempo de Execucéo Gradiente Conjugado x Gradiente
Conjugado Pré-Condicionado

Gradiente Conjugado Pré-Condicionado

(Tempo de Execugédo em Segundos)

N CG Diagonal| Grau 1 Grau2 | Grau3 Grau 4

3000Q 1,090289 1,27296 1,087068 1,022P73 0,984421 0,928522

50000 1,821871 2,05905 1,816489 1,717639 1,649315 1,541728
100000 3,252482 3,727387 3,242874 3,225p23 3,19124  3,092658

TABELA A2.5—- Tempo de Execucao Gradiente Conjugado (N = 50.000)

Gradiente Conjugado Pré-Condicionado — N=50.000

(Tempo de Execugédo em Segundos)

Nodos CG Diagonal| Grau 1 Grau2 | Grau 3 Grau 4
1 1,821871 2,05905 1,816489 1,717639 1,649315 1541728
2 0,910936 1,034698 0,91741869 0,871]898 0,8414872 0,79062974
3 0,634798 0,719948 0,63736456 0,6048025 0,582[7968 0,54671206
4 0,488437 0,553508 0,48961968 0,4642268 0,4469688 0,41894783
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