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Teoria dos Grafos

Laplaciana Normalizada (L )

Índice Geral de Randic

A ideia geral no estudo de teoria espectral dos grafos é que

conseguimos associar qualquer grafo a uma matriz

correspondente que possui informações sobre a sua

estrutura.

Uma questão surge acerca dessa associação:

De que forma os autovalores da matriz

se relacionam à estrutura do grafo?

Motivados por essa questão, escolhemos a Laplaciana
normalizada L como representação matricial de um grafo G

e veremos como alguns parâmetros espectrais - energia e

índice geral de Randic – se relacionam.
Por fim, vemos dois resultados acerca do espectro de L .

Figura 1: Grafo com 6 vértices e 8 arestas.

A Laplaciana normalizada é apenas uma das formas

matriciais de representar um grafo. Suas linhas e colunas

são indexadas pelos vértices de 𝐺 = (𝑉, 𝐴) e é definida por:

𝐿 𝑥, 𝑦 =

1, 𝑠𝑒 𝑥 = 𝑦 𝑒 𝑑𝑦 ≠ 0,

−
1

𝑑𝑥𝑑𝑦
, 𝑠𝑒 𝑥𝑦 ∈ 𝐴,

0, 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟á𝑟𝑖𝑜.

O grau de um vértice 𝑥, denotado por 𝑑𝑥, é o número de

arestas incidentes a ele. Na figura acima, 𝑑1 = 2, 𝑑2 = 4 etc.

O volume de 𝐺, denotado por 𝑣𝑜𝑙(𝐺), é a soma dos graus

de todos os vértices de 𝐺.
Uma matriz de graus, denotada por 𝐷 , é aquela cuja

diagonal principal 𝐷 𝑥, 𝑥 = 𝑑𝑥 𝑒 𝐷(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑥 ≠ 𝑦.
O traço de uma matriz 𝑀, denotado por 𝑡𝑟(𝑀), é a soma

dos elementos da sua diagonal principal.

Abaixo podemos ver a matriz L do grafo 𝐺 da Figura 1:
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Alguns resultados sobre L 

Seja 𝐺 um grafo de ordem 𝑛 (possui 𝑛 vértices), sem

vértices isolados ( 𝑑𝑥 ≠ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑉 ). O índice geral de

Randic, denotado por 𝑅𝛼(𝐺), é definido como

𝑅∝ 𝐺 =  

𝑥~𝑦

(𝑑𝑥 𝑑𝑦 )
𝛼

onde a soma é sobre todas as arestas 𝑥𝑦 ∈ 𝐴. Utilizaremos

neste trabalho ∝ = −1.

Relação entre 𝑅−1 𝐺 e L
𝑆𝑒𝑗𝑎 𝐺 𝑢𝑚 𝑔𝑟𝑎𝑓𝑜 𝑑𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑚 𝑛 𝑠𝑒𝑚 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒𝑠 𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠. 𝐸𝑛𝑡ã𝑜

2𝑅−1 𝐺 ≤ 𝐸L (𝐺) ≤ 2𝑛𝑅−1(𝐺).

Acima vemos a importância em conhecer 𝑅−1(𝐺) quando
queremos informações sobre a L - energia de 𝐺, pois ao

determinarmos como a estrutura de G se relaciona com

𝑅−1(𝐺), saberemos informações sobre 𝐸L (𝐺).

𝑪𝒐𝒓𝒐𝒍á𝒓𝒊𝒐
𝑆𝑒𝑗𝑎 𝐺 𝑢𝑚 𝑔𝑟𝑎𝑓𝑜 𝑠𝑒𝑚 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒𝑠 𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠. 𝑆𝑒 L 𝑝𝑜𝑠𝑠𝑢𝑖
𝑝𝑜𝑙𝑖𝑜𝑛ô𝑚𝑖𝑜 𝑐𝑎𝑟𝑎𝑐𝑡𝑒𝑟í𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜

𝑑𝑒𝑡 𝜆𝐼 −L = 𝑐0𝜆
𝑛+𝑐1𝜆

𝑛−1+...+𝑐𝑛−1𝜆
1 + 𝑐𝑛

𝑒𝑛𝑡ã𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑖 = 0,1,… , 𝑛

𝑐𝑛−𝑖 = (−1)
𝑛−𝑖 
𝐽⊆𝑉
𝐽 =𝑖

𝑡(𝐺𝐽)

 𝑘∈𝑉\J𝑑𝑘

𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑡 𝐺∅ = 0 𝑒  
𝑘∈∅
𝑑𝑘 = 1.

Espectro e Energia de L
O espectro de uma matriz 𝑀 é o conjunto dos seus

autovalores, i.e., os 𝜆 tais que det 𝜆𝐼 − M = 0, onde 𝐼 é a

matriz identidade.

Denotaremos por 𝜆1 L ≤ 𝜆2 L ≤ ⋯ ≤ 𝜆𝑛(L ) os 𝑛
autovalores de L .

Se 𝐺 é um grafo de ordem 𝑛 e L é a Laplaciana

normalizada associado a 𝐺, então a L - energia de G é

definia por

𝐸𝐿 𝐺 = 

𝑖=1

𝑛

|𝜆𝑖 L − 1|

𝑻𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎𝒂 𝒅𝒂𝑴𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 − Á𝒓𝒗𝒐𝒓𝒆
𝑆𝑒𝑗𝑎 𝐺 𝑢𝑚 𝑔𝑟𝑎𝑓𝑜 𝑑𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑚 𝑛 𝑐𝑜𝑚 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒 𝑔𝑟𝑎𝑢𝑠 𝐷. 𝐸𝑛𝑡ã𝑜 𝑜
𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 á𝑟𝑣𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟𝑎𝑠 𝑑𝑒 𝐺 é 𝑑𝑎𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑟

𝑡 𝐺 =
det(𝐷)

𝑣𝑜𝑙(𝐺)
 

𝑖=2

𝑛

𝜆𝑖(L )

𝑜𝑛𝑑𝑒L é 𝑎 𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑖𝑎𝑛𝑎 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑒 𝐺.

Sejam 𝐺 = (𝑉, 𝐴) um grafo de ordem 𝑛 e 𝐽 = {𝑗1, … , 𝑗𝑞} ⊆ 𝑉.

Para 𝐽 ≠ ∅, definimos 𝐺𝐽 como sendo o multigrafo obtido de

𝐺 ao trocar os vértices {𝑗1, … , 𝑗𝑞} por um único vértice 𝑣. O

número de arestas de 𝑣 nele mesmo é igual ao número de

arestas entre os vértices de 𝐽, e o número de arestas de 𝑣 à

𝑘 ∈ (𝑉\𝐽) é igual ao número de 𝑗 ∈ 𝐽 tais que 𝑗𝑘 ∈ 𝐴.

Um grafo, denotado por 𝐺 , é um par (𝑉, 𝐴) , onde os

elementos de V são chamados de vértices e os elementos

de 𝐴 de arestas, sendo cada aresta representada por um

par de vértices.

Abaixo, temos 𝑉 = {1,2,3,4,5,6} e 𝐴 = {12,15,23,24,25,36,45,56} :

A seguir, temos um resultado relacionando o número de

árvores geradoras e os coeficientes do polinômio
característico de L . Mas primeiro, alguns novos conceitos.


