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Algumas definições e resultados iniciais

Definição 1 Seja S = {0, 1}N o conjunto formado pelas
sequências de zeros e uns e σ : S → S o shift definido
por σ(a1a2 . . .) = a2a3 . . . ∀a = a1a2a3 . . . ∈ S. Seja µ uma
medida ergódica para (S, σ). Dado α ∈ S dizemos que α
é normal com respeito à medida µ se para cada palavra
Bk = b1b2 . . . bk ∈ {0, 1}k tem-se

lim
n→∞

#(Bk;n;α)

n
= µ(Bk) (1)

onde #(Bk;n;α) denota o número de ocorrências de Bk em
α até seu n-ésimo sı́mbolo.
O nosso trabalho fez uso do seguinte teorema.
Teorema 2 (Critério de Normalidade de Pjateckii-Sapiro)
Suponha que exista uma subsequência

(
Nj
)

de naturais e

constantes positivas C1 e C2 tais que lim
j→∞

Nj+1

Nj
≤ C1 e

lim
j→∞

#(Bk;Nj;α)

Nj
≤ C2µ(Bk) (2)

então α é µ-normal.

Resultado apresentado

O nosso trabalho consistiu em aplicar o Critério de Norma-
lidade de Pjateckii-Sapiro para dar um exemplo de número
normal com respeito a uma medida de Markov µ. Seja A =[ 1

3
2
3

1
2

1
2

]
, uma matriz estocástica positiva e considere o vetor

de probabilidade estacionário associado p =
[

3
7,

4
7

]
= [p1, p2].

Então consideramos em S a medida de Markov ν que satis-
faz ν(Bk) = pb1Ab1b2Ab2b3 . . . Abk−1bk para cada palavra Bk =
b1b2 . . . bk. Mostramos que o número δ obtido concatenando-
se blocos formados pelos sı́mbolos 0 e 1 em ordem crescente
de tamanho e lexicográfica de tal forma que cada bloco de k
dı́gitos b1b2 . . . bk se repita 7.6k−1pb1Ab1b2 . . . Abk−1bk vezes

δ = 0 0 0 1 1 1 1 11 11 11 11 11 11 . . . (3)

é ν-normal.

Ideia da demonstração

Teorema 3 A constante dada em 3 é normal com respeito à
medida ν.

Prova. Seja
(
Nj
)

=

j∑
i=1

7i6i−1. Note que

lim
j→∞

Nj+1

Nj
= lim
j→∞

1 +
7(j + 1)6j∑j
i=1 7i6i−1

≤ 1 + lim
j→∞

7(j + 1)6j

7j6j−1
= 7.

(4)
Portanto, a primeira hipótese do Critério de Normalidade está
satisfeita.
Fixe uma palavra Bk = b1 . . . bk. Vamos mostrar que ele satis-
faz (2). Escreva

δ = C1C2 . . .

onde Ci é uma sequência de tamanho 7i6i−1 formada pelos
blocos de tamanho i.(por exemplo, C1 = 0001111). Denotando
por #(Bk;Ci) o número de ocorréncias do bloco Bk em Ci, e
desprezando ocorrências em junções, temos que

#(Bk;Nj; δ) =

j−k∑
i=0

#(Bk;Ci+k) (5)

Como p = [p1, p2] é o vetor de probabilidade estacionário as-
sociado a A, temos que pAm = p ∀m ∈ N. Portanto,

#(Bk;Ci+k) = 7.6i+k−1[

 ∑
ln∈{0,1}

pb1Ab1b2 . . . Abk−1bkAbkl1 . . . Ali−1li



+

 ∑
ln∈{0,1}

pl1Al1b1Ab1b2 . . . Abk−1bkAbkl2 . . . Ali−1li

 + . . .+

+

 ∑
ln∈{0,1}

pl1Al1l2Al2l3 . . . Ali−1liAlib1Ab1b2 . . . Abk−1bk

] =

= 7.6i+k−1Ab1b2 . . . Abk−1bk(i− k)pb1.

Logo,

lim
j→∞

#(Bk;Nj; δ)

Nj
= lim
j→∞

∑j
i=k+1 #(Bk;Ci)∑j
i=k+1 7i6i−1

= ν(Bk), (6)

e o teorema fica demonstrado.

Comentários sobre β-normalidade

Em um segundo momento, passamos ao estudo de norma-
lidade em beta expansões. Dado um número real β > 1,
considere a transformação Tβ : [0, 1) → [0, 1) definida por
Tβ(x) = {βx}, onde {y} = y−byc. Sabe-se que se x ∈ [0, 1) e

an = bβTn−1
β (x)c então x =

∞∑
n=1

an
βn

e essa série é chamada de

β-expansão de x. Dizemos que uma palavra (b1, b2, . . . , bk) ∈
{0, 1, . . . , dβe − 1}k é β-admissı́vel se existe x ∈ [0, 1) tal que
sua β-expansão começa com os dı́gitos b1, . . . , bk. É conhe-
cido que existe uma única medida de probabilidade ν em [0, 1)
equivalente à de Lebesgue e ergódica para Tβ. Portanto po-
demos aplicar o Critério de Normalidade de Pjateckii-Sapiro
para a construção de números β-normais. Seja Φ = 1+

√
5

2 .
Neste caso as palavras Φ-admissı́veis são as que não pos-
suem uns consecutivos, sendo fácil ver que existem exata-
mente xn+2 palavras admissı́veis de tamanho n, onde (xn) é
a sequência de Fibonacci. Estudamos uma prova de que o
número γ obtido concatenando-se os vetores Φ-admissı́veis
em ordem lexicográfica e crescente de tamanho é Φ-normal.

γ = 0 1 00 01 10 000 . . . (7)
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