Construcoes de numeros normais

Algumas definicoes e resultados iniciais

Definicdo 1 Seja S = {0,1}N o conjunto formado pelas
sequéncias de zeros e uns e o : S — S 0 shift definido
por o(ajas...) = agsas...VYa = ajasaz... € S. Seja u uma
medida ergddica para (S,0). Dado o € S dizemos que «
€ normal com respeito a medida ;1 se para cada palavra
B =01by... 01 € {O, 1}k fem-se
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onde #(B;.;n; «) denota o numero de ocorréncias de B;. em
o ate seu n-esimo simbolo.
O nosso trabalho fez uso do seguinte teorema.

Teorema 2 (Criterio de Normalidade de Pjateckii-Sapiro)
Suponha que exista uma subsequéncia (N;) de naturais e
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constantes positivas C e (5 tais que lim
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entao « é p-normal.

Resultado apresentado

O nosso trabalho consistiu em aplicar o Critério de Norma-
lidade de Pjateckii-Sapiro para dar um exemplo de numero
normal com respeito a uma medida de Markov u. Seja A =

12
[ S ] . uma matriz estocastica positiva e considere o vetor
2 2

de probabilidade estacionario associado p = {%, %} = [p1, pal.

Entao consideramos em S a medida de Markov v que satis-
faz V(Bk> = pblAbleAb2bS : "Abk—lbk; para cada palavra B =
biby ... b,.. Mostramos que 0 numero ¢ obtido concatenando-
se blocos formados pelos simbolos 0 e 1 em ordem crescente
de tamanho e lexicografica de tal forma que cada bloco de &
digitos b1bs . .. by se repita 7.6" " 1py Ay ... Ay, p, VEZES

o=0 0 0 1 1 1 1 11 11 11 11 11 11... (3)
é v-normal.

Ideia da demonstracao

Teorema 3 A constante dada em 3 € normal com respeito a
medida v.
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Prova. Seja (N;) = » 7i6'~'. Note que
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Portanto, a primeira hipotese do Critério de Normalidade esta
satisfeita.
Fixe uma palavra B;. = by ... b;.. Vamos mostrar que ele satis-
faz (2). Escreva

60 =C109. ..
onde C; é uma sequéncia de tamanho 7i6'~! formada pelos
blocos de tamanho i.(por exemplo, C; = 0001111). Denotando

por #(B;.; C;) o numero de ocorréncias do bloco B, em Cj, €
desprezando ocorréncias em juncoes, temos que
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#(By; Nji 6) = »  #(By; Ciyp) (5)
i=0
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Como p = [p1, po] € 0 vetor de probabilidade estacionario as-
sociado a A, temos que pA" =p Vm € N. Portanto,

H (B Cippe) = 76 YT oy Ay - Ap by b, - - Al
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e o teorema fica demonstrado.
n

Comentarios sobre 3-normalidade

Em um segundo momento, passamos ao estudo de norma-
lidade em beta expansoes. Dado um numero real 5 > 1,

considere a transformagao 7z : [0,1) — [0,1) definida por
Ts(x) = {Bz},onde {y} =y — |y]. Sabe-se quese xr € [0,1) e

0
1y = LﬁTg_l(x)J entdo x = » % e essa série é chamada de
n=I1

p-expansao de x. Dizemos que uma palavra (by, b, ..., bs) €
{0,1,...,[8] — 1}* é p-admissivel se existe = € [0, 1) tal que
sua (-expansdo comeca com os digitos by, ..., b.. E conhe-
cido que existe uma unica medida de probabilidade v em [0, 1)
equivalente a de Lebesgue e ergodica para 7. Portanto po-

demos aplicar o Critério de Normalidade de Pjateckii-Sapiro

para a construcao de numeros S-normais. Seja ¢ = %5
Neste caso as palavras ®-admissiveis sao as que nao pos-
suem uns consecutivos, sendo facil ver que existem exata-
mente z,,. 9 palavras admissiveis de tamanho n, onde (z,) €
a sequéncia de Fibonacci. Estudamos uma prova de que o
numero ~ obtido concatenando-se os vetores d-admissiveis
em ordem lexicografica e crescente de tamanho & ¢-normal.

y=0 1 00 01 10 000... (7)
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