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SUMARIO

El objetivoe de este trabhajoe es'presentar une for
mulacion matematica para el estudic del movimiento en sisiemas
de aguas "poco profundas” y su implementacion <en el sistema
HYDRO, lenguage orientado para Hidrodinamica cémputaciena?, el
cual forma parte del Proyecto LORARE, desarroilado por el Curseo
de Pos-Graduacidn en Ingenieria Civil de la U.F.R.G.S.- Porio A
legre {(8rasil). ‘

Se considera un fluido homogeneo y un fiujo bi-
dimensional. Son tomados en cuenta los efectos debidos al vien
to, a la friccion en el fondo, a la aceleracion de Coriclis v a
1a no linealidad de los terminos convectivos.

La solucion de las ecuaciones que gobiernan el
problema se cbtiene empleando el metodo de elementos finitos,
utilizandose para tal fin, 2lementos triangulares de primer y
segundo orden,

El modelo, tal como ha quedado en evidencia, per
mite predecir razonablemente vslccidades y niveles en diferen-
.tes puntos del sistema de aquas. '

La presente formulacion matematica fue realizada
con.vistas a su aplicacicn especifica en el estudio de proble-
mas relativos a circulacion en el "Rio Guaiba™ y la "lLagoas dos
Patos" en el Estado de Rio Grande do Sui, Brasil, si bien la fi
losofia adoptada para su desarrollo permite su utilizacion en
cualguier otro problema de tipo semejante.
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The objective of this work is to present a
mathematical formulation for studying motion in "shallow"
water systems and its implementation tor the QEDRD System,
an oriented tanguage for computational Hydrodinamic, embodied
in the LORANE Proyect, developed by the Pos-Graduote Course
in Civil Engineering of the U.F.R.G.S.-Porto Aleare(Brazil).

Homogeneous fluid and two-dimensional flow
are considered. Wind effects, bottom friction, Coriolis
acceleration, and the non-linearity of the convective terms
are taken into account.

The solution of the governing equations is
obtained by means of the finite element method, using fTirct
and second order triangular elements.

It is shown that the use of the model gives
reasonable predictions for velocities and water levels.

The mathematical formulation presented was
made having in mind the study of problems concerning
circulation in the "Rio Guaiba" and the "Lagoa dos Patos",
in the State of Rio Grande do Sul, Brazil, although the
philesophy adopted for the development allows its use in any
probiem of similar tlype.
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ferida a la longitud de onda(

INTRODUCCION

La necesidad de un control cada vez mas riguroso
de la calidad del agua como consecuencia del vertiginoso creci-
miento de 'a cantidad de residuos industriales y descaroas do-
miciliares Jepositados en rios, lagos, estuarics, etc., as¥ co
mo el alto costo de ciertas obras de ingenieria donde determi-
nadas acciones, tales como las mareas por ejemplo, tiecnen gran
incidencia durante y despuEs de su ejecucion, han hecho gue @l
conocimiento del movimiento de Tas masas liquidas se <convierta
en una cuestion altamente importante, a los efectos de podsar
predecir velocidades (en direccion e intensidad) y las variacio
nes del nivel del agua en el sistema en consideracion.

Un metodo tradicional muy utilizado para estu=-
diar estos problemas es el de Tos modelos fisicos; sin embar-
go, €stos presentan dificultades de escala y construccion. Por
ello, no es sorprendente que con el advenimiento de los compu-
tadores electronices el empleo de 1os modeleos matemadticos ad-
quieran cada vez mas notoriedad.

E1 objetivo propuesto puede alcanzarse con el tu-

so de las ecuaciones de aguas "poco prefundas”. Se denomina 3

sT a masas de agua de poca profundidad relativa, o sea con pro-
fundidades pequefias en relacion a una dimension caracteristica
horizontal del sistema (22).(23),(24) 0, para el caso en que se
estudie la influencia de acciones que provoquen oscilaciones
forzadas {tales como mareas, o viento), esta ralacion esta re-
16)n

Desde su formulacidn muchos esfuerzos se han rea
lizado para obtenev una soluciGn numerica para el sistema  de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que definen el
cemportamiento de estos sistemas de agquas. Dado gue una  soluy~
ci%n exacta es impracticable, Tos métedos de ias lineas caracte
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risticas (carachteristic methods} y de las diferencias finitas
han encentrado amplia agiicaciﬁn e este campo, per parte de

muchos investigadcres (?}9(8)3( ):v..l~1 (](‘ 3(20)9(22):(23);\’25‘}9

(25)’(32)*(34). £in embavrgo, muchos prebliemzs envuelven con-
figuraciones geométricas y condiciones de borde muy compiejas
que hacen inadecuados esos caminos, el Gl1timo de los cuales
presenta inconvenientes cuando, por razones econcmicas por e~
jemplc, es necesario usar mailas no uniformes.

E1 metodo de elementos fini tﬁc(]O)’(zg)’(gs}’ﬁ?a
aplicado con extraordinario exito en DPOb?Lmdﬁ referentes a la
Mecinica del Solido durante los Ultimos quince ahos, consti-
tuye una i“rnica cuyas aplicaciones a Mecanic¢a de los Fluidos,
y a Hidroginamica, especialmente, han ido aumentando con gran
rapidez. Las razones de su empleo en este campo, entre otros,
son las siguientes
a) Los bordes irregulares y las mallas no uniformes pueden ser

tratados sin dificultades computacionales, ni cambios en la
pregramacicn o formulacion del método.

b} E1 uso practico que puede hacerse de programas de analisis
de elementos finitos debido a su generalidad, 1a cual per-
mite abordar un ntmero virtualmente ilimitado de probiemas,

¢) Las amplias variaciones que aparecen en 1as propriedades fi
sicas del fluTdo, pueden ficilmente considerarse, si se co=-
noce su distribuccion espacial. Esta ventaja permite tener
en cuenta, por ejemplo, variaciones en ia viscosidad duragn
te el movimiento turbulento vy el efecto de la aceleracionde
Coriolis. Pero si existen variacicnes en ta densidad,

L]

8

sea que se trata de una masa fluida estratificada (ya sed
por causa de cunas saiinas o tempemtura)s se presentan di-
ficuitades debido a que la densidad misma es parte de la s0
Tucidon y no puede ser especificada & priori. Con todo, os-
te efecto también puede ser twatat0(1?>’(18), aun cuande en
el presente trabtajo se& considera un medic homogeneo,

Debido a eszas ventajas esta técnica se consti-
tuy2 en una manera practica y atractiva para el anatisis de
problemas de Hidrodinamica.

Para formular un modelo de clementos finitos,
un medio usual es desarrollar un principio vavriacional adecu

{ o]
dol12) . En jos problemas de la Mecanica del §

&

ta~
0lido, donde se¢
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gsa una descripcidon Lagrangiana, este principio oS generalmente
facil de obtener. S$in embarga, resulta dificil saber cu?l es
un funcional general adecuado para Tas ecuaciones a derivadas
parciales de tipo hiperbdlico, que es el caso de las ecuacio-
nes de aquas “poco profundas". 5

Convencionalmente la base para representar un mo
delo de elementos finitos es una forma integral, i1a cual, en
el sentido de un principic variacional, corresponde a las ecua-
ciones diferenciales que gobiernan el sistema. La transforma-
cion de estas ecuaciones a una forma integral es llevada a cabg
por ejemplo, por medio del m@todo de los resiﬂuos panderadogxz)
(wheightec r~esiduals metheds) debido a las di%icu?tades senala=~

das anteriormente.

Por otra parte, si bien el montaje de un medelo
tridimensional paresce ser muy conveniente, las inseguridades
gue existen respecto a viscosidades, a condiciones de borde,
etc, justifican un tratamiento bidimensional (lc¢ que conduce a
algebra mas simple y economia computacional en tiempo y almace-
namiento); es decir, que aln cuando se tieneun en cuenta las ir-
regularidades en la topografia del fondo y en la geometria de
Tos bordes, las velocidades se consideran constantes vertical-
mente, En el presente trabajo se efectlia una descripcion del
desarrollo de la formulacion, implementacion, y utilizacion de
un modelo de esa naturaleza.

En el Capitulo I se presentan sumariamente los
fundamentos variacionales del metodo de elementos finitos, con

.&nfasis especial en las técnicas de Raileigh-Ritz y Galerkin,in

cluyéndose algunos ejemplcs a Tos efectos de percibir mejor sus
aplicaciones,

En el CapTtulo II se deducen las ecuaciones da
las aguas "poco profundas™ y su forma simplificada, que resul-
ta util para una primera estimacion de la circulacion ern  la-

‘gos, estuarios, etc.

En el Capitulo III se aplica el método de los re

siduos ponderados a las ecuaciones de aguas "poco profundas® pa
1
H

ra colocartas en una forma inteagral, y & partir de alli se de-
sarrolla una formulacion matematica, empleando la t2cnica de e-
lementos finitos. Son presentados, en forma resumida, las ecua
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ciones caracteristicas para elementos trianguiares de primer vy
segundc orden., Ademds se realiza un estudic de distintos esque
mas de integracitn numeérica.

En el Capitulo IV se presentan las caracteristi-
cas de utilizacion del sistema HYDRO (1 s incluyendo diferentes
ejemplos y aplicaciones del modelo que constituye el objeto det
presente trabajo. La solucion computacional se 1levo a cabo
con el cemputador Burroughs B-6700 del Centro de Processamento
de Dados de la U.F.R.G.S.

En el apéndice I son expuestas las relacicnes b§

e

sicas y las ecuaciones que gcbisrnan la fcban1ca de los Fluidos

(??), con - objeto de recordar ias bases sabre la que se asien

ta la deduccion de las ecuaciones de aguas "poco profundas®, y

por otro lado, 1a de indicar la posibilidad de aplicarias

tre tipo de problemas
1

En e

@ G-

apgndicn Il son hechas consideraciones &=
cerca de la fuerza y la aceleracion de Coriolis, cuyos efectos
pueden tener incidencias en ciertos casos.

En el apéndice III son presentadas las matrices
de masa para elementos triangulares de primer y sagunds rden,
1as que aparecen en la expresion matricial a nivel de elemento
que surge de la formulacion del método de elementos finitos pa-
ra las ecuaciones de aguas "poco profundas”

En el apéndice IV se tratan aspectos computacio-
nales del programa desarrollado, asy como las posibilidades que

el mismo ofrece actualmente. Ademas se comenta con mayores de-

~talles el empleo de los comandos del sistema HYDRO, sumariamen-

te presentados en el Capitule IV.
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CAPTTULC I

Fundamentos variacionales del método de Tos viementos finitos

1.1 = Introduccicn ;

Y

Para intentar resolver matematicamente cual~
guier problema fisico es indispensable que el misme pueda ser
representado de €sa forma. En la mayoria de ios problemas de
ingerieria la formulacion matemd3tica de los mismos viane dada
por un sistema de ecuaciones del tipo:

Li(u) = p; en VvV para i =1,2,...n (1.1.7)

Tambieén existen las condiciones de bordes bres-
criptas, y que pueden ser descriptas asi:

. = Q. . 7 o= 117.71.,7
BJ(u) qJ(s) en SJ para N 1,2400.m (1.1.2)

En las expressiones (7.1.1) ¥y {1.1.2) se tiene
que:
Li( Yy Bi( ) son operadores diferenciales o integrales.
u representa las variables independientes del problema, y
que definen completamente su estado,

Pys qj sen funciones conocidas.

V es el dominio de integracion del problena
m

Sj'es una parte del borde, tal que .z} Sj = §, donde S es
J:

el borde total.

En general, un problema estd representado porun
modelo continuc (o sea definido por un nitmers infinito de pard

metros). Abordar la solucidn en estes cases puede resultar ax
tremamente dificil o bien impesible; por ello, asumiendo cier-
tas hipdtesis, es posible discretizar ¢l modelo {o sea, defi-
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nirlo por un numero finitc de parametroz),

l De esta forma se puede encontrar una solucidn al
prebiema, por medio de los diferentes metodos que existen pave
resoiver modelos discretos. Estas soluciones numéricas pueden
obtenerse con la utiiizacion de los cowputadores elecironicos v

dan resultados aceptables en relacion a Tos “valores exactos que

rl

resultan del medelo continuo.

1.2 - Los métodos variacionales v de los residuos ponderados

Todo problema “de extremc" puede ser expresado
de dos maneras; una por medio de las ecuaciones diferanciales
que gobiernan el sistema mas las condiciones ¢e borde, segin se
ha visto e (Y.1.1) v (1.1.2), ¥ otra, equivalente, usar un fun
cional y encontrar su valor estacionario, usando funciones gue
satisfazan ciertas condiciones de contorrno.

Las condicicnes de borde pueden ser de dos ti=-

pos: a)esenciales, que son aquellas que Tas funciones aproxima-

das que representan las incognitas relevanies del problema de-
q p g i

ben cumplir con exactitud para posibilitar la cohvergencia

- .

[»]

b)condiciones de ccntorne naturaies, que son aquellas que n
necesariamente se satisfacen con exactitud, perc cuya aproximz
cion ser2 mejor si se usa una solucicn mas refinada {a travescde
funciones de interpolacion de mas alto crden, o con mayor cane-
tidad de puntos en el modelo discreto).

Un funcional puedes expresarse por

F = I(u) dv
v (1.2.1)

Su valor estacionario, o valor extremo del fun=-
cional que da la solucion exacta del problema es:

6F = 0 (primera variacion del funcicnal F)
(1.2.2)

Teniendo en cuenta 10 complejo cue pusde resul-
tar la solucion exacta, se intenta obtener una aproximada. Pa-
ra ello, se aproxima 1as variables independientes del problena
en la forma

&



donde:

uap . variabie {ndep@ndiente, @y parametros indeterminados, &

funciones lineaimente indenendientes y nreviamente conocidas.
Incluyendo la {1.2.3) en (1.2.1) se obtiene u

funcional aproximado: : .

S

/2 ‘e
Fap = I{Uyp)dV J{ I(a, )dV (1.2.4)
v v

‘ De plantear el principio variacional angrg, re-
sulta un sistema de ecuaciones que permite calcular los parame-
tros oy, v, por lo tanto, Yap puede ser perfectamente determi-
rnado.

Entre los metodos variacicnales, uno de los que
permiten obtener soluciones aproximadas y que es muy utilizado
en la practica, es el de Rayleigh-Ritz {existen otros como el
de Kantorovich, Trefftz, etc.).

E1 emplec del m@todo de Rayleigh-Ritz (y de 1los
otros métodos varjacionales), requiere la existencia de un fun-
cional, el cual puede ser muy dificil o imposible de enconirar,
Sin embargo, tal como se senald con anterioridad, otra forma de
expresar un problema de ingenieria es por medio de las ecuacio-
nes que gobiernan el sistema mas las condiciones de borde, Ex

ot

estos casos la solucion aproximada puede intentavse por medio
de alguno de los métodos de 1os residucs ponderados(iz). E1 mas
importante de ellos para una formulacitn de elementos finitos
“es el de Galerkin (existen otros tales como el de Coleocacidn,
el de los Minimos cuadrados, etc.). A
A continuacidn se describe sumariamente en qu2
consisten estos meétodos.,
Sea un problema descripto por:
L{u) = p en V {sistema de ecuaciones que gobier-
nan el problema)
B{u) = q en S (condiciones de borde)
Aproximamos el vaicr exacto de u por medio de
una expresion como Ta {1.2.3).
introduciendc u en ¢l sistema de ecuaciones,

ap
se produce un error, 0 sea:

e
13

23



Y - p # 0 | ' (1.2.5)

c=0 solo si u coincide con la solucion e
xacta del problema.

Luego, si la funcion aprbximada cumple con exac-
tidud todas Tas condiciones de borde, se tréka de minimizar el
residuc o hacer nula su media, de tal forma &ue:

ev\ti dv = 0 i = ?,2@.009?‘1 (10206}
v .

Las W. son funciones ponderadas, y segtin  elilas
sean escogidas, dan origen a los diferentes mitodos.

Resulta conveniente hacer algunos comentarios a-
dicionales para el caso de los metodos de Rayleigh-Ritz y de
Galerkin, pues el metodo de los elementos finitos puede tomarse

como una generalizacidon de esos esguemas.

1.2.1 - E1 metodo de Ravieiqh-Ritz

Para ilustrar mejor, supdngase Gque se ¢ a
terminar la funcion f{x), que corresponde al valor estacionario
del funcional

X2
F = I(f, f
X3

(s X)dX (1.2.1.1)

donde fy representa la derivada de f(x) respecto de x.
Las condiciones de borde vienen dadas por

-+
——
Fas
—t
~—
it
—h
_——
>
[av]
—
H

0.~ f{x) es la solucion exacta del problema.
En el método de Ravleigh-Ritz se &asume  que
f(x) puede ser aproximado por una funcion f(x}ap de la siguien
te forma:

F(X)ap = aq0q * apdp + vou + a8 (1.2.1.2)

“n®n

donde los ¢i son funciones conocidas de x, linealimente inde-
pendientes entre si, y los ¢ son parametros indeterminados de-
neminados coordenadas generalizadas., Las funciones segleciona-
das deben ser continuas hasta el grade HN-1, donde H es o1 maxi-

mo orden de las derivadas que aparecen en e¢i funcicnal.
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Substituyendo {1.2.7.2) en (1.2.1.1) se obtiene:
F(F) % F(fap) = Flay) (1.2.1.3)

A continuacion de acuerdo con el principio varia
cional correspondiente, que estabelece que Ta solucion implica

que 6F = 0, se plantea un sistema de ecuacionks que tiene los @

como incognitas, es decir:

GF(G} = O => -_a-ﬁ_;t—“_ = O i = ]szaooognl (?.2.}.4}

i

La resolucictn del sistema (1.2.1.4) permite co-
nocer los parametros Gys
Para obtener resultados satisfactorios, las fun-

*
Y, en consecuencia, f(x)ap.

ciones aproximadas que se seleccionan deben satisfacer las con-
diciones de continuidad del problema, y ademas las condiciones

de borde esenciales. Cuando las imposiciones anteriores son ob
servadas se dice que las funciones cson admisibles. Es necesa-
rio destacar aqui que en la practica las condiciones de borde

naturales no scn frecuentemente satisfechas (Ver ejemplo 2), pe

ro se sobreentiende que cuando el numero de funciones de inter-
polacion tiende a infinito, entonces s7 lo seran.

Para el caso propuesto, como las condiciones de
borde esenciales debem satisfacerse con exactitud, resulta
f(xl)ap = f(xz)ap = 0,

Para que las soluciones aproximadas convergan
hacia la solucion exacta, la serie de funciones aproximadas ale

~gidas debe ser completa. Esto significa que cuando mas térmi-

nos se tomen f(x), , se encuentra mas proxime a Ta solucion exac
ta f(x), de tal feorma que

2

*X
: 2
Him ( (F(x) - aio;) dx = 0 (1.2.1.5)

n J i
- 00 X]

[ e 1
ok

La convergencia sera de tipo monitona, 0 Sea que
las soluciones aproximadas se iran acercando asintoticamente a
ta exacta, cuando las funciones elegidas constituyan una serie
minimizante, o sea cuando cada nueva aproximacion contiene a to
das las demas. Para el caso propuesto, una serie minimizante,
esta constituida por una secuencia del tipe:
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(1) '

f(}()ap = Q'gi}‘?';

(2) : :

f(x)ap = ’5% )¢>-! ! aé )¢,2

(3) g (1.2.1.6)
f()’.)ap = Q(u)(ﬁl + a(a)d\z + agj}éi“

f(ﬂ) . af{n)é L ofn)e a(n)é

Cada nueva solucitn de (1.2.1.6) ser2 igual o

mas precisa que la anterior; si el objetivo. es minimizar el
-
funcional F, se cumpliira que: g

PO S p(2) pB) L M) (1.2.1.7)

Como puede observarse en (1.2.1.7) cada soclucion
da un 1imite superior de F.

En el caso que el funcional F fuera funcion de
varias funciones debe elegirse una funcion en tﬁrxw"os de pari-
metiros indeterminados para cada una de ellas.

Gtro aspectoc que es neccsario destacar es  que
f(x} ap puede ser un polinomio, una serie de funciones trigono-
métricas, etc.

Aunque no es el objetivo de este trabajo desar-
rollar con profundidad las diferentes tecnicas variacionales,
resulta conveniente presentar algunos ejemplos a Tos afectos de
comprender mejor sus aplicaciones (estos ejercicios fueran ex-
traidos de las notas del curso “Introduction to Variational
Methods for Enginecering® dictado por el Prof.Carios A.Brebbia y
realizado en Porto Alegre, Brasil, en agosto de 1973).

Ejemplo 1:
Considerese e1 funcional correspondiente a la e~
cuacion de Pcisson

a b 2 2
F{f) = v} ( (31 ¢ (2 - 2 Cf] dxdy (M)
o Jo

From———

Las condiciones de borde s0n:
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f=0 para x =0, x = a, y =0ey =bh,
Para aproximar la funcion se toman series trigo
nomctricas., Se supone que:

kas q . F
f(x,y)= i ? @y, 5en 2 sen 22 kye= 1,3,8,... (2)

Dade que las condiciones de borde son homege-
neas se tiene, despuées de integrar por partes, el siguiente pun
tc de partida: '

~a 2 b .,
3%£~aj ‘f (332 + 335) senkﬂx sently dxdy = 6- (3)
ke 0 o 3% N a b
Sustituyendo (2) en (1) esta expresicn toma es-
ta forma:

[+a b

oF gky?, 90,2 ke x 5 L
Egz;z akij [(-—) + (=) ] sen > . sen< "Fl dxdy -
), 0 0 _

ks [
- C sen “Ei . sen "El dxdy = 0 (4)

0 W0
Después de integrar se obtiene:

_ 16 a?b2(C
O, = : (5)
Y qtke(b2k2Z + a2e2)

Debido a 1a ortogonalidad un a,, no envuelve al
otro, de manera que la solucion aproximada puede escribirse:

X 2.2
X C a 9 X , ,
% n 16 b senyzy senggy (6)

**° a4k (b?k2 + a2y ?)

En el casoc de que a =b , en el centro, ¢ sea
para X = ¥ = i , se tiene:
[
16 . 8 1 2

fc = (8 + 1T + 3T + e ;r aC (7)

C
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La soluciBn exacta os St g2¢ (8)
%

Tomando sbdlo tres teérminos ea Ta serie (7) se ob
serva que .= 9q26’ 2C, solucitn que estz muy proxima de ia
exacta, dada por la expresiﬁn (8). '

Ejempio 2:
- % ) e M
i - ~ )
Y.V iM

Fig. 1.2.1.1 -

Se considera la viga indicada en la fig.1.2.1.1.
La solucion exacta para la rotacidn en el borde libre es:

(dx) = 1.250 g% (M)

K=2 4
En 1o que sigue se ilustrard la manera como va-
ria © con dos aproximaciones, y como i1as condiciones de bordes
naturalas tienden 3 ser satisfechas.

Las condiciones de borde esenciales, que deben
ser exactamente satisfechas son:

R (]
vV = %% =0 en x =0 y v =0  ¢en x = g,

Las condiciones de borde naturales, que no son

impuestas, son:

_ d2v _ & 1 X ) |
MmEIE—&nhyu-.H-i-»O en x = 22 (2)

Se parte con:

vy = ag?)¢} = ugi){ xz(x~z)] - {3)
E1 correspondiente funcional es:
' 2% 2
Fl1) . gI d? Yy dx - R ‘ SK{ (8)
0 dx2 | 9% xezs
Colocando {3) en {4) se obtiene:
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Minimizando:

(1) .
3y = 56EI a](])£3 -8 57 = 0" (6)
1 ’

Lueqo a§1) ( ) , (7)
Las rotaciones y las condiciones de borde natu-

28 son:

rales en X =
(3‘) (1)n2~ ) 21.14286 %T s (8)
29
mo= Er(dY)  =I0AE1.ezes7it e-(3) =< Mew0.ss714 I (o)
dx 2 =24 7 X=24 '
Como segunda aproximacion se toma
(10)

VZ = a§2)¢] + a§2)¢ = a%z)xz(x-z)+aé2}x3{x-£)
Requiriendo que el funcional
2) y aéz) se llega al siguiente

F sea estacicna-
sistema

rio con respecto a a%

de ecuaciones:
(1)

(2) (2) _ 8H
56 a} + ]522&2 = ETE

(2) . ;v o . (2) _ 20F
15 a1 + 441,06 iag ETE

Resolviendo el sistema (171) se obtiene:

(2) = 0.30315(:75), pal?) = -0,05905 () (12)

“
La rotacion y las condiciones de bordes natura

les en X = 22 son:

8 a§2)£2+ 20 af?)g3= 1.244 () (13)

i (14)

M = 0.9055)
La segunda solucion da buenos resultados

ol
Q= 0.6614 %
para
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1a rotacion; sin embargo, las condiciones de borde naturales no
convergen tan rapidamente,

1.2.2 - E1 metodo de Galerkin
Se habia senalado que, ctandeo, a un cierte proble
ma representado por las ecuacicnes que gsbiernan el sistema mis

las condiciones de contorno, se le atribuia una sclucitan apro-
ximada, que podia estar dada por expresiones como las {1.2.3),
se producia un cierto errcor e,donde:

cs¢s) = p A O (1.2.2.1)

ry

—
1 3 a R}
P

€ = L(uap)”p = L(,

En el metodo de Galerkin estos residucs son or-
togoralizados con respecto a las funcianes 95 de forna gue la
{(1.2.6) quedaria representada asT:

A

n
eg, dV = [ L{ & a-@-)~p1 6y, d¥ =0 di=
Jy R

La (1.2.2.2) constituye un sistema de ecuacio-
nes que permite hallar los parametros «j3 en el caso de ser
L { ) un operador lineal, el sistema es lineal,

bajo ciertas condiciones (con operadores autoad
juntos y problemas conservativoes), se puede integrar por paries
la (1.2.2.2), para obtener &{ j;l(u)dV} = 0, donde I es una fun
cidn de u y de sus derivadas. Para estos casos los metcdos de
. Raileigh~Ritz y Galerkin son eguivalentes.

Con todo, el metodo de Galerkin permite tratar
les casos en que 10s operadores no son autoadiuntos y abordar
problemas no lineales.

Considerando Ta (1.2.23) se puede escribir la pri

mera variacion de Uzp como:
n
6[139 = {i! 6a'i¢'i (?.20213}
Teniendo en cuenta que:

2] n
X r —]’ y 1 { 4 2
Sy LL(Uap}upJq)idvai L(uap)-pJSczid:id\axO iz 1,2,0.a0

v Jy (1.2.2.4}%

. -
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Sumando la ecuacion representada en (71.2.2.4) se

tiene:

) [L(u Y-pl Sa.s. d= r [L(u,g-ﬁl( ) a:6.)dV= 0 {1.2.2.5)

io1 y ap’ '] i Jy ap ¥ =1 %4

0 \y [L(uap)-p1 Suy, 4V = 0 é (1.2.2.5)
,L j

La expresion (1.2.2.6) representa sumariamente
el sistema de ecuacicnes dado en (1.2.2.2).
| .= Para observar las diferencias - entre Rayleigh-
Ritz y Galerkin es conveniente considerar algynos ejemplos iius
trativos (estos ejercicios fueran extraidos de las notas del
curso "Intreduction to Variational Methods for Engineering" dic
tado por el Prof. Carlos A.Brebbia y realizado en Porto Alegre,
Brasil, en agosto de 1973).

Ejemplo 1.
Considerese la viga de fundacion elastica indi
cada en 1a figura 1.2.2.1.
E1 potencial total de energia es:

[} , 2 L 2
F = E1 (ﬁ_l) dx + ] Kv2dx - pvdx (1)
[ dx2 Z
0 v 0

donde K es una constante caracteristica del suelo,

,__/\/’\/_\_,‘
Y ,/T-?,p/'t:p(/X)/f“/, T
A X : oy

. El=cte.
Fig. 1.2.2.1

La primera variacion del funcional da:
AL
psvdx = 0 (2)

Pz L
=y d2v d2sv ! g .
SF=ET | o i dx Kvsvdx -

Jo dx? dx2 Jo

S,

0

integrando por partes se tiene:
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L 2 s
(0192Y sxyep) vax +fE1d2Y 98V L EI-‘L-W sv =0 (3)
0 dxh dx? dx dx3 i
% = 0

La expresion bajo el signo integral es la ecua-
cien diferencial de un elemento dx de*la viga sometida a la
carga p(x)dx. E1 segundo termino es el trabajo realizado por
las fuerzas de borde.

En el método de Galerkin Se puede satisfacer to-

das tas condiciones de borde (esenciaies y naturales) con exac

titud, de manera que el segundo tBrmino desaparece. Fs decir
que para x = 0, g2:

o 3 ’
dsv y d3v = 0
dx? dx dx3

of
(@]}

v = 0 (4}

Esto significa que aqui son satisfechas mas con=
diciones que en el metodo de Rayleigh-Ritz, que s8le satisface
con exactitud las condicicnes de borde esenciales.

Con todas las condicionas de contornc satisfe~
chas, la ecuacion (3) puede escribirse

A %
dtv .
(EI~— + Kv - p)dvdx = (L{v)-pisvdx = 0O {5)
o dx®
0

Sustituyendo la funcion v(x) por una aproximada
v(x)ap=zai¢i(x) en (5), se 1lega al sistema de ecuaciones (1.2.
2.6). )

Ejemplo 2
En el ejempic anterior se decia que
y - er el matodo de Galerkin se puede
f . .
cumplir todas Tas condiciones de
99\_\ SZ « > . -
s borde, sin satisfacer la ecuacion
1 37 diferencial.
f§ xf% Sin embargo es posible para la so-
‘ cion satisfacer solo las condi-
?%>ﬂ N lucion satisfs solo las cond
Eeas ~ ciones de bordes  esenciales con
X exactitud, agregando las integra?es
correspondientes a 1as condiciones
Fig. 1.2.2.2 de borde naturiles a la expresion

integral.
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Para ilustrarle mejor se considera el caso de
filtracion en suelo granular. La ley de Darcy para dos dimen-
siones y medic isotropico viene dada por

= ’E.?.. = ..a_?. ‘.
u K % v= K 7 o (1)
K : capacidad de permeabilidad del suelo
8 es el potencial
U, vivelocidades en el sentido x e y

Si el volumen en los poros es constante, el flu-
jo entrants es igual al saliente. Esto es: <

asf ar
nis
arf a2
i<
L)

K(azi 3% L (2)

ax?  ay?

(31

!.
|

Las condiciones de borde son de dos tipes:

a) Condiciones de borde esenciales;: 6 = 50, donde EU &s un va-
Tor especificado del potencial en Sy.
b) Condiciones de borde naturales: Vn = K %% en 52, donde ¥ es

la normal al borde.
Si la funcion aproximada escogida satisface am-
bas condiciones de borde, es necesario solo satisfacer las ecua
ciones de equilibrio, las que pueden ser escritas asi:

2 2
fk(i_& + 228 sedxdy = 0 (3)
J ax2  ay?

Integrando por partes{3), se puede encontrar las
condiciones de borde naturales:

, ;008 966 28 5486 , - a8 A
gj(;\(-g—s(- X + W W)d)’(d)’ = j‘K X sody +
v
28 soax - | y28 _
+ K*a-'j-; dedx = r }\Bn as (‘1-)

g

Si 1a velocidad es conocida er el borde, ¢ sea
- , 28 . . .
Vo K SFe buede ser satisfecha de una manera aproeximada es-
cy

cribiendo (Terisndo em cuenta que 60 = 0 en S1):
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N

A
2 a2 o -
K(E2 + 2850 dxdy = J (K %% - vn)seds (5)
ax?  ay? S '
[4

La ecuacion (5) es la expresi?n de Gajerkin pa-
ra el caso de que las funciones seleccicnadas satisfagan sGlo a
proximadamente la ecuacion de equilibrio y las condiciones de
contorno naturales,

l.La (%) puede escribirse de otra forma, si se
integra por parties:

.36 0 . 28 266 oo - ‘
K(zx 0~ + 3y 3y ydxdy = v, 66dS (6)

) 52

La (6) no es mas que iz variacion del funcionai:

’ 4
i 30,2 56,2 o .
Fl(e ) = 5 K{(§§ + (-y) Wdxdy - Vneés (7)
ey
Ejemplo 3
Ly
Py oo il i VAN SR A S WA
? >
h .
i ;57 XU
Y e TFF T TTTTEY »

Fig. 1.2.2.3
Flujo de Poiseuille entre dos placas paralelas
Ccnsidérese el caso del flujo ern un canal de an-

che unitario para el caso de v = 0, La ecuacion de Ta continui
dad viene dada por:

Bu . BV _
7% Y 3y 0 (1)

Lep3
[as}
3
[
o
i
o
»

resulta u = u(y)
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Para un flujo laminar confinado y conveccion for
zada la ecuacion de "momentum® en x viene expresada por:

au . 3vy _ _ 3p 22%u .
(Uﬁ 4 Vay) X + u 3}:"‘“ ; ) (2)
Donde: ’

p = densidad; u: viscosidad; p: presion
u, v: velocidades en el sentido x e y respectivamente.
De (1) se tiene: '

by 2 ’
0 = %% + u %—% i (3)
y .

Integrando (3) dos veces con respecto a X,y te~
niendo en cuenta las condiciones de borde se tiene:
1 h2 ,5p,,y2
U= o e (2R (L - (4)
Zy ax he

—t
N
I
St

La ecuacion (4) da el flujo de Poiseyiile entre
dos placas paralelas.
La integral de Galerkin puede ahora escribirse a

-l

pa
{= .?.P..._ + qu gm_}.{} éudy
o X 33,2
]

i
<o
o~
(841
St

Integrandc por partes y teniendo en cuenta que
u =0eny = 0,h se obtiene:

=
]
<

rft
ap du pbu .
(53 U+ v 57 ) dy
Jo
Se toma como funcion aproximada la siguiente:

= Ty
Uap © Ue seniﬁw) | (

-l
it

La (7) satisface las condiciones de bhorde,

-y

T 3 5 t N A ¢ [y 2 L.
Asi, introduciendo (7) en {5) se tiene:

) .
t 22 sen(%i)+p(%) cos‘(%l)éucl 6u dy = 0 (8)
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De (8):
ap,2h ¥2 ] P . JAn® ap 0
gg(q") tugT oy U F 0 => u, = ;E: IX (2

Luego se tiene la siguiente distribucion de ve

focidades:

#

2
o E? h (2By sen §i~ (10)

<
M
§
=

La expresion (10} puede ahora compararse con la
soiucion exacta dada por la (4).

.
e

1.2 -~ E1 metodo de elementos finitos

La mayor dificultad en la aplicacion de jos dos
métodos descriptes anteriormente es la eleccion de las funcio-
nes globales que constituiran la solucion aproximada del pro-
blema.

Estas funciones ademas de cumplir, por io me -
nos, con las condiciones de borde esenciales, deben vepresen-
tar todas las caracteristicas geométricas y del material del
problems. Todas estas condiciones son dificiles de satisfacer
para todo el continuo por medio de las referidas funciones glo
hales, por lo que los metodos variacionales y de los residuos
ponderades en su forma "“clasica™ son de alcances limitados.

Con el gran desarrollio alcanzade por 10S compu-
tadores electronicos, comenzc a tomar forma la idea de que las
funciones mencionadas previamente estuvieram localizadas en u-
na pequena region.

Justamente a traves de esta idea es que comenzd
a desarrnllarse el método de elementos finitos, gue ha demos -
trado ser una técnica muy eficiente para aproximar mediante un
sistema de ecuaciones algebraicas las ecuaciones diferenciales
corraspondientes a un problema continue, y poder asi  obtener
soluciones aproximadas en termincs de un nlUmerc finite de va=-
riables.

.

Para ilustrar el umétodo,

pbonga
funcional F pera un cierto problemz gue se guiere vesgliver., La

1
T

gué 2xistaun

(%]

3

solucion del problema viene definida por la expresidn variacioc



nal &F = 0, que representa la primera varizcion del funcional
F. Esta es la condicion que debera ser satisfecha por la o
las funciones utilizadas para caracterizar el continuo,

E1l funcional exacto F es- sustituido por uno a-
proximado Fap’ tal que las variables o funciones que caracte-
rizan el problema se expresen en ta@rminos de- funciones de in-
terpolacion multiplicadas por parametros indeterminados, que
en general estan asociados a las variables del problema, o a o
tras magnitudes fisicas.

' Para comenzar la resolucidn, se divide el domi
nio de integracion en subregiones denominadas‘ elementos fini-
tos(sus dimensiones son finitas)

o, borde
7~5“N. ﬂxter}gr Un elemento genérico (i) {Ver
“\ . . .
éwm~ Fig. 1.3.1) tiene "ni" nudos ;
/ - .
flﬁx\ V sean "n" el numero totail de nu-
L) /it ’ borde _
*\foerzor dos y "m" el numeroc total de e-
/ lementes.

Sobre cada region (o elemento)
las variables del problema se

expresan como combinaciones li-
Fig. 1.3.1 neales de funciones de interpo-
lacion, multiplicadas por para-
metros indeterminados. Estas expresiones representan 21 com-
portamiento localizado aproximado de las variables sobre cada
elemento. Las funciones aproximadas deben cumplir las condi-
ciones de admisibilidad y completidad mencionadas en el para-
"grafo 1.,2.1. En Tos bordes, o a veces en el interior dei ele-
mento se identifican los puntos nodales ascciades con el mis-
mo, de tal forma que los parametros indeterminados correspon-
dan a los valores de las variables del probiema en esos pun-
tos, ¢ esten relacionado con esos valores.,

Sobre cada elemento se evalida el funcional apro
ximado, ¥ su valor tetal sera la suma de esas evaluaciones en
todo el dominio de integracion (en los "m" elementos)., Es de-
cir que:

(1.3.1)

. S e aemrTEsr TR
e L A e

g L Eh i
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La variables del elemento "i" se aproxima por:

r
U, = i ap $y {1.3.2)

P k=

Reemplazando (1.3.2) en (1.3.1) se tiene el fun-
cional total aproximado en funcidon de los parametros a;o Es
jimportante hacer notar que la expresion (1.3.2) sclo es valida
en el elemento "i" y que para otro elemento las variables se a-
proximan por una funcion del mismo tipo pera los @y son diferen
tes. Respecto a las funciones de interpolacion I gstas  son
las mismas, normalmente, pero tambien pueden cambiar de elemen-
to a eleme.' 0. <.

Aplicando la condicion estacionaria 6Fap= O se

o
tiene:
m r aFi ;
GFa = E * X """"‘Q‘D"‘ Gak = 0 (]oscs)
p i=1 k=] 3(’:;(

Dado que en (1.3.3) Ga; es arbitrario resulta:

m r e
rox =0 (1.3.4)
i=1 k=1 2a)

La expresion {(1.3.4) es un sistema de ecuaciones
a partir-del cual es posible hallar los a Y asi conocer el va
lor de cualquier variable.

Tal como es posible percibir, esta solucidn es
aproximada y corresponde a ia de un modeilo discreto que se¢ com-

‘porta casi igual que el modelo continuo. La aproximacién se in

troduce al impcner un comportamiento localizado de las varia=-
bles del problema.

Para que la solucion aproximada converga a la 59
Tucion exacta, se puede aumentar el numero de nudos, es decir,
aumentar el numerc de parameiros indeterminados, o refinar la

funcion de interpclacion, o ambas cosas a la vez.

Es preciso senalar gque en la practica el sistema
(1.3.4) no se expresa en términas de los a;, pues ellos zon re-
emplazados povr los valores de las variables del problema en 10s
puntus nodales, por 1o tanto, la solucion del sistema de ecua-
ciones darz directamente €so0s vaiores sin necesidad de caicular
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ics oy previamente. Luego, antes ce solucionar e: sistema debe
rad tenerse en cuenta las condiciones de borde esenciales,

Aunque puede decirse que no exister estudios a-
cerca de los criterios de convergencia para todos los tipos de
problema, ellos pueden resumirse en dos condiciones:

a) Se requiere que exista continuidad en las variables y sus de
rivades hasta el orden M-1 (donde M es el maZximo orden entre
las derivadas que aparecen en el funcional) a travis de 1los
bordes internos cntre elementos.

b} Cuandc el elemento tiende a ser infinitesimal, y las deriva-
das existentes en el funcionai tienden 2 ser constantes, 1as
funcici .: aproximadas seleccionadas deben Fepresentar esas
derivadas constantes con exactitud,

Todo el esquema descripto hasta aquY estd basa-
do en el metodo de Rayleigh-Ritz, pero el metcdo de  element
finitos es general y se puede aplicar ain 2 15s casos en que
no puede definirse un funcioral. Para ello se utilizan las e-
cuaciones diferenciales del problema y las condiciones de con-
torno y se recurre a alguno de los metodos de los residuos pen-
devades (generalmente el de Galerkin), tal como se verd mwas ade
lante.

Posteriormente, en el Capitulo III, se volveri a
considerqf otros detalles respecto a esta tecnica, esvecialmen~
te en lo que se refiere a la formulacidn del problema de aguas
¥poco profundas” para resolverio por 2ol metodo de Jos elementos
finitos, y el esquema computacional de solucion,
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l.Las Ecuaciones de Aguas “Poco Profundas”

2,1 - Ecuaciones que gobiernan los fluidos. Bificultades en su
resolucion,

Las ecuaciones basicas que gobiernan los flui=-

dos pueden resumirse en las siguientes expresiones (VYer Apen-
dice Ij): '
a) Ecuacicnes de movimiento:
; D{pv, )
ap dtik k .
- + + ﬂb T oo (’igk = }’2’3) (2019])
Xy OX K Dt ,

b} Continuidad

TRRAGAS LI = 1,2.3 2
FXi axi - (‘i = 26 s ) (2']‘ )

A partir de (2.1.1) pueden deducirse las ecuacio
nes de Navier-Stokes, las que en conjunto con la ecuacion de la
continuiaad (Z.IQZ),.Ta de la energia y dos ecuaciones de esta-
do{cinetica y calorica) describen en forma completa el flujo de
un fluido Newtoniano (Ver Apéndice 1).

Las ecuvaciones de Navier-Stokes estan ligadas a
Ta ecuacion de la energia a través de las ecuaciones de estado
que son:

Flpsp,T) =0 Ecuacion de estadon cinetica (2.1.3
u = uf{p,T) =0 Ecuacion de estado calorica.
donde:

p : densidad; p: presion; T: temperatura; u: energia interna
por unidad de masa.

Si se supone que el flujo es barotropice, es de-
cir independiente de la temperatura, se puede desacoplar Tas e-
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cuaciones de Navier-Stokes y de la energia y tratarlas separada
mente. Las primeras dan Tas velecidades y la posicion de la
superficie Tibre y las Gltinas, introduciendo la informacion an
terior, dara la disiribucion de temperatura o alglin otro para-
metro similar a traves del sistema. . .

Sin e¢mbavgo es5 necesario desfﬁcar que esias ecua
ciones presentan algunas dificultades para éncontrar su sclu-
cion aproximada por medio del computador; elias se resumen en
To siguiente:

a) La presencia de una superficie libre.

b) La naturaleza variabie de los bordes cuando los niveles stu-
ben y bajan. 5

¢) Las ecuaciones tri-dimensionales requierenvgran capacidad
de almacenamiento y muche tiempo de computador.

d) La existencia de términos ne lineales que aparecen en las e=
cuaciones y que originan matrices ro simétricas, mal condi-
cionadas y que no scn diagonalimente dominantes.

2.2 - Condiciones de Borde

Todo conjunto de ecuaciones diferenciales que re
presentan un problema fisico,sdlo pueden resoiverse en el con-
texto de las condiciones de borde apiicables al problema; en el
caso presente, serian las correspondientes al movimiento de
grandes masas liquidas de poca profundidad reiativa.

Los factores que afectan diche movimento son
muchos y variados taies como 1la configuracion y posicion del
fondo, la forma de las costas y 1a variacitn de las mismas,fric
cion entre el agua y el fondo, el tipo de waterial que consti-
tuye el fondo, condiciones meteorclégicas {principaimente el
viento), la rotacion de la Tierra, las fuerzas astronGmicas del
sel y la luna {que acttan como fuerzas de volumen), las mareas,
etc.

Las vaoriaciones topograficas de la superficie
que contiene la masa de agua es generalmente muy camp?eja, y
pueden en ciertos casos no permanecer estaticas debido a efec-
tos como la erosion a Lraves del tiempo, los cambios de con-
figuracion en el fondo pueden causar diferenies resistencias al
pasaje del agua, Dependiendo de i3 escala con cue se trabaje,
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podrz representarse con mayvores detalles este problama.

La friccion en el fondo es usualmente incluida
en los modelos matematicos a traves de las formulas de Chezy
o de Manning, que originalmente estian dadas para conductps cer
rados y canales, Las versiones bidimensionales (25),(31) <on
extensiones empiricas de esas formulas.

Existen autores(3]) que sugieren 1a evaluacian
del factor de friccion en ccda intervalo de tiempo y para ca-
da elemento en consideracion, dependiendo de las <condiciones
prevalecientes en el tiempo, en los modelos tendientes a pre=
decir los movimientos debidos a mareas. Debe tenerse en cuen
ta que la friccidon en el fondo es un efectouﬁélgran importan-
cia em aguas "poco profundas®, y que los diferentes materiales
que constituyem el fondo tienen distintas resistencias fric-
cionales cuando la profundidad y las velocidades varian.

La principal condicion de borde de origen meteo
rologico es el viento. En circulacion en iagos es la tnica
fuerza actuante, peroc frecuentemente aparece acoplada a Tas
fuerzas que provocan las mareas. Existen varios trabajos{?) a
cerca de las relaciones entre las velocidades y tensiones de
viento.,

E1 verdadero mecanismc con que el viento prove
ca el movimiento del agua ha recibido mucha atencion, especi-
almente en lo concerniente a las ondas de superficie generadas
por el viente. Este fenomeno es en general muy pequefio para
ser incluido en el modelo que se esta estudiando.

Aungue 1a mayoria de los trabajos consideran el
"viento constante, nada impide que varie en cada intervalo de
tiempo.,

lLas mareas provocan fuerzas fundamentales que
conducen ei1 movimiente de aguas "poco profundas";es necesario
entonces tener una idea de la posicion de la superficie libre
al tiempo inicial t=o, y poder evaluar los cambios de esa
‘superficie en los bordes que no den a tierra (o sea en bordes
“abiertos®) en cada intervalo de tiempo.

A continuacion se deduciran matematicamentie las
ecuaciones de agua "poco profundas” ("Shallew water eguations
or long wave equations" teniendo en cuenia aigunos efectos
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senalados en este paragrafo,

2.3 - Las ecuaciones de aguas “"poco profundas”
Las expresiones (2.1.1) y (2.71.2), tal como se
ha senalado anteriormente, constituyen el gonjunto de ecuacio-

nes que, despreciando los efectos de temper&iura, gobiernan a
fos fluidos. Sin embargo, ellas presentan una serie de dificul
tades que ya han sido enunciadas previamente,

Estos inconvenientes son superados simplificando
las ecuaciones, para obtener finalmente el conjunto conocido co
mo "ecuaciones de aguas poco profundas” (en 1a’terminoiog§

-

”

3 in-

glesa: “th- shallow water equations").

F- S A

h H = h+n

— b
L7 3 ez 7 TS
) Sl N —
Ll g T T T 7 7”%\

Fig. 2.3.1

La primera simplificacion que Sse introduce s
‘ ‘ w(*)

reducir 1a tercera ecuacion de equilibrio o "momentum a la
"siguiente expresion:
_3P L. (2.3.1)
3 X £ g ,

El signo de g se debe a ia direccion del eje re-
lativo a 1a gravedad. En {(2.3.1) se han despreciado los teérmi-
nos correspondientes a la aceleracion y a las tensiones.

Integrando (2.3.1) se tiene:

. . ‘ ,
p = J pgdxs = pg(n =X,) + p, (2.3.2)
%
3

g -

el
21
L]
23
T3
ne
L& ]
b
o

(*) Esta palabra seria equivalente en ia terminolog
a "cantidad de movimiente"
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En (2.3.2), p, es la presifn atmosfévica y o es
la elevacion sobre el nivel medioc.

Las otras dos ecuaciones de equilibrio ¢ ‘“momen-
tum" pueden entonces ser expresadas de la siguiente manera:

Cap . atil L ar2] CD(evy) alevy) alevyvy)  2(evqvy)
- yxo 9% i b1 - UE - + 3 P
1 1 2 v 3t Xq X2
(2.3.3)
op_, 2Tz 2T Pleva) 2lovp)  3levpvq) | 2leva¥y)
- 3%, 3, IX, 2 Dt 3t LS 3%,

-

En (2.3.3) "v" son velocidades medias, ¢ es la
densidad y las 1t estan constituidas por 1a suma de las tensiones
viscosas y de Reynolds.

Por otro lado, la ecuacion de la continuidad sd~-
quiere la siguiente forma:

3(()\’1) 3(QV2) 3({3'\’3) 3
g _ : .
T, + 7%, + 3%, t sy = 0 (2.3.4)

Integrando la expresion (2.3.4) con recpecto a Xq
se obtiene (Ver fig.2.3.1)

n -
alevy) afevy)  afevy) ]
ot LN p n
;Y- { axXy 3%, * §X5 3{} dxg = 0 (2.3.5)

h

_ Se define ahora una variable qy (masa por uni=-
dad de longitud y de tiempo) tal que:

n
q = f A dx3 = p Vi dx3 (2.3.6)
Veh U-h
En (2.3.6) se ha supuesto que la densidad nc es
funcion de Kgs €S decir que p = p(X1,X29t)° Es necesario desta
car tambi§n que: n (elevacion de la superficie Tibre)=n(x],x2,th
V1=V {Xg,XpsXq,st)s Vorva(Xys%psX3,t). ’
La condicion cinematica establece que
Vg = %% = %% + v, %%ﬁ+ ol %%? (2.3.7)

L Y = -]
>3 1 X3 n Ag¥N
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(2.3.5) se tiene:

Para vresolver (2.3.5) debe tenerse en cuenta, a
demas de la expresion (2.3.7), la regla de Leibnitz para dife-
renciacion parcial de wuna integral entre limites variables, la

5

gue puede escribirse asi: : -

”

th(x],xz) r h, )
: ! ah oh-
. | af 2 . i
-35';-\-]— f(xlstsxs)dX?, = J}g ] Y». + T ﬁq" Ti -g-;(-:!-
Lk ’ =
hy(Xys%p) hy(xyax,) 1737"2 X3=hy

Aplicando (2.3.8) y {(2.3.6) a los té€rminos de

n Pn
av
! = 2 - an oh _
“ B X dx3= 7X; vy dxg - vyl SE— vyl e
J-h J~h fX3=n 3x3=~n
Bq-‘ ' 9
B i ®? 1]
e 3X1 V]l X (a)
ngn
p n n
i avz dx, = = Vodx, = Vv an_ + Vv, | dh -
( “h "h X32‘*n Xgruh
L3
1 2 an
TR AN, T2 3 % {b)
- 14
x3—n




30

p n
3V i
3 ] N sh
X, dxs 93 % v3dx3 - v3l 3% + V3i 7?; -
~h J-h Ixg=n Xz==h
' n -
= dX, = V “Vgq = ¥ =
® X, vadxy = v3) V3] = V3 -
~h Ixg=n  [x3=-h X3=n
= Dn_2n LAY an_.
Pt " T 1 5%, 2! 75y (c)
X3%n !X3=ﬂ
S

Sumando (a), {(b) y (c¢), previamente multiptica-
dos por p, se tiene: '

nn
3V 9V IV 8 q 34
1 2 3 _ 1 2 an
X + 5X + ax3)dx3 S + 3?5 toe 3T (d)
~-h

™

. aH _ 3(h+n) _ ah dn o1
Stendo o 3x =0 =3¢ - " P 3r t P gt - Py ¢!

segundo miembro de la expresion (d)} puede escribirse de 1la
siguiente manera:

39, 34p 9 H
5% YA, t P AT (e)
1 2
Por otro lado: n
3 o us
3% dx, = Hg% (f)

Teniendo en cuenta (e) y (f) Ta integral{2.3.5)
queda expresada asi:

Bvi 5 qu QQZ

g {ph}
(ogsy * 50V g = g+ 5y * el - g (2.3.9)
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En (2.3.9), tal como en (2.3.6) se ha supuesto
que p =p(X], X,, t), 0 sea gue la densidad nc es funcion de
Ko

Antes de integrar las ecuaciores de equiiibrio
o de "momentum®™ (2.3.3) con respecto a k3, @5 conveniente de-

finir las velocidades instantzneas: .
vy = V](x], Xps t) + vi(x], Xps Xz t)

' (2.3.10)
V2 = ;z(x]s X2’ t) + Vé(x]s X2= XB»'t)

1Y Vv, son ias velocidades instantaneas
\

V] y 32 son las velocidades verticalmente promediadas
vi y Vé son las desviaciones verticales.
Luego:
n o

1 o t o o
<V > s j vy dx3 = ; 9y Vg = % V> s V> 0 (2.3.11)
~h

Se supone que las fuerzas de voiumen son solo a-
queilas debidas a los efectos de la aceleracion de Coriciis.
As para el Hemisferio Sur resulta (Ver Apéndice I1):

b-l = "-pva ; b = pr-l (2.30]2)

o
Z

Se supone que la pendiente en el fondo y en la
superficie libre son pequenas resvecto de ia unidadsentonces es
nosible aproximar las componentes de las tensiones internas de
la siguiente manera (Ver fig.2.3.2):

] = ey Bt Typ et
1 g 17 Xy 12 Xy "13 superficie
(2.3.13)
_ _ 3h X
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2

dA = dxidx2

h h+n=H
w,,wwﬁﬁmw~"”“”’ﬁmﬂﬂm
b
T T ol
T b n
Vel e
Fig. 2.3.2

Las expresiones para Tz{s Y 1, . son similares a
la (2.3.13).

Todas estas tensiones pueden ser censideradas co
mo fuerzas exteriores aplicadas en la superficie Tibre y en el
fondo. Sustituyendo las expresiones (2.3.10),(2.3.11)y(2.3.12)
en las ecuaciones (2.3.3), integrando con respecto & X4 aplican
do la regla de Leibnitz(2.3.8) y la condicion cinematica (2.3.
7) se obtienen los siguientes resultados:
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i

(73]
w

aq N 1.4 al 3N
e VIR it 3 P
3t 3Xy ‘Bpt 3K, ‘ He 3 X 5 X
1 2 1 1
a N ;
12 T h
+ ol - fqp 4 plg Pk +.n‘ = -
3)(2 i ;S A-’ .IIS . f 3X~i f
. (2.3.14)
9% , Gi1%, , o Sz, oy, 2N
3t axy *THp ax, ‘Ho IX, 9 X,
o '
: 12 an oh
* %y + fay + pig 9%y Y S * p‘f 3*2 £
donde: R
" {
b
Np = < p> =J‘ pdx3 = pg-g— + Hpa
-h
N-” = <Ty> - <()V-i v;;e
- - ' 1
Npp = <Tpp> = <pVy Vy> (2.3.15)
o - ' '
Nig = <wqp> = <ovy Vp>
: = Toea> = ! !
En general: Nij = <T45 <pvi vj>
pn
donde, para todos los. casos, <a> = J adx,
-h
Los Nij pueden ser aproximados de la siguien
te forma(Ver expresion A-1.6.7 en Apendice I):
o= 3qy
M T Een wxy
- 94,
5q 2a,
Nyp 5 £q, e b o)
12 12 8,\2 Bx}
Los e.. de la expresion (2.3.16) son coeficien

1]



tes de viscosidad generalizados. 5i el fiuido es  isotrdpico
se cumple que €11  €pp = Eyp = €. '

Los esfuerzos de corte en &1 fondo son dados u-
svalmente por la siguiente relacion:

1 |
2 2.1/
4 ] qy{q7 + a3) 2 .
l-[if Z? P HZ ‘
(2.3.17)
) 172
a,(q; + 95)
. (98 1 2 ' 2
20 = 7 5
£ H?
donde: ¢

p es la densidad; g = aceleracion de 1la gravéaad;
¢ es el factor de friccidn o coeficiente de Chezy.

Los esfuerzos de corte en la superficie libre
son generalmente debidos al viento y pueden ser expresados asi:

9 . = sza W2cos6
(2.3.18)
T2 |s = sza W2sens
donde:

W : velocidad del viento; p,: densidad del aire;
g : angulo entre la direccion del viento y el eje Xy
y2?: coeficiente de las tensiones debidas al viento.
Con todas estas consideraciones las ecuacicnes
(2.3.14) pueden escribirse de la siguiente forma:

244 s 37 s 919 5 aNy2
5t F ax](ﬁ3)+ axz( Ho )= 3x](N11'Np)+ 3%, + By
(2.3.19)
2
34 s 9%, 5 92, 5 . 3Ny
3t ax]( ” ) axz(?i"p')“ K»E"é‘(’\lzz“Np)”* T%, + By

donde:
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i/q
qq{ai +a3) " .
B, = ~fq, + Yipalleoso- () 1207 27 na LI
. ¢ e 2Xq
+ pgH gh (2.3.20)
i
ap(a} + a3} 2
B, = fq; + szawzsen8~(§;) 172 ]2 2! + pa g@ .
[of o} H I
’\ -
+ pol %‘2;’ | (2.3.21)

Merecen un comentario adicional’ los valores halla

dos para c (ceoeficiente de Chezy) y Y.(8)
| Experiencias realizadas en Holanda dieron para el
ceceficiente de Chezy valores variando entre 45 y 70 m 7/2/ch Pa

. -3 - s
ra el caso de rios, de manera que 2 x 10 “<g/. %<5x 10 ", EV va-
_ . - ) -3
m mun es /h - = 16 7.
lor mas comun 50 m /seg? es decir 9/c2 4 x 10
Otros investigadores (Rossby, Bowden, Hansen) an-

contraron valores ge g/cz comprendidos entre 2.4 x 10"3 y 2.8 x

-
10 Y para el casc de mares.

[}

Experiencias adicionales mostraram que c = 6
1) ~ . -3
m i 2 = . ~ *
Z/Seg, 0 sea g/ 2.7 x 10
El coeficiente ¢ depende de 1a rugosidaa del fon-

do respecto a 1a profundidad v del material del forndo.
Con respecto &l coeficiente v, Munk halio valores
..3
de v2 = 2.6 x 10 para velocidades de vients comprendidas entre

Miseqg y 20™/seg. Luego y2pa 5 3.2 x 10 -6,

En Zuiderzes (Holanda) se encontré para vientos

variando entre 15m/seg Y 25m/seg y con profundidades variande en
-6 -6
C<y2pa< 4.5 x 10 7.

9

Para resolver el sisteoma de ecuaciones (2.3.19)

tre 4m y 10m que: 3.5 x 10

bajo las condiciones {(2.3.5) se necesitan establecer 1las condi-
cicnes de borde.
Se tienen dos tipos de condiciones de borde (Ver

fig.2.3.3):
a) Condicion de borde tipo “tierra"” (Sy)
b) Condicion de bovde tipo "Oceano® (S,)
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En el sistema de referencia s$-n se 'puede escri-

bir:
n
U = f PV dxg = any Gy 7 g, G
J-h ,;
) (2.3.21)
po '
9 =j PVg dx3 = =xpp Gy + apy qy
~-h ' an]=cos(n,x})
8, ,=C05(N,X,)
Xq ands NnZdS 2
nn
Nn}dS
Ademas:
Nop = opp(Nyp = Np) + s Ny
_ ‘ ) (2.3.22)
Npo = %1 Nyp 9y (Npp - Np)
Por otro lado:
Non = %n1 Mot * %n2 Moo
= : (2.3.23)
,an T %n2 an e an
En los bordes tipo "tierra" se tiene usualmen-
te:

q, = 0 en S, (2.3.24)

Sin embargo,si un rio desemboca en el sistema en
consideracion, se puede especificar el "input" de masa como:

A = ﬁn = {q)} (desembocadura de rio en una parte dei borde S,)
0

2.3.25)
qg # (



A

(PN
“ud

En un borde tipo "océdans" se debe prescribir en
principio las fuerzass normales y tangsnciales:

= M
Nnn nn

(2.3.26)

1
Sy
2]
=3
[Pe
™2

N

o

"
-

ns ns

4

Los términos viscosos en general son desprecia-
dos ¥ entonces las velocidades y fuerzas tangenciaies no nece-
sitan ser prescriptas. Entonces las condiciones de borde se ve-
ducen a lo siguiente:

£
=
1
Lo}
(=1}
L
3
1l
L
1]
=
(73]
jonry

(2.3.27)

2.4 ~« Las ecuaciones de aguas “poco profundas" en términos de

la velocidad media

Las ecuaciones de equilibric o de “momentum” da-
das por (2.3.19) pueden ser expresadas de Ja siguiente forma
cuande se desprecian los terminos viscosos, y teniendo en cuen-
P % H? + hpa {donde P, es la presion atmesferica que
generalmente se toma como referencia, ¢ sea que Pa © 0j:

ta que N_ =

5q a3 949
1 ) 1 d 172 VoL
7Tt axy me) e ()t B e O

(2.4.71)
f9% 5 W% 5 9%
3t '*’ax]‘;;p*’"“axz (g) + Bp= 0
donde: 2. ar1)

3N (q5+q5) /2
1 V97T 3 (H-h)

By =-B +T~£>sfq ~v2Zpak2cose+d. L qq+0aH

(2.4.2)
« N (a3+q3) /- .
B; z~82+§§3m~fq]-szawzsen8+§7'l~ 1.2 q2+¢gHEiﬂwﬁl

p: densidad del agua; pa: densidad del aire; f: coeficiente de
Coriolis; ~: coeficiente de tensiones debidas al viento; c¢c: coe

¢ ko

ficiente de Chezy; W: veiocidad del viento; ¢: angulo que fer-
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ma la direccion del viento con €l eje Xy -
La ecuacion de la continuidad viene dada por:

d(oH) 9q4 94,

s 5% + 5% = 0 ) (2.4.3)

P

lLas condiciones de borde son:

9% =0 © qp=aq, en 51
(2.4.4)

Npp = Nnn =-Np en 52

Las expresiones anteriores coneideran al agua un
material inviscido, suponiendo que estos efectos no revisten in
portancia en relacion a los provocados por la friccidon en el
fondo.

Las ecuaciones de aguas “pocc profundas® pueden
escribirse en términos de las velocidades medias (promediadas
verticalmente); esta forma de presentar las formuias exige al-
gunas consideraciones adicionaies.

Se habYa definido previamente que (Ver expresion

2.3.11):
R
QY = p( Vi dxg = p < Vi > (p = cte.)
J-h (2.4.5)
§k(ve10cidad media) = % < v > 9y =p(H VK)

En 1o que sique se consideraran estas relacio~

- -] ] 5rn - 2_2:n0n
Ve Vit VIOWE Vit qeages (v (Bve)s ap=e(HEVE)s (2.4.6)

Por otro lado por razones de simplicidad, se in-
troduce un cambio en la notacion haciendo §K=VK.

Antes de seguir adelante, resulta conveniente es
cribir (2.4.1) de la siguiente manera:
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aq'] ¢ % 3 q1q2~ i ~ :Sn -‘-1‘““(
aé-{-'{"a—xi-(m*)‘*‘“é-&z wﬁ»p—“}‘(“F q-i+b q2 :‘Dghg}x t fi ={j
\ (2.4.7}
°p 5 9192, 5 97 3
. 4 ~EV4F g -C qqpGHet—tN =0
ot Bx]( Hp 8x2(Hp) 9z qq7P 1aa2?1£ '
donde: . (q%+q2 1/é 5
C = f = coef. de Coriolis; Fl=do ~(——p=y 75 Hi=-yZpal cos0;
c= p H

W= -y2pa¥2sens; H=h+n

Siendo constante la densidad ia,ecuacidn (2.4.3)
K

rosulta:

e p t t g = 0 (2.4.8)
Usando el concepto de velocidad media dado en

(2.4.5), y teniendo en cuenta (2.4.6), las ccuaciones de aguas
de poca profundidad relativa pueden expresarse asi:
a) Equilibrio ¢ "mementum":

av1 dv. ERY

, , 8N .."
WY-+\}§§T+x2§§E+F v]+€ v2+g§§T+w1 0
(2.4.9)
av2+v Y Y Y +Fva =C v, + 33~+M a.O
ot 1ax]' 23%, 2 1 9ax2 2
donde:
RE:

v2pa W2cose y?pa Wsens

o TTRERT ¢ HotTTET TRART

F=d.. ;o Hy= -

b} Continuidad:

o O(Hvy)  a(Hvp)

T I v T 0 (2.4.10)
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Fig.2.4.1

c) Las condiciones de borde son (Ver fi§‘2r407)

v. =0 en <S]; Vg ® ;n en 53

G
'y
<

n =N en S2

2.5 - Fforma simplificada de las ecuaciones de aguas "poco pro-

jgndas

Una estimacion inicial de la circulacidon en cier
tos sistemas puede obtenerse si se simplifican las ecuaciones
completas desarrolladas en el paragrafo 3. Ellc se consigue e~
Timinando los términcs no lineales, despreciando los terminos de
inercia en lac ecuaciones de equilibrio o de "momentum® vy eli-
minando los términos dependientes del tiempo en 1a ecuacion de
la continuidad. A partir de estas condiciones las expresiones
(2.3.19) y (2.3.9) pueden expresarse de la siguiente forma:

on = .
fqz + ng -a-*)-(-:l- +(T}i5 T-I‘f) = 0
(2.5.1)
an
..‘Fq-,‘f‘ pgH ﬁ-z- +(12§S-T]‘9 = 0
29y 2% _ >
gy? + 3;; = (2.5.2)

Si ios valores dec n son pequenos comparados
con los de h, resulta HEh, entonces las {2.5.1) se reducen a:

g
Fag *+ osh g +(nygmmyfe) = O

I
<

A an - P
-fqy+ pgh 3%, Hrols rzif)



En este caso se puede definir:

q

wd 3

|

q " -
-~ 1 _ 0 . ,
= _; = H{f vidx3 (2.5.4)

b 4

-t

L
A

Por otro lado se supcne gque Tas tensiones debido
a friccion en el fondo pueden considerarse proporcionales a Qis
de manera que se obtiene:

T] f = E‘q] Tz*f = qu . {2&5.5)

Se deriva 1a primera de las (2°§w1) respecto a
Xo ¥ la segunda respecto a Xy de donde resulta:

RAF Lo en (aTl!s AL )0
PBX PO wEY 9 Xo, o % N
2 12 2 (2.5.6)
aq - 31, | 3t i
n 21s 21 f
-f gy - oedh 5% X ! R 3 Koy 0

L%

Loes términos 3h/8xy, ¥y 3h/3x, han sido toma-
dos igqual a cero, es decir se cornsidera que 1a pendiente en el
fondo es pequena.

Restando miembro a miembro 1a(2.5.6), y teniendo
en cuenta ia (2.5.2) surge que:
a5 _ 2Taly

)+ ( LI j =0 A (2.5.7)

B'L‘}és _ a‘rzts
d ax] 3)(2

(
de 3)’:3

-
/
{

Aplicando (2.4.5) se tiene:

8T
37 ) 2
( 1l - ‘215}+ g{wig N (2.5.8)
axXy EER 3 Xy 3 Xs

Se supone que existe una funcion de corrientes
tal que:
a = 8Y¥ . . . ov ‘h
47 < N, G, = “*-"3)(] (2.5.9)

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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incluyendo (2.5.9) en {2.5.8), &sta adquiere 1a
forma siguiente:

) o 3T i 0T 4
32 32 1 2
B ( ‘j R wls . axis) (2.5.10)

e

¢ -

La expresion (2.5.10) puede resumirse, escr%biﬁg
dola asi:

BYZp = W _ (2.5.11)

En (2.5.11) W es un término que .denota la accion
del viento y esta representado por el membro derecho de(2.5.10).

Las condiciones de borde asociadas con esta ecua
cion son:

(234

3% = as (condiciones de borde naturales)
(2.5.12)

v o= P {condiciones de borde esenciales)

La ecuacion {2.5.11) junto a las condiciones de
contorno (2.5.12) constituyen una manera simplificada de repre=-
sentar las ecuaciones completas de aguas de pequena profundidad
relativa, y son Utiles para obtener una estimacion inicial de
la circulacion en lagos, estuarios, etc.(3)
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CAPITULO III

E1l metodo de elementos finitos en la solucién

de las ecuaciones de aquas “"poco profundas"

3.1 - Esquema computacional del meétode de eleméntos finitos.

En el capTtulo I se estableciercn los fundamen-
tos variacionales del metodo de elementos finitos. En el pre-
sente capitulo, el objetivo es presentar una fermulacion de es-
ta tecnica para resolver las ecuacicnes de aguas “poce profun-
das", mostrando al mismo tiempo aiguncs esquemas numéricos para
integrar en el tiempo.

En general los pasos basices gque se deben ejecu
tar para resolver un preblema por medic del metodo de los ele-
mentos finitos son:

@) Discretizacion del continuo.

b) Evaluacion de las matrices del elemento.

c) Ensamblamiento cde las ecuaciones que gobiernan el sistema.

d) Introduccion de las condiciones de borde.

e) Sclucidon del sistema de ecuaciones.

f) Calculo, si fuera necesario, de resultados secundarics,a par
tir de las variables obtenidas en Ta solucion.

Conviene senalar que en ia maycria de los casos
el punto a} es efectuado fuera del computador. ET1 mismo consis
te en dividir el dominio de integracion en subreciones formando
una malla de elementes finitoes. Un tipo de elemento finito re-
sulta caracterizado por su forma geometrica, por el problema al
‘cual se aplique y el comportamiento localizado aproximade en el
cual se basa su formulacion. PFara que una malla resulte conve-
niente, el modelo de anadaiisis elaborado debe aproximarse al mo-
delc real con la precision deseada y sin vequerir un tiempo de
computacion excesive.

Es recesario tener en cuent2 1o siguiente:



L
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1) Elementos regulares produciran mejores resultados que los ob
tenidos a traves de una malla con elementos irregulares.

2) Conviene incrementar los nudos en zonas donde la variacionde
las variables puedan ser importantes,

3) Cuando existan dudas respecto al combortamiento aproximado de
urn problema, conviene resolverlo com mé]fbs distintas.Si 1la
diferencia es pequena es probable que la solucidn se acerque
a la exacta; en caso contrario, es necesario refinar la mal
la.

Finalmente, una vez decidida la configuracion de
finitiva, se numeran nudos y elementos. '
&

3.2 - Aplicacion del método de los clementos finitos a las ecua-

ciones de aguas "poco profundas®
E1l sistema de ecuaciones diferenciales a deriva-
das parciaies que definen el problema es el siguiente {Ver exprao
siones 2.4.9 y 2.4.10 en el Capitulo II): o

aVT BV] IV an
=t +v1 +V23x2+FV1+CV2+gax]

W7 =0
BX'I 1

8‘12 AY IV, an \
= +V1ax]+V23x2‘FVZ"CV1+Q§§E+N2*O (3.2.1)

an La(H\’-l) S(HVZ)“
at EER + 3%,

Lo

(Las condiciones de borde sen: v =v. = & v =0 y n=n).

~donde:

Vys Vol velocidades medias en el sentido de los ejes X1 ¥ X, res
pectivamente,

H: altura total; h: nivel medio; n: aitura de onda o elevacion

sobre el nivel medio; C: coeficiente de Coriolis = 2 seni, wi ve

locidad de rotacion de la Tierra; a: Tatitud; w}, W, influencia

cel viento en la superficie libre del agua.

2
__Y2%pa WSens

wlz_yzpa Wéos 6 cu

P {n+h} 2 p  {nth) °
W: velocidad del viento; v 2: coeficiente de las tensiones debi-
das al viento; pa: densidad del aire; p: densidad del agua; 8:55
eje x

s
gulo que forma la direccicn del vientce con el
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Fv], szz influencia de la fTriccicn en el fondo.
/2
(vi+v2) _
F~-§ NCEDE ; g: aceleracion de la gravedad, c2: coeficien-
te de Chezy.
Se emplea el método de 103 rtsxduos ponderados,
a los efectes de transformar las ecuaciones (L.z 1) @ una forma

integral.
Ponderando respecto a 6v1, 6v2 y &n rnspectlvamen

te lTas expresicnes (3.2.1) se obtiene:
[
BV] BV} 9V+

‘at +viaxl+v28x2+Fv7+Cv2%g-?+w])SV} dA =0
YA

" (3.2.2)
3\’2 3V2 gV
(x% +VTBX1PV23x/ Fv,- Cvl+gax2 Wy)av, dA = 0

= LA
> a(Hvy) a(hv,)
on, 1 2
(53—t —5x, 1 8ndA = 0 (3.2.3)
v A 1 2
Expandiendo (3.2.3) se tiene:
3y 3V
37] ] SH 2 H o]
(578 nthss—8ntv so—dnthz=S6n+v,ms-sn)dA = 0 (3.2.4)
A 9t Xy 19X Xq X, 2% X5 i

Recordando que si f(x) y g(x) son funciones con-
~tinuas, con derivadas primeras contTnuas en el intervalo [a.b],
resuita:

22
“h
-
bew
[-%
2

. "‘ b ‘ b b
| fx) 28] gy = f(x) g(x)i - r g(x) (3.2.5)

Ja a Ja

Aplicando (3.2.5) a cada uno de los términos de
(3.2.4) con excepcion del primero, se deduce la sicuiente ex-
presion para la (3.2.3):

(8N _uy 980y 880y
} EEA “VTax] HVZ@X?)°A+

HY_6ndS=0 (3.2.6)

C"""""‘J

51
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A continuacion resulta conveniente expresar{3.2.
2) y (3.2.6) en términos matriciales:

) r R
§v, 0 2.0 vl vy 0 Vst Vot F
[ i } {ac . } Ji ]% dA+ [ 1 } { }ox] Zax2
0 6v2j 0 — | > y

e LY Lo svp]l v -0
J A A g
c 2 || YT [ [ouy 0 “if.iw
X}l v, 5 dA + % | | dA = 0
2 B 3 0 Ov, | N (

v"f
i i [ 1l
3 56 26 , S
j [en] [ 3% ]{n}dA+QJ {~3;?‘(n+h) '3;%-(nvh) Oﬁvvz%dA+
A A | [nj
"
+1  [en]l(nth)v 7dS = 0 (3.2.8)
vs

Suponiendo que el dominio de integracion ha sido
discretizade, el paso siguiente consiste en evaluar las matri-
ces de un elemento; para cumplir esta etapa se emplearan las ex
Presiones {3.2.7) y (3{2.8). |

Se considera que el elemento elegido tiene "n" nu
dos; en consecuencia se toman las siguientes expansiones para
las incognitas:

'.—Tln

Vi = ?T ¥

Vo= ¢ ¥y , .
_ ¢)T n (3.2.9)

no=¢ o

ho o= e b



donde:
¢ = (o, ¢,
1
Vo
e eVip o
:n
1'
n 2.J

fl

1

1
Phos
n
[}
! 1
n_ hz
én
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£E1 superindice T indica un vector transpuesto.
Las funciones ¢ son denominadas funciones de in-

n

terpolacion o de forma y son conocidas. Los vectores g?, Voo
Dn contienen los valeres de las incognitas en los "n" nudes del
elemento ¥y son descenocidos.
Sustituyendo (3.2.9) en (3.2.7) vy (3.2.8) se obh-
tiene:
r Bvh a7
n,T, | T ~1 n,T Tn t n
8y (j g dA)gg— + ¥yt (| ¢ ¢ Yy ~x]dA) vyt
A A
T by T T
5T n, L n n, it
+ oY) <} L (j F g dh) v7 +
VA A
T
8¢
+ av?’T(C(‘ ¢¢TdA) v? + 6v?’T(g ( ¢ §%udA)nn +
S A R
A A
" 63?’T(J¥w}gdﬁ) =0 (3.2.10)
A
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0T T Y f T, o T, on
3 -~ LA ! s ol
5y} (j 49" dA)sps + 6 (~cl 2o dA)yY 4
A up
1 ; T
o¢ 2¢
+6E§’T([‘ o o'y 3§;GA)32 +syp T ( o ¢y 500G
JA VA
N T
n,T [ T n n,T 0% n
T8V, (j Feo dA)v, + 8v,° (g ?§§§dA)” o
A VA
s 1 .
+8yp7 (| WygdA) = 0
A
f Bnn 36 .
n,T T ~ n,T,_ L 6T, n Ny, 1 W0
81 <j g9 dR)gp— + 617 Rt R
A JA

-

i"\
i d, 4ds) = 0

&l qu )
+ Gnn’T(-J = @T(gn + g”)gTdA)gS +63n*T(
U
A S

(3.2.11}

Teniendo em cuenta que &vy, svp y 6n tienen com-

ponentes arbitrarios, las expresiones (3.2.10) y (3.2.11) pue-
den colocarse de la siguiente manera:

- - o~ ¢n"* ~ \ . 1 e - n -
Mto0 o0 ¥ AythytB M &4 ¥y
H 'n - 1 . ,: n X, K"
g M 0 J¥p > LM RythotB  Gyh < vy > o
0 ¢ W ﬁn ™ No 0 n"
L - b - " " . e -
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L4 0
+ < }1!2 > o= d 9 >
|3 0] S
dende:
C: coeficiente de Corio?is H M' = QQTdA
VA
2 24 1/2
T T .
[dy™ ey ]
B= ' 00 dA -
- c £Q~n+h“) T
A n
3¢ ' 3y
- Tn . - T n .
51“‘J\ A T dAs Bp= 4 gy adeA
A A
r 2! [ 2T T n
€179 taxdh s Gy gj by-dhs Ny= -1 ¢ (n
JA 1 A 2 A
/
3¢ 9%
+ M o Tda; sz-[\ o (" + g“).é.zg o LdA
W = y%a Y2cosH sdA - W e y20a Wlsens
= T o 3 Ho =
A Ei(ﬂn+bn> 2 A §R3n+5n)
Q =} g, ¢ds
S

(3.2.12)

¢dhA

En definitiva, condensando Ta expresion{2.2.12)

se cbtiene, para un elemento:



5C

1O

+A(Q)Q +P =0 ' (3.2.13)

1%

E1 paso siguiente en 1a formulacidn del método
de Tos elementos finitos consiste en ensamblar la ecuacion{3.2.
13) para todos los elementos del continuo y. ap11car las condi-
ciones de borde correspondientes, f1naimenue;se ilege a la si-
guiente expresion matricial.

‘TTLGL+ A (R) Q.,+ =0 - (3.2.14)

donde:

M =T (xq.%,)
representa el vector de las incognitas (v1,v2,n) ?9 {x
representa el vector de "cargas"(en general deb1ao a la QCC16ﬂ
del viento); g, representa las derivadas de Tas velocidades y
elevacion con respecto al tiempo;=2?ﬂ%>=£z(x1,x2,t): matriz que
contiene los términos no lineales, efecto de Coriclis,friccion,
etc.

representa la matriz de masa globa1 ; 0=0,

En 1o que sigue, y para evitar la -roiiferaciﬁn
de simbolos en Ta notacion, se SU“OndTa gue la ecuacion{3 2. 14)
viene dada por la (3.2.13).

3.3 - Elementos trianguiares

3.3.1 - Introduccion
Para evaluar las matrices de 1a expresion (3.2.13)

‘es necesario escoger la forma geometrica que ifendran las subre-

giones en que se divide el continuo.

Uno de Tos elementos mas empleados en preblemas
bidimensionales es el de Terms triangular el que puede tener nu
dos en los vertices, en puntos intermedios scbre sus lados y e-
ventualmente en puntos interiores.

E1 triangulo es una forma geoméirice simple y
versatil, que permite representar dominios de intesgracion geome
tricamente arbitrarios, y permite aproximar bordes curvos por
medio de po?fgoma?es, aspectos wmuy Trecuentes en 195 problemas
de Hidrodinamica, 1o que ha determinado su empleo intensivo en
ese campo.



3.3.2 - Coordenadas triangulares

A los efectos de presentar las relaciones basi-
cas correspondientes a coordenadas triangulares se examina Ta
figura 3.3.1.

area del trianguio jkP

Al
i ,, ¢
Y4 Aj: area del trignguio kiP
A% Ay: area del triangulo ijP
/ -
n 5/ \ A : area del triangulo ijk
Yp — Ai\§ 1, m, n corresponden a 108
L, L TN L , -
i R~ puntos medics de 10s
NMTE . lados ij, jk, k1 res-
i 3 pectivamente
: - X
X
p
Fig. 3.3.1

Para un punto P cualquiera dentro del triangu
1o o sobre sus lados, su posicion queda perfectamente definida
en base a las coordenadas triangulares:

= As . = A- = \
L-i - 1/;\ ] Lj = AJ/A 3 Lk = Ak/A (3.3.2»1;

Siendo A = Ai + Aj + Ak, resulta:

Lj + Lyt =1 (3.3.2.2)

Los valores que las coordenadas trianguiares ad
guieren en los puntos caracteristicos son:

Punto L j Lk

]
-

O~ O O i
N
o

1
1

™o

1/2

L
0
1
0 1
/
/
0 172

T3 s R G ke
el

172



En el baticentto L]=L2xL3: 1/3

Haciendo xp = % N yp = y, se pusde estable~
cer Ta siguiente “elac1on entre cooroenadas cr1angblares y car-
tcs1aﬁas de una manera general

L xAn:1 la +B_X +6 ara n = i,j,k g (3.3.2.3)
nA 2& | 'n""n n Y| Par e U
donde
Ry=X 3y ey 5%y Rg=xd =%k AR5 57%3Y5
3'i= yj...yk 33: ‘yk“‘y'i Bkz .Y-i—x"]
6{” kaj 6j= Xi-Xk 5k3 Xj“xi

Las coordenadas cartesianas en funcicn de las
coordenadas triangulares vienen dadas por:

X = XiLi + Xij + XkLk
(3.3.2.4)
y o= yiby H gl toady

Para calcular el area de un triangulo pueden uti
lizarse cualqguiera de las siguientzs expresiones:

1 _ ] i
A=5(8, ~B 38 )—~(8jak-ekaj)~-2-(sksi BiSy) (3.3.2.%)
Si se tiene una funcion f = f (Lys Lj, L), se

puede comprobar que:

5f_1 3 L
3XZh L fn 300 no= L.k
(3.3.2.6)
n

Para integrar sobre el arca del triangule, debe
tenerse en cuenta la siguiente formula:



H { { )
LEL) L da = st o (3.3.2.7)
A J X (res+t+2) .
Cuando se integra sobre -una 1inea (un lado del
triangulo) es Util la expresion: B
r o,k _ rik!
( Ly Lj dS = GATIDE %43 | (3.3.2.8)

Js

3.3.3 - Elementos triangulares de primer orden

~ Se definen 1as;in06gnitas en cual
{VlkL quier punto del-elemento en fun-
k Vo ¢ion de las incognitas en los
Lﬁkj puntos nodales(Ver fig.3.3.3.1).
) . Asi
1?1. va .lv]j§ Visty Vygtes Vgt Vi

n =¢. ﬂ.i +¢J nJ- ’*"f"k T!k
(3.3.3.1)

La expresion (3.3.3.1) debe ser tal que cuando
se aplica para las coordenadas de un punto ncdal, el resultado
debe ser justamente alAvaTor de la incognita en ese nudo; por
esa razon las ¢ son denominadas funciones de interpoiacion y es
conveniente definir]as‘en terminos de las coordenadas Li’ Lj y
Lk’ Puede observatse, tal comoc se aclaro en el Cap.I, que se
emplean magnitudes con significadoc fisico como parﬁmetros inde-
terminados en la expansion de las variables.

| Es facil comprobar que las funciones lineales
correspondientes a (3.3.3.1) son:

vor Ly Vaytly Vasthy Yoy (3.3.3.2)



De {3.3.3.1) y (3.3.3.2] se concluye que:

\ ,n‘”
1 ¢ 0 0 ¥
T n .
< ¥, pos 0 ¢ 0 q Yo 2 ‘ - (3.3.3.3)
N o 0 T " |
donde
¢T¢{¢ s .3 = {L., L. L.}
i J k® i J k’
nT nst | T
. s b PO | B -
Y170V Vi Vi s Yp E vy vpy Vaud s onn slng g o)

Para el calculo de expresiones que contienen las
de?ivadas de ¢ debe tenerse en cuenta que:

ag ' oL, oLy Ly g

= - : 1 T o m A
%" U3% 5X 7x 7 7R (B By B tap B (3.3.3.4)
“¢T oL oL alL
] d + : 3

= ot ! LS S S Y
sy oY oy 2y 2A 17 k 2R~

Ctro aspecto que merece atercion es el catculo
del vector de cargas equivalentes. Se estudian 1os siguientes
€casos: '

'a)Fuerzas de volumen constantes apliicadas sobre el elemento.
Seah w] y NZ fuetzas de volumen constantes aplicadas sobre el
elemento "e" segun las direcciones x e vy respectivamente. E]
vector de cargas equivalentes segin la direccion x, gi, viene

dado por: ' -

r i PJ JL1] A j1l

PE= U, J gdA= W, J }¢ ;o dA =y i L, f A=g W0 "

’ it Rty ] L1
(3.2.3.5)

donde A es el area del elemento.
[ste tipo de accion representa en 21 problema ce

aguas “po*e profundas® 21 efecto del viento.
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De Ta misma manera se demuestra que:
- - . .
!

! i

s 1oy
L]
donde E? es el vector de cargas equivalaentes’ del elementc "e"en
la direccitn Y.

Pt =

W
~y

3.3.3.6
) ( )

3 |

5,
>

Como las cargas de volumen estan dadas por uni-
dad de area, por tratarse de un caso bidimensional, las expre-
siones (3,3.3.5) y (3.3.3.6) indican que scbre cada nudo debe
aplicarse 1/3 de la carga total.
b)Fuerzas distribuidas, aplicadas sobre un lado.

£l vector de cargas equiva]enteé en este €aso
viene dado por:
= e , .
¥ J‘ ¢ qnd, (3.3.3.7)
A4 >
. % Ak
// Se supcne que la carga esta aplicada
/ sobre el lado ij {Ver fig.2.3.2) y que
i/ j -1a distribucion es lineal, es decir
J que se usara la siguiente expansion pa
q 1q. “a & .
1{“”w#’#‘”,w,,»—ﬂ 95 ra g.:
Fig. 2.3.2 G, =4 g (3.3.3.8)
donde:

Sustituyendo (3.3.3.8) en (3.3.3.7) y teniendo
‘en cuenta gue sobre el lado ij es Lk =0 vy Gy = 0, se obtie-
ne:

1 1
N T ? q1 - ? qJ
E; = J 24 945 =2;5 %5 95 * 39 ¢ (3.3.3.9)
S 0
daonde: ’

i T

i!e <

E;: vector de cargas equivalentes en el elemento
reccion y.
zij: longitud del lado ij.

Este tipo de eccion representa en el preblema de
aguas "poco profundas" la entrada o salida de flujo en el siste-

ma.,
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Si la carga es uniformemente distribuida, es de-

{]

cir gue q; G5 = 4 se tiene:

Il
e::l : 3.3 0
By = 5 a4 &5 L ; f S (3.3.3.10)

3.3.4 - Elementos triangulares de segundo orden

Las incognitas -en cualquier punto

V]kz del elemento se colocan en fun-
k ‘LVZk;> cion de las incagnitas nodaies y
V?n\ Ny ) de funciones de interpolacion de
Voo @ 1 v]m} segundo gradc. Asi, por ejempio:
n v2m}#
n = ;
L Ny /- V19T VT Vgt Yt
. i
(Vli i {V];\ 4y Vi n Vinton Yin '(3’3'4°]3
Voi (”1£\ idv, s
* v f ! zgg donde:
n.i 24@‘ kn‘ J
ng, J = - =
5 / 1 95 Li(ZLi 1) ¢, tﬂfLii.j
Fig. 3.3.4.1
¢j=Lj(2Lj~1) ¢m=4Lij
¢k=Lk(2Lk“!) dy=dl, Ly

De la misma manera se definen las otras incogni-
tas (v2 y n}.
En expresiones que contengan las derivadas de ¢

~debe tenerse en cuenta que:

T
° 1 T ! 1 .7 5.5.4.9
5% S 7K 8 ¥ Sy &'y {3.3.4.2)
donde:

A{ area del elemento
~§: {51 Bj Bk}; é"‘ {5.3 53 Gk}
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4L, -1 0 0 Ly 0 4L,
v = 0 4L 0 4L, AL, 0
0 0 -0 ALy AL

8 J—

Para el calculo del vector de:cargas equivalen-
tes se consideran dos casos: |
a) Fuerzas de volumen constantes aplicadas sobre el elemento.
Siguiendo el mismo esquema que en los triangulos
de primer orden, se tiene: |

¢’f "O
¢j 0
¢ 0
P“.:wrcpd;:\:w [) % da = By < > (2.3.4.3)
SO ]J » 31 1
A A *
$m 1
¢ 1
b n.—- L. e
De igual forma se demuestra que:
" o
e
A 0
pe = Ly < 3 (3.3.4.4)
~y 32 1
1
1
donde:
w] y Wy, son fuerzas de volumen constantes por unidad de area,

aplicadas al elemento "e" segin Tas direcciones x e y.
k: area del elemento
P ¥ By
las direcciones x e y respectivamente.

o Las expresiones (3.3.4.3) y(3.3.4.4) indican que
debe aplicarse 1/3 de 1a carga total en cada nudo intermedio,
siendo nula la carga en 1os nudos extremos.

b) Fuerzas distribuidas aplicadas scbre un lado.

vectores de cargas equivaientes del elemento "e® en



L

i E1 vector de cargas  equivalentes
esta dado por:

n m J‘gan ds (3.3.4.5)
S

» - Se supone que la cargs esta apli-
cada sobre el lado i j (Ver Fig.

: ‘
Qi{\N\\k\ q, 3.4.2) y que la distribucion es
— -qj caadrgt?ca, es decir que se usa

la siguiente expansion para §n:

Fig. 3.4.2 - T 4
qn = ,4,},‘ g - (3.3-4.6)

donde:

o

Ha)
.
Laan]
L
-t

95 9 9, 9p 9!

Sustituyendo (3.3.4.6) en (3.3.4.5) y teniende
en cuenta que sobre el lado ieJ es Lk =L =L =0y

qk = Qp = 9, = 0 se EPtiene: _
2 1 ]
T5 %47 30 957 185 9°
] 2 1
. . 30 94T s 9 7 ¢ ( |
P> = G dS=2.2.,<" > 3.3.4.7
~y S~~ 9 i3 o , ‘
1 1 8
qu1+"i—gq33""‘5’q9
0
0
donde:

R;: vector de cargas equivalentes en el elemento e segin 1a
direccicn Y.
bigs longitud del lado isj.

Si la carga es uniformemente repavtida, es decir

que q. = g3 = g, = g, SE tiene:
i <
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At o)

(3.3.4.8)

H
&
01__1
»
-l
=
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A
SO B D emd e
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3.4 - Esquemas de integracion numérica

3.4.1 - Introducion

Teniendo en cuenta que los problemas caracteris-
ticos en sistemas de aguas de poca profundidad re]ativa‘ envuel-
ven cientos de puntos y que lcs limites de integracion pueden ser
amplios (por 1o menos un ciclo en caso de mareas), resulta esen
cial la eleccion de esquemas eficientes y estables para integrar
en el tiempo.

Los mds usuales son los siguientes:
a) Metodos de Runge-Kutta o metodos de un paso{one step methods).
b) MEtodos del Predictor-Corrector o método de Pascs multiples.

(multi-step methods); .

c) Esguema trapezoidal (trapezoidal scheme).
d) Esquema de Galerkin {The finite-element in time).

Cada uno de estos metodos tienen sus ventajas Y
desventajas, de maneré que convienes estudiar este aspecto con
‘mas detalles. . |

3.4,2 - Metodos de Runge-Kutta y del Predictor-Corrector
Los criterios de comparacion de ambos métcdos pue

den resumirse a los siguientes:
1.~ Necesidad de un proceso inicial.
2.- Facilidad en el cambio de intervalo.
'3.- Orden del método.
4.~ Numerc de evaluaciones de la funcion por paso.
5.- SimpTicédad.
Sobre estas bases se pueden anaiizar las ventajas
relativas de uno u otro metodo. '
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La utilizacion de los métodos de Runge-Kutta o-

frece las siguientes ventajas:

1.-

sgnt
‘]0

3.

giere la posibilidad de combhinar ambos segln el esquema

Como no utilizan la informacion calculada previamente (solo
se requiere la informacion en un punto),
solos

"arrancan" por si
» €s decir que son auto-iniciables-,
Como "arrancan" por si solos permiten mudar facilmente
intervalo.
No requieren iteraciones

| Entre las desventajas se pueden mencionar:
E1 orden es bajo y fijo(Una version de Runge-Kutta de orden
p coincide con el desarrollo de 1la funciBﬁ en serie de Tay-
Tor hasta los terminos at?, donde Eilo
ob11ga a escoger intervalos pequencs para 11m1tar el error
de d13cret1zac1on {que por otra parte es dificil de
arj.
E1 numero de eva?uacwon@s de la funcion en cada paso es gran,
de en comparacion con otros metodos (en el meétodo de Runge-

s).

E1 emp]eo del método del predictor-corrector pre

de

]

at ec el intervalo).

evalu~

Kutta de cuarto orden se rﬂquiehen cuatro evaluacicne

a las siguientes ventajas:
Utiliza sclc una evaluacion de la funcion en las
explicitas (predictor) e (I+1) er Tas implicitas(corrector)
I iteraciones.
Formulas de orden elevado no elevan el esfuerzo computacio-
nal. |
Se puede obtener una estimacion del error por
durante el proceso computacional.

Los
son autoiniciables

formulas

con

truncamiento

incoenvenientes son:
No
La variacion de at es dificil y exige el uso temporario del
método de Runge-Kutta.
Requxere 1t4“ac1ones.

La naturaleza complementaria de ambos metodes su
sigui-

ente:

1.~

Iniciar la solucion con

minay 10s primercs puntos

funcion del orden gue s& us
q
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rector en T0S pasos subsigvientfs.

2.~ tmp]ear una ;orwu]a de prPGTCtOf"”OPFeCtOF para calcular
10s puntos subsecuentes.

3.- Si el numero de iteraciones en el corrector es excesivo pa-
ra obtener 1a prec151on deseada o bien @l errer de trunca-
miento es grande, reducir el tamano de?:znterva!o;caco con-
trar1o se puede aumentar?o

4.- Para cambiar el intervale debe considerarse el Gltime valor
ha]]ado que fue suficientemente p"er1so como punto inicial
y re1n1c1ar 1a solucion a 3art1r de ese punto usando un me-
todo de Runge Kutta tal como en 1.

5.~ Calcuiar el error de tiruncamiento y sumarfo al va]or otte-
nido.

A continuacion se describira como se debe apli-

car 1os métodos mencionados previamente a las ecuaciones de a-

(6),(35)(36)

guas “poco profundas" Para tail fin se coloca 1l¢

ecuacion (3.2.14) de la siguiente forma:

*

Q = F (t,0) (3.4.2.1)
donde Q = Q[vl(xl,xz,t),vz(x1,x2,t),n(x],x2,tﬁ;
E1 método de Runge-Kutta de cuarto orden se pue-

de ap?ucar segun el siguiente algoritmo:
A]gor1tmo 1:

1.- Se elige el intehva1o At.

. 2.- Para j =0, at, 24%t,... se calcula:

toxa, t = t.+at;
J+At N
%o = Q) A%t At

= . M = . . ___.2 \’

_ st G Cera e . :
Ky = F(t;+ 2=, Q?%‘ K2)s  Kgq = F(tjeat, Qy+et.K3);
Quw. . = Qi+ A4 4 2K+ 2K+ Kg)

J*tat i 6 1 2 37 M

Ei metodo del p"edictor corrector de cuarto or-
den, emplieando el predaccor de Adam-Bashforth y el cu‘:eciur de
Adam-}oulton, se aplica & la formula {3.4.2.1) segin el siguien

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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te gc tmo:

A]qor1t 2:
1.~ Se elige el intervalo Aty elorden p = 4at
2.~ Para j=0, At, 24t se calcula Q con =1 metodo de Runge-

jrat -
Kutta de cuarto orden {Alg Grltmo 1)~ Luego se determina:

#

t,=a; Foef(t o Q )nv
. i Y _50
Lient=tytat o Finat T yuae > Qguned =7 Fipar
Ke - K-=ato o K-At ;o .
\Y Fj'l‘ﬂi"v rj\;‘At v Fj, "\ "'Atga...s\;}”bAt
3.~ Pata Jj=3at, dat,... se datermina
tj+At* tj+5t
Q(O) =Q .+At 3§t ¢, vNF (Predictoyr de Adam-Bashforth)

donde CK = {1;1/2; 5/12; 3/8}

Qlo} Yo plo)

(0) g/ -

rj+AtM}{tj+At’ 1+At) Fj+at

K- (0) K-at-(0) _ ,K-at-(0) v . 93 -
v J'Hf\t v Fj'!'At v FJ s K=at, 2201, 3at, 44%

dat K

0l1) 2q.4at 1 a x{F‘?

ri iteracion del corrector
Viaat=0y o K jeat (py mera iteracior ! Y )

donde: 8 ,= {1;-1/2;-1/12;1/24;19/720};

K

4.- Para 1 =1,2,....,I-1, se detetmina:
(i) _
FJH:\* r(u

(i+1) .4 (3)
jtat QJ+A7+ 7?§At{F3+A‘ 3%At3
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e K-At,. K-nt
VU aatTY T itV R

K=at, 24t, 3at, 4at
Resumiendo:

Del algoritmo 2 se concluye que 1la formula del
ptedictar, en términos de G, viene dada porﬁ

’

.
~

d,) (3.4.2.2)

Qerant™t+3at? ?ﬂ(550t+3at 59 QC+?At+ 37 Qt+¢t"9

.

donde Q esta dada por (3.4.2.1).
‘ La fﬁrmula del corrector es:

= . At " . . o4
Qrant™eraat™ 7202 Quagatt?® Qeusat™® Qpazat™Qang) (3-4.2.3)

Para los sucesivos valores de Q en el tiempo el
predictor es usado una sola vez. EI va1or de ét+4&t requerido
para el corrector se encuentra usande Ta ecuacion(3.4.2.1) y el
valor Qt+4At del corrector ya evaluado. Si se consigue la con-
vergencia deseada el proceso continta prediciendo el valor de
Qt+bAt Si el criterid de convergencia no es satisfecho,> otra
solucion es obtenida para la ecuac1ow(3 .2.1) usando &1 wvalor
hallado del corrector para formar el miembro derecho. Los valo
res del corrector son empleados en este d1timo preceso hasta que
la tolerancia deseada es alcanzada.

Se puede probar que cuando mas pequeno sea el 1in

tervalo, mas rapido converge el método,y no se requeriran  mu-
chas iteraciones en cada paso, en cambioc serin regueridos mu-

.chos pasos. Si se escoge un valor mayor del intervalo habra me

nos pasos, pero mas iteraciones por puntos.

Existe una fuerte evidencia empirica que el nume
ro mas eficiente de iteraciones es dos{con €sto se obtiene el
minimo tiempo de computador).

) Este m&todo converge mas rapido y es mas preciso
que otros {trapezoidal, Galerkin), pero tiene el inconveniente

que requwert mnayor almacenamiento. Por otra parte su estabili-

dad estid condiciconada por el intervelo de tiempo at {la estabi-
lidad esta determinada por la ecuaci ion del corrector  solamen-
te).
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3.4.3 - Esquema tPapQKOiddl

(6

s

»{36) cuenta entre sus
principales ventajas la simplicidad de su aplicacion y la esta-
bilidad, 1o que permite elegir intervalos de tiempo mayores que
en el caso de los métodos explicitos. Con.todo, la existencia
de términos no lineales limita el tamano de 4t y exige el uso
de un proceso iterativo. Durante las iteraciones puede inclu-

E1 esquema trapezoidal

irse un coeficiente de re]agac1on para acelerar la convergencia
1a cual puede definirse por el cambio de poercentaje en 1a norma
Euclidiana para la elevacicn n y las velocidades Vi Y Vo

Para deducir la formula de recurrencia se asume
1a siguiente condicidn: :

Qt.*.at gt - 2 (Q'{:+At + Qt) (0.4.3.])
donde:
§t+At: valores de las incognitas en el tiempo t + At; no son co

nocidas.
gt: va?ores de Tas incognitas en el tiempo t, que se suponen co
nocidas.
Sustituyendo (3.4.3.1) en (3.2.14) se tiene:

2 - A v
[""E i”’""(Qwat)] prat™ Reeat™ Qpt T M Qg (3.4.3.2)

Aplicando (3.2.14) en t = t se obtiene Ta formu-
.la de recurrencia final:

2 g _fZ ¥ .
[‘“t' MR ppe) | Qpage= o7 HoR(0L) | Qe R Ryyy (3.4.3.3)

La expresion (3.4.3.3) debe resclverse, en pro-
blemas dependientes del tiempo, por medic de un proceso itera-
tivo. Se distinguen Tundamentaimente tres esquemas:

Esquema T1:

Partiendo de la expresidn {3.4.3.3), se obtienre:



1

b5

n»] - At AL,D ' n
" (3.4.3.4)

donde n se refiere al numero de iuerac10n
En (3.4.3.4) los terminos [N],y {[M- t)] Q.-
2 (P +Pt+At)} permanecen constantes durante el proceso itera-
tivo; por otro lado {M] es una matriz simétrica.
|  Los pasos a seguir en las iteraciones son los si
guientes: | Ai
1- Estimar 9t+At 0 usar gt y calcular el miembro derecho de 1la
ecuacion (3.4.3.4). *
2-‘Proceso de sustitucion inversa ("back substitution") para cal

cu]ar Q'gjﬂ'i_

3- Calcular el miembro derecho de (3.4.3.4) con Qgiét(ccmputada
en el paso anterior)

4- Retornar al paso 2 y repetir Tos pasos 2 y 3 hasta quegﬁilt;

92+At‘
A los efectos de ace]erar 1a convergcnc1a se pue
de 1ntroduc1r un factor de relajacion.

Nota: Resulta conveniente destacar que solo los teérminos no li-
neales necesitan ser computados en cada iteracion; el res
to puede ser almacenado o incluido en la ecuacicn origi-
nal de 1la sfguiente forma:

*

2 n+1 2 i ] n a0
'[ﬁM+E]Qt+At {[ K- ﬁl(‘Qt)JQt“Et_Et-i-At’”[é‘, (Qte-At)}QtMt

(3.4.3.5)
La expresiﬁn original de partida para deducir

(3.4.3.5) es:
MQ + AMQ)Q +KQ+P =0 © (3.4.3.5)

donde A'(Q) contiene los termines no lineales.

. ‘M e
La matriz [“: + g} no es simetrica.
v it :
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Esquema {1:

Se emplea la formula trapecial en su forma nror-

mal:
ZaenQl (o ( H-A(0,) [0, -, Py (3.4.3.7)
t+At/ | 2t+At” t Py “tH#AL T
Para el esquema iterative seprocede segiin estos
pasos:

1- Estimar el valor de Q. ., o usar Q, vy calcular el miembro iz
guierdo de (3.4.3.7)(paso n=0).

. . ¥
2= Resolver el sistema de ecuaciones para calcular Qn !

T+AL
3- Reformar el miembro izquierdo de (3.4.3, 7),usaﬁd0 init(‘aiu
culado ern el paso anterior)
4- Retornar al paso 2 y repetir los pasos 2 y 3 hasta que Qgiltf

-y

Qt+At
4 2 A n cimptrica
La matriz [ﬁ%@ = A (Qt+At)_ ne es simetrica.

Esquema III:

En el caso de buscar una solucion estacionaria,
se puede asumir A(Qt+ﬁt) g(Qt), Ya Qquc en ese ¢aso ("Steady
Stafe")resulta Qt At Qt E1 inconveniente que agquj se presenta
es que son necesarics muchos intervaiocs de tiempo para alcanzar
el estado estacionario, pero tiene la ventaja do qGue no se re-
quiere iteraciones.

Un esquema que también resultu adecuado en estas
circunstancias, ya -.que presenta ventajas en la aplicacion de
“las condiciones de borde y en el montaje del vector de “cargas®
(el miembro derecho), surge de colocar la ecuacion (3.4.3.4) de
la siguiente forma:

OGRS {{A P L AT (0 0 000 *Prang) |} (3.4.3.8)
( “t+At ~t)w t *tJ L_ VKL b At 7St ept "'t"f’f_\i'-_l NI

3.4.4 - E]1 esquema de Ga]erkin(15)

E1 punto de partida es 1a ecuacion(3.2.14}, ex-
presazda en i1a forma:

M Q+ AQ)Q +P =0 (2.4.4.1)
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At

Fig. 3.4.4.1

Se propone -para ¢ 1la swgu1entef'exganswon Tineal
(Yer fig.3.4.4.1):

Q = 0, (1- gf).+ 0 o5 (3.4.4.2)

donde:
Q,: valor del vector de incognitas al final del intervalo de
St ‘ A

tiempo.
Q,: valor del vector de incognitas en el punto inicial de t.
Q : valor del vector de incognitas en O<tzat
Pob otra parte:
= - L 4
3 ‘l 5
Luego: Q = (0 - Q) =F (3.4.4.4)

La expresion de Galerkin (en el tiempo) puede es
cribirse de la siguiente manera:

At
J‘ (M Qs A(Qy)Q+Pgd gf dt = 0 (3.4.4.5)
0 |

Sustituyendo (3.4.4.4) y{(3.4.4.2) en (3.4.4.5)se

obtiene 1a formu!a de rpcurrenc1a(xls,%» A T S T AR
PR /\Ji ~~j;; Tt o~ Qe viastioweo gl om0

P

(M+ %At 6)9tx[¥* %ﬁ Q(QO)}QO-EtAtﬁzvnfoﬁtyf (3.4.4.96)
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, Las matrices A y P ceben fermarse “con les valo-
res de Q obtenidos en el pasoc anteriar. -
| También en este esquemé es necesafio un procesc
itetativo semejante al usado en el métqdo trapezoidal y para a-
celerar ia convergencia pueds usarse um cogficiente de re?aja~
cion. La tentativa inicial es sucesivamente corregida por el
proceso de predecir una nueva solucion Qn+] comd una funcion
pdnderada de'las iteraciones previas Qn y an1. Asi:

" s W s (1w M) " (3.4.4.7)

donde w es el cceficiente de relajacion, usade a los efectos de
acelerar la convergencia. ]

La formula (3.4.4.6) se coloca de 1a siguiente
forma (Se hace Q; = Qt+At y Q =‘Qt):

v :
n+1 At - n .
y obil = [n- 4% a0p)]e, Y &t} 2ot AM(0y,, )00, (3.4.4.8)

En (3.4.3.4) y (3.4.4.8) las matrices M en el
miembre izquierdo son ensambladas y triangularizadas una sola
vez. Esto significa que la reso1ucwor implica formar el miem-
bro derecho, modificar este vector para cons tituir el sistema
tr1angu1arizado or1g1na1 y mediante la sustitucion iavers a(back
substitution)se completa la solucion.

3.5 - Aplicacion del metodo de los elementos finitos 2 la forma

simplificada de las ecuaciones de aguas "poco profundas
Las ecuacicnes simplificadas para aguas de poca .

-t

profundidad relativa con sus correspondientes condiciones de
borde est@n expresadas por (2.5.11) y (2.5.
Aplicando el metodo de Galerkin se cobtiene:

i
(224 2y yysyan= | peyas (3.5.1)
{

2
A Bxi axz U

Intﬂgranao por partes dos veces el miembro iz~
quierdo y opcrando, resuita:



n
|

¢ 8 a8 3 35
A

A

Usando para la funcion de corriente ¥ una ex-
pansion del tipo W=QT %n » donde ¢ contiene las funciones de
interpolacion y y” 1os valores nodales, se 1lega a la sigui-

ente expresion:

| T 34T ~ ' .
n,T 3¢ . 3¢ J, n,..n,T f 3
A J [(ax] ax]) (axz axz) dR)y ¥se (] wedA) = 0
A Ja (3.5.3)

La (3.5.3) se puede expresar matricialmente en
forma compacta de esta ferma:

K"+ P =0 (3.5.4)

La (3.5.4) es la ecuacion para un eiemento. En-
sambiando y aplicando las condiciones de borde se Tiega final-
mente a la expresion:

KY+7P-0 (3.

FaY SR o ¥4

(&2

.5)

Resolviendo (3.5.5) se obtienen los valores de
la funcidon de corriente v, y 2 partir de ella los valores cor
respondientes de las velocidades.

| De esta manera, se consigue una estimacion acep-

table de la circulacion en el sistema en estudio( )5 (5)s (13'“]QL

(18)_
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CAPTTULO IV

Aplicaciones del Modelo de Elementos Finitos para Sistiemas

de Aguas "Poco Profundas”

.

4.1 - Introduccion &

Este capitulo tiene por objeto estu itar las carag
terist1cas y posibilidades de algunus de 163 atgorwtmos discuti-
dos en el capitulo anterior y de presentar los detalles de su inm
plementacion como parte del sistema HYDRO.

Para tal fin se incluyen diverscs ejemplos resuel
tos ya sea por el esguenma rapez idal (Algoritmo B.v.3 £}y o por
el de Galerkin en tiempo (Algoritmo 3.4.4.8), empicandose funcig
nes de interpolacion lineales en el tiempo.

Se toman diferentes valores para los distintos pa

rametros del problema (intervalo de tiempo, cceficiente de rela~
jacion, etc.)>para estudiar la influencia de cada unc de ellos.
Son tambi&n analizados los efectos de terminos del sistema de e-
cuaciones que gobiernan el problema, tales comp los de tipo con-
vectivos, friccion en-el fondo, y aceleracion de Coriolis.
' Son presentades, por Ultimo, algunos comandos del
sistema HYDRO a travgs de su aplicacion a un problema sencillo,
con el objete de mostrar la simplicidad de su QtiEizaciBn y las
facilidades que brinda.

4.2 - Ejemplos de apiicacion del modelo

7

Qe procede a sawu?ar el movimiento del fluido por
accion de una oscilacion forzada (ueb1qo, por ejemplo, al efecto
de la marea, en un canal como el indicado en la figura 4.2.
cuya solucion analitica es conccida.

Se trata de un canal rectangular de 50m x 15m, a-
biertc en un extremo y cerrads en el otro, ¥ se intenta represen
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tar la prepagacion de una onda sinusoidal sin amortiguamiento.

X
2 L V2=0 N
I
nzn(t)i ) v,=0 ! 15m
i V2=0 | i ;X]
¥ 60m A
Fig. 4.2.1

Las condiciones de borde del

prioblema son escogi

das de manera que no haya movimiento transversal, y vienen da-

das por:
= a senct
v, = 0
i
\,'2*0

X'l = O, 0<X2<]5,
Xy = 60, 0<x2<?5,
0<x]<60, Xo= 0,15,

Suponiendo gque no se tienen en cuenta los

t>0
t>0 (4.2.1)
t>»0

efec-

tos de los terminos convectivos, de la friccion en el fondo y

de la aceleracion de Coriolis las ecuaciones que gebiernan este

problema son:

na onda progresiva y otra reflectiva {(VYer ejemplo 3},

AR an -
at * gax] -
av, 3
2 n
- 1+ g 0
3t ax2
5 CAR I,

°en e ——
=T +(”+h)ax] + (n+h)8x2

(4.2.2)

0

Aunque la solucion surge de Ta composicion de u-

‘considerara la onda progresiva y en ese caso la solucion

dada por las siguientes expresiones:

donde:

n = & sen(ctmkxlj

agk Cosh lk(h+x3}]
g Cosh(khn)

V']:-

solo se
viene

(4.2.3)

sen{ct-kxy)
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a: amplitud de la onda

g: aceleracion de la gravedad

h: distancia del nivel medic al fondo
k: 2 w/L

g: frecuencia angu]at = 2 /T

L: longitud de onda .-
a

7
(X3

T: periodo

Se toman como datos los siguientes valores:
= 1m; h=10m; gz]Om/segZ; c=1rad/seg. | )
En estas condiciones la solucion se puede expresar por medio de
expresiones simples: ' ' |

.6
&

no= vy o= osen(t - 0.1x35) ’ {4.2.4)

tn la figura 4.2.2 se presentan las distintas mal
las de elementos finitos que se han utilizado para sclucionar el
problema, compuestas por elementos trianguiares de primer y se-
gqndo orden. Se utiliza como esquema de solucion el ﬁrapézeidai.

En las figuras 4.2.3 y 4.2.4 se observan los per-
files para la superficie libre y las velocidades longitudinales
respectivanmente a Tos 6 segundos, con At=0.4 segs. Se comparan
los resultados exactos con Tos obtenidos a traves de la Malla 1
y la Malla 2.

En las figuras 4.2.5 y 4.2.6 aparecen los perfi-
les de la superficie libre y las velocidades longitudinales res-
pectivamente a 19s 6 segundos,., obtenidos con ta Malla 1, rero u-
tilizindose diferentes intervalos de tiempo.

’ En las figuras 4.2.7 y 4.2.8 se presentan resui-
tados semejantes a los indicados en la figura anterior, so0io que‘
obtenidos a través de la Malla 3, y con diferente valor para 1la
tolerancia en el precceso iterativo. | |

. En las figuras 4.2.9 y 4.2.10 se observan los va-
1etes de n y Vi respectivamente a los 6 segundos cbtenido a tra-
vés de la Malla 4, con At=0.2 seg y mosirando la influencia del
numero de puntos de integracion escogido para el proceso de in-
tegracion numérice, al generarse ias matrices de cada elemento.

Ejemplo 2
Se procede a simular el movimiento del fluido por
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accion de una oscilacion forzada en un canal de 90m x 15m y se
trata de representar la propagacion de una onda sinusoidal sin
amortiguamiento.

Las dimensicnes geometricas, las condiciones de
bopde y la malla de elementos finitos escoyida estan indicadas
en las figuras 4.211(a) y 4.2.11(b) respectivamente.

Las ceondiciones de contorno del problema, esco-
gidas de manera que no haya movimiento transversal vienen dadas
por:

n = vy = a senot Xy =0, 0<x,<15, £>0

v, = 0 0<x;<90,  x,=0,15, >0 (4.2.5)
2 1 2 ;

Las ecuaciones que representan el probiema y la
solucion vienen dadas por las exprésiones (4.2.2) v (4.2.3) res
pectivamente.

Se toman como datos los siguientes valores:

a2 = Im; h=10m; gm]Om/segZ; Ur]rad/seg

Con estos valores la solucion puede expresarse

por Ta formula (4.2.4).
| En las figuras 4.2.12 y 4.2.13 se observan les

perfi]es de n y vy respectivamente, a los 8 segundos; se compa-
ran el esquema trapezoidal y el esquema de Galerkin en tiempo
(utilizando funciones de interpolacion lineales en tiempo).

En las figuras 4.2.14 y 4.2.15 se emplea el es-
quema trapezoidal para obtener los perfiles de n y vy @ los 8
~segundos, cotejandose los resultados gque resultan de incluir 0
no los términos convectivos en las dos primeras ecuaciones de
la expresion (4.2.2). |

Ejemplo 3

Se pretende encontrar la variacion del nivel
del fluido respecto al nivel medic en un canal sometido a la
~accion de una oscilacion fecrzada debido a la accicn de la  ma-
rea. Se utiliza como esquema de solucion el trapezoidal.
; En las figuras 4.2.16(a) y 4.2.16(h) se presen-
tan las caracteristicas gedetricas de contorno y la malla de
elementos finitos adopntada. |

Las ecuaciones que gobiernan el sistena vienen
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dadas por la expresion (4.2.2). La excitacion externa provoca
una onds que entra en el canal por el exi“emo abierta y se re
fleja totalmente en cl extremo f}nu} que es cerrudo. La com-
posicion de la onda entrante y la reflejada da como vresultado
una onda estacionaria. ' T

Se toma la longitud del canal’ menor que la cuar
ta parte de 1a longitud de onda a los efectos de evitar la a-
parician de un punto anfidromicoc, endonde n es s&empre igual a
cero y con grandas curvaturas en las prox*Pwdades de ese punto

La solucidn analitica de este problema es(?])

0 X, sl oXy Ry
n{x;,t)=a{cos——— + tan——— sen —}sengt
\/gh Vgh \/gh
(4.2.6)
e X ox
vz(x1,t)=-a ; gn(sen M] -tan ol cos ! ) cosot
VIR VR Vel

Los datos adoptados para este caso son:
a=0.5m; h=4m; g=9.81m/seg®; L=200n; 0=0.031415rad/seq;
T=200seq; At=2.5seg

En este ejemplo se ha partido de las <condicio-
nes iniciales proporcionadas por la expresion (4.2.8).

En la f]gu”a 4,217 se presentan perfiles trans-
versales a 0 seg, 50 segs, 75 segs y 125 segs y una tablea don-
de se indica el numero de resolucicnes en funcion del coefici-
ente de relajacion adoptodo.

Ejemplo &

En este ejemplo se estudia la accion del viento
introduciendo un modo de oscilacion en un lago rectangular o~
rieﬂtado en la d1recc1ow oeste-este de 150km x 30km, y una pro
fundidad uniforme de 60m. Las dimensiones georm:af’cmca<~ y las
condiciones de borde se presentan en la figura 4.218(a) vy la
malla de eiementos finitos utilizaeda se encuentra en la Tfigu=
ra 4.2.18(b). '

Para resclver este caso se emplea el esquema
trapezoidal y 1os<da§ﬂs son los siguientes:

h {profundidad media): 60m
g(acé]eracian de la gravedad): 9.81m/seg2
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DE UN CANAL GE LONGITUD FINITA




N

W, (velocidad dei vientﬂ}; TQm/seg

vipa/p=3.2 x 1078

C (coeficiente de Cerinlis): 0.0001/seg (corresponde a una lati
tud sur de 43005'20") N

At(interva]d de tiempé):“300 segs.

T(periodo de oscilaciGn sin amortiguamiéntod: 12365.5 segs.
| Las condiciones de contorno $p resumen en la si-

guiente forma: ‘ ‘

vy =0 x1=0,150km 0<x,<30km t>0

(4.2.7)
vo =0 Gfx]f}BOkm x2=0,30km t>0

En l1a figura 4.2.19 se observan perfiles de 1la
superficie lTibre en ios nudos centrales de la swalla a los 3000
segs, 4500 segs, 6000 segs y 10500 segs. '

En 1a figura 4.2.20 se presenta la variacion de
la velocidad 1ongitudina]vv1 con el tiempo en <ciertos puntos
de Tlago. '

En la figura 4.2.21 se indica el efecto amorti-
guador que produce la friccion en el fondo. Se han usado para
tal fin valores no reales del coeficiente de Chezy(1,5,10), va
que un valor real (Chezy=50,60) no permite observar, para este
caso, tal fenomeno. |

, Las velocicades transversales Vo son pequenas y
se deben al efecto de Coriolis, el que produce variaciones latg
ra]es de la superficie libre, tal como se indica en la f{igura
4.2.22. | |

| Se aprovecha este ejemplo para indicar el uso de
algunos de los comandos del sistema HYDRO.

Tomando como base la malla de elementecs Tinitos
de la figura 4.2.18(b) los datos del problema pueden ser sumi-
nistrados al computador de la manera indicada en la hoja si~
guieﬁte. | |

Logicamente este ejemplo tiene fines ilustrati-
vos, ¥y a ello se debe su simplicidad. E1 sistema HYDRO ofrece
‘muchas otras posibilidades, existiendo ademas comandos que‘ en
este caso no han sido utilizados (tales como rotacion de wnudos,
desactivar elementos, vientos y condiciones de borde variables
en el tiehpa, etc.). | _
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Recurriendc al Manual de Sistema HYDRO podra a-
preciarse completamente su verdadera potencialtidad.

Ejemplo 5

Una aplicacion practica de!l modelo de elementos
finitos puede observarse en 1as}f€guras 4.2,23,4.2.24 y 4.2.25,
en donde se mustran los resultados abtenidos'para el Rio Guai-
ba en el Estado de Rio Grande do Sul (Brasilj.

La malla de elementos finitos utilizada, con tri
angulos de primer orden, no es muy refinada, y los datos utili-
zados, aunque son valores posiblemente proximos a los reales,
han sido escogidos arbitrariamente; como consecuencia de ello,
1os valores conseguidos solo son Utiles como una primera  idea
de 1o que en realidad ocurre. | ‘

4.3 - Analisis de resultados

Los resultados obtenidos, resumidos en graficos
y tablas, requieren un analisis a les efectos de poder usar efi
cientemente el modelo formulado.
A partir de los tres primeros ejemplos presenta-~
dos pueden hacerse é]gunas consideraciones, tales como las si-
guientes (Se toman valores promedios de las variables en las
secciones transversales): |
a) Es necesario tomar un numero suficiente de puntos longitudi-
nalmente ﬁara podér repreéentar con precision la forma de
las ondas {en el ejemplo 1 deberian tomarse por lo mencs
diez puntos). Debe tenerse en cuenta que a mayor ref%namieﬂ
to corresponde un aumento sensible en tiempo de procesamen- .
to(Ver fig.4.2.8). |

b) E1 esquema trapezoidal permite obtener resultados bastante

- precisos para las ondas en fase y amplitud (Ver fig. 4.2.12
y 4.2.13). |

c) E1 esquema de Galerkin en tiempe (con funciones de interpo-
lacion lineales en tiempo), produce inherentemente amortigua
miento y retardamiento en la fase de la onda con respecto al
metodo trapezoidal (Ver fig.4.2.12 y fig.4.2.13).

da) Un coeficiente de relajacion puede eventuaimente ayudar & a-
celerar la convergencia. Para el esquems trapezoidal 0.9
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constituye un valor adecuado {Ver fig. 4.2:17).

e} £E1 numero de puntos de integracidn que se debe tomar en el
proceso de integracion numérica para generar las matrices de
los elementos, es una cuestion que merece cuidados en caso
de que el orden de integracion sea un dato de entrada, pues
el tiempo de procesamiento es muy sensible con la variacion
dei mismo (Ver fig. 4.2.9).

f) E1 numero de resoluciones del sistema de ecuaciones algebrai
cas que el metodo de elementos finitos genera, aumenta a me-
dida que aumenta el intervalo de tiempo (Ver fig.4.2.5 y
fig., 4.2.7). B

g) Los términos convectivos pueden despreciar§é sin afectar ma-
yormente los resultados, si las velocidades son pequetias y
1a topogratia del fondo e¢s uniforme (Yer fig.4.2.14 y Tig.
4,12.15).

£l ejemp10‘4 tiene como objetivo; entire otros,
el de mostrar ia influencia de la friccion en el fondo, que tie
ne un efecto amortiguante para las variaciones en el tiempo de
las elevaciones de la superficie libre (Ver fig. 4.2.27), v 1la
importancia que la aceleracion de Coriolis puede terer en cier-
tos casos, como el del ejemplo citado, donde produce movimien-
tos transversales, a pesar de que el viento esta dirigido Tongi
tudinalmente (Ver fig.4.2.22).

Finaimente, el ejemplo 5 demuestra Ta factibili
dad de aplicar el modelo a casos reales, con condiciones de bor
de bastante complejas.

4.4 - Concluysiones

Todos los ejemplos presentados en este f{rabajo
cumplen cen el objetivo de demostrar la aplicabilidad del mode-
1o de elementos finitos para simular procesos fisicos de movi-
miento de sistema de aguas "poco profundas™, debideos a la ac~
cion de mareas y vientos.

Se han obtenido razonabies prediccicnes de nive-
les y veleocidades, para problemas les de solucion analitica

dos perfectamente compatibl

.
es en ¢itros ejem-

03

oS
Por otre lado, el empleo de Tas facilidades del



e

sistema HYDRO, torna sumamente sencilla la comunicacion con el
computador del usuaric que se propone a analizar y resolver al-
gun problema mas o menos complejo de Hidrodinamica. La poten-
cialidad de este Lenguaje Orientado para Hidrodinazmica Computa-
cional podrd ser apreciada a traves de lectura del Manual que
indica la manera de usar lcs diferentes comandos.

Queda entonces abierta la posibilidad de emplear
el modelo formulado para problemas de interes practico, entre
1es cuales adquieren gran prioridad aquellos relativos a circu-
acion y polucion en el "Rio Guaiba™ y "Lagoa dos Patos”, que
podran ser abordados una vez que se concluya gon la recoleccion
y analisis de los datos necesarios para tal fin.
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APENDICE I

@

.
P

Conceptos y ecuaciones basicas de la Yecdnica de los fiuidos

A-1.1 - Formulaciones de Lagrange y de Euler. Conceptos basicos

Algunas propiedades que inter&aan el 1 estudio
de 1es fluidos, tales como velocidad, presicnes, temperaturas,
etc, son funciones de posicion y de tiempo.

Existen dos maneras de describir el movimiento,
por l¢ que existen dos formas de expresar las ecuaciones que
gobiernan a1 comportamiento de los fluidos.

~ t=t
¢
£
-
X
3
%3
. ///f / *2
2 VLS

T Fig.A-1.1.1
En la descripcion de Lagrange, que corresponde &
Ta de un observador moviGndose junto con la particula, las va-

riables independientes son el tiempo y las coordenadas inicia-

ies &y Es deciy que una propiedad cualquiera f y las coor-

denadas espaciales x. pueden expresarse asi{Ver fig.A-I.1.1}%:

, (A-1.1.1)
X a-+ui(aj, P asg\t) (i=1,2,3)
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donde u; son Tas componentes @rtagona1es del despiazamiento.

Esta formulacion, que es adecuada en el estudio
de los so6lidos, no es apta para fuidos ya que 8stos experimen
tan grandes deformaciones. Para estos casos conviene desar-
rollar la descripcion de Fuler, que corresponde a un observador
fijo en un sistema de referencia tambien fijo en el espacio,
donde se¢ toma tiempo y coordenadas espaciales como variables in
dependientes. £s decir que:

f = f(xj, Xps Xgzs t)
‘ (A-1.1.2)
a..i = Xi"u.i(X}; Xz, X39 1.} (i = 1,2,3) 'ti

Se supone que la variable f es una funcion con
tinua asociada al punto (Xi’ t). Durante el incremento de tiem
no At, el punto material se mueve a xi+Axi(i=1,2,3) y la varia
bie adquiere el valor f+4f. Tomando el primer término de 1la
serie de Taylor expendida en torno a (xi,t) resulta, usando la
notacion indicial de suma:

8 = §f = so—axy + et (1= 1,2,3) (A-1.1.3)

Haciendo la relacion af/at en el 1imite para
£t+0 se obtiene:

Df _ Tim af »

B . Limaf (A-1.1.4)

-

Esta expresion es denominada derivada material

o de Stokes,

N me—

Es necesaric destacar que en este capitulo se
hard uso intensivo de la notacion indicial de suma segtn ia
cual dos Tndices repetidos en un mismo miembro indican suma
(salvo indicacidn en ccﬁtrario)._ AX Dx. ,

Definiendo v€=éllg ZEl = ﬁEl'(i=1’2’3)’ donds
v; son las componientes ortogonales del vector velocidad de
la particula, la expresion (A-I.1.3) puede escribirse de la si

guiente forma:



£

“delfincrementn de § dentro del volumen de contrcl mas el fiu-
S
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.g.f - .g..:; v ..g..,;« (i =1,2,3) (A-1.1.5)
" :

En (A-1.71.5) ¢t primer término se llama  “deri=
vada Tocal" {variacidn de f «con respecto al tiempo, estando
la particula fija en un punto) y los restantes se denominan
“{erminos convectivos"(que se anulan si no hay movimiento).

En la descripcidn Lagrangiana, que es util para
pequenas deformaciones, f = flay, t) y of se reduce a &f = %%At
ya que las coordenadas iniciales del punto permanccen constan-

tes. La derivada material y Jocal coinciden,de manera que:
Df _af U :
0r=5E ¥ ViTsT o donde u; son las componentes ortogonales del

desplazamiento.
La derivada material de una expresiGn integral
se puede expresar asi:

. . A(j pfdV)
Tim v

D ) ) ) |
1} fedV =440 it (A-1.1.5)
Jy

donde: f: funcion escalar o vectorial que representa alguna pro

piedad,

p: densidad.

V: volumen de control, viajando a una velccidad prescrip
ta.

Cualiquier incremento de (Ai-1.1.5) estd compuesto

jo de ¥ dirigido hacia afuera debido al transporte de mas

b . . . , >
a traves de la superficie de control., Para una velocidad v ac
tuando en un elemento de superficie de control, e! fluic por
unidad de tiempc a traves de d5 viene dado por:

(fg)vnds z(fp)vidqi ds (i=1,2,3) {(A-1,1.6)
donde V. €S la velocidad normal y w5 SON los cosenos directe-
res de las componentes de la velocidad con respecio a la nor-

mal .

Lo——

Luego la derivada material {A-1.1.5} puede escri

birse de la siguiente manera:
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) g o

D (3] [ 3 -f: \

I ij 2HEelgv 4} (fo)vy oy, ds (A-1.1.7)
Jy ‘

Aplicando ei teoreme de Gauss a la integral de
superficie en (A-1.1.7) se obtiene: .

ri 4}
2ol feay =|  (2li2l o, ALYy gy (A-1.1.8)
ol v oot o

La (A-1.1.8) es la expresidon del teorema del
transporte de Reynoids; ella da el comportami@ﬁto de una inte-
gral de volumen en el caso en que la integral y el volumen en
el que se integra varian con el tiempo.

A-1.2 - Conservacion de masa

Sea un volumen de control V, donde Ta masa estid

dada por:
M= pdV, donde o es funcion de espacio y tiempo, es decir
(Y
po= p(xi;f).
Si no se crea ni destruye masa em V se tiene que:
= B {ﬂ odV = 0 (A=1.2.1)
) o
De 1la expresion (A~I.1.8) surge que:
¥
RS |
‘ (5% + oggr)dV = 0 (i = 1,2,3) (A=1.2.2)
vy 1
Siendo el volumen arbitrario, se puede escribir
3V 3{pvs)
Dp 1 = 3p 10, 1,7

Las formulas {A~I1.2.3) son dos formas de presen=-
tar 13 ecuacian de la continuidad. Para este caso la{A-1.1.8)
se reduce a:
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4}
[ z
£ ‘ ‘ N - e P 5 »
{’;{J foav = PEoave | AL+ v 2y oaviisnzn (aen2aa)
j] 4 i
Wy Uy

A~1.3 - Relaciones de equilibrio, Ecuaciones de "mementum® o can

tidad de movimiento .

Se considera un volumen V al tiempo t. Las ac
ciones externas estan representadas por tas fuerzas de superfi-
“cie Py las de voiumen B, (Ver Fig. A-I.3.1)..

' Para que exista equilibrio la variacion de 1a can
tidad de movimiento debe ser igual a la suma de ias fuerzas ex-
teriores.

Si sc tieme en cuenta la conservacion de la masa
{Ec(A-~1.1.8)) la cantidad de movimiento puede ser escrita asi:

r [

D i U4y ! D”{i dv [A-1.2.1
- \i'l L= H evenesim. ™ L s e
ﬁ%zjv p Jv P 7Y . )

E1 equilibrio requiere que:
r i > f 0y
p b dY + ¢ dS iJ o g? av (A-1.3.2)
JV VS y

6 -t
La {A-1.3.2) no es mas que 1
de DV/Dt es la aceleracidn.

ley de Newton,don-

&5

Otra condicion de equilibrio es que el momento
" total de la cantided de movimiento sea igual a 1a suma de Tlos
momentos de las fuerzas exteriores, vale decir:
i‘\
e . s > DV : -
{ o (FaxBYdY + | o {Fxp)ds = o (Fx Fp)dv {(A-1.3.3)
Jy JS Jy

Lz expresion(A-1.3.2) representa un conjunto de

r P
i pbk dv + | p,dS = prTe dY  (k=1,2,3) {A=1.3.4)

i
J i e J
V ) )
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(2%

Sea 3j la tension que actUa en la cara cuya nor
mal es el eje xj(Ver Tig.A=-1.3.2).
N La representacion en componentes cartesianas es:
ik (k,j= 1,2,3).
Por otro lado Tas leves de transformacion vienen

+
.= G,
93 ik

-
n=%ni %5 %ni %5k s unjmcos(n,xj) (k,3 = 1,2,3) (A-1.3.5)

- r
“an” “n'n %5 %nk %k

s (A=1.3.6)
o .= o_1i

ns- %n's “%ni %sk Y3k
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En la superficie de borde S debe ser:

e

= p (A-1.3.7)

QL

n

A partir de (A-1.3.4), usando(A~1.3.5),(A-1.3.7)
y la formula de Causs se obtienen las ecuaciones de equilibrio
y las condiciones da contorno,las que son expresadas escalarmen
te.asT:

. Dy, ‘
B+ b ogeE e v (Gak= 12,2 (A-1.3.8)
J

D, = Q. O

« Nl
Kk ni ik en» :

Con la (A.7.3.3), luego de aplicar 1a (A-1.3.8),
se concluye que: 05 = Oy en v
Si en (A-1.1.7) se hace f = v, despugs de emple

r (A-17.1.6), se obtiene:
|
el ey - 2lie) gy + |

v vy S

Qo

(Vo )v,ds (A=1.3.9)

Haciendo £ = v en (A.1.2.4) se liegz a la misma
ecuacion que en (A-1.3.1).

Empleande (AN-1.3.1),(A-1.3.2) y (A.1.3.9) se en-
cuentra la siguiente expresicon:

1} ry e
3 N
oBdV + Pas= | el gy +j (Vo )v, ds (A.1.3.10
Jy S v S

E1 primer término del segundo miswmbro es a
riacion local de la cantidad de movimiento {“momentum™) y el se
guiido término es &l flujoc de la cantidad de movimiento {“momen
tum”) dirigido hacia el exterior del volumen V a traves de la

superficie S,

De (A-1.3.10) se deducen las siguientes gcug-
ciones escalares:

AL (evivy) (J,k=1,2,3) (A-1.2.11)
k 3 3Xj

LU Y

<2
Q
[l

s34
=

2yl
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Las ecuacicnes (A-I1,3.11) se denominan ecuacio-
nes de "momentum® o de cantidad de movimiento,

Las componentes de tension en fluidos pueden se-
pararse en términos de friccion y términos de presion. Asi re-
sulta: ' . . "

"

pés  (3.k =1,2,3) 7 (A-1.3.12)

- -

ik T Tjk

donde ajk es el delta de Kroenecker,
Los términos t,. constituyen los componentes vis

1]
3y > - .
'n caso de no ser considerados, el fluido es no visco-
do.

©
-
-
1s5C

0505,
0 0

c
S inv .

.
1 +
— ot o

Sustituyendo la (A-1.3.12) en ia {(A-1.3.11) se
obtiene las ecuaciones de "momentum® o de cantidad de movimien-
to expresadas en la siquiente forma:

) 2 c ; 5 a
aﬁk + pb= zxlovy )+ %;E(pvj vi) (3.k=1.2,3)  (A-1.3.13)

A-1.4 - Relaciones entre variacion de deformaciones en el tiem-

ps y velocidades

La resistencia interra de un fluido al movimien-
to depende de la variacion en el tiempo de las deformaciornes;
eéstas pueden ser de dos tipos:

R
Xo ) 1
621 .
L (]+Aﬁl)dx?
g
— AY
R /T
P
¥ 1
dx2
dy
p ! «Q

Fig, A-1.4.1
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a) Extensionales: variacion relativa en la longitud de un ele-
mento diferencial de linea.

b) Cortantes: variacion del angulo entre dos lineas previamen-
te ortogonales.

Se considerara inicialmente &1 caso bidimensio-
nal, generalizandose luego las expresiones obtenidas para em ca
so tridimensional.

En la fig.A-1.4.1 se observa la posicion inicial
(tiempo t) v 1a deformada(tiempo t+at) de dos elementos diferen
ciales de 1inea. '

Un elemento se trasiada, rota y tiene un incre-
mente (positivo o negativo) de su longitud y éue se denominara
Ae .

La variacion en el tiempo de las deformaciones

extensionales para un elemento como el dx] es:
D . Tim At
"5‘{:" (dxl, = g dx]; £ = At+0 AT (A"I.d.l)

Es posible demostrar a traves de censideraciones
ceometricas que
Vo

. V5 . .
e_i - ..3.....).(...{. M 62 = -5.&“2' (A_quoZ)

La variacicn vclumctrica es:

== (dV) = év dv (A-1.4.3)
Para el casc tridimensional se obtiene:

. lim Bey  BYy @Yy B¥g BV

“vT ats0 At X, 8K, 8X5  3X;

¥.0 = div V (A-1.4.4)

De la ecuacion de la conservacion de la masa Se
deduce lc siguiente: .

D (pd¥)s 0 » D2 crpp eo =123 (A-1.a.5)
'[T_E(f) )«- -> -{}‘"{ - pgv» 'é"”;{"‘" (1 = AP " - .

Luego:



v

ok
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o2

Si éva el fluido es incompresible. En ese ca-

so Dp/Dt=0.

e

Las deformaciones cortantes éstan dadas por vy =

612 + 02]. La derivada material sera entonces:
. Tim A D
Y12 = ats0 2t = T (P12 * 027) ’ (A-1.4.6)

Evaluando las derivadas de o resulta:

3V1 3V2 i}
Y]Z = _3.)(___2... + _é...).z.].. (A‘1.4.7)

Se introducen & continuacicon los terminos ejyota
les que:

3\!}- ij
= o m—ts —————- i { - f - f
eij ( s + a'i) (1, 1,2,3) (A-1.4.8)

P et
=

Refiriendo las variaciones de las deformaciones
con el tiempo a las eij se tiene:

1

2278335 <457843751720y

(h-1.4.9)

Si ?QO las lineas permanecen ortogonales, en
ese caso é12$ wa ¥ é21: “wgs donde Wy €S la velocidad angular
en torno al eje Xg. La diferencia entie 932 y é2? nuede ser
considerada como una velocidad angular media alrededor del eje

X3.

Se introduce un tensor cortante @33 tal que:

3V . oV .
= F(=d - L i,J = : (A -
P AT o Tl (1,5 = 1,2,3) (A=1.4.10)



Una permutacion ciclica de los subindices de 1la
veiccidad angular media en torno a los tres ejes, permite obte-
ner:

“y2 T w3 o w23 T ¥y “31 7 92

‘4

.

E1 conjunto gy es conocido como "tensor de vor-

ticidad" y las componentes contraidas constituyen el vector de
bt s -+ - , . .
vorticidad w, €1 cual puede ser expresado de la siguiente mane-

ra:
> -y 1 > 1 . . .
vy Tp o= 5 rot(V)= 5 VXV (i=1,2,3) (A-1.4.11)
51 wig = 0 el flujo es irrctacicnal y se cumple
que:
3V, IV ‘
o 3 i3 o= y ~1.4.17
axj e (1,0 =(1,2)(2,3)(3,1)) (A~1.4.12)

La expresion (A-I1.4.12) requiere que el vector
veiocidad sea el gradiente de una funcion ¢, tal que:

D=0V =Yy = T, (j = 1,2,3) (A-1.4.1%)
ij J

La funcion ¢ puede interpretarse como un poten-
cial de velocidad. Si el flujo es irrotacional las ecuaciones
Gue gobiernan ios fluidos se simplifican bastante.

A-1.5 - Primer principio de la Termodinamica. Densidad de ener-

gia interna. Funcion de disipacion viscosa, Ecuacion

de estado.
E1 primer principio de la termodinamica expre-
sa, en una posicion de equilibrio, el requerimiento para el e-
quitibrio de crnergia en un sistema. . Se lo puede escribir de Ta
sicuiente manera:

M+ Q=U+E (A-1.5.1)

donde:

W: trabajo realizado por las fuerzas externas.
Q: cantided de calor que entra al sistema.

U: incremento de 1a energia interna.



114

£ : incrementc de la energia cinetica.

¢
Es facil comprobar que:
: DE
D‘;j -%'%—% x%_g+ﬁ_t9 k (A~1.5.2)
Expandiendo los terminos de {A-1.5.2) se tiene:
Dw=(bvd\!+r v, 45 (i = 1,2,3) (A-1.5.2)
5‘-{? i p ‘i .i . 1 p'i 'i - 9, s A ° o~
Jy Jg
:
Db = | fodv+ | =q dS = | fodv | ‘o iq. dS
v vs v S
donde:

q,: flujo de calor dirigido hacia afuera del sistema de volumen
V a traves de la superficie S.

f: fuente de calor distribuida, por unidad de masa.

q;: flujo de calor a traves de una cara cuya normal es x

-it
cos (n,x;) '

o st
ni
Utilizando ta (A.I.2.4) para expandir derivadas

materiales surge que:

Dv.,
DE 5" i
e D 1 A _
o T E | 7 eV AV = e vy e Y
v - v . :
. (i = 1,2,3) (A-1.5.4)
DU D | Du
- =2— | pu d¥ = 0 wE ay
D Dt\) i
y Vv
donde:

u : densidad de energia intarna.

Requieriendo que Tas fuerzas satisfagan las ecua
ciones de equilibrio y recordando la (A-1.3.12) se tiene, des~
pues de aplicar el teorema de la divargencia, la siguiente ex-
presion, extraida de (A-1.5.2):

3G.
Du i,
e T2 e () w- X3 S . . 2N
o 8xi fo pnv T @

-
-
-
Conat
i
—
»
>
-
L
g
o~
i
§
-
[
3]
-
L&x}
St

i ij "3 \



Los primeros dos términos del segundo miembro
son debidos a la entrada de celor al sistema; el ultimo repre-
senta la disipacion de energia mecanica que resulta de la fric-
cion y que es una funcion positiva, para cualquier valor de los
€y ET termino pe, representa la expansiép volumetrica.

Haciendo du = Cp dT, donde Cﬁ;es el coeficiente
de calor especifico a presion constante, T la temperatura, y des
preciando la disipacion y la expansion volumétrica, la{A-1.5.5)
puede escribirse:

Fem— 4 fp (i = 1,2,3) B (h-1.5.6)
i &

En (A-1.5.6) se considera o = densidad constan-
te, ya que se supone que no existe acoplamiento entre el compor
tamiento termico y mecanico del filuido (Las variaciones de den-
sidad son debidas a la expansion teérmica). Esta nipotesis  es
muy frecuente en ias aplicaciones hidraulicas, y por lo tanto

1y

se asume que el flujo satisface la relacion f{p.p)=0 Tlamada e
cuacion barotropica de estado.

En general se tiene las siguientes ecuaciones de
estado relacionando presicnes y energia interna a densidad y
temperatura:

p = plp,T); u = ulp,T) (A-1.5.7)

A-1.6 - Relaciones Constitutivas. Fluidos Newtonianos,

Se denominan fluidos newtonianos aguellos en que
"la relacion entre las tensiones viscosas v las variaciones de
las deformaciones son lineaies.
Utilizando notacion matricial, se define:

T =17ty Tp2 T3z Ti2 Ta3 T31}
(A-1.6.1)

e ={ey, ey, €33 €13 €3 €3}

La relacion entre tensiones viscosas y la varia-
cion de deformaciones puede ascribirse de 1a siguiente manera:

r = De (A-1.6.2)

-~

Llamendo ¥ a la funcion de disipacion mecanica
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de energia, se tiene:

T T.T PR
p =1t e =¢eDe (A-1.6.3)
Teniendo en cuenta que ¥ es una funcidn conti-
nua positiva definida de e, la matriz D es simetrica y positiva
definida. ’

$i el fluTdo es isdtropo, D posee solo dos ecle-
mentos independientes, y la (A-1.6.2) se reduce a:

".. = - - i .3=1,2., - 5.4
5 A eV&TJ + 2y €55 (is3=1,253) (A-1.6.4)

o
donde X y u son coeficientes que dependen de1 material.
. Se define la tension media como el promedio  de
las tensiones normales, es decir que:

| 1, .
v Gma -3-{(511+(}22+033)=-'“p+ §(T11+122'§'T33) (A”I°b'5)

r

Tomando o =-p (condicion de Stokes), y utilizan-
do la (A-1.6.4) se 1lega a la siguiente reiacion:

2 -
A= "'3-11 (A-i.6.6)

Si se desprecia la deformacion volumétrica por
censiderarla pequefia en relacion a las deformaciones cortantes,
se tiene el caso de un fluido incompresipble., Esta suposicion
conduce a la siguiente expresion:

- AL TRAN . )
Tijz 2 }leij': U(’-a—;(“i]:- + 5_-}‘(-;) (3 sd * ],2,3) (A““I.G.?)

lLa ecuacion de la continuidad se reduce a:

. . 1::,."**4«»2 .
ey= Fa 4 7%, + axs" - divVv VoV 0 (A-1.6.8)

AS
X,
“

A-1.7 - La ecuacion de Navier-Stokes para fluidos Newtonianos

incompresibles

ET conjunto de las ecuacziones gque gobiernan los
fluTdes newtonianos incompresibles que ha side deducido hasta

ahora pueden resumirse de 1a siguiente manera (se supone gue no
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existe acoplamientc térmico-mecanico):
Continuidad:

3y,
e, “'EE% = diy v =0 (i =1,2,3) en V (A-1.7.7)
Vp = Vo ;

} en SV (A I 7wn
Vg = Vg

S, : representa la superficie donde las velccidades estan pres-
criptas. Si Sv es un borde fisico, como una pared por e-
jemplo, las componentes de la velocidad sﬁn nulas. En es-
ta superficie se incluye tambien las velocidades de todos

los flujos que 1legan al sistema en consideracion.

Equilibrio:

Si en el primer miembre de la (A-1.3.13} se sus-
tituye Tik por la expresion dada en (A-1.6.7) y se divide ambos
miembros por Ta densidad o, = cte, se obtiene:

i

(£:)+vv2v + b= (v SV

para cada
en V (A-1.7.3)

s

ER 1,253
1,2,3)

ol N
i

> k]

donde v = u/oo es la viscesidad dinamica.
v2= operador laplaciano.

avﬂ -
“p + 2u = Py
avs avq - ) } en Sp (A-1.7.4)
(s = =Dy -y, 280K 5
LTS 3s k Tox, T s

Sp: representa ia superficie donde fuerzas de borde prescriptas
estan actuando. Genaralmente Sp es una superficie “libre®

y las fuerzas aue actuan sobre ella son la presion atmosfe
rica y 1as provocadas por el viento.

Balance de calor en 21 sistema
De (A-1.5.6) se obtiene:
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2 3 .. - 199 .
c, .é.{_ d o {vgT)e Fo e ot (A=1.7.5)
}oen V
a5 K", €, o (i%1,2,3) - (A=1.7.6)
1

- (A-1.7.7)
G, = G,en Sf

ST: superficie de borde donde 1la temperaturakT esta prescrip-
ta. )

Sf: supevrficie de borde donde el flujo de calor q, esta pres-
cripto. '

in (A-1.7.6) se ha tomado 1a ley de Fourier para
la difusicn del calor.

Las variables del problema son Tas componentes
de la velocidad Vi la presion p y la temperatura T; ellas de-
ben satisfacer las ecuaciones {(A-1.7.1}, (A~I1.7.3) ¥y (A-1.7.5)
y las condiciones de borde correspondientes. Aunque existen su
ficiente nUmero de ecuaciones para resolver un problema, debido
a la existencia de t&€rminos no lineales debe recurrirse en la
mayoria de 1o0s casos a esquemas numéricos de solucion.

Si el fluido es barotropico (sin acoplamiento

térmico-mecanico) se tienen 10 ecuaciones (3 ecuaciones de movi
miento, 1 de continuidad y 6 ecuaciones constitutivas) y 10 in-
'c59nitas (6 componentes de tensiones, 3 de veigcidades y 1 de
presicn).

Si el fluido 25 compresibie .nresion y deansidad
estan relacionados por la ecuacion de estado.

Si se desprecia la viscocidad (u=0) no puede pres-
cribirse la presion tangencial Bs’ ni la veiocidad tangencial
Ve

Existen otras formas de representar (A-I1.7.3),ve
sea colccindela en funcidon de la vorticidad wi O bien relac
nando presiones y variaciones de deformzcion volumetrica,
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A-I.8 - ET principio de Bernoulli

X% ) nr

Segin la ley de Newton: F =m @ = m g%

Si existe un movimiento de una posicion 1 a otra
-

2, F realiza un trabajo, por lo que se-produce un incremento

en 1a energia cinética. E1 principio de censervacion de la e~

nergia requiere: -
Fvdt = m [T Be (3.3 dt (A=1.8.1)
tt} , \ t-I t1

Esta ley puede apiicarse a cualduier F. Si F es
conservativa, deriva de una funcicn potencial, 2s decir que:

> .

F = -%g, con o = a{x) (h=1.8.2)
De (A-1.8.2) surge que:

T.ldt = 22 ¢35 (A=1.8.3)

La (A-1.8.71) y (A-1.8.3) permiten concluir que
Q + Eces constante en la trayectoria de una particula.

Si se tiene un fluide sin viscosidad e incompre-
sible ia ecuacion de equilibrio puede ser expresada de la Si=
guiente manera:

o= b U2 (A-1.8.4)

. ha . . :
Como b es generalmente debide a la gravedad, de-
rive de una funcion potencial, luego:

Pt
B o= -Va = b = - 2o {A=1.8.5)

(A-1,8.6)



Con (A-1.8.6) 7a ecuacidon de equilibrio viene ex
presada por:

R o
S5 -2(Vx0)+R = 0 (A-1.8.7)
donde: >
D 1 2
U=z e+ 0 + q
P, 2
2 - .
Q7 = V.V o= Vv (i=1,2,3)
Integrando (A~1.8.7) a lo largo de una trajecto-
ria seguida por la particula se obtiene: ﬁ
t‘?
- "-} " >
(37 -2(Vxd)+ THI.V dt = 0 (A-1.8.8)
t ‘
1

3 > . -
fomo v ¥y w son ortogonaies resulta vxe=0, Ademas
. > . -
para un {lujo permanente v y p son independientes de t, por lo
tanto {A-1.8.8) queda expresado asi:

1 .
TR w (vivy) = cte (A-1.8.9)

La (A-1.8.9) es valida a lo largo de una 17nea
de corriente para Tlujo permanente y fluido inviscido, y es de~
nominado Principic de:Bernoulli.
Si ademzs el flujo es irrotacional, la (A-1.8.7)
H=0 y el principio de Bernoulli gueda as7i:
H = constante en todo el dominio para flujoc permanente e irro-
tacional y fluido inviscido.

-
se reduce g ¥

A-1,9 - Turbulencia

ET flujo puede dividirse en dos categorias: 1la-

minar y turbulento:; 2 los efectos de caracterizar a ambos es ne

cesaric conocer la rolacion entre las fuerzas de inercia y las

fuerzas de viscocidad, 1la que define ol nimero de Revnolde,. Es
2

decir: R,= fuerza de inercial/fuerzas de viscocidad;si Re<10"
las fuerzas de inercia pueden ser despreciadas; entre 16-2 y
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105 ambas fuerzas deben ser consideradas y para Ré>103 tas fuer
zas de viscocidad nc se tienen en cuenta,

Si el numerc de Reynolds es5 grande, el flujo ya
no €5 mas laminar(donde las 17neas de cerriente no se cortan u-
nas a otras) y 1las particulas tienden a moverse de una manara
aleatoria, en este caso el flujo es turbulente y debe analizar
se en tarminos de velocidades y presiones medias usando concep-
tos estadisticos.

En el filujo turbulento, las variables instanta-
neas son interpretadas como la suma de una media m3s una desvia

cion aleatoria. Entonces se puede escribir:

v=v'4+v'; paep' 4P T =T+ T (A~1.9.1)

donde { )' representa la media y {( )" la desviacion.

Si se introduce (A-1.9.1) en la ecuacion de equi
1ibrio instantianeo (A-1.3.13) aparecen términos adicionales re
lativos a las desviaciones, De esta manera resulta:
2P ip byt wo(crl > - o <vi vis)ma E—(v! vi)4p o v

3 X} o k BXJ- jk o 'J 'k o axj J 'k c ot 'k
(A=-1.9.2)

. . f
donde < > representa 1a media ensamblada YTJP denota las ten=

siones viscosas.
En (A-1.9.2) se ha zplicado la siguiente defini-
<flg> = f' <g> ;3 <f'> =0 (A-1.9.3)-

Las desviaciones de segundo orden son interpre-
tadas como tensicnes y se denominan tensiones de Revnolds., Por

1o tando en (A-1.9.2) se puede escribir que:

Tyt = ey <V v (A-1.9.4)

(S

La funcion de disipacion de energia mecinica en
el caso de incluir la turbulencia se puede expresar de ia sigul

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA



ente forma:
= 9 4+ U (A-1,9.5)

En (A-1.9.5) se requiereaque:pt sea uyna funcion
continua cuadratica y positiva definida péya valores arbitra-
rics de las medias ensambladas e 5o

Usando la notacidn antarior se puede relacionar
tensjones y variacion de deformaciones por una expresion del ti
po Et = gt e, donde Qt es una matriz simetrica y positiva de-~
finida (debido a los requerimientos para &t)o'

El problema reside que mientﬁhs las tensiones
viscosas son dependientes del material, las de Reynolds son
propiedades del fiujo, por lo que Qt depende del campo de velp
cidades, Este probliema de Qt no ha sido tedavia totalmente sg
~lucionado, ‘

Para fluidos isotropicos se toma frecuentemente:

= Zoon €55 (i, = 1,2,3}). (A-1.8.6)
donde n es la viscocidad turbulenta ("eddy" viscocity).

Para estudios de circulacion en lagosy problemas
de ingenieria de costas, se toman teérminos para gt sin zcoplar
deformaciones extensionales y cortantes. Esta forma ortotropi=-
ca que se debe a 1a diferencia entre el flujo horizontal y ver-
tical, aunque mas apropiada, tiene el defecto de que vaiores
acertados de los cceficientes no han sido hallados.

En definitiva, para el caso de un flujo ‘turbu=-
lento, las ecuaciones y condiciones de borde que han sido formu
ladas anteriormente quedan expresadas en esta forma:

Continuidad:

il (i=1,2,3) en V ' (A-1.9.7)

- ) K i N -
thymeg (VY Vi) dpem  en ¥ (A-1.9.8)



At
A

t t,, n 0=
§ nk TiktOeEE T Py
- 1 en
o tbmas . n . 2ank P
nj sk “jk’‘an 35S k Ixg

oy
p+0.n

(%]

(A-1.9.9)
a

Balance de calor en e1 sistema: "

Para el caso de flujo turbulento la (A-I.7.5) se
expresa:

DT _ 3 . i
o LppEPof Bxi(q'}+pocp<v'; T>) _ (A=1,9.10)
E1 flujo se expande segtn 1a ley de Fourier
m aT! i .
q;:-K pon e (A=1.5.71)

donde K" es el coeficiente de difusién molecular.

hdemas los términos debido a desviacion de la me
dia son tratados de igual forma:
TI

S X .
J

Q2

; (A=1.9,12)

t

<yl s oK,

v T K1J
t . . ‘e . - .

donde Kij es un coeficiente de difusion molecular debido a tur-

bulencia.

Combinando K?i y K* se TTega a que (A-1.9.10)tie

ne la siguiente forma:

eT' _f . 3 8T
-sT— = 'C-*l;-)- F 'a-—i-.'i-(y\i\] 'a'-;(":]*) en v (A"Iogo}B)
. v s t
donde Rij K" + Kij
T=T ens,
- aT‘l (A"Iogc']4)
A= =0,Cp @i (K 5?5) en Sg¢

ey A ,m - .

En flujo turbulento K" es peaueno en relacion s

t
K.,
1]

en muchos casos se lo toma constante e isotropico, vale decir

y aunque este es una propiedad del flujo vy no del fluido

que: &
Ki5 = K 84y (A=1.9.15)



1s

[
e

APENDICE 11

K

’

Movimiento en un sistema de referencia no inercial.

La fuerza de Coriolis

A-I1.1 - Introducion

Siempre es posible referir las ecuaciones de mo-
vimiento a ejes inerciales; sin embargo en esos casos las ecua-
ciones pueden tornarse sumamente complicadas, y resulta mas fa-
cil referirla a ejes que no son irnerciales.

Para describir el movimiento de una particula sgo
bre o cerca de la Tierra es 1ogico suponer un sistema de refe-
rencia fijo con respecto a ella. Pero, se sabe cue el pianeta
tiene compiicados movimientos {compuestos de diferentes rotacio
nes y aceleraciones) con respecto a un sistema fijo identifica
do con las estrellas "fijas". Por lo tanto el sistema de refe-
rencia fijo con respecto a la Tierra tiene un caracter no iner-
cial.

A pesar de todo, muchos problemas pueden rescol-

‘verse ignorando este hecho, obteniendose resultados con sufici-

ente grado de seguridad; pero hay otros importantes efectos aque
deben ser tenidos en cuenta y que resultan de la naturaleza no
inercial de la Tierra como sistema de referencia.

A, 11,2 - Sistema de coordenadas rotante

Sean {VYer fig.A-1I.,2.1):

X%: coordenadas del sistema fijo 0 inercial (i = 1,2,3)
Xi: coordenadas del sistema rotante, (= 1,2,3)
X%, Xé, X%: ejes del sistema fijo o inercial,

w
»

X?’ HZ, Xﬁt ejes del sistema rotant
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=N

P: particula de masa m.
En el estudio de la dinamica de Yas particulas,
se demuestra que:

vf=?+'\7 +L-&X;:‘ (A“20291)

by ' » ¥ ° % %
~sz%f=(afm)fij0 : velocidad de P relative a l1os ejes fijos

- ° d . N . . . . -

V = R :(Hf)fijo: velocidad lineal del origen de los ejes movi
]es (X]”Xz“XS)

= e d~\ . . ’ . . -

Vi v ") rotante ¢ Velocidad de P relativa a los ejes movi

les (X]”XE'X3)

£1

x v+ : velocidad debida a la rotacion de los ejes moviles (X]-
Xz"x3) ]

2l |

: velocidad angular de los ejes moviles (Xy-X5-X3).
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A-11.3 - La fuerza de Coriolis

La ecuacion de Newton viene dada por:

F=ma _ (R=2.3.1)

donde: “

F: fuerza; m: masa de la particula; a: aceleracion.
La (A-2.3.1) es s6lc valida para ejes inercia-

les de referencia. Por 1o tante la expresion para una parti-

cula puede ser obtenida de:

= dVg
mvf—m(-a—f—‘

sl

B

=

[+* 8 ]
—

i

)_F_ijo d‘- (A“’Zo3.2)

Diferenciando la (A~2.2.1) y particularizandopa
ra el caso de velocidad angular constante(c sea con g=0) se
tiene:

. dv
Vi

- - dr »
=m R +m(3?“)fijo + m”x(3¥)f1jo (A=2.3.3)

T3

Es ficil observar que para cualquier vector ar-
bitrario Q(tomando como base la fig.A-I11.2.1) se cumple que:

d{ i9 o 2
(Eg)fijoﬁ(%%)rotante+ wxQ (A-2.3.4)

Aplicando para el caso de §r y de r se tiene:

dv dv .
Py oo =3 4D X T ]
(T ) fi50° (@ rotantet #X¥r = 8p + w X Vv (A-2.3.4)

donde Sr es la aceleracion en el sistema rotante,

dr dr - - o
(3?)f?j0:(3Y)rctante+ w X r (A-2.3.5)

Combinando (A~2,3.3}, (A-2.3.4) y (A~2.3.5) sc obtiene:

F=m ﬁf + map + M X(oX©)+ 2mexV (A=2.3.6)

A3

&
En {A-2.3.6) Rf 2s 1a aceleracion del origen de

et
3

las coordenadas moviles. Si se considera que el sistema ne I
nercial sGlo tiene rotaciones, o rotaciones mis una velocidad
uniforme respecto al sistema fijo resulta ero vy entonces se
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puede escribir:

Femag=ma  + 2m GxV,, + m oy(exr) (A~2.3.7)

Para un observador en los ejes moviles, la Tuer
za efectiva en una particuia es dada por: ‘-

Faf= M3y = Mie = mox{wxr)-2m oxv, (A=2.3.8)

El primer término de (A-2.3.8) es el término u-

sual de Ta ecuacién de Newton. La cantidad -mox{exr) es la

fuerza centrifuga; el signo negativo implica que esta fuerza
estd dirigida hacia afuera, alejandose del centro de rotacidn.,
E1 tercer término, =2m wXv

o es la fuerza de Co-

riolis. E11a surge del hecho de que la particula se mueve,

[er———_

pues es proporcional a v

ps Y desaparece si no hay movimiento,
Tanto la fuerza de Coriolis, como la centrifuga
no son fuerzas en el sentidc usual de la palabra; ellas han si
do intrcducidas de una marera artificial, como resultade del
requerimiento arbitraric que permite escribir una ecuacion que
se asemeja a 1a de KNewton, y que al mismo tiempo es Eéiiﬁi en
un sistema no inercial de referencia. Es decir que asy como
fa ecuacion de Newton ?rﬁaf es valido en un sistema inercial,

en un sistema rotante se escribe una expresion semejante en
términos de la fuerza real (méf) de la siguiente forma:

?ef = Freal + (tErmiqos no inerciales), donde *termincs nc i-
nerciales" son Tlas "fuerzas de Coriolis y centrifuga®.

E1 uso de estos terminos permite usar una e~
cuacion de movimiento que refleja la ecuacion de Newten, uan
do el sistema de vreferencia es movii

E~11.4 - Movimiento reiativo de 1a Tierra

E1 movimiento de la Tierra respecto a un siste-
ma inercial esta dominado pov la rotacion de la misma 2alrede-
dor de su eje; el efecto de los otres movimientos{ revelucicn
alrededor del sol, movimiento del sistema solar respecto & una
golaxia local, etc.) sen comparativamente pequencs, Por 1o
tanto, se puede considevar un sistema de coordenadas Tijas re-
lativa & 'a Tierra en movimientso de rotacidn pura con respecs



to a un sistema de referencia inercial y se puede aplicar la e-
cuacidon (A-2.3.8) a los problemas de movimiento en ¢ cerca de
la superficie de ja Tierra.

Fig. A-11.4.1

0 medo de ilustracion se estudia el casc presen-
tado en la Fig.A-2.4.1. Lea fuerza de Coriolis, segin se ha vis
to anteriormente, viene dada por:

*

FC = ~2mmxvr

m: masa de la particula en estudio
w: velocidad de rotacion de la Tierra
v : velocidad de la particula en relacion al sistema no

donde:

P - - ~
inercial (11, 1o, 13)
El velor de 1a velocidad de rotacion terrestbees:
29 T3d/47,

~ -5 rad/
w = = 7.2%9 x 10 : seg
86400 °¢9/47a

La aceleracion de Coriolis seria:
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a_ = -ZoXV._ .
c WXV,

Las proyecciones dew -en el sistema movil scn:

Hemisferio Norte: temisferio Sur:
w7y % w COSA wj = i COSA
wy; =0 wp=0 -
w4 =0 seni - w3 = w Seni

A es la latitud.

v En el caso gue se estudiec un sistema bidimensio-
nal las proyecciones de v son: '
V] 3 VY‘Z = V2, Vr3 = 0. ‘-‘
Por 1o tanto:

En el Hemisferio Norte:

vy - RTIA .03
A V2..) seni '|-|+V-l(u sena 12 Vzw Z0S A '13

Haciendo f = 2 seni= 1.458 x 10 Tsenx, y conside

rando el caso bidinmensional (es decir que wcosxv2?3=0), se tie-
ne:

by = pf v

{0 2 (A-2.4.1)

bz =“‘p.f V"
donde:
b] y b, son fuerzas de volumen; f: coeficiente de Coriolis(que
es funcion de la latitud).
p = densidad o masa especifica

En el Hemisferio Sur resulta:

|— v == nm S :: =Y 7 ! ;:— - 3
0] XVY‘ Vznyen}\ i1 \]LU seni 2 VZU COS,\'IS

- Luego:

LY
o~
=
H
]
-
]
S’
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APENDICE III

N
e

» LS
Matrices de masa para elementos triangulares de
primer y segundo orden

I) Matriz M' ij‘ ggTdA para elementos triangh1ares de primer
A .

[ 2 1 1 1
-0 2
v 2

dorde A es el area del elemento.

orden.

"
&

IT) Matriz W' =J‘ ggTdA para elementes triangulares de segun-
A

do orden.
© 6 -1 -1 0 -4 0
-1 6 -1 0 0 -4
wro= AL - -1 6 -4 0 0
- 180 ¢ 0 -4 32 16 16
-4 0. 0 16 32 16
0 -4 0 16 16 32

donde A es el area del elemento.



APENDICE TV

Aspectos Computacionales

A-IV.1 - Detalles de la implementacion del programa. Formula de
recurrencia general '

E1 programa de computacion que;ha sido desarrol-
lado para el presente trabajo permite resolver las ecuaciones
de aguas "poco profundas", utilizando como esquemas de integra-
cion en el tiempo el metodo trapeczoidal (Algoritmo 3.4.3.4 del
Cap III) o, a]ternativamehte, el metodo de Galerkin ccn funcio-
nes de interpolacion lineal en tiempo {Algoritmo 3.4.4.8 del
Cap III).

La formula general que engloba ambos méetodos pue
de escribirse de la siguiente manera:

] Q%14 = Di-sat A(0)1Qpsat By-(1-s)at Byyypd -
- [(1-s)at AQE, ,¢) J0E 4 (A=1V- 1)

En la ‘expresion (A-IV.1) "s" es un coeficiente
que, segun sea el valor asignado al mismo, permite obtener 1las
formulas de recurrencia de ambos esquemas sefalados anteriormen
te. As7 si s = 0.5 se trabaja con el metodo trapezoidal y si
s = 1/3, el esquema adoptado es el de Galerkin.

Para confeccionar el programa que resueivalA-IV,
1) se siguieron l1os pasos que se indican a continuacion:

'1.- Entrada y control de datos

2.- Formar la matriz de masa para cada elemento(Ver Apendice
I1T).

3.- Ensamblar la matriz resultante para obtener la matriz de ma
sa global M,

4.- Aplicar las condiciones de borde a %a matriz de masa global
y almacenar las columnas correspondientes a valores pres-



10.~
12,
.{30-

14.-

15,~

16,-

17.-
18.-

criptos distintos de cero para las incdgnitas.
Descomponer la matriz de masa global (trianguiarizacion).
Comienzo de la integracion en el tiempo (t=0).

Calcular C; = [M-sAt A(Qy)]Qi-satP -{1-s)At P }

t+at
Comienzo del proceso iterativo (n=1). Hacer gn=gn']:gt

rd

Calcular g*=wgn+(]~w)gn"].
w es un coeficiente de relajacion, usado a los efectos de
acelerar la convergencia del proceso iterativo.

Calcular C = C; + Cy '

Aplicar condiciones de borde al vector de "cargas" C.

K
Procesc de sustitucion inversa (back substitution) para

calcular ggilt

Rotar los componentes de Qn+]

t+at
condiciones de conterno, hayan sido llevados a referirse

que, por imposicion de las

a otro sistema distinto del constituido por los ejes glo-
bales.

Apiicar la norma euclidiana como criterio de convergencia
del proceso iterativo.

N
n+l 2
EQuar - Qas)
2 TOLERANCIA
N n+1 2 7
T (Qgaag)

Si el criterio eiegido es mayor que la tolerancia admi=
tida, volver al paso 9 (haciendo previamente §n+]=Qn,Q* =

gn'], n=n+1) y repetir el proceso hasta que el criterio

antes mencionado sea menor o igual que la tolerancia; en
ese caso el proceso iterativo ha l1legado a su fin y se
continua con el paso siguiente.

_ An+l . ..
Hacer Qt+At = Qt+At e imprimir Qt+At°

Si el tiempo transcurrido es menor que el tiempo determi
nado como 1imite de la integracion, hacer t = t+At vy vol
ver al paso 75 se repite el procesc hasta alcanzar el 1i-
mite superior de la 1ntegrac15n; en ese caso se continua
con el paso siguiente.
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19.- Imp:imir los resultados finales.

Conveniene enfatizar sobre algunos aspectos del
programa esquematizado arriba, a ]ds eféctos de observar algu-
nas de sus ventajas y 1las posibi1idade§ que, ofrece.

La matriz M es una matr1z s1metr1ca y del tipo
banda, por lo tanto se puede almacenar solo la parte triangu-
lar superior correspondiente al sem1ancho de banda (que en es-
te caso ha sido colocada en un vector). Por otro lado sus ca-
racter?sticas permiten desacoplar las variabfesvdeT problema
(velocidades y elevaciones de la superficie libre respecto al
nivel medio), 1o que implica una disminucion del semiancho de
banda. Finalmente debe senalarse que M solo debe ser descom-
puesta (triangularizada) una sola vez, aunque el proceso de
sustitucion inversa debe repetirse varias veces; esta circuns-
tancia es ventajosa en tiémpo de procésamiento respecto a  un
esquema que en cada iteracian tuviéra que modificar (triangu-
larizar) el miembro izquierdo del sistema de ecuaciones.

Puede ademas observarse que el vector C,, que
forma parte del miembro derecho, permanece inalterado durante
el‘proceso iterativo,'el cual sdlo modifica el vector C,.

Los datos de enttada que debem ser suministra»
dos son los siguientes:

1) Coordenadas de los nudos.

2) Lista de nudos que inciden en cada elemento.

3) Valores prescriptos de las incognitas en los bordes. Si se
traté de Qalores variando armSnicamente con ¢l tiempo deben
darse ftecuencias circulares y amplitudes. Si dichas in-
cognitas estan referidas a ejes diferentes de los globales,
debe suministrafse los angulos cortespondientes.

4) Constantes del problema: ace]eracfan de la gravedad y coefi
ciente de tension de viento (este ultimo valor se da si e-
xiste viento).

5) Propriedades de cada elemento: coeficiente de Chezy, coefi-
ciente de Coriolis, velocidad y diteccian del viento; estos
datos solo son suministrados si se toman en cuenta l1o0s e~
fectos de friccion en el fondo, la aceleracion de Coriolis
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y si existe viento rgspectivamente; cualquiera de estos e-
fectos puede ser despreciado independiente de los demis.

6) Propiedades de nudos: profundidad correspondiente al nivel
medio en cada nudo. | B

7) Tipo de elemento a utilizar. . ]

8) Esquema de integracion a usar (dependieﬁ%e del valor dado al
parametro "s" de A-IV.1). ' ’ ”

9) Valor para el coeficiente de relajacion w (si es que se de-
cide utilizarlo). | ]

10) Indicacion de si se considerardn o no los té&rminos convec-
tivos. o -

11) Limite superior de integracion en el tiempt e intervalo de
tiempo. - A ‘ '

12) Tolerancia para el proceso iterativo.

13) Va10fes iniciales si es que existen.

E1 programa imprime velocidades (en magnitud vy
ditecci6n), componeﬁteé de veldcidades, elevaciones respecto
al nivel medio, profundidades totales y flujos po unidad de an-
cho.

E1 lenguaje de codificacion utilizado es el
"Extended ALGOL" para la computadora Burroughs B-6700.

A-IV.2 - Utilizacion de los comandos del sistema HYDRO

A continuacion se procede a explicar el empleo
de los comandos del sistema HYDRO utilizados en el ejemplo 4 del

~Capitulo IV (Ver pagina 22). Es necesario hacer notar que la

forma en que all7 son presentados los comandos no es la unica,
existiendo otras alternativas (Ellas figuran en el Manual, ac-

tualmente en fase de preparacicn).

E1 primer comando consiste en colocar después de
la palabra HYDRO el tTtulo asignado al problema a resolver en-
tre comillas (en este caso "WIND INDUCED OSCILLATIONS IN A
RECTANGULAR LAKE"). |

Luego se dan las coordenadas cartesianas de 1los
nudos respecto a los ejes globales “x-y"(que en los ejemplos
presentados se denominan x;- Xz2) a través del comando NODAL
COORDINATES; el primer nﬁmere identifica al nudc y los otros
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dos a las coordenadas "x" e "y" respectivamente. -Un punto y co
ma separa los datos de un nudo”y de otro en la misma linea; al
final de la linea no debe colocarse nihguna puntuacion.

Posteriormente se.dan las incidencias de cada e~
lemento a traves del comando ELEMENT CGNNECTIVITY, el primer nu
mero 1dent1f1ca al elemento y los otros a 105 nudos que inciden
en el mismo. Estos datos deben darse s1gu1endo un cierto senti
do (en este caso antihorario): si se trabaja con triéngulos de
seis nudos se colocan pfimero los nudos extremos yAluego los
que estan en el medio de cada lado del elemento.

En este ejemplo no es necesar:o dar rotacmnec
ya que la norma] en los contornos coincide con la d1recc1an de
los ejes globa]es

Continuando, se dan los valores que las incogni-
tas asumen el los bordes a traves del comando PRESCRIBED UNKNOWNS.
En primer lugar se némbra 1a'113ta de nudos dondé determinadas
variableé tienen el mismo valor y luego sucesivamente cada in-
cognita con su valor prescripto. AsT en el ejemplo que se con-
sidera se estab]ece'qué en'1os nudos 1, 3, 31 y 33 las incogni-
tas 91 y v, tienen valores nulos, en cambio en los nudos 2 y
32 solo la variable v, ée anula; de esta forma se describen to-
das las condiciones de borde. ‘ |

Luego se sdministran las constantes del problema
a traves del comando CONSTANTES Estas son la constante de ten
sion de viento ’Y g )y 1la acelerac1on de la gravedad identi-
ficadas como WIND y GRAVITY respect1vamente. A cada constante

- sigue su valor correspondiente.

Las propiedades de elementos son asignadas a tra
vés del comando ELEMENT ATTRIBUTES; siguiendo al mismo se da Ta
lista de elementos que tienén los mismos coeficientes de Chezy,
de Coriolis y donde la accion del viento es la misma en magni-
tud y'direcc16n; estos coeficientes y magnitudes estan identi-
ficadcs por las palabras CHEZY, CORIOLIS, WIND V y T1 respecti-
vamente. S no se qufere cbnsideraf algunas de estas ‘accione&
no se coloca la palabra correspondiente.

Las prdpiedades de nudos son asignadas a traves
del comando NODAL ATTRIBUTES; luego se dan sucesivamente el nu-
mero de nudo y la ptofundidad media correspondiente identifica-
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da por la pa]abra DEPTH, a la que sigue el va]or de la misma.

Si todos 1os nudos o elementos tienen los mis-
mos atributos se puede colocar la palabra ALL en lugar de la
lista comp]eta Si se trata de un grupo de nudos o elementos
se puede reemplazar la 11sta por la paluvra THRU colocada en-
tre pr1mer y ultimo nudo o elemento de d1cho grupo.

E1 tipo de elemento a ut111zar se decide a tra-
ves del comando ELEMENT TYPE; siguiendo al mismo se coloca 1la
lista de elementos que seran del mismo t1po.' Tambien aqui, si
todos los elementos son dé la misma clase se puede sustituir
la Tista completa por la palabra ALL. La palabra “TRIAN3" i-
dentifica triéngu]os‘de 3 nudoé (pr1mer ordenﬁ, si se trébaja
con tr1angulos de 6 nudos (segundo orden) se usa la pd]abra
"TRIANG". |

E1 comando TOLERANCE seguido de un numero real
eventualmente con rotulo, como en este caso TOL?, asigha un va
10r para la tolerancia en el proceso. 1terat1vo

E1l comando TIME INTEERAL segu1do por un numero
que indica cantidad de 1nterva1os de tiempo y por otro que da
va]ores al mismo, es 1la manera de d1sc.et1zar el espacio de
tiempo, donde el limite super1or de 1nteqrac1on queda autonau1
camente fijado. En el ejemplo pres entado se¢ toman 64 interva-
los de 300 segundos cada uno. |

La palabra CIRCULATION da origen al analisis

~ del problema a traves del programa detallado en el paragrafo

anterior. E1 esquema de integracion se escoge a traveés de las
pa]abras TRAPEZOIDAL (que es el esquema tomadc en el ejemplo)
o GALERKIN. E1 esquema standard es el TRAPEZOIDAL.
La palabra RELAXATION segu1dd de un numero reul
asigna un va]or al coeficiente de re]aJac1on
WITHOUT ADVECTIVES debe usarse cuando se desea
despreciar los efectos de 105 termincs convectivos.
| | Por medio de'PRINT RESULTS se obtiene 1la impre-
sion de los resultados deseados.
| Los detalles presentados evidencian tas venta-
jas de 1mn1em9ntnr un lenguage or1entado, el que a Lra"és de
comandos sinples, con el uso de pa]abras corr1°ntes en la ac-
tividad tecnica, permite resolver prcb]eﬂas bastante comple-
Jjos.
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