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SUMARIO ... 
.. .. 

El objetivo de este trabajo es presentar una for 
mulaci5n matemitica para el estudio del movimiento en sistemas 
de aguas "poco profundas" y su implementaci5n ~n el sistema 
HYDRO, lenguage orientado para Hidrodinimica c~mputacional, el 
cual forma parte del Proyecto LORANE, desarrollado por el Curso 
de Pos-Graduaci5n en Ingenier1a Civil de la U.F.R.G.S.- Porto A 
1 egre { 3t'as i1) o 

Se considera un flufdo homog~neo y un flujo bi-
~ dimensional. Son tomados en cuenta log efectos debidos al vien 

to, a la fricci6n en el fondo, a la aceleraci6n de Coriolis y a 
la no linealidad de los tirminos convectivos. 

La soluci5n de las ecuaciones que gobiernan el 
problema se obtiene empleando el mitodo de elementos finitos, 
utilizindose para tal fin, elementos triangulares de primer y 

segundo orden. 
El modelo, tal como ha quedado en evidencia, pe! 

mite predecir razona~lemente velocidades y niveles en diferen­
. tes puntos del sistema de aguas. 

La presente formu1aciõn matemãtica fue realizada 
con-vistas a su aplicaciõn especlfica en el estudio de proble­
mas relativos a circulaciõn en el "Rio Guaiba" y la ~Lagoa dos 
Patos" en el Estado de Rio Grande do Sul, Brasil, si bien la fi 

losoffa adaptada para su desarrollo permite su uti1izaci5n en 
cualquier otro problema de tipo semejante. 



SUNHARY 
..• 

The objective of this work is to present a 
mathematical formulation for studying motion ·;n "shallow" 
water systems and its implementation for the ~YDRO System, 
an oriented language for computational Hydrodinamic, embodied 
in the LORANE Proyect, developed by the Pos-Gr~duvte Course 
in Civil Engineering of the U.F.R.G.S.-Porto Alegre(Brazil). 

Homogcneous fluid and two-dimensional flow 
are considered. Wind effects, bottom friction, Coriolis 
acceleration~ and the non-linearity of the convective terrns 
are taken into account. 

The solution of the governing equations is 
obtained by means of the finite element method, using first 
and second order triangular elements. 

It is shown that the use of the mod~l gives 
reasonable predictions for velocities and water leve1s. 

The mathematical formulation presented was 
made having in mind the study of problems concerning 
circulation in the 11 Rio Guaiba 11 and the 11 Lagoa dos Patos 11

, 

in the State of Rio Grande do Sul, Brazil, al though the 
philosophy adopted for the development allows its use in any 
problem of similar type. 
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INTRODUCCION 
· .. 

la necesidad de un control cada vez mi~ riguroso 
de la calidad del agua como consecuencia dcl vertiginoso creci­
miento de la cantidad de residuos industria1e~ y descargas do­
miciliares Jepositados en rTos, lagos, estuaribs) etc.t asr co 
mo el alto costo de ciertas obras de ingenierla donde determi­
nadas acciones, tales como las mareas por ejemp1o, ticnen gran 
incidencia durante y despu~s de su ejecuci5n: han hechn que el 
conocimiento del movimiento de las masas liquidas se convierta 
en una cuesti8n altamente importante~ a los efectos de poder 
predecir velocidades (en direcci5n e intensidad) y las variaci~ 
nes del nivel del agua en el sistema en consideraci5n. 

Un mitodo tradicional muy utilizado para estu-
diar estos problemas es el de 1os modelos fisicos; sin embar­
go, istos presentan dificultades de escala y construcci5n. Por 
ello~ no es sorprendente que con el advenimiento de los compu­
tadores e1ectr5nicos el empleo de los modelos mat~miticos ad­
quieran cada vez mis ~otoriedad. 

El objetivo propuesto puede a1canzarse con el u­
so de las ecuaciones de aguas "poco profundas". Se denomina a 
sT a masas de agua de poca profundidad relativa, o sea con pro­
fundidades peque~as en relaci5n a una dimensi5n caracteristica 
h o r· i z o n t a 1 d e 1 s i s t e m a ( 2 2 ) , ( 2 3 ) ' ( 2 4 ) o , p a r a e 1 c a s o e n q u e s e 

estudie la influencia de acciones que provoquen oscilaciones 
forzadas (tales como rnareas, o viento), esta re1aci6n esti re­

ferida a la 1ongitud de onda( 16 ). 

Desde su formulac·iõn muchos esfuel~zos se han t'ea 

lizado para obtener una solucifin num~rica para el sistema de 
ecuaciones diferendale:; en der·lvadas parciales que definen el 
cornportamiento de estas sistomas da aguas. Dado que una solu­
ci5n exacta es impracticable, los m~todos de las lineas caracte 
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rlsticas (carachteristic methods) y de las diferencias finitas 
han encontrado amplia aplicaci~n en este campo, por parte de 
m u c h os i n v e s t 1 g a do r e s ( 7 ) ' { 8 ) , ( 9 ) ) ( 1 B ) ' ( 1 9 ) , ( 2 G ) , ( 2 2 ) ' { 2 3 ) ;,'2 i!, )~ 
(25) ,{32) !(34) Sin embargo, muchos problemas envuelven con­
figuraciones geométricas y condiciones ·.9e b_orde muy comp·lejas 

que hacen inadecuados esos c~minos~ el ~lti~o de los cuales 
presenta inconvenientes cuando, por razones ~conEmicas por e­
jemplo, es necesario usar mallas no uniformes. 

El método de elementos finitos(l0),( 28 )r( 30),{37), 

aplicado con extraordinario ixito en problem~s referentes a la 
Mecinica dsl S5lido durante los filtimos quin~e aRos, consti­
tuye una t'''rnica cuyas aplicaciones a Hecãni~a de los Fluídos~ 

y a HidroJinimica, especialmente~ hen ido aume~tando con gran 
rapideza Las razones de su empleo en este campo, entre otros. 
son las siguientes: 
a} Los bordes irregulare~ y las ma11as no uniformes pueden ser 

tratados sin dificultades computacionules, ni cambios en la 
~ programaci5n o formulaci5n del m~todo. 

b) El uso prictico que puede hacerse de programas de anilisis 
de elementos finitos debido a su generalidad, la cunl per­
mite abordar un n~mero virtualmente ilimitado de problemas. 

c) Las amplias variaciones que aparecen en las propriedades rf 
sicas del fluído, pueden fficilmente considerarse, si se co­
noce su distribu~ci5n espacial. Esta ventaja permite tener 
en cuenta, por ejemplo, variaciones en la viscosidad durarr 
te el movimiento turbulento y el efecto de la aceleraci5n~ 
Coriolis. Pera si existan variaciones en la densidad, o 
sea que se trata de una masa fluida estratificada (ya sea 
por causa de cunas salinas o temperatura)~ se presentan di­
ficultades debido a que la densidad misma es parte de la s~ 

1uci5n y no puede ser especificada a priori. Con todo, as­
te efecto tambi~n puede ser tratato(l?),(lB), aun cuando en 

el presente trabajo se considera un media homogeneoa 
Debido a e3as ventajas esta t~cnica se consti-

tuye en una manera prãctica y atrnctiva para el an~lisis de 
problemas de HidrodinimicaQ 

Para formular un nod!lo de elementos finitC•S, 

un medio usual es desarrollar un principio va~iacional adecua-
112) do \ · • E n 1 o s p r o b l c m a s d e 1 a t·~ e c a n i c a d e 1 S õ 1 i d o , do n d e s e 
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usa una descripciõn Lagt·angiana, este princ1pH' es generalmentc 
ficil de obtener. Sin embargo, resulta dificil saber cuil es 
un funcional general adecuado para las ecuaciones a derivadas 
parciales de tipo hiperb5lico, que es eJ caso de las ecuacio-
nes de aguas "peco profundas". 

Convencionalmente la base pa~a representar un mo 
dela de elementos finitos es una forma integral, la cual, en 
el sentido de un principio variacional, corresponde a las ecua­
ciones diferenciales que gobiernan el sistema.. La transforma­
ci5n de estas ecuaciones a una forma integral es llevada a cab~ 

. f 1 2 ' 
por ejemplo. por media del m~todo de los resi~uos ponderado~ J 

(wheightec ·esiduals methods) debido a las dilicu1tades senala­
das anteriormente. 

Por otra parte, si bien el rnontaje de un modelo 
tridimensional parece ser muy conveniente, las inseguridades 

. que existen respecto a viscosidades, a condiciones de borde, 
etc. justifican un tratamiento bidimcnsional (lo que conduce a 

ilgebra ruis simple y economla computacional en tiempo y almace­
namiento}; es decir, que afin cuando se tienen en cuenta las ir­
regularidades en la topograffa del fondo y en la geometrTa de 
los bordes, las velocidades se consideran constantes vertical­
menteo En el presente trabajo se efectfia una descripci5n del 
desarrollo de la formulaci6n, imp1ementaci5n, y uti1izaci5n de 

un modelo de esa naturaleza. 
En el Capitulo I se presentan sumariamente los 

fundamentos variacion"ales de1 m~todo de elementos finitos, con 
. ~nfasis especial en las ticnicas de Railefgh-R~tz y Galerkin~i~ 

cluyindose algunos ejernplos a los efectos de percibir mejor 
aplicaciones. 

En eí Capítulo II se deducen las ecuaciones 

S .. ,... U.::> 

de 

las aguas "peco profundas" y su forma simplificada, que resul­
ta ~til para una primera estimaci5n de la circulaci5n en la­
gos, estuarios_ etco 

En el Capitulo III se aplica el método de los re 

siduos ponderados a las ecuaciones de aguas "poco profundas" P! 

ra co1ocarlas en una forma integral, y a partir de all~ se _,-
ue •• 

sarrolla una formulaciEn matem~tica, empleando la t~cnica de e­
lementos finitos. Son presentados 10 en fonna resumida~ las ecua 



ciones caructerTsticas para elementos triangulare~ de prirner y 

segundo ordeno Ademis se realiza un estudic de distintos esqu~ 
mas de integraci5n num~rica. 

En el Capltulo IV se pre~entan las caracterTsti­
cas de utilizaci5n del sistema JIYDRO(ll), iQ~luyendo diferentes 
ejemplos y aplicaciones del modelo que cons0tuye el objeto del 
presente trabajo. La soluci8n computacional se llev6 a cabo 
con el computador Burroughs B-6700 del Centro de Processamento 
de Dados de la U.F.RwG.S. 

En el ap~ndice I son expuestas las relaciones b~ 

sicas y las ecuaciones que gobiernan la Mecini[a de los FluTdos 
(27 ), con ' objeto de recordar las bases sob;e la que se asie! 
ta la deducci5n de las ecuaciones de aguas "poco profundas», y 

por otro lado, la de indicar la posibilidad de aplicarias a o~ 

tro tipo de problemas. 
En el apendice II son hechàs consideraciones a­

cerca de la fuerza y la aceleraci6n de Coriolis, cuyos efectos 
pueden tener incidenc1as en ciertos casoso 

En cl ap;ndice III son presentadas las matrices 
de masa para elementos triangulares de primer y segundo orden, 
las que aparecen en la expresi5n matricial a nivel de elemento 
que surge de la formulaci6n del m~todo de elementos finitos pa­
ra las ecuaciones de aguas 11 poco profundas". 

En el ap~ndice IV se tratan aspectos computacio­
nales del programa desarrollado, asf como las posibilidades que 
el mismo ofrece actua1mente. Ademis se comenta con mayores de­
talles el empleo de los comandos del sistema HYDRO, sumariamen­
te presentados en el Capitulo IV. 
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CAPTTULO I 
., . 
. . 
' 

Fundamentos variacionales del m~todo de los elementos finitos 

1.1 - lntroducciEn 
Para intentar resolver matematicamente cual-

quier problema físico es indispensable que el mismo pueda ser 
representado de ~sa forma. En la mayoria de los problemas de 
ingenieria la formulaci6n matemitica de los mismos viene dada 
por un sistema de ecuaciones del tipo: 

L;(u) = P; en v par a i = l , 2 , .... n (1.1.1) 

Tambi~n existen las condiciones de bordes pres­
criptas, y que pueden ser descriptas asi: 

que: 

en s. 
J 

para (1.1.2) 

En las expressiones (lal.l) y (l.la2) +. se ... 1ene 

L1( ), Dj( ) son operadores diferenciales o integrales. 

u representa las variables independientes del problema, y 

que definen completamente su estadoo 

P q son funciones conocidas. i ' j 

V es el dominio de integraci5n del problema 

s. es una parte del borde~ tal que 
J 

e 1 borde tota 1 o 

m 
E 

j = 1 
s. = S, donde S es 

J 

En general, un problema esti representado porun 
mo de 1 o c o n t i n u o ( o se a de f i n i do p o t' u n n lime r o i n f i n i to de p a r E 
metros). Abordar la soluciõn en estes casos puede t·esu1tar e.~, 

tremamente difici1 o bien imposible; por· eno, asumit~ncto c-ler­
tas hip5tesis, es posible discretizar el modelo (o sea, defi-

,·. 
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nirlo por un nUmero finitc de parãmetros). 
De esta forma se puede encontrar una soluci5n a1 

problema, por media de los diferentes m~todos que existen para 
resolver modelos discretos. Estas solucionas num~ricas pueden 
obtenei'~se con la utnizaciõn de ios colifputadores electrõrdcos y 

d a n r c s u 1 ta dos a c e p t J. b 1 e s e n r e l a c i õ n a l os .··y a 1 o r e s e x a c to s q u e 

resultan del modelo contlnuo. 

1 ~ 2 - ~..2.~~ o c!_~2._v a l"' i a c i o n ii_l e s y -~<!..:~~ s i d~ .E!?.D.i.~~~ s 

Todo problema "de extremo~ puidc ser expresado 
de dos maneras; una por media de las ecuaciones diferenciu1e$ 
que gobier :~n cl sistema mãs las ccndiciones ,J·-e borde, segün se 

ha visto er, ('lwl.l) y (1.·1.2), y otra~ equivalénte~ usa1" un fur. 

cional y encontrar su valor estacionaria, usando funciones que 
satisfazan ciertas condiciones de contorno. 

Las condiciones de borde puedrn ser de dos ti­

pos: a)esenci,?les, que son aquellas que las funciones aproxima­

das que representan las inc5gnitas relevantes del proLlema de­
ben cumplir con exactitud para posibilitar la convergencia; 
b)condiciones de contorno nat..Y_L'al.~_?_, que son aquel1é!s que no 
necesariamente se satisfacen con exactitud~ pero cuya aproxima 
ciõr. serã mejor si se usa una so·luciõn mãs ref·inada (a travesde 

funciones de interpolaci5n de m~s alto orden! o con mayor can­
tidad de puntos en el modelo discreto). 

Un funcional puede expresarse por 

~ =L I (u) dV 
{Ío2ol) 

Su valor estacionaria, o valor extremo del fun­
cional que da la soluci5n exacta del problema es: 

õF =O (prirnet·a vat·iaciõn del funcional F) 
(L2o2) 

Teniendo en cuenta lo ccmplejo que puede resul­
tar la soluci5n exacta, se intenta obtener unJ aproximadao Pa­

ra ello, se aproxima las variables indepcndientes del proble~a 

en 1 a f0rm0. 

u ap 

R. 
); 

k=l 
( , ,.., ~ ' 

•• r.~3J 
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donde: 
uap : variabie independiente, ak: parãmetros indetermin~dost 9k: 
funciones linealmente independientes y previamente conocidas. 

IncluyPndo la (1.2o3) en (1.2.1) se obtiene un 
funcional aproximado: .... 

FaP = J v l{uapldV , J v (1.2.4) 

De plantear el principio variacional GF 8 p~O, re­
sulta un sistema de ecuaciones que permite calcular los parime­
tros ak' y, por lo tanto, Uap puede ser perfe~tamente determi­
nado. 

Entre los m~todos variacicnales~ uno de los que 
permiten obtener soluciones aproximadas y que es muy utilizado 
en la prictica, es el de Rayleigh-Ritz (existen otros como el 
de Kantorovich! Trefftz, etc.). 

El empleo del mitodo de Rayleigh-Ritz (y de los 
otros mêtodos variacionales}, r·equiere la existencia de un fun­

c i o n a 1 , e 1 cu a 1 pu e de s e r m u y d i f i c i 1 o i m p o s i b 1 e de e n c o n t r· a ~~. 

Sin embargo~ tal como se sefia15 con anterioridad~ otra forma de 
expresar un problema de ingenierla es por media de las ecuacio­
nes que gobiernan el sistema mis las condiciones de borde. En 
estas casos la soluci5n aproximada puede intentarse por media 
de alguno de los mitodos de los residuos ponderados( 12 ). El mis 
importante de ellos para una formu1aci5n de elementos finitos 
es el de Galerkin (existen otros talcs como el de Colocaci5n, 
el de los Mfnimos cuadrados, etc.). 

A continuaci5n se describe sumariamente en qui 
consisten estas m~todos. 

Sea un problema descripto por: 
L{u} = p en V {sistema de ecuaciones que gobier-

n a n e 1 p l' o b l em a ) 

B ( u) ::: q
5 

en S (condiciones de borde) 
Aproximamos el valor exacto ae u por medio de 

una expresi5n como la (1.2.3). 
Intr·oduciendo 

se produce un er-ror, o sea: 
en e1 sistema de ecuaciones, 



e: = L( u ) - p f O ap 
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(L2.5) 

c = o s Õ1 o $i 

xacta del problemao 
coincide con la so1uci5n e 

Luego! si la funciõn aproximada cumple con exac­
t i d U d tOdaS 1 aS C O n d i C i O n e S de bOrdE: , S e t r a·t il de m i n i nl"i Z a I" e 1 

' 
resíduo o hacer nula su media, de tal forma que: 

L <W; dV = o i= 1,2, ••• ,n (1..2o6) 

Las w1 son funciones ponderadas, y segGn ellas 
sean escogidas, dan origen a los diferentes m~todos. 

Resulta conveniente hacer algunos comentarias a­
dicionales para el caso de los m~todos de Rayleigh-Ritz y de 
Galerkin, pues el m~todo de los elementos finitos puede tomarse 
como una generalizaciõn de esos esquemas. 

~?~_:__s1 mêtodo de Rayleiqh-Ritz -Para ilustrar mejor, supongase qu~ se desea de-
terminar· la funciõn f{x), que corresponde al valoi' estacionaria 
del funcional 

F -
- rx2 J.. I(f, fx, x)dX 

X1 
(1 .. 2.1.1) 

donde fx representa 1 a derivada de f{x) respecto de x. 
Las condiciones de borde vienen dadas por 

f(x 1 ) = f(x 2) :-:0.- f(x) es la soluciõn exacta del p14 oblema. 
En el m~todo de Rayleigh-Ritz se asume que 

f{x) puede ser aproximado por una funciEn f(x)ap de la siguien 
te forma: 

(1.2.L2) 

donde 'los :~> 1 son funciones conocidas de x, linea'!ioeHte inde~ 

pendientes entre sl, y los ai son par~metros indeterminados de­
nominados coordenadas generalizadas. Las funciones seleciona­
das deben ser continuas hasta el grado N-1, donde H es cl m~xi­
mo orden de las derivadas que aparecen en el funcional. 
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Substituyendo {1.2.ío2) en (1.2.1.1') se obtiene: 

F{f) ~ F(fap) = F(a;) {1.2.1.3) 

A continuaciEn de acuerdo con el princ1p1o varia 
cional correspondiente, que estabelece que i,a soluciõn ·implica . -
que õF = O, se plantea un sistema de ecuaciones que tiene los a; 
como incõgnitas, es decir: 

~F(a) = O => i = l , 2 , o .. ., , n· (1.2.1.4) 

La resoluciõn del sistema (1.2o.l.4) permite co­
~ 

nocer los parimetros a 1 , Yt en consecuencia, f(x)ap· 
Para obtener resultados satisfactorios, las fun­

ciones aproximadas que se seleccionan deben satisfacer las con­
diciones de continuidad del problema, y ademis las condiciones 
de borde esenciales. Cuando las imposiciones anteriores son o~ 
servadas se dice que las funciones son admisibl~~· Es necesa­
rio destacar aqul que en la prictica las condiciones de borde 
naturales no son frecuentemente satisfechas (Ver ejemplo 2), P! 
ro se sobreentiende que cuando el nGmero de funciones de inter­
polaci6n tiende a infinito, entonces si lo serin. 

Para el caso propuesto, como las condiciones de 

borde esenciales debem satisfacerse con exactitud, resulta 

f(x 1)ap ~ f(x 2)ap = Oo 

Para que las soluciones aproximadas convergan 
hacia la soluci6n exactas la serie de funciones aproximadas el~ 
gidas debe ser ~ompleta. Esto significa que cuando mis t~rmi­

nos se tomen f(x)ap se encuentra mis pr5ximo a la soluci5n exac 
ta f(x) ~ de tal forma que 

Í' x2 
11m (f{x) _ 
n+<» J x, 

La convergencia seri de tipo mon5tona, o sea que 
las soluciones aproximadas se irin acercando asint6ticamente a 

la exacta, cuando las funciones elegidas constituyan una serie 
minimizante, o sea cuando c~da nueva aproximaci5n contiene a to 
das las demãs. Para e1 caso propuesto, una serie tnir.imizante, 
esta constituida por una secuencia del tipo: 
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{ 1 ) 
a~ 1 )l;j f(x) = ap 

(2) ( 2 ) a~2)4•2 f(x)ap - al q,l {· 

( 3) 
crt3)$1 ( 3) ( 3) . 

f(x)ap = + a2 dl2 + a 3 q. 3 ·,, 

(1.2.1.6) 

---------------------------------
f(n) a(n)~ + a(n)0 

(x)ap = 1 1 2 2 
a(n)q, 

n n 

Cada nueva so1uci5n de {1.2.1.~) scri igual o -mas precisa que la anterior; si el objetivo. es minimizar el ... 
funcional F, se cump1irã que: 

• 4 • > (1.2.'1.7} 

Como puede observarse en (1.2.1.7) cada so1uci5n 
da un limite superior de F. 

En e1 caso que el funcional F fuera funciôn de 
varias funciones debe elegirse una funci~n en t~rmi~os de 
metros indeterminados para cada una de ellas. 

-para-

Otro aspecto que es necesario destacar 
f(x)ap puede ser un polinomio~ una serie de funciones 
me t •. i c a s , e t c • 

es que 
trigono-

Aunque no es el objetivo de este trabajo desar-
rollar con profundidad las diferentes técnicas variacionales, 
resulta conveniente presentar algunos ejemplos a los efectos de . 
comprender mejor sus aplicaciones (estas ejercicios fueran ex-
traídos de 1as notas del curso "Introduction to Variational 
Methods for Engincering" dictado por el Prof.Carlos A.Brebbia y 

realizado en Porto Alegret Brasil, en agosto de 1973). 

Ejemplo 1: 
Consideresc el funcional correspondiente a la e­

cuaci5n de Poisson 

f 
a 

F{f) = } 

l .. o 
.c2 J (l.:..·) - 2 Cf dxdv () y -

las condicione::; de borde son: 

( 1 ) 
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f = O para x = O, x = a~ y = O e y = b. 

Para aproximar la funci5n se toman series trig~ 

nom~tricas. Se supone que: 

k'ITX t'lly f(x,y)= E E ak 2sen --a-· sen -o-
k 9. 

k , .t = ·1 , 3 , -~ , • • • ( 2) 

Dado que las condiciones de borde son homoge­
neC!.S se tiene, despues de integrar por partes, el siguiente pun 

to de partida: 

a2 f k'llx .tf!y d d + --) sen-- sen-- x .y = O· 
ay 2 a b 

{ 3 ) 

Sustituyendo (2) en (1) esta expresi~n toma es-

ta f o rrna: 

l a [b 
C sen 

o ,, o 
{4) 

Despues de integrar se obticne: 
. 

16 a 2 b 2C 

~4kt(b2k2 + a2.t2) 
{5) 

Debido a la ortogonalidad un ak.t no envuelve al 
otro, de rnanera que la soluciEn aproximada puede escribirse: 

f = E 
k:;1~3 ••• 

par a X = 

( 6 ) 

En el caso de que a = b ~ en el centro~ o sea 
se tiene: 

1 + ••• ) 
'114 

2 
a C (7) 
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la soluci6n exacta es ( 8) 

Tomando s5lo tres tirrninos en la serie (7} se ob 
s. e r v a q u e f c =2ti 6 5 a 2 C , s o l u c i ê n q u e e s t ã m u y p r õ x i m a de 1 a 

exacta~ dada por la expresiôn (8). 

_Ejemp1o 2: 

fvi 
2 

Fig. 1.2.1.1 

Se considera la viga indicada en la fig.l.2al.l. 
La soluci5n exacta para la rotaci5n en el borde libre es: 

dv Ht 
9 = ( --) = L 2 s o rr 

CIX x=2t '"" 
{ l ) 

En lo que sigue se ilustrari la manera como va­
ria e con dos aproximaciones 9 y como las condiciones de bordes 
naturales tienden a ser satisfechas. 

Las condiciones de borde esenciales, que dehen 
ser exactarnente satisfechas son: 

_ dv .. 
0 v ·- -.- - en ax r. = O y v = O · en 

Las co'ndiciones de borde naturales, que no son 
impuestas, son: 

M = E I d 
2
v = M 

dx 2 
y Q = -~ ·- o 

Se parte con: 

v1 = a~ 1 ).p 1 = ai 1
)[ x2(x-t}J 

en X = 2.t 

El correspondiente funcional es: 

Colocando (3) en (4) se obtiene: 

(2) 

(3) 

(4) 
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_ g,.. ( 1), 2 M 
"'1 J. n ( 5) 

Minimizando: 

(6) 

L (1) _ 1 ( M) uego a 1 - l rTI (7) 

las rotaciones y las condiciones de borde natu­
rales €n x = 2t son: 

{8) 

M = EI(~ 2v) =1~M;1.42857M; Q=-(~) =-~ fr=-0.85714 ~ (9) 
dx 2 x=2t 7 x x=2t 7 9, 

Como segunda aproximaci5n se toma 

Requiriendo que el funcional F sea estacion~-
rio con respecto a at 2 ) y a~ 2 ) se llega al siguiente sistema 
de ecuaciones: 

{2) 
"1 

56 ai 2 ) + 152ta~ 2 ) = ~7R. 

1 5 { 2 ) + 4· 4 , ,. , . { 2 ) _ 2 o M 
a 1 ,.o--a 2 -m 

Reso1viendo e1 sistema (11} se obtiene: 

= 0.,30315(E~t)' 

( 11 ) 

( 1 2) 

La rotaci5n y las condiciones de bordes natura 
les en x = 2~ son: 

~1 Q = 0.6614 
.1!. 

( 13) 

( 14 i 

La segunda soluci5n da buenos resultados para 
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1~ rotaciEn; sin embargo, las condiciones de borde naturales no 
convergen tan rapidamente. 

1.2.2 - El rnitodo de Galerkin ----- .......... _"' __ _ 
Se hab{a sefialado que, cúanda.a un cierto proble 

' -
ma representado-por las ecuaciones que gobiernan el sistema mis 
las condiciones de contorno, se le atribula una soluci5n apro­
ximada, que podia estar dada por expresiones como las {1.2.3), 

se producia un cierto errar E,donde: 

e = 
n 

l{Uap)-p = L( E a.~.) - p ~ 0 . 1 1 1 1= 
(1.2.2.1) 

En el m~todo de Galerkin estos residuos son or­
togonalizados con respecto a las funciones t 1 s de forma que 1a 
(1.2.6) quedar1a representada así: 

r 
= fv [ 

n ' l E:$ • dV L( E ~· dV o i=l,2,. •. n , ., 2 2 ,. ) 

J a·tfl·)-pj -· \ i • • * i J i..., 1 1 1 J v j=l,2s- •• n 

La (1.2.2.2) constituye un sistema de ecuucio-
nes que permite hallar los parimetros ai; en el caso de ser 
L ( ) un operador lineal, el sistema es lineal. 

Dajo ciertas condiciones (con operadores autoad 
juntos y problemas conservativos), se puede integrar por partes 

la (L2.2.2), para obtenet" ô{ fv I(u)dV} ::.:O, donde I es una fun 

ciõn de u y de sus d~rivadas. Para ~stos casos los m~todos de 
Raileigh-Ritz y Galerkin son equivalentes. 

Con todo, el mêtodo de Galerkin permite tratar 

los casos en que los operadores no son autoadjuntos y 

problemas no lineales. 
abordar 

Considerando la (1.2~3) se puede escribir la prl 
mera variaci5n de uap como: 

óUap = ÔC! .do. 1 'I' ., (1.2 .. 2.3} 

·;:: 1,2, ..•• n 
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Sumando la ecuacicin representada en (1.2.2.4) se 

tiene: 

~ J [L(u )-Plj óa.<f,. i=l ap 1 1 
v 

dV= I rLL(uél.J-p-1] ( .~ 
J v - 1_ = l 

óa-~-)dV= O (1.2.2.5) 
1 1 

.,. 

(1.2o2.6) 

La expresi5n (1.2.2.6) representa sumariamente 
el sistema de ecuaciones dado en (L2.2.2). 

-· .~· P a r a o b s e r v a ~~ 1 a s di f e 1~ e n c i as · e n t r e R ay 1 e i g h -

Ritz y Galerkin es conveniente considerar alg~nos ejemp1os iius 

trat·ivos (estes ejel"cic·ios fueran extraídos de·las notas del 

curso "Introduction to Variational Methods for Enqineering" dic . -
tado por el Prof. Carlos A.Brebbia y realizado en Porto Alegre, 

Brasil, en agosto de 1973). 

Ejemplo 1. 

Considerese la viga de fundaciõn elástica indi 
cada en la figui~a 1.2.2.1. 

El potencial total de energia es: 

dx + { f t Kv2dx -J t pvdx 
vo o 

donde K es una constante caracteristica del suelo. 

óF=E! 

Fig. 1.2.2.1 

La primera variaciõn del funcional da: 

('E, 
l 

.!-I • i 

"'o 
Kvóvdx p ovdx ·- O 

Integrando por partes se tiene: 

" 

( 1 ) 

{ 2} 
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9, ·1 (EI~ +Kv-p) Vdx 
d v !t o " 

+IEid2~ dõv - EI~3~ 5vl I dx 2 dx dx 3 i 
X = 0 

·- o { 3) 

L a ex p r e s i õ n b a j o e 1 s i .9 no i n t c g r· a 1 e s 1 a e c u a -

ciõn diferencial de un elemento dx de·· la v;Jga sometida a la 
cal~ga p(x)dx. E1 segundo têrmino es e1 tra:hajo r·eal izado por 
las fuerzas de borde. 

En el m~todo de Galerkin se pu~de satisfacer to­
das las condiciones de borde {esenciales y naturales) con exac 

titud, de manera que el segundo tirmino desaparece. Es dec·lr 

que pat'a x = O, 1: 

::: o -o dôv 

dx 
y = o -o ôV ::: 0 ( 4) 

-Esta significa que aqui son satisfechas mas con-
diciones que en el mitodo de RaYleigh-Ritz~ que s51o satisface 
con exactitud las condiciones de borde csenciales. 

Con todas las condiciones de contorno sat·isfe-

chas.la ecuaciõn (3) puede escribirse 

( E I __ v + Kv } !1: d fo
i d'· IR. 

~4 - p uV X = . O (L( v)-p)ovdx = o { 5) 

Sustituyendo la funci6n v(x) por una aproximada 
v(x)ap=Ia1 ~ 1 (x) en (5)~ se llega al sistema de ecuaciones (1.2. 
2.6). 

y 

1 
I sl l 

Ejemplo 2 

r-
1 
'·-

$2 

En el ejemplo anterior se decTa que 
en el m~todo de Galerkin se puede 
cump1ir !E_da~ las condiciones de 
borde, sin satisfacer la ecuaci5n 
diferencial. 
Sin embargo es posible para la so­
luci5n satisfacer s5lo las condi-
ciones de bordes esenc1a.les con 

______ ... ,._ x e x a c t i tu d , :~~g r~ q ~~.2. 1 a s i n t e g l" a l e s 
correspondientes a las condiciones 

Fig. 1.2.2.2 de borde naturLles a la expresi~n 

integral. 
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Para ilustrarlo mejor se considera e1 caso de 
fi1traci6n en suelo granular. La ley de Darcy para dos dimen­
siones y medio isotr6pico viene dada por 

u = K ~­
êx 

K : capacidad de permeabilidad del suelo 
e es el potencial 
u, v:velocidades en el sentido x e y 

.,. ( 1 ) 
. -

; 

Si el volumen en los poros es constante, el flu­
jo entrant es igual al saliente. Esto es: ~ 

au + av = 0 TI ay 
... 
o K{a2e + a2e) = o 

ax 2 ay 2 
( 2} 

Las condiciones de borde son de dos tipos: 
a) Condiciones de borde esenciales: e = ~ 0 , donde i 0 es un va­

lor especificado del potencial en s1 o 

b) Condiciones de borde 
la normal al borde. 

naturales: Vn = K ~ en s2, donde n es an 

Si la funciEn aproximada escogida satisface am­
bas condiciones de borde, cs necesario sElo satisfacer las ecua 
ciones de equilíbrio, las que pueden ser escritas asi: 

J rK(.~. 2~- + a
28

} ó8dxdy =o 
J ax 2 ay 2 

{3) 

Integrando por partes(3), se puede encontrar las 
condiciones de borde naturales: 

f'Ív(!.~ ~ + ~ ~)dxdy = JK ~ aody + vj" ax ax ay ay ax · 

+ I K ~ ~ ô e d X = r K~ ~ d s ( 4 ) 
vs 

Si la velocidad es conocida en el borde, o sea 
vn - K ~~,. puede ser satisfecha de una manera apro>drnada es­
cribiendo (Teniendo em cuenta que ôO = O en s1): 



JJ~K(" 20 + ~ 26 )ôe dxdy - j" 
ax2 ay2 s .... 

l. 

(K ae - vn)õedS an 
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( 5) 

La ecuaci6n (5} es la expresi5n de Galerkin pa-..• 
ra el caso de que las funciones seleccionada~ satisfagan s51o! 
proximadamente la ecuaci6n de equilfbrio y las condiciones de 
contorno naturales. 

La (5) puede escribirse de otra forma, si se 
integra por partes: 

fJK 
( a e · · o ô e â ô e ) d d - -'· -- + --- -- X y ax êlx ay ay 

v 

(6) 

1 F ( e ) = 
2 

Ejemplo 3 

y,v 

La (6) no es mis que la variaci5n del funcional: 

"O 2 I ( ~y) }dxdy -

s2 

x,u 

Fig. 1.2.2.3 

Flujo de Poiseui1le entre dos placas parn1e1as 

Considirese el caso dcl flujo en un canal de an­
cho unitario para el caso de v : O, La ecuaci5n de la continui 
dad viene dada por: 

au av 
-- + '>V = Q ( l) 
(l X VJ 

Como v = O~ resulta u = u(y) 
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Para un flujo laminar confinado y convecci5n for 
zada la ecuaci6n de "momentum" en x viene expresada por: 

a u a v a p a 2u 
P ( uãi + vãY} "' - ãx + ll à}' {2) 

Donde: 
p ~ densidad; p: viscosidad; p: presi5n 
u, v: velocidades en el sentido x e y respectivamente. 

De (1) se tiene: 

(3) 

Integrando (3) dos veces con respecto a x~ y te­
niendo en cuenta las condiciones de borde se tiene: 

1 h 2 ap .y 2 y 
u = "Z- (--)t-. - -) 

v ax h 2 h 
{4) 

La ecuaci~n (4) da el flujo de Poiseuille entre 
dos placas paralelas. 

La integral de Galerkin puede ahora escribirse a 
... s 1 : 

r {- .?L a 2u ôudy o ( 5} + 1.1 -·-} = ax ay z 

Integrando por partes y teniendo en cuenta que 
u = O en y - O,h se obtiene: 

(lp 
(·-· ax 

u + ~ vôu) dy· = O v ay ay ( 6) 

Se toma como funciõn aproximada la siguiente: 

uap = uc sen(~Y) {- ) 
l' 

La (7) satisface las condiciones de bordee 



1ocidades: 

De ( 8): 

o ::::> u "' c 

Luego se tiene la 

'lry sen 
h 
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4h 2 Gip -----
~31-1 ax 

{9) 

siguiente, distribuciõn de ve 
.,. 

( 1 o) 

La expresi5n (10) pucde ahora compararse con la 
soluci5n exacta dada por la (4). 

J,~ 

1.3 ·· El metodo de elementos finitos 
La mayor dificultad en la aplicaci6n de los dos 

m~todos descriptcs anteriormente es la elecci6n de las funcio­
nes globales que constituirin la soluci6n aproximada del pro­
blema. 

Estas funciones adern~s de cumplir, por lo me-
nos, con las condiciones de borde esenciales~ deben represen­
tar todas las caracterlsticas geom~tricas y de1 material del 
problema. Todas estas condiciones son dificiles de satisfacer 
para todo el continuo por medio de 1as referidas funciones gl~ 

bales, por lo que los m;todos variacionales y de los residuos 
ponderados en su forma "clisica" son de alcances limitados. 

Con el gran desarrollo alcanzado por los compu­
tadores electr5nicos; comenz5 a tomar forma la idea de que las 
funciones mencionadas previamente estuvicram localizadas en u­
na peque~a regi5n. 

Justamente a travis de esta idea es que comenz6 

a desarrollarse el mitodo de elementos finitos, que ha demos­
trado ser una t~cnica muy eficiente para aproximar mediante un 
sistema de ecuaciones algebraicas las ecuaciones diferenciales 
correspondientes a un problema contlnuo~ y poder asf obtener 
soluciones aproximadas en tirminos de un nUmere finito de va­
riables. 

P .. ., ' ' "f ..... J ' - ,.,..,. • .1. 

ara 1ltl5Crar e1 l!lecouo, StJ}JOngase qut:~ ~~x1s ;;a un 

funcional F para un cierto problem~ que se quiere resolver. La 
soluci5n del problema viene definida por la expresi3n variacio 
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nal 5F = O, que representa la primera variaciEn del funcional 
F. Esta es la condici;n que deberi ser satisfecha por la o 
las funciones utilizadas para caracterizar el continuo. 

El funcional exacto F es. sustituido por uno a­

proximado Fap' ta·l que las variables o funcl<>nes que catacte­
rizan el problema se expresen en t~rrninos d~ funciones de in­
terpolaci5n multiplicadas por parimetros indeterminados$ que 

en general estin asociados a las variables del problema~ o a o 
tras magnitudes fÍsicas. 

wio de 
Para comenzar la resoluci5n, se divide el domT 

integraciõn en subregiones denominadas .. elementos fini-

Fig. 1.3.1 

... 
tos(sus dimensiones son finitas~ 
Un elemento genirico {i) (Ver 
Fig. 1.3.1) tiene "ni" nudos; 
sean 11

0
11 el numero total de nu-

dos y "m 11 el n~mero total de e­
lementos. 
Sobre cada regiõn 
las variables del 

(o elemento) 

expresan como combinaciones li­

neales de funciones de interpo-
1aci5n, multiplicadas por pari­

metros indeterminados. Estas expresiones representan el com­
portamiento localizado aproximado de las variables sobre cada 
elemento. Las funciones aproximadas deben cumplir las condi-

-ciones de admisibilidad y completidad mencionadas en el para-
grafo 1.2.1. En los bordes, o a veces en el interior del ele-
ment~ se identifican los puntos nodales asociados con el mis­
mo, de tal forma que los parimetros indeterminados correspon­
dan a los valores de las variables del problema en esos pun­
tos, o estin relacionado con esos valores. 

Sobre cada elemento se evalGa el funcional apr~ 

ximado, y su valor total seri la suma de esas evaluaciones en 
todo el domínio de integraci6n (en los "m" elementos). Es de­
cir que: 

m 
{1.3.1} . .. 1=• 

' ' , : , ~.,~. "GEJ~~ ·._jJ..~ ·~~··-

.,,,:.; BlGLtC)T~CA 
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La variables del elemento "i" se aproxima por: 

r i 
I: 0 k ~Pk 

k=l 
(1.3.2) 

R e em p 1 a z a n do ( 1 • 3 • 2 } e n (l . 3 · .. .,1 } s e t i e n e e l f u n -

cional total aproximado en funci6n de los p~rimetros a~. Es 
importante hacer notar que la expresiõn (1.3.2) sÕ1o es vãlida 
en el elemento "i" y que para otro elemento las variables se a­
proximan por una funciõn del mismo tipo pero ~os ak son difere! 
tes. Respecto a las funciones de interpolaci~n ~k~ êstus son 
las mismas. normalmente, pero tambiên pueden cBmbiar de elemen-

. ~ 

to a eleme. ~Oo 

tiene: 
Aplicando la condiciõn estacionaria 6F = O se ap 

õF ap = {L3.3) 

i Dado que en (1.3o3) óak es arbitraria resulta: 

m r aF 
E E -,-=O 

i =1 k=l <Jak 
(1 ~ 3 .. 4) 

La expresiõn (1.3.4) es un sistema de ecuaciones 
i a partir del cual es posible hallar los ak y asi conocer ei va 

lor de cualquier variable. 
Tal co~o es posible percibir, esta so1uci5n es 

aproximada y corresponde a la de un modelo discreto que se com­
porta casi igual que el modelo continuo. La aproximaci5n se i~ 
troduce al imponer un comportamiento localizado de las varia-
bles del problema. 

Para que la soluciõn aproximada converga a la s~ 
1uci6n exacta, se puede aumentar el nfimero de nudos, es decir, 
aumentar el nijmero de parimetros indeterminados, o refinar la 
.funci6n de interpolaciõn, o ambas cosas a la vez. 

Es preciso se~alar que en la prictica el sistema 
i (1.3.4) no se expresa en t~rminos de los ak, pues cllos son re-

emplazados por los valores de las variables del problema en los 
puntos nodales, por lo tanto, la so1uci5n del sistema de ecua­
ciones dar~ directamente ~sos valores sin necesidnd de calcular 
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1cs 
i ak previamenteo Luegos antes de solucionar e1 sistema de h e 

tenerse en cuenta las condiciones de borde esencia1es. -r a 
Aunque puede decirse que no existe~ estudios a-

cerca de 1 os cri ter i os de convet·genci a _para todos 1 os tipos de 

p t o b 1 em a , e 1 1 o s p u e de n r e s u m ·i r s e e n d o s ·. c o rr g ·i c-i o n e s ; 

a) Se requiere que exista continuidad en la~ variablei y sus de 

rivadas hasta el orden M-1 (donde M es el m~ximo orden entre 
le.s derivadas que aparecen en e1 funcional) a traves de los 
bordes internos entre elementos. 

b) Cuando el elemento tiende a ser infinitesimal, y las deriva­
das exi~tentes en el funcional tienden a ser constantes, las 

./ 
funcioi .:; aproximadas seleccionadas deben representar esas 
derivadas constantes con exactitud. 

Todo el esquema descripto hasta aqui est~ basil­

do en el m~todo de Rayleigh-Ritz~ pero el m~todo de elementos 
finitos cs general y se puede aplicar aGn a los casos en que 
no puede definirse un funcional. Para ello se utilizan las e­
cuaciones diferenciales del problema y las condiciones de con­
torno y se recurre a alguno de los m~todos de los residuos pcn-
derados (generalmente el de Galerkin), tal 
lante. 

... ~- -corno se ver·a mas ade 

considera r· 
'-...._ 

Posteriormente, en el Capitulo III, se volveri a 
otros detalles respecto a ~sta t~cnica, especialmen-

te en lo que se refiere a la formulaci5n del problema de a guas 

u p O C O p t• O f U n d a S 11 p a r a r e S O 1 V e r 1 O p O I~ ~ 1 me tO dO dE: 1 O S 

finitos, y el esquem~ computacionnl de soluci5n. 
elementos 
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CAPiTULO II 
.,, 

Las Ecuaciones de Aguas "Poco Profundas" 

2.1 - Ecuaciones que gobiernan los fluidos. 6ificultades en su 
. --·----------------

reso1uciõn. 
Las ecuaciones bisicas que gobiernan los flui-

dos pueden resumirse en las siguientes expresiones (Ver Apen-
dice I): 

a) Ecuaciones de movimiento: 
D(pv,) 

3p + 3Tik b K - _a_x._K ax; + P K = __ D_t....;...._ 

b) Continuidad 

ap + a(pvi) 
ãt ax. =O (i= 1,2.3) 

1 

(i 'k (2.1.1) 

(2.1.2) 

A partir de (2.1.1} pueden deducirse las ecuaci~ 
nes de Navier-Stokes~ las que en conjunto con la ecuaci5n de la 
continuidad (2. L2), ·1a de 1a energ1a y dos ecuaciones de esta­
do{cinetica y cal5rica) describen en forma completa el flujo de 
un fluido Newtoniana (Ver Apindice I). 

las ecuaciones de Navier-Stokes estin ligadas a 
ia .- de la ... traves de las ecuaciones de esta do ecuac1on energ1a a 
que son: 

f(p,p,T) - o Ecuaciõn de estado cinética (2.1..3) 
u ::: u(p,T) = o Ecuaciõn de estado calÕr·ica. 

donde: 

p : densidad; p: presiÕn; T: temperatura; u: energia interna 
por unidad de masa. 

Si se supone que el flujo es barotr5pico, es de­
c-ir independiente de la temperatur·a, se puede desacoplar las e-
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cuaciones de Navier-Stokes y de la energfa y tratarlas separada 
mente. Las primeras dan las velocidades y la posici5n de la 
superficie libre y las ~ltimas, introduciendo la informaci5n an 
terior, dari la distribuci5n de temperatura o algfin otro pari­
metro similar a trav~s del sistema. ... 

Sin embargo es necesario destacar que estas ecua 
' ciones presentan algunas dificultades para encontrar su solu-

ci5n aproximada por media del computador; ellas se resumen en 
lo siguiente: 
a) La presencia de una superficie libre. 
b) La naturaleza variable de los bordes cuando los niveles su-

ben y bajan. ' 
c) Las ecuaciones tri-dimensionales rcquieren gran 

de almacenamiento y mucho tiempo de _cj)mputador, 
capacidad 

d} La existencia de t~rminos no lineales que aparecen en las e­
cuaciones y que originan matrices no sim~tricas, mal LOndi­
cionadas y que no son diagonalmente dominantes. 

2.2 - Condiciones de Borde. 
Todo conjunto de ecuaciones diferencia1es que r2. 

presentan un problema flsico,s51o pueden resolverse en el con­
texto de las condiciones de bord~ aplicables al problema; en el 
caso presente~ ser1an las correspondientes al 111ovimiento de 

grandes masas lÍquidas de poca profundidad relativa. 
Los factores que afectan dicho movimento son 

muchos y variados tal~s como la configuraci5n y posici~n del 

fondo, la forma de las costas y la variac15n de las mismas,frif 
ciõn entre el agua y el fondo, el tipo de rr:aterial que consti­
tuye el fondo, condiciones meteorol5gicas (principalmente el 
viento), la rotaciõn de la Tierra, las fuerzas astron5micas del 
sol y la luna (que act~an como fuerzas de volumen), las m~rens, 
etc. 

Las variaciones topogrificas de la superficie 
que contiene la masa de agua es generalmente muy compleja, y 

puedcn en ciertos casos no permanecer estiticas debido a efec­
tos como la erosi5n a trav~s del tiempo. Los camb1os de con­
figuraci5n en el fondo pueden causar diferentes resistencias al 
pasnje de1 agua. Dependiendo de la escdla con que se trabaje, 

.. 
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podri representarse con mayores detalles este pro&lema. 
La fricci5n en el fondo es usualmente incluida 

en los modelos matemiticos a trav~s de las f6rmulas de Chezy 
o de Manning, que originalmente estãn qadas para conductos cer 
rados y canales. Las versiones bidimehsiaqales (25 ),{ 31 ) so~ 
extensiones empÍricas de esas f5rmulas. 

Existen autores( 3 l) que sugiercn la evaluaciõn 
del factor de fricci6n en c2da intervalo de tiempo y para ca­
da elemento en consideraci5n, dependiendo de las condiciones 
prevalecientes en el tiempo, en los modelos tendientes a pre­
decir los movimientos debidos a mareas. Deb~ tenerse en cuen 

... ~ 
ta que la fricci6n en el fondo es un efecto~e gran importan-
cia em aguas "poco profundas~, y que los diferentes matcriales 
que constituyem el fondo tienen distintas resistencias fric­
cionales cuando la profundidad y las velocidades varlan. 

La principal condici5n de borde de origen meteo 
rol5gico es el viento. En circu1aci5n en lagos es la finica 
fuerza actuante, pera frecuentemente aparece acoplada a las 

( '? ) 
fuerzas que provocan las mareas. Existen varias trabajos\' ~ 

cerca de las relaciones entre las velocidades y tensiones de 
viento., 

El verdadero mecanismo con que e1 viento pt~ov!2_ 

ca el movimiento del agua ha recibido mucha atenci5n, especi­
almente en lo concerniente a las ondas de superficie generadas 
por el viento. Este fen5meno es en general muy peque5o para 
ser inclufdo en el mo~elo que se esti estudiando. 

Aunque ia mayoría de los trabajos considerao el 
viento constante, nada impide que varie en cada intervalo de 
tiempoo 

Las mareas pt~ovocan fuct~zas fundamentales que 
conducen e1 movimiento de aguas "poco profundas";es necesario 
entonces tener una idea de la posici6n de la superficie libre 
al tiernpo inicial t=o, y poder evaluar los cambias de esa. 
superfície en los bordes que no dan a tierra (o sea en bordes 
11 abiertos:') en cada intervalo de tiempo. 

A continuaci~n se deducirin matemiticamente las 
ecuaciones de~ <.1gua 11 poco pr·ofundas 11 

(
11 Sha11ovl water equaticns 

or long wave equations") teniendo en cuenta algunos efectos 
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se~alados en este parigrafo. 

2.3- Las ecu_~_r:J_ones de aguas2E_c:2._Profur.das" 
Las expresiones (2.1.1) y (2.1.2), tal como se 

ha sefialado anteriormente, constituyen'el ~pnjunto de ecuacio­
nes que, despreciando los efectos de temperã~ura~ gobiernan a 
los fluidos. Sin embargo, ellas presentan una serie de dificul 
tades que ya han sido enunciadas previamente. 

Estos inconvenientes son supe~ados simplificando 
las ecuaciones~ para obtener finalmente el conjunto conocido c2 
mo "ecuaciones de aguas poco profundas" (en 1~ terminologfa in-

.;.· 

glesa: "th shallow water equations"). 

~x3,v3 
I ----~ ~ 

•• -1-'~------- I. ----- ~ 
j n -~ 
~ --------- -----------·---·--·----------->- X 1 ' V 1 

h H = h+n 

Fig. 2.3.1 

La pri.mera simplificaciõn que se introduce es 

reducir li:'. tercera ecuaciôn de equilibrio o 11 momentum•,(*) a 1a 

· siguiente expresiõn: 
_ a e._ = -p q ( 2 . 3 • i ) 

a x ~ 
3 

El signo de g se debe n la direcciõn de1 eje re-
lativo a la gravedad. En (2.3.1) se han despreciado los tirmi­
nos correspondientes a la ace1eraci5n y a las tensiones. 

Integrando (2.3.1) se tiene: 

{2.3.2) 

{*) Esta palabra serla equivalente en la terminologfa espafiola 
a "cantidad de movimiento~ 
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En (2o3.2), Pa es la presi5n atmosf~rica y n es 
la elevaciõn sobre e1 nive1 media. 

Las otras dos ecuaciones de equilibrio o "momen-
tum" pul~den entonces ser expresadas diY 1 ê1 siguiente manera: 

\ ... 
ap !!.J..l + dT 21 O(pv 1 ) a (pvl) .. a(pv 1v1 ) õ(pv 1v,,) 

- rx1 + ax- + b.l ::: Dt - = +' -
+ __ _!::_ 

ax 1 2 at a x1 d X2 

(2.3.3) 

ÔT12 d'r D(pv 2) a(pv 2) (I (pv 2v1 ) a(pv 2v2) 
!E_+ ax 1 

+ ___1! + b2 - -- = +-+ ---ax
2

-a x2 ax2 Dt at .. a x1 .. , 

En (2.3.3) 11 V 11 son veloc-idades medias, p es la 

densidad y las T estin constitufdas por la suma de las tensiones 
viscosas y de Reynolds. 

Por otro lado, la ecuaci6n de la continuidad ad­
quiere la siguiente forma: 

Integrando la expresi5n (2.3o4) con respecto a x3 
se obtiene (Ver fig.2.3.1) 

J n [.:._ ( P v 1 ~ + ~P v 2 ) + ~- ( P v 3 ) + a P -1 d x 3 = o 
ax1 dx 2 ax 3 atjl 

-h 

Se define ahora una variable qk (masa por 
dad de longitud y de tiempo} tal que: 

(2.3.5) 

uni-

(2 .. 3.6) 

En (2.3.6) se ha supuesto que la densidad no es 
funci6n de x3, es decir que p = p(x1,x2 ,t). Es necesario desta 
car tambien que: n (elevaciõn de la supcrficie libre)~ll(Xpx 2 ,-t); 

v1=v 1(x 1.x 2 ,x 3,t); v2=v 2 (x1,x2 ,x 3,t). 
la condici5n cinemitica establece que 

(2.,3.7) 
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Para resolver (2.3.5) debe tenerse en cuenta, ! 
demis de la expresi~n (2.3.7), la reg1a de Leibnitz para dife­
re n ci a c i Õ n p a r c i u. 1 de una i n te g 'ta 1 e n t ,~e 1 i rn i te s v a r i a b 1 e s , 1 a 
que puede escribirse asT: 

rhz(xl ,x2) 

a ' 
~j f(x 1 ,x2 ,x.._)dx-:t = 0"1 .) .... 

\ h1{XpX2) 

Apl )cando {2.3.8) y (2 .. 3~6) a 1 os términos de 
(2.3 .. 5) se tiene: ) 

r. a v rn 
1 a I an êh dx3:::: a x1 I vl dx 3 - vd rr- + v 1 I 

;fy~ 
::: a x 1 i I ' J -h J_h I x.,=n lx~=-h 

.) .1 

{a) 

p n 

r ' é1V2 a . ~!.l_ + a h l dx 3 v2dx 3 
• 

a x2 
= ãX2 .. v2 V2l ãX :::: 

J ~h 
a x2 I x ... =~h 2 

-h x3=n 
.) 

(b) 
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J
n a v 

·a xi 
-h 

dos por 

= ·a ~3 

= Dn 
rrr 

p, se 

30 

"" 

J
n 

-h 

V 3d X 3 = V 31 -V 31 
!x3=n 1x 3=-h 

= 

an + 
v.l I an v2j an 

{c) ·- ãf -~- + a x
2 

J:. ax 
x3=n 

1 lx 3=n 

/ 

Sumando (a) ' {b) y (c ) ' previamente multip"lica-

tiene: 

(d) 

Siendo p ~~ = p ~(h+n} = p ~ + p ~ = p at at at at 
segundo miernbro de la expresi5n (d) puede escribirse de la 
siguiente manera: 

(e) 

Por otro lado: 
(f) 

T e n i e n d o e n c u e n t a ( e ) y ( f ) 1 a i n t e g ~~a 1 ( 2 • 3 • 5 ) 
.... 

queda expresada as1: 

{2.3.9) 
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En (2.3.9), tal como en (2.3.6) se ha supue!>to 

que p =p(x 1 , x2 , t), o sea que lu densidad no es funci~n de 

x3. 
Antes de integrar 1as ecuaciones de equilibrio 

.. 
o de "momentum" (2.3.3) con respecto a x3 , &s conveniente de-
finir las velocidades instant~neas: 

"1 = v,(x,J x2~ t) + v1(x 1 , x2 , x3~ t) 
I 

{2.3olQ) 

v2 v2(x,, x2, t) + I I x2, x3 ,· t) - v 2 ~x 1 , 

... · 
donde: 

v, y v2 son 1as velocidades instantâneas 

- - \ 
v, y v2 son las velocidades verticalmente promediadas 

V I 
1 y V' 2 son las desviaciones verticaleso 

Luego: 

p n 

L h 

dx 3 
1 - 1 

<v k> = vk = qk; vk = H < Vk> 
p 

Se supone que las fuerzas de volurnen son s~lo a-
quellas debidas a los efectos de la ace1eraci5n de 
Asl para el Hemisferio Sur r~sulta (Ver Ap~ndice II): 

Corio.lis. 

{2.3o12) 

Se supone que la pendiente en el fondo y en la 

superficie libre son peque~as respecto de la unidad;entonces es 
posible aproximar las componentes de las tensiones internas de 
la siguientE manera (Ver fig.2.3.2): 

{2.3o13) 

T .I .., ' .;) I 

fondo 



/x2 

/- ---~--: ~---
... 

I ti I . / . 

~----Y :'.\ x
1 

- an 2 2 

\
Pis T·,l el=axl {~~1) <<1; (i~2) <<1; dA-

-- I S 
-~--~ 

_____ __jn ~-----------

h h+n=H 

--------
.-....;;;:::::::: 

' 1 lf\ plf 
Fig. 2.3.2 

la. {2.3.13). 

Las expresiones para -r 2 l Y -r 2 j 
IS f 

son similares a 

Todas estas tensiones pueden ser consideradas co 
mo fuerzas exteriores aplicadas en la superficie 1ibre y en el 

fondo. Sustituyendo las expresiones {2.3.10),(2.3.11}y{2.3.12) 
en las ecuaciones (2.3.3), integrando con respecto a x3 aplica~ 
do la regla de Leibnitz{2.3.8) y la condici5n cinemitica (2.3. 
7} se obtienen los siguientes resultados: 



a q 1 d q1 a qlq2 aN a N 11 
+ ãX-J(Hp) + I ) -· - __ P + .. -.~- + ãt- ---\-m- -a x2 t P ax õ x1 1 

aN12 
fq2 Pls an __ + 

T 1 I + Plf 
a h 

·c 1 I f + --- + ãX'l -ax a x1 •2 I IS 
.... 

(2~3.14) 

a q2 
2 

aNP aN22 d q1q2 a q, 
ãt + ·- (trp-) + ax2 (·F!i) :;:; 8x· +-+ a x 1 âx 2 2 

+ 
aN12 

... fq, + Pls ~+ ' 2 1s + Plf 
a h 

' 2if a x1 
--

' ax a x2 2 
.;:. 

donde~ ------

(2.3.15) 

En general: N •• = <.,. .• > - <pv! v'.> 
lJ 'lJ 1 J 

r n 
donde, pnra todos los. casos, <a> = J adx 3 

-h 

Los N.. pueden ser aproximados de la siguien lJ . 
te forma (Ver expresi6n A-1.6.7 en Ap~ndice I): 

- aql 
Nll 2e:11 ax

1 

N22 
- " 

aq2 
= t:.e:22 ax 2 

Nl2 - I d q l 
~· cl2\ xz + 

(2.3. 16) 

()q2 
·-) a x1 

Los c .. de la exprc:>siõn (2.3 .. 16) son coeficien 
1J 
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tes de viscosidad generalizados. Si el fluTdo e~ 

se cumple que ~ 11 = c 22 = z 12 = c. 

34 

isottÕpico 

los esfuerzos de corte en el fondo son dados u­
sualmente por la siguiente relaciõn: 

1 ql(q~ + q~)l/2 
Tllf = {!z) p H2 

.... 

·-; 
(2.3o17) 

.l 
donde: . 

~' 

p es la densidad; g = aceleraci5n de la gravedad; 
c es el factor de fricciõn o coeficiente de Chezy. 

Los esfuerzos de corte en la superfície libre 
son generalrnente debidos al viento y pueden ser expresados asl: 

-rl ls -· y2p H2 cosa a 

T2 ls = y2Pa H2 sene 

donde: 
W : velocidad del viento; p

8
: densidad del aire; 

e : ãngulo entre la direcciõn de1 viento y el eje x1 • 

y 2 : coeficiente de las tensiones debidas al viento. 

{2.3.18) 

Con todas estas consideraciones las ecuacicnes 
(2.3~14) pueden escribirse de la siguiente forma: 

aql 2 
ô qlq2 a aN12 a ql 

+ Bl rr- + ax
1 

(HP)+ -(-)= -(N11 -N )+ "ãX2 ax2 HP ax 1 p 

{2.3. 19) 
2 

aN12 aq2 a qlq2 d q2 
a~2~(N22-Np)+ B ãt + -{--)+ --{--)~ rr- + 

axl Ho ax 2 l-lp 2 2 

donde: 



()h 
+ pgH ax~ 

I 

é) h 
+ p tlH ----­;;) élx

2 

... 
2 2 1 /._ 

1 q2(qj + q \ I~ - _______ ..1.!_ J. 

.. , pa 
P H'-
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+ 

(2.3.20) 

(2.3.21) 

Merecen un comentaria adiciona~ los valores halla 
dos para c (coeficiente de Chezy) y y.(B) 

Ex p e r i e n c i as r e a 1 ·i z a d"a s e n H o 1 a n da d i e i' o n p a r a e 1 
coeficiente de Chezy valores variando entre 45 y 70 m lf2;s - P! 

1 ? c~ 
ra el caso de rlos, de manera que 2 x l0-w<g/c 2 <5x 10-J El va-

- - ~o ljr d . 4 1r-3 lor mas comun es o. m t../seg' es ec1r 9fc2':: x d 

Otros investigadores (Rossby, Bowden, Hansen) en­
contraron valores de gfcz co~prendidos entre 2.4 x 10- 3 y 2.8 x 

_? 

1 O J 1 d para e caso e mares. 

1 I 
m 2/seg' 

Experiencias adiciona1es 

o sea 9/cz ; 2.7 x 10- 3• 
El coeficiente c depende 

mo s t t• a r a m q u e 
. .• 

c = 60 

de la rugosidad del fon· 

do respecto a la profundidad y del material del fendo. 
Con respecto al coeficiente y, Munk hal15 valores 

de y 2 = 2.6 x 1 O·· 3 p a.r il v e 1 o c i d a de s d e v ·j e n t a c o m r r e n d i d a s e n t r e 
m 6 /seg y 

variando 

t r e '4 m y 

m 2 - -6 20./seg. Lvego y pa = 3.2 x lO . 

En Zuiderzee (Holanda) se encontrõ para vientos 
entre l5m/seq y 25m/seg y con profundidades variando en 

~ -6 " ··6 -
10m que: 3.5 x 10 <y ... pa< 4.5 x 10 • 

Para resolver el sistema de ecuaciones (2 "} 19) 
• .) • • I 

bajo las condiciones (2.3.9) se necesitan establecer las condi­

ciones de borde. 
Se t i e n e n d o s t i p o s de c o n d i c i o n e s d c: b o 1· de ( V e r 

fig.2.3.3}: 
a) Condici5n de borde tipo "tierra" (S 1 ) 
b ) C o n rl i c i õ n d e u o r d e t i p o l: O c ê a n o ·~ ( S 2 ) 
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En el sistema de t~eferencia s-n se ·puede escri-

Sl 

Ademãs: 

Nnl = anl(Nll - Np) + an2 Nl2 

Nn2 = anl N12 + an2 {N22 - Np) 

Por otro lado: 

Nnn = c.nl Nnl + an2 N_n2 

Nns -· an2 Nnl + anl Nn2 

.,, 
(2.3.,21) 

an 1=cos(n,x 1) 
on 2=cos(n,x2 ) 

NnndS 

(2.3.22) 

{2 .. 3.23) 

En los bordes tipo "tierra" se tiene usualmen~ 

te: 
qn = O en s1 

Sin embargo,si un rio desemboca en el sistema en 
consideraci5n, se puede especificar el "input" de masa como: 

-qn = qn = { q} 

qs r o 

{desembocadura de rlo en una parte del borde s1) 
(2.3.25) 



En un borde tipo "oc6anG" se debc ~rescribir en 
principio las fuerzas normales y tangenciales: 

-
Nnn = ~I 

"nn 
} en s (2.3.26) - 2 

Nns f'' = 'ns 
... 

Los t~rminos viscosos en general son desprecia­
dos y entonces las velocidades y fuerzas tangenciales no nece­
sitan ser prescriptas. Entonces las condicion~s de borde se re­
ducen a lo siguiente: 

o - - s, .. ~ 
qn :::: o qn = qn en 

- (2.3~27) 

Nnn = Nnn = -N en s2 p 

2.4- Las ecuaciones de aquas 11 p_q_~.o pr_o_f~_n_d_a_s_" __ e_n_término_s __ d_e 
la velocidad media 

Las ecuaciones de equilTbrio o de "momcntum" da­
das por (2.3.19} pueden ser expresadas de la siguiente forma 
cuando se desprecian los t~rminos viscosos, y teniendo en cuen­

ta que Np = 1 H2 + Hpa (donde Pa es la presi5n atmosf~rica que 
generalmente se toma como referencia, o sea que p =O): a 

a ql a 
~- + ~ at l 

(Jq 
2 () 

ãt + ãX 1 

donde: 

qy a qlq2 
(m) + -(--·) 

a x2 H P 

2 ,qlq2\ q q2 
\"HP; + -- (-' a x2 HP' 

B! + -I 

+ B'-2-

o 

o 
(2.4.1) 

(2.4.2) 

q,)+pgH.d.(~-'D. 
c. ax 

2 

p: densidad del agua; pa: densidad del aire; f: coeficiente de 
Coriolis; y: coeficiente de tensiones debidas al viento; c: coe 
ficiente de Chezy; W~ velocidad del viento; e: ingulo que for-
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ma la direcci5n del viento con el eje x1• 
La ecuaciEn de la continuidad viene dada por: 

(2.4.,3) 
..• 
. . 

Las condiciones de borde son~ 

-o en sl 
{2.4.4) 

-
Nnn = Nnn =-Np en 

Las expresiones anteriores con~ideran al agua un 
material invfscido~ suponiendo que estas efectos no revisten im 
portancia en relac15n a los provocados por la fricci5n en el 
fondo ~ 

L6s ecuaciones de aguas ~poco profundas" pueden 
escribirse en t~rminos de las velocidades medias (promediadas 

> verticalmente); esta forma de presentar las fErmulas exige al­

gunas consideraciones adicionales. 
Se habfa definido previamente que (Ver expresi5n 

2.3.11): 

(2.4.5) 

En lo que sigue se considerarin estas relacio-
nes: 
- - 1 1 
v K v ("'if v K >1f v i > ; (2.4.6) 

Por otro lado por razones de simplicidad, se in­
troduce un cambio en la notaci5n haciendo ~K=vK. 

Antes de seguir adelante, resulta conveniente es 
cribir (2.4.1) de la siguiente manera: 
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2 aq2 ~ qlq? ~ q2 ~ 
., o ( c..)_. a ( ),~.F• C . gJ'an ·P'-0 ....-.:--,·--:- -- ··~- - ·, q .., - q .. + p 1-;:-:-:---1" .~ 2 •. ot ax1 HP ax 2 Hp L 1 dA 2 , 

.,. 

Siendo constante la densidad la~ecuaci5n {2.4.3) 
<Í<' 

resulta: 

Usando el concepto de velocidad media dado en 

(2.4.5). y teniendo en cuenta {2.4.6), las ecuaciones de aguas 
de poca profundidad relativa pueden expresarse as1: 

a) Equilibrio o "mcmentum 0
: 

av 1 av.1 av 1 v1+c a rl o ãt+\'rax~·+V2 él x
2 

+F v2+g~+Hl ::: 

1 

{ 2 • 4. 9) 
av 2 av 2 av 2 -c an w o ---+v 1 ---+v 2~~+Fv~ vl+gax

2
+ 2 -at ax 1 x2 c. 

donde: 
1 

( v2+v2 ,1 • /2 
o 1 2 

F =-.1..- ----·-
c2 {n+h) 

b) Continuidad: 

= o (2.4.10) 
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-
V

1
. =V 
1 n 

c) las condiciones de borde son (Ver fig.2.4.1) 

v = o n 

-n = n 

en 

en 

2.5 - Fot·ma simplificad~ de las ecuaciones de aqu_a_s __ .. ._p_o.co DJ2E!..:. 
fundas 

Una estimaciõn inicial de la circulaciõn en cier 
tos sistemas puede obtenerse si se simplifican las ecuacioncs 
completas desarrolladas en el parigrafo 3. Ello se consigue e­
liminando los terminas no lineales$ despreciando los t~rminos ~ 

inercia en las ecuaciones de equilíbrio o de 0 momentum" y eli­
minando los terminas dependientes del tiempo en 1a ecuacion de 
la continuidad. A partir de estas condiciones 1as expresiones 
(2.3.19) y (2.3.9) pueden expresarse de la siguiente forma: 

fq2 + pgH !!L + < 1:1 I s -·-r ,I ~ = o a x1 
(2.5. 1) 

-fql+ pgH an_ 
+(1:2! s--r,l; = o a x2 

aql aq2 
= o -+ 

()X a x2 1 
{2.5.2) 

Si los valores de n son peque~os comparados 
con los de h, resulta H;h, entonces las (2.5.1) se redt.<cen a: 

fq2 + pgh an 
+ ( T 1 I s ~'C 1 I f ) o a x1 

·-

(2.5.3) 
.. fql+ pgh an 

+{•21s--r2jf) = o a x2 



En este caso se pueáe def·lnir: 

q . q . 

r. I: 1 - 1 v 1dx 3 (2.5.4) = = 
H h 

·., 

Por otro lado se supcne que lãs tens·iones deb·ido 
a fricci5n en el fondo pueden considerarse proporcionales a q1t 

de ~anera que se obtiene: 

x2 y la 

aq2 
~ 

I 1fX2 -

Se deriva la 
segunda respecto a 

primera de 

x1 , de donde 

d'(11f 
--:::-.....;..' -· ) = o a x2 

... ~ 
1 as ( 2. 5 .• 1 ) respecto a 
resulta: 

{2.5.6) 

los t~rminos ah;ax 1 , y Bh/ax2 han sido toma­
dos igual a cera, es decir se considera que la pendiente en el 
fondo es pequena. 

Restando miernbro a miembro la(2.5.6), y teniendo 
en cuenta la (2.5.2) surge que: 

a'tlls 
{~--

()X 2 

/ 
I 
f 

ClT I 
' 1 s 
{ (;)X -

2 

tal que: 

:::.ds a-r 2l f a-rllf o . -)+(- - -'-) = a x1 a x1 a x.., 
L 

(2.5. 7) 

Aplicando {2 .. 4.5) se tiene: 

a-r?ls aq2 aql 
- )+ B'·-- ---) = o a x 1 

\(1 X oX2 1 

Se supone que existe una funci5n de corriente ~ 

(2.5.9) 

ESCOLA üE ENGENHARIA 
BIBLIOTECA 
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Incluyendo (2.5.9} en {2.5.8), ~st~ adquiere la 
forma siguiente: 

e(a2w + a2w -) 
axf ax~ 

do la 
..,. 

as 1 : 

(2.5.,10) 
... 

La expresi5n (2.5.10) puede resumirse, escribiin 

(2.5.,11} 

,:. 
En (2.5.11) itJ es un têrmino que .denota la acciõn 

del viento y esti representado por el membro derecho de(2.5.10). 
Las condiciones de borde asociadas con esta ecua .... c1on sorr: 

él!p ~ 
ãii' ·· q

5 
(condiciones de bor·de natura1es) 

(2.5. 12) 
{condiciones de borde esenciales) 

La ecuaciõn (2.5. 11) junto a las condiciones de 
contorno (2.5.12) constituyen una manera simplificada de repre­
sentar las ecuaciones completas de aguas de pequeRa profundidad 
relativa, y son Gtiles para obtener una estimaci6n inicial de 
la circu1aciõn en lagos, estuarios, etc.( 3) 
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CAPITULO III 
..• 

El m~todo de elementos finitos en la soluci5n 
de las ecuaciones de aguas 

3.1 -.Esquema computacional del mê.!~o_c!_::__eleiT • .-:::ntos_fjnitos_. 
En el capitulo I se establecieron los fundamen­

tos variacionales del m~todo de elementos finitos. En el pre­
sente capitulo, el objetivo es presentar una formulacifin de es­
ta t~cnica para resolver las ecuacicnes de aguas "poco profun­
das"~ mostrando al mismo tiempo a1~unos esquemas numéricos para 

;. integrar en el tiempo. 
En general los pasos bãsicos que se deben ejec~ 

tar para resolver un problema por medic del m~todo de los ele­
mentos finitos son: 
a) Discretizaciõn del continuo. 
b) Evaluaciõn de las matrices del e1emento. 
c) Ensamblamiento de las ecuaciones que gobiernan el sistema. 
d) Introducciõn de las condiciones de borde. 
e) Soluci6n del sistema de ecuaciones. 
f) Cãlculo~ si fuera necesario, de resultados secundarios,a par 

tir de las variables obtenidas en la soluci5n. 
Conviene se~alar que en la mayorfa de los casos 

el punto a) es efectuado fuera del computador. El mismo consis 
te en dividir el dominio de integraciõn en subregiones formando 
una malla de elementos finitos. Un tipo de elemento finito re­
sulta caracterizado por su forma geom~trica, por el problema al 
cual se aplique y el comportamiento localizado aproximado en el 

cual se basa su formulaci5n. Para que una malla resulte conve­
niente~ e1 modelo de an~lisis elaborado debe aproximarse al mo­
d e 1 o 1~ e a 1 c o n l a. p r e c i s i õ n d e s e a d a y s i n 1~ c q u e r i r u n t i e m p o d e 

computaci5n excesivc. 
Es necesario tener en cuenta lo siguiente: 
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1) Elementos regulares producirin mejores resultados que los o~ 
tenidos a trav~s de una malla con elementos irregulares. 

2} Conviene incrementar los nudos en zonas donde la variaci5nde 
las variables puedan ser importantes. 

3} Cuando existan dudas respecto al comport~miento aproximadode .. 
un problema, conviene resolvet'lo com maltas distintas.Si la 
diferencia es pequena es probable que 1a ~o1uciõn se acerque 
a la exacta; en caso contrario, es necesario refinar la mal 
1 a. 

Finalmente, una vez decidida la configuraciõn de 

finitiva, se numeran nudos y elementos. 

. 
3.2 - A licaciõn del m~todo de los elementos finitos a las ecua-

ciones de aguas upoco profun::Jas 11 

El sistema de ecuaciones diferenciales a deriva­
das parciales que definen el problema es el siguiente (Ver expre 
siones 2.4.9 y 2.4.10 en el Capftulo II}: 

(3.2.1) 

-{Las condiciones de bDrde son: vn=vn o 

donde: 

v ::::0 
n y 

v1 , v2 : velocidades medias en el sentido de los ejes x1 y x2 res 
pectivamente. 

H: altura total; h: nivel medio; n: altura de onda o e1evaciõn 
sobre el nive1 media; C: coeficiente de Cor·iolis::; z..,sen;.., w: V!:_ 

locidad de rotaciõn de la Tierra; Ã: latitud; ~~ 1 , t:J 2 : influencia 
del viento en la superfície 1ibre de1 agua. 

2 
W =-l_2pa ~sene 

2 p {n+h) 

W: vclocidad del viento; y2: coeficiente dt: las tensiones 

das al viento; pa: densidad del aire; p: densidad del agua; 

gulo que forma la direcciõn de1 vientc con el eje x1. 

debi--e:an 



F:::..9-z 
c 

te de Chezy. 

de la fricci5n en el fondo. 

g: aceleraciõn de la gr.avedad, c 2 : coeficien-

,_ 

Se emplea el mitodo de los ~esiduos ponderados, 
a los efectcs de transformar las ecuaciones'(2.2.1) a una forma 
integral. 

Pondera.ndo respecto a õv1 ~ õv 2 y 011 respecti v ame!!. 
te las expresiones (3.2.1) se obtiene: 

{ 3 . 2 . 2 ) 

(3.2.3) 

Expandiendo (3.2.3) se tiene: 

(3.2.4) 

Recordando que si f(x) y g(x) son funciones con­
tínuas, con der·ivadas primeras contínuas en e'l interva-lo [a~bJ, 

resulta: 

rb 

1 
f( x) ~~~)_ dx = f( x) 

ta 

b 

9 (X) l 
la 

(3.2.5} 

Aplicando (3.2.5) a cada uno de los t~rminos de 
(3.2.4) con excepci5n del primero, se deduce la siguiente ex-
presiõn para 1a (3.2.3): 

(3.2.6) 
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A continuaci5n resulta conveniente·expresar(3.2. 
2} y (3.2.6) en t~rminos matriciales: 

c 
dA = O 

(3.2.7) 

r r r v;j 

L [ên] [ ~t J {n}dA+ l { --~TJ.. ( Tj t·h ) ÔÔTJ ( 'h) OX vJ dA+ --. n,.' 
a xi a x2 ln J 

(' 

+ [ôn][{n+h)vnJ dS = o (3.2.8) 

vs 

Suponiendo que el domínio de intcgraciõn ha sido 
discretizado, el paso siguiente consiste en evaluar lds matri­
ces de un elemento; para cumplir esta etapa se emplearãn las e~ 
p'r e s i o n e s { 3 • 2 • 7 ) y ( 3 • 2 • 8 ) . 

Se considel'a que el elemento elegido tiene 11 11
11 nu 

dos; en consecuencia se toman las siguientes expansiones par a 

las inc5gnitas: 
v 1 = 

v2 = 
(3.2.9) 

n = 

h ::: 
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donde: 

v" = -1 

r 1 l r n' l v2 
v" ~ vi J n = 11 = ~ 11 2 > 
-2 

I :.n l ~n J 1 v2 
L 

El superindice T indica un veftor transpuesto. 
Las funciones ~ son denominadas funciones de in­

terpolaciõn o de forma y son conocidas. Los vectores y~, y~, 
n" contienen los valores de las incõgnitas en los 11 0 11 nudos de1 
elemento y son desconocidos. 

Sustituyendo (3.2.9) en (3.2.7) y (3.2.8) se ob-
tiene: 

,.J n 
'I' v ' - -2 

+ ôvn~Tt·Iw ~dA'·· o -1 1- ) 
A 

ô v", T (I _<t> -1 ' 

A 

(3.2.10) 



n 
T él v" 

<P~ dA)· ~z + 
~- at 

r 
ÓV~,T (-C I' 

-(.. 

VA 

+ô ~~, T { I i 

JA 

T 3:Qn n T r a~ <t;T n 
P.~ dA)~t + on ' (- --- (n + 
__ o - 1 ax 1 - -

0A 

r 
~")tTdA)t~ +ô~n)T(l 

us 

Teniendo em cuenta que ô y 1 ' oy2 y 
ponentes arbitrarias, las expresiones (3.2.10) 

den colocarse de 1 a siguiente ma.ner~; 

rw o Ql I!~ l r~-~ +~2+~ c ~1' §1l I - - -
I I 

l : J vn ~ I ,,11 o + I -c r1• ~1+~z+§ 

:2J I _zj l -
I 

o ~~J I ·n I ~1 N? ll - -.. 
1- - ..... 
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-
qn !dS) = O 

(3.2.11} 

ÔlJ tienen com-
y (3.2.11) pu e-. 

r vn ., -1 I 

l 
<' vn ~ + I A•2 I 
1 n , l n 1 -- J 



.;;. 

~~1 l 
+ l ~2 f> 

= 

L g j 
donde: 
C: coeficiente de 

~1= L 2 ~Tvn 
-1 

r atT 
G1 =g 1 <P-dA 
- JA -a x1 

acp T 
+ hn)--- P. dA; 

g =l 

a x1 

o _<PdS .::Jn 
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Íol I -

l º r (3.2.12) 

Q J ..• 
. . , 

Coriol·is; ~1' = I t2TdA 

ap_ 
dA; ~2= L i 4lT vn 

()2_ 
-dA 

xl ax - -2 2 

r, a4>T J T n §z= 
gJA 

4>·.....:..-dA · ~1= - A 2 (!} + -ax ' 2 

~2=- r P.T(!ln 
arp T 

+ hn )-:.._ <P dA 

JA 
- ax 2 -

En definitiva, conde~sanrlo la expresiÕn(3.2. 12) 
se obtiene, para un elemento: 
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~ g + ~(Q)g + ~ = o (3.2.13) 

El p~so siguiente en la formulaci5n del m~todo 

de los elementos finitos consiste en ensamblar la ecuaci5n(3.2. 
13) para todos los elementos del continuo y.aplicar las condi-..• 
ciones de borde correspondientes; finalmente-se llega a la si­
guiente expresiõn matricial . 

• m Gt + JL. c ut) l9.. + 1~ = o ,.....,.., ,..,.._,. ............... ,.,......, ,..,.., .,.....; 
(3.2.14} 

donde: ... 
~=)!l(x 1 ~x 2 ): representa la matriz de masa global;~.,=~.(x1 ,x2 ,t): 
representa el vector de las incógnitas (vl ,v2,n); r= f{x,,x2,t): 
representa e1 vector de 11 cargas 11 (en general debido a. la acciõn . 
del viento); a= representa las derivadas de las velocidades y 

e'levaciõn con ...... respecto al tiempo; /j/(9 . .,) =3(x1 ,x2 ,t): ma·criz que 
contiene los tirminos no lineales, efecto de Coriolis,fricciõn, 
etc. 

En lo que sigue, y para evitar la proliferaci5n 
d ,.. b 1 1 t .- d - 1 .- (3 r 14\ e s1m o os cn a no ac1on, se supon ra que a ecuac1on,~.L .. 1 

viene dada por la (3.2. 13). 

3.3 - Elementos triangulares 

3.3. 1 - Introducciõn . 
Para evaluar las matrices de ·ta expresiõn (3.2.13) 

·es necesario escoger la forma geom~trica que tendrin las subre­
giones en que se divide el contfnuo. 

Uno de los elementos mis empleados en problemas 
bidimensionales es el de forma triangular el que puede tener nu 
dos en los v~rtices, en puntos intermedios sobra sus lados y e­
ventualmente en puntos interiores. 

El triângulo es una fot'mô geo;r)etrica. simple y 

versãtil, que permite representar dominios de integraciõn geom! 
tricamente arbitral~ios, y per-mite aproximar bordes curvos por 
medi o de po1 i gona1es ~ aspecto:> muy frecuentes en los problemas 

de Hidrodinãm~ca, lo que ha d~terminado su empleo intensivo en 
ese co.mpo. 
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3.3.2 - Coordenadas triangulare~ 
A los efectos de presentar las relaciones bisi-

. . 
cas correspondientes a coordenadas triangulares se examina la 
figuri:l. 3.3.1. 

Ai : are a ·de 1 triângulo jkP 

Aj: a rea del triãngu1o kiP 

AK: a t•e a del triângulo ijP 

Jl. . are a del triângulo ijk . 
1 , m, n cor'res p on den a los 

puntos medi os de í os 
la do-s i j ~ j k ' kl res-... 
pectivamente 

-----------------~ X 
xp 

1:' • 
I 1 g o 3. 3. l 

Para un punto P cualquiera dentro del triãng~ 

lo o sobre sus lados, su posici5n queda perfectamente definida 
en base a las coordenadas triangulares: 

(3.3.2,1) 

Siendo A =A; + Aj + Ak, resulta: 

(3.3.2.2) 

Los v a 1 o r· e s que 1 as coordenadas triangulares ad 

quieren en 1 os puntos característicos son: 

Punto L; L . 
J Lk 

i 1 o o 
j o 1 o 
k o o 1 
1 l/2 1 /2 o 
m o 1/2 1/2 
n 1/2 o 1/2 
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Haciendo xp == x 
cer 1a siguiente relaciõn entre 
tesianas de una manera general: 

y Yp = y, se puede estable-
coordenadas triangulares y car-

An 1 r. J ... 
L n =r =n L!' n + 8 n x + ô n y p a r a n -· ; , j ~ k • · : {3.3.2.3) 

donde: 

A.i=xjyk-yjxk A.=xky.-x.yk J , 1 
Ak==x.y.-x.y. 

" 1 J J 1 

e -· i- yj-yk 8·= 
J yk-yi sk= y. -Y,·. 

1 J 

ó. = xkxj ô.= 
1 J X;-Xk ô. = 

K 
x.-x. 

J 1 

Las coordenadas cartesianas en funciõn de las 
coordenadas triangulares vienen dadas por: 

x = x.L. + x.L. + xklk 
1 1 J J 

(3.3.2.4) 

y = y.L. + y.L. + ykLk 
1 1 ,l J 

Para calcular el &rea de un triângulo pueden uti 
lizarse cualquiera de las siguientes expresiones: 

1 1 1 
A =-- ( B • õ • - S • ô · ) =-·- ( 13 · ô • - f3 k 8 • ) =-{ S k o • - S · 8 k ) 

2·1J J1 2 JK ,J 2 11 
(3.3.2.5) 

Si se tiene una funciõn f = f (L 1 , Lj ~ L1) ~ se 
puede comprobar que: 

a f _1 
E !3n 

a f n = i 'j 'k ãx-2A aLn n 
{ 3 . 3 . 2 . 6 ) 

a f l 
E ôn 

a f n = • • I a:;=r-Ã ãLn 
1 , J , K 

n 

Para integrar sobre e1 irea dcl tri~ngulo, debe 
tenerse en cuenta la siguiente f5rmula: 
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L ~1 . L ~ L t dA -­
J k 

r!s!t! 
--- 2A 
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( 3 . 3 . 2 . 7 ) 

Cuando se integra sobre -una línea (un lado del 
triângulo) es Üti1 la expresiõn: 

r r k r!k! 
L; Lj dS = 1r+k+T)!" tij (3.3.2.8) 

Js 

3.3.3 Elementos triangulares de primer o1·den 

Fig. 3.3.3.1 

Se def·inen las ..incógnitas en cual 
~· -

quier punto del elemento cn fun-
ci5n de las incógnitas en los 
puntos nodales(Ver fig.3.3.3.i). 
Así 

vl=~i v 1 . +4 . 
1 J v 1 . +q; k 

.) vik 

v2=<Pi v2.+~. 
1 J v?.+<Pk .. J 

v 2k 

n =~. 
1 n· 1 

+<P. 
J 

n. 
J 

+q)k nk 

(3.3.3.1) 

La expresiõn (3.3.3.1) debe ser tal que 
se aplica para las coordenadas de un punto nodal, el 

cu ando 
resultado 

debe ser justamente al valor de la incógnita cn ese nudo; por 
esa razõn las + son denominadas funciones de interpolaciõn y es 
conveniente definirias en t~rminos de las coordenadas L1 t Lj y 

Lk. Puede observarse~ tal como se aclarõ en el Cap.I, que se 
emplean magnitudes con significado ffsico como par~metros inde­

terminados en la expansiõn de las variables. 
Es ·fácil comprobar que las funciones linea1es 

correspondientes a (3.3.3.1) son: 

v.= 
1 L; vli+Lj v l . +L I J K vlk 

\1 -· L . v2;+Lj v2j+Lk v,, lt (3.3.3.2) .2- 1 c. .. 

n ·- L·n· + 
1 1 

L . n · + I 
J J '-knk 
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O e 1 3 3 3 1) (~ 3 ~ ?' \ . . . y ..~ .. .:.>.-) se concluye que: 

!•11 T o o rn 1 -
T L2 r ~- o P. o l y~ l (3.3.3.3) 

l n J 
·.~ 

o o 2 r_ D J - -
donde 

T . 
íj) k) { L . L. Lk} <P :::{9. ~j = - 1 1 J 

:. 
T 

vn,I 
T 

vn ={v 1 i vlj vlk} ; {v 2i v2j v2k} 
n 

={ n. nk} -2 - n n· -1 1 J 

Para el cilculo de expresiones que contienen las 
derivadas de 2 debe tenerse en cuenta que: 

a;t: T a L. aLj aLk 1 1 T 1 -= { ã"X"'" ãX -}= { 8 . 8 . 8k} - B (3.3.3.4) ax ax 2A 1 J 2A 

T 
ó! aL. aL. a L, 1 1 T 1 J __ K,_ 

{ ó. ôk} -= {ãY ô . -· õ 'dy ay J 2A 2A ay 1 J 

Otro aspecto que merece aterci5n es el cilculo 
del vector de cargas ~quivalentes. Se estudian los siguientes 
casos: 
a)Fuerzas de volumen constantes aplicadas sobre el elemento. 

Sean w1 y w2 fuerzas de volumen constantes aplicadas sobre el 
elemento 11 e 11 segÜn las direcciones x e y respect-ivamente. E1 

vector de cargas equivalentes segün la direcci6n x ~:l viene 
dado por: r,l r r r~;l r 

r-Ll l 
Pe= J L" > A ~~ 11 r ~I t j;dA= w, J r.) dA '"'"' ~J. dA=-
-·X 1 J I I 

A ._<P ~ dA I L I 
L L3 J 

3 
L 1 _j 

(3.3.3.5) 

donde A es el area clel elemento. 
Este tipo de acci5n representa en el problema de 

aguas 11 poco profundas" e1 efecto del viento. 
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De la misma manera se demues t r a que: 

f 1 
-1 

I 

p€: Aw l 
I 

(3.3.3.6) = <, r -y 3 2 I 

L 1 J 
donde t; es el vector de cargas equival~nte( del elemento 
la direcciõn Y. 

11 e 11 en 

Como las cargas de volumen est~n dadas por 
dad de area~ por tratarse de un caso bidimensional, las 
siones {3.3.3.5) y (3.3.3.6) indican que sobre cada nudo 
aplicarse l/3 de la carga total. 

uni-
expre­

debe 

b ) F u e r z a~ di s t r i b u í das , a p 1 i cada s s o b r· e u n 1 a d.:o • 

El vector de cargas equivalente~ en este ca.so 
viene dado por: 

Fig. 3.3.2 

(3.3.3.7) 

Se supone que la carga esti aplicada 
sobre el lado ij {Ver fig.3.3.2) y que 
la distribuciõn es 1inea1, es deci r 
que se usari la siguiente expansi6n pa 
t~a qn: 

qn = 2T g (3.3.3.8} 
donde: 
2 ={Ll L2 L3} y g={qi qj qk} 

Sustituyendo (3.3.3.8) en (3.3.3.7) y teniendo 
en cuenta que sobre el lado ij es Lk = O y qk ~O, se obtie-
ne: 

r 

-l r + 1 
"! q; õ qj 

(I 

pe 1 ;p:p T gdS =~ .. -i qj 
1 

= + 3 q; -y -- lJ 

o 

(3.3.3.9) 

donde: 
Pe: vector de cargas equivulentes en ei elemento 11 ea scgun ia di 
-y 
~(!CCiÔn y. 

t 1j: longitud del lado ij. 
Este tipo de acci5n representa en el problema de 

a.guas 11 poco pr·ofundas 11 la entrada o sa1ida de flujo cn el siste-

ma. 



Si la carga es uniformemente distribu{da, es de­
cir que q 1 = qj == q, se tiene; 

Pe = .! q 1 .. 
-y 2 lJ 

jr 1 l 
l ~ J (3.3.3.10} 

3.3.4 - Elementos triangulares de segundo orden 
Las incógnitas ·en cua1quier punto 
del elemento se colocan en fun-
ciõn de las inc~gnitas nodales y .. 
de funciones de 1nterpo1aciõn de 
segundo grado. Asf, por ejemplo: 

yli=~; Vli+$j V1j+$k ylk+ 

,(v }i 
;:tv~~ 

n· 1 ) 

(vu,) -r­
~ v2t ~ 
l n.P~ ) 

+~1 v11+~m vlm+~n vln (3 · 3 · 4 ·1) (vl .") 
I J ! 

j ~ v2 · > d d 
1 J 1 on e: 
\ n. J 

Fig. 3.3.4.1 

J <f!.=L.(2L.-1) 
1 1 1 

~j=Lj(2Lj-1} 

.Pk=Lk(2Lk-1) 

q; =4L.Lk m J 

De la misma manera se definen las otras incõgni-
tas (v 2 y n). 

En expresiones que contcngan las derivadas de t 
debe tenerse en cuenta que: 

- = ax 
1 T 

ay = 2A 2. :E (3.3.4.?.) 

donde: 
A: are a del elemento 
T 

{ B • f3 k} ; ó1: { ô . ô • ôk} !!= 1 sj - 1 J 
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4L.-1 
1 

o o 4L. 
J 

o 4Lk -, . 

1P = o 4L.-l o 4L. 4Lk o 
J l 

o o 4L -1 o 4L·. 4L. k 1 . 1 I " ..• ..... 

Para el cãlcu1o del vector de 
, cargas equivalen-

tes se consideran dos casos: 
a) Fuerzas de volumen constantes aplicadas sobre el elemento. 

Siguiendo el mismo esquema qu en los triângulos 
de primer orden, se tiene: 

I cp. 

l o -I 1 

~ . o I J 

I pe w r r j ~k L Aw 
o 

= _2dA = w, t dJ.I. ·- f {3.3.4.3) 
~x 

lJA 

I 
I 3 il 

cpt 1 ' 

l 
~m 1 I 

I ~n 1 I 
L.. ...I 

De igual forma se demuestra que: 

I 
o l o 

pe A o (3.3.4.4) = 31~2 -y 

l 
l 

l· 

1 

donde: 
w1 y w2 son fuerzas de volumen constantes por unidad de area, 
aplicadas al elemento "e" segGn las direcciones x e y. 

A: area del elemento 
pex y pe : vectores de cargas equivalentes del elemento "e" en 
~ -y 
las direcciones x e y respectivamente. 

Las expresiones {3.3.4.3) y(3.3.4.4) indican que 
debe aplicarse 1/3 de la carga total en cada nudo 
siendo nula la carga en los nudos extremos. 
b) Fuerzas distribuidas aplicadas sobre un lado. 

i nte rmedi o, 



r--r-1· qil__ q 
t q. 

~- . J -----· 

Fig. 3.4.2 

donde: 

L·(2L.-1) J J . 

q . 
J 

Sustituyendo 
en cuenta que sobre el lado 

q l, = qm = qn = o se obtiene: 
I'. 

2 T5 q .-1 

l q.+ -30" I T 
1 

pe dS=l.l. ' = ~i 9 -y 1 J 

s 
1 

qi+ T5" 

donde: 
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El vector de cargas equivalentes 
estã dado por: 

I iijn d~ (3.3.4.5) 
s '· ... 

Se supone que 'la cat~ga es tã apl·i­
cada sobre el lado i j (Ver Fig. 
3.4.2) y que la distribuci5n es 
cu a d rã t ·; c a , e s · de c i r q u e s e u s a 

la siguiente expansi5n para ijn: 

(3.3.4.6) 

Lk(2Lk-1) 4L;Lj 4LjLk 4Lkli} 

qn} 

(3.3.4.6) en (3.3.4.5) y 

i~j es Lk = L = L = O y m n 

1 l q Ç, 11) q .+ T5' 
J ' 

2 1 q2 TS" q.+ T= J o 
I r o 
I 

1 8 I 
q.+ T5 qp, ' T5 I J I 

o I 
! 

o I 

J 

teniendo 

(3.3.4.7) 

~;: vector de cargas equivalentes en el elemento "eu segun la 
direcciõn Y. 
t 12 j: longitud del lado itj. 

Si la carga es uniformemente repartida, es decir 
que q" :::: q; ::.: qn ;::; q, se tiene: 

I v N 
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{3.3.4.8) .. , 

3.4 - Esquemas de integraci5n num~rica 

3.4.1 - Introduci5n 
Teniendo en cuenta que los problemas caracterfs­

ticos en sistemas de aguas de poca profundidad relativa envuel-
L ven cientes de puntos y que los lfmites de integraci6n pueden ser 

amplias (por lo menos un ciclo en caso de mareas), resulta esen 
cial la e1ecciõn de esquemas eficientes y estables para integrar - en el tiempo. 

Los mis usuales son los siguientes: 
a) Mitodos de Runge-Kutta o mitodos de un paso{one step methods). 
b) Mitodos del Predictor-Corrector o mitodo de pasos m~ltiples. 

(multi-step methods}. 
c} Esquema trapezoidal (trapezoidal scheme). 
d} Esquema de Galerkin (The finite-element in time). 

Cada uno de estas m~todos tienen sus ventajas y 

desventajas, de manera que conviene estudiar este aspecto con 
'mãs deta11es. 

3.4.2 - M~todos de Runge-Kutta y del Predictor-Corrector 
Los criterios de comparaciõn de ambos m~todos PU! 

den resumirse a los siguientes: 
1.- Necesidad de un proceso inicial. 
2.- Facilidad en el cambio de intervalo. 
3.- Orden del mitodo. 
4.- Nfimero de evaluac1ones de la funci5n por paso. 
5.- Simplicídad. 

Sobre estas bases se pueden analizar las ventajas 
relativas de uno u otro m~todo. 
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La utilizaci5n de los m~todos de R~nge-Kuttn o­
frece las siguientes ventajas: 
1.- Como no utilizan la informaci5n calculada previamente (s51o 

se requiere la informacíõn en un pu_nto), 11 arr2ncan 11 po;· si 

solos, es decir que son auto-iniciables~ 

2 . - C o mo 11 a r r a n c a n 11 p o r s 1 s o 1 os p e t' m i te n m a:d a r f a c i1 me n te de 
intervalo. 

3.- No requieren iteraciones. 
Entre las desventajas se pueden mencionar: 

1.- El ordenes bajo y fijo(Una versiõn de Runge-Kutta de orden 
p coincide con el desarro11o de la funciõn en serie de Tay­
lor hasta los tet·minos lltp, donde t.t es e( intervél1o). E11o 

obliga a escoger intervalos pequefios para limitar el errar 
de discretizaciõn {que por otra parte es difici1 de evalu­
ar}. 

2.- El numero de evaluaciones de la funciõn en cado. paso es gtan ... -· 
de en comparaci5n con otros mitodos (en el mitodo de Runge-
Kutta de cuarto orden se requieren cuatro evaluaclones}. 

El empleo del método del predictor-corrector pr_~ 

senta las siguientes ventajas: 
1.- Utiliza sele una evaluaciõn de la funciõn en las formulas 

explicitas (predictor) e (!+1) en las implicitas(corrector) 
con I iteraciones. 

2.- Fõrmulas de orden elevado no elevan el esfuerzo computacio­
nal. 

3 • - Se p u e de o b t e n e r 'una e s t i ma c i õ n de 1 e rr· o t p o r t r u n c a m i e n to 

durante el proceso computacional. 
Los inconvenientes son: 

1.- No son autoiniciab1es 
2.- La variaciõn de At es dificil y exige el uso temperaria del 

método de Runge~Kutta. 

3.- Requiere iteraciones. 
La naturaleza complementaria de ambos m~todos s~ 

giere la posibilidad de combinar ambos segGn el esquema sigui­
ente: 
l.- Iniciar la soluciõn para deter 

minar los primeros puntos (el orden en este caso estari en 
funciõn del orden que se usari para el predictor y el cor-
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rector en los pasos subsiguientes. 
2.- Emplear una f5rmula de predictor-corrector para 

los puntos subsecuentes. 
calcular 

3.- Si el numero de iteraciones en el c.orr·ector cs excesivo pa­
ra obtener la precisiõn deseada o bien 1 errcr de trunca­
miento es grande, reducir el tamano de1·:·interva1o;caso con­
trario se puede aumentarlo. 

4.- Para cambiar el intervalo debe considerarse el Gltimo valor 
hallado que fue suficientemente preciso como punto inicial 
y reiniciar la soluci5n a partir de ese punto usando un m~­

todo de Runge-Kutta tal como en 1. 
5.- Calcular el errar de truncamiento y sumarfo al valor otte­

nido. 
A continuaci5n se describiri c5mo se dcbe apli­

car los mitodos mencionados previamente a las ecuaciones de a­
guas 3 poco profundas" (G),( 3S)( 36 ). Para tal fin se coloca la 

ecuaci6n (3.2.14) de la siguiente forma: 

. 
Q = F (t,Q) (3.4.2.1) 

El m~todo de Runge-Kutta de cuarto orden se pue­
de aplicar segÜn el siguiente algoritmo: 
Algoritmo l= 
1.- Se elige el inter-valo 6t. 

2.- Para j =O~ 6t, 2lit, ... se calcula: 

t =a; t. = t~+lit; 
o J +6t J 

Qo = Q{a.}; 

K1 -· F{tj, Qj); K2 ., F ( t . + ~, Q J. + .Ó ~. K 1 ) ; 
J 2 2 ' 

El método de1 predictor-corrector de cuarto or­
den, empleando e1 pred·ictol~ de Adar!l-Bashforth y r;1 corrector de 
Adam-Moulton, se aplica a la f5rmula (3.4.2.1) segGn el siguien 

ESCOLA DE ENGENHARIA 
BIBLIOTECA 
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te algoritmo: 

Algoritmo 2: 

1 • - Se e 1 i g e e 1 i n te r v a 1 o ~:;. t Y e 1 o r de n p = 4t~ t 
2.- Para j=O, 6t, 2llt se cclcula Qj+flt con ·?'1 mêtodo de Runge­

Kutta de cuarto orden (Algoritmo 1)·-. Llft;.go se determ·lna: 

t =a· o ' 

t. At=t.+At J+u J 

K · · K-L\t- K-flt 
v F j +li t =V r j +li t -v F j' K =A t , .... ~~ j +fi t 

3.- Para j=3fltt 4ll t ' ... 

3fl t 
í: 

K=O 

K 
CK v F. 

' J 

donde CK = {1;1/2; 5/12; 3/8} 

F{o) -Fit q(o) )=f .:-(o) 
j +fi t ··~ \ j +fi t ' j +fi t I J +ô t 

se deter1n-i na 

(Predictor de Adam-Bashforth) 

vKr-(o) ::: vK-6t~='(o) - vK-õtF(o) !(:::flt, 2tt, 3llt, 4l•t 
r j +.6 t · j +fi t j 

(l) 4llt K 
O. t=Q .+flt E aK ~ F0J.+At (primera itet·aciõn del cort'ector) 
'J+fl J K=O D 

donde: aK~ {1;-1/2;-1/12;1/24;19/720}; 

4.- Para i= l,2, ... qi-L se determina: 
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K::;t,t, 2t.t, 3llt, 4ht 

Resumiendo: 
Del algoritmo 2 se concl~ye que la f5rmula del . 

predictor, en tirminos de Q, viene dada por~ ... 

. 
donde Q estã dada por (3.4.2.1). 

La f5rmula del corrector e ~· "' . 

Q Q ~( 9 Q. 19 Q 5 Q. ·iQ' } t+4lit= t+3Lit+ '-"t t+4Lit+ . t+3Lit-· t+2ó.t .t+Lit (3.4.2.3) 

Para los sucesivos valores de Q en el tiempo e1 . 
predictor es usado una sola vez. El valor de Qt+4lit requerido 
para el corrector se encu~ntra usando la ecuaci5n(3.4.2.1) y el 
valor Qt+4Lit del corrector ya evaluado. Si se consigue la con­
v e t~ g e n c i a de s e a da e 1 p r o c e s o c o n t i n ü a E r e d i c i e n d ~- e 1 v a 1 o l" de 
Qt+5lit' Si e1 criterio de convergencia no es satisfecho, otra 
soluci5n es obtenida para la ecuaci5n(3.4.2.1) usando el valor 
hallado del corrector para formar el miembro derecho. Los valo 
res del corrector son empleados en este ~ltimo proceso hasta que 

la tolerancia deseada es alcanzada. 
Se puede probar que cuando mãs pequeno sea el in 

terv&lo, mãs rãpido converge el mitodo,y no se requerirãn mu-
chas iteraciones en cada paso, en cambio serãn tequel'idos mu-

. chos pasos. Si se escoge un valor mayor del intervalo habri me 
nos pasos, pero mãs iteraciones por puntos. 

Existe una fuerte evidencia empfrica que el 
ro mas eficiente de iteraciones es dos(con ~sto se obtiene 
mfnimo tiempo de computador). 

-nu me 
e1 

Este m~todo converge mis ripido y es mis preciso 
que otr·os (trapezoidal, Galerkin), pera tiene e1 inconveniente 

·que requiere mayor almacenamiento. Por otra parte su estabili­
dad esti condicionada por el intervalo de tiempo àt (la estabi­
lidad esti determinada por la ecuaci5n del corrector solamen-
te). 
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3.4.3 - Esquema trapezoidal 
- . ·-.. El~ s q ~e n;~--~ 1~ a p e z o i da 1 ( 6 ) ' ( 3 6 ) cu e n ta e n t r e s us 

principales ventajas la simplicidad de su ap1icaci6n y la esta­
bilidad, lo que perQite elegir interval~s de tiempo mayores que 
e n e 1 C a S O de 1 OS m C tO d OS e X p 1 i C i tOS • ·. C O n. ·,, t O dO , 1 a e X i S te n C Í a 
de tirminos no lineales limita el tama~o de-~t y exige el uso 
de un proceso iterativo. Durante las iteraciones puede inclu­
irse un coeficiente de relajaci5n para acelerar la convergencia 
la cual puede definirse por el cambio de poroentaje en la norma 
Euclidiana para la elevaciõn n y las velocidades v1 y v2 • 

Para deducir la fÕrmula de recurrencia se asume 
J.~ 

1a siguiente condici5n: 

(3.4.3. 1) 

donde: 
gt+At: valores de las incógnitas en el tiempo t + ãt; no son co 

nocidas. 
gt: valores de las incógnitas en el tiempo t, que se suponen co 

nocidas. 
Sustituyendo (3.4.3.1) en (3.2.14) se tiene: 

Aplica·ndo (3.2.14) en t ·- t se obtiene la fÕt·mu­

. la de recurrencia final: 

{3.4.3.3) 

La expresiõn (3.4.3.3) debe resolverse~ en pro­
blemas dependientes del tiempo, por media de un proceso itera­
tivo. Se distinguen fundamentalmente trcs esquemas: 

Partiendo de la expresiSn (3.4.3.3}, se obtiene: 
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[~] ç~!l t ={ [~-~ t~ (gt )] 9t -·~ t ( Et +Et+ll t)}- [t!~"-{ Qt+D. tU Q~+il t 
(3.4.3.4) 

donde n se refiere al nGmero de iterati5n~ 

llt 
-2-<et +et+ll t > 1 
ti v o; po1~ otro 

guientes: 

En (3.4.3.4) los terminas [~]:y {[_~-~t~{Çt)] gt­
permanecen constantes durante el proceso itera­
lado [~] es una matriz simétrica. 
Los pasos a seguir en las iteraciones son los si 

1- Estimar Çt+llt o usar Çt 
ecuaciõn (3.4.3.4). 

y calcular el miembro derecho de 
.i 

1 a 

2- Proceso de sustituciõn inversa {"back substitution") para cal 
cular Qn+l 

-tf6 t 
n+ 1 3- Calcular cl miembro derecho de (3.4.3.4) con Çt+llt{computado 

en el paso anterior) 
4- Retornar al paso 2 y 

n 

n+l ~ repeti r 1 os pasos 2 y 3 h as ta que 9t+llt = 
gt+llt' 

A los efectos de acelerar la convergencia se pu! 
de introducir un factor de relajaciõn. 
Nota: Resulta conveniente destacar que sõlo los terminas no li­

neales necesitan ser computados en cada iteraciõn; el res 
to puede ser almacenado o inclufdo en la ecuaciõn origi­
nal de la siguiente forma: 

· [~ t ~ + ~ J 9 ~:! t = { [~ t~- ~- ~ 1 
( Q t ) J 9 t- ~ t - ~ t + ll t } - [~ 1 

n ( Q t + ll t ) ] g ~+r:. t 
{3.4.3.5) 

La expresiõn original de partida para 

(3.4.3.5) es: 

• 
~ g + 6'< Q > 9 + ~ g + E = o 

donde ~'(Q) contiene los t5rminos no lineales. 
La matr·iz [

2
M+ KJ no es sirnêtrica. 

t:.t -

deriucir 

(3.4.3.6) 
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Esquema !I: 
Se emplea la f5rmula trapecial en su forma nor-

ma 1 : 

[~ t ~ + ~ ' Q ~+A t } ] º ~ +"' t ; [~ t ~~- ~ < o t ) ] º t- ~ t - r t,+ /). t . (3.4.~L7) 

.,, 

Para el esquema iterativo se·~rocede segGn estes 
pasos: 

1- Estimar el valor de Qt+At o usar gt y calcular el miembro iz 
quierdo de (3.4.3.7)(paso n=O). . 

2- Resolver el sistema de ecuaciones para calcular g~!!t 
n+ 1 3- Reformar el miembro izquierdo de (3.4.3.7)jusando gt+At(cal-

culado en el paso anterior) 
n+ 1 ..... 4- Retornar al paso 2 y repetir los pasos 2 y 3 hastft que gt+~t= 

Qn 
-t+At" 

La matriz [{t~ +A (Q~+ilt)] no es simétrica. 

~ Esquema III: 

En el caso de buscar una so1uci6n estacionaria, 

se puede asumir ~(Qt+At)=~{Qt)' ya que en ese caso ( "Steady 
State 11

) resulta gt+ilt=gt. El inconveniente que aqu'f se presenta 

es que son necesarios muchos intervalos de tiempo para alcanzar 
el estado estacionaria, pero tiene la ventaja de que no se re­
quiere iteraciones. 

Un esquema que tambi~n resulta adecuado en estas 
circunstancias, ya .que presenta ventajas en la aplicaci5n de 

. las condiciones de borde y en el montajc del vector de "cargas" 
(el miembro derecho), surge de colocar la ecuaci6n (3.4.3.4) de 
la siguiente forma: 

~ ( g ~:! t- g t) ::: -~{ [ ~ ( Q t ) º t + ~ t J + r~ n ( Q t + 8 t ) º t + t t + ~ t + 11 t >] } ( 3 • 4 . 3 • 8 ) 

3 • 4 . 4 - E l e s q u em a de G a 1 9 r k i n. ( 1 5 ) 

El punto de partida es la ecuaciõn(3.2.14), ex­
presada en la forma: 

. 
M Q + ~(Q)Ç + P = O ( 3 • 4 • 4 • 1 ) 
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L--~:~-_t --_i -Q -- Q-t ------- t 

I ât-:---·-1 

.. , 

Fig. 3.4.4.1 

~ 
Se propone para g la siguiente .expansi5n lineal 

(Ver fig.3.4.4.l): 

donde: 

gt: valor del 
tiempo. 

go: valor del 

g valor del 

Luego: 

(3.4.4.2) 

vector de inc5gnitas al final del intervalo de 

vector de inc5gnitas en el punto inicial de t. 
vector de inc5gnitas en O~t~llt 

Por otra parte: 

t g = (gt-go) il + Ç0 {3.4.4·.3) 

Q = ( Qt - Q ) !._ 
- -0 ât 

La expresi5n de Galerkin (en el tiempo) puede es 
cribirse de la siguiente manera: 

(3.4.4.5) 

Sustituyendo (3.4.4.4) y(3.4.4.2) en (3.4.4.5)se 
obtiene la fÕrmu1a de recurrencia(/'.,lcr'· ,J, ,, ' <·· 

·' ( (' (' C· \ ' ' I ' 

(3.4.4.6) 
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Las matrices A y P deben formarse ·con los valo-. - - -
res de g obtenidos en el pasç anterior. 

Tambiin en este esquema es necesario un proceso 
iterativo semejante al usado en el mitodo trapezoidal y para a­
celerar la convergencia puade usarse une cGeficiente de relaja-.,. 

ciõn. La tentativa inicial es suces·ivamente cor1·egida por el 
proceso de predecir una nueva soluci5n Qn+f como una funci5n 
ponderada de las iteraciones previas Qn y Qn-l. Asi: 

(3.4.4.7) 

donde w es el coeficiente de relajaci6n, usad~ a los efectos de 

acelerar la convergencia. 
La fÕrmula (3.4.4.6) se coloca de ia 

forma (Se hace Qt = Qt+At y Q0 = Qt): 
., 1 ' r · · · ' b.+J 

M 0 n+1 {[M nt A(O )lQ:rW;_~·t·}-2 "An(Q )~n 
~- ;;st+!.lt= !... - r - t IJ -t 7~ét"'c 3At - t+At ~t+[jt 

En (3.4.3.4) y (3.4.4.8) las matrices 

siguiente 

(3.4.4.8) 

M en el 
miernbro izquierdo son ensambladas y triangularizadas una sola 
vez. Esta significa que la resoluci6n implica formar el miem­
bro derecho, modificar este vector para constituir el sistema 
triangularizado original y mediante la sustituci5n inversa(back 
substitution)se completa la soluci5n. 

3 . 5 - A p 1 i c a c i Õ n de 1 .meto do de 1 os e 1 em e n t o s f i n i to s ~ 1 a _..f_~ a. 

simplificada de las ecuaciones ~5! aguas 11 poco pr~_fundFJS 11 _ 

Las ecuaciones simplificadas para aguas de poca 
profundidad relativa con sus correspondientes condiciones 
borde estãn expresadas.por (2.5.11) y (2.5.12) 

Aplicando el m~todo de Galerkin se obtiene: 

f 
~ 

3 21/J [l 2 •J.r 11 a ljJ ' 
{f1(--- + --·-)-vdôl/ldA= e-ol)JdS 

axr( ax 2 I ôn 
A 2 tr S 

de 

Integrando por partes dos veces el miembro iz-
quierdo y operando, resulta: 
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Wô!pdA ·• O (3.5.2) 

Usando para la funciõn de corriente tP una ex­
pans·lõn del tipo V'=<iT 'l:.n, donde !j> cont.ie:Oe las funciones de 
interpolaciõn y !n los valores nodales~ se' 11ega a la sigui-
ente expresiõn: 

r 
ô~n,T<J 

J\ 

La (3.5.3) se puede expresar matricialmente en 
forma compacta de esta forma: 

~ ~n + ~ = O {3.5.4) 

La {3.5.4) es la ecuaciõn para un elemento. En­
samblando y aplicando las condiciones de borde se llega final­
mente a la expresiõn: 

{3.5.5) 

Resolviendo {3.5.5) se obtienen los valores de 
la funciõn de corriente t/1, y a partir de ella los valores cor 
respondi entes de 1 as 'velocidades. 

De esta manera, se consigue una estimaciõn acep­
table de la circulaciõn en el sistema en estudio{ 3) ,(S) ,(l 3),(l 4), 
(18) 
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Este capTtulo tiene por objeto estudiar las carac 
teristicas y posibilidades de algunos de los a.lgoritmos discuti­
dos en el capitulo anterior y de presentar los deta11es d2 su lm 

plement3ciõn como parte del sistemo. HYDR.O. 

P a;· a ta 1 f i n se i n c 1 uy e n di v e r s os e j e rn p 1 os r e s u e l 

tos ya sea por el esquema trapezoidal (Algoritmo 3.4.3.4) o por 
el de Galerkin en tiempo (Algoritmo 3.4.4.8), emple~ndose funcio 
nes de interpolaciõn lineales en el tiempo. 

Se toman diferentes valores para los distintos pa 

rãmetros del problema (intervalo de tiempo. coeficiente de rela­
jaciõn, etc.) para estudiar la influencia de cada uno de ellos. 

Son tambi~n analizados los efectos de t~rminos del sistema de e­
cuaciones que gobiernan el problema, tales como los de tipo con­
vectivos, frícciõn en .el fondo, y aceler·aciõn de Cotiolis. 

Son presentados, por ~ltimo, algunos comandos del 
sistema HYDRO a trav~s de su aplicaciõn a un problema sencillo, 
con el objeto de mostrar la simplicidad de su utilizaciõn y las 
facilidades que brinda. 

Se procede a simular el movimiento del fluido por 
acci6n de una oscilaciõn forzada {debido, por ejemplo, al efecto 

de la marea) en un canal como el indicado en la figura 4.2.1, 
cuya soluciõn a11al1tica es conocida. 

Se trata de un canal rectangular de 60m x 15m~ a.­

bierto en un extremo y cerrado en el otro, y se intent<1 represe~ 
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tar 1a prcpagaciõn. de una onda sinusoidal sin amortiguamiento. 

n =n ( t) 
í 

I 
v2=0 

...__-·----------------'--'·---·-----·------··--·--·-'--·.......,....._ X 1 
60m 

Fig. 4.2.1 

Las condiciones de borde del pr~ub1ema son escogj_ 
das de manera que no haya movimiento transvers~l, y vienen da­
das pot·: 

n = a sencrt xl = o' O<x 2<15, t>O 
v, - o xl = 60' O<x <15, t>O (4.2.1) 

I 2 
v2 = o O<x 1<60, X2= o' 1 5 ' t>O 

Suponiendo que no se tienen en cuenta los e f e c-
tos de los t~rminos convectivos, de la fricciõn en el fendo y 

de la aceleraciõn de Coriolis las ecuaciones que gobiernan este 
problema son: 

a v 1 an 
-- + g- ::: o at a x 1 

av 2 an 
-- + gãX = o at 2 

(4.2.2) 

d ()Vl av 2 o R +h +h >ã"X + (n+h)-c,- = 
1 d x2 

Aunque la soluci5n surge de la comoosiciõn de u-
na onda progresiva y otra reflectiva (Ver ejemplo 3), sõlo se 

. considerarâ la onda progresiva y en ese caso la soluciõn viene 
dada por las siguientes expresiones: 

n = a sen(crt-kx 1 j (4.2.3) 

a~ C os h [q h+ x 3 D r , \ 
vl=- ·-r:-;:-h(k') - sen,ct-Kx 1 1 a ... o.,, .n 

donde; 



a: amplitud de la onda 
g: aceleraci5n. de la gravedad 
h: distancia ·de1 nivel media al fondo 

k: 2 'lf/l 

a: frecuencia angular = 2 w/T 
L: 1 ongi tud de onda 
T: per·iodo 
Se toman como datas los siguientes valores: 
a= lm; h=lOm; g=l0m/seg 2 ; c=lrad/seg. 
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En estas condiciones la soluci5n se puede expresar por media de 
expresiones simples: 

(4.2.4) 

En la figura 4.2.2 se presentan las distintas mal 
las de elementos finitos que se han utilizado para solucionar fl 

problema, compuestas por elementos triangulares de primer y se­
gundo orden. Se utiliza como esquema de soluciõn e1 trapezoidal. 

En las figuras 4.2.3 y 4.2.4 se observan los per­
files para la superfície libre y las velocidades longitudinales 
respectivamente a los 6 segundos, con ât=0.4 segs. Se cornparan 
los resultados exactos con los obtenidos a trav~s de la Malla 1 
y la Malla 2. 

En las figuras 4.2.5 y 4.2.6 aparecen los perfi­
les de la superfície libre y las velocidades longitudinales res­
pectivamente a los 6 segundos~ obtenidos con 1a f•lalla 1, pero u-

' tilizindose diferentes intervalos de tiempo. 
En las figuras 4.2.7 y 4.2.8 se presentan resul­

tados semejantes a los indicados en la figura anterior, s5lo que 
obtenidos a trav~s de la Malla 3, y con diferente valor para la 
tolerancia en el proceso iterativo. 

En las figuras 4.2.9 y 4.2.10 se observan los va­
lores de n y v1 respectivamente a los 6 segundos obtenido a tra­
vis de la Malla 4, con ât=0.2 seg y mostrando la influencia del 
nGmero de puntos de integraci5n escogido para el proceso de in­
te~raciEn num~rica, al generarse las matrices de cada elemento. 

Ej~!'l.e~ 2 

Se procede a simular el movimicnto del fluido por 
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acci5n de una oscilaci5n forzada en un canal de 96m x 15m y se 

trata de representar la propagaci5n de una onda sinusoidal sin . . 

amortiguamiento. 
Las dimensiones geom~tricas, las condiciones de 

borde y la malla de elementos finitos escoy\.da estãn indicadas 

en las figuras 4.2Jl(a) y 4.2.1l(b) respecti~amente. 
las condiciones de contorno del problema, esco­

gidas de manera que no haya movimiento transversal vienen dadas 
por: 

n = v, = a 
v 2 = o 

sencrt x, = o' 
O<x 1 <90~ 

O<x2 <15~ 
x,..,=0,15, 

'-

t>O 
t~>o 

(4.2.5) 

las ecuaciones que representan el problema y la 
soluci5n vienen dadas por las expresiones {4.2.2) y (4.2.3) res 
pectivamente. 

Se toman como datos los siguientes valores: 

a = lm; h=lOm; g=l0m/seg2 ; cr=lrad/seg 

Con estos valores la soluciõn puede expresarse 

por la fÕrmula (4.2.4). 
En las figuras 4.2.12 y 4.2.13 se observan los 

perfiles de n y v1 respectivamente, a los 8 segundos; se compa­
ran el esquema trapezoidal y el esquema de Galerkin en tiempo 
(utilizando funciones de interpolaciEn lineales en tiempo). 

En las figuras 4.2. 14 y 4.2.15 se emplea el es­
quema trapezoidal pa~a obtener los perfiles de n y v 1 a los 8 

segundos, cotejãndose los resultados que resultan de incluir o 

no los t~rminos convectivos en las dos primeras ecuaciones de 
la expresiõn {4.2.2). 

Se pretende encontrar la variaci5n del nivel 
dcl fluido respecto al nivel media en un canal sornetido a la 
acci5n de una osci1aci5n forzada debido a la acciõn de la ma-
rea. Se utiliza como esquema de soluciõn el trapezoidal. 

En las figuras 4.2.16(a) y 4.2.16{b) se presen-
tan las caracteristicas geom~tricas de contorno y la malla de 
elementos finitos adaptada. 

L as e c u a c i o n e s q u e g o b i e r n a n e 1 s i s te r.1 a vienen 
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dadas por la expresi5n (4.2.2). La excitaci5n ext~rna provoca 

una onda. que entta en el canal por: el ext~emó abierto~ y se r_~ 

fleja totalmente en cl extremo final, que es cerrado. La com­
posici5n de la onda entrante y la reflejada da como resultado 
una onda estacionaria. ~ 

Se toma la longitud del cana1: menor que la cua! 
ta parte de la longitud de onda a los efcctos de evitar la a­
parici5n de un punto anfidrõmico~ endonde n es siempre igual a 
cera y con grandes curvaturas en las proximid~des de ese punt~ 

La soluciõn analTtica de este problema es( 21 ): 

O X 1 
n(x1 ,t)=a(cos-----

V9fl 

L ox 1 j 
+ tan-0-- sen--·) senat 

v91í- \/9Fi-
{L',.2.6} 

a V gh crxl crl oK1 
v 1 (x 1 , t)=----.: ·(sen -tan- cos ) coscrt 

11 . V9n \/'911 V9n 
Los datas adaptados para este caso son~ 

a=0.5m; h=4m; g=9.81m/seg 2 ; L=200m; cr=0.031416rad/seg; 

T=200seg; 6t=2.5seg 

En este ejemplo se ha partido de las condicio­
nes iniciales proporcionadas por la expresiõn (4.2.6). 

En la figura 4.2J7 se presentan perfiles trans­
versales a O seg, 50 segs, 75 segs y 125 segs y una tabla don­
de se indica el n~mero de resoluciones en funci5n del coefici­
ente de relajaci5n adaptado. 

En este ejemplo se estudia la acciõn del viento 
introduciendo un modo de oscilaciõn en un lago rectangular o­
rientado en la direcci5n oeste-este de 150km x 30km, y una pr~ 

fundidad uniforme de 60m. Las dimensiones geom~tricas y las 
condiciones de borde se presentan en la figura 4.~18(a) y la 
malla de elementos finitos utilizada se encuentra en la figu­
t·a 4.2.18{b). 

Para resolver este caso se emplea el 
trapezoidal y los datos son los siguientes: 
h (profundidad media): 60m 
g(ac~leraci5n de la grbvedad): 9.8lm/seg 2 

esquema 
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W (velocidad del viento}: lOm/seg 
v -6 

y 2 pa/p=3.2 x 10 

C (coeficiente de Coriolis): 0.0001/seg (corresponde a una lati 
tud sur de 43905'20 11

) 

ll.t(intervalo de tiempo): 300 segs. 
T(periodo de oscilaci5n sin amortiguamiênto}; 12365.5 segs. 

Las condiciones de contorno sp resumen en la si-
guiente forma: 

x1=0,150km 

O~x 1 ~150km 
O~x2 ;30km 
x2=0,30km 

t>O 

t~O 
(4.2.7) 

En la figura 4.2.19 se observán perfiles de la 
superfície libre en los nudos centrales de la ~alla a los 3000 
segs, 4500 segs, 6000 segs y 10500 segs. 

En la figura 4.2.20 se presenta la variaciõn de 
la velocidad longitudinal v1 con el tiempo en ciertos puntos 
de lago. 

En la figura 4.2.21 se indica el efecta amorti-
;, guador que produce la fricciõn en el fondo. Se han usado para 

tal fin valores no reales del coeficiente de Chezy(1,5,10), ya 

que un valor real (Chezy~50,60) no permite observar, para este 
caso, tal fenõmeno. 

Las velocidades transversales v2 son pequenas y 

se deben al efecto de Coriolis, el que produce variaciones lat~ 

rales de la superfície libre, tal como se indica en la figura 
4.2.22. 

Se aprovecha este ejemplo para indicar el uso de 

algunos de los comandos del sistema HYDRO. 
Tomando como base la malla de elementos finitos 

de la figura 4.2.18(b) los datos del problema pueden ser sumi­
nistrados al computador de la manera indicada en 1a haja si­
guiente. 

Logicamente este ejemplo tiene fines ilustrati­
vos, y a ello se debe su simplicidad. El sistema HYDRO ófrece 
muchas otras posibilidades, existiendo ademis comandos que en 
este caso no han sido utilizados (tales como rotaci6n de nudos, 
desactivar elementos~ vientos y condiciones de borde variables 
en el tiempo, etc.). 
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Recurriendo ~1 Manual de Sistema HYDRO podri a­
preciarse completamente su verdadera potencialidad. 

Una aplicaci5n pr~ctica ~el ~odelo de elementos 
finitos puede observarse en las figuras 4.2,)3,4.2.24 y 4.2.25, 

en donde se mustran los resu1tados obtenidos' para el Rio Guaí­
ba en el Estado de Rio Grande do Sul (Brasil). 

La malla de elementos finitos utilizada, con trf 
ingulos de primer orden, no es muy refinada,~ los datos utili­
zados~ aunque son valores posiblemente próximos a los rea1es, 
h a n s i do e s c o g i dos a r b i t r a r· i a me n te ; c o mo c o n s f! c u e n c i a de e 1 1 o , 

los valores conseguidos sÕ1o son utiles como una primera idea 
de lo que en realidad ocurre. 

4.3- Anilisis de resultados 
Los resultados obtenidos, resumidos en grificos 

~ y tablas, requieren un anãlisis a los efectos de poder usar efi 
cientemente el modelo formulado. 

A partir de los tres primeros ejemplos presenta­
dos pueden hacerse algunas consideraciones, tales como las si­
guientes {Se toman valores promedios de las variables en las 
secciones transversales): 
a) Es necesario tomar un numero suficiente de puntos longitudi­

nalmente para poder representar con precisiSn la forma de 
las ondas (en el ejemplo 1 deberían tomai·se por lo menos 
diez puntos). Debe tenerse en cuenta que a mayor refinamie~ 

to corresponde un aumento sensible en tiempo de procesamen­
to{Ver fig.4.2.9). 

b} E1 esquema trapezoida1 permite obtener resultados bastante 
precisos para las ondas en fase y amplitud (Ver fig. 4.2. 12 
y 4.2.13). 

c) El esquema de Galerkin en tiernpo (con funciones de interpo­
laciSn lineales en tiempo), produce inherentemente amortigu! 
miento y retardamiento en la fase de la onda con respecto al 
mitodo trapezoidal (Ver fig.4.2.12 y fig.4.2.13). 

d) Un coeficiente de relajaci5n puede eventualmente ayudar a a-
celerar la convergencia. Para el esquema trapezoidal 0.9 
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constituye un valor adccuado (Ver fig. 4.2i17)~ 

e) El nfirnero de puntos de integraci5n que se debc tomar en el 
proceso de integraci5n num~rica para generar las matrices de 
los elementos, es una cuestiEn que merece cuidados en caso 
de que el orden de integraciEn sea un dako de entrada~ pues 

~ ·~ 

el tiempo de procesamiento es rnuy sensibl~ con la variaciGn 
de·; m i s mo ( V e r f i g. 4 • 2 • 9 ) • 

f} El n~mero de resoluciones del sistema de ecuaciones algebrai 
cas que el m~todo de elementos finitos ge~erat aumenta a me­
dida que aumenta el intetvalo de tiempo (Ver fig.4.2.5 y 

fig. 4.2.7). 
g} Los términos convectivos puedcn despreciars~ sin afectar m~­

yormente los resultados, si las velocidades son oequenas y 

la topografia del fendo es uniforme (Ver fig.4.2.14 y fig. 

4.12.15). 

El ejemplo 4 tiene como objetivor entre otros, 
el de mostrar la influencia de la fricciEn en el fondo, que tie 
ne un efecto amortiguante para las variaciones en el tiempo de 
las elevaciones de la superfície libre (Ver fig. ~.2.21), y la 
importancia que la aceleraci5n de Coriolis puede tener en cier­
tos casos, como el del ejemplo citado, donde produce movimien­
tos transversales, a pesar de que el viento est~ dirigido long! 
tudinalrnente (Ver fig.4.2.22). 

Finalmente, el ejemplo 5 demuestra la factibili 
dad de aplicar el modelo a casos reales, con condiciones de bor 
de bastante compleja~. 

4.4 - Conclusiones 
Todos los ej~mplos presentados en este trabajo 

cumplen con el objetivo de demostrar la aplicabilidad del mode­
lo de elementos finitos para simular procesos f1sicos de movi­
miento de sistema de aguas "poco profundas", debidos a la ac­
ciõn de mareas y vientos. 

Se han obtcnido razonables predicciones de nive­
les y velocidades, para problemas simples de soluci5n analftica 
C "'nO,...~ d"" " .. ",.. u1 +" rln"" D'"'r·1oct""'"n+o comn,·f-1' hl o<' "'!' r.t ros c. inm-'·" V I U t J I \,; .. ~ f y U \..i V ..;_l t ;.# l \..,. ~ . .t- hl \,..i t ..., •.... ' l~t t-.1 U \.,., ~ '- J t.... t ""~ Y v-.) .,_ '~' 

plos mãs complejos. 
Por otro lado, el emp1eo de las facilidades de1 
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sistema HYDRO, torna sumamente sencilla la comunicaci5n con el 

computador del usuario que se propone a analizar y resolver al­
gfin problema m~s o menos complejo de Hidrodinimica. La poten­
cialidad de este Lenguaje Orientado para Hidrodin~mica Computa­
c i o n a 1 p o d rã s e r a p r e c i a da a t r a vês de ., e c t ti r a de 1 t·1 a n u a 1 q u e 

indica la manera de usar los diferentes comandos. 
Queda entonces abierta la posibilidad de emplear 

el modelo formulado para problemas de inter~s pr~ctico, entre 
los cuales adquieren gran prioridad aquellos·relativos a circu-
1aci5n y poluciEn en el "Rio Guaiba" y "Lagoa dos Patos", que 
podrin ser abordados una vez que se concluya con la recolecci5n .. 
y anilisis de los datas necesarios para tal fin. 
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. 'APENDICE I 
.. 

A -]_J_- F o rm u 1 a c i o n e s de L a g r a n q e. y de Eu 1 e r ~ n c e p tos b ã s i c os 

Algunas propiedades que intere~an el el estudio .. 
de los flurdos. tales como velocidad, presiones, temperaturas, 
etc. son funciones de posici5n y de tiempo. 

Existen dos maneras de describir el mo v i m i e n to, 

por lo que existen dos formas de expresar las ecuaciones que 
gobiernan el comportamiento de los fluTdos. 

<f t=t 

Fig.A-I.l.l 
En la descripci5n de Lagrange, que corresponde a 

la de un observador movi~ndose junto con la partTcula, las va­
riablcs independientes son el tiempo y las coordenadas inicia­
les a 1• Es decir que una propiedad cualquie~a f y las coor­
denadas espacialcs x1 pueden expresarse asT{Ver fig.A-1.1.1): 

f :::: f (a 1 , a'?> a 3 ~'- t) 
< .. 

(A-I.l.1) 
X;= afHI.j (a.1, a2' a,..,, t) ('-1 2 ')) 

I ..) 1- ' »-' 
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donde u1 son las componentes ortogonales del despfazamiento. 

Esta formulaci5n, que es adecuada en el estudio 

de los s5lidos, no es apta p~ra fufdos ya que ~stos experime~ 

tan grandes deformaciones. Para estas ~asos conviene desar­
rollar la descripci5n de Euler, que cor~esp~~de a un observador 
fijo en un sistema de referencia tambi~n fij~ en el espacio, 
donde se toma tiempo y coordenadas espaciales como variables i~ 
dependientes. Es decir que: 

f - f { x1 , x2, x3' t) 
{/\-1.1.2) 

t' ("i 1,2,3) 
. 

ai = " ··u (x x2, x3, ::: .... 
"·;i 1$ I 

Se supone que 1 a variable f es una funciõn con 
tinua a saciada al punto (x 1 , t). Durante e1 incremento de tiem 

po 6t, el punto material se mueve a x1+Ax 1{i=1,2,3) y la vari! 
ble adquiere el valor f+Af. Tomando el primer tirmino de la 

~ serie de Taylor expendida entorno a (x 1 ,t) resulta, usando la 

notaci5n indicial de suma: 

af af (
1
. 

b f "' ó f = --A X · + -6 t = õx. , at 
l 

'1,2,3) (A-1.1.3) 

Haciendo la relaci5n bf/At en el limite para 
At+O se obtiene: 

O f ·- 1 i m fi f 
tff - bt+O At (A-1.1.4) 

Esta expresiEn es denominada derivada material 

o de Stokes. 
Es necesario destacar que en este capltulo se 

hari uso intensivo de la notaci5n indicial de suma segGn la 
cual 
(sa1vo 

dos 1ndices repetidos en un mismo 

·indicaci5n en contt~ar·io).. t,x. 

O f .. d 11m 1 
e 1 n 1 e n o v ·i= .ú t+O tJ. t- = 

miembro indican suma 

Dx. 
Tf+2. ( i = 1 ' 2 , 3 ) , 

t. 
donde 

V; son las componientes ortogonales del vector velocidad de 
la particula, la expresiõn (A-L 1.3) puede escribirse de la si 

guiente forma: 
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Df '<I f 
+ v . ()f 

nt -· ãT. a x. , 
1 

(i = 1 ,2,3) {A-1.1.5) 

En (A-1.1.5) cl primer t~rmino se llama "deri-
v a da 1 o c a 1 11 

( v a r i a c i õ :1 d e f c o n r e s p e c to ~·) t i em p o , e s ta n do 
la partlcula fija en un punto) Y 1os restant~s se denominan 
"tErminas convectivos"(que se anulan si no hay movimiento). 

En la descripciõn Lagrangíana~ que es Ütil para 
pequenas deformac·iones, f = f{a;, t) y õf se 1~educe a õf ::: -}fôt 
ya que las coordenadas iniciales del punto permanccen constan­
tesc La derivélda matedal y local coinciden,de manera que: 
Df {)f , au.: 
'IJ1"=·at Y v 1=-8r, donde u1 son las componentes ortogonales del 

desplazamiento. 

La derivada material de una expresi~n 

se puede expresar asl: 

1 i m = .... o À t.-). 

t:,<J pfdv) 
v -----x-t--

integral 

{A-1.1.5) 

donde: f: funciõn escalar o vectoriãl que representa alguna pi'2. 

pie da d. 

p: densidad. 

V: volumen de control, viajando a una velocidad prescrip 
ta~ 

CualqJier incremento de (A-1.1.5) esti compuesto 
· del "incremento de f dentro del volumen de contr·ol más el f1 u-

jo de f dirigido hacia afucra debido al transporte de masa 
a trav~s de la superficie de control. Para una velocidad t ac­
tuando en un elemento de superficie de contro1, e1 flujo por 
unidad de tiempo a trav~s de dS viene dado por: 

(i=1,2,3) (A-L1.6) 

donde v0 es la velocidad normal y ani son los cosenos directo­
res de las componentes de la velocidad con respecto a la nor­
n;a 1 • 

Luego la de·rivada ma ter-ia·! (.fi.··! .. 1.5) puede escri 
birse de la siguiente manera: 
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(A-1.1.7) 

Aplicando el teorema de Gauss a la integral de 
·.• 

superficie en (A-1.1.7) se obtiene: 

r (\ 

~~ fpdV =j D., 
Jv v 

{~)_ + 2_ltyv;)} dV 
;;t ax 1 

La (A-1.1.8) es la expresi5n del teorema del 
trans orte de Reynolds; el1a da el comportamie'nto de una inte­
grai de volumen en e1 caso en que la integrnl y el volumen en 

1 . t ... 1 . e que se 1n egra var1an con e t1empo. 

A-1.2 - Conservaci5n de ma~a 

Sea un volumen de control Vt donde la masa esti 
dada por: 
1·1 =r pdV, donde p es funciõn de espacio y tiempo, es decir 

Jv 

DN 
1IT 

()p 

1JT: 

() v . 
1 + p- = o ax. 
1 

Si no se crea ni destruye masa em V se tiene que: 

pdV = O. (A-!.2.1) 

De la expresi5n (A-1.1.8) surge que: 

{i = 1,2,3) {A-J~2.2) 

Siendo el volumen arbitraria, se puede escribir 

-o (A-I.2.3} 

Las f5rmulas {A-1.2.3) son dos formas de presen-
tar la ecuaciSn de la continuid~d. Para es 

se reduce a: 
caso 1a(l\-I.1.H) 
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o r f) f 
r a f af , ( . .. ? ') ' (A-L2.4) 

Jv 
fpdV ::: 1r:r p dV= J (-- + "nnr:- 1 pdV 1=1 ,~:. ... , 

Dt (lt 
t v 1 

~--: I!.~ ... .:..3!.J~.E.·i o~-~-~~ i 1 i_!'> rj_2~-~ c u a d_o n _;.~: ...• ~c~~.? me n _ _tum ~~_g_.sa 11 
tiC:ad de movimiento ·; 

Se considera un volumen V al tiempo t. Las ac 
ciones externas estin representadas por las fuerzas de superfi­
cie p y las de vo1umen 5. (Veí· Fig. A-L3.l ). · 

Para que exista equilibrio la variaci6n de la can 
t i à a d d e mo v i m i e n to de b e s e t~ i g u a 1 a l a s um a de 1 a s f u e t' z a s ex-

~· 

ter·iores. 

Si se tiene en cuenta la conservaci5n de la masa 

(Ec(A-l.lu8}) la cantidad de movimiento puede ser escrita asf: 

o-v dV 
Ot 

(A-L3.1) 

El equil i brio r·equiere que: 

r 1 r [)y ..;~ dV + dS 
l 

dV (A-L3o2) p o ·+ p =jvp ~J v Dt 

f' 

La {1\-1.3.2) 
... 

no es mas que la ley de Newton 9 don-
de Dt/Dt es la aceleraciÕno 

Otra ~ondici6n de equilibrio es que el momento 
total de la cantic1ad de movimiento sea igual a lu. suma de los 
momentos de las fuerzas exteriores, vale decir: 

I 
Jv 

o(tx'5;ctv +Jf o(:txJ\Jds =r o(tx 
. s u v 

La ~xpresi6n(A-I.3a2) representa un conjunto de 

ecuaciones escalares que se re s umen en: 
r\ r 

=I I I Dvk 
pb 1, dV + I p ,,dS o--- dV (k=lll2~3) . · Dt Jv " ' 

,, 
Jv \ \) s 

(A-1.,3.4) 
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.n 

" "'2 

Fig. (A-L 3.1) 

+ 
Sea aj la tensi5n que actfia en la cara cuya no! 

mal es el eje xj(Ver fig.A-1.3.2). 
La representaci5n en componentes cartesianas es: 

+ + 
a · = cr • 1 ik ( k ~ j = 1 , 2 ! 3) • J J ~ , 

Por otro lado las leyes de transformaci5n vienen 
dadas por: 

-> + -+ 

an=ctnj o . =a . a j k i k; anj=cos(n,xj) J nJ 
{k,j = 1,2,3) {.f\-1.,3.5) 

+ -t· 
0 nn"' (f 1 n n =ct • . nj ank (Jjk 

+ + 
o :: anis =a . ask ajk ns n1 

(A-L3.6) 

Fig. A-!.3.2 
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En la superficie de borde debe.ser: 

(A-I.3.7) 

A partir de (A-1.3.4), usan~o(A-I.3.5).(A-I.3.7) 
.,.. 

y la fÕrmula de Gauss se obtienen las ecuactones de equií i brio 
' 

y las condiciones de contorno,las que son expresadas escalarmen 
te,así: 

en 

c: . cr.k 
nJ J ' 

en 

v (j,k = 1s2,3) 

s . ,, 

(A-1.3.8) 

Con la (A.I.3.3), luego de aplicar la (A-1.3.8), 

se concluye que: crjk = crkj en V 
Si en (P.- L 1. 7) se huce + -f = v, despues de emole 

ar {fl.-1.1.6)~ se obtiene: 

r J{i kj (~p)dV~ 
v . v 

r 
+ I 

J ' ..., 
{1\-!.3.9) 

-)o 

Haciendo f= v en (A.I.2.4) se llega a la misma 
ecuaci5n que en (A-!.3.1). 

Empleandc (N,"I.3.l),{A-I.3o2) y (A.I.3.9) se en­

cuentra la siguiente expresi5n: 

J
' pbdV +j" pds~jc anp) dV 

l v s v 

El pr-Jrner termint) de1 sc:gundo rniem!.H·o es la va­

riaci5n local de la cantidad de movimiento ("momentum") y el S! 
gundo tirmino es el flujo de la cantidad de movimiento ("momen-
tum'') dirigido hacia e'l exterio1· de1 volumen V a traves de la 

superfíc·ie S~ 

De (A-1.3.10) se deducen las siguientes 
ciones escalares: 

e cu a-

(j ,k:.:l ,2,3) 
(A-L3~ 11) 
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Las ecuaciones (A-1.3.11) se denominan ecuacio­
nes de "momentum" o de cantidad de movimiento. 

Las componentes de tensi5n en fluidos pueden se­
pararse en tirminos de fricci5n y t~rminos de presiEn. As1 re­
sulta: ... 

(j ,k = 1 ,2,3) (A-!.3.12) 

donde ajk es el delta de Kroenecker. 
los t~rminos Tij constituyen l~s componentes vis 

cosas. En caso de no ser considerados, el flufdo es no visco-
so o inv1scido. 

Sustituyendo la {A-1.3.12} en la (A-1.3. 11) se 
obtiene las ecuaciones de "momentum" o de cantidad de movimien­
to expresadas en la siguiente forma: 

{A-1.3.13) 

A-1.4 - Relaciones entre variaci5n de deformaciones en el tiern­
po y velocidades 

la resistencia interna de un flufdo al movimien-
to depende de la variaciõn en el tiempo de las 
estas pueden ser de dos tipos: 

R 

r 

deformaciones; 

--·-r-------·----------·-------------------·----------·-----~·x, 
I 

Fig. A-1.4.1 



a) Extensionales: variaciõn relativr, en la 1ongitúd de un ele·· 
menta diferencial de lfnea. 

b) Cortantes: variaciõn del ãngu1o entre dos lineas previamen-· 

te ottogonales. 

Se consiàeJ~arã inicialmente ~ . .1 caso bidimensio·· 
nal, gene!'·alizãndose 1uego las expresioncs ó:btenidas para em c~ 
so tridimensional. 

En la fig.A-1.4.1 se observa la posici5n inicial 
(tiempo t) y la deformada(tiempo t+lít) de dos. elementos diferen 
ciales de 1Tnea. 

Un elemento se traslada, rota 1 tiene un incre-
1.' 

mente (positivo o negativo) de su longitud y que se denominari 
6€. 

La variaciEn en el tiempo de las 
extensionales para un elemento como el dx

1 
es: 

~t (dx1 ) =e: dx1 ; 
lim flt 

e: = f. t-+0 Ãt 

deformaciones 

(A-I.4.1) 

Es posible demostrar a trav~s de consideraciones 
geométricas que 

a v 1 . 
E:l = ax

1
· ' 

Ê = v 
lim b.ev 

At-+0 {;t 

La variaciõn vclumêtrica es: 

D õt (dV) = E: dV v 

Para el caso tridimensional se obtiene: 
av. 

1 -+ ·l- :::. di v v ax. e rt.v 
1 

(A-1.4.2) 

(A-1.4.4} 

De la ecuaci5n de la conservaci6n de la masa se 
deduce lo siguiente: 

D Do • 
-0.r(ndV)"' o-+- =-pe:v"'-~ l)t. 

Luego: 

:'J v . 
' 1 

,, 
A • 

1 

{i = 1 ,2,3) (t'l.-1.4.5) 
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.. 

so Dp/Dt=O. 
. .. 

Las deformaciones cortantes é:Stãn dadas por 

e12 + e21 • La derivada material seri entonces: 

v ;::: . 

y12 = 

les que: 

lim D ~y 

nt-+0 t.t = Dt (el2 + e21 ) (A-L4.6) 

e .. 
1 J 

Evaluando 1 as derivadas de e resulta: 

y12 
av1 av 2 = + ---ax 2 ()Xl 

(A-I.4.7) 

Se introducen a continuaciõn los términos e .. tta 
lJ -

(i 'j -- 1,2,3) (A-!.4.8) 

Refiriendo las variaciones de las deformaciones 
con el tiempo a las e .. se tiene: 

'I J 

Si y;O las llneas permanecen ortogonales, en 

ese caso a12 = w3 y ~ 21 ~ -w 3 , donde w3 es la velocidad angular 
en torno al eje x3. La diferencia entre 912 y ê21 puede ser 

considerada como una velocidad angular media alrededor del eje 

X 3 • 

w • • 
1 J 

Se introduce un tensor cortante w·. ta1 que: 
1J 

1 d v . 
= --(-_J_ -2 ax. 

1 

(i,j = 1,2,3) 
ilj 

(A-1.4.10) 
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Una permutaci~n ciclica de los sublndices de la 

ve1ccidad angular media entorno a los tres ejes$ permite obte­
ne r·: 

... 

El conjunto wij es conocido como "tensor de vor­
ticidad" y las componentes contraldas constituyen el vector de 
vorticidad :, el cual puede ser expresado de la siguiente mane­
ra.: 

+ ~ 1 + 1 + + w=w; 1; = 2 rot(v)= 2 vxv (i = 1 ,2,3) (A-!.4 .11) 

Si (l),. =O e1 flujo es irrotacional y se cumple 
lJ 

Gue: 

a v·. 
1 

ax. 
J 

í:JV. 
=-J ax. , (i,j =(1,2)(2,3)(3,1)) {A- I.~-. 1 2) 

La expresi5n (A-1.4.12) requiere que el vector 
velocidad sea el gradiente de una funci5n ~' tal que: 

(j = 'I ,2,3) {A-1.4.1:~) 

La funci~n + puede interpretarse como un poten­
cial de velocidad. Si el flujo es irrotacional las ecuaciones 
que gobier~an los fl~ldos ~e simplificao bastante. 

A-L5- Pr"ime~· pr·l1~io de lã Tel"modin5mica. Densidad de ener­
gia ·interna. Func·iõn de disipaciõn viscosa. -~cuaciõ~ 
de estado. 

El primer principio de la termodinimica expre­
sa~ en una posiciõn de equilíbrio, el requerimiento para el e­
quilibrio de energla en un sistema. Se lo pue~e escribir de la 
si~uiente manera: 

W + O = U + E , c 

donde: 
W: trabajo realizado por las fuerzas externas. 
Q: cantidad de calor que entra al Si$tema. 

U: incremento de 1::1 energia intc!·na. 

(A-!.5.1) 
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"'. 

. .. d 1 *(f • ...,.""'. Ec: 1ncremen~o e a energ1a c1ne~1ca. 
Es fãcil comprobar que: 

DW + DQ = OU . DEc 
rrt rrr TJt T 1rt (A-1.5.2) 

... 

Expandiendo los t~rminos de ~~-1.5.2) se tiene: 

p; v i dS 

fp dV -q dS n = J fpdV 
v I' .. ~ + -a .q. dS . n1 1 

s 

donde: 

qn: flujo de calor dirigido hacia afuera del sistema de volumen 
V a trav~s de la superficie S. 

f: fuente de calor distribuída~ por unidad de masa. 
q 1 : flujo de calor a trav~s de una cara cuya normal es 

ani: cos {n,x;) 
Utilizando la (A.I.2.4) para expandir 

materiales surge que: 

2' 
p{V;) dV 

·ou o r - I p u dV 
Ot Dt vv 

(i = 1 ,2,3) 

Du 
P trf dV 

donde: 
u : densidad de energia interna. 

derivadas 

(/\-!.5.4) 

Requieriendo que las fuerzas satisfagan las ecua 
ciones de equilibrio y recordando. la (A-!.3.12) se tiene, des­
pu~s de aplicar el teorema de la divergencia, la siguiente ex­
presi6n, extraida de (A-1.5.2): 

a q.! Du 1 
p Ut ::: -êX; e .. 

1J 
, . . 
\ 1 ,J -· 1 .,2,3) ili I - 5) \ ,\- o !> • 
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Los primeros dos t~rminos del segundo rniembro 
son debidos a la entrada de calor al sistema; el ~ltimo repre­
senta la disipaci5n de energia mecinica que resulta de la fric­
ci~n y que es una funci5n positiva, para cualquier valor de los 
e1j. El termino pev representa ·la expans·i~ .• n volumétrica. 

Haci endo du = CP dT ~ donde Cp: es e 1 coe fi c i ente 
de c a 1 o r e s p e c i f i c o a p r e s i õ n c o n s ta n te , T la tem p e r a tu r a , y de~ 

preciando la disipaciõn y la expansiõn volum~trica9 la(A-1.5.5) 
puede escribirse: 

DT - aq; 
p c - =--- + fp 

o p Dt óX; o 
("i = 1 ,2,3) (A-1.5.6) . 

~· 

En (A-1.5.6) se considera P 0 = densidad constan­
te, ya que se supone que no existe acoplamiento entre el compor 
tamiento térmico y mecinico del fluido {Las variaciones de den­
sidad son debidas a la expansiõn térmica). Esta hipôtesis es 
muy frecuente en las aplicaciones hidrâulicas, y por lo tanto 
se asume que el flujo satisface la relaciõn f(p,p)=O llamada e 

cuaciGn barotrÕpica de estado. 
En general se tiene las siguientes ecuaciones de 

estado relacionando presiones y energia interna a densidad y 

tempe r· atura: 

p = p{p,T); u = U{p,T) {A-!.5.7) 

A-1.6 - Relaciones Constitutivas. Fluidos Newtonianos, . 
Se denominan fluidos newtonianos aquellos en que 

·la relaci5n entre las tensiones viscosas y las variaciones de 
las deformaciones son lineaies. 

Utilizando notaciõn matricial, se define: 

T 
= { "( 11 ·r 3 1 } '[ -rz2 1:33 T12 1'23 -

(A-I.6.1) 
T = { e 11 e31} e e22 e33 e12 e23 

La re1aci5n entre tensiones viscosas y la varia­
ci5n de deformaciones puede escribirse de la siguiente manera: 

T = De (A-1.6.2) 

Llamando * a la funci5n de disipaci5n mecinica 
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de energia, se tiene: 

(A-1.6.3) 

Teniendo en cuenta que ~ es una funci6n contl­

nua positiva definida de g, la matriz o es s''imetrica y ..e_ositiva_ 

definida. 
Si el fluíd~ es isõtropo, D posee s~lo dos ele­

mentos independientes, y la (A-1.6.2) se reduce a: 

•. . = À e ô. . + 2JJ e .. 
lJ v lJ lJ 

(A-I.G.4) 

4~ 

donde À y ll son coeficientes que dependen del material. 
Se define la tensi~n media como el promedio de 

las tensiones normales, es decir que: 

Tomando am=-p (condiciEn de Stokes), y utilizan­
do la (A-I.6.4) se llega a la siguiente relaci5n: 

{A-1.6.6) 

Si se desprecia la deformaci5n volumetrica por 
considerarla pequena en relaci6n a las deformaciones cortantes, 
se tiene el caso de un fluído ·incornpr·esible. Esta suposiciõn 

conduce a la siguiente expresiõn: 

(1\-1.6.7} 

la ecuaci5n de la continuidad se reduce a: 

a v. , 
~"" o. i 

-+ -+ --).-
diVv = -v.v = O 

A-1.7 - La ecuaci6n de Navier-Stokes 
incompresibles 

(A-!.6.8) 

ara fluldos Newtonianos 

El conjunto de 1as ecua:iones que gobiernan los 

flufdos newtonianos incompresiblas que ha sido deducido hasta 
ahora pueden resumirse de la siguiente manera (se supone que no 
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existe acoplamiento t~rmico-mec~nico): 
Continuidad: 

av. 
1 di v ->- o {i 1,2,3) v e v :::: 

'"ãX:" = v - = en 
1 

{A-1.7.1) 

... 
v :;:: vn . -n ' 

} en sv {A-1.7.2) 
-vs = v s 

Sv representa la superficie donde las velocidades estãn pres­
criptas. Si Sv es un borde fisico, como ~na pared por e­
jemplo, las componentes de la velocidad s~n nulas. En es­
ta superfície se incluye también las velocidades de todos 
los flujos que llegan al sistema en consideraci5n. 

Si en el primer miembro de la (A-!.3.13) se sus­
tituye Tjk por la expresi5n dada en (A-1.6.7) y se divide trnbos 

miembros por la densidad p = cte~ se obtiene: 
o 

a n ~ d --.--{L-)+v92vv+ bk= ~~{v~vk)+ ~~ vk 
ax. p " . "XJ· J """ K o 

{j=1,2~3 para cada 

k=l,2,3) en V (A-!.7.3) 

donde v = ~/p 0 es la viscosidad dinãmica. 
92= operador laplaciano. 

a v 
-p + 2 ~ an

11 
"' Pn' 

a v s lJ{·­an 
a v 

") as - v k 
ílank 

í.JX s 

(A-!.7.4) 

SP: representa la superficie donde fuerzas de borde prescriptas 
e s t ã n a c t u a n do . G e n :~ i': l me n t := S P e s u n a s u p e r f i c i e I! 1 i b r e 11 

y las fuer~as que actuan sobre ella son la presi5n atmosf~ 
rica y las provocadas ror el viento. 

Balance de calor en el sistema 
De (A-1.5.6) se obtiene: 
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} en V 

aT 
q,= -Kmp CP-.,-- (1=1,2,3) 

1 O oX; .... 

-T = T en ST 

s1 : supel"ficie 

ta. 

{A-I.7.7) 

de borde donde la temperatura~T esti prescrip-.... 

Sf: superficie de borde donde el flujo de calor qn esti pres-
criptoo 

En (A-I.7.6) se ha tomado la ley de Fourier para 
la difusiõn de1 calor. 

Las variables del problema son las componentes 
de la velocidad v1 , la presiõn p y la temperatura T; ellas de­
ben satisfacer las ecuaciones (A-!.7.1}~ (A-1.7.3) y (A-1.7.5) 
y las condiciones de borde correspondientes. Aunque existen su 
ficiente nfimero de ecuaciones para resolver un problema~ debido 
a la existencia de tirminos no lineales debe recurrirsc en la 
mayoria de los casos a esquemas num~ricos de soluciõn. 

Si el fluldo es barotr5pic~ (sin acoplamiento 
tirmico-mec[nico) se tienen 10 ecuaciones (3 ecuaciones de movi 

' -
miento~ 1 de continuidad y 6 ecuaciones constitutivas) y lO in-
c~gnitas (6 componentes de tensiones~ 3 de velocidades y 1 de 

p res i Õn) o 

Si el fluido es comr_resi.!?ie ,presiõn y densidad 
estin relacionados por la ecuaci5n de estado. 

Si se desprecia la viscocidad (v=O) no puede rres .. 
cribirse la presiôn tangencial p

5
, ni la velocidad tangencial 

vs .. 
Existen otras formas de representar (A-Io7.3),ya 

sea colccindola cn funci5n de la vorticldad w. o bien relacio-
1 

nando presiones y variaciones de deformcci5n volumitrica. 
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A-L8 - EJ_E.!].ncipio de Bernou11í 
·l-

Seg~n la ley de Newton: F ..... = m a 
+ 

= 111 Dv . 
Dt 
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Si existe un movimiento de una posici6n 1 n otra 
-+ 

2~ F realiza un trabajos por lo que se·produce un incremento 
en ia energia cinética .. El principio de· co1iservaciõn de la e-

+ v -§i dt 

Esta ley puede aplicarse a cual~uier 1. Si f es 
conservativa~ det'iva de una funciõn potencial, es decir que: 

+ 
F= -"Qn, c:on n = n(x) 

(A-LB.3) 

La (A-IoB.l) y (A-Io8.3) permiten concluir que 
n + Eces constante eu la trayectoria de una particu1a .. 

Si se tiene un fluído sin viscosidad e incompre-
sible la ecuaciõn de equilíbrio puede ser expresada de la si-
guiente manera: 

(A-L8.4) 

rl-Como B es generalmente debido a la gravedad, de-
riva de una funciõn potencial, luego: 

t - + -vn => (A··L8.,5) 

Se puede demostrar que: 

1 ..... -l-
{Õ - "l vxv 

" 
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Con (A-1.8.6) la ecuaci5n de equilíbrio viene ex 

-+ 
<IV + + + ãt -2(vxw)+9H = O 

donde: 
H L + n + 1 q2 = '2' Po 

q2 ++ (i=l,2,3) = v.v = v.v. 
1 1 

Integrando (A-L8o7) a lo 1argó de una trajecto-
ria seguida por la particula se obtiene: 

para 
tanto 

-)o av + + + + {ã! -2(vxw)+ 9H}oV dt = O 

+ + -? + 
Como v y w son ortogonales resulta vxw=O • 

.j:'l . + . . d lHI .!..~_UJO permanente v y p son ·1ndepend1entes e t, 

{A-Io8o8) queda expresudo así: 
por 1 o 

(A- L8., 9) 

La {A-1.8.9) es vãlida a lo largo de una 1inea 
de corriente para flujo permanente y fluido invtscido, y es de-
nominado Principio de·Bernoullio 

Si ademãs el flujo es irrotacionnl, 1a (A-1.8.7) -----+ se reduce a VH=O y el 
H = constante en todo 

principio de Bernoulli queda ast: 
el dominio para flujo permanente e irro-

tacional y fluldo invíscidoa 

A-Io9 - Turbu1encia 
El flujo puede dividirse en dos categorias: la­

m i n a }' y tu r b u 1 e n to ; a 1 os e f e c to s de c a ra c te ~· i z a r a ambos e s n!:. 

cesario conocer la rclaci~n entre las fuerzas de inercia y las 
fuerzas de viscocidad, la que define el n~mero de Reynolds. Es 

·-·-0~-·- -2 
decir: Re= fuerza de inercia1/fuerzas de viscocidad;si R

8
<10 

las fuerzas de inercia pueden ser despreciadas; entre lo-2 y 
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10 3 ambas fuerzas deben ser consideradas y 

zas de viscocidad no se tienen en cuenta. 

3 para R~>lO las fuer 

Si el nfimero de Reynolds es grr~nde, el flujo ya 

no es mis laminar{donde las ltneas de cnrriente no se cortan u­
nas a otras) y las particulas tienden ~ mo~erse de una manera 
aleatoria, en este caso el flujo es turbule~to y debe analiza! 
se en t~rminos de velocidades y presiones medias usando concep­
tos estadisticos. 

E'n el flujo turbulento~ las v.al~iables instanta­
neas son interpretadas como la suma de una media mis una desvia 
ci6n aleatoria. Entonces se puede escribir: 

.t 

v = v' + V11
; p = p' + P" T = T f + TI! (A- L 9 "1) 

donde { )' representa la media y ( ) 11 la desviaciõn. 
Si se introduce (A-I.9.1) en la ecuaciEn de equi 

librio instantineo (A-Io3.13) aparecen t~rminos adicionales re 
lativos a las desviaciones. De esta mancra resulta: 

donde < 
f >representa la media ensamblada YT·I denota las ten­J ( 

siones viscosas. 
En (A-I.9.2) se ha aplicado 1~ siguiente defini-

c ·i Õn: 

Las desviaciones de segundo orden son interpre-
tadas como tensiones y se denominan tensiones de Reyn~:lldso Por· 
lo tando en (A-1.9~2) se puede escribir que: 

- p <v •: v"> 
o J k 

La funciõn de disipaciôn de energia mecânica en 
e 1 c a s o de i n c 1 u i r· 1 a t u r b u 1 e n c ·i a s e p u e d t: e x p .,~ e s a r c! e 1 a s i g ui 
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ente forma: 

f t f t 
(T

1
.J. + T .. )e .. = tp + tlJ 

1 J' 1 J 

. . t 
En (A-1..9.5) se requ1ere·. que.lJ! sea una funciõn ..• 

continua cuadrãtica y positiva definida pa~a valores arbitrã-, 

rios de las medias ensambladas e. •o 
1 J 

Usando la notaci5n anterior se puede relacionar 
tensiones y variaciõn de deformaciones por una expresi6n del ti 
po Tt = ot e~ donde ot es una matriz sim~tri~a y positiva de: 
finida {debido a los ;equerimientos para wt)o' 

El problema reside que mientlas las tensiones 
viscosas son dependientes del material, las de Reynolds son 
propiedades del flujo, por 1o que gt depende del campo de vel~ 
cidadeso Este problema de ot no ha sido todavla totalmente so 

lucionado .. 
Para fluidos isotr5picos se toma frecuentemente: 

t 
T • • = 2p n e •. 

1 J o 1 J 
(i,j = 1,2,3)o 

donde n es la viscocidad turbulenta {"eddy" viscocity), 
Para estudios de circulaciõn en lagos y problemas 

de ingenierla de costas, se toman t~rminos para Qt sin acoplar 
deformaciones extensionales y cortantes. Esta forma ortotrõpi­
ca que se debe a la diferencia entre el flujo horizontal y ver­
tical, aunque mãs apropiada, tiene el defecto de que valores 
acertados de los coeficientes no han sido hallados. 

En definitiva~ para el caso de un flujo turbu~ 

lento, las ecuaciones y condiciones de borde que han sido formu 
ladas anteriormente quedan expresadas en esta forma: 

Continuidad: 

()V~ 
1 -=o (l X. 
1 

Equi..!_i_brio: 

(1=1,2,3) en V 

. " t a o' - 2 1 a'!;K a 
-·---(-' -) +·.; vv .' +- -·-"-+b K=-{ v~ 
~~XK P i<. p CIX; (}XJ· J 

o o " 

(A-1.9.,7) 

a v • 
I ) K 

VK +"ât en V 



·"v • t t · .o n -
· -p· 1 +a . ank 'L., +2}J-- = p1.., nJ J K an , 

a v' a v • 
'[' t .~.11 ( s • n _ v 1 a a n ~i 

anj usk jk'· ãil · 'ã'S" k ax
5 

' 

Balance de calor en el sistema: ·-------

en S p 

... 
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Para el caso de flujo turbulento la (A-I.7o5) se 
expresa: 

C DT' f é) ( • r n Tu>) 
P o plrt=p o -a x. q i +p o.., p <v ·i 

. 1 

El flujo se expande segÜn la ley de Fouder 

Km C t1 T • 
q~=- P p ÔX· 

1 o 1 

donde Km es el coeficiente de difusi5n molecularo 
Ademãs los terminas debido a desviaciõn de la me 

dia son tratados de igual forma: 

< v ~~ T 11 > = - K ~ . 1 1J {A-L9ol2) 

donde K~. es un coeficiente de difusiõn molecular debido a tur-1J 
bulenci<L 

Combinando K{j y Km se llega a que {A-I.9ol0)ti! 
ne la siguicnte forma: 

ar• = rr- !-- + ~-a-( K •. ~-) 
~_,P c~x 1 1J axj 

donde K •• = Km + K ~. 
1J lJ 

-T = T en ST 

q = n 

d,. I 

-p C a . ( K •• -,.. -) 
o p n1 1J oXj 

en v (A-L9.13) 

{A-L9o 14) 

En flujo turbulento Km es pequeno en relaci5n a 
t K .. y aunque este es una pt·opiedad del flujo y no del flu'i"do 
1 J 

en muchos casos se lo toma constante e isotr5pico, vale decir 
que: 

K~. = K ô .. 
1 J 1 .) 

{A-1.9.15) 



APENDICE II 
... 

Movimiento en un sistema de referencia no inercial. 

La fuerza de Coriolis 

A-Ilol - Introduciõn 
Siempre es posible referir las ecuaciones de mo­

vimiento a ejes inerciales; sin embargo en esos casos las ecua­
ciones pueden tornarse sumamente complicadas, y resulta mis fi­
cil referirla a ejes que no son inerciales& 

Para describir el movimiento de una partfcula s2 
bre o cerca de la Tierra es 15gico suponer un sistema de refe­
rencia fijo con respecto a ellao Pero, se sabe que el planeta 
tiene complicados movimientos {compuestos de diferentes rotaciQ 
nes y aceleraciones) con respecto a un sistema fijo identific! 
do con las estrellas «ftjas". Por lo tanto el sistema de refe­
rencia fijo con respecto a la Tierra tiene un caracter no iner­
c i a 1 • 

A pesar de todo, muchos problemas pueden resol­
verse ignorando este hecho, obteniindose resultados con sufici­
ente grado de seguridad; pera hay otros importantes efectos que 
deben ser tenidos en cuenta y que rcsultan de la natura1eza no 
inercial de la Tierra como sistema de referenciau 

Aoii.2 - Sistema de coor·denadas rotante 
Sean (Ver figoA-IL2o 1 ): 

X! • i . coordenadas del sistema fijo o i ne t'C i a 1 (i -· 1,2,3) 

X;: coor-denadas del sistema rotanteo ( i ::: 1,2,3) 

VI VI V I • C!jes ,!...,, sistema fijo o inercial. 1\ i , "'2' l\3o U\.,: l 

x.l , v X3: ejes del sistema 1·otante .. A2t 



p: partícula 

se demuestra 

v f 
donde: 
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..• 
. . 
• 

Fig. A-II .2.1 

de mas a m .. 
En 

que: 

:: v + 

el estudio de la dinâmica de las partículas, 

- -v r + lll X r {A-2o2o 1) 

velocidad de P relativa a los ejes fijos 

velocidad 1inea1 del origen de los ejes mõvi 
les (X 1-x2-X3) 

v r -<dr, 
r·· v·· dt 1 rotante velocidad de P relativa a los ejes mõvi 

les {X 1-x2-x3) 

-w x r velocidad debida a la rotaciõn de lo5 ejes mõvi1es (X1-

x2-x3}o 

~ velocidad angular de los ejes mõviles (X 1-x2-x3). 
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A-IID3 - La fuerza de Coriolis 
La ecuaci5n de Newton viene dada por: 

F = m ã (A-2.3.1) 

donde: ... 

~: fuerza; m: rnasa de la partlcula; i: acele~aci5n. 
L a ( A- 2 ., 3 • 1 ) e s s õ 1 o ~ 1 i da. e_~~ e j e s i n e r c i a­

les de referencia. Por lo tanto la expresi5n para una partl­
cula puede ser obtenida de: 

{A-2o3.2) 

Diferenciando la (A-2 .. 2 .. 1) y particularizando pa 
ra el caso de velocidad angular constante(o sea con ~=O) se 
tier.e: 

(A-2.3.3) 

Es ficil observar que para cualquier vector ar­
bitraria Q(tomando como base la fig .. A-II .. 2 .. 1) se cumple que: 

Aplicando para - -e1 caso de vr y de r se tiene: 

donde ir es la aceleracifin en el sistema rotante. 

(dr) -(dr' + ãt fijo- ar rotante 
- -w x r 

Combinando (A-2 .. 3 .. 3), (A-2.3 .. 4) y (A-2o3.5) se obtiene: 

~ o r = m ftf + rnir + m~ x(;xr)+ 2m;x;r 
o o 

En {A-2.3o6} Rç es la acelcTaciõn de1 origen rlc 
I 

las coordenadas rn6viles. Si se considera que el sistema no i 
nercial s51o tiene rotaciones, o rotaciones mis una velocidad 
uniforme respecto al sistema fijo resulta ~r=O y entonces se 
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puede escribir: 

F = (A-2.,3c7) 

Para un observador en los ejes m6viles, la fuer 
za efectiva en una partfcu1a es dada por: ~ 

El primer t~rmino de (A-2.3o8) es el t;rmino u­
sual de ia ecuaciôn de Newton. La cantidad--m;x(~xr) es la 
yuerza centrtfuga; el signo negativo implica que esta fuerza 
estã dirigída hacia afuera, nlejãndose del ce~tro de rotaciÕno 

E1 tercer t~rmino, -2m ~xvr, es- la fuerza de Co-

!i..s>.l.,)_~., Ella surge del hecho de que la partícula se mueve, 
pues es proporcional a vr, y desaparece si no hay movimientoo 

Tanto la fuerza de Coriolisi como la centrlfuga 
no son fuerzas en el sentido usual de la palabra; ellas han s! 
do introducidas de una manera artificial, corno resultado del 
requerimiento arbitraria que permite escribir una ecuaci5n que 
se asemeja a la de Newton, y que al rn·ismo t·iempo es v~L]da. en 

un sistema no inercial de referencia. Es decir que asi como 
la ecuaci5n de Newton ~=~af es vil ido en un sistema inercial~ 

en un sistema rotante se escribe una expresi6n semejante en 
términos de la fuerza real (mãf) de la siguiente form-3.: 

~ef = freal + (tirmi~os no inerciales), donde "tirminos no i­

nerciales" son las "fuerzas de Coriolis y centrffuga"D 
El uso de estas términos permite usar una e-

cuaci6n de movimiento que refleja la ecuaci5n de Newton, cuan 
do el sistema de referencia es m5vilo 

A~IIo4 - Movimiento relativo de la Tierra 
El movimicnto de la Tierra respecto a un siste­

ma inercial esti dominado por la rotaci5n de la misma alrede­
dor de su eje; cl efecto de los otros movimientos( revoluci5n 
ah'ededor del sol, movimiento del sistema solat~ respecto a una 
galaxia local, etco) scn comp~rativamente peque~osD Por 1o 
tanto, se pucde consirlerar un sistema de coordenadas fijas re­
lativa a la Tierra en movimiento de rotaci5n pura con respec-



128 

to a u n s i s tem a d e r e f e te n c i a i n e r c i õ. 1 y s e pu e d e ·a p 1 ·i c a ;· 1 a e -
cuaciõn {A-2.3.8) a los problemas de movimiento en o cerca de 

la superfície de ia Tierra. 

Fig. A-II.4.1 

O modo de ilustraciõn se estudia el caso presen­
tado en la Fig.A-2.4.1. La fuerza de Coriolis, segGn se ha vis 
to anteriormente, viene dada por: 

donde: m: masa de la partícula en estudio 
~: velocidad de rotaciõn de la Tierra 
vr: velocidad de la partícula en relaciõn ai sistema no 

inercial (t 1 , f 2 , f 3 ) 

El valor de la velocidad de rotaciõn terrestrees: 

2'lf rad/dia 
w ·= seg ~ ; 7.29 x 10- 5 rad/seg 

86400 ld1a 

La aceleraciõn de Coriolis seria: 
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-· 
él. c - - 2w x v r 

L as p r o y e c c i o n e s de w- · e n e 1 s i s tem a m õ v ·i 1 s o n : 
Hemisferio Norte: Hemisferio Sur: 

w 1 .. -w COSÀ (!) 1 = .. Ül CO·S À .,, 

w 2 = o w 2 = o 
ú.l = w senÀ w 3 = '"W · senÀ 3 

À es 1 a. latitud. 

En el caso que se estudie un iistema bidimensio­
nal l&s proyecciones de ~r son: 

= o . .: 

Por lo tanto: 
En e i Hemisferio Norte: 

i 1 ;2 i 3 
wxv = WCOSÀ o w s enÀ =~VriJJ senÀ i 1+vt.JsenÀ i 2-vt '.:OS), i ':l r {. "" 

vl v2 o 

Haciendo f = 2w senÀ= 1.458 x l0- 4senÀ, y conside 
rando el caso bidimensional (es decir que wcosÀv 2 i 3=0), se tie­

ne: 

(A-2.4.1) 

donde: 
b1 y b2 son fuerzas de volumen; f: coeficiente de Coriolis(que 
es funciõn de la latitud). 
p ~ densidad o masa especifica 

En el Hemisferio Sur resulta: 

Luego: 

(A-2.4.2) 



~ 

APENDICE III 

... 
. . 

Matrices de masa eara elementos t r i a'n ~ u 1 a r e s 

~rimer Y.. se11undo orden 

I) 

I I ) 

Matriz M' { !f!fTdA pa 1Aa elementos 

orden. 

r 2 1 

: l M' A 1 2 = 
12 l 2 J 1 1 

dor: de A es el area del elemento. 

Matriz M' =i J!!TdA para elementos 

do 

M' = 

orden. 

r 6 

-1 

A -1 
1 ao I o 

-4 

L o 

-1 

6 

-l 

o 
o. 

-4 

-1 

-1 

6 

-4 
o 
o 

o 
o 

-4 
32 

l 6 

16 

-4 
o 
o 

16 

32 
16 

donde A es el area del elemento. 

t r i a n g u 1 a r e s 

~~ 

triangulares 

Ol 
-4 I 

o I 
16 I 
1 6 
32 I _j 
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APtNOICE IV 

.,, 

Aspectos Computacionales 

A-IV.l - Detalles de la implementaciõn del _programa. Fórmula de 

recurrencia generul 
El programa de computaciõn que ~a sido desarrol-

lado para el presente trabajo permite resolver las ecuaciones 
de aguas "poco profundas", utilizando como esquemas de integra­
ciõn en el tiempo el método trapezoidal (Algoritmo 3.4.3.4 del 

Cap III} o, alternativamente, el método de Galerkin ccn funcio­
nes de interpolaciõn lineal en tiempo (Algoritmo 3.4.4.8 del 
Cap III). 

La fÕrmula general que engloba ambos métodos pu! 
de escribirse de la siguiente manera: 

{A-IV.l) 

En 1 a 'expres iõn {A- IV. 1) "s 11 es un coeficiente -que, segun sea el valor asignado al mismo, permite obtener las 
fÕrmulas de recurrencia de ambos esquemas se~alados anteriorme~ 

te. Asf si s = 0.5 se trabaja con el método trapezoidal y si 
s = lj3, e1 esquema adaptado es el de Galerkin. 

Para confeccionar el programa que resuelva(A-IV. 
l} se siguieron los pasos que se indican a continuaciÕn: 

1.- Entrada y control de datas 
2.- Formar la matriz de masa para cada elernento{Ver 

I li). 

Apêndice 

3 • - E n s a m b 1 a r 1 a m a t r i z r e s u 1 ta n te p a r a o b te n e r 1 a ma t r i z de rr;~ 

sa global ~· 

4.- Aplicar las condiciones de borde a la matriz de masa global 
y almacenar las columnas correspondientes a valores pres-



132 

criptas distintos de cera para las incõgnitas~ 

5.- Descomponer la matriz de masa global (triangularizaciÕn). 
6.- Comienzo de la integraciõn en e1 tiempo (t==O). 

1 • - C a 1 c u 1 a r f 1 ;{ [ ~- s li t ~ ( Q t )] g t- s li t f t-- ( 1 - s ) h t ~ t + A t } 

8 • - C o m i e n z o de 1 pro c e s o i te r a t i v o ( n = 1 ) • H ·a.c e r Q n = Q n- 1 = Q 
- - -t ·-

9.- Calculat~ g*=wgn+(l-w)gn-1. ' 

w es un coeficiente de relajaciõn~ usado a los efectos de 
acelerar la convergencia del proceso iterativo. 

10$- Calcular f = f1 + f2 
12.- Aplicar condiciones de borde al vector de "cargas" C • 

.. ~ 
13.- Proceso de sustituciõn inversa (back substitution} para 

1 n+ 1 
calcu ar Yt+llt 

14.- Rotar los componentes de Q~:!t que, por imposiciõn de las 

condiciones de conto~no, hayan sido llevados a referirse 
a otro sistema distinto del constituido por los ejes glo­
bales. 

15.- Aplicar la norma euclidiana como criterio de convergencia 
del proceso iterativo. 

< 
TOLERANCIA 

> 

16.- Si el criterio elegido es mayor que la tolerancia aaml-
tida, volver al paso 9 (haciendo previamente gn+l=gn,g* = 

n-1 Q , n=n+l) y repetir el proceso hasta que el criterio 

antes mencionado sea menor o igual que la tolerancia; en 
ese caso el proceso iterativo ha llegado a su fin y se 
continua con el paso sigujente. 

17.- Hacer Q Qn+l · · · Q t+At = t+tt e 1mprlmlr t+llto 

18.- Si el tiempo transcurrido es menor que el tiempo determi 
nado como limite de la integraciõn, hacer t = t+llt y vol 
ver al paso 7; se repite el proceso hasta alcanzar el li­
mite superior de la integraci~n; en ese caso se continua 
con el paso siguiente. 



1 33 

19.- Imprimir los resultados finales. 

Conveniene enfatizar sobre algunos aspectos del 
programa esquematizado arriba, a los efectos de observar algu­
nas de sus ventajas y las posibilidades .. que. ofrece. 

La matriz ~ es una matriz simétrica y del tipo 
banda, por lo tanto se puede almacenar sõlo ~a parte triangu­
lar superior correspondiente al semiancho de banda (que en es­
te caso ha sido colocada en un vector). Por otro lado sus ca­
racterísticas permiten desacoplar las variables del problema 
{velocidades y elevaciones de la superfície líbre respecto al 
n i v e 1 me d i o ) , 1 o q u e i m p 1 i c a una di s m i n u c i 5 n ci'e 1 sem i ancho de 
banda. Finalmente debe sefialarse que M sõlo d~be ser descom­
puesta (triangularizada) una sola vez, aunque el proceso de 
sustituciõn inversa debe repetirse varias veces; esta circuns­
tancia es ventajosa en tiempo de procesamiento respecto a un 
esquema que en cada iteraciõn tuviera que modificar (triangu-

~· larizar) el miembro izquierdo del sistema de ecuaciones. 
Puede ademãs observarse que el vector f 1 , que 

forma parte del miembro derecho, permanece inalterado durante 
el proceso iterativo, el cual sõlo modifica el vector fz· 

Los datas de entrada que debem ser suministra­
dos son los siguientes: 

1) Coordenadas de los nudos. 
2) Lista de nudos que inciden en cada elemento. 
3) Valores prescripto~ de las incógnitas en los bordes. Si se 

trata de valores variando arm5nicamente con el tiempo deben 
darse frecuencias circulares y amplitudes. Si dichas in­
cógnitas estãn referidas a ejes diferentes de los globales, 
debe suministrarse los ãngulos correspondientes. 

4) Constantes del problema: aceleraciõn de la gravedad y coefj_ 
ciente de tensiõn de viento {este ultimo valor se da si e­
xiste viento). 

5) Propriedades de cada elemento: coeficiente de Chezy, coefi­
ciente de Coriolis, velocidad y direcciõn del viento; estos 
datas sõlo son suministrados si se toman en cuenta los e­
fectos de fricciõn en el fondo, la aceleraciõn de Coriolis 
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y si existe viento respectivamente; cualquiera· de estos e­
fectos puede ser despreciado independiente de los dernãs. 

6) Propiedades de nudos: profundidad correspondiente al nível 
media en cada nudo. 

7) Tipo de elemento a utilizar. 
8 ) E s q u em à de i n te g r a c i õ n a u s a r ( de p e n di e n.'t e de l v a l o r da do a 1 

parimetro "s" de A-IV.l). 
9) Valor para el coeficiente de relajaciõn w (si es que se de-

cide utilizarlo). . 
10) Indicaciõn de si se considerarãn o no los términos convec­

tivos. 
11) Limite superior de integraciõn en el tiem~ e intervalo de 

tiempo. 
12) Tolerancia para el proceso iterativo. 
13) Valores iniciales si es que existen. 

El programa imprime velocidades (en magnitud y 

direcciÕn)s componentes de velocidades, elevaciones respecto 
al nivel media, profundidades totales y flujos po unidad de an­
cho. 

El lenguaje de codificaciõn utilizado es el 
"Extended ALGOL" para la computadora Burroughs B-6700. 

A-IV.2 - Utilizaciõn de los comandos del sistema HYDRO 
A continuaciõn se procede a explicar el empleo 

de los comandos del sJstema HYDRO utilizados en el ejemplo 4 del 
. Capítulo IV (Ver pãgina 92). Es necesario hacer notar que la 

forma en que alli son presentados los comandos no es la Ünica, 
existiendo otras alternativas (Ellas figuran en el Manual, ac­
tualmente en fase de preparaciÕn). 

El primer comando consiste en colocar despuês de 
la palabra HYDRO el titulo asignado al problema a resolver en­
tre comillas (en este caso PWIND INDUCED OSCILLATIONS IN A 
RECTANGULAR LAKE"). 

Luego se dan las coordenadas cartesianas de los 
nudos respecto a los ejes globales 11 x-y"(que en los ejemplos 
presentados se denominan x1- x2) a través del comando NODAL 
COORDINATES; el primer nümero identifica al nudo y los otros 
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dos a las coordenadas 11 x11 e 11 Y11 respectivamente. ·Un punto y co 
ma separa los datos de un nudo y de otro en la misma linea; al 
final de la linea no debe colocarse ninguna puntuaci5n. 

Posteriormente se dan las incidencias de cada e­
lemento a trav~s del comando ELEMENT CriNNECJIVITY; el primer n~ 
mero identifica al elemento y los otros a l~s nudos que inciden 

, 
en el mismo. Estos datos deben darse siguiendo un cierto senti 
do (en este caso antihorario); si se trabaja con triângulos de 
seis nudos se colocan primero los nudos extremos y luego los 
que estãn en el medio de cada lado del elemento. 

En este ejemplo no es necesario dar rotaciones 
ya que la normal en los contornos coincide co~ la direcciõn de 
los ejes globales. 

Continuando, se dan los valores que las incógni­
tas asumen el los bordes a través del comando PRESCRIBED UNKNmms. 
En primer lugar se nombra la lista de nudos donde determinadas 
variables tienen el mismo valor y luego sucesivamente cada in-

~ cógnita con su valor prescripto. Asf en el ejemplo que se con­
sidera se establece que en los nudos 1~ 3, 31 y 33 las incógni­
tas v 1 y v2 tienen valores nulos, en cambio en los nudos 2 y 
32 sõlo la variable v1 se anula; de esta forma se describen to­
das las condiciones de borde. 

Luego se suministran las constantes del problema 
a travês del comando CONSTANTES. Estas son la constante de ten 

2 . . 

sión de viento (Y ~a) y la aceleración de la gravedad, identi-
ficadas como WIND y GRAVITY respectivamente. A cada constante 
sigue su valor correspondiente. 

Las propiedades de elementos son asignadas a tra ... . ...... 
vês del comando ELEMENT ATTRIBUTES; siguiendo al mismo se da la 
lista de elementos que tienen los mismos coeficientes de Chezy, 
de Coriolis y donde la acciõn del viento es la misma en magni­
tud y dirección; estas coeficientes y magnitudes estãn identi­
ficados por las palabras CHEZY, CORIOLIS, WIND V y Tl respecti­
vamente. Si no se quiere considerar algunas de estas acciones, 
no se coloca la palabra correspondiente. 

Las propiedades de nudos son asignadas a través 
del comando NODAL ATTRIBUTES; luego se dan sucesivamente el nu­
mero de nudo y la profundidad media correspondiente identifica-
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da por la palabra DEPTH, a la que sigue el valor de la misma. 
Si todos los nudos o elementos tienen los mis­

mos atributos se puede colocar la pulabra ALL en lugar de la 
lista completa. Si se trata de un grupo de nudos o elementos 
se puede reemplazar la lista por la pal~vra THRU colocada en­
tre primer y ultimo nudo o elemento de dich~ grupo. 

' El tipo de elemento a utilizar se decide a tra-
ves del comando ELEMENT TYPE; siguiendo al mismo se coloca la 
lista de elementos que serãn del mismo tipo. Tambié'n aqui, si 
todos los elementos son de la misma clase se puede sustituir 
1 a 1 i s ta c o m p 1 e ta p o r 1 a p a 1 a b r a A L L . L a p a 1·a b r a 11 T R I A N 3 11 i -
dentifica triãngulos de 3 nudos (primer orden~; si se trabaja 

. . 
con triãngulos de 6 nudos (segundo orden) se usa la palabra 
11 TRIAN6 11

• 

El comando TOLERANCE seguido de un numero real 
eventualmente con rõtulo, como en este caso TOL1, asigna un va 
lor para la tolerancia en el proceso iterativo. 

. ~v . -
El comando TIME INTEGRAL seguido por un numer·o 

que indica cantidad de intervalos de tiempo y por otro que da 
valores al mismo, es la manera de discretizar el espacio de 
tiempo, donde el limite superior de integraci5n queda automãti 
camente fijado. En el ejemplo presentado se toman 64 interva­
los de 300 segundos cada uno. 

La palabra CIRCULATION da origen al analisis 
. . 

del problema a traves del programa detallado en el parãgrafo 
anterior. El esquema de integraci5n se escoge a través de las 
palabras TRAPEZOIDAL (que es el esquema tomado en el ejemplo) 
o GALERKIN. El esquema standard es el TRAPEZOIDAL. 

La palabra RELAXATION seguida de un n~mero real 
asigna un valor al coeficiente de relajaci5n. 

WITHOUT ADVECTIVES debe usarse cuando se desea 
despreciar los efectos de los términos convectivos, 

Por medio de ·PRINT RESULTS se obtiene la impre­
si5n de los resultados deseados. 

Los detalles presentados evidencian las venta­
jas de implementar un lenguage orientado, el que a trav~s de 
c o ma n dos s i ru p 1 e s , c o n e 1 u s o de p a 1 a b r as c o r r i e n te s e n 1 a a c­
tividad técnica, permite resolver problemas bastante comple­
jos. 



137 

REFERtNCIAS BIBL!OGR~FICAS 
... 
. . , 

1. ABBOTT, M.B., DAMSGAARD, A. & RODENHUIS, G.S. System 21, 
"Jupiter 11

: a design system for two-diniensíonal near1y­
horizontal flows. Journal of Hydrau1ic Research. 
Delft, I(l):l-28, 1973. ,:. 

2. ALBRECHT, Peter. Anâlise numêrica, um ~rso moderno. Rio 
de Janeiro, Livros T~cnicos e Cientificas, 1973. 

3. BON I LHA, Ne 1 ton F. Circulação em 1 agos: um mo de 1 o ma terr.ã­
tico simplificado aplicado~ Rio Guaíba !:_ Lag~ d?2_ 
Patos. Porto Alegre, Departamento de Engenharia Civil 
da UFRGS, 1974. Tese. 

4. 

5. 

6. 

BREBBIA, C.A. Finite e1ement models for coastal engineer­
ing. In: SEMIN~RIO SOBRE HIDRODINAMICA COMPUTACIONAL, 
Porto Alegre, 1975. Porto Alegre, Curso de Põs-Gradua­
çao em Engenharia Civil da UFRGS, 1975. p.J3-J36. 

CHENG, Ralph T. Numerical investigation of 1ake circula­
tion around islands by the finite element method. 
International ~ournal for Numel~ical ~1ethods in EngineeJ~­

ing, London, ~(1):103-12, sept.-oct. 1972. 

CONNOR, J.J. & WANG, J. Finite e1ement mode11ing of hydro­
dynamic circulation. In: INTERNATIONAL CONFERENCE ON 
NUMERICAL METHODS IN FLUID DYNAMICS, Southampton, 1973. 
Proceedings. London, Pentech Press, 1974. p.355-87. 



138 

7. DRONKERS, J.J. Tidal computations for rivers; coasta1 
areas, and seas. Journal _of the Hyàraulic Division, New 
York, Am~rican Society of Civil Engineers, ~(1):29-77, 
jan. 1969. 

.,. 
8. DRONKERS, J.J. Tida1 computations in rivers and coasta1 

waters. Amsterdam, North-Ho11and, 1964. 

9. ELLIS, J. Unsteady flow in channels of v~riable cross 
sections. Journal of the Hydraulic Division, New York, 
American Society of Civil Engineers, 96(10):1927-45, 
oct. 1970. .t 

10. FERRANTE, Agustin J. The finite element method. In: SEMI­
N~RIO SOBRE HIDRODINAMICA COMPUTACIONAL, Porto Alegre, 
1975, Porto Alegre, Curso de Pós-Graduação em Engenha­
ria Civil da UFRGS, 1975. p.I3-I32. 

ll. FERRANTE, Agustin J. & FRANCO, Jose S. Gomes. Linguagens 
orientadas para aplicação do mêtodo dos elementos fini­
tos. In: SEMIN~RIO SOBRE HIDRODINAMICA COMPUTACIONAL, 
Porto Alegre, 1975. Porto Alegre, Curso de Pôs-Gradua­
ção em Engenharia Civil da UFRGS, 1975. p.L3-L8. 

·1 2 . F I N L A Y S O N , 8 . A . T h e me t h o d o f \'I e i g h te d r e s i d u a 1 s a n d 
variational pr,nciples. New York, Academic Press, 1972. 

13. GALLAGHER, Richard H. Finite element lake circulation ar.d 
therma1 analysis. In: INTERNATIONAL CONFERENCE ON THE 
FINITE ELEMENT METHOD IN FLOW ANALYSIS, Swansea, 1974. 
Proceedings. Finite elements in fluids: viscous f1ow 
and hydrodynamics. London, John Wiley, 1975. v.l, 
p.ll9-31. 

14. GALLAGHER, Richard H. et alii. Finite element sha1low 
1 a k e c i r cu 1 a ti o n a n a 1 y s i s . J ou r· n a l o f t h e Hy d r a u 1 i c 
Divj_sion, New Yorks American Society of Civil Engineers, 
99(7):1083-96, july 1973. 



i 39 

15. GROTKOP, G. Finita e1ement ana1ysis of long-period water 
waves. Comouter Methods ~ Appli~ Mechanics and 
Engineerin~, Amsterdam, ~(2):147-57, 1973. 

1 6 . I P P E N , A r t h u r T . E s tu a r y a n d c o a s t-1 i n e-.,. h y d r o d y n a m i c s . N e w 
York, M cGraw-Hi11, 1966. 

17. KING, I.P., NORTON, W.R. & ICEMAN, K.R. A finite e1ement 
solution for two-dimensiona1 stratifi~d flow prob1ems. 
In: INTERNATIONAL CONFERENCE OF THE FINITE ELEMENT 
METHOO IN FLOW ANALYSIS, Swansea, 1974~ Proceedings. 
Finite e1ements ~ f1uids: viscous f1o~_and hydrodina­
mics. London, John Wi1ey, 1975. v. 1, p. 133-56. 

18. LEE, K.K. & LIGGET, J.A. Computation for circu1ation in 
stratified 1akes. Journa1 of the Hydrau1i~ Divi~2~· 
New York, American Society of Civil Engineet·s, 96(10}: 
2089-115, oct. 1970. 

19. LEENDERTSE, J.J. jj_ !'latel~-qua1ity simu1ation mode1 for 
we11-mixed estuaries and coasta1 ~eas: princip1es of 
Eomputation. New York, Rand Institute, v. 1, 1970. 

20. LEENOERTSE, J.J. & GRITTON, E.C. ~ water-qua1ity simu1a­
tion mode1 for well mixed estuaries a.nd coastal seas: -------
computation pr'ocedures. New Yor·k, Rand Institute, 
v.2, 1971. 

21. LI, Wen-Hsiung. Differentia1 equations of hydrau1ic 
transients, dispersion, and groundwal:er flow: ~lathema­

tica1 methods in water resources. Englewood Cliffs, 
N.J., Prentice-Ha11, 1972. 

22. LIGGET, J.A. Ce11 method for computing lake circu1ation. 
Journa.l of the Hydraulic Division, New York, American 
SoC'iety of Civil Engineersj 96(3):725-43, mar. 1970 . 

. ' 



140 

23. LIGGET, J.A. Unsteady circulation in shallow homogeneous 
1 a k e s . J o u r n a 1 o f t h e H y d r a u 1 i c s_ O i v i s i o n , N e w Y o r k , 
American Society of Civil Engineers, 95(4):1273-88, 
july 1969. 

.. 
24. LIGGET, J.A. & HADSITHEODOROU, C. Cireulation in shallow 

homogeneous lakes. ~ournal of the Hydraulic Division, 
New York, American Society of Civil Engineers, ~(2): 
609-20, mar. 1969. 

25. LIGGET, J.A. & WOOLHISER, D.A. Differen~e so1utions of the .. ~ 
shallow-water equations. Journal of the Engineer·ing_ 
Mechanics Division, New York, American Society of Civil 
E n g i n e e rs , 2.1 ( 2 ) : 3 9- 71 , a p r. 1 9 6 7 . 

26. LIU, Henry & PEREZ, Himerio J. Wind-induced circu1ation in 
sha1low water. Journal of the Hydraulic Division, New 
York, American Society of Civil Engineers, ~(7):923-35, 
ju1y 1971. 

27. MALVERN, Lawrence E. Introduction to the mechanics of a 

continuous media. Englewood Cliffs, N.J., Prentice-Ha11, 
1969. 

28. MARTIN, H.C. & CAREY, G.H. Introduction !2_ fini~-~ element 
analysis: th~ory and app1ications. New York, McGraw-Hill, 
1973. 

29. MASCH, E.D. & SHANKAR, N.L. Circulation in sha11ow estua­
ries. In: INTERNATIONAL SYMPOSIUM ON RIVER MECHANICS, 
Bangkok, 1973. Proceedings. River and estuary model 
analysis. Bangkok, Asian Institute of Technology, 1973. 
v.3, p.371-81. 

30. NORRIE, Douglas H. & DE VRIES, Gerard. The finite element 
method: fundamentals and applications. New York, Acade-
mie Press, 1973. 



14 i 

31. PARTRIDGE, P.W. & BREBBIA, C.A. On the numerical treatment 
o f f l o w p r o b 1 e m ~ i!!. s h a 1 1 o w \'I a te r . S ou t h a m p to n , D ~ p a r t­
ment of Civil Engineering of the Southampton University, 
1973. l9p. 

. . 
32. PRANDLE, David & CROOKSHANK, Norman L. 'Numerical model of 

St. Lawrence River estuary. Journal of the Hydraulic 
Division, New York, American Society of Civil Engineers, 
100(4):517-29, apr. 1974. 

33. RALSTON, Anthony. A first course .1.!! nume,rical analysis. 
New York, McGraw-Hill, 1965. 

34. REIO, Robert O. & BODINE, Bernie R. Numericai moáel for 
s to rm surges i n G a 1 v e s to n B a y . J ou r na 1 o f t r~!?- W ate t~w s 
and Harbors Division, New York, American Society of Civil 
Engineers, ~(1):33-57, feb. 1968. 

35. TAYLOR, C. & DAVIS, J. Finite element numerical modelling 
of flow and dispersion in estuaries. In: INTERNATIONAL 
SYMPOSIUM ON RIVER MECHANICS, Bangkok, 1973. Proceedings. 
River and estuary model analysis. Bangkok, Asian Institu­
te of Technology, 1973. v.1, p.465-76. 

36. TAYLOR, C. & DAV1S, J.M. Tidal propagation and dispersion 
in estuaries. In: INTERNATIONAL CONFERENCE ON THE FINITE 
ELEMENT METHOD IN FLOW ANALYSIS, Swansea, 1974. Procee­
dings. Finite element .i!!. fluids: viscous flow and hydro­
dynamics. London, John Wiley, 1975. v.l, p.95-ll8. 

37. ZIENKIEWICZ, O.C. The finite element method in engineering 
science. New York, McGraw-Hi11, 1971. 

• 
ESCOLA DE ENGENHA•·.iÂ 

BlBLlOTECA 


