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RESUMO

SOLUCAO DA EQUACAO DE TRANSFERENCIA RADIATIVA UNIDIMENSIONAL
EM GEOMETRIA CARTESIANA EM NUVENS PELA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Neste trabalho apresentamos uma solucao analitica para problemas de transferéncia
radiativa em uma placa para névoa e nuvem, respectivamente, com grau de anisotropia 82
e 299, pela nova versao do método LTSy que usa a decomposicao espectral para transfor-
mar a matriz LTSy em uma matriz diagonal. Por esse procedimento, resolvemos de uma
forma direta, a transformada de Laplace de um sistema simbdlico de equacoes lineares, bem
como a inversao do fluxo angular transformado. Isto representa que uma solucao analitica
¢ determinada com uma significante reducao do tempo computacional. Para validar a nova
formulagao LTSy, sao apresentadas simulagoes numéricas e comparacoes com os resultados

disponiveis na literatura.
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ABSTRACT

SOLUTION OF THE ONE-DIMENSIONAL RADIATIVE TRANSFER EQUATION WITH
CARTESIAN GEOMETRY IN CLOUDS BY LAPLACE TRANSFORM

In this work we report an analytical solution for radiative transfer problems in a
slab for Haze and Cloud, respectively, with anisotropy of degree 82 and 299, by the new
version of the LTSy spectral decomposition method based in a transformation of the LTSy
matrix in a diagonal matrix. By this procedure is a straightforward task to solve the Laplace
transform symbolic linear system as well to invert the angular flux. It turns out that an
analytical solution is determined, with a significant reduction of the computational time. To
validate the new formulation, we also present numerical simulations and comparisons with

results available in the literature.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho, vamos considerar o problema de transferéncia radiativa sem simetria
azimutal em uma camada atmosférica homogénea, na faixa de energia do espectro da luz
visivel em nuvens e nevoeiros, a qual esta sujeita a intensidades de radiacao incidentes na
fronteira. Em casos reais, a solucao do problema de transferéncia radiativa em nuvens nao
¢é simples e desta forma precisamos recorrer a modelagem numérica. Existem duas grandes
correntes para a resolucao deste problema. A primeira é uma abordagem probabilistica, como
o método de Monte Carlo, que envolve a simulacao direta de problemas fisicos através de sua
natureza estocastica. A segunda abordagem é chamada de deterministica e estd embasada
em uma modelagem matematica prévia do problema fisico. Aqui iremos considerar apenas
os métodos deterministicos.

As primeiras técnicas de solucao do problema de transferéncia radiativa em atmos-
feras com espalhamento tiveram inicio na década de 40, com Ambarzumian [Ambarzumian,
1944] e Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1946] no estudo de problemas de astrofisica. Em seu
livro, Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1960], usando o principio da invariancia e o método
de ordenadas discretas, obteve intimeros resultados formais para problemas de transferéncia
radiativa sem simetria azimutal. Devido a complexidade do problema e a enorme quantidade
de calculos requerida, apenas na década de 60, com o surgimento dos grandes computadores,
problemas mais realistas puderam ser resolvidos. Desde entao, muitos métodos foram desen-
volvidos. Uma boa revisao sobre métodos deterministicos pode ser encontrada nos trabalhos
de Lenoble [Lenoble, 1977] e [Chalhoub et al., 2003].

Aqui, citamos alguns dos métodos usados na solucao do problema de transferéncia
radiativa considerando dependéncia azimutal. O método Fl foi introduzido por Siewert
[Siewert, 1978] na resolugao de problemas de transferéncia radiativa para o caso de problemas
com simetria azimutal. Este método consiste na aplicacao da transformada de Laplace em
dominio finito na variavel espacial e no uso da ortogonalidade das fungoes generalizadas de

Case. Este procedimento unido ao método da colocagao gera um sistema linear para o calculo
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do fluxo emergente na fronteira. Na década de 80, este método foi estendido por Devaux
e Siewert [Devaux and Siewert, 1980] para a solu¢ao de problemas sem simetria azimutal.
Garcia e Siewert [Garcia and Siewert, 1985] utilizaram o método Fl para resolver problemas
de transferéncia radiativa, considerando condicao de contorno genérica, fonte interna e alto
grau de anisotropia.

Uma aproximacao classica da equacgao de transferéncia radiativa é a Py, que foi
primeiramente sugerida por Jeans [Jeans, 1917]. Esta aproximagao consiste na expansao
da dependéncia angular da funcao intensidade de radiagao em harmonicos esféricos, o que,
em se tratando de geometria plana, reduz-se a expansao em polinomios de Legendre. E-
xistem muitos trabalhos sobre a solucao das equagoes Py, entre eles citamos os trabalhos
de Barichello et al. [Barichello et al., 1997], Benassi et al. [Benassi et al., 1984] e Evans
[Evans, 2007], que resolvem, por esta aproximagao, problemas de transferéncia radiativa sem
simetria azimutal.

A aproximagao de Ordenadas Discretas Sy, foi desenvolvida por Chandrasekhar
[Chandrasekhar, 1960] no estudo de astrofisica que consiste na expansao do termo integral
da equagao de transferéncia radiativa por quadratura de Gauss de ordem N e aplicacao do
método da colocacao na variavel angular, considerando os pontos de colocacao como as N
raizes do polinomio de Legendre de grau N. Existe uma vasta literatura sobre métodos que
encontram a solucao das equagoes Sy de transferéncia radiativa. Entre elas citamos os tra-
balhos de: Conklin e Stamnes [Conklin and Stamnes, 1984], Barichello e Siewert [Barichello
and Siewert 2000], Chalhoub e Garcia [Chalhoub et al., 1998], Chalhoub [Chalhoub, 2003] e
Brancher et al. [Brancher et al., 1999].

Dentre todos os métodos existentes para resolucao das equagoes Sy nesta dis-
sertagao, usaremos o método LTSy, inicialmente proposto por Barichello e Vilhena [Barichello
and Vilhena, 1993]. O método LTSy (Laplace transform Sy) resolve de forma analitica
a aproximacgao Sy da equagao de transporte unidimensional, aplicando a transformada
de Laplace no sistema Sy de equacoes diferenciais ordinarias, obtendo assim um sistema
algébrico de N equacoes e N incognitas, dependente de um parametro complexo s. Este
sistema é entao resolvido de forma analitica para a intensidade de radiagao transformada.
A intensidade de radiacao é encontrada de forma analitica, invertendo a matriz LTSy e

calculando sua transformada inversa.
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Historicamente muitas formas de inversao da matriz LTSy, que preservam a analiti-
cidade do método, tem sido propostas. Primeiramente Barichello [Barichello, 1992] inverteu a
matriz LT'Sy usando diretamente a definicao de matriz inversa. Esta formulagao foi obtida
apenas para o caso de problemas isotrépicos e linearmente isotrépicos. A generalizacao
deste método de inversao para problemas de maior grau de anisotropia foi feito por Oliveira
[Oliveira, 1993], porém a implementacao computacional se mostrou invidvel. Em seguida
Segatto e Vilhena [Segatto e Vilhena, 1994] resolveram problemas de grau de anisotropia
maior usando para inversao da matriz LTSy o algoritmo de Trzaska [Trzaska, 1987], que foi
usado anteriormente por Streck [Streck, 1993] na solu¢ao LT Py do problema de transporte
em uma placa, que através da aplicacao do Teorema de Cayley-Hamilton inverte qualquer
matriz do tipo sB—A.. Este algoritmo usa potenciacao de matrizes, apresentando um nimero
muito grande de operagoes nao sendo préprio para uso computacional. A seguir, Brancher
et al. [Brancher et al., 1998] através de aplicacao de operagoes elementares sobre a matriz
LTSy isotrépica, reduziram o problema de inversao da matriz (sI — A) para a inversao de
uma matriz triangular superior. Esta matriz triangular superior é entao invertida de forma
recursiva usando particionamento e a inversa da transformada de Laplace é obtida usando
Teorema de Heaviside. Seguindo esta mesma idéia, Segatto et al., [Segatto et al., 1999a] pro-
cederam a triangularizacao da matriz LTSy associada a um problema anisotrépico usando
a decomposicao de Schur sobre a matriz A. A matriz triangular superior obtida por esta de-
composi¢ao ¢é invertida recursivamente e a transformada inversa de Laplace é obtida através
da aplicacao do Teorema de Heaviside. Usando este procedimento foram resolvidos proble-
mas de transferéncia radiativa com alta ordem de anisotropia (M=82 e M=299) [Segatto
et al., 1999al, [Brancher et al., 1999]. Finalmente, Segatto et al. [Segatto et al., 1999b],
levando em conta que os autovalores da matriz A, associada ao problema unidimensional de
transferéncia radiativa, sao todos distintos, fizeram sua decomposicao espectral, reduzindo
desta forma o problema de inversao da matriz LTSy a inversao de uma matriz diagonal.
Devemos ainda observar que Gongalves et al. [Gongalves et al, 2000], usado a propriedade da
invariancia das direcoes discretas reformularam a solucao LTSy para a solucao de problemas
com alta ordem de quadratura e considerando qualquer tipo de termo fonte integréavel.

A solucao LTSy para o problema unidimensional de transferéncia radiativa sem

simetria azimutal foi estendido por Segatto e Vilhena [Segatto e Vilhena, 1994] e [Segatto,
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1995]. Neste trabalho, foi resolvido um problema com grau de anisotropia 8 e o método usado
para inversao da matriz LTSy foi o algoritmo de Trzaska. Com a generalizacao do método
de inversao da matriz LTSy pela decomposi¢ao de Schur, Brancher et al. [Brancher et al.,
1998] resolveram problemas propostos por Lenoble [Lenoble, 1977] com grau de anisotropia
82 e 299. Simch et al. [Simch et al, 2006] e [Simch, 2004] generalizaram o problema de
transferéncia radiativa sem simetria azimutal para problemas que incluem polarizacao.

O principal objetivo desta dissertagao consiste na reformulagao do método LTSy em
problemas sem simetria azimutal de transferéncia radiativa em nuvens, os quais tem como
caracteristica principal o alto grau de anisotropia. Assim, interessados na diminuicao do
tempo computacional deste tipo de problema, vamos substituir o método recursivo associado
a decomposicao de Schur, usado anteriormente para inversao da matriz LTSy, pelo método
da decomposicao espectral.

Para cumprirmos o objetivo proposto, organizamos o trabalho da seguinte maneira:
no capitulo 2, apresentamos o método LTSy para solucao do conjunto de equagoes Sy
com simetria azimutal, apresentando os métodos recursivos associados a decomposicao de
Schur, usado por Brancher [Brancher, 1998| para resolver problemas sem simetria azimutal,
e o método da decomposicao espectral da matriz LTSy que usaremos nesta dissertagao; no
capitulo 3, procedemos a decomposicao do problema sem simetria azimutal em um conjunto
de problemas com simetria azimutal, expandindo a solu¢ao do problema sem simetria azimu-
tal em uma série de Fourier truncada no angulo azimutal, conforme sugerido por Hill [Hill,
1972]; no capitulo 4, apresentamos técnicas de interpola¢do angular para o célculo do fluxo
angular em direcoes distintas; no capitulo 5, apresentamos resultados numéricos de proble-
mas com grau de anisotropia 82 e 299, bem como a comparacao na formulacao do método
LTSy, entre a aplicacao do método da convolucao com interpolacao angular DNI e a do
método dos coeficientes a determinar com interpolacao angular considerando u continuo.
Por fim, no capitulo 6, as conclusoes do trabalho e as sugestoes de continuidade do mesmo

sao apresentadas.



2. O METODO LTSy

Neste capitulo, apresentamos o método LTSy que resolve a aproximacao Sy da
equacao de transferéncia radiativa com simetria azimutal unidimensional aplicando a trans-
formada de Laplace no sistema Sy de equagoes diferenciais ordinéarias, obtendo assim um
sistema algébrico de N equagoes e N incédgnitas, dependente de um parametro complexo
s. A intensidade de radiacao é encontrada de forma analitica invertendo a matriz LTSy e

calculando sua transformada inversa.

2.1 Problema de Transporte com Simetria Azimutal

Nesta secao, vamos considerar a equacao de transferéncia radiativa unidimensional,

estacionaria, com simetria azimutal, monoenergética em geometria cartesiana descrita por:

&b + () Zﬂea )[R Qe 2
e pelas condigoes de contorno:

Y(0,p) = f(u), se p>0 (2.2)

U(xo, ) = g(p), se  p<0. (2.3)

Na equacao de transferéncia temos que:
e 1 ¢ a varidvel espacial que varia entre o inicio e o final da placa, ou seja, = € [0, x¢);

e 1= cosf, onde 0 é o angulo polar, e varia no intervalo [-1,1];



e w €[0,1] é o termo de espalhamento simples do meio (albedo),
e ()(x, ) é uma fonte externa de particulas;

e (x,n) é a intensidade de radiagdo em x na diregao p;

f(p) e g(p) sao as intensidades de radiacao incidentes conhecidas nas fronteiras do

dominio, nas direcoes positiva e negativa, respectivamente.

Para obtermos a aproximacao Sy do problema acima, primeiramente aproximamos

seu termo integral por quadratura de Gauss-Legendre

1 N

/_ Py, ) di == 3 Palpn) () wi (2.4)

1 k=1
onde py e wy sao raizes e pesos do polinémio de Legendre de grau N e ¢ (x) = ¥(z, ).
Depois, aplicamos o método da colocagao sobre a Eq.(2.1) considerando como “funcao teste”

a delta de Dirac usando como pontos de colocacao as N raizes do polinomio de Legendre

Py (). Desta forma obtemos o seguinte conjunto de equagoes nas diregoes discretas

=z

d Unlr)  w Qn()
——tn(T) + = = BePu(pn) - Y Pl i () wi + = (2.5)
dz Fn 2t =0 k=1 "
paran =1,2,..., N, com as condi¢oes de contorno
¢n(0> =fu , se Hn, > 0
(2.6)

¢n(x0):gn , ose i <0,

onde Q,(z) = Q(z, ttn). Conforme é usual na literatura, as diregoes discretas sao ordenadas

de forma decrescente

pn << py gy <O <py << (2.7)
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Neste ponto, vamos reescrever as equagoes Sy descritas pelo problema (2.5) na forma

matricial, como:

diqf(x) ~ A¥(z) = Q(x) (2.8)

Xz

onde A representa uma matriz quadrada de ordem N definida por:

( (L
1 WW; .
e Z BePo(pi) Pe(pa) |, se =
lui 2,“41' | /=0 1
a;j = : (2.9)
. -
WW; o
2—J > B8P Poly) |, se i
\ K| g=0 i

Q(z) é um vetor fonte de ordem N definido por:

T
Q(z) = {Ql(x), Qalr) | Qulr) (2.10)
H1 H2 KN
e o vetor intensidade de radiacao é um vetor de ordem N definido por,
_ Y1 () _
wy = | D@ 2| @ | (2.11)
lI’Q(l’> @ZJ%-H (‘T)
| Un(z) ]

Para facilitar a notagao na Eq.(2.11), a intensidade de radiacao é dividida em dois sub-vetores
de ordem N/2; onde o primeiro W;(z) representa a intensidade de radiacao das diregoes
positivas e o segundo Wy(x) representa a intensidade de radiagao das diregoes negativas de

1. Com esta notacao, as condigoes de contorno podem ser escritas como:

(2.12)



onde f = [f17f2, e 7fN/2]T cg= [9N/2+1,9N/2+27 o 7gN]T'
O método LTSy, primeiramente consiste na aplicacao da transformada de Laplace
sobre a variavel espacial desta equacgao, criando assim uma sistema linear de equacoes

algébricas de N incognitas e N equacgoes representadas por:

(s — A)W¥(s) = ¥(0) + Q(s), (2.13)

onde I é uma matriz identidade de ordem N, “s” denota um parametro complexo e a barra
representa a transformada de Laplace. Isto é, W(s) = L[®(x)] e Q(s) = L[Q(z)]. Resolvendo

a intensidade de radiagao transformada da Eq.(2.13), temos:

1

U(s) = (sT— A) " ®(0) + (sT— A)”'Q(s). (2.14)

Agora para encontrarmos a intensidade de radiagao basta aplicarmos a transformada inversa

de Laplace na Eq.(2.14), isto é:

U(z) = B(2)¥(0) + H(z), (2.15)

onde
B(x) = £ [(81 - A)*l] , (2.16)
H(r) = B(x)+Q(z) = / "Bz — 6)Q(e)de. (2.17)

Observando na Eq.(2.15) podemos notar que apenas conhecemos as N/2 primeiras

componentes do vetor inicial ¥(0), isto é, ¥1(0) é conhecida, mas W4(0) nao é. Assim, para
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encontrarmos Wy (0), primeiramente reescrevemos a solucao definida por (2.15) como:

‘I’Q(l’) Bgl (.CL') BQQ(IL‘) ‘I’Q(O) HQ(ZE)

a seguir fazemos x = zy em (2.18) e, usando as N/2 tltimas equagoes deste sistema obtemos

que

W, (0) = Boy (20) W1 (0) + Baa(0) Wa(0) + Hy (o), (2.19)

como os vetores W1 (0), Wao(xzg) e Hy(zo) s@o conhecidos, podemos calcular o sub-vetor W4(0)

da seguinte forma

W(0) = By, (w0) | Wa(w0) — Bai(w0) ¥1(0) — Ha(zo) |, (2.20)

logo a solugao da Eq.(2.15) estd completamente determinada.

2.2 Meétodos de Inversao da Matriz LTSy

Para mantermos a analiticidade do método LTSy, muitos métodos para a inversao
da matriz LTSy, (sI— A), ja foram estudados. Um dos primeiros foi Barichello [Barichello,
1992] que propos um algoritmo utilizando a estrutura da matriz LTSy para espalhamento
linearmente anisotrépico e o conceito de matriz inversa. Esta formulacao foi expandida para
anisotropia de qualquer grau por Oliveira [Oliveira, 1993] e Oliveira e Barichello [Oliveira
and Barichello, 1993]. Segatto e Vilhena [Segatto e Vilhena, 1994] usaram a formulagao
desenvolvida por Tzarska [Trzaska, 1987] para a inversdo da matriz. Neste trabalho, vamos
discutir dois métodos de inversao. O primeiro é um método recursivo associado a decom-
posi¢ao de Schur da matriz A. Este método foi usado por Brancher [Brancher, 1998] para
resolver problemas sem simetria azimutal. O segundo método que apresentamos é o método
da diagonalizacao, o qual serda empregado nesta dissertacao para resolucao de problemas sem

simetria azimutal.
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2.2.1 Meétodo Recursivo Baseado na Decomposicao de Schur

Para explicarmos este método, consideremos a matriz (sI—A), onde A é uma matriz
quadrada de ordem N. O Teorema de Schur, [Golub et al., 1989], garante que toda matriz

quadrada A pode ser decomposta na seguinte forma,
A =UTUX, (2.21)

onde U representa uma matriz unitdria, isto ¢, U™ = U#, T é uma matriz triangular

superior e U representa a matriz hermitiana de U, sendo que U¥ = U?, quando U ¢ uma
. L . - . . -1

matriz real. Desta forma, podemos simplificar a inversao da matriz cheia (sI — A) para a

inversao de uma matriz triangular do seguinte modo:

_1—

(sT—A)"' = (suU” —uTU") ™ =

. " : (2.22)
(U(SI — T)UH) = U(sI — T) Ut
Assim,
c{(st-a)" —uct{(s1-1) " U, (2.23)
Devemos observar algumas importantes consideragoes:
1*) A matriz (sI — T) tem a forma
s—tin —tip - —tino1  —hn
0 §—tay . —ton_1  —tlon
sI-T = 0 : ; (2.24)
0 cee 0 0 S — tNN

2*) o determinante desta matriz é dado por:

det(sI —T) = H(s — tii); (2.25)
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3%) a inversao da matriz bloco a seguir pode ser expressa da seguinte maneira

-1
C D C! —C'DE!
= , (2.26)

0 E 0 E!

I existem.

onde O representa uma matriz nula e supondo que as matrizes C™! e E~
Para calcularmos a inversa da matriz representada pela Eq.(2.24), vamos construir

uma sequéncia de matrizes Sy de ordem k£ definida por:

s—tnn  —tig - —lig—1 —ti
0 §—tyy o —top1  —to
S = 0 : k=2,...,N. (2.27)
O R 0 0 S — tkk

Da férmula acima, notamos que podemos escrever as matrizes Sy em funcao de Si_1

como:
Sk -V
Sp=| ! , (2.28)
O [S — tkk]
onde 0 = [0,0,0,...,0] representa um vetor linha nulo e V = [tlk, . ,tk_lﬂk}T é um vetor

coluna, ambos de ordem k£ —1. A inversa da matriz S, ¢é calculada diretamente da Eq.(2.27):

1 1o
S;l _ 1 S — t22 t12 _ S — tll (S — tll)(S — tgg) ] (229)
(s —ti1)(s — t22) 0 s—tp 0 !
s — 92

Seguindo de forma recursiva e usando a férmula (2.26), temos

S ! = S_f‘“’“ k=3,...,N, (2.30)
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sendo que Sy' = (sI —T)~L.
Entao, para calcularmos a transformada inversa de Laplace da matriz (sI — T)™!
usamos o Teorema de Heaviside. Para isto precisamos conhecer sua adjunta, que calculamos

da seguinte forma:
Adj(Sy) = Sy'det(Sy). (2.31)

Considerando que a férmula acima vale para Adj(Sg), com k = 2,..., N, chegamos a férmula

recursiva para a determinacao da adjunta da matriz Sy

(5 — L) Adj(Si—1) | Adj(S,)V
0.0 | det(Si-y)

Adj(Sy) = Sy tdet(Sy) = k=3,...,N, (232

, s —1ag t12
Ad]<s2) =
0 S — tll

Quando w # 1, os autovalores de A sao distintos. Assim, o Teorema de Expansao

de Heaviside garante que, se temos uma fungao racional do tipo F(s) = g((z)), onde o grau de

P(s) é menor que o grau de Q(s) que é igual a N e d; = t;; sdo os zeros distintos de Q(s),

entao:

G (PEY s~ PW@) .
£ (Q@))‘Z%Q(smzdi ’ (2:33)

n=1



Desta forma, quando w # 1 a matriz B(z) é dada por

Bx) = £ ((s1-A)7")
- uct(s1-1) U

= UL t[sy'|u”

Adj(Sw)

- ue | ey v

2.2.2 O Método da Diagonalizagao

e_t""x] U,

14

(2.34)

Nesta secao, faremos um estudo sobre o método da diagonalizagao, o qual foi usado

no desenvolvimento do algoritmo deste trabalho. Para isso, primeiramente vamos observar

que os autovalores da matriz A sao simétricos, nao-nulos e distintos, quando w # 1. Desta

forma a matriz A possui decomposicao espectral como:

A =XDX ™,

onde D é a matriz diagonal formada pelos autovalores de A

d, e 0
da
D= ds

0 - o dy

e X é a matriz que tem como colunas os autovetores de A. Logo,

(2.35)

B(z) = £ |(sT— A) | = £71 [(sXX ! - XDX ) 7| =

£ [(X(T-D)X )| = £ [X(sT - D)

1X‘1] . (2.36)
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Como X é uma matriz constante, entao podemos reescrever a equacao acima da seguinte

forma

B(z) = XL [(51 - D)‘l} X1,

Escrevendo a matriz diagonal sI — D na sua forma matricial, temos

s —-D =

S—d1

0

0

S-dz

S—d3

0

S—dN

onde os elementos d; sao os autovalores de A. Logo a sua inversa fica

(sI-D)"

s—d1

s—do

s—ds

_1
s—dn

Aplicando a transformada inversa de Laplace na equagao acima,

£t (s1-D)7]

edlx

0

0

edgx

dsx

0

ede

Logo a matriz B(x) pode ser escrita da seguinte forma

B(z) = XeP*X 1

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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Devemos ainda observar que este procedimento para inversao da matriz LTSy pode
ser facilmente extendido para o caso w = 1 onde existe autovalor zero com multiplicidade

dois, [Segatto et al, 2008].

2.3 Tratando do Carater Exponencial da Solucao

Como vimos nas subseg¢oes anteriores, quando w # 1, os autovalores da matriz A
sao distintos e simétricos entre si. O comportamento exponencial da solucao, combinado
com o fato de que os autovalores d; da matriz LTSy crescem em funcao de N, mostra que a
solugao nao é apropriada para resolver problemas de grandes espessuras ou problemas com
altos graus de anisotropia. Na sec¢@o 2.1, vimos que a solu¢ao LTSy do problema (2.5) e

(2.6) é dado por:
(o) = B0 + [ Ble- Q) de (2.41)
onde
B(r) = XeP*X (2.42)

Podemos notar pela Eq.(2.41), que o carater exponencial da solu¢do pode gerar pro-
blemas computacionais quando temos grandes espessuras ou alta ordem de quadratura (por
que a magnitude dos autovalores aumenta com N). Para eliminar este problema, primeira-
mente, Barichello [Barichello, 1995] prop6s uma mudanga de base na solugao do problema
homogéneo, porém, para problemas nao homogéneos, o overflow é repassado para o termo
da fonte externa. Para contornar isto, Brancher [Brancher, 1998] resolveu o problema de
overflow, para o caso nao-homogéneo, quando a fonte é da forma exponencial, utilizando
o método dos coeficientes a determinar. Mas foi com Gongalves et al. [Gongalves et al,
2000] que o problema de overflow foi completamente eliminado, através de uma mudanga
de base, trocando a varidvel dos argumentos relativos as raizes positivas de = por (x — zy).
Fisicamente, essa mudanca de base corresponde a tratar a radiagao que se desloca da direi-
ta para esquerda (u, < 0), igualmente a radiagdo que se desloca da esquerda para direita

(1n, > 0). Para tanto, utiliza-se o fato de que as diregoes p, sdo simétricas em relacao a
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i = 0. Essa propriedade é conhecida como invariancia das direcoes discretas. Assim, para

descrever matematicamente este raciocinio, fazemos [Cardona, 2008]:

eP" = E(2) + E~(2),

onde E*(z) e E~(z) sdo matrizes diagonais com os autovalores positivos e negativos, cujos

elementos sao dados, respectivamente, por:

e;(r) =4 e¥ se i=j e di >0
0 se 1=7 e di <0
e
0 se 1+ ]
e;(r) =4 0 se i=j e di >0
T ge 1= e di <0
Assim:
U(z) = X(E"(z) + E (2))X'®(0) + / X(Et(z— &) +E (2 — &)X 'Q(&)d¢ (2.43)
0
e

W(z) = XSCE+($0) + E (7)) X 'Psi(0) +
| X w0 — )+ B - )X Q) (2.44)

0

e isolando ¥ (0) em (2.44), obtemos:

v (0) = X )+E (—zo))X’l\Il(xo)—
§) +E7 (=€) X'Q(¢)ds, (2.45)

[e=]
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pois E¥(a)E(b) = EX(a+0b), EY(a)E~(b) = 0 e (E*(a))™! = E¥(—a). Assim, substituindo
a expressao (2.45) em (2.43) que contém E*(z), para eliminar as exponenciais de argumento

positivo, obtemos:

U(r)= XE'(z)X! {X(E*(—xo) + E7(—0)) X "W (z0) —
/O U X(B(—6) + E(—g))XlQ(ﬁ)dgl + XE ()X (0) +
| X(BH -+ B - )X Qo) -
XE* (2 — 10) X1 (20) + XE~(2) / XE* (2 — €)X Q(&)de

[ XE -9+ E - 0)X Qe (2.46)
0
Finalmente, somando as integrais da Eq.(2.46), obtemos que:

U(z)= XET (2 —20)X "W (z0) + XE (2)X '¥(0) +
/0 XE™ (2 —é)X‘lQ(ﬁ)dH/ XE*(z —§)XQ(&)de. (2.47)

Por dltimo, devemos observar que os argumentos das exponenciais da Eq.(2.47)
sao todos negativos. E mais, quando E*(z) e E~(z) multiplicam um vetor, apenas N/2
componentes deste vetor sao utilizadas, sendo diferentes para cada uma das matrizes. Desta

forma, a Eq.(2.47) pode ser reescrita como:

‘Il(aj) (XE+(x—$o) + E~( ))§+/OIXE_(J:—§)X1Q(§)GZ£+
/ XE* (z — €)X 1Q(e)de (2.48)

onde £ é um vetor desconhecido a ser determinado pelas condigoes de contorno (2.6).

2.4 Método dos Coeficientes 4 Determinar

Podemos observar que, se o vetor Q(x) é da forma exponencial, podemos usar o

método dos coeficientes a determinar, evitando assim a inversao da matriz dos autovalores.
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Consideremos que o termo fonte seja da seguinte forma:

Q(z) = Fe %/ko, (2.49)
Assim, a Eq.(2.8) é escrita como:
d ~o
d—\Il(x) — AW (z) =Fe "/H0, (2.50)
x

Como o termo fonte tem cardter exponencial, utilizando o método dos coeficientes
a determinar para obter a solugao particular da Eq.(2.50), obtemos uma performance com-

putacional melhor, e a intensidade de radiagao assume a expressao
U(z) = B(z)®(0) + Ce /10, (2.51)

onde B(z) é dado pela Eq.(2.40) junto com as condigoes de contorno (2.12). Para determi-

narmos as componentes desconhecidas do vetor C, subtituimos a seguinte solucao particular
U, (z) = Ce /M0 (2.52)
na Eq.(2.50), chegando assim na expressao
C=M'F (2.53)
onde

M = (—iI - A) . (2.54)

Para nao haver a inversao da matriz M afim de encontrar as componentes de C,

resolvemos um sistema linear dado

MC = F. (2.55)
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Assim, reescrevendo o problema (2.51) como

U(z) = XE(x)€ + Ceo/Ho (2.56)

onde E(x) é uma matriz diagonal, tal que

edix se di <0
E(z) = (2.57)
dilz=z0) g @i > 0

e £ é um vetor desconhecido.
Encontrando o vetor £ pela aplicagao das condigoes de contorno (2.12), obtemos a in-
tensidade de radiacao W(z) em (2.56), sem a necessidade de inverter a matriz dos autovalores

X.



3. PROBLEMA SEM SIMETRIA AZIMUTAL

Neste capitulo, apresentamos a formulacao LTSy aplicada a problemas sem simetria
azimutal. Para isto, expandimos a soluc¢ao do problema em uma série de Fourier truncada
na variavel azimutal, conforme proposto por Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1960], cujos
coeficientes sao solugoes de um conjunto de problemas semelhantes ao problema com simetria

azimutal, que serao entao resolvidos pelo método LTSy .

3.1 A Equagao de Transporte sem Simetria Azimutal

Vamos considerar a equacao de transferéncia radiativa para um comprimento de

onda em geometria plana, descrita por:

a w ! o / / / /
o)+ 0ang) = o [ [ pleosOpte it dd A, (5D
T a J_1 Jo

com condigoes de contorno de intensidade de radiacao incidente conhecida:

(0, 1, ) = (1 — po)d(p — o), se >0 (3.2)

w(‘x()’ﬂ’a 90) = 07 se B < 0. (33)

onde

o (x,u,p) éaintensidade de radiagao;

o v € [0,z é a espessura Otica;

as diregoes 1 € [—1,1] e ¢ € [0, 27| s@o, respectivamente, o cosseno do angulo polar e

o angulo azimutal;
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e w €[0,1] é o termo de espalhamento simples do meio (albedo); e

e p(cosO) representa a fungao de fase, sendo © o angulo formado entre a diregdo do
foton antes e depois da colisao com o alvo, isto é, o angulo formado entre um féton

com diregao (i', ¢') que interage com o alvo resultando em um féton com direcao (u, ).

Neste trabalho, consideramos que a funcao de fase pode ser expandida como uma série

truncada de polindmios de Legendre, isto é:

p(cos O) Z BePy(cos ©). (3.4)

=0

Usando o Teorema de adicao para os polinomios de Legendre na expressao acima temos que:

pleos©) = > (2= Gom) > By P (1) P (1) cos [m(p — )], (3.5)
m=0 {=m

onde os coeficientes ;" sao dados por,

(—m)!
sendo By =1e|B] <20+1,0=1,2,...,L, e
m 2 % dm
PP (p) = (1-4) du—mpz(ﬂ): (3.7)

sao as funcoes associados de Legendre.

Para resolver o problema de transferéncia radiativa dado pelas Eqs.(3.1)-(3.3) pode-
riamos usar o raiocinio apresentado por Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1960] ou [Hill, 1972].
No entanto, optamos pela solugao alternativa proposta por Chalhoub e Garcia [Chalhoub e

Garcia, 1997], onde a intensidade de radiacao é escrita como:

(1, ) = 0 (, 1, 0) + 76 (p — p10)S(p — o)e M. (3.8)
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E substituindo no problema (3.1)-(3.3), resultando o seguinte problema a ser satisfeito por

V*(x, 1, )

a 21
u£¢*(ﬂf,u, @)+ (2, 1, ) / / p(cos ©)Y* (z, 1, ¢") dy' dp' + Q(x, i, ), (3.9)
Y0, p,0) =0 se >0 (3.10)
(§]
Y (o, 1, 0) =0 se p <0, (3.11)
onde
w L L
Qlz, p, ) = 7 Z (2 = dom) Z@npzm(mpem(ﬂo) cos [m<90 - 900)}‘3%/“0- (3.12)
m=0 =

Entao, expandimos a intensidade colimada de radiagao ¢*(x, i1, ) em uma série de

Fourier na variavel azimutal:

[e.e]

Q*(x, py ) = V2, 1) + Z {wi(x, 1) cos [i(¢ — o) +i(x, p)sin [i(e — @o)] |- (3.13)

Substituimos no problema (3.9)-(3.11):

i) Multiplicamos as equagdes resultantes por sin [k(gp— 900)} ,comk =1,2,..., eintegramos

em ¢ € [0, 27], resultando nos problemas diferenciais dados pelas equagoes:

a 1
padh(e ) + b, ) Zﬁm ) [ POk G
~1
para k =1,..., L, ou pela equacao

9 k k _
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para k =L+ 1,L+2,..., e pelas condigoes de contorno
VE0, 1) = V¥ (xo, —p1) =0, se > 0. (3.16)

Mediante a auséncia de fonte e as condi¢oes de contorno serem nulas, podemos afirmar
que a solugao para os problemas diferenciais acima tem solugao nula, ¥*(z, ) = 0,

para k=1,2,....

i1) Multiplicamos as equagoes resultantes por cos [k(go — gpo)], com k =0,1,2,..., e inte-

gramos em ¢ € [0, 27], resultando nos problemas diferenciais dados pelas equagoes:

8 1
e, )+ 0, 0 Zﬁm ) [ P + Q) (317)

para k=0,1,2,..., L, onde

L
w —x
=5 D BEP () Py (po)e™ ", (3.18)
=k
ou pela equacao
a S S

para k=L +1,L+2,..., e pelas condi¢oes de contorno

UE0, ) = (o, —p) =0, se p>0. (3.20)

Novamente, podemos afirmar que ¢*(z,u) = 0, para k = L + 1, L + 2, ..., restando,
assim, resolver o problema diferencial dado pela Eqgs.(3.17), (3.18) e (3.20).
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Desta forma, a solu¢do do problema sem simetria azimutal (3.1) e (3.3) pode ser

reescrita como:

U, pyp) = U (w, ) cos [m(p — @o)] + w6 (i — p10)d (s — po)e /", (3.21)

m=0
onde as fungoes ¥ (x, 1) sao solugdes do problema diferencial (3.17), (3.18) e (3.20), para

m=20,1,..., L, sendo que sua resolucao é apresentada na secao 3.2 a seguir.

3.2 Solucao LTSy

Nesta secao, vamos resolver o problema sem simetria azimutal aplicando o método
LTSy com diagonalizagao.

Logo, resolver o problema de transferéncia radiativa (3.1), (3.2) e (3.3) é equivalente
a resolver L + 1 problemas com simetria azimutal descrito pelas Eqgs.(3.17) e (3.19). A
aproximagao Sy deste problema é feita com a aproximacgao do termo integral por Quadratura
Gaussiana de ordem N e aplicando o método da colocagao usando como “funcao teste” o

Delta de Dirac nas N direcoes discretas, resultando

L N
e () £ 0 @) = 5 S0 PP ) | S0 PP @ + Q)| (3:22)

t=m k=1
com as condigoes de contorno homogéneas. Onde temos que a intensidade de radiacao e o
termo fonte nas diregoes discretas podem ser representados respectivamente como, W (x) =

Wiz, ) e QuH(x) = Q' (2, fin)-

Dividindo a Eq.(3.22) por u,, aplicando a transformada de Laplace na variavel
espacial e fazendo uso da Eq.(3.6) para exprimir ", obtemos para n = 1,2,...,L as n

equacoes

(s L =3 @Mﬁ%unwﬂun)wn) T (s) -

[ 2t = (L4 m)!
> B PP ) S PP () =00+ 2y
" =m ’ k=1 n

k;::én
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onde a barra denota a transformada de Laplace.
Logo se n = 1,2,..., N na Eq.(3.23), chegamos em L + 1 sistemas algébricos de

equacoes na seguinte forma matricial

(s — A™) W™ (s) = ¥™(0) + Q" (s), (3.24)
com m =0,1,..., L onde cada elemento a™(i, j), da matriz A™, é definido por:
( r L g )' -
st~ o Zﬁf(g+m);Pe (ki) w; Py (115) | se i=]
L{=m ]
a5 = (3.25)
& ¢ —m)! |
_27% Zﬁe (C+m |PZm(Mz)WJPZ (NJ) ) se i # 7,
\ {=m : ]

. o Q) ]
(s) ¥ (0) i
7o) ¥ (0) )
= eo= | Y Qe=| e | 62
| Tls) | | (0 Tns)
L un
Resolvendo a Eq.(3.24), obtemos para cada m = 0,1, ..., L os fluxos transformados:
T (s) = (sT— A™) " [®™(0) + Q"(s)]. (3.27)

Lembrando que a inversao da matriz (sI — A™)~! pode ser feita analiticamente
para qualquer grau de anisotropia [Barichello and Vilhena, 1993] e como cada elemento da
matriz inversa é uma fungao racional, cujo denominador é dado pelo determinante da matriz
(sI — A™), que possui N raizes ry, k = 1,2,..., N, simétricas e nao repetidas, a inversao da
transformada de Laplace também ¢ feita de forma analitica através da técnica de expansao

de Heaviside, Streck [Streck, 1993]. Assim, o vetor de intensidade de radiagao ¥™(x) é



27

obtido em funcao do vetor ¥ (0):
" (z) = B"(z)¥™(0) + C™(x), (3.28)
onde
B"(z) = £ [(31 - Am)ﬂ . (3.29)
O vetor C™(z) pode ser calculado de duas formas distintas, uma delas através da

convolugao, outra, por seu carater exponencial, podemos calcular pelo método dos coefi-

cientes a determinar. Logo pela convolugao, temos:
C"(z) = B™(x) * Q™ (x), (3.30)

onde * indica a convolugao.



4. TECNICAS DE INTERPOLACAO ANGULAR

Como ja vimos, no capitulo anterior obtemos uma formulacao da solugao para a
intensidade de radiacao, calculado discretamente nas diregoes p;, onde ¢+ = 1,2,...,N. O
calculo da intensidade de radiagdo em uma direcao distinta das N direcoes discretas pu;
pode ser feito através da utilizacao de interpolacao polinominal, porém trabalhamos aqui
outras duas técnicas. A primeira técnica inclui nés ficticios na formulacao do problema,
considerando os pesos da quadratura nulos nestes pontos. Esta técnica é conhecida como
DNI, “Inclusao de Nos Ficticios”. A segunda técnica, aproxima o termo integral da equacao
de transporte através da quadratura Gausiana e os fluxos angulares nas direcoes discretas
que aparecem nesta formulagao de quadratura sao substituidos pela solucao LT Sy. Este
procedimento resulta em uma EDO linear que possui solucao conhecida de forma analitica.

Chamamos este procedimento de LTSy com depedéncia angular continua.

4.1 DNI (Dummy Nodes Inclusion) - “Inclusao de Nés Ficticios”

A técnica DNI [Segatto, 2007] é uma técnica de interpolagao angular que também
pode ser usada para determinar a intensidade de radiacao das diregoes discretas u;. Esta
técnica consiste na inclusao dos chamados “nos ficticios” no esquema de quadratura, associ-
ados a pesos cujo valor é zero.

Assim, é possivel determinar a solucao angular de particulas em M novas direcoes
discretas onde queremos calcular a intensidade de radiacao, sendo ¢(; > (o > ... > ( o> 0>

Cumoy > ... > (y as diregoes e cujos pesos associados sao nulos. Desta forma redefimos as
2
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dire¢oes como:

TMyN = HN T WM N = WN

NN 1 = Qg Wy =0

YN+M =Cn — wWngm =0

N+M
2

mantendo desta forma que as primeiras direcoes da nova quadratura sao positivas e as
restantes negativas.

Assim o método LTSy é aplicado sobre o novo sistema de M + N equacoes.

”d%%@ + %W) = Y wthi(@) + Qu(e)

ondei=1,2,..., N+ M. Logo com a inclusao dessas novas M direcoes a ordem da matriz
LTSy passa a ter ordem N + M.

Estudos recentes mostram uma equivaléncia entre os resultados obtidos pelos métodos
LTSy com dependéncia angular continua e o DNI (“Inclusao de Nés Ficticios”). No caso
do método LTSy, esta formulacao aumenta a matriz da qual devemos encontrar autovalo-
res e autovetores, aumentando assim o tempo computacional. Este problema ja nao ocorre

quando usamos a formulacao LTSy com p continuo, conforme iremos descrever a seguir.

4.2 Formulagao LTSy com Dependéncia Angular Continua

Inicialmente, consideremos a equacao de transferéncia radiativa na seguinte forma:

o) 1 w [ ) o, 1
Sotan )+ ) = 5 [Py )i + Qo) (@)
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com as seguintes condicoes de contorno

1/](07//“) = f(:u)v se p>0

(4.2)
U(xo, 1) = g(p), se p <0,
onde
gz BePo() Pu(p) (4.3)

e Q(z, 1) pode ser considerada pela Eq.(3.18) onde temos Q*(z, ).
Aproximando o termo integral da Eq.(4.1) através da quadratura de Gauss-Legendre
e utilizando a intensidade de radiacao obtida pelo método LTSy, dado pela Eq.(2.56), obtém-

se a equacao diferencial

0 1
g @) + vl ) = Fla, ), (4.4)
onde F' ¢ definida por
1 al 1
N =1 ,u

a qual pode ser escrita da seguinte forma

e ] (16)

onde o ponto indica produto interno vetorial,

P(u) = [P, ) wi, P, pio)wa, - ., Pp, pun)wn ] (4.7)

O (z) = [¢1(2), ¥a(a),... . ¥n(2)] . (4.8)



31

A solugao da Eq.(4.1) é dada por:

st =¥ oo+ 2L Mwetan+ 2 [“ammetan] . a9

Como conhecemos ¥(0, 1) para p > 0 apenas, entdo faremos * = xy na equagao

acima

—zq

Blao, ) = ¢ [mo, W+

PT(y) [" 2 1 2
. /0 ¥(n)e dn+u/0 Qn, pe dn], (4.10)

agora isolando (0, i) e substituindo na Eq.(4.9) temos:

—z zQ PT o n 1 o n
Y(x,p) =en [w(xo,u)w - # - /0 W (n)erdn — ;/0 Q(n, p)erdn +
PT(p) [° " 1 [ " }
. d — vdnl. .
. /0 W(n)erdn + #/O Q(n, p)erdn (4.11)

Esta serd a solugao considerada para p < 0. Substituindo as condiges de contorno (4.2) nas

Eqgs.(4.9) e (4.11), obtemos:

z n 1 * n
/0 ‘I’(n)eﬂdn+;/0 Q(n,u)eﬂdn} , se pu>0,
(e, p) = (4.12)

-z i 0} PT r n 1 * n
er |g(p)er +%/ ‘I’(n)eﬂdnvL;/ Q(n,u)eﬂdn}, se  pu<0.
L xo o

A Eq.(4.12) pode ser utilizada para determinar a intensidade de radiagdo em qual-
quer direcao. Este procedimento sé é viavel devido ao carater analitico do método LT'Sy.
Do ponto de vista computacional, um dos fatores que contribuem para o bom desempenho
deste método é que, dependendo do termo fonte, as integrais que aparecem nesta equagao

podem ser calculadas analiticamente.
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4.2.1 Desenvolvimento Considerando Fonte Exponencial

No problema a ser considerado, o termo fonte é escrito como:

Q. ) = P(u, pro)e™ , (4.13)

onde P(u, o) ¢ dado pela Eq.(4.3).

De acordo com a Eq.(4.12), tem-se duas situagoes a considerar:

a) >0
= PT(p) [* R 2 ] _
b= e [f(u) + 20 wetan+ . [ Quetan] - (4.14)
—z PT z i/} n z -_n n
er |:f(,u) + ILEM) . /0 XE(U)f + Ce “0>6M d?] + %/0 'P(M7 Mo)e 1o e u dn:| ,

onde E(x) é dado pela Eq.(2.57)

Reescrevendo o segundo membro da Eq.(4.14), obtemos:
N N

eizf(:u) + Z Z P(H? Mi)wixijngj (33, :u) + F(ZE, :u) ( Z P(/L, /Li)wici + P(U? NO)) (4'15)

Jj=1 =1 =1

onde z;5,&; e ¢; sao elementos das matrizes X, { e C, respectivamente,

(

dj(z—zo) __ == —djxo
¢ €re , se d; >0,
e
b= [ it w
H —a
0 e —er d; <0
_, se ;<
\ dj:“ +1 ’
onde
0, se d; <0
N =

xg, se d;j >0



33

e
/ —x —x
o (¢ - )
-z , S€ % 7£ Ho
er T n K= Ho
Pl === [ ertelay - (4.17)
K Jo .
erxT
) se = Ho;
.M
b) u<0
71 20 PT L T n 1 T n
sy = 7 e + 200 [Cwtietan o [ et in] = (1.18)
xo xo
—x x PT z -_n 1 r 1
e [g(u)e‘? + () / (XE(n)§+ Cem?)eﬂ dn + —/ P (1, pro)e o e dn} :
/'L ly) /‘L o
Reescrevendo o segundo membro da equacao acima temos:
N N N
-z 0
e glpen + > ) P, pa)wiii&Gy(a, ) + H(x, 1) (ZP(M, pi)wici + P(u, uo)><,4~19)
j=1 i=1 i=1
onde
( dj(x—x0) __ -
¢ ¢’ , se d; >0
. dj,u +1
Gz, p) = < / el =) g dy = (4.20)
’LL o zo<d]~,u,+l)7z
ezd]- —e  w d 0
, se ;<
\ djp+ 1 ’
( —z zo(Ho—H) —a
HO(Q’LO — e Kok e nm )
. P , S€ [ F o
er —n 0~
H(z,p) = / e en dn = ¢ (4.21)
B Sz
er (z—x
\ M

Com isso, a Eq.(4.12) que representa intensidade de radiagdo (x, ), pode ser



reescrita da seguinte forma:

¢($7u) =

;

N N

e f()+ Y Y P, i) wiwii& B, i)+

=1 i=1

F(z, ) (ZP(M, i) wici + 7’(%#0)) se >0

=1

N

N
6” —i—ZZP Ly Ly szljgj ( )

7j=1 =1

H(z, u)(ZP(u, pi)wic; + 7’(%#0)) se <0,

=1
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onde Ej(x), F(z),G;(x) e H(z) sao defindos respectivamente pelas Eqs.(4.16), (4.17), (4.20)

e (4.21).



5. RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, vamos apresentar os resultados numéricos obtidos pela formula-
cao LTSy para problemas de transferéncia radiativa em nuvens considerando alto grau
de anisotropia, fazendo a comparacao numérica entre os resultados encontrados com os re-

sultados da literatura.

5.1 Problema Anisotrépico de Grau 82 Sem Simetria Azimutal

Nesta secao, apresentamos os resultados de dois problemas sem simetria azimutal
com grau de anisotropia 82. Os mesmos foram selecionados dos casos propostos por Garcia
e Siewert, [Garcia and Siewert, 1985].

Os erros percentuais foram calculados da seguinte forma:

E = (V";Ve)*mo,

e

onde V; é o valor da literatura e V, é o valor encontrado pelo método LT'Sy.

Os dados de entrada dos problemas sao dados na Tabela 5.1:

Tabela 5.1 — Dados de entrada - para problemas de anisotropia de

grau 82
Pl | P2
Mo 0.5 1
i) 1 1
w | 09109

As Tabelas 5.2 e 5.4 apresentam resultados para os problemas P1 considerando
p—po = 0eusando N = 400. Na Tabela 5.2 a solugao particular é obtida usando convolugao
e interpolacao DNI, ja na Tabela 5.4 a solucao particular é obtida usando o método dos

coeficientes a determinar e interpolacao p continuo.
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Tabela 5.3 — Erro Percentual - referente a P1 por convolugao e inter-

polacao DNI

p| x=0 |z=120/20 | x =x0/10 | z =20/5 | x = 20/2 | . = 3x0/4 | x =129
—1.0 | 0.0004 — — — 0.0001 0.0007 —
—0.9 | 0.0002 — 0.0003 0.0003 0.0006 0.0010 —
—0.8 | 0.0008 0.0005 0.0005 0.0006 0.0011 0.0018 —
—0.7 | 0.0007 0.0005 0.0004 0.0005 0.0009 0.0022 —
—0.6 | 0.0007 0.0007 0.0007 — 0.0006 0.0013 —
—0.5 | 0.0009 0.0005 0.0005 0.0005 0.0009 0.0014 —
—0.4 | 0.0012 0.0006 0.0006 0.0004 0.0006 0.0015 —
—0.3 — 0.0004 0.0004 0.0005 0.0007 0.0013 —
—0.2 | 0.0017 0.0003 0.0003 0.0001 0.0004 0.0011 —
—0.1 | 0.0032 0.0003 0.0003 0.0002 0.0001 0.0006 —
—0.0 | 77.9180 | 63.3782 55.4038 45.1188 29.3176 22.5429 —
0.0 — 63.3782 595.4038 45.1188 29.3179 22.5429 | 20.7562
0.1 — 0.0030 0.0012 — — — 0.0017
0.2 — 0.0018 0.0009 0.0069 — — —
0.3 — — 0.0005 — — — —
0.4 — 0.0003 — — — — —
0.5 — 0.0003 — — — — —
0.6 — 0.0002 0.0001 0.0074 — — —
0.7 — 0.0005 0.0003 — — — —
0.8 — 0.0002 0.0006 — 0.0002 0.0001 0.0001
0.9 — 0.0006 0.0003 0.0009 — 0.0003 0.0003
1.0 — 0.0004 — — — 0.0001 0.0001
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Temos representado na Tabelas 5.3 o erro percentual comparado com Garcia e Sie-

wert [Garcia and Siewert, 1985] referente ao caso P1 onde a solugao particular foi obtida

usando convolugao com interpolacao DNI.
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Na Tabela 5.5 abaixo temos o erro percentual comparado com Garcia e Siewert
[Garcia and Siewert, 1985] referente ao caso P1 onde a solugao particular foi obtida usando

coeficientes a determinar e interpolacao p continuo.

Tabela 5.5 — Erro Percentual - referente a P1 por coeficientes a de-
terminar e interpolagao p continuo

| x=0 | z=x0/20 | x =20/10 | x =20/5 | x = 20/2 | x = 3x0/4 | © = 20
—1.0 | 0.0004 — — — 0.0001 0.0007 —
—0.9 | 0.0002 — 0.0003 0.0003 0.0006 0.0010 —
—0.8 | 0.0008 0.0005 0.0005 0.0006 0.0011 0.0018 —
—0.7 ] 0.0007 0.0005 0.0004 0.0005 0.0009 0.0022 —
—0.6 | 0.0007 0.0007 0.0007 — 0.0006 0.0013 —
—0.5 | 0.0009 0.0005 0.0005 0.0005 0.0009 0.0014 -
—0.4 | 0.0012 0.0006 0.0006 0.0004 0.0006 0.0015 —
—0.3 — 0.0004 0.0004 0.0005 0.0007 0.0013 —
—0.2 1 0.0017 0.0003 0.0003 0.0001 0.0004 0.0011 —
—0.1 | 0.0032 0.0003 0.0003 0.0002 0.0001 0.0006 —

—0.0 — — — — — 0.0001 —
0.0 — — — — — 0.0001 0.0009
0.1 — 0.0030 0.0012 — — — 0.0017
0.2 — 0.0018 0.0009 0.0007 — — —
0.3 — — 0.0005 — — — —
0.4 — 0.0003 — — — — —
0.5 — 0.0003 — — — — —
0.6 — 0.0002 0.0001 0.0074 — — —
0.7 — 0.0005 0.0003 — — — —
0.8 — 0.0002 0.0006 — 0.0002 0.0001 0.0001
0.9 — 0.0006 0.0003 0.0009 — 0.0003 0.0003
1.0 — 0.0004 — — — 0.0001 0.0001

Podemos notar que a intensidade de radiagao calculada na direcao p = 0 pelo
método da convolucao com interpolcao angular DNI, apresentado na Tabela 5.2, nos mostra
uma diferenca significativa em relacao a Tabela 5.4 e a literatura, diferenga essa que pode
ser observada com mais clareza na Tabela 5.3 de erro percentual. Isto ocorre porque para
calculd-lo criamos um né falso, y = 107'2, para aproximar o valor em p = 0 [Segatto
et al., 2005]. J& no caso de interpolacao feita usando p continuo representado na Tabela 5.4,
nenhuma aproximacao ¢ feita.

A solucao apresentada na Tabela 5.4 exigiu um tempo computacional de 3960 segun-

dos, enquanto que a solucao apresentada na Tabela 5.5 consumiu um tempo computacional
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de 1532 segundos. Essa diferenca no tempo computacional entre as duas solugoes ocorre pelo
fato de que quando usamos o método da convolugao com interpolacao DNI, representado na
Tabela 5.2, temos que fazer a inversao da matriz dos autovetores e diagonalizamos uma ma-
triz de ordem N + M, o que nos toma mais tempo, enquanto que na solucao representada
pela Tabela 5.4, onde aplicamos o método dos coeficientes a determinar com interpolacao p
continuo, onde nao precisamos inverter a matriz dos autovalores e diagonalizar apenas uma
matriz de ordem N, o tempo computacional se torna menor.

Observando as Tabelas 5.3 e 5.5 onde apresentamos os erros percentuais dos resul-
tados encontrados comparados com os da literatura [Garcia and Siewert, 1985], notamos que
os resultados encontrados pelo método dos coeficientes a determinar com interpolacao de p
continuo, apresentam uma boa precisao, por isso, os proximos serao calculados a partir deste
método apenas.

Vamos analisar agora o caso P1 mas com o angulo azimutal ¢ —pg = 5 e ¢ —pg = T,

respectivamente. Consideremos ainda N = 400 e w = 0.9:
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Tabela 5.7 — Erro Percentual - referente a P1 com ¢ — ¢ = 3

pw| x=0 | x=120/20 | x =20/10 | z =20/ | x = 20/2 | © = 3x0/4 | x = x9
—1.0 | 0.0004 — — — 0.0001 0.0007 —
—0.9 | 0.0015 0.0012 0.0013 0.0010 0.0018 0.0016 —
—0.8 | 0.0006 0.0003 0.0003 0.0004 0.0007 0.0010 —
—0.7 | 0.0007 0.0005 0.0005 0.0006 0.0006 0.0013 —
—0.6 | 0.0015 0.0011 0.0011 0.0013 0.0013 0.0020 —
—0.5 | 0.0005 0.0003 0.0015 0.0004 0.0007 0.0022 —
—0.4 | 0.0009 0.0004 0.0006 0.0005 0.0007 0.0020 —
—0.3 | 0.0017 0.0010 0.0009 0.0009 0.0015 0.0021 —
—0.2 | 0.0016 0.0003 0.0003 0.0003 0.0005 0.0013 —
—0.1 | 0.0036 0.0004 0.0003 0.0003 0.0004 0.2870 —
—0.0 | 0,0007 0.0020 0.0013 0.0009 0.0010 0.0006 —
0.0 — 0.0020 0.0013 0.0009 0.0010 0.0006 0.0004
0.1 — 0.0073 0.0029 0.0011 0.0009 0.0009 0.0032
0.2 — 0.0070 0.0033 0.0014 0.0004 — 0.0020
0.3 — 0.0071 0.0043 0.0022 0.0010 0.0007 0.0010
0.4 — 0.0042 0.0028 0.0010 0.0006 0.0003 0.0007
0.5 — 0.0033 0.0025 0.0008 0.0003 0.0002 0.0004
0.6 — 0.0037 0.0029 0.0018 0.0009 0.0006 0.0006
0.7 — 0.0019 0.0009 0.0005 0.0004 0.0002 0.0003
0.8 — 0.0013 0.0005 0.0005 0.0002 0.0001 0.0002
0.9 — 0.0019 0.0011 0.0010 0.0006 0.0004 0.0005
1.0 — 0.0004 — 0.0150 — 0.0001 0.0001
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Tabela 5.9 — Erro Percentual - referente a P1 com ¢ — g =7

| x=0 | z=2x0/20 | x =20/10 | x =20/5 | x = 20/2 | x = 3x0/4 | © = 10
—1.0 | 0.0004 — — — 0.0001 0.0007 —
—0.9 | 0.0004 0.0004 0.0004 0.0005 0.0009 0.0008 —
—0.8 | 0.0003 0.0007 0.0003 0.0004 0.0007 0.0002 —
—0.7 | 0.0005 0.0006 0.0006 0.0003 — 0.0001 —
—0.6 | 0.0004 0.0005 0.0005 0.0003 — 0.0003 —
—0.5 | 0.0052 0.0046 0.0044 0.0040 0.0036 0.0046 —
—0.4 | 0.0005 0.0007 0.0008 0.0007 0.0003 0.0006 —
—0.3 | 0.0008 0.0003 0.0003 0.0003 0.0005 0.0015 —
—0.2 | 0.0025 0.0012 0.0011 0.0012 0.0010 0.0017 —
—0.1 | 0.0026 0.0003 0.0003 0.0001 0.0001 0.0007 —
—0.0 — 0.0011 0.0008 0.0006 0.0005 0.0003 —

0.0 — 0.0011 0.0008 0.0006 0.0005 0.0003 0.0003
0.1 — 0.0085 0.0041 0.0020 0.0009 0.0007 0.0036
0.2 — 0.0060 0.0028 0.0009 0.0002 0.0002 0.0012
0.3 — 0.0074 0.0045 0.0024 0.0012 0.0006 0.0012
0.4 — 0.0079 0.0047 0.0027 0.0015 0.0012 0.0013
0.5 — 0.0041 0.0017 0.0009 0.0004 0.0003 0.0005
0.6 — 0.0028 0.0009 0.0002 0.0005 — 0.0002
0.7 — 0.0039 0.0022 0.0012 0.0011 0.0007 0.0009
0.8 — 0.0035 0.0020 0.0012 0.0011 0.0008 0.0006
0.9 — 0.0010 — 0.0003 — — 0.0002
1.0 — 0.0004 — — — 0.0001 0.0001
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Os casos representados pelas Tabelas 5.6 e 5.8 foram calculados usando coeficientes

a determinar com interpolacao de p continuo. Seus respectivos erros percentuais estao ex-

pressos nas Tabelas 5.7 e 5.9 comparados com a literatura [Garcia and Siewert, 1985].

Agora, para o caso P2, usaremos o mesmo método e a mesma interpolacao usada nas

Tabelas 5.6 e 5.8, considerando os dados de entrada apresentados na Tabela 5.1, N = 400,

w=09ep—py=0.
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Tabela 5.11 — Erro Percentual - referente & P2

pw|l rz=0 |z=120/20 | x =x0/10 | z =20/5 | x = 20/2 | = 3x0/4 | x = 29
—1.0 | 0.0075 0.0071 0.0071 0.0067 0.0065 0.0067 —
—0.9 | 0.0007 0.0003 0.0004 0.0008 0.0007 0.0007 —
—0.8 | 0.0015 0.0020 0.0014 0.0016 0.0019 0.0016 —
—0.7 | 0.0014 0.0012 0.0016 0.0014 0.0016 0.0018 —
—0.6 | 0.0010 0.0010 0.0011 0.0008 0.0009 0.0018 —
—0.5 — 0.0002 — — 0.0003 0.0007 —
—0.4 | 0.0002 — — 0.0002 0.0002 0.0015 —
—0.3 | 0.0016 0.0010 0.0010 0.0010 0.0010 0.0020 —
—0.2 | 0.0010 0.0001 0.0001 0.0001 0.0004 0.0011 —
—0.1 ] 0.0024 — — — — 0.0005 —
—0.0 | 0.0008 0.0016 0.0012 0.0009 0.0006 0.0006 —

0.0 — 0.0016 0.0012 0.0009 0.0006 0.0006 0.0002
0.1 — 0.0044 0.0015 0.0005 — — 0.0028
0.2 — 0.0046 0.0020 0.0008 0.0001 0.0009 —

0.3 — 0.0039 0.0025 0.0012 0.0007 0.0008 0.0007
0.4 — 0.0014 0.0010 0.0003 — 0.0008 0.0006
0.5 — 0.0010 — — 0.0001 0.0007 0.0006
0.6 — 0.0008 0.0008 0.0004 — — 0.0005
0.7 — 0.0005 0.0006 0.0003 0.0006 0.0005 0.0004
0.8 — 0.0007 0.0002 0.0009 0.0004 0.0003 0.0003
0.9 — 0.0001 — 0.0004 0.0002 — 0.0001
1.0 — 0.0003 0.0001 — — — —
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Podemos observar que os todos resultados encontrados nas Tabelas 5.2, 5.4, 5.6, 5.8

e 5.10 apresentam uma coincidéncia em 5 casas decimais com mais ou menos um algarismo

significativo com os resultados da literaura [Garcia and Siewert, 1985]. Mas devemos levar

em conta uma diferenca na direcao = —1.0 que encontramos no caso P2, representado na

Tabela 5.10, quando comparado com os da literatura, diferenca essa nao compreendida.

Finalizando, para os problemas com grau de anisotropia 82, como ja visto, repro-

duzidos para N=400 pelo método dos coeficientes a determinar utilizando p continuo, temos

uma equivaléncia de resultados com os encontrados na literatura [Garcia and Siewert, 1985]

em todos os casos.



47

5.2 Problema Anisotropico de Grau 299 Sem Simetria Azimutal

Foram resolvidos trés problemas, nos quais o albedo de espalhamento é w = 0.9 e
o grau de anisotropia é 299. Os dados de entrada nesta secao foram obtidos de Chaloub,

[Chalhoub, 1997] e Garcia e Siewert, [Garcia and Siewert, 1985], sendo apresentados na
Tabela 5.12 os dados de entrada:

Tabela 5.12 — Dados de entrada - para problemas de anisotropia de

grau 299
P3| P4 | P5
o 0.2 | 0.2 1
To 1 64 | 64
=90 | 0 0 0

Os resultados apresentados na Tabela 5.13 foram encontrados para o problema P3
utilizando o método da convolugao com interpolagao angular DNI, ja os resultados apresen-
tados na Tabela 5.14 foram encontrados utilizando o método dos coeficientes a determinar

com interpolagao usando p continuo, para nivel de comparacao de tempo computacional.
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Tabela 5.15 — Erro Percentual - referente a P3 por convolugao e inter-
polacao DNI

w| x=0 | x=120/20 | z =x0/10 | x = 20/5 | x = x0/2 | © = 320/4 | x =
—1.0 | 0.0010 0.0002 0.0009 0.0009 0.0014 0.0015 —
—0.8 | 0.0010 0.0005 — 0.0008 0.0038 0.0016 —
—0.6 | 0.0015 0.0017 0.0010 0.0001 0.0014 0.0040 —
—0.4 | 0.0020 0.0018 0.0010 — 0.0040 0.0015 —
—0.2 | 0.0100 0.0001 — 0.0003 0.0014 0.0023 —
—0.0 | 71.7210 | 48.7877 40.3891 29.6247 | 13.0512 6.7235 —
0.0 — 48.7877 40.3891 29.6247 | 13.0512 6.7235 4.4021
0.2 — 0.0013 0.0082 0.0026 — 0.0004 —
0.4 — — 0.0011 0.0007 — 0.0005 0.0001
0.6 — 0.0007 0.0019 0.0027 0.0016 0.0006 —
0.8 — 0.0007 0.0018 0.0010 0.0001 — 0.0042
1.0 — 0.0050 0.0010 0.0008 0.0007 0.0042 0.0021
Tabela 5.16 — Erro Percentual - referente a P3 por coeficientes a de-
terminar e interpolagao p continuo
p| x=0|2=10/20 | x =20/10 | x =20/5 | x =20/2 | x =3x0/4 | =10
—1.0 | 0.0010 | 0.0002 0.0009 0.0009 0.0014 0.0015
—0.8 [ 0.0010 | 0.0005 — 0.0008 0.0038 0.0016 —
—0.6 | 0.0015 | 0.0017 0.0010 0.0001 0.0014 0.0040 —
—0.4 ] 0.0020 | 0.0018 0.0010 — 0.0040 0.0015 —
—0.2 ] 0.0100 | 0.0001 — 0.0003 0.0013 0.0023 =
—0.0 — 0.0037 0.0039 — 0.0094 0.0005 —
0.0 — 0.0037 0.0039 — 0.0094 0.0005 0.03218
0.2 — 0.0004 0.0040 0.0026 — 0.0004 —
0.4 — — 0.0011 0.0007 — 0.0005 0.0001
0.6 — 0.0007 0.0019 0.0027 0.0016 0.0006 —
0.8 — 0.0007 0.0018 0.0010 0.0001 — 0.0042
1.0 = 0.0050 0.0010 0.0008 0.0007 0.0042 0.0021

Podemos observar nas Tabelas 5.15 e 5.16, respectivamente, os erros percentuais

calculados referentes as Tabelas 5.13 e 5.14, comparados com Chalhoub [Chalhoub, 1997].

A solucao apresentada na Tabela 5.13 exigiu um tempo computacional de 17343

segundos, enquanto a solucao apresentada na Tabela 5.14 consumiu um tempo computacional

de 7758 segundos. Essa diferenca no tempo computacional entre as solugoes ocorre pelo fato

de que quando usamos o método da convolucao com interpolacao DNI, representado na



o1

Tabela 5.13, temos que fazer a inversao da matriz dos autovetores e diagonalizamos uma
matriz de ordem N + M, o que nos toma mais tempo, enquanto que na solugao representada
pela Tabela 5.14, onde aplicamos o método dos coeficientes a determinar com interpolacao p
continuo, onde nao precisamos inverter a matriz dos autovalores e diagonalizar apenas uma
matriz de ordem N o tempo computacional se torna menor. Ainda levando em consideragao
o grau de anisotropia. Por esse fato os proximos casos P4 e P5 serao obtidos através do

método dos coeficientes a determinar e interpolacao p continuo.
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Tabela 5.19 — Erro Percentual - referente & P4

pw|l rz=0 |z=120/20 | x =x0/10 | z =20/5 | x = 20/2 | = 3x0/4 | x = 29
—1.0 | 0.0025 0.0002 0.0016 0.0009 0.0014 0.0089 —
—0.8 | 0.0054 0.0014 0.0048 16.4484 0.0010 0.0040 —
—0.6 | 0.0032 0.0009 0.0007 0.0003 0.0007 0.0028 —
—0.4 | 0.0002 0.0035 0.0011 0.0006 0.0005 0.0017 —
—0.2 — — 0.0010 0.0001 0.0005 0.0005 —
—0.0 | 0.0042 0.0010 0.0001 0.0009 0.0025 0.0011 —

0.0 — 0.0010 0.0001 0.0009 0.0025 0.0011 0.0187

0.2 — — 0.0009 0.0064 0.0013 0.0013 0.0001

0.4 — 0.0027 0.0018 0.0013 0.0009 — 0.0044

0.6 — 0.0033 0.0077 0.0006 0.0009 — 0.0012

0.8 — 0.0002 0.0033 0.0011 0.0007 90.0003 0.0004

1.0 — — 0.0022 0.0017 0.0002 0.0007 0.0002
Tabela 5.20 — Erro Percentual - referente a P5

pw| x=0 | z=2x0/20 | x =20/10 | x =20/5 | x = 20/2 | ® =3x0/4 | © = 10
—1.0 | 0.0005 0.0001 — — — —

—0.9 | 0.0007 — 0.0002 — 0.0009 0.0003 —
—0.8 | 0.0006 0.3531 — 0.0010 0.0008 — —
—0.7 | 0.0008 — — 0.0009 0.0008 0.0003 —
—0.6 | 0.0009 — — — 0.0007 0.0003 —
—0.5 — 0.0002 — 0.0008 — 0.0002 —
—0.4 | 0.0002 — 0.0002 0.0007 — — —
—0.3 | 0.0002 0.0010 0.0002 — — — —
—0.2 | 0.0005 — 0.0001 0.0006 0.0004 — —
—0.1 ] 0.0016 — — 0.0005 — — —
—0.0 | 0.0241 — — — — 0.0001 —
0.0 — — — — — 0.0001 0.0251
0.1 — 0.0007 — — — — 0.0015
0.2 — — — — 0.0003 — 0.0006
0.3 — — — — 0.0002 — 0.0005
0.4 — 0.0005 — 0.0002 0.0002 0.0008 0.0004
0.5 — — — 0.0002 0.0001 — —
0.6 — — — — 0.0001 — —
0.7 — 0.0127 0.0004 — — 0.0005 0.0002
0.8 — — 0.0003 0.0001 0.0001 0.0004 —
0.9 — 0.0001 — 0.0009 — 0.0003 —
1.0 — — 0.0007 — 0.0007 — —

o4

Na Tabela 5.19 temos o erro percentual do resultado encontrado na Tabela 5.17
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comparado com os resultados de Chalhoub, 1997 [Chalhoub, 1997].

No caso P5, representado na Tabela 5.18, os resultados foram comparados com
Garcia e Siewert [Garcia and Siewert, 1985] para construcao da tabela de erro percentual
apresentados na Tabela 5.20.

Em todos os casos de anisotropia 82 e 299, a grande diferenca que podemos observar
entre os métodos foi no tempo computacional. No método da convolugao temos a desvan-
tagem que a ordem da quadratura aumenta de N para N = N + 22, isso ocorre pelo fato da
inclusao dos nés ficticios, o que nao ocorre no método dos coeficientes a determinar. Além
disto, quando usamos coeficientes a determinar, em vez de convolucao, temos que resolver
um sistema de N equagoes por N incognitas, o que é menos custoso do que inverter uma

matriz N + M (a matriz dos autovalores utilizada na convolucao).



6. CONCLUSOES FINAIS

O objetivo da presente dissertacao foi alcancado quando a solugao particular pode
ser calculada por coeficientes a deteminar fazendo assim com o que o tempo computacinal
diminuisse.

Utilizamos no presente trabalho dois tipos de interpolacao, “Inclusao de Nés ficticios”
que aumenta a ordem da matriz LTSy e nao aproxima bem a intensidade de radiacao quando
(1 se aproxima de zero, e a interpolacao considerando p continuo que apresenta bom compor-
tamento para aproximar a intensidade de radiagao na singularidade em g = 0 e nao aumenta
a ordem da matriz LT Sy.

Observando também que os resultados numéricos obtidos pelos métodos propostos
apresentaram uma boa precisao quando comparados com os da literatura, tendo uma co-
incidencia de 5 casas decimais. Podemos analisar melhor esta aproximacao na analise das
tabelas de erros percentuais apresentadas no trabalho, onde tivemos o pior resultado com-
parado com a literatura um percentual de 77,91% de erro, onde esses erros ocorrem quando
utilizamos convolucao com interpolacao DNI - “Inclusao de nés ficticios”, enquanto na mel-
hor aproximacao tivemos um percentual de 0.0001% de erro, que ocorreu quando usamos
o método dos coeficientes a determinar com interpolacao de p continuo, o qual se mostrou
bastante eficiente, tanto para casos com N = 400, bem como para N maiores (que nao foram
apresentados).

Fica proposto, para continuidade do trabalho, que se observado a simetria da matriz
A, existem relagoes entre os blocos quadrados A;; e Ass bem como Aj5 e Ay; ambos de ordem
N/2. Com isto, fazendo uso dessas relagoes, esperamos encontrar uma forma para calcular
os autovalores e autovetores da matriz A através dos autovalores e autovetores destes blocos

de ordem N/2.
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