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RESUMO

PASQUALI, P.R.Z. Analise Limite de Estruturas Através de uma Formulagao em Elasticidade
Nao-Linear. 2008. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Civil) — Programa de P6s-Graduagao
em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

A avaliagdo numérica das cargas limites (de colapso) de estruturas ¢ obtida geralmente ou
pela aplicacao direta dos teoremas de andlise limite junto com processos de otimizagdo ou
mediante andalises incrementais, que levam em consideragdo o comportamento elasto-plastico
do material. Entretanto, ambas as estratégias conduzem eventualmente a dificuldades
numéricas, particularmente para cargas proximas a de colapso. Neste trabalho, emprega-se
uma alternativa que consiste em simular assintoticamente o comportamento elasto-plastico
mediante uma relagdo elastica ndo-linear. As vantagens deste tipo de formula¢do sdo a
possibilidade de se lidar com leis de fluxo ndo-associadas e um custo computacional reduzido.
A relacdo elastica ndo-linear ¢ implementada no programa comercial de elementos finitos
ABAQUS, através de uma sub-rotina externa ao programa escrita em linguagem FORTRAN.
Diversos exemplos de estruturas cujos materiais sdo regidos pelos critérios de resisténcia de
von Mises e Drucker-Prager sdo modelados, verificando-se que os resultados das cargas
limites obtidas com essa formulagdo sao muito proximos daqueles encontrados na literatura.
Por fim, a relacdo eldstica ndo-linear ¢ empregada para a determinacdo do dominio de
resisténcia de meios porosos, com diferentes niveis de porosidade.

Palavras-chave: carga limite; analise limite; plasticidade; elasticidade nao-linear.



ABSTRACT

PASQUALI, P.R.Z. Analise Limite de Estruturas Através de uma Formulagao em Elasticidade
Nao-Linear. 2008. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Civil) — Programa de P6s-Graduagao
em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

The numerical assessment of limit loads of structures is generally achieved through the direct
implementation of limit analysis theorems together with optimization processes, or through
incremental analyses, which account for the elastic-plastic behavior of the material. However,
both the strategies may lead to numerical difficulties, particularly when the load is close to its
limit value. In this context, the alternative approach presented in this work consists in
simulating asymptotically the regime of free plastic flow by means of a fictitious non-linear
elastic material. One of the main advantages of this kind of formulation lies in its ability to
deal with non-associated flow rules and a reduced computational cost. The non-linear elastic
behavior is implemented into the finite element computational software ABAQUS, making
use of an external subroutine written in FORTRAN language. Several examples of
geotechnical and structural problems with materials ruled by von Mises and Drucker-Prager
failure criteria are analyzed. The results obtained with this formulation prove to be very close
to those obtained through analytical solutions. At last, the non-linear elastic relation is used in
the determination of the resistance domain of porous media with different levels of porosity.

Keywords: limit load; limit analysis; plasticity; non-linear elasticity.
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1. INTRODUCAO

1.1. GENERALIDADES

A determinacao da carga de colapso de uma estrutura ¢ de fundamental importancia para o
engenheiro projetista. Tal determinagao ¢ tradicionalmente feita através de uma analise elasto-
plastica evolutiva, até o colapso da estrutura. Esta metodologia, porém, acarreta um alto custo
computacional quando da andlise de estruturas complexas, em fun¢do do procedimento

incremental-iterativo inerente ao processo.

Tal dificuldade motivou a criacdo de métodos alternativos e eficientes para a estimativa da
carga de colapso de estruturas de uma maneira mais simples e direta. Estes métodos sdo
caracterizados por evitarem a analise passo a passo do problema e, apesar de nao
apresentarem a solucdo completa ao longo da evolugao do carregamento, permitem ao
engenheiro obter uma excelente estimativa acerca da carga de colapso da estrutura. O
desenvolvimento de tais métodos ¢ objeto da analise limite, que ¢ baseada nos teoremas

classicos dos limites inferior (estatico) e superior (cinematico).

Assim, a informacao mais importante obtida a partir da andlise limite ¢ a carga limite (ou
carga de colapso), que ¢ a carga para a qual um evento critico ocorre, ou seja, o colapso
plastico (deformagdes indefinidamente crescentes sob um carregamento constante).
Adicionalmente, outros resultados que podem ser obtidos sdo um possivel mecanismo de
colapso, nao sendo necessariamente unico para um dado sistema de carregamento externo, e

um campo de tensdes admissiveis no colapso pléstico, este sim sendo necessariamente inico.

1.2. BREVE HISTORICO

Galileu ¢ considerado o primeiro cientista a determinar a carga de colapso de uma estrutura.
Em seu livro Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze, de 1638, cle
investiga a resisténcia a fratura de uma viga engastada-livre de madeira, submetida a um

carregamento na sua extremidade livre (Timoshenko, 1953).
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Uma outra referéncia na determinagdo de cargas limites de estruturas ¢ o trabalho de Coulomb
de 1773 intitulado Essai sur une application des regles de Maximis et Minimis a quelques
Problemes de Statique, relatifs a |’Architecture (Salengon, 1983). Nele, Coulomb determina,
entre outros, a resisténcia ultima de um pilar em compressdo, a estabilidade de um muro de
contencdo e de um arco de alvenaria. Além disso, define com precisdo os conceitos de atrito e

de coesdo de um material.

Os teoremas fundamentais da anélise limite (o teorema estatico e o teorema cinematico) foram
primeiramente formulados por Gvozdev (1936, apud Yu, 2006). Uma fundamentacdo mais
precisa e completa de ambos os teoremas foi mais tarde apresentada por Hill (1951; 1952),
onde a hipdtese de um material rigido-plastico perfeito foi levada em consideragao.
Paralelamente, Drucker ef al. (1952) verificaram que o estado de tensdes permanece constante
durante o colapso pléstico, provando que os teoremas do limite superior e inferior da andlise

limite sdo validos para materiais elasto-plasticos perfeitos.

Embora os teoremas classicos do limite superior e inferior da andlise limite terem sido
estabelecidos na década de 1950, solugdes analiticas completas para as cargas limites sdo
dificeis de serem obtidas para estruturas com formas geométricas e condigdes de
carregamento complexas (Liu et al, 1995). O rapido progresso nas técnicas de elementos
finitos € em programag¢do matematica nos ultimos anos, no entanto, tornou possivel

desenvolver métodos numéricos para a analise limite de estruturas.

A programacao linear foi bastante utilizada para a determinacdo de cargas limites. Com ela, a
superficie de ruptura do material é substituida por uma superficie poliédrica, fazendo com que
o numero de incégnitas e o numero de restricoes do modelo aumentem consideravelmente.
Contribuicdes representativas dessa abordagem sdo dadas por Anderheggen e Knopfel (1972),
Christiansen (1981), Andersen e Christiansen (1995) e Christiansen (1996).

Na maioria dos casos, o critério de resisténcia do material ¢ ndo-linear, utilizando-se
programacao nao-linear na formulagdo do modelo de analise limite. Os trabalhos de
Belytschko e Hodge (1970), Liu et al. (1995), Andersen et al. (1998) e Sloan e Lyamin (2002)

ilustram a utilizagdo da programacao nao-linear para a determinag@o de cargas limites.
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1.3. APLICACOES DA ANALISE LIMITE

Aplicacdes da andlise limite t€ém sido feitas em diferentes tipos de estruturas. Dentre elas,

merecem destaque as aplicagdes em cascas, placas, solos e meios heterogéneos.

Resultados significativos t€ém sido obtidos através da aplicagdo da analise limite em cascas e
placas. Procedimentos numéricos cldssicos, tal como o método das linhas de ruptura, tém
provido solucdes fechadas para a carga limite de placas e cascas de geometria simples, como
pode ser observado nos trabalhos de Massonnet e Save (1966) e Lubliner (1990). Com o
auxilio do Método dos Elementos Finitos, importantes desenvolvimentos tém sido observados

na analise limite destas estruturas, como mostra Pastor e Turgeman (1982) e Franco e Ponter

(1997).

Na engenharia geotécnica, a andlise limite tem sido aplicada principalmente para a verificacao
da estabilidade de taludes e muros de contengdo e para a obtencao da capacidade de carga de
fundagdes. Contribuigdes significativas nessa area podem ser ilustradas pelos trabalhos de

Sloan (1988; 1989), Sloan e Lyamin (2002) e de Buhan e Maghous (1995).

Mais recentemente, a combinagdo da teoria da homogeneizagdo com a teoria da andlise limite
tem permitido a obtengdo das cargas limites ¢ do dominio de resisténcia macroscopico de um
material composito a partir do conhecimento das resisténcias e do comportamento dos
materiais constitutivos. Os trabalhos de Francescato e Pastor (1997) e de de Buhan ef al.

(1998) indicam bem o desenvolvimento dessa area.

1.4. OBJETIVOS E METODOLOGIA

A aplicagdo direta dos teoremas da andlise limite para a determinagdo analitica das cargas de
colapso ¢ possivel somente em estruturas com geometria e carregamentos simples. Em
situagdes mais complexas, faz-se necessaria a utilizagdo de procedimentos numéricos, tal
como o Método dos Elementos Finitos juntamente com as idéias da andlise limite, para a
determinagdo das cargas limites. Porém, esta estratégia conduz eventualmente a dificuldades

numéricas, particularmente para cargas proximas a de colapso.

Neste trabalho, busca-se determinar a carga de colapso para diferentes estruturas através de
uma alternativa que consiste em simular assintoticamente o comportamento elasto-plastico do

material constituinte mediante uma relagdo eléstica ndo-linear, durante um trajeto de carga
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monotonicamente crescente. Dois critérios de resisténcia serdo considerados: o critério de
resisténcia de von Mises (1913, apud Yu, 2006) e o de Drucker-Prager (Drucker e Prager,
1952).

A relagdo eléstica ndo-linear que simula o comportamento do material serd implementada no
programa comercial de elementos finitos ABAQUS, através de uma sub-rotina externa ao
programa escrita em linguagem de programacao FORTRAN. Diversos exemplos de estruturas
serdo modelados e as cargas limites obtidas com essa formulagdo serdo validadas,

comparando-as com solucdes analiticas ja existentes.

Por fim, sera estudado o comportamento de meios porosos, através da aplicagcdo das leis de
comportamento elasticas nao-lineares e técnicas de homogeneizacao. A partir desse estudo,
serdo determinados os dominios de resisténcia de meios porosos com diferentes niveis de

porosidade.

1.5. ESTRUTURACAO DO TRABALHO

O presente trabalho, que trata da determinacdo das cargas limites de estruturas através de uma
formulagdo em -elasticidade ndo-linear, estd organizado em 6 capitulos. O Capitulo 1

apresentou o tema da pesquisa, sua relevancia e seus objetivos.

No Capitulo 2 sdo estabelecidas as bases tedricas que sustentam a posterior implementacao
das leis constitutivas dos materiais e a resolu¢do dos problemas. As suposi¢des e hipoteses
que sdo necessarias na formulagao classica da anélise limite sdo explicadas. Sdo apresentadas,
de forma mais detalhada, o contexto da analise limite e os teoremas do limite inferior e
superior que a norteia, baseados principalmente nos livros de Salencon (1983) e de Chen ¢
Han (1988). Ao final do capitulo, uma breve explicagdo da formulag¢do em elasticidade ndo-

linear utilizada para a determinagdo de cargas limites ¢ dada.

O critério de resisténcia de von Mises e a formulacdo em elasticidade nao-linear para esse
critério sdo apresentados no Capitulo 3. Varios exemplos numéricos sdo analisados, ¢ a
eficiéncia e a precis@o das analises sdo discutidas, comparando-se com resultados disponiveis

na literatura.
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De maneira analoga, no Capitulo 4 ¢ apresentado o critério de Drucker-Prager ¢ a sua
formulacao em elasticidade nao-linecar. A eficacia do método ¢ determinada através da

modelagem de determinados problemas estruturais.

Dominios de resisténcia de meios porosos com matriz sélida regida pelos critérios de von

Mises e Drucker-Prager sdo determinados no Capitulo 5.

Com o Capitulo 6, buscou-se documentar as conclusdes da pesquisa e também apresentar

sugestdes para trabalhos futuros.

1.6. HIPOTESES E NOTACOES

1.6.1. Hipoteses

Duas hipoteses basicas sdo requeridas na demonstracao dos teoremas da andlise limite:

a) material elasto-plastico perfeito: o material exibe plasticidade perfeita, sem

endurecimento ou amolecimento;

b) supdem-se pequenas deformacgdes na estrutura: mudangas na geometria da
estrutura que ocorrem na carga de colapso sdo desprezaveis, assim como

efeitos de 2% ordem (ndo-linearidade geométrica).

Além destas hipoteses, leva-se em conta que os efeitos dindmicos sdo insignificantes; o
processo de carregamento ¢ considerado quase-estdtico. A independéncia do tempo e da

temperatura ¢ também adotada.

Adicionalmente, toma-se em todos os problemas analisados a premissa da monotonicidade do
carregamento, sendo que o efeitos de alivio de tensdes durante este carregamento ¢

desconsiderado.

1.6.2. Notagodes

As seguintes notagdes sdo utilizadas ao longo do trabalho, a menos que sejam definidas

diferentemente em algum ponto especifico do texto:

(a) vetores sdo representados por um simbolo sublinhado com um trago: x, u ;
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(b) tensores de segunda ordem sdao representados por um simbolo duplamente

sublinhado: o, &;

4

(c) a derivagdo em relacdo ao tempo ¢ representada por um ponto sobre a

grandeza considerada: f, u, &;

(d) os sobrescritos e e p referem-se a termos elasticos e plésticos, respectivamente:

e P

’

IS
()

Convengdo: as tensoes sdo consideradas positivas em tracao.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1. INTRODUCAO

Para a solugdo de um problema de valor de contorno na mecanica dos sélidos deformaveis,
trés condigdes basicas sdo necessdrias: as equacdes de equilibrio de tensdes, as relagdes
tensdo-deformagdo e as condi¢des de contorno (Chen e Liu, 1990). Em geral, uma infinidade
de estados de distribui¢do de tensodes ira satisfazer as condi¢des de contorno em tensdes, as
equagdes de equilibrio e o critério de resisténcia, e um numero infinito de modos de
deslocamento do corpo serdo compativeis com as possibilidades de deformagdo do corpo no
continuo. Na teoria da elasticidade, utilizando-se as relagdes tensdo-deformagdo, pode-se
determinar uma solu¢do unica para um estado de tensdes ou deslocamentos dado. Entretanto,
para um material elasto-plastico, ha como regra que o desenvolvimento da solucao se da em
trés estagios, quando as cargas aplicadas gradualmente crescem a partir do zero: a resposta
elastica inicial, o fluxo pléstico restrito e o fluxo plastico livre. A solucdo completa do
problema através dessa abordagem €, em geral, bastante complexa, e sdo necessarios métodos
que estimem a capacidade de carga de uma maneira mais direta. A andlise limite ¢ o método
que fornece uma declara¢do definitiva acerca da carga de colapso sem realizar uma analise

elasto-plastica passo a passo.

Neste capitulo, as relagdes fundamentais e as bases tedricas que fundamentam a analise limite,
dentro das hipoteses expressas na Secao 1.6.1, serdo revisadas. As formulagdes da analise
limite, baseadas em teoremas limites classicos, serdo estabelecidas e discutidas. Finalmente,
uma explicacdo geral da abordagem utilizada neste trabalho para a determinacdo da carga de

colapso de estruturas sera dada.

2.2. RELACOES GERAIS EM PLASTICIDADE

A definicdo da andlise limite cldssica ¢ baseada em uma série de fundamentos que serdo
explicados nesta se¢do, tais como o modelo do material, o postulado de estabilidade de

Drucker e a regra de normalidade.
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Ao longo deste trabalho, o modelo estrutural genérico utilizado ¢ um dominio fechado Q
ocupado inteiramente por um material elasto-plastico perfeito (Figura 2.1). A fronteira 0Q

deste corpo consiste de duas regides, S, e S,. A velocidade u esta prescrita sob a forma
ii(x)=»" em cada ponto x=(x, x,, x;) de S,. Sobre S, e no interior de Q, forgas de

superficie 7 e de volume b sdo prescritas, respectivamente.

Figura 2.1: Modelo estrutural.

2.2.1. Modelo do material

Em muitas situagdes praticas, supde-se que o material apresenta um efeito de endurecimento
desprezavel, isto €, o seu diagrama uniaxial tensdo-deformagao apds o ponto de plastificacdao
pode ser aproximado por uma linha reta horizontal (Figura 2.2). Assim, supde-se que a
deformacdo plastica ocorre sob um nivel constante de tensdo. Este comportamento ¢ chamado
de comportamento pléstico perfeito, e ¢ através deste comportamento que os teoremas do

limite inferior e superior da andlise limite sdo estabelecidos.

ok
carga
WA
o |- 7
1
1
y
' descarga
AN
II
1
0 » 3 B &
= & - t— &

Figura 2.2: Modelo elasto-plastico perfeito no caso unidimensional.
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Para tensOes suficientemente pequenas satisfazendo |a| <o,, 0 material se comporta

elasticamente. Neste caso, a lei de Hooke afirma que
) (2.1)

onde o, ¢ a tensdo de escoamento, ¢° ¢ a deformacdo elastica e £ ¢ o modulo de elasticidade

longitudinal do material. Esta relacao linear representa a parte 0-1 do modelo da Figura 2.2.

Quando a tensdo atinge o valor o, pode-se observar fluxo plastico livre sob tensdo constante

o (parte 1-2 da Figura 2.2). Durante este fluxo, ndo ha incremento de tensdo. Com um valor

de o, pode haver vérios valores associados de deformagao.

Para um material elasto-plastico perfeito, durante o processo de descarga, o material se

comporta puramente elasticamente. A descarga ¢ ilustrada pela linha 2-3 paralela a linha

inicial 0-1. A lei de Hooke relaciona incrementos de tensao do e deformacao de°, sendo o

incremento de deformacgao plastica nulo, de forma que

de =— e de’ =0. (2.2)

Ap6s a descarga, uma quantidade de deformagao plastica &” permanece no material.

Durante um certo processo de carregamento, a deformagdo total no material pode ser

expressa, considerando-se a hipotese de pequenas deformacdes, pela soma da deformagdo

elastica &° e da deformacao plastica £” como

e=&+¢g’. (2.3)
A relacdo (2.3) também ¢ valida para taxas de deformacao, isto €,

E=¢E°+¢&". (2.4)

Na observancia da hipotese (b) da Secdo 1.6.1, as relagdes (2.1) a (2.4) podem ser aplicadas

para os tensores de tensdes o, de deformagdes ¢, de deformagdes elasticas &°, de
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deformagdes plasticas ¢”, de taxas de deformagdes elasticas £° e de taxas de deformagdes

plasticas £”.

2.2.2. Critério de resisténcia para materiais elasto-plasticos perfeitos

A ruptura (falha) de um material ¢ usualmente definida em termos de sua capacidade de
sustentar um carregamento. Entretanto, para materiais elasto-plastico perfeitos, o escoamento
em si implica em falha, logo a tensdo de escoamento ¢ também o limite de resisténcia do

material (Chen e Han, 1988).

Para materiais isotropicos (para os quais suas propriedades invariam ante uma transformagao

de coordenadas), o critério de resisténcia pode ser geralmente expresso sob a forma

f(O'l, o,, 0, k;, kz,...)SO, (2.5)

onde f ¢ uma funcdo de resisténcia que depende das tensdes principais o,, 0, € o, € das

constantes k, k,, ... do material. Alternativamente, pode-se escrever a funcdo (2.5) como
f(ll’ JZ’ J3> kla k29---)S07 (26)

onde /; ¢ o primeiro invariante do tensor de tensdes o e J, e J3 sdo o segundo e o terceiro

invariantes do tensor desviador de tensoes s .

A fungao de resisténcia (2.6) define uma superficie de ruptura no espago das tensoes, dada por

f (g) =0. O fluxo pléstico pode ocorrer somente em pontos sobre a superficie de ruptura.

Estados de tensdao para os quais f (g) >0 ndo sdo possiveis e f (g)<0 corresponde ao

comportamento elastico.

2.2.3. O postulado de estabilidade de Drucker

Um material ¢ definido como estavel, segundo o postulado de Drucker, se satisfaz as

seguintes condicoes:

a) durante a aplicacdo de um conjunto de for¢as num corpo, o trabalho realizado

pela acdo externa nas mudangas de deslocamentos que ele produz € positivo;
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b) em um ciclo de aplicacao e remocao de um conjunto de for¢cas num corpo, o
novo trabalho realizado pela a¢dao externa nas mudangas de deslocamentos que

ele produz ¢ ndo-negativo.

Os postulados acima podem ser matematicamente representados por

G,,>0 2.7)

§6,4,>0, (2.8)

respectivamente, onde fﬁ ¢ a integral tomada sobre um ciclo completo de carga e descarga,

0, € a taxa com que as tensdes sdo adicionadas ao corpo e &; € a taxa de deformagio

produzida. Para um modelo elasto-pléstico perfeito, o material é estavel segundo Drucker. Ou
seja, o trabalho realizado pelo carregamento adicional € positivo se deformagdes plésticas sao
produzidas e nulo se as deformagdes sdo puramente elasticas durante o ciclo. O postulado de
Drucker impde significativas restri¢des na forma da superficie de ruptura e na regra de fluxo,

como observado a seguir.

2.2.4. Lei de fluxo e normalidade

Para materiais que sdo definidos como estaveis segundo o postulado de Drucker, a regra da

normalidade afirma que o vetor representando a taxa de deformagéo plastica £” tem diregdo
normal a superficie de ruptura f (g) =0 nas regides suaves e aponta para fora dela. Nos

pontos angulosos da superficie, £” situa-se entre vetores normais adjacentes. Pode-se

escrever, numa forma geral, que

P _ 1
_zag, (2.9)

(8

onde A>0 ¢ denominado multiplicador pléstico. A equacdo (2.9) é chamada de lei de fluxo
associada, pois esta associada a superficie de ruptura do material (a superficie de ruptura

coincide com a superficie de potencial plastico), e é representada na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Representacao da lei de fluxo associada.

2.2.5. Convexidade da superficie de ruptura

Materiais que obedecem ao postulado de Drucker t€ém a sua superficie de ruptura f (g) =0
convexa no espago de tensdes o . Este principio implica que aplicando-se um incremento de
carga num corpo, fazendo com que o estado de tensdes iniciais g* que se encontra no interior
da superficie de ruptura passe para o estado de tensdes o, este sobre a superficie de ruptura.

Em seguida promove-se o descarregamento do corpo novamente para o estado de tensdes o,

sendo o postulado de Drucker dado pela seguinte relagao:

(o*—a*):g'p > 0. (2.10)

Assim, para uma superficie de ruptura f (g) =0 fixada num espaco de tensdes
tridimensional, cada plano tangente a superficie nunca pode interceptar a mesma, do contrario

o produto escalar da expressdo (2.10) poderia resultar em um valor negativo.

Materiais elasto-plasticos perfeitos obedecem ao postulado de estabilidade de Drucker, a regra

da normalidade e suas superficies de ruptura sdo convexas.
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2.2.6. Principios do trabalho virtual

Para que os teoremas da andlise limite sejam comprovados, a equacdo dos trabalhos virtuais
deve ser satisfeita. Sabe-se que a aplicagdo da equagdo dos trabalhos virtuais requer que
somente pequenas mudangas ocorram na geometria do corpo. Na andlise limite, supde-se que
as mudancas na geometria no instante do colapso sdo pequenas, de maneira que as dimensdes

originais indeformadas sdo utilizadas nas equagdes de equilibrio.

Um campo de tensdes ¢ um campo de for¢as podem ser chamados de estaticamente

admissiveis se eles satisfazem a equagao de equilibrio e as condi¢des de contorno

divo+b=0 em Q,

(2.11)
-n=T sobre §,,

(S}

onde div denota o operador divergéncia e n ¢ a normal exterior a Q.

De maneira andloga, as taxas de deformagdo e os campos de velocidade cinematicamente

admissiveis sd3o os campos que satisfazem a equagdo cinematica
. .
g, _E(uw. +i,,) em O (2.12)

e as condi¢Oes de contorno cinematicas

u=v" em S . (2.13)

u

O principio do trabalho virtual estabelece o estado de equilibrio entre o campo de tensdes
internas ¢ um campo de forgas externas atuando no corpo. Ele afirma que o trabalho virtual

feito por um possivel campo de tensdes estaticamente admissivel o num campo de
deformagdes virtuais o¢ ¢ igual ao trabalho virtual feito por um sistema de forcas externas
(Z ,12) no deslocamento virtual du associado com as deformagdes virtuais o¢ . Portanto,

[o:6cd= [T-6uds,+ [b-6udQ. (2.13)
Q

5 0
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O principio da poténcia virtual pode ser derivado do principio acima, substituindo a
deformagdo virtual o0& e o deslocamento virtual du por taxas de deformagdo o6& e de

velocidade ou virtuais. Ou seja,

[o:6¢d= [T-sids,+ [b-5id. 2.15)
Q oQ Q

2.3. ANALISE LIMITE

O objetivo principal da analise limite ¢ determinar a carga de colapso de uma determinada
estrutura. Ela pertence a uma classe de métodos diretos por nao considerar a historia completa
de carregamento nem envolver uma analise passo a passo. No instante do colapso plastico,

também € possivel obter informagdes acerca do campo de tensdes e do mecanismo de colapso.

2.3.1. Carregamentos limites de um sistema

O comportamento mecanico do sistema ¢ representado por um modelo elasto-plastico

perfeito. A este comportamento associa-se um critério de resisténcia f ( g) <0, sendo a lei de

fluxo associada.

Um carregamento () ¢ considerado suportavel pelo sistema se for estaticamente admissivel

(ou seja, deve verificar a equagdo (2.11)) e respeitar o critério de resisténcia em todos os
pontos do sistema. O conjunto dos carregamentos potencialmente suportaveis ¢ designado por

K, e ¢ matematicamente expresso por

K={0|3 g BA ¢ f(g)<0 VxeQl (2.16)

onde E.A. denota estaticamente admissivel. K ¢ um dominio convexo de R", onde n designa
um numero finito de pardmetros de carregamento. Assim, um carregamento ¢ suportavel caso
se encontre no interior do dominio K. Os carregamentos que se encontram sobre a fronteira de
K sao designados carregamentos limites. A Figura 2.4 ilustra o dominio dos carregamentos

potencialmente suportaveis, para um modo de carregamento de 2 parametros, O, ¢ Q .
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|
Ql X
Y
=
/’—r’/
K 2 0
Yy
A AN 4
O -
\‘/ Qk
Q0 € K — Q suportavel

Qe dK — O limite

Figura 2.4: Dominio de K.

Algumas propriedades acerca dos carregamentos limites podem ser enunciadas:

a) o carregamento limite sobre um trajeto de carregamento ¢ independente das
tensoes iniciais;
b) sdo independentes do trajeto de carga;

¢) sdo independentes das caracteristicas elasticas lineares do material constitutivo;

d) sua determinacdo pode ser feita diretamente, sendo desnecessario resolver o
problema elasto-pléstico passo a passo ao longo de trajeto de carregamento, a

partir do estado inicial conhecido.

A determinagdo analitica de K ndo é, em geral, possivel. Assim, utilizam-se os teoremas
estatico e cinematico da analise limite para aproximar-se de K pelo interior e pelo exterior do

dominio, respectivamente.

2.3.2. Aproximacao pelo interior de K

A aproximagao pelo interior de K ¢ feita levando-se em conta o teorema do limite inferior da
analise limite, que afirma que se a carga atuante tem uma magnitude que permita encontrar
um campo de tensdes, satisfazendo as condi¢des de equilibrio no interior € no contorno, € em
qualquer ponto do corpo essas tensdes estejam satisfazendo o critério de resisténcia do
material, entdo a carga atuante ¢ menor ou no maximo igual a carga de colapso da estrutura

(Chen e Liu, 1990). Esse enunciado pode ser sintetizado abaixo:
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¢ E.A.
—>Q0(oc) e K. (2.17)
f(g)SO VxeQ _(=)
Essa abordagem ¢ de dificil aplicacao pratica, pois ndo ¢ trivial visualizar campos de tensao

estaticamente admissiveis em uma estrutura qualquer, que satisfagcam o critério f (g) <0.A

Figura 2.5 mostra a aproximacao pelo interior de K.

carregamento
suportavel

Figura 2.5: Aproximacao estatica pelo interior.

2.3.3. Aproximagdo pelo exterior de K

A aproximagcao pelo exterior de K ¢ feita levando-se em conta o teorema do limite superior da
analise limite, que afirma que considerando-se um campo de velocidades cinematicamente
admissiveis, uma carga que realize poténcia externa igual a poténcia interna plastica de
deformacdo, para o campo de velocidades em questdo, sera maior ou igual a carga de colapso

(Chen e Liu, 1990).

O enunciado fundamental da abordagem cinematica ¢ dado por:

Q¢eK, Vy C.A. nosistema,

VQe
Fo (Q,Y)zQ.g(z)g{n(g,g(ﬁ))m+{ﬁ(§,ﬁ(£>,ﬂy<£>ﬂ>d2, (2.18)

onde v denota um campo C.A. (cinematicamente admissivel) de velocidades virtuais. X

designa o conjunto das superficies de descontinuidade dos campos de velocidades localizadas
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[[\_/(g)]], sendo Q()_c) os vetores normais a essas superficies. O termo ¢ representa a taxa de

deformagdo virtual. P (Q v) ¢ a poténcia virtual do carregamento Q; q'(x_/) ¢ a taxa de

deformacao virtual do sistema. As fun¢des 7 sdo definidas por:

ﬂ(g,ﬁ'(g)) :max{g(g) g()_c) | f(g)ﬁ O} , (2.19)

7(x.n(x),[v(2)]) = max {[v(2)]- o (x). n(x) | /(2)<0}, (2.20)

e representam fungdes de apoio do critério de resisténcia ou, num contexto mecanico, a
densidade de poténcia resistente maxima. As fungdes 7 sdo tabeladas para diferentes critérios
de resisténcia e, integradas sobre os dominios Q e X, representam a poténcia resistente

maxima do sistema, dada por
P, = [r(xé )dQ+f (x.n(x).[u(x)]) a2 2.21)

As expressoes (2.18) surgem como uma condigdo necessaria a ser satisfeita por todos os

carregamentos potencialmente suportaveis, sendo concisamente escritas como

Vv C.A. no sistema,

K<|p (0v)<P, ().

(2.22)

Considerando-se v, o campo de velocidades virtuais cinematicamente admissiveis, calcula-se

P (y) a partir das expressdes conhecidas das fun¢des 7 e calcula-se P (Q v) Qg(\_z),

rm

onde g(x_/) ¢ conhecido. O dominio K ¢é incluso no semi-espago de R" definido pela

inequagado (2.22). Repetindo-se a operagdo para diversos campos v, obtém-se rapidamente

uma aproximacao pela parte externa ao dominio K, como mostra a Figura 2.6.

Mostra-se que, como regra, campos de velocidade sdo mais faceis de se supor que campos de
tensao e, portanto, em muitos casos somente estimativas de cargas limites pelo teorema do
limite superior sao disponiveis (Lubliner, 1990). De particular importancia sdo os campos de
velocidade chamados de mecanismos, nos quais a deformacdo é concentrada em pontos,

linhas ou planos, com as partes restantes do sistema se movendo como corpos rigidos.
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~.

Figura 2.6: Aproximacao cinematica pelo exterior.

2.4. DETERMINACAO DE CARGAS LIMITES ATRAVES DE UMA LEI
ELASTICA NAO-LINEAR

Considera-se um sistema material Q submetido a um carregamento Q representando as

solicitagdes, definidas através da prescricao de forcas ou deslocamentos. Para a determinagao
das cargas limites € necessaria a resolucdo incremental de um problema elasto-plastico ou a
aplicacdo dos teoremas da analise limite. Em numerosas situagdes, leva-se em conta que
ambas as estratégias dao origem a dificuldades numéricas quando o regime de escoamento
plastico livre € atingido. Dai resultam estimativas imprecisas das cargas limites da estrutura

considerada, juntamente com tempos de calculo computacional bastante elevados.

Adota-se aqui uma abordagem que consiste em simular o comportamento elasto-plastico
perfeito do material por uma relacdo tensdo-deformacdo do tipo eldstico ndo-linear,
compativel com o critério de plasticidade do material constitutivo, e seguir o estado de

tensOes o do material ao longo de um trajeto de carregamento monotonico, conforme mostra
a Figura 2.7. A relagdo tensdo-deformagdo € construida de maneira que o satisfaga sempre o

critério de resisténcia do material, em todos os pontos de Q. Este método fornece,

teoricamente, uma aproximacao pelo interior do dominio de carregamentos limites.
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comportamento elasto-
plastico perfeito ~

7
z
7
’

4 [\\ comportamento
elastico nao-linear

&y

Figura 2.7: Comparag¢ao entre o comportamento elasto-plastico
perfeito do material € o comportamento elastico nao-linear.

No desenvolvimento da lei eldstica ndo-linear que simula o comportamento do material, sdo

introduzidas as seguintes notagoes:

a) para o tensor de tensodes o,

1 P
-0, = 3 tro (tensdo média);
-s=og-o0,1 (tensor desviador de tensdes);
-0, =518 (modulo do tensor desviador de tensoes);

b) para o tensor de deformagdes &,

-g, =tre (deformacgao volumétrica);
1 . ~
-§,=¢E —ggvl (tensor desviador de deformagdes);
- &, =4JE, 1€, (modulo do tensor desviador de deformacgodes).
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3. MATERIAL DE VON MISES

3.1. CRITERIO DE RESISTENCIA

O critério de resisténcia de von Mises (1913, apud Yu, 2006) ¢é escrito como

fle)=7, -k, (3.1)

onde J, é o segundo invariante do tensor desviador de tensdes s, dado por

J, = (3.2)

N | =
lIta
(112}

e k ¢ o limite de resisténcia em cisalhamento simples, que para um material perfeitamente
plastico, equivale a uma constante. O limite em tracdo simples ¢ igual a k3 ; o limite em

compressao simples vale NS

No espago R’ de tensdes principais {o,,0,,0,}, o dominio de resisténcia ¢ convexo e
definido por f (g) <0, podendo ser representado por um cilindro circular reto, com eixo

coincidente com o eixo hidrostatico (o, = 0, = 0,) e de raio 2 (Figura 3.1).

eixo —
hidrostatico -~ -

O3

o
\_/ dominio de
resisténcia

Figura 3.1: Dominio de resisténcia de von Mises.
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As fungdes de apoio do critério, necessarias na abordagem cinematica da analise limite, sao

dadas para um campo continuo de velocidades por

7
5 (3.3)
ﬁ(')=k,/2tr(£) se tr£=0;

e para um campo descontinuo (onde mecanismos sao presentes) por

):+oo se tré#0),

.

IIn

E(Q,HVII)=+OO se [y]].g;to,

ﬂ(g,[[y]]):k‘[[\_zm se [[y]].Q:O.

(3.4)

3.2. DESCRICAO DO METODO

A lei eléstica ndo-linear que simula o comportamento do material ¢ descrita a seguir. Supde-se
em toda a seqii€ncia que a plasticidade do material ¢ perfeita e regida por um critério do tipo

von Mises, que pode ser escrito, alternativamente a (3.1), como
f(g)=0,-k2<0, (3.5)

onde o escalar k designa o limite em cisalhamento simples do material. Ou, de maneira

analoga,
f(2)=q-k3<0, (3.6)
onde ¢ ¢ a tensdo equivalente de von Mises, dada por

(3.7)

Y [0}
(11!
1§

q =
O comportamento do material constitutivo ¢ esquematizado na Figura 3.2.

Como o critério (3.5) leva em consideracdo apenas o segundo invariante do tensor desviador

de tensoes, propde-se construir uma lei elastica ndo-linear ficticia da forma

a=Kel+2u(e,)e,, (3.8)
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sendo que os coeficientes K (constante) e x>0 representam respectivamente o modulo de

compressdo e o modulo de cisalhamento elasticos.

o,

kN2

& g,

Figura 3.2: Comportamento do material constitutivo.

A relacdo (3.8) pode ser reescrita sob a forma
o, =Keg, e s=2u(e,)g, - (3.9)

A estratégia adotada consiste em escolher a lei ndo-linear ficticia de maneira que o tensor de

tensbes o dado por (3.8) satisfaca em cada ponto do dominio € o critério f para qualquer

valor de ¢:

ve  f(g)=0,-kN2<0. (3.10)

Durante o trajeto de carregamento monotonico, quando a carga Q tende para o valor limite, a

estrutura QQ vai sofrer deformagdes (difusas ou localizadas) que correspondem, no material

elasto-plastico, a um regime de escoamento plastico livre. As zonas referidas sdo
caracterizadas por uma taxa de deformagdo plastica g”’ # 0. O teorema de associagao indica,
por sua vez, que para essas zonas ¢ deve atingir o critério f. Escolhe-se entéo a lei elastica
ndo-linear ficticia de maneira que o tensor de tensdes o dado por (3.8) atinja o critério f

assintoticamente, ou seja, quando a deformagdo torna-se grande em relagdo a um valor de

referéncia.
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Seja ¢ ., uma deformacdo considerada “pequena”. Na pratica, ¢ . € uma fracdo da
ref ref

deformacao ¢, atingida no fim do regime elastico. A explica¢do dada no pardgrafo anterior é

expressa pela relagdo
f(g:ngl+2,u(gd)£d):0 quando  &,/¢,, >1. (3.11)

Tendo em vista a forma (3.5) do critério, trata-se de satisfazer o limite

lim 2u(e,)e, =kv2. (3.12)

&/ épef >

Pode-se, por conseguinte, tomar qualquer fun¢ao ,u(gd) cujo comportamento assintotico

verifique

,u(gd)~£ quando  &,/¢,, >1. (3.13)

&y

Assim, toma-se a seguinte funcao ,u(gd) para simular o comportamento assintotico:

k\/z l/gref
g, )= ., 3.14
“(2) 2 l+¢,/¢, G-14)

E possivel referenciar a lei de comportamento elastico ndo-linear através de condic¢des

isotérmicas, caracterizando-se um potencial eldstico y ( g) para o qual

(3.15)

Para um potencial z//(g) que depende da deformagdo volumétrica ¢, € do modulo do tensor

desviador de deformacdes ¢, , ou seja, v = w(gv,gd) , arelagdo (3.15) ¢ dada por

o=—"l+———¢ . (3.16)
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O potencial y (g) fisicamente representa a densidade de energia livre do material. Para o caso

do material regido pelo critério de von Mises, tem-se que
1 2 ~
t//(gv,ed)nggv +3(g,), (3.17)

onde S(ed) indica uma funcdo dependente de &,. Comparando-se (3.16) com (3.17)

verifica-se que

g=Kel+2u(e,)e,, (3.18)
com
1
2u(e,)=—3"(&,). (3.19)
€4

Com f ( lim 0) =0 tem-se que ,u(gd) ~2—2k (equacdo (3.12)). Inserindo-se este limite em

cd e Z c,
(3.19), obtém-se

3'(e,)~ 2k, (3.20)
de onde

3(g,)~V2ke, (3.21)

para esse nivel de tensdes desviadoras.

Resta assegurar que a escolha da regra de escoamento plastico para a plasticidade associada

seja satisfeita no regime assintdtico. Para um dado material, a taxa de deformagao plastica g’p
esta alinhada na mesma direg¢do que Jf /0o (ou seja, na mesma direcdo de s). Quando a
carga limite ¢ atingida, o sistema material estd em escoamento plastico livre e a taxa de
deformagdo £ ¢ igual a taxa de deformag@o plastica g’p . Isto significa que £ ¢ ela mesma

alinhada e de mesma dire¢do que Jf /0o . Toma-se a hipotese que ﬁ'zg’p permanece
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constante quando @ tende a carga limite. Resulta nestas condi¢cdes que o tensor de

deformagdes ¢ alinha-se sobre of /0o :

i A>0. (3.22)
g

5

Reconsidera-se a lei ndo-linear ficticia definida pelas relagdes (3.8) e (3.13). Com o médulo

de compressdo K sendo escolhido constante, observa-se que para grandes valores de ¢,/¢,,,

o material ficticio torna-se incompressivel:

im A(50)

eq/ Epef P K

= 0. (3.23)

Sabendo-se que o, = K&, assume valores finitos em regime assintotico, tem-se que a rela¢do
g,/ €, tende a zero. Isto exprime exatamente que ¢ se alinha sobre J0f /0o e que a regra de

normalidade para o critério de von Mises ¢ assintoticamente verificada no ambito da lei nao-

linear ficticia.

3.3. VALIDACAO DO METODO

3.3.1. Cubo submetido a compressao simples

Um cubo de aresta a, cujo material € regido pelo critério de von Mises e possui resisténcia ao
cisalhamento simples k&, apresenta uma carga limite, quando submetido a uma tragdo ou

compressdo simples, dada por

P

lim

~5,S, (3.24)

onde S ¢ a 4rea submetida ao carregamento e o, ¢ o valor limite de resisténcia em tragdo ou

compressao simples, relacionado a k através de
o, =k3. (3.25)

Neste exemplo, modelou-se um oitavo do cubo, conforme mostra a Figura 3.3. Utilizou-se um
elemento finito do tipo hexaedro linear. Para simular o efeito de uma compressao simples,

aplicou-se um deslocamento & na face superior.
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Figura 3.3: Cubo sob carga de compressao, sendo modelada a oitava
parte em destaque.

A partir do deslocamento aplicado, obtém-se o valor da carga limite em funcao da lei eléstica
ndo-linear implementada. Como paradmetros iniciais do problema, estabeleceu-se para a

deformag@o de referéncia o valor de ¢, =0,0001 e para o coeficiente de Poisson o valor de

v=0,49 (pois a medida que ¢,/ ¢,, aumenta, o material ficticio torna-se incompressivel;

assim, tomou-se um valor alto para o coeficiente de Poisson desde o inicio da andlise). Tais
parametros sdo inseridos na sub-rotina UMAT (ver Apéndice A), que implementa a lei

constitutiva do material.

Para o exemplo numérico, adotou-se a=2m e k=100MPa, com um deslocamento

aplicado de 6 =-0,01 m. O campo de deslocamentos na direcdo do deslocamento aplicado ¢

mostrado na Figura 3.4.

Deslocamento [m] na diregao 2

+0.000e+00
-8.333e-04
-1.667e-03
-2.500e-03
-3.333e-03
-4.167e-03
-5.000e-03
-5.833e-03
-6.667e-03
-7.500e-03
-8.333e-03
-9.167e-03
-1.000e-02

Figura 3.4: Campo de deslocamentos.

A tensdo equivalente de Mises ¢ ficou abaixo do valor k+/3 em todo o dominio, com o valor

constante de ¢ =171,8 MPa. Assim, o critério (3.6) foi respeitado.
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O valor da carga limite obtido analiticamente pela combinagao das equagoes (3.24) e (3.25) €

de A, =173,21 MN. Através da lei ndo-linear implementada numericamente, o valor

atingido para a carga limite foi de P* =171,80 MN, uma diferenca relativa de 0,8%. O

grafico carga versus deslocamento ¢ apresentado na Figura 3.5.

200,0 L
150,0 f
z
= 100,0
)
s
@ 50,0 — Solug¢ao analitica (3.24)
—O—Leinao-linear
0’0 C/ 1 1 1 1

0,000 0,002 0,004 0,006 0,008 0,010

Deslocamento vertical da face superior [m]

Figura 3.5: Gréafico carga versus modulo do deslocamento.

3.3.2. Viga submetida a um deslocamento na extremidade livre

Neste exemplo, objetiva-se determinar o valor da carga limite de uma viga engastada-livre
com comprimento /, altura d e espessura b, submetida a um deslocamento na dire¢dao

vertical de J, na sua extremidade livre, conforme mostra a Figura 3.6.

fixo

AAIAANNY

vo

Figura 3.6: Viga submetida a um deslocamento ¢ na extremidade
livre.

A viga possui material regido pelo critério de von Mises, possuindo resisténcia ao

cisalhamento simples k. A Figura 3.7 mostra a geometria tridimensional da viga com as

condig¢des de contorno aplicadas.
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Figura 3.7: Viga engastada livre.

A carga critica para a qual ocorre plastificacao de toda a se¢do proxima ao engaste, ¢ dada, em

funcao das condigdes de contorno e carregamento da viga, por (Moy, 1981):
P =—2, (3.20)

onde M, ¢ o momento de plastificagdo, que ¢ o maximo momento que a viga pode suportar. O

momento de plastificacdo pode ser calculado através da expressao (Moy, 1981):
M,=27,0,, (3.27)

onde Z, ¢ o modulo plastico da segdo transversal, que para uma viga retangular vale

Z,=bd */4 e o, ¢ o limite de resisténcia em tragio ou compressdo do material, que vale

k3 quando regido pelo critério de von Mises.

Para o exemplo numérico, adotou-se /=1m, d=0,1m, »=0,05m ¢ k=100 MPa, com

um deslocamento aplicado de 6 =-0,01 m. Efetuando-se os calculos, tem-se que a carga

limite da viga, calculada analiticamente, é de P, =21,65x10~ MN.

No programa de elementos finitos, a partir do deslocamento imposto na extremidade, o valor
da carga limite pode ser obtido através do somatorio das reacdes na diregdo vertical no
engaste da viga. Os elementos utilizados foram hexaedros quadraticos. Os parametros de

entrada na sub-rotina que implementa a lei constitutiva do material sdo v =0,49 para o

coeficiente de Poisson e ¢,,, =0,00001 para a deformagéo de referéncia.

O resultado numérico da carga limite, P"=23,03x10" MN, ¢é 6,4% superior ao valor

teorico. Porém, como foi utilizada uma abordagem pelo interior do dominio de carregamentos
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limites, esperava-se que a carga obtida numericamente fosse inferior a obtida analiticamente.
O fato de o contrario ter sido observado pode ser explicado em virtude de que a estrutura
modelada juntamente as condi¢des de contorno ndo conseguiu representar o problema teorico

(de uma viga engastada-livre), para o qual a carga limite ¢ de B, =21,65x10" MN. Além

disso, a deformagdo devido aos esforgos de cisalhamento nao foi levada em consideragdo na
determinagdo da Equagdo (3.26), o que pode acarretar numa diferenca significativa em
relagdo ao valor obtido a partir da lei ndo-linear, uma vez que o indice de esbeltez nao ¢ muito
alto (L/d=10). O grafico da Figura 3.8 apresenta a curva carga versus deslocamento

aplicado obtida através da lei elastica ndo-linear, comparando-a com a solugdo teorica.

0,025 J)
0,020

£ 0015

=

£ 0,010

) Solugdo analitica (3.26
0,005 olugdo analitica (3.26)

—O—Leindo-linear

0,000 O L 1 1 1

0,000 0,002 0,004 0,006 0,008 0,010

Deslocamento vertical da extremidade livre da viga [m]

Figura 3.8: Curva carga versus mddulo do deslocamento.

A tensdo equivalente de Mises deve ser inferior a k~/3 em todo o dominio, para que o critério
seja respeitado, sendo que tal premissa foi verificada em todos os pontos de integracdo dos
elementos. Percebe-se na Figura 3.9, que apresenta a distribuicdo das tensdes equivalentes de
Mises, a presenca de zonas com tensdo superior a k+/3 . Isso se d4 devido ao fato que o
ABAQUS extrapola os valores de tensao obtidos nos pontos de integracdo dos elementos para

os n6s dos mesmos, através das funcdes de interpolagdo. Conseqiientemente, valores maiores

que o limite k3 sdo representados.

A deformada da viga (com um fator de escala de 10 vezes) e o campo de deformacdes na

dire¢do longitudinal sdo apresentados na Figura 3.10.
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g [MPa]

3.099e+02
+1.732e+02
+1.588e+02
+1.444e+02

+1.299e+02
+1.155e+02
+1.011e+02
+E.668e+01
+7.228e+01
+5786e+01

+4.344e+01
+2.902e+01
+1.461et01

+1.897e-01

Figura 3.9: Distribui¢do das tensdes equivalentes de von Mises.

&33

+3.107e-03
[ +7.589e-03

+6.071e-03
+4.553e-03
+3.036e-03
+1.518e-03
+5.588e-09
-1.518e-03
-3.036e-03

-4.553e-03
-6.071e-03
-7.55%e-03
-3.107e-03

Figura 3.10: Deformada da viga e campo de deformagdes na direcao
longitudinal.

3.3.3. Tubo espesso submetido a um deslocamento radial

Neste exemplo, um tubo de parede espessa, de raio interno a e raio externo b, ¢ submetido a
um deslocamento radial interno ¢, conforme mostra a Figura 3.11. O valor da carga limite
(pressdo interna limite) serda comparado com aquele obtido analiticamente a partir do critério

de von Mises (Chen e Han, 1988):

Dim =2k lné. (3.28)
a
O material do tubo possui limite de resisténcia ao cisalhamento simples k. Adotando-se para

o exemplo numérico a=1m, b=2m e k=100 MPa, a pressdo interna de colapso da

estrutura, obtida analiticamente através de (3.28), ¢ de p,,, =138,63 MPa.
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Figura 3.11: Tubo submetido a um deslocamento radial.

Modelou-se apenas um quarto da secdo do tubo, em virtude da simetria, conforme mostra a

Figura 3.12. Os elementos utilizados foram quadrilateros quadraticos com integracao

reduzida, em estado plano de deformagao.

W

s W

P

Y
"L

Err] T (a)

A A A
r T = =

Figura 3.12: (a) Se¢ao do tubo modelada e (b) malha utilizada.

Como parametros de entrada na sub-rotina UMAT, utilizou-se um coeficiente de Poisson de

v =0,49 e a deformacao de referéncia de &, =0,0001.

Através da lei ndo-linear implementada numericamente, com um deslocamento radial

aplicado de 6 =0,01 m, o valor atingido para a carga limite foi de p* =131,64 MPa, uma

diferenca relativa de 5,04% ao valor analitico. O grafico carga versus deslocamento ¢

apresentado na Figura 3.13.
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150,0 |

125,0
100,0

75,0

Pressao [MPa]

50,0 .
’ —— Solug¢do analitica (3.28)

25,0 —O—Leindo-linear

O’O O 1 1 1 1
0,000 0,002 0,004 0,006 0,008 0,010

Deslocamento radial da parede interna do tubo [m]

Figura 3.13: Grafico pressao versus deslocamento radial aplicado.

O valor da tens3o equivalente de Mises foi menor ou igual a k3 (g <173,2 MPa) em todo

o dominio, conforme observado na Figura 3.14, respeitando assim o critério (3.6).

g [MPa]

.E+1.7218+I32

+1.718et02
+1.71d et 02
+1.711et02
+1.708e+02 ;
+1.705e+02
+1.702et02 .
+1.69%e+02 ~
+1.6% et 02
+1.693e+02
+1.690e+02
+1.687et02
+1.88det02

Figura 3.14: Distribuicao das tensdes equivalentes de von Mises.

3.3.4. Fundagdo sobre solo puramente coesivo

O mecanismo de ruptura de um solo puramente coesivo (angulo de atrito nulo) submetido a

uma carga P correspondendo a uma fundagdo de largura B ¢ apresentado na Figura 3.15.

A solugdo analitica para a capacidade de carga foi obtida por Prandtl e ¢ dada por (Salengon,

1983):
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B

lim

=(2+7x)Bk, (3.29)

onde k representa o limite de resisténcia do solo em cisalhamento simples. Admite-se que o
solo ¢ isotropico e homogéneo, num semi-espago infinito. Um resultado teodrico classico € a

independéncia de £, em relagdo ao peso proprio do solo e da interface solo/fundagéo.

Assim, para facilitar a analise numérica, tomou-se valor nulo para y, o peso especifico do

solo.

T
TR
e
i

Figura 3.15: Mecanismo de ruptura.

Em virtude de o problema ser simétrico, apenas metade de sua geometria foi analisada,

conforme mostra a Figura 3.16.

Figura 3.16: Metade da geometria analisada.

O valor adotado para o limite em cisalhamento simples do solo ¢ de £ =100 MPa , e a largura
da fundacdo vale B =1m. A malha de elementos finitos utilizada para discretizar o problema

¢ apresentada na Figura 3.17.

Para minimizar o efeito das condigdes de contorno nos resultados da analise, foi utilizada uma

malha com dimensao vinte vezes superior ao da largura B da zona carregada. Além disso,
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realizou-se um refinamento na malha na regido onde ocorre descontinuidade de

deslocamentos, apresentado em destaque na Figura 3.17.

20B

Figura 3.17: Malha de elementos finitos utilizada.

O elemento finito utilizado foi o quadrilatero linear de estado plano de deformagdes. Para a

determinagdo da carga limite, aplicou-se um deslocamento 6 =-0,01 m nos nds dos

elementos sob a fundacio, simulando um recalque, e verificou-se a carga P" atingida.

Como parametros de entrada na sub-rotina UMAT, utilizou-se um coeficiente de Poisson de

v =0,49 e a deformacgdo de referéncia de ¢,, =0,0001. Tais valores permitem que a carga P

convirja para o seu valor final mais rapidamente.

O valor da capacidade de carga obtido analiticamente pela equagdo (3.29) ¢ de

P, =514,2 MN/m . Através da lei ndo-linear implementada numericamente, o valor atingido

para a capacidade de carga foi de P" =513,3 MN/m, uma diferenga relativa de 0,2%. O

grafico carga versus deslocamento ¢ apresentado na Figura 3.18.

Sendo k=100 MPa, g (tensdo equivalente de Mises) deve ser menor ou igual a k3

(g<173,2 MPa) para que o critério seja respeitado. Observa-se na Figura 3.19 que
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praticamente todo o dominio apresenta tensdes equivalentes de von Mises inferiores a k3 ,

exceto por uma pequena regido proxima ao ponto de singularidade.

600,0

500,0
400,0

300,0

200,0
— Solucao analitica (3.29)

100,0 —O—Lei ndo-linear

0’0 C/ 1 1 L L
0,000 0,002 0,004 0,006 0,008 0,010

Capacidade de carga [MN/m]

Deslocamento vertical da fundaciao [m]

Figura 3.18: Grafico carga versus méddulo do deslocamento aplicado.

q [MPa]

+1.958e+02
+1.732e+02
+1.588e+02
+1.445e+02
+1.301e+02
+1.158e+02
+1.014e+02
+8.708e+01
- +7.273e+01
- +5.837e+01
- +4.402e+01
- +2.967e+01
+1.531e+01
- +9.612e-01

Figura 3.19: Distribuicao das tensdes equivalentes de von Mises.

O campo de deformag¢des maximas principais da regido proxima da zona carregada (onde uma
regido com dimensdes 2B x 2B foi representada) ¢ apresentado na Figura 3.20. Nela, pode-se
observar que as maiores deformagdes estdo concentradas no ponto de descontinuidade do

problema, no fim da zona carregada.
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gm ax

+2.01de+00
+5.000e-02
+4 583e-02
+4.167e-02

+3.750e-02
+3.333e-02
+2.917e-02
+2.500e-02
+2.085e-02
+1.667e-02

+1.250e-02
+8.333e-03
+4 167e-03
+1.253e-07

2B

2B

Figura 3.20: Campo de deformagdes maximas principais da regido.

3.3.5. Talude vertical

Neste exemplo analisa-se a estabilidade de um talude vertical de altura H submetido a forcas
de volume devidas a gravidade e proporcionais ao peso especifico y, conforme mostra a
Figura 3.21. O material constitutivo (solo) ¢ isotropico e homogéneo, sob estado plano de

deformacdes e regido pelo critério dado pela equagdo (3.5).

0

Figura 3.21: Talude vertical.

Através da implementacdo da lei ndo-linear elastica que representa o material constitutivo da
estrutura, busca-se o valor extremo de y que mantém o talude estavel, para valores de H e k
(limite de resisténcia em cisalhamento simples) fixos. Define-se o pardmetro adimensional K,

que representa um fator de estabilidade:

(3.30)
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Diversos autores obtiveram valores para K, através de abordagens estaticas e cinematicas.

Pastor (1978) obteve K > 3,635, empregando um campo de tensdes estaticamente admissivel.

Através de um mecanismo cinematicamente admissivel, de Buhan et al. (1993) obtiveram

K <3,817.

Para modelar-se o talude, utilizou-se uma malha de elementos triangulares quadraticos, com
as dimensdes e condi¢des de contorno mostradas na Figura 3.22. Aplicou-se uma forca de
volume (representando o peso especifico do solo) monotonicamente crescente em toda a
estrutura e verificou-se o valor extremo que provoca grandes deslocamentos verticais no
ponto O da Figura 3.21. O limite de resisténcia em cisalhamento simples do material

constitutivo vale £k =1 MPa e a altura do talude ¢ de H =1 m.

Como parametros de entrada na sub-rotina UMAT, utilizou-se um coeficiente de Poisson de

v =0,49 ¢ a deformacao de referéncia de &, =0,001.

NNVAVAVAVAVAYAY ATy
4?«5“';,,';'

Vﬁq
N/

‘v » f /\ ‘('1
‘mv%l%gﬁi \

AV

¥,
N
Yav4

2H| =

Figura 3.22: Malha utilizada com condi¢des de contorno aplicadas.

O grafico que relaciona o deslocamento vertical do ponto O e o peso especifico do solo €
mostrado na Figura 3.23. A partir dela, obtém-se que o fator de estabilidade é de K™ =3,75,

estando compreendido entre os limites estatico e cinematico apresentados anteriormente.
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A
= LS r — Limite superior (de Buhan et al. (1993))
% 1,0 —O—Leindo-linear
= 0,5 — Limite inferior (Pastor (1978))
0,0 | | |
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020

Deslocamento vertical do ponto O [m]

Figura 3.23: Curva fator de estabilidade versus deslocamento vertical
do ponto O.

O campo de deformagdes maximas principais € apresentado na Figura 3.24. Nela, observa-se
que as maiores deformagdes estdo concentradas na zona onde se desenvolve o mecanismo de

colapso da estrutura.

&

D +3.423e+00

Fg.nnne-nz
+8.000e-02

+7.000e-02
+6.000e-02
+5.000e-02
+4.000e-02
+3.000e-02
+2.000e-02
+1.000e-02
+0.000e+00

b
8

e el e )

Figura 3.24: Campo de deformagdes méximas principais da estrutura.

3.3.6. Placa quadrada submetida a uma carga concentrada

Uma placa quadrada simplesmente apoiada de lado a e espessura ¢ ¢ submetida a uma carga
concentrada P no seu centro, conforme mostra a Figura 3.25. Através da lei constitutiva nio-

linear, sera determinada a carga limite suportada por essa placa.
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Figura 3.25: Placa quadrada submetida a uma carga concentrada P.

Como a placa apresenta simetria, foi modelado apenas um quarto de sua geometria. O
material constitutivo é regido pelo critério de von Mises com k = o,/ V3, onde o, ¢ o limite

de resisténcia em tragdo simples.

Pode-se obter um resultado analitico para a carga limite, por meio de um limite superior
obtido através de mecanismos ou inferior através de um campo de tensdes. Assim, a carga

limite ¢ dada por

B

lim

=27m,, (3.31)

obtida através de andlise estatica e cinematica no contexto do um modelo de placa, com um

mecanismo localizado sob o ponto de aplicagdo da carga (Massonnet e Save, 1966). Na

2
N t L. . ~
expressao (3.31), m, :O-OZ representa 0 momento plastico linear da se¢do da placa,

observando-se que este resultado independe do seu lado. Para o exemplo numérico, adota-se

t=0,4m e o,=40000 MPa. Com os valores inseridos nesta expressdo, tem-se que

P,, =10050 MN.

Na sub-rotina UMAT, utilizou-se um coeficiente de Poisson de v =0,49 ¢ a deformacao de
referéncia de ¢, =0,0001 como parametros de entrada. Os elementos utilizados para a

modelagem da placa foram hexaedros quadraticos.

A deformada da regido modelada da placa ¢ apresentada na Figura 3.26. Observa-se que o

colapso da estrutura ¢ restrito numa pequena regido localizada sob a carga aplicada.
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(magnitude)

+1.623e-01
E +1461e-01

+1.200e-01
+1.136e-01
+9.730¢-02
+5.1162-02

+6.433e-02
+4.86%e-02

+7 346502
E +16236-02
+0.000e+00

Figura 3.26: Deformada de um quarto da placa.

A carga limite obtida através da lei constitutiva eldstica ndo-linear foi de P" =9603 MN

cerca de 5% menor que a obtida pela expressao (3.31). O grafico da carga aplicada versus o

deslocamento vertical num ponto abaixo dela ¢ mostrado na Figura 3.27.

12000

10000

8000

6000

4000

Carga [MN]

— Solucao analitica (3.31)

2000 ) .
—0O—Leindo-linear

0 1 1 1 1 1 L
0,000 0,025 0,050 0,075 0,100 0,125 0,150 0,175

Deslocamento vertical no centro da placa [m]

Figura 3.27: Curva carga versus deslocamento vertical.
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4. MATERIAL DE DRUCKER-PRAGER

4.1. CRITERIO DE RESISTENCIA

O critério de Drucker-Prager (Drucker e Prager, 1952) ¢ uma generalizagao do critério de von

Mises (3.1), no qual ¢ incluida a influéncia da pressao hidrostatica, sendo escrito como
fla)=\J, +al,~k, (4.1)

onde o e k sdo parametros do material, determinados a partir de resultados experimentais, J, €
o segundo invariante do tensor desviador de tensdes s e I, ¢ o primeiro invariante do tensor

de tensdes o, dado por
l, =0,,+0,,+0,;,=tro. (4.2)

O dominio de resisténcia do critério de Drucker-Prager no espaco R’ de tensdes principais

(espago de tensdes de Haigh-Westergaard) ¢ convexo e definido por f (g)é 0, sendo sua

superficie de ruptura representada por um cone de revolugdo em torno do eixo hidrostatico

(o0,=0, =0,) (Figura 4.1).

eixo

( hidrostatico

-

Y

o2

N/ dominio de

resisténcia

(o}

Figura 4.1: Dominio de resisténcia de Drucker-Prager.
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O critério de Drucker-Prager pode ser utilizado na modelagem de solos, uma vez que
considera o efeito da pressdo hidrostatica na resisténcia dos mesmos. Além disso, sua
superficie de ruptura ¢ suave, sendo que os parametros « € k do material podem ser facilmente

obtidos a partir de ensaios triaxiais.

Para a abordagem cinematica da anélise limite, as fun¢des de apoio do critério sdo dadas por

ﬂ(£)=+00 se tr£<\/%(3tr(£)z—(tr£)z) ,
4.3)
rle)=—ore sewsz [ 200 (3u() (e
=/ tang = = \3+sin’¢ = =)
para um campo continuo de velocidades e por
ﬂ(g,[[l_z]]):-i-oo se [[1_/]].@<‘[[1_/]]‘sin¢,
c (4.4)
2(w])=——[v]n  se[].n=[[x]sing.

tan ¢

ara um campo descontinuo, onde ¢ e ¢ sdo grandezas que representam “coesdo’” e “angulo de
9

atrito”, dependendo de e k.

4.2. CORRESPONDENCIA ENTRE OS CRITERIOS DE MOHR-COULOMB
E DE DRUCKER-PRAGER EM DEFORMACAO PLANA

Em muitos problemas, a carga limite de uma estrutura submetida a um dado carregamento ¢
determinada analiticamente a partir do critério de resisténcia de Mohr-Coulomb, em fun¢ao
dos parametros ¢ (coesdo) e ¢ (angulo de atrito interno) do material. Entretanto, se ¢ desejado
um mesmo valor para a carga limite, obtida tanto pelo critério de Mohr-Coulomb quanto pelo
critério de Drucker-Prager, duas condi¢cdes devem ser satisfeitas: (i) o problema deve ser
tratado em estado plano de deformagdes e (ii) deve haver uma mesma taxa de dissipacao de
energia mecanica por unidade de volume. Baseado nestas duas condicdes, as seguintes
correspondéncias dos pardmetros « e k do critério (4.1) podem ser estabelecidas (Drucker e

Prager, 1952):
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a :%’ k =3—cl. (4.5)
(9+12tg° ¢) (9+12tg° ¢)°
O critério (4.1) pode ser reescrito como
f(g)=0,+T(o, 1), (4.6)

onde 7 ¢ o coeficiente de atrito de material e 4 ¢ o limite em tragdo isotropica. A superficie de

ruptura do critério de Drucker-Prager no plano meridional ¢ apresentada na Figura 4.2.

e
/

.

Figura 4.2: Superficie de ruptura do critério de Drucker-Prager no
plano meridional.

A correspondéncia entre os parametros ¢ € ¢ e os parametros 7 ¢ 4, para a determinagdo de

cargas limites de estruturas no estado plano de deformacodes, ¢ dada por (ABAQUS, 2003)

7= \/E sén ¢ (47)
J1+1sen® ¢
e
Th _ V2 cos @ (4.8)
¢ l+1isen’ ¢
no caso particular de fluxo pléstico associado e por
T =+/2sen i/ (4.9)
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T—h=\/§cos¢ (4.10)
c

para o caso de fluxo ndo-dilatante.

Assim, a partir dos parametros 4 e T do critério de Drucker-Prager e através das equagdes
anteriores, pode-se obter os valores dos parametros c e ¢ do critério de Mohr-Coulomb a fim

de se determinar o valor teorico da capacidade de carga dos diferentes problemas.

4.3. DESCRICAO DO METODO

Da mesma forma que o descrito na Se¢do 3.2, o principio do método ¢ procurar uma lei
elastica ndo-linear que descreva o critério de Drucker-Prager, tal que a condig¢do (4.6) seja
assintoticamente satisfeita para grandes valores do modulo do tensor desviador de
deformacdes, ou seja
lim f(c)=0. (4.11)
gd/é.‘,,ef—mo ==
Como o critério (4.6) leva em consideragdo tanto o segundo invariante do tensor desviador de

tensdes como o primeiro invariante do tensor de tensdes, propde-se uma lei elastica ndo-linear

ficticia da forma
o=K(e,.8,)e1+2u(s,.5,)e,. (4.12)

A escolha mais simples consiste em adotar um valor constante para o modulo de compressao

K. Assim, a condi¢do (4.11) junto a lei (4.12) implicam que o modulo de cisalhamento u

deve necessariamente satisfazer

,u(gv,gd)~%(h—1(gv) quando &gl &, >1. (4.13)
d

Para a implementagdo numérica, a seguinte forma foi adotada para x :

1/
,u(gv,gd)zg(h—ng) Erg (4.14)

&g/ &, +1
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Assintoticamente, nota-se que # — 0 enquanto que o modulo de compressdo K permanece
constante. Isto implica que /K — 0. Uma vez que o, = K&, permanece com valor finito, a
razdo & /&, tende a zero. Isto significa que o material ficticio se comporta no regime

assintotico como um material incompressivel. Ou seja, o material elastico ndo-linear modela
assintoticamente o material de Drucker-Prager com um potencial pléastico do tipo von Mises,

isto ¢é, sem dilatancia (¢ =0).

A Figura 4.3 mostra o comportamento da lei eldstica nao-linear ficticia que simula o

comportamento do material de Drucker-Prager.

N

comportamento
elastico ndo-linear

T

&4

Figura 4.3: Comparagao entre o comportamento elasto-plastico
perfeito do material e o0 comportamento elastico ndo-linear.

4.4. VALIDACAO DO METODO

4.4.1. Esfera oca submetida a uma pressao externa

Uma esfera oca de raio interno a e raio externo b ¢ submetida a uma pressao externa p,

conforme mostra a Figura 4.4. O material da esfera ¢ regido pelo critério de Drucker-Prager,
com limite em tragdo isotropica / e coeficiente de atrito 7. Serd determinado o valor da
pressdo limite, em compressdo e em tragdo, suportada pela estrutura, através da
implementagao da lei constitutiva ndo-linear que simula o critério de Drucker-Prager (por
meio de uma sub-rotina UMAT), e através do ABAQUS, que possui tal critério ja

implementado.

Paulo Roberto Zanella Pasquali (prpasquali@gmail.com) — Dissertagdo de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2008.



63

Figura 4.4: Esfera submetida a uma solicitacdo isotropica — caso da
compressao.

Para a determinacao da carga limite desse problema apenas o equilibrio e o critério f (g) =0

sdo necessarios. A lei de fluxo ndo intervém nesta determinacdo e, conseqlientemente, a carga

limite ¢ independente do coeficiente de dilatancia ¢ e ¢ dada analiticamente por
Pim =h(1-®"), (4.15)

onde @ ¢ a porosidade da esfera (® =a’/b’) e n vale

NEYs
JAT-1
ST

——— quando p ¢ de tragdo.

JET+1

quando p ¢ de compressao,

Como p, . independe de ¢, pode-se empregar o modelo elastico ndo-linear.

Para o exemplo numérico adota-se a=1m, b=3m e T =0,5. Introduzindo-se estes valores
na expressao (4.15), tem-se que p;/h=-8,716 para a solicitacdo de compressdo isotropica
e pi.,/h=0,615 para a solicitagdo de tragdo isotropica.

Em virtude de haver simetria de geometria e carregamento, apenas um oitavo da estrutura foi

modelado no ABAQUS, aplicando-se condigdes de contorno compativeis, conforme mostra a

Figura 4.5.
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A estrutura foi modelada com elementos hexaédricos lineares. Foram utilizadas duas malhas
com diferentes niveis de refinamento, apresentadas na Figura 4.6: uma com hexaedros de lado

[/ =0,25 m e outra com hexaedros de lado /=0,125 m.

u2=0

Figura 4.5: Geometria modelada e condigdes de contorno aplicadas.

(a) (b)
Figura 4.6: (a) Malha com elementos de lado /=0,25 m e (b) de lado
[=0,125m.

4.4.1.1. Carga p de compressao
Utilizando a malha (a) da Figura 4.6, obteve-se o valor de pj,,/h=-9,32 para a carga

obtida através do critério de Drucker-Prager do ABAQUS e p;,/h=-8,32 utilizando a lei
constitutiva ndo-linear. Utilizando a malha (b), através do critério do ABAQUS obteve-se
Piso/h=-9,07 e p, /h=-7,66 através da lei ndo-linear. A diferenca relativa desses
valores em relagdo ao valor p; /h=-8,716 obtido a partir da equacdo (4.15) ¢ apresentada

na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Diferenca relativa dos valores de p/A obtidos
numericamente em relacdo a solucdo de referéncia (4.15) — carga de

compressao.
Malha (a) Malha (b)
Critério do Lei constitutiva Critério do Lei constitutiva
ABAQUS nao-linear ABAQUS nao-linear
+5,21 -4,81 +3,86 -13,84

Com a carga p simulando uma compressdo e utilizando-se a malha (a), o resultado obtido

com o modelo eléastico ndo-linear foi mais proximo da solugdo analitica em relagdo aquele
obtido utilizando o critério do ABAQUS. J4 com a malha (b) (mais refinada), o ABAQUS
aproximou-se ainda mais da solu¢do analitica, o que era esperado, ao passo que o modelo ndo-
linear se afastou dela. Entretanto, os resultados apresentados para ambos 0s casos nao tiveram
uma boa aproximag¢ao em relacdo ao valor da carga limite teorica, uma vez que as malhas
empregadas ndo conseguiram absorver o estado hidrostatico de pressdo (que ¢ a hipdtese
necessaria para o desenvolvimento da formulagdo analitica). Uma solugdo possivel seria
discretizar a esfera utilizando uma malha ndo-estruturada, composta por tetraedros lineares, a

qual poderia suportar de maneira mais eficiente tal estado hidrostatico.

As curvas carga normalizada versus deslocamento para cada uma das malhas em que o

problema foi analisado estdo apresentadas na Figura 4.7 e Figura 4.8.

10,0

8,0 T

—O—Leindo-linear
——ABAQUS
— Solugdo (4.15)

0,0 ¢
0,0E+00 2,0E-05 4,0E-05 6,0E-05 8,0E-05 1,0E-04

Deslocamento radial na superficie externa [m]

Figura 4.7: Curvas carga normalizada versus deslocamento para a
malha (a) — carga de compressao.
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10,0
8,0
6,0
3

4,0
=O—Leinao-linear

2,0 ——ABAQUS
— Solugao (4.15)

0’0 & 1 1 1 1

0,0E+00  3,0E-05 6,0E-05 9,0E-05 1,2E-04

Deslocamento radial na superficie externa [m]

Figura 4.8: Curvas carga normalizada versus deslocamento para a
malha (b) — carga de compressao.

Verifica-se na Figura 4.7 e na Figura 4.8 que as cargas méximas determinadas através do
critério de Drucker-Prager do ABAQUS, para as duas malhas, ocorreram com tangente nao
horizontal na curva carga normalizada versus deslocamento, em virtude das questdes ja
apresentadas. Entretanto, as analises computacionais finalizaram com os valores de cargas

apresentados, sendo, portanto, essas as cargas limites para o critério do ABAQUS.

4.4.1.2. Cargap de tragdo

Utilizando a malha (a), obteve-se o valor de p!,, /7 =0,625 para a carga obtida através do
critério de Drucker-Prager do ABAQUS ¢ p!,/h=0,596 utilizando a lei constitutiva ndo-
linear. Com a malha (b), através do critério do ABAQUS obteve-se p',,/h=0,620 e
p.,/h=0,600 através da lei ndo-linear. A diferenca relativa desses valores em relagdo ao

valor p; /h=0,615 obtido a partir da equagdo (4.15) é apresentada na Tabela 4.2.

Com a carga de tragdo, observou-se uma convergéncia ao valor p; /h=0,615 com a malha

mais refinada, tanto para o caso da estrutura analisada com o critério de Drucker-Prager do

ABAQUS quanto para o caso da analise com o modelo elédstico ndo-linear.
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Tabela 4.2: Diferenca relativa dos valores de p/A obtidos
numericamente em relacdo a solucdo de referéncia (4.15) — carga de

tracao.
Malha (a) Malha (b)
Critério do Lei constitutiva Critério do Lei constitutiva
ABAQUS nao-linear ABAQUS nao-linear
+1,60 -3,19 +0,81 -2,50

As curvas carga normalizada versus deslocamento para cada uma das duas malhas em que o

problema foi analisado estao apresentadas na Figura 4.9 e na Figura 4.10.

0,7

0,6
0,5

0,4
N
0,3

0.2 —O—Leindo-linear
——ABAQUS

—Solugao (4.15)
0,0 1 1 1 1
0,0E+00 1,0E-05 2,0E-05 3,0E-05 4,0E-05 5,0E-05

0,1

Deslocamento radial na superficie externa [m]

Figura 4.9: Curvas carga normalizada versus deslocamento para a
malha (a) — carga de tracdo.

0,7
0,6
0,5
0,4

<
0.3

—O—Leindo-linear
—>—=ABAQUS
— Solugdo (4.15)

0,2
0,1

0,0 i i
0,0E+00 1,5E-05 3,0E-05 4,5E-05 6,0E-05 7,5E-05

Deslocamento radial na superficie externa [m]

Figura 4.10: Curvas carga normalizada versus deslocamento para a
malha (b) — carga de tragao.
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4.4.2. Fundacao sobre solo com coesao ¢ atrito

Considera-se que a fundagdo da Figura 4.11 esteja sobre um solo regido pelo critério de
Drucker-Prager, com limite em tra¢do isotropica & e coeficiente de atrito 7. Objetiva-se
determinar o valor da capacidade de carga do solo através da lei elastica ndo-linear que simula
tal critério, e compara-lo com o valor determinado analiticamente e com aquele obtido através

do ABAQUS.

Figura 4.11: Mecanismo de ruptura do solo.

Um solo homogéneo e isotropico cuja carga de ruptura ¢ definida pelo critério de Mohr-

Coulomb apresenta capacidade de carga dada por (Salengon, 1983):
_ Ttgd 2| T ¢
Dy, =ccotgg| e tg Z+E -11, (4.16)

onde ¢ ¢ a coesdo ¢ ¢ angulo de atrito interno. Observa-se que o valor da capacidade de

carga calculado através do limite (4.16) supde a regra da normalidade. Como sdo fornecidas
as propriedades 42 e T do solo segundo Drucker-Prager, faz-se necessario efetuar uma
correspondéncia entre os parametros dos dois critérios, no caso de estado plano de

deformagdes (onde o problema ¢é analisado), para poder-se determinar a capacidade de carga.

Para o exemplo numérico adota-se #=1MPa e 7 =0,5. Como a lei elastica ndo-linear
implementada simula o critério de Drucker-Prager com fluxo ndo-dilatante (# =0), emprega-
se as equacdes (4.9) e (4.10) para se obter os parametros ¢ € ¢ do critério de Mohr-Coulomb.
Assim, tem-se que ¢ =0,38 MPa e ¢=20,70°, ¢ a capacidade de carga obtida através da

equagdo (4.16) éde p, =5,86 MPa.

Tal como no exemplo em que o solo era regido pelo critério de von Mises, este problema

apresenta simetria em carga e geometria, sendo apenas uma metade modelada.
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Para incorporar o mecanismo de ruptura e evitar efeitos de bordo na determinagdo da
capacidade de carga, utilizou-se uma malha com dimensdes 10 vezes maiores que a largura B
da fundagdo (adotada como B =1m), conforme mostra a Figura 4.12. Apesar de a malha do
exemplo da Se¢do 3.3.4 (fundagdo com material de von Mises) ter dimensdes maiores,
observou-se que as dimensdes da malha deste exemplo sdo suficientes para que os requisitos
mencionados no inicio do paragrafo sejam cumpridos. Os elementos empregados foram
triangulares quadraticos de estado plano de deformacgao, pois se verificou que com eles a
convergéncia ao valor final da capacidade de carga foi mais rdpida. Observa-se na mesma

figura o refinamento da malha proximo ao local onde a fundacao est4 posicionada.

P ]
Ry
e

& SR
Il>; Lo
|l>; <l
= <l
10B| u= 0 u=20
! X
> <l
|l>g <l
a5 5 a5 5 & ol
u=v=0
10B

Figura 4.12: Malha de elementos finitos utilizada.

Para determinar-se a capacidade de carga do solo, aplicou-se um deslocamento de 6 =-0,1 m
simulando um recalque na fundacao, e verificou-se a carga p correspondente. O valor obtido
através da lei elastica ndo-linear foi de p;, =5,45MPa, e p;BQ =5,55 MPa através do
ABAQUS. Tais valores s3o respectivamente 7,0% e 5,3% menores do que aquele obtido
analiticamente. Esta ultima representa, em virtude do teorema de Radenkovic (ver Salengon

(1983)), um limite superior da carga limite da estrutura. As curvas capacidade de carga versus

deslocamento da fundagdo na dire¢@o vertical podem ser vistas na Figura 4.13.
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X
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T
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—O—Leinfo-linear

Capacidade de carga [MPa]

2,0 ——ABAQUS
1,0 ¢ ——Solugio (4.16)
0’0 1 1 1 1

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

Deslocamento vertical da fundac¢ao [m]

Figura 4.13: Grafico capacidade de carga versus méddulo do
deslocamento.

O campo de deformagdes maximas principais da regido proxima da zona carregada (onde uma
regido com dimensdes 3B x 3B foi representada) ¢ apresentado na Figura 4.14. Nela, verifica-

se claramente o formato do mecanismo de ruptura do solo, tal qual foi apresentado na Figura

4.11.

gm ax

+2.430e+00
+1.400e-01
+1.283e-01
+1.167e-01

+1.050e-01
+9.3353e-02
+5.167e-02
+7.000e-02
+5.833e-02
+4 867e-02

+3.500e-02
+2.333e-02
+1.167e-02
-1.135%e-12

3B

Figura 4.14: Campo de deformagdes maximas principais da regido.

4.4.3. Talude vertical em solo com atrito e coesao

Um talude vertical de altura H e submetido a forgas de volume proporcionais ao peso

especifico y (andlogo ao mostrado na Figura 3.21) possui material constitutivo regido pelo

critério de Drucker-Prager, com parametros 4 e T .
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Através da implementacdo da lei elastica ndo-linear que simula o critério de Drucker-Prager

com fluxo plastico ndo-dilatante, busca-se o valor extremo de » que mantém a estabilidade

do talude, para um dado valor do coeficiente de atrito do material constitutivo. Assim, define-

se o fator de estabilidade, dado por
K(¢)="—, (4.17)

onde ¢ ¢ a coesdo do material e ¢ ¢ o angulo de atrito, definidos pelo critério de Mohr-
Coulomb. Através das equacdes (4.9) e (4.10) (caso do fluxo ndo-dilatante) faz-se a
correspondéncia entre os parametros 4 ¢ T do critério de Drucker-Prager e os equivalentes

para Mohr-Coulomb.

Chen (1975, apud Salengon, 1983), através de um mecanismo definido por uma espiral
logaritmica no talude, obteve um limite superior para o fator de estabilidade utilizando o

critério de Mohr-Coulomb, dado por
Su| 72- ¢

Adotando-se h=1MPa e T'=0,5 (ou seja, c=0,38 MPa e ¢=20,70" para t =0), tem-se a

partir de (4.18) que o limite superior do fator de estabilidade ¢ de K™ (¢) <5,54.

Utilizou-se uma malha de elementos triangulares quadraticos na modelagem do talude, com
um refinamento mais acentuado na zona onde se espera que ocorra 0 mecanismo de ruptura.
Tomou-se H =1m para a altura do talude. A malha utilizada com as respectivas dimensdes

da estrutura e condi¢des de contorno aplicadas ¢ mostrada na Figura 4.15.

Através da aplicagdo monotonicamente crescente de uma for¢a de volume representando o
r . +
peso especifico do solo, verificou-se o valor extremo y* para o qual grandes deslocamentos

verticais ocorreram no ponto O (Figura 3.21).

O grafico do fator de estabilidade (obtido a partir dos valores de y para um mesmo angulo de
atrito ¢ ) versus o deslocamento vertical do ponto O ¢ apresentado na Figura 4.16, além do
limite superior obtido a partir de (4.18). Verificou-se que o fator de estabilidade para o

problema analisado é de K* (¢)=5,12, ou seja, 7,6% menor que o limite superior
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K™ (¢) <5,54, que representa também, em virtude do teorema de Radenkovic (ver Salencon

(1983)), um limite superior da carga limite da estrutura.

2H

| H |

Figura 4.15: Malha utilizada com condic¢des de contorno aplicadas.

6,0

50
4,0 r

30 ¢

2,0

— Limite superior (4.18)

1,0

Fator de estabilidade K

—O—Leindo-linear

0,0 1 1 1 1
0,0E+00 1,5E-04 3,0E-04 4,5E-04 6,0E-04

Deslocamento vertical do ponto O [m]

Figura 4.16: Curva fator de estabilidade versus deslocamento vertical
do ponto O.

O campo de deformagdes maximas principais ¢ apresentado na Figura 4.17. Em virtude do
maior refinamento da malha proximo da zona onde ocorre 0 mecanismo de ruptura, observa-
se que a faixa das maiores deformagdes (correspondentes ao mecanismo) ficou mais estreita
se comparada aquela da Figura 3.24, em cujo problema ¢ empregada uma malha menos

refinada nessa zona.
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Figura 4.17: Campo de deformagdes maximas principais do talude.
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5. ABORDAGEM MICROMECANICA DA RESISTENCIA DE MEIOS
POROSOS

5.1. INTRODUCAO

A estimativa das propriedades macroscopicas de materiais compositos ¢ uma das maiores
preocupacdes da engenharia estrutural e de materiais. As técnicas de micromecanica
utilizadas para tanto sdo atualmente amplamente utilizadas e tém se mostrado bastante
confidveis. Dentre elas, destacam-se as técnicas de homogeneizacao, através das quais um

meio heterogéneo pode ser representado por um meio homogéneo equivalente.

Entretanto, a aplicagdo das ferramentas da micromecanica na modelagem do comportamento
ndo-linear dos materiais compdsitos ¢ relativamente recente e diversas questdes estdo ainda
abertas (Zaoui, 2002), como por exemplo, a determinacdo das propriedades de resisténcia de
materiais randomicamente heterogéneos. Além disso, pode-se citar que poucos trabalhos tém
lidado com materiais que apresentam propriedades de atrito, que sdo comuns em

geomateriais, tais como o concreto, rochas e solos.

Neste capitulo, objetiva-se determinar o dominio de resisténcia macroscopico de meios
porosos, com matriz constituida por material regido pelo critério de von Mises e Drucker-
Prager, através da aplicacdo das leis eldsticas ndo-lineares previamente apresentadas. Os
resultados serdo comparados com dominios de resisténcia macroscopicos determinados

analiticamente por diversos autores, cujo procedimento para obtengdo ¢ apresentado abaixo.

5.2. DETERMINACAO DO DOMINIO DE RESISTENCIA
MACROSCOPICO: TECNICA DE HOMOGENEIZACAO NAO-
LINEAR

Considera-se o volume elementar representativo (v.e.r.) 2 (Figura 5.1) de um meio cujos

poros estdo aleatoriamente distribuidos. O v.e.r. representa o menor volume capaz de
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descrever a estrutura completamente. Os dominios ocupados pela matriz e pelos poros sdao
definidos respectivamente por Q" e Q. A fra¢do volumétrica dos poros, isto ¢, a

porosidade, ¢ definida pela razdo ® = Q7 / Q.

matriz solida Q"

poros Q7 § =Ex
Figura 5.1: Volume elementar representativo (v.e.r.).
As propriedades de resisténcia da matriz s6lida sao definidas por um critério de falha
ceG" « f"(g)<0, (5.1)

onde G" ¢ o dominio convexo dos estados o de tensdes admissiveis. Deseja-se obter o

dominio convexo de resisténcia macroscopico G™™, ou seja, o conjunto de estados

admissiveis de tensdes macroscopicas X . Tal dominio ¢ definido como
G”O’”:{g | diva=0 em Q, ¢=0 em Q°, f"(g)<0 Vx € Q’”}, (5.2)

sendo que o tensor macroscopico de tensoes ¢ definido como a média de o sobre o v.e.r.:

1
£—<g>g—5fgdﬂ. (5.3)
Q
Como se faz classicamente na homogeneizagdo dos meios aleatorios, a solicitacdo do v.e.r. €

definida por meio de uma deformacao homogénea (condi¢ao de contorno do tipo Hashin)

E(x)=E-x Vx € 0Q, (5.4)
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onde & ¢ o campo de deslocamentos, x € o vetor posicao (ambos na escala microscdpica) e

E ¢ amédia das deformagdes microscopicas & sobre o dominio €
E= <g>Q =5 zd0. (5.5)

A condi¢do de contorno (5.4) assegura que tanto a deformagdo microscOpica quanto a

macroscopica sdo cinematicamente admissiveis.

A determinacdo de G"" decorre da resolugio de um problema de andlise limite elasto-

plastica definido sobre o v.er. Para um E dado, deve-se encontrar o e & sujeitos as

seguintes condigdes:

divg:O,
s=E-x, (5.6)
s—Cile-i98] o

onde o multiplicador plastico 4 ¢é nulo sef(g><0 ou (f(g)zO e f(g)<0>, geéo
potencial plastico e C ¢ o tensor de rigidez de quarta ordem. Se o ¢ solugdo em tensdes do

problema, £:<g>g € G"™ . As tensdes macroscopicas X que representam estados de

tensdes limites pertencem a fronteira do dominio de resisténcia macroscopico dG™" .

Devido ao carater aleatorio da morfologia do meio poroso, a resolucao direta do problema de
analise limite definido acima ¢ bastante complexa. Dessa forma, emprega-se uma abordagem
que consiste em modelar o comportamento elasto-plastico local por um comportamento
elastico ndo-linear, explorando a analogia entre os modelos, de maneira andloga a

desenvolvida nas Se¢des 3.2 ¢ 4.3.

A dificuldade da implantagdo deste método reside no fato que o carregamento ao qual o v.e.r.
¢ submetido induz um campo de deformagdes locais & ndo-homogéneas na matriz (ou seja,

gzg(g)). Conseqiientemente, o tensor de rigidez C varia de ponto a ponto no v.e.r.

(C= C(i(g))). A matriz, portanto, se comporta como um material heterogéneo, e ndo como

Paulo Roberto Zanella Pasquali (prpasquali@gmail.com) — Dissertagdo de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2008.



77

uma fase homogénea. Esta ¢ uma dificuldade séria, uma vez que esquemas cldssicos de
homogeneizacdo nao podem ser diretamente implementados, pois lidam apenas com
compositos com fases homogéneas. A idéia ¢, entdo, recorrer a técnica de homogeneizagao
ndo-linear (Suquet, 1997), que ¢ baseada no conceito de deformagao efetiva, que representa o

campo de deformagdes heterogéneas & em cada fase por uma deformacgdo efetiva uniforme

ﬁef ', que depende do carregamento macroscopico dado, a partir de (5.4), por E.

A partir da determinacdo de ief (que pode ser realizada por diferentes métodos, explorando-se

a equivaléncia energética entre as escalas micro e macroscépicas (Lemarchand et al. (2002)),

pode-se utilizar uma aproximagdo para o tensor de rigidez, de tal forma que
C(g (g)) = C(ief ) =CY, ou seja, C¥ & constante por fase, o que possibilita a aplicagdo de

esquemas de homogeneizacdo eldstica linear. Assim, pode-se determinar o comportamento

elastico do material homogeneizado:

L=C"":E, (5.7)

onde C™™ ¢ o tensor de rigidez elastico homogeneizado. Tal tensor pode ser obtido através
de esquemas de estimagdo, tais como os de Mori-Tanaka (Mori e Tanaka, 1973) e Hashin-

Shtrikman (Hashin e Shtrikman, 1963).

A vpartir dos procedimentos descritos acima e utilizando o método secante modificado
(Suquet, 1997) para a determinagdo de ﬁef , Maghous et al. (2007) determinaram uma

expressao analitica para a fronteira do dominio de resisténcia de um meio poroso, cuja matriz
tem comportamento caracterizado pelo critério de Drucker-Prager (dado pela expressao (4.6)),

com fluxo plastico ndo-associado:

s (3,0) = 1+ 2;1)/3 52 [ 3P

at F—l]z; +2(1-®)hxE, —(1-®YR* =0, (5.8
onde X, =it ¢é a tensdo média macroscopica e T, = /X , 2, ¢ o modulo do tensor
desviador de tensdes macroscopico X (£, =X—X%,1). A expressdo (5.8) define um

dominio eliptico (Figura 5.2) independente do valor do coeficiente de dilatancia ¢. Ou seja, o

resultado acima ¢ valido para o caso geral 0 <¢ < T.
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=S
/

Figura 5.2: Dominio de resisténcia macroscopico de um meio poroso
isotropico com uma matriz solida regida por Drucker-Prager.

Para a determina¢do do dominio de resisténcia de um meio poroso com matriz sélida regida
pelo critério de von Mises, com limite de resisténcia em cisalhamento simples £, basta fazer o
limite da expressdo (5.8) para h—+o00 e T — 0, com Th=-2k. A expressdao para a
fronteira do dominio de resisténcia retorna

20, 30

i (g o) =1+ 22 e + 252 21— 0 =0, (59)

que ja foi estabelecida por diversos autores (Suquet, 1997; Ponte-Castaneda, 1991; Leblond et
al., 1994).

5.3. DETERMINACAO DO DOMINIO DE RESISTENCIA
MACROSCOPICO: IMPLANTACAO DA LEI ELASTICA NAO-
LINEAR

De maneira andloga a descrita nas Segdes 3.2 ¢ 4.3, objetiva-se implantar uma lei elastica
nao-linear com o intuito de se determinar o dominio de resisténcia macroscopico de meios
porosos. Para tanto, explora-se a equivaléncia local, numa condi¢do de carregamento
monotdnico, entre um comportamento rigido-plastico e um comportamento eléstico ndo-linear

ficticio apropriado.

O principio do método € procurar um material elastico nao-linear, caracterizado por um tensor

de rigidez secante
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c” (£)23K’" (&,.6,)I+2u" (e,.6,)K, (5.10)

onde J=+1®1, K=I—-J e o sobrescrito m se refere a matriz do meio poroso, sendo que a

1
3
condicdo (5.1) seja assintoticamente satisfeita no nivel microscopico para grandes valores da

deformacdo desviadora:

lim f'”(g=C'”(£):5)=O, (5.11)

&d ! Epef —> =

onde ¢, <1 representa fisicamente a ordem de magnitude da deformagdo de cisalhamento

para a qual a tensdo de cisalhamento alcanca o valor de resisténcia assintdtico.

5.3.1. Matriz com material de von Mises

Sendo o critério de resisténcia de von Mises dado por

f"(g)=0,-k2<0, (5.12)

adota-se um valor constante para o moddulo de compressio K" que compde C™ (g),

implicando que o modulo de cisalhamento #" deve satisfazer

k2

“ (gd) 2¢
d

quando &gl &, > 1. (5.13)

Toma-se, por exemplo, a seguinte fungdo u" (5d) para simular o comportamento assintotico,

jé& apresentada na Se¢ao 3.2:

m(«?)—k\/E /¢,y
T e e,

(5.14)

Com K™ constante e " dado por (5.14), tem-se que a equagdo (5.11) é assintoticamente

satisfeita. Assim, o meio poroso pode ser representado pela lei eldstica ndo-linear descrita

acima.

5.3.2. Matriz com material de Drucker-Prager

Sendo o critério de resisténcia de Drucker-Prager dado por
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f"(e)=0,+T(c,~h)<0. (5.15)
Adotando-se K™ constante na expressdo (5.10), implica que x" deve satisfazer

,um(gv,gd)~%(h—ng) quando  ¢,/¢,,>1. (5.16)
d

Para a implementagdo numérica, emprega-se a seguinte forma para u" (idéntica a

apresentada na Secao 4.3):

/¢,

um(ev,ed)%(h—Kev) (5.17)

&4 &, +1

Com as formas apresentadas para K" e u"™, garante-se que a expressdo (5.11) seja

assintoticamente satisfeita, tornando possivel a representacdo do meio poroso pela lei elastica

ndo-linear descrita acima.

5.4. EXEMPLO NUMERICO

Os modelos elasticos ndo-lineares apresentados nas Se¢des 5.3.1 e 5.3.2 foram implementados
no programa comercial de elementos finitos ABAQUS, através de sub-rotinas UMAT.
Através deles, foi possivel obterem-se as fronteiras dos dominios de resisténcia
macroscopicos de meios porosos de diferentes porosidades, com matriz sélida de material de

von Mises e Drucker-Prager.

Considera-se uma morfologia simplificada para o meio poroso remetendo a uma distribuicdo
periddica de poros. A célula elementar correspondente, esbogada na Figura 5.3, ¢ um volume

cubico com a fase s6lida envolvendo um poro esférico centrado.

O carregamento da célula unitaria ¢ definido por deformagdes macroscopicas da forma

£:E0<a(gl®gl+g2®§2)+§3®§3) com E,>0, (5.18)
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onde o parAmetro real o representa o caminho de carregamento no espago de deformagdes
macroscopicas (estabelece a propor¢do com que a deformagdo E, € aplicada nas dire¢des dos

VErsores e, € e,, em relagdo a diregdo do versor e;).

Devido a periodicidade e simetrias do problema, apenas um oitavo da célula elementar

{xl <0, x, >0, x; > 0,} ¢ considerada e discretizada em elementos hexaédricos de oito nos.

Sdo analisadas duas porosidades: ® =15% e ® =30%

\ X2

Figura 5.3: Material poroso: geometria da célula elementar.

5.4.1. Porosidade ® =15%

A malha de elementos finitos para a célula elementar com porosidade @ =15% ¢ apresentada

na Figura 5.4.

B

X
X7 2

Figura 5.4: Material poroso (® =15% ) — discretizagdo em elementos
finitos.
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Aplicou-se uma deformacdo E, =0,01 variando-se o parametro « de -3,0 a 1,0 para o caso
de matriz s6lida de von Mises e de -10,0 a 1,0 para o caso de matriz sélida de Drucker-Prager.
Para cada valor de o, determinou-se um ponto no grafico de Z, / 2k versus 2,/ 2k (no
caso da Figura 5.5(a)) e no grafico de X, /hT versus X, /hT (no caso da Figura 5.5(b)),

representando um estado de tensdes limites. Com o conjunto dos valores « representados, €
possivel visualizar-se o dominio de resisténcia macroscdpico, tanto para o caso do meio
poroso com matriz regida pelo critério de von Mises quanto de Drucker-Prager. Os resultados
obtidos através da implementacdo da lei elastica nao-linear, bem como as expressoes

analiticas (5.8) e (5.9), sdo apresentados na Figura 5.5.

O O Leielastica ndo-linear 1.0 7 2, /2k

Expressao (5.9)

(a) Matriz s6lida de von Mises.

O O Lei elastica ndo-linear 0,50 x,/hT

Expressao (5.8)

O e

1,50 -125  -1,00 075 0,50  -025 000 025 0,50
> /hT

(b) Matriz so6lida de Drucker-Prager com 7'=0,3.

Figura 5.5: Dominio de resisténcia para um meio poroso com
O =15%.
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Exceto no dominio de significantes tensdes de compressao macroscopicas, no caso de matriz
solida de Drucker-Prager, verifica-se uma boa concordancia entre os dominios de resisténcia
obtidos pela implementacdo das leis elasticas ndo-lineares e aqueles obtidos através das

expressoes (5.8) e (5.9).

Este desvio observado nas compressdes para a matriz de Drucker-Prager ¢ claramente
atribuido ao fato que o conceito de uma deformagdo efetiva tnica para toda a matriz,
empregada na formulagdo analitica da homogeneiza¢do ndo-linear, falha por ndo capturar o

efeito da forte heterogeneidade das deformagdes em torno dos poros.

5.4.2. Porosidade ® =30%

4

A malha de elementos finitos para a célula elementar com porosidade @® =30% ¢

apresentada na Figura 5.6.

S

X
X7 2

Figura 5.6: Material poroso (® = 30% ) — discretizagdao em elementos
finitos.

Os valores de E, e de o empregados no caso de ® =15%, tanto para a matriz solida de von

Mises quanto para a matriz solida de Drucker-Prager, sdo também adotados aqui. Os
resultados obtidos através da implementacdo da lei eldstica ndo-linear, bem como as

expressoes analiticas (5.8) e (5.9), sdo apresentados na Figura 5.7.

Além de uma boa concordancia entre as duas abordagens (excetuando-se novamente a regiao
que compreende altos niveis de tensdes de compressdao macroscopicas), verifica-se que para
esse valor maior de porosidade ha uma melhor equivaléncia entre os dominios de resisténcia

na regido de tensdes médias macroscopicas mais negativas.
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O O Lei elastica ndo-linear

Expressao (5.9)

L 1 0’0 1 J
-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
s, /\2k

(a) Matriz solida de von Mises.
O O Leielastica ndo-linear 025 1 %, /hT
Expressao (5.8)
D
L 1 O-A0 O J
0,00
-0,75 -0,50 -0,25 0,00 0,25
z /hT

(b) Matriz so6lida de Drucker-Prager com 7'=0,3.

Figura 5.7: Dominio de resisténcia para um meio poroso com
O =30%.

Cabe ressaltar que se fosse utilizada como base de comparagdo uma formulagdo analitica que
descrevesse o dominio de resisténcia macroscopico a partir do emprego de um maior nimero
de deformagdes efetivas na matriz do meio poroso, a concordancia entre os resultados obtidos

empregando-se tal formulacdo e a lei ndo-linear seria maior.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentou-se uma formulagao em elasticidade ndo-linear para a determinagao
de cargas limites em estruturas, que sao classicamente obtidas a partir dos teoremas da analise

limite ou a partir da resolucao de um problema de evolugado elasto-plastica.

A formulacdo desenvolvida, que simula o comportamento de materiais regidos pelos critérios
de resisténcia de von Mises e de Drucker-Prager, foi implementada no programa comercial de
elementos finitos ABAQUS através de uma sub-rotina escrita na linguagem de programagao

FORTRAN.

Com a lei eléstica ndo-linear introduzida para cada material, mostrou-se que para o caso do
material de von Mises existe um potencial elastico, entretanto, para o caso de Drucker-Prager,
tal potencial ndo existe. A existéncia de um potencial elastico para a lei que simula o

comportamento de um material regido pelo critério de Drucker-Prager ndo €, entretanto,

necessaria, uma vez que ela se destina a avaliacdo de cargas limites.

A implementagdo da lei foi realizada primeiramente em casos onde hé solugao exata, sendo os
resultados obtidos muito proximos destas solucdes. Posteriormente, a lei foi aplicada a casos
(como os apresentados nas Secdes 4.4.2 ¢ 4.4.3) onde ha solugdes exatas considerando-se
somente plasticidade associada. Tais solu¢des podem ser consideradas, em virtude do teorema
de Radenkovic, limites superiores das cargas limites obtidas através da lei implementada, que
considera dilatancia nula. Verificou-se que os resultados alcancados com a implementacgdo da

lei ficaram um pouco abaixo dos limites superiores.

Dominios de resisténcia macroscopicos de meios porosos também foram determinados,
através da aplicagdo da abordagem numérica em micromecanica, sendo os resultados
confrontados com predi¢des micromecanicas analiticas. Novamente, observou-se uma boa
concordancia destes em relacdo aqueles obtidos a partir do emprego de técnicas de

homogeneizacao nao-linear.
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Uma das grandes vantagens da formulagdo desenvolvida, além da facilidade de
implementagdo, ¢ que ela permitiu, no caso de material de Drucker-Prager, lidar com leis de

fluxo ndo-associadas, que sdo normalmente encontradas em materiais geotécnicos.

Como proposta de continuidade da pesquisa sugere-se determinar a carga limite de estruturas
mais complexas, constituidas inclusive por materiais heterogéneos. Outra contribuicao
importante seria a analise de geoestruturas com solos reforcados. Por fim, sugere-se aplicar a
analise micromecanica para a determinacao do dominio de resisténcia macroscopico de meios
porosos com v.e.r. constituido por poros aleatoriamente distribuidos e com dimensoes

variadas, examinando-se também outros tipos de compositos, tais como os multidirecionais.
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APENDICE A — A SUB-ROTINA UMAT
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No programa comercial de elementos finitos ABAQUS, modelos constitutivos de materiais
podem ser implementados através de uma sub-rotina externa escrita em linguagem de

programacdo FORTRAN e denominada sub-rotina UMAT (User Material).

A sub-rotina UMAT ¢ acionada em cada ponto de integracdo de cada elemento da malha de
elementos finitos que modela a estrutura. O acionamento ¢ feito também em cada itera¢do de
cada incremento de tempo em que sdo realizados os céalculos computacionais. A interagdo

entre 0 ABAQUS e a sub-rotina UMAT ¢ mostrada na Figura A.1.

€ iy STRAN), Ag (DSTRAN),
O ieo (STRESS)

>

4

o (STRESS), J (DDSDDE)

Figura A.1: Interacdo entre 0o ABAQUS e a sub-rotina UMAT.

A 1déia basica ¢ que o ABAQUS fornece o estado do material no inicio do incremento e a

diferenca de deformagdes entre o estado atual e o estado antigo (Ag). O estado no inicio do

incremento ¢ descrito pela tensdo antiga (na varidvel STRESS) e pela deformacdo antiga (na
variavel STRAN). A fungdo da sub-rotina UMAT ¢ determinar e atualizar ao final do
incremento, para todos os pontos de integracdo, as tensdes € a matriz Jacobiana do modelo

constitutivo (isto €, do / d¢ , armazenado na variavel DDSDDE).

A variavel DSTRAN contém o vetor de incrementos de deformagdao. Uma vez que as tensdes
devem ser calculadas utilizando os valores de deformacao total, utilizando a lei elastica nao-
linear implementada, ¢ necessario adicionar a varidvel STRAN a varidvel DSTRAN, ao final

do incremento.

A variavel DDSDDE, que representa a matriz de rigidez tangente do material, tem dimensao
definida pela varidvel NTENS, cujo valor ¢ diferente para cada tipo de elemento finito. Para
os elementos utilizados nos problemas tridimensionais, NTENS tem valor 6, enquanto que

nos casos envolvendo elementos de estado plano de deformagao, NTENS tem valor 4.
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O célculo do Jacobiano Og/de ¢ apresentado no Apéndice B. No Apéndice C sdo

apresentados os codigos-fonte das sub-rotinas UMAT da lei elastica ndo-linear que simula o

critério de von Mises e o de Drucker-Prager.
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O Jacobiano J dado pela variavel DDSDDE deve ser definido precisamente para que a

convergéncia dos resultados seja rapidamente alcancada. O Jacobiano pode ser escrito em

formato matricial na forma

do,, 0oy, 0o,
0g,, 0&,, 0¢,,
Py 0o, 00, 00,,
J=—==|0g, O¢&, 08y |, (B.1)
o 8£ . . . .
00,, 00y, N 00o,,
Og,, 0¢&,, 0¢,,

sendo, no caso geral, uma matriz 6 x 6. O calculo dos componentes J; da matriz ¢ realizado

para cada uma das leis elésticas ndo-lineares desenvolvidas.

B.1. MATERIAL DE VON MISES

A lei elastica ndo-linear é da forma
g=Kel+2u(s,)e, (B.2)
ou

v

o,=Ke 5A,+2y(gd)gdﬁ, (B.3)

k 2 l/gre ~
V2 /. Para um componente i do tensor de tensdes o,
2 l+eg,/e, =

com K=cte. e u(g,)=

por exemplo, o,,, tem-se
O = K(gll tén +533>+2/‘[511 _%(511 téxy +533)] (B.4)

ou

(ey+&3). (B.5)

4 2
O :[K+§/1]811 +[K_§/J
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O termo 0o,/ d¢,, do Jacobiano J ¢ dado por

0o,
g,

4 2
= [K+_,u]+§(2511 —Ep )

onde 2(2¢, — &, — &)= 2¢, e Ou/ e, pode ser reescrito como

8€d :%
oe, ¢,
ou _ ou Og, | )
d¢,,  O¢, Og, a_,U: _fg <l/€r€f) _ M
9, 2 (l T gd/gref )2 %K
Assim,
2
80‘11 — [K _i_ilu]_ 2('ugdll )
Oe,, 3 L Ke,
Analogamente,

&
86“ . 2 dll d1p
= - ,
&, 5 Keg,
&
8011 . 2 dll di3
= - ,
¢, 5 Ke,
&
doy, _ 2 Tdy Tda3
o V2
&3 5 Ke,

As expressoes para do,,/d¢,;, oy, /d¢;, doy, /¢,

determinadas através do mesmo procedimento.

95

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

do,/0¢; e Do,y /D¢, podem ser
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B.2. MATERIAL DE DRUCKER-PRAGER

A lei elastica ndo-linear ¢ da forma

o=K(¢,.5,)e1+2u(s,.¢,)e, (B.14)
ou
o, =K(e,.6,)6,6,+2u(e,.6,)8, (B.15)
com K(g g ):cte e (5 £ )—Z(h—Kg )l/i Para um componente ij do tensor
v2©d . H v2¢d _2 v gd/g,,ef-+1. p y
de tensdes o, por exemplo, o,,, tem-se
Oy = K(gll tép —1—833)—1-2,[1[6‘” _%(511 +éy +533)] (B.16)

ou

(6, +&53)- (B.17)

4 2
oy = [K+_:Ll]gll +[K__,U
3 3
O termo o,/ d¢,, do Jacobiano J ¢ dado por

oo, 4 2 0
9oy, :[K+_,,,]+§(zg“ =), (B.18)
11

> _ .
onde 2(2¢, —&,, — &)= 2¢, e Ou/0¢, pode ser reescrito como

92, _ €ay

oe, ¢,
Op _ Op 9¢, 2 (B.19)
dg,, Oe¢, O¢, a—ﬂ:—z(h—Kg ) <l/gref)

d¢, 2 ' <1+€d/£ref>2

Assim,
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Analogamente,

do,, [K_Zﬂ]_ qu €4, %ay,
D¢, 3 2(h—Ke,)e,
60-” [K—gﬂ]— /Jz d115d33
Dy 3 T(h—Ke,)e,

9oy, _ ) d, Car

0&,, L(h—Ke,))e,

8611 _ 2 dll di3

& T(h—Ke,)e,
doy, _ 2 "3
0e,, T(h—Ke,)e,
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(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

As expressdes para 0o, /0¢,;, 00y, /0¢,;, do,,/0¢;, 003/ g, e Do, /D¢, podem ser

determinadas através do mesmo procedimento.

Analise Limite de Estruturas Através de uma Formulagdo em Elasticidade Nao-Linear



98

APENDICE C — CODIGOS-FONTE DAS SUB-ROTINAS UMAT
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C.1. MATERIAL DE VON MISES

O codigo-fonte da lei eldstica ndo-linear que simula o comportamento de um material regido
pelo critério de resisténcia de von Mises, implementada em linguagem FORTRAN na sub-

rotina UMAT, ¢ apresentado na seqiiéncia.

* declaracdo das variaveis envolvidas na sub-rotina
subroutine umat (stress, statev, ddsdde, sse, spd, scd,

1 rpl, ddsddt, drplde, drpldt, stran, dstran, time, dtime,

2 temp, dtemp, predef, dpred, material, ndi, nshr, ntens,

3 nstatv, props, nprops, coords, drot, pnewdt, celent,

4 dfgrd0o, dfgrdl, noel, npt, layer, kspt, kstep, kinc)
include 'aba_param.inc'

character*8 material

* dimensionamento de variaveis

dimension stress(ntens), statev(nstatv), ddsdde(ntens,ntens),
1 ddsddt(ntens), drplde(ntens), stran(ntens), dstran(ntens),
2 time(2), predef(1l), dpred(1l), props(nprops), coords(3),

3 drot(3,3), dfgrd0(3,3), dfgrdl(3,3)

dimension epsdev(ntens), totstran(ntens)

* definicdo dos parametros iniciais do material

anu = props(1)
aka = 100.d0
eref = 0.001d0

* cdlculo das deformacdes totais

totstran(l:ndi)
totstran(ndi+1:)

stran(l:ndi) + dstran(l:ndi)
(stran(ndi+l:) + dstran(ndi+1:)) / 2.d0

* cdalculo de demais parametros
ev = totstran(l) + totstran(2) + totstran(3)

epsdev(1l:ndi) = totstran(l:ndi) - (1.d0 / 3.d0) * ev
epsdev(ndi+1l:) = totstran(ndi+1l:)

ed = 0.d0
do i=1,ndi
ed = ed + totstran(i)**2.d0
end do
do i=ndi+1,ntens
ed = ed + 2.d0 * totstran(i)**2.d0
end do

ed = dsqrt(ed)

amu0 = (aka * dsqrt(2.d0) / 2.d0) / eref

amu = (aka * dsqrt(2.d0) / 2.d0) / eref / (1.d0 + ed/eref)
emod0 = 2.d0 * amu0 * (1.d0 + anu)

abulk = emod0 / (3.d0 * (1.d0 - 2.d0 * anu))

* calcula as tensdes finais em cada ponto de integracdo de cada elemento finito

stress(1l:ndi)

abulk * ev + 2.d0 * amu * epsdev(l:ndi)
stress(ndi+1l:)

2.d0 * amu * epsdev(ndi+1l:)

* calcula o jacobiano (matriz de rigidez secante - inicial)
ddsdde=0.d0
if (ed .eq. 0.d0) then

do i=1,ndi
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do j=1,ndi
ddsdde(i,j) = abulk - (2.d0 / 3.d0) * amuO
end do
ddsdde(i,i) = abulk + (4.d0 / 3.d0) * amuO
end do
do i=ndi+1l,ntens
ddsdde(i,i) = amuO
end do

else
* calcula o jacobiano (matriz de rigidez tangente)

ed = ed * aka * dsqrt(2.d0) / 2.dO

do i=1,ndi
do j=1,ndi
if (i .eq. j) then
ddsdde(i,j) = abulk + (4.d0 / 3.d0) * amu
1 ] - 2.d0 * amu**2.d0 * epsdev(i) * epsdev(j) / ed
else
ddsdde(1 j) = abulk - (2.d0 / 3.d0) * amu
1 2.d0 * amu**2.d0 * epsdev(i) * epsdev(j) / ed
end if
end do

do j=ndi+l,ntens
ddsdde(i,j) = (-2.d0 * amu**2.d0 * epsdev(i)
1 epsdev(j) / ed) / 2.d0
end do
end do
do i=ndi+1l,ntens
do j=1,ntens
if (i .eq. j) then
ddsdde(i,j) = (2.d0 * amu - 2.d0 * amu**2.d0 *

1 . epsdev(i) * epsdev(j) / ed) / 2.d0
else
ddsdde(i,j) = (-2.d0 * amu**2.d0 * epsdev(i) *
1 epsdev(j) / ed) / 2.d0
end if
end do
end do
end if
return
end

C.2. MATERIAL DE DRUCKER-PRAGER

O codigo-fonte da lei eldstica ndo-linear que simula o comportamento de um material regido

pelo critério de resisténcia de Drucker-Prager, implementada em linguagem FORTRAN na

sub-rotina UMAT, ¢ apresentado na seqiiéncia.

* declaracdo das variaveis envolvidas na sub-rotina
subroutine umat (stress, statev, ddsdde, sse, spd, scd,

1 rpl, ddsddt, drplde, drpldt, stran, dstran, time, dtime,
2 temp, dtemp, predef, dpred, material, ndi, nshr, ntens,
3 nstatv, props, nprops, coords, drot, pnewdt, celent,

4 dfgrd0o, dfgrdl, noel, npt, layer, kspt, kstep, kinc)
include 'aba_param.inc'

character*8 material

* dimensionamento de variaveis

dimension stress(ntens), statev(nstatv), ddsdde(ntens,ntens),
1 ddsddt(ntens), drplde(ntens), stran(ntens), dstran(ntens),
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2 time(2), predef(l), dpred(1l), props(nprops), coords(3),
3 drot(3,3), dfgrd0(3,3), dfgrdl(3,3)

dimension epsdev(ntens), totstran(ntens)

* definicdo dos parametros iniciais do material

anu = props(l)
emod = props(2)
aga = 1.d0
atr = 0.5d0
eref = 0.0001d0

* cdlculo das deformacdes totais

totstran(l:ndi)
totstran(ndi+1:)

stran(l:ndi) + dstran(l:ndi)
(stran(ndi+l:) + dstran(ndi+1:)) / 2.d0

* cdalculo de demais parametros
ev = totstran(l) + totstran(2) + totstran(3)

epsdev(1l:ndi) = totstran(l:ndi) - (1.d0 / 3.d0) * ev
epsdev(ndi+l:) = totstran(ndi+l:)

ed = 0.d0
do i=1,ndi
ed = ed + totstran(i)**2.d0
end do
do i=ndi+1,ntens
ed = ed + 2.d0 * totstran(i)**2.d0
end do

ed = dsqrt(ed)

abulk = emod / (3.d0 * (1.d0 - 2.d0 * anu))
amu0 = (atr * (aga - abulk * ev) / 2.d0) / eref
amu = (atr * (aga - abulk * ev) / 2.d0) / eref /(1.d0 + ed/eref)

* calcula as tensdes finais em cada ponto de integracao de cada elemento finito

stress(l:ndi)
stress(ndi+1:)

abulk * ev + 2.d0 * amu * epsdev(l:ndi)
2.d0 * amu * epsdev(ndi+l:)

* calcula o jacobiano (matriz de rigidez secante - inicial)

ddsdde=0.d0
if (ed .eq. 0.d0) then
do 1i=1,ndi
do j=1,ndi
ddsdde(i,j) = abulk - (2.d0 / 3.d0) * amuO
end do
ddsdde(i,i) = abulk + (4.d0 / 3.d0) * amuO
end do

do i=ndi+1l,ntens
ddsdde (i, i)
end do

amu0

else
* calcula o jacobiano (matriz de rigidez tangente)

ed = ed * atr * (aga - abulk * ev) / 2.d0

do i=1,ndi
do j=1,ndi
if (i .eq. j) then
ddsdde(i,j) = abulk + (4.d0 / 3.d0) * amu
1 ] - 2.d0 * amu**2.d0 * epsdev(i) * epsdev(j) / ed
else
ddsdde(1 j) = abulk - (2.d0 / 3.d0) * amu
1 2.d0 * amu**2.d0 * epsdev(i) * epsdev(j) / ed
end if
end do

do j=ndi+l,ntens
ddsdde(i,j) = (-2.d0 * amu**2.d0 * epsdev(i) *
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1 epsdev(j) / ed) / 2.d0
end do
end do
do i=ndi+1,ntens
do j=1,ntens
if (i .eq. j) then

ddsdde(i,3) (2.d0 * amu - 2.d0 * amu**2.d0 *

1 ] epsdev(i) * epsdev(j) / ed) / 2.d0
else
ddsdde(i,j) = (-2.d0 * amu**2.d0 * epsdev(i) *
1 epsdev(j) / ed) / 2.d0
end if
end do
end do
end if
return
end
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