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Resumo

O crescente desenvolvimento da atividade financeira tem levado a uma maior necessidade em
compreender as séries temporais financeiras e a previsoes sobre futuras condigoes economicas.

Durante muito tempo, a modelagem estatistica em financas assumiu que as variaveis tém
uma distribuicao normal multivariada por simplificacao dos procedimentos de estimacao. En-
tretanto, essa suposicao restringe o tipo de associacao entre as marginais a ser linear, sendo
assim qualquer outro tipo de associacao nao seria detectado. Além disso, a pressuposicao de
normalidade multivariada na pratica muitas vezes ¢é violada.

Cépulas tém aparecido na literatura como um potencial instrumento que permite construir
um modelo multivariado que separa o comportamento marginal das variaveis aleatérias da
estrutura de dependéncia existente entre elas.

Cépulas podem ser modeladas com os parametros de dependéncia estaticos ao longo do
tempo, porém isso nem sempre corresponde com a realidade.

H&a varias maneiras de capturar a dinamica de dependéncia dos parametros da cépula ao
longo do tempo, entre as quais se destacam a dinamica proposta por Patton (2006) e a dindmica
usando modelos GAS - Generalized Autoregressive Score, proposto por Creal et al. (2008). Esse
trabalho analisa os retornos das bolsas de valores BOVESPA e S&P100 usando ambas dinamicas
durante o periodo de 01/01/2000 a 14/08/2015 nas cépulas normal, t-Student, Gumbel rotaci-
onada e Joe-Clayton simetrizada, além de realizar simulagoes para comparar os modelos e os

métodos de estimagao.

Palavras Chaves: depedéncia, cépulas dinamicas, heterocedasticidade.
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1 Introducao

Retorno é o ganho ou o prejuizo que se tem com um investimento. Grande parte dos estudos
envolve modelagem dos retorno ao invés de precos. Dentre as principais razoes, destaca-se o
fato de séries de retornos serem estaciondrias, tornando-se mais faceis de manipular que as
séries de precos.

Uma das principais caracteristicas das séries financeiras, em especial a série de retornos, é
a presenca de clusters de volatilidade que se deve ao fato da presega de autocorrelagao entre
os quadrados dos retornos, isto é, ha a presenca do efeito de variancia condicional dinamica no
tempo. Com isso grandes mudancas tendem serem seguidas por grandes mudancas, de qualquer
sinal, e pequenas mudancas tendem a serem seguidas por pequenas mudancas. A implicagao da
presenca de tal agrupamento é que a volatilidade de hoje ira influenciar a volatilidade muitos
peridos no futuro, isso é, em geral a volatilidade apresenta alto grau de persisténcia na série
(Tsay, 2015).

Outra caracteristica da séries de retornos é que sua distribuicao nao condicional tende a
ser leptoctrtica, isto estd associado ao fato de haver autocorrelagao entre os quadrados dos
retornos. Como consequéncia quando surgir um retorno com um valor extremo (tanto positivo
quanto negativo) hd uma grande chance do outro retorno também obter um valor extremo. Isso
leva ao aparecimento de um grande ntimero de valores extremos, formando caudas pesadas.

Neste sentido, houve a necessidade de criar modelos que possibilitassem, além da modelagem
da média condicional, a modelagem da variancia condicional no tempo, surgindo entao os
modelos heterocedésticos.

Além disso, durante muito tempo a modelagem estatistica em financas assumiu que as
variaveis tém uma distribuicao normal multivariada por simplificacao. Entretanto, essa su-
posicao restringe o tipo de associacao entre as marginais a ser linear, sendo assim qualquer

outro tipo de associacao nao seria detectado. Também, a pressuposicao de normalidade multi-

variada na pratica muitas vezes é violada (Richardson e Smith, 1993]).

A suposicao inadequada da distribuicao das variaveis no processo de modelagem tem con-
sequéncias graves, a comegcar pela relacao do coeficiente de correlacao entre as variaveis que
tem muito pouco a informar se esse pressuposto ¢ violado. Com isso, a verdadeira relacao entre
as variaveis nao ¢é detectada, podendo haver a subestimacao da probabilidade e da severidade
de eventos extremos, levando a grandes prejuizos financeiros, ou em alguns casos causar um
crash a grandes instituicoes do mercado financeiro - crash é a denominacao dada a uma forte
queda nas bolsas de valores, o mais famoso ocorreu no dia 24 de outubro de 1929, na bolsa de
valores de Nova York, inaugurando a grande crise economica mundial dos anos 30
(Cavumbu, 2015]).

Por isso é tao relevante promover um maior entendimento com relagao a essas estruturas e

buscar solucoes adequadas para modelar corretamente esses dados. Nesse caminho, a funcao
cépula vem aparecendo na literatura como uma poderosa ferramenta no processo de modelagem.

Historicamente, medidas e modelos de dependéncia estavam centrados no coeficiente de



correlagao linear de Pearson (Mahfoud, 2012)), mas como o préprio nome do coeficiente sugere,

ele capta tao e somente a dependéncia linear das variaveis.
Cépulas tém aparecido na literatura como um potencial instrumento que permite construir

um modelo multivariado que separa o comportamento marginal das variaveis aleatérias da

estrutura de dependéncia existente entre elas (Silva Filho et al. 2014)).

A palavra “cépula”, do latim copula, quer dizer juncdo, ligacao, que liga um ao outro

(Wikcionario, 2015]). Pelo Teorema de Sklar, a cépula é uma funcao que liga as fungoes de dis-

tribuicao univariadas a funcao de distribuicao conjunta e se todas as variaveis tem distribuicao
continua, entao ela é tnica.

Em geral, retornos financeiros nao sao normalmente distribuidos, além de exibirem caudas-
pesadas e/ou assimetria. Muitas vezes as copulas sdo modeladas considerendo que seus parametros

de dependéncia sao estaticos ao longo do tempo, porém isso nem sempre corresponde com a

realidade (Silva Filho et al., 2012). Estudos apontam que o grau de dependéncia é muito maior

em periodos de crise do que em estabilidade ou ascensao (Toféli et al., 2013|), motivando assim

o uso de cépulas dinamicas.

ISilva Filho e Ziegelmann (2014)| fazem uma aplicagdo de cépulas dinamicas usando cadeias

de Markov escondidas para avaliar a dependéncia entre retornos, a volatilidade e o volume de
negociacao das bolsas BOVESPA e S&P500.
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2 Referencial Teorico

Esse capitulo abordara os principais conceitos e técnicas estatisticas aplicadas nesse trabalho

com base no que ha na literatura.

2.1 Retorno Financeiro

O retorno mais simples de ser calculado para o tempo t é o retorno aritmético, que pode

ser obtido por
Py — P4 P
R, = = -1, 1
" R Po @

onde R; é o retorno no perido t e P, é o prego no perido t.

H&4 também o retorno logaritmico, também chamado de retorno geométrico, que é uma
modificagao de , que consite em aplicar o logaritmo natural da razao entre o retorno de uma

data atual e o retorno de uma data anterior, dessa forma, tem-se a seguinte expressao:

Ty :m( F ) = In(P,) — In(P_y). (2)

2.2 Modelos GARCH

O modelo GARCH - do ingles Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity

proposto por [Bollerslev (1986), considera que a variancia condicional do processo de erro esté

relacionada aos quadrados dos valores passados da série e as variancias condicionais passadas.

E uma extensdo dos modelos ARCH de Engle (1982)| se apresentando da forma

Xy = iy + 0y, (3)

onde g; sao variaveis independentes e identicamente distribuidas com média zero e variancia

igual a um, independentes das realizagoes passadas, e

p q
o7 :W+Z¢i03—i+zan752—jv (4)
i=1 j=1

com w > 0, ¢;, a; > 0.

Para que o processo seja estaciondrio é necessério que > »_, @-—1—2321 a; < 1. Nesse trabalho
considera-se que ¢; tem distribuigao skewed-t, isto é g, ~ skewed —t(¢, @), onde sua densidade
¢ dada por

—(¥+1)/2
1+L(bzf‘1)2 se z < —a/b,

—(¥+1)/2
1+L(I?Zj)2> se z> —a/b,

14w
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na qual as constantes a e b sao obtidas por

L)

(W =2)I'(3)

-2
CL:4WC(%), 62:1+3w2—a2 e CcC=

onde ¥ e w sao os parametros que representam o nimero de graus de liberdade e assimetria

do processo, respectivamente.

2.3 Modelos GJIR-GARCH

O modelo GARCH supoe que valores passados positivos tem a mesma influéncia de valores

passados negativos, ja que estes sao elevados ao quadrado. Alguns resultados empircos sugerem

que existe uma assimetria quanto a essa influéncia, para isso |(GLOSTEN et al. (1993)| propuse-

ram um modelo em que o efeito de X? na variancia condicional o2 é diferente de acordo com
o sinal de X;_;, permitindo medir a influéncia separadamente de valores passados postivos dos

negativos, criando os modelos GJR-GARCH definidos como

Xi = py + 048y, (6)

onde g; sao variaveis independentes e identicamente distribuidas com média zero e variancia

igual a um, independentes das realizagoes passadas, e
p q
i =w+ > g0} i+ (o + L) X7 (7)
i=1 j=1

na qual «; capta a assimetria, que indica a influéncia dos choques negativos na volatilidade, em
outras palavaras, v; mede o efeito da diferenca de sinais entre as realizacoes passadas indicadas

pela varidvel indicadora I;_;, onde

1, seX; ;<0
L ;= R
0, caso contrario

Note-se que se ; = 0 o efeito é nao assimétrico e o modelo se torna um GARCH.

2.4 Modelos GAS

Ha também os modelos mais genéricos, como o GAS -do inglés Generalized Autoregressive

Score - introduzidos por [Creal et al. (2008)] os quais vem sendo muito utilizados para andlise

de séries temporais.

Seja y; um vetor aleatorio de dimensao N x 1, f; um vetor com parametros variantes no
tempo, # um vetor com parametros estaticos do modelo, F; o conjunto de todas informagoes
disponiveis até o tempo t. Assume-se que y; ~ p(ye|fi, Fi, €), gerando a seguinte equagao de

atualizagao dos parametros variantes no tempo:

12



p q
frin=w+> A+ Bifiji, (8)
i=1 =1

onde w é um vetor de constantes, A; e B; sao matrizes de dimensoes apropriadas, enquanto que

s¢ ¢ uma funcao das observagoes passadas, onde

B Ol p(y:/ fr, Ft,0)
a Ofe

s¢ = Sy Vi, Vi ; Sy = S(t, fr, Fe; 0). 9)

A partir do momento em que chega uma nova observacao atualiza-se o parametro na equagao
, obetendo o valor para o perido t + 1.

A principal diferenga entre os modelos GAS e outros modelos com parametros variantes
no tempo se concentra na escolha do mecanismo de condi¢ao da equacgao de atualizacao de sy,
que é aplicavel a uma ampla classe de modelos. Além disso, o vetor score depende da funcao
de densidade como um todo, utilizando a estrutura completa da distribuicao preditiva para a
atualizagao de f; (Creal et al., 2013]).

2.5 Medidas de dependéncia

As medidas de dependéncia sao muitas vezes utilizadas para medir e avaliar a relacao exis-

tente entre varidveis aleatérias, podendo essa dependéncia ser linear ou nao.

2.5.1 Coeficiente de correlagao linear

Como o préprio nome sugere, o coeficiente de correlacao linear indica a forga e a direcao do

relacionamento linear entre duas variaveis aleatorias. Sua expressao é dada por

Cov(X,Y)

2 9
0x0y

p(X,Y) = (10)
onde Cov(X,Y) = E[XY]| — E[X]E[Y] é a covariancia entre X e Y e 0%, 0% sdo as variancias
de X e Y, respectivamente.

Pela sua construcao —1 < p < 1, onde se p = 0 as varidveis sao linearmente independentes
e se |p| = 1 as varidveis tém dependéncia linear perfeita.

O coeficiente de correlacao linear é uma medida de dependéncia muito popular devido a
simplicidade da sua estimacao. Porém tem algumas limitagoes, como por exemplo nao ser
invariante a transformagoes nao lineares das variaveis aleatérias, além de nao ser uma medida

de associacao robusta.

2.5.2 Dependéncia Caudal

A dependéncia na cauda é uma medida que quantifica a dependéncia na cauda superior/

inferior de uma distribuicao, suas expressoes sao dadas por

13



' = lim P(Y > G ' (q)|X > F'(q)) e
q—r

L= Jim P(Y < G (q)|X < F(q)), (11)

onde 7Y e 7% representam os graus de dependéncia na cauda superior (Upper) e inferior (Lower),
respectivamente. Note que, por se tratar de uma probabilidade, 7Y, 7% € [0, 1].

Se os limites acima existem, entao a fungao tem alguma dependéncia caudal, caso contrario
dizemos que a fungao nao possui dependéncia caudal. A dependéncia caudal pode ser interpre-
tada como a probabilidade de uma série apresentar um valor extremo em direcao a uma das

caudas dado que a outra série ja apresentou valor extremo na mesma direcao.

2.6 Copulas
De acordo com [Nelsen (2013)| as copulas podem ser definidas como fungdes de distribuigoes

multivariadas com distribui¢ées marginais uniformes no intervalo [0,1]. Pode-se entdo definar

uma copula bidimensional como
C(u,v) = P(U <u,V <w),

onde U e V possuem distribui¢ao uniforme no intervalo [0,1]. Combinando esta definigdo com
o fato de que qualquer variavel aleatéria continua pode ser transformada em uma variavel uni-
forme através da sua funcao de probabilidade, a fun¢ao cépula permite modelar a dependéncia
entre quaisquer variaveis aleatérias. Um resultado importante para a teoria das copulas é o

Teorema de Sklar.

Teorema 1 (Teorema de Sklar) Seja H uma funcao de distribui¢ao conjunta com marginais

F e G. Entao existe uma copula C tal que:
H(z,y) = C(F(z),G(y)), Yz, y € R. (12)
Se as marginais F e G sao continuas, entao C € unica.

Uma propriedade da cépula é que ela é invariante a fungoes estritamente mondtonas e
continuas das varidveis aleatdrias, isto é, sejam aq(.) e ag(.) fungdes com essas especificagoes e
sejam X e Y duas varidveis aleatérias, se C' é a cépula que liga X e Y, entao C' também é a
copula que liga a1(X) e az(Y).

O isolamento das informacoess contidas nas distribuigoes marginais é obtido através da
transformagao da integral de probabilidade (PIT) via fungao inversa generalizada (ou quasein-

versa), definida pelo seguinte teorema:

Teorema 2 Seja X wuma varidvel aleatoria com funcao de distribuicao F. FEntao a fungao

wmversa generalizada serd dada por

14



FYu) =inf{r: F(x) # u},Vu € [0,1],

onde F~! ¢ continua e ndo decrescente sobre u € [0,1].

Assim pode-se definir a varidvel aleatéria U como U = F(X), onde U ~ Uniforme(0,1),

tal que F'~1(u) = x. Além disso, a partir desse teorema surge o seguinte coroldrio:

Corolério 1 Seja H uma funcio de distribuicio conjunta com marginais F e G, com F~1 e

G~ as respectivas inversas generalizadas. Entio a cépula C' de (@ pode ser obtida por

Clu,v) = H(F'(u),G"'(v)),Vu,v € I, (13)

onde u= F(z) ev=G(y).

O corolario acima diz que a funcao cépula pode ser descrita pela distribuicao conjunta em
funcao das inversas acumuladas das marginais.
Neste trabalho estaremos mais interessados no caso em que as variaveis tém uma estrutura

de dependéncia dinamica. Com o uso de séries temporais podemos capturar essa dependéncia

condicional. Segundo [Patton (2006) , o teorema de Sklar pode ser estendido para o caso de

variaveis condicionais, sendo assim tem-se o seguinte teorema:

Teorema 3 Seja F o conjunto de informagdes condicionais, F(x|F) a distribui¢ao condicio-
nal de X|F, G(Y|F) a distribui¢ao condicional de Y|F e H(z,y|F) a distribui¢io conjunta
condicional X, Y|F. Assumido que F' e G sao continuas em X e Y, entdo existe uma unica

copula condicional C tal que:
H(z,y|F) = C(F(z|F),G(y|F)),Vz,y € R. (14)

Para obter a funcao densidade de probabilidade conjunta, basta derivar em relacao as

marginais:
o) = ST
_ OF@|F) 0GW|F) OC(F(z|F),GylF))
or oy Oudv
= f@[F) . glF) . clu,v), (15)

onde u = F(z|F) e v = G(y|F).
Nota-se que a funcao de distribuicao conjunta foi dividida em trés expressoes: duas marginais
e a funcao cépula, mostrando claramente que o papel da funcao céopula é ligar as fungoes de

distribuicao univariadas a fungao de distribuicao conjunta.
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3 Coépulas Dinamicas

Os modelos GAS permitem uma ampla escolha pra S; definida em @D, onde cada escolha
pode levar a diferentes propriedades do modelo. Neste trabalho utilizou-se S; sendo a matriz
identidade, deixando assim que o mecanismo de atualizagao seja somente o gradiente, s/;, que
representa a direcao da subida mais acentuada para melhorar o ajuste local do modelo em
termos da densidade no instante ¢ dada a posicao f;.

A cépula pode ser aplicada em estudos de qualquer dimensao, porém nesse trabalho sera

abordado somente o contexto bivariado.

3.1 Estrutura de Dinamica

Quem introduziu a teoria béasica permitindo que os parametros de dependéncia variarem no

tempo foi [Patton (2006). De maneira geral, considerando k; como o parametro de dependéncia

da copula de interesse variante no tempo, a proposta de evolucao desse parametro é dada por
Kt :A(w—i_/@’%tfl—i_ggtfl)’V/t: 1727"'7T7 (16)

onde A(.) é uma funcdo apropriada para manter o parametro da cépula em seu espago pa-
ramétrico e w, B, a € R sao os parametros a serem estimados.

Dessa maneira ao invés de estimar somente um parametro de dependéncia, estima-se trés
componentes que farao a estimativa do parametro variar no tempo, sendo elas uma parte cons-
tante (representado por w), uma parte dependente do valor passado do parametro (representado
por () e a parte denominada forcing variable (representado por «).

A ideia por tras dessa proposta é considerar que o parametro de dependéncia da copula seja

através de uma dinamica de um autoregressivo, porém segundo |[Bernadi (2015)} essa dinamica

tem algumas desvantagens, por exemplo, o fato da presenga da fungao A(.) para manter o
parametro no seu espaco paramétrico faz com que nao seja considerado um autoregresivo
puro. Porém a especificagao proposta por Patton permite capturar um dos fatos estilizados
mais relevante em série temporal financeira: a variagao do comportamento da dependéncia da
cauda.

Em seu artigo Patton propos a seguinte expressao para &;:

1 m
— E D' (us—j) D~ (vs—;), para a cépula Normal e t-Student
m

=1

1 m
— E |us—j — vi—j|, para a cépula Gumbel Rotacionada e Joe Clayton simetrizada.
m

i=1

(17)
onde D~!(.) denota a inversa da fungao de distribuigao acumulada, sendo D~!(.) = ®~!(.) para
a cépula normal e D~(.) = T,!(.) para a cépula t-Student e m é o niimero de informagoes

v

passadas a ser utilizado, na qual utiliza m = 10.
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Segundo o autor é dificil especificar qual a expressao adequada da forcing variable e que
nem sempre ha uma estrutura ébvia que seja apropriada. Além disso a escolha de m em ([17]),
que é o numero de informacoes passadas a ser usado, é de alguma forma arbitraria.

Na dinamica dos modelos GAS, a estrutura de evolucao é a mesma mostrada em , a

diferenca estd na forcing variable, &. Essa é uma proposta feita por [Creal et al. (2013)[e

vem ganhando espaco em muitos campos de analises de temporais financeiras. Principalmente
porque evita o problema da utilizacao de uma forcing variable nao adequada quando esta
escolha nao é tao obvia.

A evolugao do parametro é dado a partir do modelo GAS(1,1), dessa forma tem-se a seguinte

equacao para &;:

01n c(u, v|]-"t)

K1

& = (18)

Assim o mecanismo de atualizacdo de k; é dada pelo gradiente de direcao, que indicara
a direcao da subida mais acentuada para melhorar o ajuste local do modelo em termos da
densidade no instante t.

H& outras maneiras de capturar a dinamica de dependéncia dos parametros da cépula, como
a correlagao dinamica, usando os modelos SGASC, entre outras que nao serao abordadas aqui.

usa uma metodologia misturando diversas fungoes cépulas para a modelagem
de retornos de ativos, onde varias funcoes cépulas tem um peso para explicar a estrutura de

dependéncia, porém sem seus parametros variarem no tempo.

3.2 Modelos de copula

Nesta secao estao as formas funcionais e breves descrigoes das versoes estaticas das copulas
citadas, seguido pelos modelos dinamicos propostos por Patton em e usando os modelos
GAS de (|18]).

H& varias funcoes copulas, nesse trabalho serao abordadas quatro delas: a Normal, a t-

Student, a Gumbel Rotacionada e a Joe Clayton simetrizada.

Copula Normal

A cépula normal, conhecida também como copula Gaussiana, tem origem na funcao de

distribui¢ao normal (Mackenzie e Spears, 2014]). Sua expressao é dada por

&7 (w) r? + 8% — 2prs
(u,v) = xp | — 5 ds dr,
2 1 — p 2(1—p?)

onde r = ®1(u) e s = ®1(v) sdo as inversas da fungao de distribuicio acumulada de uma

normal padrao.
Seu parametro de dependéncia é o p definido em ([10)), isto implica que a cépula Normal

capta tao e somente a dependéncia linear, além disso nao capta uma possivel dependéncia
caudal definidos em (11)), isto é, 7¥ = 7% = 0.
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O parametro p tera a seguinte evolugoes na proposta de Patton:

10
1
Pt = Al (wp + 5ppt71 + apl_o Z (I)l(utj>q)l(vtj)) )
j=1

e a seguinte evolucao na proposta dos modelos GAS:

8lncN(u,v))

pr =M\ (Wp + Bppr—1 + Do
t_

1 —exp(—a)
Ai(a) = ———=.
onde Ay (a) T+ exp(—a)
Copula t-Student

A Cépula t-Student é expressa como

T (w) T () 1 r2 4522 ~x32
prs
C, = — (1 ds d
y (u, ) /oo /OO o —1_p2< + ) ) s dr,

onde r = T, ' (u) e s = T} (v) sdo as inversas da fungao de distribuicio acumulada de uma

uma distribuicao t-Student com v graus de liberdade.
O parametro p tem a mesma funcao e evolucao dada na cépula Normal, e o parametro v

que denota os graus de liberdade tem a seguinte evolucoes na proposta de Patton:

10
1
v = A2 (wu + /61/1/t—1 + aul_o Z Ty_l(ut—j)Tu_l(,Ut—j)> )
j=1

e a seguinte evolucao na proposta dos modelos GAS:

Jln ct(u,v)>

=N (w, + B +a,
Ove_y

onde Ay(a) = 2 + a®.

Assim como a cépula Normal, a copula t-Student tem origem na distribuicao homonia

(Dermarta e McNeil, 2005|), semelhante a distribuigdo, a cépula t-Student é simetrizada e

possui caudas mais pesadas que a copula Normal. Além disso capta uma possivel dependéncia

caudal, que nessa copula tanto a superior quanto a inferior sao iguais e dadas pela expressao

Uty <—\/(V+fflp_p)>v

onde t,41(.) é a fun¢ao de probabilidade da distribui¢ao t com v + 1 graus de liberdade.
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Coépula Gumbel Rotacionada

A cépula Gumbel Rotacionada é uma variacao da cépula Gumbel, na qual a cépula Gumbel

é expressa como

Cg(u,v) = exp {— [(—log u)? + (— logv)e] 1/9} ,

onde 6 € [1,+00).

Uma caracteristica da cépula Gumbel é que ela capta tao e somente a dependéncia na
cauda superior, isto é, 77 = 0, sendo que 7V = 2 — 2%, Como em séries financeiras a maior
preocupacao é com a dependéncia da cauda inferior, tem-se a cépula Gumbel Rotacionada dada

por

Cor(u,v) =u+v—1+Cgq(l —u,1 —0),

na qual continua € [1, +00), porém a relagao de # com a dependéncia caudal se altera, ficando
b =2—-2Y0 ¢ 7V =0, de onde vem o seu nome.

Para essa copula, o parametro 6 terd a dinamica de Patton:

10
1
0, = As (we + Bl —1 + 0491—0 JZ:; |y — Utj|> )

e a seguinte dinamica na proposta dos modelos GAS:

Ocgr(u,v
0; = As <W9 + Bol—1 + aew) ;

90,1

onde: Az(a) =1+ a®.

Cépula Joe-Clayton simetrizada

A copula Joe-Clayton, conhecida também como BB7, descrita por |Joe (1997), é dada pela

expressao

Crolu,v) =1— (1—{[1 = (1— )]+ [1 = (1— o)} — 1}) %,

— 1 - __ 1
onde k = log, (2—7Y) e 7= log, 7L °

Tanto 7Y quanto 71 possuem espago paramétrico igual a (0,1) e sao a dependéncia caudal
inferior e superior, respectivamente, logo a cépula Joe-Clayton permite captar a dependéncia
na cauda superior e inferior simultaneamente, sem que uma medida influencie na outra, o que
nao acontecia na cépula t-Student, onde a dependéncia caudal superior é igual a superior, logo
a ocorréncia de uma afeta o valor da outra.

Porém o incoveniente dessa cépula é que até mesmo quando 7V = 7% ela apresenta assimetria
devido a sua forma funcional. A cépula Joe-Clayton simetrizada é uma variacao da cépula Joe-

Clayton apresentada acima, porém ¢é simétrica quando 7V = 77,
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Sua expressao é dada por

Cjc(u,v)+CJc(1—u,1—U)+U—|—U—1

Cres(u,v) = 5

Para essa copula, os parametros de dependéncia caudal terao a seguinte dinamica de Patton:

10
1
TtU = Ay (wTU + /BTUTtIil + OéTUl—O Z |Ut_j — Ut_j|>
j=1

10
1
TtL = Ay <(,UTL + ﬁTLTtl;l + OtTLE Z |Ut—j — Ut—j|> )

J=1

e a seguinte evolucao na proposta dos modelos GAS:

0
TtU = A4 (WTU + BTUTt[il + o u —CJCS(U, U)>

ot
e
0
TtL =Ny (wr + /BTLTt[Ll + QTLM ,
0T~
de A (a) !
onde Ay(a) = ———.
! 1 + exp(—a)

3.3 Estimacao

A estimacao dos parametros foi realizada usando estimadores de méximo verossimilhanca.
Para isso é necessario da fungao de densidade conjunta dada em ([15)), na qual reescrevendo

para o contexto temporal tem-se
hi(z,y|Fi1;0n) = fi(z|Fio1;02) - 9:(W|Fio1;0y) - co(u, v|Fi1;0e), (19)

onde, F;_1 é o conjunto de informagoes obtidas até o tempo t—1, u = F(z|Fi—1), v = G(y|Fi-1),
O = [0,05,0.] é o vetor de parametros da fungao de distribui¢do conjunta, na qual fx é o
vetor de parametros da marginal X, fy o vetor de parametros da marginal Y e 6. o vetor de
parametros da cépula.

Assim, pode-se definir a funcao de log verossimilhanga como

L0y = log [ [ flxil Ficri02) - gu(wel Fier:0,) - colur, vi| Foos Or)
t=1
= > log (ful@el Fie1302) - ge(yel Fio110y) - calue, vel Fio: Ocr))
t=1

= Z log (ft(xt|ft71; 91)) + Z log (gt(yt‘«/t-tfl; Gy)) =+ Z log (Ct(um Ut‘JT"tfl; ect))
t=1 t=1

= lf(ex) + lf(ey) +1.(0.), -
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Portanto o estimador de maximo verossimilhanga (EMV') é dado por

éhEMV = I;leaéX E(Gh) (20)

Geralmente nao ha forma analitica fechada para . Além disso maximizar todos os
parametros simultaneamente de forma computacional é muito intensivo, principalmente no
contexto de parametros variando no tempo. Assim, utiliza-se a metodologia inference from
margins (IFM) proposta por |[Joe e Xu (1996 )|

A metodologia consiste em encontrar em duas etapas:

1. estima-se os parametros das marginais, onde l¢(fx) e [;(0y) sao as funcoes de log méximo

verossimilhanca usadas para estimar os parametros das marginais;

2. depois usa-se essas estimativas para estimar os parametros de dependéncia da cépula em

lc(‘90)'
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4 Simulacao estocastica: comparacao das dinamicas

Para os valores dos parametros dos modelos geradores foram fixados os valores provenientes
dos dados empiricos que serao apresentados na proxima secao. Para cada copula e dinamica
a simulacao foi replicada 1005 vezes, descartando os 5 piores resultados para evitar valores
discrepantes da simulacao. Por se tratar de uma simulagao o estudo é restrito, pois ha muitas
possibilidades de escolha de avaliacao das performances e do critério de comparacao.

Como o objetivo é comparar a evolugao proposta por Patton em com a evolugao do
modelo GAS em , sera avaliado como é o comportamento das estimagoes usando a evolugao
e em dados cujo modelo gerador é o , e o comportamento das estimacoes usando a
evolugao e em dados cujo modelo gerador é o , assim foi comparado a performance
de ambas estimativas.

A simulacao foi realizada no software R-Project versao 3.2.2, onde na qual criou-se a prépria

programagao com o auxilio dos pacotes: copBasic, copula, CDVine e Deriv.

4.1 Algoritmo para a simulacao

Ha& varios procedimentos para simulacao de valores de copulas, optou-se utilizar o algoritmo
presente em [Nelsen (2013), onde usa a distribui¢ao condicional de V|U = u para se obter o par

de valores (u,v). Para isso é necessério definir a distribui¢do condicional, que é dada por

ca(v) = P(V < o|U = ) = lim ST B0 = Cluv)  9C(u,0)

. 21
Au—0 Au ou (21)

Com a distribuigao condicional definida, pode-se utilizar o seguinte algoritmo:
1. Simular dois valores independentes com distribui¢ao uniforme (0,1), chamando u e t;
2. Definir v = ¢;1(t), onde c;! é a inversa generalizada definada em (2)) de (21));

3. Tem-se o par (u,v) de obervacao da cépula;

4. Gerar a série dinamica do parametro de dependéncia da cépula através da estrutura
de (16) usando o modelo gerador de & proposta por Patton. FEssas séries serdao con-
sideradas como sendo os valores alvos de referéncia para a comparacao, chamando-os

_ (P P D Py.
kP = (K}, kS, kY, .. KL,

5. Estimar wPP, 5P e oPP a partir dos dados simulados no item 3 usando a evolucao proposta

por Patton, obtendo P = (k" k57, k5, ... KHY);

6. Estimar wP?, gP9 e aP? a partir dos mesmos dados simulados no item 3, mas usando a

Pg

evolugao dos modelos GAS, obtendo 79 = (17, k57, k59, ... K5Y);

7. Calcular a medida de viés:
Vi = (9 = 189) = (= W07) + (s — W) (= 87) + o (o — ),

Vi = (67 = 109) = (= W1%) - (5 = W)+ (5 = 7)o+ (o = 30
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8. Calcular a medida de erro quadréatico médio (EQM):
V2, = (6 = R = (o] = w72+ (o = R (5 = )

80 (g — w7
Vig = (R = #77)° = (KT — #1")° + (w — 17)" + (k5 = K5°)" 4+ (k7 — R7)%

9. Com isso tem-se que V,, e V,, sao as medidas de viés de uma estimacao utilizando a
evolugao de Patton e GAS, respectivamente, de uma simulagao utilizando modelo gerador
proposto por Patton. Enquanto que Vf)p e Vf,g tem a mesma logica relacionado ao erro

quadratico médio;

10. De forma andloga volta-se ao item 4, porém utilizando o modelo gerador GAS para a
evolucao de &;, dada por , até chegar ao item 9, na qual de maneira analoga tem-se
que Vg, e V4 sao as medidas de viés de uma estimacao utilizando a evolugao de Patton

e GAS, respectivamente, de uma simulagao utilizando modelo gerador GAS. Enquanto

2

que Vg,

e Vgg estao relacionados ao erro quadratico médio.

V2

. ~ ’ /1 o 2
A avaliagao se dard pela andlise descritiva de V,,, V,4, Vg, Vg, V g

pp’

me e Vgg de

cada copula.

4.2 Resultados da simulagao

A Tabela [I] mostra os valores da mediana das medidas do item 7 e 8 do algoritmo acima
ao longo das replicagoes em um modelo gerador Patton, enquanto que a Tabela [2| mostra os
valores da mediana das medidas do item 10 do algoritmo acima ao longo das replicacoes em

um modelo gerador GAS.

Cépula Parametro Estimativas  Vicio EQM
Normal p Patton 0.00129  0.00365
GAS 0.00285  0.00455
. Patton -0,00955 0,01386
Gumbel Rotacionada 0 GAS 002604 0,02358
L Patton -0,01033  0,00253
Joe-Clayton simetrizada GAS -0,01466  0,00391
LU Patton -0,01541 0,00471
GAS -0,00641 0,00709

Tabela 1: Mediana do vicio e do erro quadratico médio ao longo das replicagoes em um modelo
gerador Patton.

Pela Tabela [1| nota-se que em dados simulados provenientes de um modelo gerador Patton,
as estimativas Patton sao melhores tanto em vicio quanto em EQM, exceto para o parametro
7V da cépula Joe-Clayton Simetrizada, onde a viés das estimativas GAS foram menores (em
modulo).

Pela Tabela [2| nota-se que em dados simulados provenientes de um modelo gerador GAS, as

estimativas GAS sao melhores para a copula normal em ambas medidas de avaliagao. Na copula
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Cépula Parametro Estimativas  Vicio EQM
Patton -0,02449 0,03179

Normal p GAS -0,02269  0,02719
. Patton -0,00232  0,0035

Gumbel Rotacionada 0 GAS 000212 0,00438
L Patton -0,00061 0,00664

Joe-Clayton simetrizada GAS -0,00591 +0,00319
o Patton -0,00087  0,00623

GAS 0,00586  0,00503

Tabela 2: Mediana do vicio e do erro quadratico médio ao longo das replicacoes em um modelo
gerador GAS.

Gumbel Rotacionada o viés das estimativas GAS foi menor, no entanto o EQM das estimativas
Patton foi menor. E por fim, ambos parametros da copula Joe-Clayton Simetrizada tiveram

um menor viés com as estimativas Patton, porém as estimativas GAS apresentaram um menor

EQM.

5 Analise da dependéncia das séries Bovespa e S&P100

A anélise foi realizada no software R-Project versao 3.2.2, onde na qual criou-se a prépria
programagao de analise com o auxilio dos pacotes: rugarch e moments.

Os dados utilizados neste trabalho foram os retornos dos indices BOVESPA e S&P100 . Para
isso, foram obtido{] os valores didrios de ambos os indices de pregos no periodo de 01,/01/2000
a 14/08/2015, removendo os dias em que pelo menos uma das bolsas ndo operou, assim cada
série teve 3783 observagoes, calculando-se o retorno logaritmo definido em dessas séries.

A Figura [I] mostra o comportamento dos dois indices de precos no periodo, no eixo da
esquerda estao os valores do indice da BOVESPA (linha azul), enquanto que os valores do
indice da S&P100 estao no eixo secundério (cor vermelha).

Pode-se notar um comportamento muito semelhante entre os dois indices até 2010, principal-
mente a partir de 2003 quando ambos apresentam um crescimento até 2007, quando comecam
a decrescer até 2009, voltando a crescer novamente até 2010. A queda que os indices apresen-
tam no inicio de 2008, seguida por uma aparente melhora seguida por uma queda bruta foi
uma tendéncia global resultante da crise do subprime ocorrida nos Estados Unidos, iniciada ja
em 2007. A partir do ano de 2010 o comportamento dos indices comeca a divergir, na qual a
BOVESPA apresenta uma leve queda e a S&P100 continua crescendo.

A Figura [2] ilustra o comportamento dos retornos dos dois indices ao longo do tempo, em
ambos nota-se a presenca de clusters, um indicativo da presenca do efeito GARCH que fica mais
evidente na Figura 5], que mostra os graficos de autocorrelagao e de autocorrelagao parcial dos
quadrados dos retornos, em todos os gréaficos ha valores que ultrapassam os limites do intervalo

de confianca, aplicando o teste de Ljung-Box h& evidéncias de que os quadrados dos retornos

10s dados foram obtidos pelo site Yahoo! Finance.
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estao correlacionados (p-valor < 0.0001 em ambos).

A Figura[d mostra a autocorrelagao e a autocorrelacao parcial das séries, nota-se que em am-
bas a autocorrelacao parcial possue valores fora do intervalo de confianca, dando um indicativo
de efeito ARMA na série.

Conforme resultados da Tabela [3] e o que ilustra o histograma da Figura [3| ambos retornos
apresentam alto grau de curtose (6.9778 e 10.5963 respectivamente), além de apresentar leve
assimetria positiva (0.1112 e 0.1429 respectivamente). Em média, os retornos estiveram muito
proximos de zero e com desvio padrao pequenos (0.01849 e 0.01272 respectivamente). Além
disso, observando a Figura [7] é possivel verificar uma correlagao positiva (p = 0.6187) entre os

retornos.

Tabela 3: Estatistica descritiva da série de retornos.

Estatistica Bovespa S&P100

Média -0.00027  -0.00004
Desvio Padrao  0.01849 0.01272
Curtose 6.97782 10.59628
Assimetria -0.11117 -0.14293

5.1 Modelagem das marginais

A fim de conhecer o comportamento dos modelos nos dados, foram ajustados um modelo
de cada copula na série toda. Por esta etapa nao ter objetivo de comparacao, foram utilizadas
como distribuicoes dos erros somente a distribuicao t-Student e o modelo de volatilidade GJR-
GARCH, utilizando como critérios de selecao a ordem do modelo com melhor AIC.

Os parametros estimados da modelagem marginal, junto com os seus erros padroes e niveis
de significancia encontram-se nas Tabela[d]e[5] Para a série de retornos da BOVESPA, o modelo
escolhido foi GJR-GARCH(1,1). J4 para a série de retornos do S&P100 , o modelo escolhido
foi um MA(1)-GJR-GARCH(1,1).

Tabela 4: Estimativas da modelagem marginal da série histérica da BOVESPA.

Estimativa Erro padrao teale p — valor
w  0.000005 0.000001 5.321898 < 0.0001
¢ 0.040784 0.003907 10.437961 < 0.0001
a  0.930739 0.006340 146.809629 < 0.0001
¥ 0.535611 0.033185 16.140318 < 0.0001
w
i

0.926201 0.021790 42.505004 < 0.0001
15.407265 3.008781 5.120766 < 0.0001

Apoés o ajuste univariado as cépulas foram modeladas - tanto estaticas quanto dinamicas -
usando as inversas das acumuladas dos residuos das marginais. Segundo Patton (2006), para

modelar a copula condicional é necessario que a modelagem da distribuicao das marginais seja
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Tabela 5: Estimativas da modelagem marginal da série historica da S&P100 .

Estimativa Erro padrao teale p — valor
MA(1) -0.078940 0.016649 -4.741499 < 0.0001
w 0.000002 0.000001 1.345412  0.178492
10} 0.042514 0.010784 3.942189 < 0.0001
« 0.904387 0.014563 62.101323 < 0.0001
(0 0.999272 0.188632 5.297468 < 0.0001
w
7Y

0.859560 0.018702  45.959674 < 0.0001
8.721215 1.320716 6.603399 < 0.0001

indistinguivel da verdadeira distribuicao marginal, caso contrario a probabilidade transformada
integral nao terd distribui¢ao uniforme (0,1), o que implica que qualquer modelagem da cépula
serd erronea. De acordo com os histogramas da Figura[f]e pelo teste de Kolmogorov Smirnov nao
hé evidéncias de que os dados nao aderem a uma distribui¢ao uniforme (0,1), com p — valor =
0.5555 e 0.2485 respectivamente.

5.2 Estimacao da cépula

Apos retirado o efeito das marginais a partir da estimagao dos seus parametros, partiu-se
para a estimagao dos parametros de dependéncia das cépulas. A Tabela[f] mostra as estimativas
dos componentes tempo-variantes dos parametros da dinamica de Patton, enquanto que a
Tabela [7] mostra as estimativas dos componentes para a dindmica GAS, para cada tipo de

copula.
Tabela 6: Estimativas dos componentes tempo-variantes dos parametros da dinamica Patton.

Estimativas das componentes
Parametro . 5 .
de dependéncia w B @
Cépula Normal p -0.0419 2.1884 0.1812
-0.0556  2.2361 0.1639

Cépula t-Student

v 0.2321 0.4329 -0.0452
Cépula Gumbel 0 0.3009  0.4025 -0.8513
Cépula Joe-Clayon Tt -0.0556  2.2361 0.1639
simetrizada 7V 0.2321 0.4329 -0.0452

Nota-se que nas duas dinamicas o componente de maior valor, em maédulo, é B , significando
que os valores passados tem a maior influéncia na dinamica, exceto na céopula Gumbel, onde &,
que representa a forcing variable, teve maior destaque.

As Tabelas [§] e [9] mostram os valores dos critérios de informacao de ajuste do modelo AIC
e BIC, respectivamente. Nota-se que a modelagem usando copulas dinamicas é melhor do que
a modelagem estatica tanto no critério AIC quanto no BIC. Além disso, a dinamica GAS foi

superior a dinamica Patton, exceto na copula Gumbel rotacionada.
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Tabela 7: Estimativas dos componentes tempo-variantes dos parametros da dinamica GAS.

Estimativas das componentes
Parametro - 5 N
de dependéncia w B @
Coépula Normal p -0.0521 2.3916 0.0692
-0.0795 2.5514 0.0649

Cépula t-Student

v 0.3528 0.6479 0.1192
Copula Gumbel 0 -0.1037  0.5499 0.0305
Cépula Joe-Clayon Tt -0.0795 2.5514 0.0649
simetrizada U 0.3528 0.6479 0.1192

Tabela 8: Valores AIC da modelagem das copulas.

Gumbel Joe-Clayton

Estimacao Normal t-Student ) . .
rotacionada simetrizada
Estatica -1526,14  -1576,54 -1453,91 -1548,60
Dinamica Patton -1589,85 -1587,24 -1572,90 -1702,20
Dinamica GAS -1627,66  -1627,93 -1539,58 -1703,82

A cépula normal foi a primeira a ser modelada, a Figura ilustra o comportamento da
correlacao no tempo, a linha pontilhada representa a estimativa estatica de 0.5762, a linha
vermelha simboliza a dinamica Patton que teve uma variacao 0.1702 a 0.8628 e a linha azul
representa a dinamica GAS que variou de 0.0224 a 0.7487.

A segunda cépula modelada foi a t-Student. Nesta cépula pode-se ver, além da correlacao, a
dependéncia caudal em funcao dos graus de liberdade. A estimativa estatica foi de p = 0.5765 e
v = 8.6771 o que d&a uma dependéncia caudal de 0.1391. A dinamica Patton teve um p variando
de 0.2068 chegando a 0.9373, enquanto que a GAS o p variou de 0.0995 a 0.7374. As Figuras
e [19 ilustram a evolugao das estimativas ao longo do tempo, em ambas dinamicas o maior
valor da dependéncia caudal foi o mesmo da estatica, com estimativas muito préximas a 0 o
que pode indicar que a copula normal seria mais apropriada para os dados. Por nao ter sido
capaz de captar a dependéncia caudal no tempo, a copula t-Student nao foi usada na etapa de
simulagao.

Ja a copula Gumbel Rotacionada teve uma estimativa estatica de 6§ = 1.5822, o que cor-
responde a um 7% = 0.4503. Em relacao as dinamicas, ilustradas pelas Figuras e , as
estimativas da dependéncia caudal Patton variaram de 0.1348 chegando a 0.7322, enquanto
que as estimativas GAS variaram de 0.2606 a 0.5954.

E por fim a cépula Joe-Clayton simetrizada, na qual as estimativas estética foram de 7% =
0.4780 e 7V = 0.2543. Enquanto que a dindmica de Patton variou a dependéncia da cauda
inferior de 0.2240 a 0.7340, a dependéncia da cauda superior variou de 0.0887 chegando até

0.5982. Por sua vez, a dinamica GAS variou a dependéncia da cauda inferior de 0.2322 chegando
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Tabela 9: Valores BIC da modelagem das cépulas.

Estimacao Normal t-Student Gumbel JQe—Clgyton
rotacionada simetrizada
Estatica -1524,56  -1573,39 -1452,34 -1545,44
Dinamica Patton -1585,11 -1577,78 -1568,17 -1692,73
Dinamica GAS -1622,93 -1618,46 -1534,85 -1694,36

a 0.8504, no momento em que a dependéncia da cauda superior variou de 0.0211 a 0.5012. Tais
comportamentos sao ilustrados pelas Figuras [22] e

28



6 Consideracoes Finais

A simulacao mostra que o comportamento da dinamica proposta por Patton é muito seme-
lhante a dinamica proposta pelos modelos GAS, tendo em vista que todas medidas de avaliacao
sao muito préoximas. Entendemos que é necessario estudar outros métodos para comparar e
avaliar as duas dinamicas além da mediana do vicio e da variancia.

As modelagens dinamicas dos dados empiricos tém uma melhor avaliacao, tanto AIC quanto
BIC, em relacao a modelagem com parametros estaticos, independente do modelo de copula,
dando indicios de que ha uma dinamica de evolucao do parametro de dependéncia ao longo
do tempo. Além disso a modelagem com a evolugao GAS mostra-se superior a modelagem
com evolugao Patton, exceto na copula Gumbel Rotacionada. Porém, é necessario ter em
consideragao que a analise foi realizada em uma amostra e usando somente quatro entre tantas
funcoes copula. E preciso abranger mais funcoes cépula e entender o compartamento de um

maior nimero de estruturas de dependéncia para melhor avaliar essas propostas de dinamica.
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8 Anexos
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Figura 1: Série histérica dos indices da BOVESPA e S&P100 de 01/01,/2000 & 14/08/2015.
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Figura 2: Séries historica de retornos.
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de cada replicagao ao quadrado (b) da cépula normal usando o modelo gerador GAS.
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Figura 12: Boxplot das médias da diferenca de cada replicagao (a) e das médias da diferenga
de cada replicagao ao quadrado (b) da cépula Gumbel usando o modelo gerador GAS.
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Figura 14: Boxplot das médias da diferenga de cada replicagdo (a) e das médias da diferenca
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38



0.10
|

0.020
|

0.015
|

0.00

0.010
|

-0.05

0.005

-0.10

0.000
|

Patton GAS Patton GAS
(@) (b)

Figura 15: Boxplot das médias da diferenca de cada replicagao (a) e das médias da diferenga
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Figura 20: Parametro 6; da cépula Gumbel Rotacionada.
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Figura 22: Parametro 7% da Cépula Joe Clayton Simétrica.
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