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Resumo

Nessa dissertagao estudamos existéncia e unicidade de solugoes para alguns casos
do seguinte problema eliptico nao local:

Ay~ ez

(Jo £, w)r)”
u = 0 em Of),

em ),

em um dominio € suave e limitado de RY e também com = RY, onde a e 3 sao
constantes reais.
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Abstract

In this dissertation we study existence and uniqueness of solutions to some cases
of the following nonlocal elliptic problem:

—Au = (g, w)) em §,

u = 0 em Of),

on © a bounded and smooth domain of RY and also when Q = RY, where o and
0 are real constants.
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1 Introducao

Nesse trabalho estudamos algumas questoes relacionadas a existéncia e unicidade
das solucoes fracas do problema eliptico nao local
o
—Au = 9(z,u) 5 em Q,
(Jo £ (@ 20) (1)
u = 0 em Of),

onde « e 3 s@o constantes reais, f, g :  x [0,00) — [0, 00) sdo fungoes continuas,
Q c RY é um dominio limitado e suave ou Q = RY Para o tltimo caso as condices
de fronteira nao sao consideradas.

Com relacao as diversas aplicacoes de interesse, a classe de equagoes

—Au = —(f(u))o‘ em €,

B O(fQ f(u)dq:)’g - (1.2)

aparece em numerosos modelos fisicos, tais como: sistemas de particulas em equilibrio
termodinamico via potencial gravitacional (Coulomb), comportamento turbulento
2—D total de vazao real, fuga termal em Ohmic Heating, entre outros. Referéncias
para essas aplicagoes podem ser encontradas em [1].

Do ponto de vista matemaético, a presenca do termo nao local (fQ f(z, u)dx)ﬂ na
equagao (1.1) apresenta questoes interessantes e levanta consideraveis dificuldades
em alguns métodos padroes que objetivam a resolugao de problemas elipticos. Por
exemplo, o método variacional nao pode ser aplicado para provar existéncia de
resultados para uma grande classe dessas equagoes.

Por isso, de certo modo, esse tipo de abordagem nao é mais investigado por varios
autores incluindo Carrilo [2], Tzanetis-Vlamos [5], Stanczy [1] entre outros. Em
particular, para N = 1 a equagao (1.2) torna-se uma equacao ordinéria, que foi
estudada por Stanczy [1].

A principal fonte desse trabalho é [11], nele vamos fazer uso da teoria do ponto fixo
para provar a existéncia de solucoes sob a hipotese de que a funcao f é positiva e
nao decrescente, portanto limitada inferiormente. Nesse trabalho vamos estudar a
classe de equagoes (1.1) nos casos em que o dominio é limitado e ilimitado. Em (1.2)
relaxamos as restricoes acima e produzimos um importante aperfeicoamento do
estudo desse problema. Em particular, isso é possivel gracas ao artificio explorado
por Alves-de Figueiredo [6] em [7] e também em [3], com o uso do método de
Galerkin para atacar um sistema eliptico nao variacional.

Nés adaptamos convenientemente esse técnica ao nosso caso. Além disso, estuda-
mos também a questdo da unicidade para a equacdo. No caso em que 2 = RY
somos inspirados por Brezis-Kamim [4].



2 Preliminares

Nosso objetivo nesse capitulo é introduzir algumas defini¢coes, notacoes e resultados
que serao utilizados ao longo desse trabalho.

2.1 Definicoes e notacoes

Sejam Q C RN aberto limitado com 9§ de classe C', onde N e Ne 1 < p < oo.
Notagao 2.1. |Q| representa a medida do conjunto §Q.
Notacao 2.2. Q representa o fecho do conjunto €.

Notagao 2.3. B,(x) € a bola aberta de centro x e raio r > 0. Quando o centro
da bola for omitido entenderemos que a bola estd centrado na origem.

Definigao 2.1. C*(Q) € o espaco das funcies k vezes diferencidveis em Q com a
k-ésima derivada continua.

Definicao 2.2. C*(Q) € o conjunto das funcoes infinitamente diferencidveis em
Q.

Definicao 2.3. C°(2) € o conjunto das funcoes infinitamente diferencidveis com
suporte compacto em €.

Definigao 2.4. C*(Q) € o conjunto das funcées f € C*(Q) tais que todas as deri-
vadas de ordem menor ou igual a k se estendem continuamente a €.

Definicao 2.5. LP(Q2) € o das fungoes mensurdveis u : Q — R tais que

/ lulPdz < co.
Q

Definigao 2.6. Definimos a norma de LP(§2) por

1

P

ol = ( [ uas)”
Q

Definicao 2.7. L>®(Q) € o espago das fungoes mensurdveis u : 8 — R tais que
sup ess|u| < oo.
Definigao 2.8. Definimos a norma em L (§2) como
] ooy = sup s,

Definigao 2.9. W1P(Q) € o espaco de Sobolev que consiste de todas as fungoes em
LP(Q) tais que as derivadas parciais de primeira ordem no sentido fraco também
pertencem a LP(S)). Se p =2 denotamos WH2(Q) por H().



Definigao 2.10. Definimos a norma em WP(Q) por

1 1
[ ( / ywpdx) an ( / myw) P
Q Q

Defini¢ao 2.11. W()l’p(Q) é o fecho de C3°(Q) em WIP(Q). Intuitivamente, as
fungoes desse espaco se anulam na fronteira. Para p = 2 denotamos W01’2(Q) por

HY Q).

Definigao 2.12. Definimos a norma e o produto interno em Hg(Q) respectiva-

mente por
, \?
lullnyey = ( [ [Fufae)”.
(u,v>H5(Q) = /QVqudx.
A norma assim definida é equivalente ¢ norma || - ||1p(q) em Hg(S2).

Definicao 2.13. As notagées <-, > € H denotam respectivamente o produto interno
do R™ e sua relativa norma.

Definigao 2.14. Dizemos que u € C.7(Q) se u é CY(Q) e para todo K C Q

loc

compacto existe C = C(K) > 0 tal que
Ju(z)  Ouly)

§C|x_y‘a7 VIII,yEK.

2.2 Resultados

Teorema 2.1. Seja H um espago de Hilbert e (up)nen uma sequéncia limitada em
H. Entdo eziste uma subsequéncia (un, )n,en fracamente convergente em H.

Prova: Ver [8], pagina 85.
Teorema 2.2. (Desigualdade de Hélder) Suponha que 1 < p, g < oo, %—F% =1.
Entdo se u € LP(Q), v € L1(Q), temos

/Q fuoldz < ull oy o] La-

Prova: Ver [9], pagina 623.

Teorema 2.3. (Desigualdade de Sobolev) Seja Q2 C RN um aberto, onde 99 é
C. Suponha que 1 <p < N eu € WHP(Q). Entdo u € LP" (Q) e vale a estimativa

[ull 1o (@) < Cllullwie),
onde p* = NN—_’; e a constante C depende apenas de p,N e 0.

Prova: Ver [9], pagina 265.



Teorema 2.4. Seja Q C RY um aberto. Suponha que u € Wol’p(Q) para algum
1 <p < N. Entao temos a sequinte estimativa

lull Lagy < ClIVullr ),

para cada q € [1,p*], onde p* = ]\J[V_pp e a constante C' depende apenas de p, q, N e
Q.

Prova: Ver [9], pagina 265.

Teorema 2.5. (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja Q C RY aberto limi-
tado tal que O é de classe C'. Entdo, dada uma sequéncia limitada (un)nen €
WLP(Q), existe uma subsequéncia (un, )n,en tal que (Up, )n.en € convergente em

qualquer L1(2), onde g < p* = NN—_’;).

Prova: Ver [10], pgina 167.
Teorema 2.6. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja f,, uma sequéncia
de funcgdes integrdveis tais que f, — f q.t.p.. Suponha que exista uma g integravel

tal que | fn(x)| < g(z) g.t.p.. Entao f € integrdvel e f, converge em média para f,
ou seja,

lim |fr(x) — f(x)|de =0
D'

n—oo

e em particular,

lim an(a:)da;:/xf(w)d:c.

Teorema 2.7. (Ponto fixo de Brouwer) Seja B,.(0) a bola do RY e suponha
que

F: B.(0) — B,(0)

¢ uma fung@o continua. Entao existe um zo € B(0) tal que F(z9) = 2.

Prova: Ver [9], pagina 441.



Proposicao 2.1. Suponha que F' : R™ — R™ € uma func¢do continua tal que

(F(£),&) >0 em [£| =r. Entdo existe um zp € Br(0) tal que F(zp) = 0.

Prova: Suponhamos por contradigao que F'(§) # 0 V¢ € B,(0). Definimos a
fungao G : B,(0) — 90B,(0) por

G(e) = —r )

[F©I

Note que G é continua. Logo, pelo teorema (2.7), existe um ponto zy € B,(0) tal
_ 1

que G(zp) = z0. Como 29 € 0B, (0), |z0| = r = (20, 20) 2, logo

r? = (20, 20) = (G(20), 20) = <_T|§EZ§\’ZO> = % (F(20), 20) -

Como

m <0e <F(Z()),ZO> > 07

temos que 72 < 0. Contradicdo. Logo, existe zg € B,(0) tal que F(z) = 0.



3 Resultados de existéncia para o caso
flz,u) = g(x,u) = f(u) e Q limitado.

Teorema 3.1. Suponha que f seja uma func¢do continua tal que

f(t) > ko >0, Vtel0,00), (3.1)
f(t) < koo, Vit €[0,00),

onde ko, keo € R. Entao para qualquer o, € R o problema (1.2) possui uma
solugao fraca e essa solugdo € positiva.

Prova: A prova é baseada no método de Galerkin.

Seja {®1, ..., Pm, ...} uma base ortonormal do espaco de Hilbert H{ ().

Para cada m € N consideremos o espago de Hilbert de dimensao finita dado por
Vi = {¢1,.som}. Conseqlientemente os espagos (V.|| - ||) e (R™,| - |) sdo
isométricos e isomorfos.

Portanto, faremos a seguinte identificagao:

j=1
Logo,

[l 1 ) = I€]-
Caso 1: «,8 > 0.
Reescrevendo o problema (1.2) obtemos

([ f(U)dchAu:(f(U))“ em Q.
u=0 em ON.

Consideremos a funcao F': R™ — R™ definida por

F(&) = (F1(§), -, Fm(§))

onde
Fi(§) = </Qf(u)dx>6§i_/Q(f(u))aSOid-T

comi=12 .. meu= Z;n:l £ip;-
Note que

m m
= &pj = Uz, = Y & Pjas
j=1

J=1

o que implica que

m m
Vu = (umla"-vuwm) = Zgj@jzlv"'azgjgpjzm =
7j=1 7j=1



m

Zéj(s%l oo P ) = Z{NW
j=1

j=1

Assim,

Vu=> &V,

j=1

/VUV(pidJ}—/ (ijij) Vidz.
Q 2\ =1

Como a soma dentro da integral é finita

logo,

/ VuVpidr = Z{j/ Vo;iVpidr = &,
Q ; Q
j=1

pois a base {®1,...,om} € ortonormal e [, Vo;Vpide = <90J'7‘Pi>H(}(Q)' Assim,
fQ VuVy;dx = & o que implica que

Fi(6) = ( /Q f(U)d:v>ﬁ /Q VuVpids — /Q (f ()" ida.

Com isso obtemos que

<F(£)a§> = Fl(f)gl —+ ... +Fm(§)£m =

((/Qf(u)dx>ﬁ/QVqu01dx — /Q(f(u))%ldx> G+ +
(( /Q f(u)dx>6 /Q VuVomdr — /Q ( f(u))a¢mdm> =
</Qf (u)dCU)ﬁ (51 /Q VuVerde + ...+ &n /Q vuwmdx> -

(51 [ e+ [ f(u»a@mdx) )

</Q f(U)dx)ﬁ/QVuV(flSOle...+§m@m)dﬂs—/g(f(u))o‘(§l@1+"_+§m<pm)dx:

</Q f(u)%)ﬂ/ngudx/Q(f(u))audx'

Logo,



(/f dx) ’“”Hl —/( (u))*udz.

Observamos agora que por (3.2) f(t) < koo Vt € [0,00). Logo,

[ trude < | [ (e <

/\f(u)\a]u\dx</kg‘olu\dx:kg‘o/ |uldz.
Q Q Q

Pela desigualdades de Holder,

: 2
e < ([ jaac)” ([ 2a0)” = 00l
Q Q Q

Pela desigualdade de Poincaré,

=

ull L2y < ClIVullr2) = Cllull ),

ou seja,
(07 (e (e} l
[ ) ude <5 [ julde < kIR Clul o) —

_/Q(f(u))o‘udx > =Chllull gy o)

onde Cy = kg‘o|Q|%C > 0. Além disso, por (3.1), f(t) > ko > 0. Entao

(/Q f(u)dm)ﬁ > (/Q k:odx>ﬁ — k2197,

B
2 2
([ ) oty o) = Collllye

onde Cy = kD |Q)? > 0.
Portanto, obtemos a seguinte estimativa:

ou seja,

(F(£),€) > Collull oy — Cullully -
onde Cy, C7 > 0.

Seja r > 0 suficientemente grande de modo que Cor? — Cir > 0. Se escolhermos
u €V, tal que ||“”H3(Q) = r, entao

(F().€) > Collullyy @) — Cillull ey > 0 =

(F(£),&) > 0.



Observagao 3.1. Note que

(F(€),€) > Collull oy — Cillull gy o) = Cor® — Cir > 0
nao depende da escolha de m. Ou seja, v independe de m.

Pela proposigao (2.1) existe z9 € B;(0) tal que F(zp) = 0. Como os espagos V,,
e R™ sao isomorfos e isométricos, seja u,, € V,, tal que u,, = Z;”:l 20, ¢, onde
20 = (2015 -5 20,,)- L0go [lum|l g3y = l20] <7 e

0= F(Zo) = (Fl(ZO), ey Fm(Z()))

Entao,

Fi(z0) =0, Vi e {1,...,m}

Fi(z0) = ( /Q f(um)dw)ﬁ /Q Vi Vigicdi — /Q (f () i,

Vi e {l,...,m}, logo

(L (“m)d”fy | Funeids = [ (7)) e

Voi € {¢1,---s0m}

Afirmacao 3.1. A igualdade acima vale para todo ¢ € Vp,.

De fato, se ¢ € V,,,, existem ay, ..., an € R tais que ¢ = a1p1, ..., @pmPEm. Multi-
plicando ambos os lados da igualdade acima por «;, 7 € {1,...,m} temos

</Q f(um)dﬂ«“)ﬁ/gvumvai‘pidx:/Q(f(um))aaitpidx,

Somando de 1 a m,

§</Q f(Um)dIU)ﬁ/QVumVozi%dx: g/g(f(um))a aipida.

Como a soma ¢ finita,

(/Qf(Um)dx>ﬁ/QvumV <l§; ai@z’) dr = /Q (f (um )™ (i} ai%) de.

Logo,

(/ﬂ f(um)da;)B/Qvungodx:/Q(f(um))o‘ pdr, Yo €V,  (3.3)



Entdo para cada m € N existe u,, € V,, C H}(Q) satisfazendo (3.3) tal que
HumHHé(Q) < r. Consideremos entdo a sequéncia (tum)men € HE(2) que é limitada,
pois HumHHé(Q) <, e satisfaz a equacgao (3.3).

Como a sequéncia (U, )men é limitada no espago de Hilbert HJ (), existe uma
subsequéncia (w,, )m,eN tal que

U, — u € HY(Q).
Além disso, usando a desigualdade de Poincaré

[ty lz2() < CllVUumll2(0) = Clltimy, |z ) < Cr-

Portanto (wm, )m.en € (Vi )m,en Sd0 sequéncias limitadas em L%(2), ou seja,
(U, )myen 6 uma sequéncia limitada em W12(€2). Pelo teorema de Rellich-Kondrachov
existe uma subsequéncia (umkl )mkleN tal que

Uy, — U € L*(Q).

Vamos renomear Uy, € chamar simplesmente de u,,.
Resumindo:

Um — u€ H(Q),
Um — v € L*(Q).

Note que um, — u € HE(Q) implica que u,, — u € L*(Q), pois Hi(Q) C L*(Q) e
U — v € L?(Q) implica que u,, — v € L*(Q)). Como L?(£2) com a topologia fraca
¢ um espaco de Hausdorff, pela unicidade do limite temos que u = v q.t.p.. Ou
seja,

Um — u€ H(Q),

Um — u€ L3(Q). (3-4)

Além disso, convergéncia em L?(f2) implica, a menos de uma subsequéncia, que

um(z) — u(x) q.t.p. em Q.

Note que como u,, () — u(x) q.t.p. e f é uma funcao continua entao f(u,,) — f(u)
q.t.p. . Além disso |f(um)| < koo por (3.2). Pelo Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue

/Qf(um)da:—>/gf(u)da:

</Qf(um)da:)ﬂ—> </Qf(u)dz>ﬁ. (3.5)

Dado ¢ € H} (), como uy, — u em H} (L),

logo,

10



/ Vum Veodr — / VuVedr, Yo € Hi(Q). (3.6)
Q Q

Observamos ainda que f(u,,) — f(u) q.t.p. implica que
(f(um))® — (f(u))* g.t.p.. Logo, dado ¢ € H}(),
(f(um))*e — (f(u))*¢ q.t.p.. Visto que |(f(um))*¢| < kS|l

pelo Teorema da Convegéncia Dominada
/(f Um)) pdr — / )¥pdz, Vo € HYHQ). (3.7)
Seja mgo € N. Note que, pela equacao (3.3), temos que, para m > mg vale

(/ f(um dac) /Vungodx —/(f(um))agod:c, Vo € Vi

Logo, por (3.5),(3.6) e (3.7), temos

B
</ f(um)d:c> /Vungocm /(f(um))acpdaz, Vo € Vg, Um € Vi,
"’ ! ’ ! ! !

( /Q f(u)dx>ﬁ /Q VuVedr = /Q (f(u)pdz, Y € Vi, u € HE(Q),

quando m — oc.

Como my ¢ arbitrario a igualdade vale Vo € J,,cny Vin-
Note que H}(Q) = U,pey Vim- Entéo dado ¢ € H}(Q), tome ¢y € U, en Vi tal
que pp — . Assim,

'/ Vqupkd:U—/ VuVpdz
Q Q

1 1
2 2
([1vueas)” ([ 1960 - 0Pz ) < lullgyoyllon = el — 0

quando k — oo.
Analogamente,

= ‘/ VuV (pr — p)dx
Q

< /Q Vul[V (r — @)ldz <

/ (f(u)*prdr — / )“pdz,

quando k£ — oo.

Logo
B
</ f(u)dx) /Vqupkd:v /(f(u))a¢kd$7 ek € Umen Vim,
Q Q | Q |

(/Qf(u)dx)ﬂ/QVuV(de = /Q(f(u))a@dm’ o € HA (),

11



quando k — oo.
Portanto dados a, 3 > 0 existe um u € HE(Q) tal que para qualquer ¢ € Hi(Q)

vale a igualdade
</f dx) /Vchpdas—/(f(u))agod:c,

ou seja, o problema (1.2) possui solugao fraca. Pelo Principio do Méximo garanti-
mos que u é positivo.

Caso2: a>0ef=—y<0.
Nesse caso podemos reescrever a equacao (1.2) como

~su= () ([ fds) om0, 38)

u=0 em ON.

Consideremos a funcao F': R™ — R™ definida por

(&) = (F1(8), -+, Fin(8)),

RO =& ([ fas) [ (s

comi=1,...meu= Z;n:1 §ipj

onde

Como visto antes,

u=) &pj = Vu= £Vp;

Jj=1 j=1
Logo,

/Vchpide‘:/ ijVgoj Vpidz,
Q Q

J=1

ou seja,

m
e — ST ¢ Vods — ) Sisei=1]
o que implica que

Q

:/QVUV%d:E— </Q f(u)d:p)v/g(f(u))a%dx.

Dessa maneira, temos que

Assim,

12



i( vuvmx—< / F(u oz:,3>7 /Q(f(u))a%dx) £ =

1

> ([ vuwtein— ([ swar) [ (rtyre) -

=1

/Q Vuv (i gm> dz — / fu dx) /Q (F(w)"® (i:: gi%) dr =

=1

/Q VuVudz — ( /Q f(u)dgc)7 /Q (f (u))*udz.
(F(©).€) = llull oy ( / fu dx) /Q (u)) s

Aplicando a condi¢ao (3.2) temos que

(/f dm) / )udx<‘(/f da:) /Q(f(u))audx <
</ 1 (u \dx) /\f )[*|uldar < (/k dx) /kg‘o\u\dx:
(ko) (/de> kgo/9|u|dm:(koo)7+a|(2\7/g|u|dm.

Respectivamente, pelas desigualdades de Holder e Poincaré

1 1
> 3 , )
/ julda < / 12dz / w2z ) < 190 ull 2y < 120ECh el e
Q Q Q 0
Portanto,
(/f dx) /Q W) udz < Cllul g1

onde C = (k:oo)'Y*"‘\QW'ECl > 0, ou seja,

(/f d:c>/9 W) udz > —Cllul iy

Utilizando a estimativa obtida acima

Entao,

(F(€),€) > llullf ) — Cllullmy o)
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Logo, se [lul|g1(qy = r e r for suficientemente grande

(F(£),€) > 0.

Procedendo de maneira andloga ao caso 1, visto anteriormente, concluimos entao
que dados a > e 3 < 0, existe um u € H} () tal que

/QVquodx = /Q(f(u))agodx (/Q f(u)da;) 75, Vo € H}(Q).

Logo o problema (3.8) possui solugao fraca e essa solugao, pelo Principio do Méximo,
é positiva.

Demais casos: Os casos em que

a<0,0>0, a<0,8<0,

a=0,0#0, a#0,8=0,
sao semelhantes as casos (1) e (2). Podemos entao concluir que o problema (1.2)
possui solugao fraca para qualquer «a, 5 € R e essa solugao é positiva.

[
Teorema 3.2. Suponha que f seja uma funcao continua tal que
N+2
0 1 3.9
<f<a< <l (3.9)
f(0) >0, (3.10)

e que vale a condigio (3.2). Entdo o problema (1.2) possui uma solu¢do fraca e
essa solucao € positiva.

Observagao 3.2. Note que para satisfazer a condi¢do (3.9) é necessdrio que N >
3.

Prova:
Como «, f > 0 vamos supor igualmente ao caso (1) do teorema anterior que F :
R™ — R™ ¢é dado por

(&) = (F1(8), - -, Fm(£)),

onde

Fi(€) = ( / f(u)dx)ﬁgi - [ (s

comi=1,2,...,m,u= Z;”Zl §jp; e, como vimos anteriormente, §; = fQ VuVjdz.

Afirmacao 3.2. As hipdteses da proposicio (2.1) sao satisfeitas.
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Para comprovar a afirmacdo, vamos supor por contradi¢do que as hipdteses da
proposicao (2.1) ndo sejam satisfeitas. Entao, para cada m € N e para cada r > 0,
existe um & = (§,...,&,,) € R™ tal que

(F(&),&) <0 e |&] =T
Seja u, € V,, tal que u, = Z;n:l &r,pj. Portanto,

(F(&), &) = ( /Q f(ur)dw>6 /Q Vi, Vu,dir — /Q (f ()t < 0.

Logo,

</Q f<u7")dx>6||“’“”§fé(ﬂ> < /Q(f(ur))“urdx- (3.11)

Aplicando a Desigualdade de Holder na parte a direita de (3.11), temos

[t e <

([ st (fessas) "= ([ ronrae) b, o

Afirmacao 3.3. Eziste um C' > 0 tal que

[t uds] < [l <

”UTHLﬁ(Q) < OIVur|l 2 (@) = Cllurll i o)-

Para aplicar a Desigualdade de Sobolev acima precisamos garantir que % < ]3—1\72

= S
Mas

1 2N N+2
< - N —-2<2N —-2N —N—-2<-2N <
oSN 3 < a = < Q=< o,

o que vale pela condicao (3.9). Portanto, a Afirmagao 3.3 é verdadeira. Logo,

[t < ([ ftunds)” Clulge (3.12)

Assim, aplicando (3.12) em (3.11) deduzimos que

B a
([ ) orlyey < € ([ faie) urlnye, —

a—p
Jorllnyen < € ([ stura)

Como a > 0, pelas condigbes (3.9) e por (3.2), segue que
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a—p3
= lullgo < © ([ stunis)” < oxzdlopr -
Q

ou seja,

a—p3
r<C</ f(ur)d:c> <Cq, Vr>0.
Q

Contradigao!

Portanto a Afirmacao 3.2 é verdadeira, o que implica que para cada m € N, existe
um r > 0 tal que (F'(£),€) > 0onde [{| =7 & € R™.

Pela proposicao (2.1), existe um 29 € B,(0) tal que F(z9) = 0. Seja u,, € V,, tal
que Uy, = Y1 20,05, ||Um||H5(Q) = |zp| < r. Como visto anteriormente,

f(um)dx ’ VunVoidz = [ (f(um))pidz, Voi € {¢1, -, om},
Q Q Q

o que implica que

(LﬂMMQBAVWNwwzéﬁwMWwM‘Wve (3.13)

Nesse caso, observamos que nada garante que r nao dependa da escolha de m.
Contudo, vamos provar que existe uma constante D > 0 tal que ||wy,|| HiQ) <
D,VYm € N.

Escolhendo ¢ = u,, em (3.13), temos

[ (um)dze Blumlléol(g) = | (f(um)) umde <
Q Q

[l < [ 1itiae) " ([ |um|1-zdx>”:

([ 15wmiae) Tam 1, g < ([ 1£60mide) " Cllomllngo

B o
([ o) bunlyey < € ([ 1#umldz ) fum o

Pelas condigoes (3.9) e (3.2) segue que

<

[ ) e

Logo,

a—pB
||um||H5(Q) <’ </Q ]f(um)|dm> < Ckgto—ﬂm|a—ﬁ — D,

iss0 &, [[um| g1) < D,Vm € N. Logo (um)men ¢ sequéncia limitada por D em
Hj ().
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O resto da demonstragao segue andloga ao caso (1) do teorema anterior.

Q=

4 Resultados para o caso g(z,u) = p(x)a(uy),

f(x,u) = f(u) e Q2 limitado.

Consideremos o problema (1.1) com g(z,u) = p(m)i(qu), onde p € C(Q2), p > 0,
pZ20,0<a<l B >0e) un dominio limitado. Entao vamos estudar a

existéncia e unicidade do seguinte problema:

B
([ ) su = s en o,
u > 0 em (, 1)
u = O [S2811 897

onde u4 (z) = mazx{u(z),0}.

Observagao 4.1. Se f satisfaz (3.1) para qualquer t € R, entdo pelo Principio do
Mdzimo u tem que ser positivo em €.

Teorema 4.1. Suponha que

0<a<l, (4.2)

f seja crescente para t € [0, 00)

e que vale (3.1). Entao existe solugdo fraca para problema (4.1) e essa solugdo €
unica.

Prova:
Existéncia da solucao:
Consideremos a funcao F': R™ — R™ definida por

F(§) = (F1(8), -+, Fm()),

onde
Fi(§) = </Q f(u)diﬂ)ﬁ&—/QP(QC)(UQQ%CZUC,

i m
com 7 = 1,2, .,meu= Zj:l 6390]

Como vimos anteriormente, fQ VuV;dr = & o que implica que

Fi(€) = ( / f(U)dw)ﬁ [ vuviids — [ s e

vgﬁi S {(,01,. . .,gom}.
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Com isso obtemos que

(F(€),8) =) Fi(9)& =
=1

m

; <</ﬂ f(u)dx>6/nguV(pid$—/Qp(l’)(u_,_)o‘goid;z> & =

</Qf(u)d$>ﬂ/gvuv <§; fi%‘) dx — /Qp(x)(ujt)a (gfz%) dx =
f(u)dx ’ VuVudr — | p(z)(uy)*udz.

VREDFAL

- ( /Q f(u)dwaUH?{g(m - /Q p() (uy) " ude.

< / 1p(@)]](wy)[ulde

Logo,

Note que

/ pla) () uda <
Q

[ s

< Iy [ 1™ de =l Il 322

Como 1 +a <2< 3= podemos aplicar a Desigualdade de Sobolev, isso é, existe
um C > 0 tal que

el Gt ) < Cllullf o

logo,

- /Q () () ude > —CoJulfi,
onde C1 = C||p| oo (@) > 0.

Além disso, por (3.1)

B B
</Qf(u)dx> ||uyy§101(mz (/Qkoda;> Hu||§{5(ﬂ):C0HUH?{5(Q)a

onde Cy = kD[P > 0.
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Portanto,

(F(€),€) = Collullfyy ) — Cullullf )

Como Cp,C1 >0e 2> a+1,se ||ul giq) = er for suficientemente grande entao
Cor? — C1r** > 0, o que implica que (F(€£),£) > 0.

A partir daqui a demonstragao segue os mesmo passos do teorema (3.1), concluindo
que o problema (4.1) possui solucao fraca e essa solugao é positiva.

Unicidade da solucao:
Suponhamos que u; e ug sejam solugoes fracas da equagao (4.1), ou seja,

</Q f(uz')dx)ﬂ/gvuﬁgodx:/Qp(x)u?god:c, ie{1,2}.

Observagao 4.2. Note que ao supor que uy e ug sejam solugoes da equacao (4.1)
estamos dizendo em particular que uyp = uiy e ug = ugy em .

Se u; é solugao, entao u; > 0 em Q. A funcdo f : [0,00) — [0, 00) é crescente, logo

/Qf(ui)dx > 0= (/Q f(ui)d:v>7 > 0,

(fﬂ U; dm) fQ Vu; Vpdx pr x)usodr

(Jo f (us d“") (fQ Ui dx)

onde v € R. Logo,

o que implica

< i f(uz-)dxy_W IR ( / f(ui)dgc>_W | plonsiodo, i (12}

Vamos tomar v = % Assim, teremos que

af

(/Q f(ui)dx>lfa/QVungadx: </Q f(uﬁdx)l_a/gp(x)ug(pd%

o que implica

B

/ ((/fu da:) - )VSDda:—/Qp(:c) ((/ﬂf(uﬂdm)lﬁaui)a(pdx,

B
Seja U; = ( fQ U; dx) I-aq;. A equagao acima se reescreve como

/ VU;Vodr = / p(x)Ufpdx, para i€ {1,2}.
Q Q
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8
Para i € {1,2}, u; > 0 e (fQ u;) d:z:) 1=a > (. Logo as funcoes U; sao solugoes
fracas e positivas do problema

—AU = p(x)U* em £,
U > 0 em ),
U =0 em Of).

Segundo Brezis-Kamin [4], Apéndice II, o problema acima possui uma tnica solugao.
Portanto, temos que U; = Us, ou seja,

(/Q f(m)dx) = up () = </Q f(uz)d:b> = ug(x), Ve Q. (4.4)

Se existir um xg € €2 tal que uy(zp) = u2(xo) # 0, entao

([ sns)™ = ([ 1 fie )"

Dividindo a equagao (4.4) por (fQ U1 d:c) = temos que

ui(z) = ug(z), Ve Q,

ou seja,

ur = ug.

Se ui(x) # uz(z) Vo € €, entdo teremos que ui(x) < uz(z) ou ui(x) > us(w),
Va € . Suponhamos que uj(z) < ug(x) Va € . Pela hipdtese (4.3) sabemos que
f:]0,00) — [0, 00) é crescente, logo

B

/fuldx</quda;:></fu1dx>a </quda:>a

que implica que

f(ur)dz 1Baul(m)< f(uz)dz 16&”2(9:)
(Jyetae) e < ([ st

contradizendo (4.4)
Assim, u; = ug o que significa que o problema (4.1) possui solugao unica.

5 Resultados para o caso g(z,u) = p(z)au,

flz,u) =ue Q=R

Essa secao é dedicada ao estudo do seguinte problema:
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B
—Au = p(x) (/ udx) u® em RV,
RN

u > 0 em RN,

(5.1)

onde p € L®°(RY), p>0,p#0coma, 3R taisque >0,a>0,a+3<1.

Vamos estudar a existéncia de uma solugao fraca para esse problema. Para isso,

usaremos a técnica desenvolvida em Brezis-Kamin [4].

Para esse propésito é importante o estudo desse problema em dominios limitados.

Mais precisamente,

B
—Au = p(x) </ udx) u® em €,
Q
0 em €,

0 em Of).

S
v

Com relacao ao problema acima temos o seguinte teorema:

(5.2)

Teorema 5.1. Se p € C(Q), p > 0, p Z 0 com a,3 € R tais que 8 > 0,a >
0,a+ (3 < 1, entao existe uma solugdo fraca para o problema (5.2) e essa solu¢ao

€ unica.

Prova:
Existéncia da solucgao:
Considere a funcao F' : R™ — R™ dada por

(&) = (F1(8), -+, Fin(8)),

Fi(§) =& — (/Q U+d$>ﬁfgﬂ(ﬂf)(u+)a%dw

comi=1,2...m,u=3 7", ;e Jo VuVpide = &

onde

Isso implica que

Fi() = /Q VuVp;da — ( /Q um)ﬁ /Q pla) (uy) pide,

Voi € {@15- s om}-
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Obtemos entao que

(F(©).6) = [ vuv (gj fm> di ( / um)ﬁ | sy (Ejj fm) d

/QVuVud:L‘— (/Q u+dx>ﬁ/ﬂp(x)(u+)o‘udx:
ol ([ o) [ et e

(F().€) = [l — </Qu+da:)ﬂ/gp(x)(u+)audac.

Observamos que
B
(/ u+da:> /p(x)(u+)audm
Q Q

(/QUerﬂU)ﬁ/Qp(a?)(qu)auda:g
( /Q \u+\dw)ﬁ /Q (@) |°ulde < ( /Q ]u\dw)ﬁ /Q Ipa)|Jul*de <
ol Lo () (/QIUICl$>ﬂ/Q|u]a“dx.

Pela Desigualdade de Hoélder, temos que

} :
/|u\dm§ (/ |u|2d:1:> (/ 12d:c) = 197 ||ull 2 =
Q Q Q
B8
B
([ 1uddz) " <1002 1l

atl
2
/\u!““dmﬁ (/(\u|0‘+1)ai1dx)
Q Q
% a+1
2 l1—a l1—a a+1
(( | a) ) 1 = 1015 g,

Logo,

e que
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Logo,

B 1—a+p a
([usae) [ pteru)®ude < lolonlo " a5

Pela Desigualdade de Poincaré,

+1 1
lull 336 < Cllulgt )
ou seja,
o a+B+1
— d Yudx > —C'
([usde) [ sadunuds > ~callullii
1—a+p8
onde C1 = Cllp]l ()| 2
Portanto,

1
(F(€),€) = Ilullfp gy — Cullullfie)-
Como 2> o+ B+ 1, se ||ul| g1 (qy = r e r for suficientemente grande, entao

(F(£),6) > r? — OyrothHl > 0.

Daqui em diante a prova é andloga ao Teorema (4.1), portanto concluimos que

/Q VuVdr = ( /Q udx)ﬁ /Q p(x)(up)%pdz, Yo € HY(),

ou seja, existe uma solugao fraca para o problema (5.1). Pelo Principio do Méximo,
u é positivo.

Unicidade da solucao:
Suponha que wuj,us sejam solucoes de (5.2). Entao, para i € {1,2} e para todo
€ Hy(Q),

B
/Vungpdx: (/ uidx) /p(x)uf‘godac e /uidm > 0,
Q Q Q Q

¥
(/ ul-dac) > 0, para qualquer v € R.
Q

portanto,

Logo,

fQ Vu;Vpdz (fQ Uidx)ﬁfg p(z)us pdx

(Jo widz)” (Jowidz)”

— B—vy
</ uidm> / Vu;Vodr = </ uidiﬂ) / p(z)us pdx
Q Q Q Q
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[ (( [wa) ) voi= [ ([ uidxy‘”p(mg@dx.

Tomando v = %, temos

[+ (( [ ac)™ ) Vods = [ o (( [ as)™ )d

=B
Sendo U; = u; (fQ uidx) 1—a > (), teremos que

/VUngodx:/p(:c)Ufcpdx,
Q Q

ou seja, U; é solucao fraca positiva do problema

—AU = p(x)U* em £,
U > 0 em €,
U =0 em Of).

Analogamente ao teorema anterior, prova-se que u; = ug, ou seja, problema (5.1)

possui uma unica solucao fraca.

Vamos voltar ao problema (5.1). Primeiramente vamos apresentar alguns lemas

que serao uteis para demonstrar o proximo teorema.

Lema 5.1. Seja uz € H}(Q), solugdo fraca de

—Au = p(z)u® em QQ,
u > 0 em €,
u = 0 em Of2

onde 0 < a < 1. Entdo uy € L*(Q).

Prova: Como p(x) € L>(2) entdo existe um M > 0 tal que p(x) < M. Seja

a > 0 tal que 0 < aM < A1, onde A\q é o primeiro autovalor de —A em €.
Note que

Vul?d
A1 = min 7&2' 7;| m.
weH(Q)  Jouldx
Existe b > 0 tal que t* < at + b, Vt > 0.
Seja v solugao fraca de
—Av=p(z)(av+b) em Q,
v=0 em ON.

Logo, v € L*>®(Q) (veja [10] Teorema 8.15).

Afirmacgao 5.1. us <.
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De fato, como v é solugao fraca de (5.3)

/ VoVedr = / p(x)(av + b)pdz, Yo € HE(Q). (5.4)
Q Q

Como t* < at + b, Vt > 0, tomando t = uy temos que u§ < auz + b, logo

/VuQVgodx:/p(m)ug‘god:cg/p(x)(auz—i-b)cpdac,
Q Q Q

para ¢ > 0, ¢ € H}(Q2). Portanto,

/ VuaVedr < / p(x)(aug + b)pdr, Yo € HY(Q), ¢ > 0. (5.5)
Q Q

Fazendo (5.5)-(5.4)

[ =) pds < [ pla)patu — o)z, o € (@), 0> 0
Q Q

Vamos supor que max{ug —v,0} # 0 q.t.p. e escolher ¢ = max{us — v,0}. Seja
A={x € Q:uax)>v(x)}.

Observagao 5.1. max{us —v,0} € H}(Q) e € ndo negativo.

Assim, temos que

/ V(ug — v)Vmax{ug —v,0}dzx < / p(x) max{us —v,0}a(ug — v)de =
Q Q

/A\V(uz—v)]%lxS/Ap(:v)a(uQ—v)zdx</AMa(W—v)Qdac</A/\1(uz—v)2d:r:>

/ |V (ug — v)2dz < A / (ug — v)?dr =
A A

JalV(ug - v)[*dz <A = Jo [V|da

AL
J4(ug —v)?da Jo p?dx =M

Contradigao!
Logo, maéc{uQ —v,0} =0 q.t.p. o que implica que uz < v q.t.p.. Além disso, como
e

v € L>®(Q) entao uy € L*°(Q2), completando a prova do lema.

Observacao 5.2. O lema continua vdlido se uy satisfaz

—Au < p(x)u® em Q,
u > 0 em €,
u = 0 em 0f).
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Lema 5.2. Sejam uy € H} () solucdo fraca de

—Au < p(x)u® em €,
u > 0 em () (5.6)
u = 0 em O}
e ug € HY(Q) solucdo fraca de
—Au = p(x)u® em Q,
u > 0 em () (5.7)
u = 0 em O}

onde 0 < o<1 . Entao uy < uo.

Prova: Seja # : R — R uma funcdo suave nao decrescente tal que (t) = 0 se
t<0ef(t)=1set>1.

Vamos definir 6-(t) = (%) e sejam @1 = u20-(u1 — u2) € p2 = u1be(ur — uy).
Afirmagao 5.2. @1, p2 € H}(Q).

Vamos mostrar que @1 € H}(2) e assim, analogamente, o € H{ ().

Primeiro observamos que 1 € L?(2), pois ug € L*(Q) e 6. < 1 o que implica
usf, € L2

Observagao 5.3. 0.(u; — u2) € mensurdvel, pois uy — uy € mensurdvel e 0. é
continua.

Agora vamos provar que (¢1)g; = (u2)z,0:(u1 — u2) + u2bl(uy — ug)(us — ug)s, -

Seja 1 € C§°(2). Como us € HY(Q) = C(), existe wy, € C(N) tal que w — usy
em H}(Q).
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Note que

(P1);(¥) = — /Q P11y, da = —/nges(ul — Up)thy, d =

— lim [ wpbe(ur — up)p,de = — lim [ O-(u1 — u2) ((Wnt))e; — (Wn)z, ) da =

~lim ( [ 0t = ) ) — [ 0260 m)(wn)miwdaz) |

n—o0

Observagao 5.4. Como 0.(t) é suave e 0.(t) € limitado entio 0(t) é de Lipchitz.
Assim, como (u1 — ug) € Hy(Q), entdo -(ur — ug) € Hg(Q) e (6:(uy — uQ))zl =
0L(u1 — uz)(u1 — ug)g,; pelo Lema (7.5) de [10].

Logo,

(¢1)a;(¥) = lim < /Q (0=(u1 — u2)), (wntp)dz + / 0. (uy —u2)(wn)xi¢daz>.

n—oo [¢)

Entao,
/ ©1z,dx = —/ (0L (u1 — u2)(ur — ug)a;uz + Oc (ur — ug)(un)s, )thd,
Q Q
que implica

(01)z; = u26l(ur — u2)(ur — u2)z; + (u2)g,0: (w1 — ug).

Portanto, p1 € Hg ().
Observacgao 5.5. Como ui,us,0: > 0 entdo @1, p2 > 0.

Por definigao, se u; é solugao de (5.6) entao

/Vu1Vg0d:L" < / plx)uSeds, Vo € HY(Q), o> 0.
Q Q

Assim, em particular se ¢ = ¢

/ VinVirds < / plw)ufprda,
Q Q

logo,

/ VU1V(IL20£(U1 - u2))daz < / p(r)ufugb:(u; — ug)de,
Q Q
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isso é,

/ Vg (Vugbe (ug —ug) +ubl (g —u2) V(ug —ug))da < / p(x)ufuzb:(u; —ug)dx.
Q

Q
(5.8)
Como ug é solucao de (5.7) entao

/VUQVgpd:U = / plx)uSeds, Yo € H(Q).
Q Q

Em particular se ¢ = o

/VuQchgdx:/p(x)ug‘g@dx
Q Q

/ VuaV (u10: (u1 — ug))dz = / p(z)usui0:(uy — ug)de
Q Q

/ Vuo (Vuleg(ul —ug) +urb(ug —u2)V(ug — u2))d:v = / p(z)usui0:(ug —ug)dx.
Q Q

(5.9)
Subtraindo a equacao (5.9) da inequacao (5.8) obtemos

/('LLQVUl—Ulv’UQ)eé(Ul—UQ)V('UJl—UQ)dx < / p(2)0 (u1 —u2) (uug—uS ur ) do =
Q Q

/(’LLQVU]_—U]_VUQ)G;(’LL]_—UQ)V(U]_—UQ)d$S/p(f]?)eg(U]_—ug)U]_UQ(U(f1—ug1)dCC.
Q Q

(5.10)
Note que

0< / uz(Vug — Vuz)geé(ul — ug)dzx
Q
0 < /(UQV’U,l — UQVUQ)Hé(ul - UQ)(VUl - VUQ)CZJI
Q
0< / ((UQVU]_ —u1Vug) + (u1 Vug — UQVUQ))G;(U]_ —u2)(Vuy — Vug)dx
Q

/ —(u1Vug — uaVug)0L(uy — uz)(Vuy — Vug)dzr <
Q

/('LLQVUl —uy V)0 (uy — u2)(Vuy — Vug)dx
Q

/ Vg (ug — up)0.(ug — ug)(Vuy — Vug)dz
Q
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< /(uQVul — w1 Vug)0. (ug — ug)(Vuy — Vug)dr.
Q

Substituindo o resultado acima na inequagao (5.10) obtemos

/Vug(ug—ul)eé(ul—ug)V(ul—uQ)dxg/p(m)eg(m—u2)u1U2(u?_1—Ug_1)dl‘-
Q Q

Agora observamos que definindo ~.(t) = fg s0.(s)ds temos que
Ve (ur — uz) =l (u1 — u2)V(ug — up) =
(ur — u2)0.(ug — u2)V(ug — ug) = —(ug — uy)0L(uy — u2)V(ug — ug) =
Ve (up —ug) = —(ug — ul)eé(ul —u2)V(u1 — ug),
logo,
— /Q Vua Ve (up — ug)dz < /Qp(a:)ea(ul — Ug) U U2 (u(f‘_l — ug‘_l)dm. (5.11)
Como (u3 — u2) € H}(2) e 4. é de Lipchitz, com 7.(0) = 0, entdo v-(u1 — ug) €

H(Q).
Além disso, como ugy é solucao, tomando ¢ = v-(u1 — ug) temos

/VU2V<,0dx:/p(x)u§‘g0dx:>
Q Q

—/ p(x)ugye(ur — ug)dx = —/ Vua Ve (up — ug)dz. (5.12)
Q Q
Afirmacao 5.3. |v.(t)| <e.

Vamos supor sem perda de generalidade que para 0 < t < 1, €'(t) < 2. Logo,
0L(t) < 2. Como 0/'(t) =0 parat < 0 et > e temos que

0 para t <0

t
Ye(t) = / s0(s)ds = fot s0L(s)ds < fot s2ds = %2 < % =¢ para 0<t<e .
0 f(f s0.(s)ds <[5 s2ds = 25%2 =c para t>¢

Logo, vale a afirmacao.

Como p(x) € L>(R) e, pelo Lema (5.1), ug € L>() entao p(z)uz € L>(R). Isso
implica que existe um C' > 0 tal que |u§p(z)| < Cq.t.p..
Logo,

g pla ) (ur — uz)| < Ce — —Ce < —u§ pla)e (ur — uz).
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Assim, substituindo em (5.12)

/ —Cedx < —/ Vua Ve (ug — ug)de =
Q Q

—De < —/ Vua Ve (ug — ug)de (5.13)
Q
onde D = C|9].

De (5.11) e (5.13) concluimos que

“De < / p()0=(ur — uz)urug (uf ™" —ug™")da.
Q

Fazendo € — 0, 0.(u1 — u2) — H(u1 — uz), onde H é a funcao de Heaviside. Pelo
teorema da convergéncia dominada

lin% —De < liII(l) p(x)0:(u1 — ug)ujus (u‘f‘_l — ug‘_l)daz =
e— e— Q

0< / p(x)urugH (w1 — uz) (uf™ —ug™")d,
Q

1 seup > us

onde H(“l_m):{ 0 se u; < ug

Portanto,

0< / p(:z;)uluQ(u?*l - ugfl)dm,
A
onde A = {x € Q;ui(x) > ua(z)}.

Como a — 1 < 0, se |A] > 0 entao a integral acima serd negativa, gerando uma
contradicao.

Portanto |A| = 0, o que implica que u; < ug q.t.p. em Q. Além disso o fato de u;
e uo serem continuas garante que u; < us.

Lema 5.3. Sejam uy € HL () solugdo fraca de

B
—Au = p(x) (/ udac) u® em Bpg,
Br

u > 0 em Bp,
u = 0 em OBp

e ug € H}(Q) solugdo fraca de
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B
—Au = p(x) (/ udw) u® em Bpg,
Bpi

em BR’:

U
U em aBR/,

v

0
0
onde a>0,3>0,a+ <1, R >R e B C Q. Entio u; < us.

Prova:
Como uy satisfaz

B
Vu1Vpdr = </ u1dx> / p(x)ufedx
Bg Bnr Bg

v
/ uldx>():></ uldac> >0,Vy € R,
BR BR

B
fBR VuiVedz (fBR u1d96> fBR p(x)ufpdx

(fBR uldac)7 - (fBR uldac)7

- B—
</ uldm> VuiVpdr = </ u1d$> / p(z)ufedz.

B

1-a?

temos que

Tomando v =

-8
</ uldaﬁ> o Vui1Vodr = (/ U1d$> o / p(x)ufpdx
Br Br Br Br
= =
/ v <u1 (/ uldx> ) Vodr = / p(x) (ul (/ uldx> ) pdx.
Br Br Br Br
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=B
Logo Uy = w3 < f B uldx) g solucao fraca do problema

—Au = p(x)u® em Bpg,
u > 0 em Bpg,
v = 0 em OBpg.

=8
Analogamente, Uy = uo < I} B ugdx) e solucao fraca de

—Au = p(x)u® em Bpg,
u > 0 em DBpr,
u = 0 em OBpg.

Afirmacgao 5.4. U; < Us.

Se isso nao ocorrer é porque existe um aberto S C Bp tal que

-AU, = px)Uy em S,
Uy > 0 em S,
Uy, = v em 0S8
e
—AU; = p(x)Us em S,
U > 0 em S,
Uy, = v em O06S.

no sentido fraco, onde U; > Us em S. Mas, pela unicidade da solucao Uy = Us
(veja Brezis-Kamin [4] Apéndice II). E isso gera uma contradicao.
Portanto, de fato, U; < Uy em Bg.

Logo,
/ Uldacg/ Ugd:zg/ Usdzx
Br Br B
=£ =
/ (/ uldx) uldxg/ / UodT UodT
Br \JBp Bgrr \/Bpg/
= a
</ ulda:) </ uldm‘> / usdx / usdx
Br Bgr B B
1—(atB)

1-(a+8)
11—«
(/ uld:z:>
Br

IN

IN

11—«
/ usdT
Bpr/
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Como # >0e = >0, entao

(), mar) = ([, ) = ( [ i) < (f, we)

Portanto,

Q

ou seja,

—Au > p(x)u® em €,
u > 0 em {Q,
u > 0 em O}
e us € HE(Q), solugdo fraca de
—Au = p(x)u® em Q,
u > 0 em €,
u = 0 em 0,

onde 0 < o < 1. Entao u; > us.

Prova: Queremos mostrar que u; > us. Sabemos que isso ocorre em J2. Agora
suponhamos que exista um S C 2 tal que

ug > u; em S,

uy=us = Y em 9.

Entao,
—Au; > p(x)uf em S,
up > 0 em S,
u = P em O0S
e
—Aug = p(x)u§ em S,
uz > 0 em S,
uz = ¢ em OS,

no sentido fraco, ou seja,
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/Vngodx > / p(z)uSpdr, Yo € HY (), ¢ >0
S S

/VUQVgodJ: :/p(x)uggod:c, Vo € H}(Q).
S S

Definindo 1 = u20:(u2 — u1) e @2 = u10:(uz — uy), onde 6. é o mesmo do Lema
5.2, e usando o fato de

0< / uz(Vug — Vul)zeé(uQ —uy)dz
S

a demonstracdo segue andloga ao do Lema 5.2. Vamos concluir entao que |S| = 0,
ou seja, U] > Ug.

Definicao 5.1. Vamos dizer que uma funcio p € LY. (RN), p >0, p # 0 satisfaz
a condicdo Hi se o problema

—Au = p(z) rmem RY (5.14)

possui uma solugdo fraca que € positiva, limitada e pertence a L'(RY).

Teorema 5.2. Se a funcgdo p satisfaz a propriedade Hy entdo o problema (5.1)
possui uma solucdo fraca que é limitada e pertence a L' (RN). Além disso, se (5.1)
possui uma solugio no sentido fraco que € limitada e L'(RY), entio (5.14) tem
uma solucao fraca limitada.

Prova: Suponha que p satisfaz a propriedade H;. Pelo Teorema 5.1, para cada
R > 0, seja urp > 0 a solugao fraca e positiva de

B
—Au = p(x) (/ ud:v) u® em Bpg,
B (5.15)
u > 0 em Bpg,
u = 0 em OBRg,

onde a, 6 € Rtaisque a >0, 3>0ea+ (< 1.

Observacgao 5.6. Cabe aqui lembrar que essa solucao € unica, como visto no teo-
rema (5.1).

Seja A1 o primeiro autovalor do problema

—Aw = Mp(x)w em Bpg,
w = 0 em OBpg.

Sabemos da teoria de Analise Funcional que se ¢; é a autofuncao associada ao
primeiro autovalor, no caso Aj, entao ¢ vive num espago de dimensao 1 e ¢
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nao troca de sinal. Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que
¢ a autofuncao associada a A1 tal que ¢; > 0. Suponhamos ainda que ¢ seja
normalizado, isso é, [ B, P17 = 1.

Note que ¢; é limitada (veja referéncia [10] Teorema 8.15), ou seja, existe um C' > 0
tal que cp%_o‘ < C. Seja £ > 0 suficientemente pequeno para que A\el =@+t < 1.
Isso implica que

Ael=@tho <] — )\51_(“+6)<p}*a <1= deyp1 < @?50”“6 =

B B
Aepr < 90?5a56 </ Soldil?) = ey < (/ €g01dl‘> (ep1)”
Br Br

A(o)(E0r) < ( / R wldx)ﬁpm(wl)a

3
Ap(z)(epr1)pdr < </ f-:soldzv) / p(z)(ep1)“pdz, Vi € Hi(BR),p > 0.
Br Bgr Br

Como e é autofuncdo, entdo para Vo € Hi(Bgr) tal que » > 0 temos que

V(ep1)Vdr =/ Ap(z)(ep1)pdr < </BR 5801d$>6/BR p(z)(ep1)“pdr =

Br Br

B
V(ep1)Vdr < ( / apldx> / p(z)(epr1)“pd.
Br Br Br
Afirmacao 5.5. Eziste C > 0 tal que Cep1 < up.

£
Como < I} Br 6<p1dx> ~" > 0 a desigualdade acima implica que

I, V(ep1)Vipda - (fBR 5801d$> I, P(2)(EP1) pd
L

(fBR 5<pldx>1ﬂa - (IBR sgpldx) -

-3 —ap

1—a 11—«
( / 5@1@) vwovwxs( / 6@01d93> | @ ods
BR BR BR BR

-8

/BRV <(5301) </BR 5801d96)1_a) Vpdr < /BR p(z) ((6901) </BR 6g01d:c>1_a>a<,od1:

Vo1 Vpdr < / p(x)9T pdz,

Br Br
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=B
onde ¢ = g (fBR eaplda:> e
Logo, ¢1 é solucao fraca do problema:

—Au < p(z)u® em Bg,
u > 0 em Bg,
u = 0 em OBpg.

Analogamente, da equacao (5.15) segue

B
VurVpdr = (/ uRdx) / p(x)ufpdr
Br Br Bgr

B
Sy VurVede  ([n,unde) [y, p@)ugpds

(fBR uRdx)% (fBR updz)i-e

/BRV (UR </BRuRdaz>1B&> Veds = </BRURd$>
/BRV (“R (/BR W%d:ﬂ)l_i) Vidz = /BR p(x) <uR </BR uRdx>l_a>a<pdw

VURVgodx:/ p(x)Ugpdx,
Br

@

—a

[

—a

| popeds
Br

Br
—B

onde Ur = up <fBR uRdx) e
Logo, Urg é solucao fraca do problema

—Au = p(x)u® em Bpg,
u > 0 em Bg,
u = 0 em OBpg.
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Pelo Lema 5.2 temos que ¢1 < Ug, logo

-8 -8
11—« 11—«
€Q1 (/ E(pldx> <up </ uRda?) —
Br Br
=B _B_
11—« 11—«
(/ agolda?> </ uRd:c> ep1 < UR.
Bgr Br

=B B
Fazendo C = (fBR sgold:c> e (fBR uRdx) 7% temos que

06301 < UR,

completando a afirmacao.

Agora dado R > 0 consideremos R’ > R. Pelo Teorema 5.1 existe ur > 0 em Bp/

solucao fraca de
B
—Au = p(x) / udr | u* em Bp,
By

u > 0 em Bp,
u = 0 em OBpg.

Pelo Lema 5.3 garantimos que ur < up/, ou seja, {ur}p é uma familia crescente
em R.

Sejam u = Cepy e & = upr.

Assim, as solugodes fracas de (5.15) estao entre u e u. Como a unica solugao fraca
de (5.15) é ug entao somente up satisfaz

u<ur <u em Bg.

Note que a principio nada garante que ug fique limitado quando R — oo. Porém,
vamos mostrar que up permanece limitado.

Pela propriedade H; seja U € L'(R") solucio fraca limitada do problema
—Au=p(z) em RY,

ou seja,

VUV pdx :/ p(z)pdr, Yo € Hy.

RN RN

Seja K > 0 tal que

B
Kl—(a+ﬁ)2</ de> U S0 -
RN

Observagao 5.7. A constante K definida acima existe, pois (f]RN Ud:c)ﬁ HU||%OO(Q)
€ limitado, jd que p satisfaz H.
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Entao para qualquer R > 0

B
Kl—(a+5)2</ Ud:c> U700 )
Bgr

B8
Kl-(ath) > < / de) Ue
Br

B
K > < Kde) (KU)*
Br

Kpla) > ( Kde)ﬁpm(KU)“

Br

B
Kp(z)pdr > < KUdaf) / p(x)(KU)*pdx, Yo € Hy(Bg), ¢ > 0.
Br Br Br
Como KU é solugao de
—A(KU) = Kp(z),

para ¢ € H&(BR),

V(KU)Vedr = Kp(x)edr,
Br Br

e em particular para todo ¢ € H(BRr),® > 0, temos

B
V(KU)Vedr = Kp(z)pdr > < Kde) / p(x)(KU)*pdx
Br Br Br Br

B
V(KU)Vedz > ( KUda;) / p(z)(KU)*pdz, Y € Hy(Br),¢ > 0.
Br Br Br

Logo, KU ¢ solucao fraca do problema

B
—Au > p(z) </ udw) u® em Bg,
Bgr
u > 0 em OBpg.
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Portanto, pelo Lema 5.4,

ur < KU em Bp,

para todo R > 0, pois KU nao depende de R, ou seja, up fica limitado por KU

quando R — oo.

Seja u(x) = P}im ur(z). Note que u estd bem definido, visto que ug é crescente em
— 00

R. Como a desigualdade acima vale para qualquer R > 0, entdo u < KU. Além
disso, como up é solucao fraca de (5.15)

B
VurVedr = </ uRda:> / p(z)uppde,
Bgr Bpr Br

para todo ¢ € Hi(Bg).

Observagao 5.8. Como v < KU entio [pn udr < [pn KUdxr < oo, pois U €
LY(RYN). Logo u € LY(RY).

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

R—o0

B
lim VurVedr = lim (/ umix) / p(x)ufpdr =
Br R—o0 \JBg Br

B
VuVedr = (/ uda:) / plx)uedr em RN,
RN RN RN

Entdo u € L*(RY) é solucdo fraca e limitada de (5.1), o que completa a primeira
parte da prova.

Para provar a segunda parte suponhamos que u € L' (RN ) seja solugao fraca limi-
tada de (5.1), isso é,

B
/ VuVpdr = (/ udm) / p(z)u®pdz, Yo € HY(RYN).
RN RN RN

Afirmacao 5.6. Sejam ¢ € C°(RY) tal que ¢ >0 e ¢ = dpu™, onde u é solugdo
fraca de (5.1). Entio p € H(RY).

Como u é solugdo fraca de (5.1) e p(x) ([gn udw)ﬂuo‘ € L>®(RY), entdo, pelo
resultado de [10], u € Cllo’Z,V’y < 1. Assim, como u > 0 em RY, existe D > 0
tal que u > D em supp(¢). Portanto u= € C' em supp(¢), logo ¢pu~ € C! em
supp(¢). Na verdade pu=® € C{(RY), visto que o produto se anula fora do supp(¢).
Entdo ¢ = pu~* € HE(RY).

-8 ul—a

Sejam v = ﬁ (f]RN udw) , € consequentemente Vv = (fRN udx) P umevu.
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Como u é solucio fraca de (5.1), Vo € H}(RY)

B
o VuVpdr = </RN ud$> /RN p(x)u®pdr —
-8
</ udac) VuV(pu~)dx —/ p(z)pdr =
RN RN RN

-8
(/ uda:) / Vu (Vqﬁufo‘ — aufo‘fl(;SVu) dx = / p(x)pdr —
RN RN RN

-3 -8
</ udx) VuVou *dr— </ udx) / au” L p|Vu|de = / p(x)pdr =
RN RN RN RN RN

-B
(/ udaz) VuVou~*dx > / p(z)pdz, Yo € CO(RY), ¢ > 0.
RN RN RN

Dado ¢ € HY(RY), sejam (¢n)nen € C(RY) tal que ¢y, — ¢, quando n — oo.
Logo, pela definicao de v,

lim VoVe,dr > lim/ p(x)prde.
n—oo JpN

n—oo JpN

Note que
VoVo,dx — VoVodx = VoV (¢, — ¢)dx <
RN RN RN
[ 190l oo <
]RN
V0190 = 9)lde = [ 96V (0n — $)do <
RN S
Dol g &yllon — @l g @y — 0
Logo,
lim VoVondx = VoVedz.
n—0 JpN RN
Analogamente,

lim p(m)¢nd:c—/ p(x)pdx.

n—0 JpN RN
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Portanto,

VoVeds > / plx)pda, ¥ € HL(RY), 6 >0,

RN RN

ou seja,
—Av > p(z) em RY

no sentido fraco. Em particular, dado R > 0,

—Av
v

(AVAAY]

p(z) em Bg,
0 em OBpg.

Consideremos agora a solugao fraca wgr do problema

—Awr = p(z) em Bpg,
WR = 0 em 8BR.

Pelo Lema (5.4), wgr < v.
Seja w = lim wg.
) [ R
Como w = B}im wgr < v, entdao w é limitado.
—00

Além disso, w € L'(RY), pois como wgr < v, temos que

1 B
/ wrdr < / vdx < (/ udx) / ul=%z < C u T %x < o0,
Br Br I—a \Jry Br RN

visto que a+ 6 < 1 e 8 > 0 implica que 1 — a > § > 0 o que implica que
ul=® ¢ LY(RY),

Consequentemente,
lim wrdx < 00
R—o0 Br
e, portanto,
/ wdzx < oo.
RN

Pelo mesmo argumento da primeira parte, w é solucao fraca, limitada em Ll(RN )
de

—Au=p(z) em RY,

o que completa a prova do teorema.
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