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RESUMO

Este trabalho comp@e-se de duas partes. A  primeira
parte propde-se a apresentar um estudo e um programa
computacional para a analise ndo linear geométrica de trelicas
planas com propriedades viscoelasticas. Na segunda parte, tem-se
¢ estudo e um programa sobre pérticos planocs com  propriedades
viscoelasticas, usando © modelo reolégico standard e o dado pelo

CEB. Leva~-se em consideragio o efeito de temperatura e retrag3o

nesta analise. Estende-se o trabalho sobre pértico para o estudo
sobre vigas mistas, levando em consideragdo a mudanga da linha
neutra.

A formulagio esta baseada no método dos elementos
finitos para grandes deformagles, particularizada para treliga e
pértico. £ feita a descrigiac de ambos os programas e rodados

diversos exemplos.



ABSTRACT

This dissertation tackles two problems in the field of

viscoelastic analysis of structures.

Firstly, we consider the nonlinear geometric analyis of

viscoelastic plane trusses by numerical methods.

In the second part, plane frame=s are studied, considerig
the viscolelastic behaviour of concrete represented by general
reclogical models and also by the CEB equations; temperature,
shrinkage and support movements effect are considered. The

computational program also analise composite continuous beams.

The formulation is based on a expression of the virtual
work theorem wvalid for finite deformations, and uses the finite
element technique. The computation codes are described and several

examples are analised.
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NOTAGZO.

LETRAS MAIUSCULAS.

A = Sec3c transversal da barra

A = Matriz das fungoes de posigao

A, = Area sob LensGes prescritas

A, © Area sob deslocamentos prescritos

Bo = Corpo original

B = Aproximagdc do corpo

B = Matriz que relaciona as deformagfes aos deslocamentos
C = Matriz das fungfes de posigao com as coordenadas nodais
Cl e C'.2 = Constantes viscoelasticas

D = Velocidade de deformag3o especifica

DCt,7> = Deformagdo lenta especifica ou creep especifico
E = Médulo de elasticidade
ECt> = Moduleo de elasticidade no tempo t
= Momento de inércia
= Matriz de rigidez
= Comprimento da barra
Gradient.e de velocidades

= Momento fletor

X XU o
0

= MatLriz constitutiva elastica

N = Esforge axial na barra

N = Matriz das funcg@es de interpolacao

]jn = Matriz coluna com as forgas axiais no nt 1 e 2

P = Energia potencial

Q = Esiforgo cortante

R = Matriz de rotacgdo

$ = Matriz coluna dos esforgos internos

T = Periodo de amortecimento ou tempo de retardagao

T = Matriz do segundo tensor de tenses de Piola-Kirchhoff
U = Matriz contendo os deslocamento nodais

ge = Matriz coluna com deslocamentos e giros ao longo do elemento

=
]

Matriz coluna de cargas genérico

1%



vV = Volume
n : 2
VWV = Matriz coluna com deslocamentos transversais

1 e 2 da barra

LETRAS MINUSCULAS.

b = Matriz contendo as forgas de volume
d(t,7> = Fungao de fluéncia
n = Nameroc de elementos; mecanismos, et

glt>) = Variaveis de estado

e giros dos noés

P = Perimetro

s = Coordenadas nodais

t = Tempo

t = Matriz contendo as forgas de superficie

u = Deslocamente axial do eixo da barra

v = Deslocamento transversal do eixo da barra

(x,y.z) = Eixos coordenados e de integragao

Yo = Distancia entre os centros de gravidade do ago e da segao
reduzida (negativo?

yc = Distancia entre os centros de gravidade do concreto e da
sec3o reduzida

y_r = Distancia entre os centros de gravidade da placa e do ago

SUBINDICES.

1 = grandeza referente ao primeiro né da barra

2 = grandeza referente ac segundo nd da barra

a = grandeza referente ao ago

b = grandeza da barra (coorespondente a soma dos elementos)

c = grandeza referente ao concreto

d = grandeza referentes as deformages diferidas

e = grandeza de um elemento e referente a coordenadas locais

f = grandeza referente aos efeitos da fluéncia

g = referente a coordenadas globais

=0
I

termo genérico de uma série

[
Il

referent.es a matriz de rigidez elastica

m = referentes a matriz de rigidez geométrica

n = grandeza decorrente das forgas de engastament.o perfeito
devido ao carregamento externo

o = grandeza no tempo zero ou inigial



p = grandeza decorrente da temperatura
q = grandeza devida sOomente aos deslocamentos
r = grandeza decorrentes da retragao
R = referente ao centro de gravidade da segioc homogeinizada
s = grandeza devidas aos deslocamentos descontando a  parte
viscoelastica, retragaoc e temperatura
T = refere-se a totalidade da estrutura (rigidez ou vet.or de
cargas)
u = grandeza calculada com a equagao 5.16
v = grandeza decorrente do efeito viscoslastico
w = grandeza devide acos deslocamentos descont.ando a parte
viscoelastica, retragao, temperatura e as forgas
engastamento perfeito devido as cargas externas
x = referente ao deslocamento axial
= referente ao deslocamento transversal
= referente ao giro
SUPERINDICES.
n = referente aos noés das barras
T = transposta
LETRAS GREGAS.
& = Matriz coluna contendo as constantes a calcular
3 = Angulo que a barra faz com o eixo horizontal no plano xy
T = Idade do material
é = Indica variacg3o
A = Indica incremento
A = Matriz linha das funcSes de interpolagdc para os esforgos
axiais
£ = Matriz coluna de deformagtes
g = Deformacgio axial
glt, 1> = Deformagio no tempo t e idade 7
¢ = Coordenada adimensional
r = Matriz linha com as fung@es de interpolagic para o momento
fletor
¥ = Matriz linha com as fungBes de interpolag3o para o

deslocament.o axial

= @Qiro

de



A = Constante numérica ou coeficient.e

¢1 a ¢° = Fungfes de interpolagao para elemento de viga

2 = Matriz linha das fungBes de interpolacao para o deslocamento
~ transversal

§’ = Matriz linha das fungBes de interpolacio para o giro

o = Tens3o

o(t> = TensBes no tempo L

g = Matriz do tensor de tensOes de Cauchy

nC > = Constante de amortecimento

w = Tempo final ocu infinito

< = _gt,__ = Derivada parcial em relag3o ao tempo

CONVENGCOES UTILIZADAS.

a ) = Esforgos e deslocamentos de extremidade

X
gt

Figura [I1 = Sentido positive dos esforgos e deslocamentos.

b 3> = Esforgos internos
SolicitagfBes normais N e M

Solicitagao tangencial Q

& 4|5 g-:—Q J|+]

Figura 1.2 - Sentido positivo das resultantes de esforcgos.
Observag3o : A convengdo do momento fletor tem o sentido

indicado devido a definigd3c de curvatura da eq. 2.2.32.



CONVERSZAQ DE UNIDADES.
Sistema MKS. Unidades fundamentais e derivadas.

Comprimento : metro (m2, centimetro (cm)
Massa : Kilogramo Kg>

Tempo : segundo (s), dia

Qutras unidades derivadas

Forga : Newton (ND; 1 N = 1 Kg rn/'sz
Tens3o : pascal (P); 1 Pa = 1 N/m*
Amortecimento (n) = N/cmz/dia ou semelhante

Médulo de elasticidade (E) = N/cm’ ou semelhante

Coversao de algumas unidades técnicas usuais para

unidades SI.

1 Kilopondio {Kp)> ou Kilograma forga (Kgf> = 92,81 Newton(N> ~ 10 N
1 Kp/ecm® = 9,81 NJcm® =~ 0,1 N/mm° = 0,1 Mpa

Convers3o de algumas unidades anglosasoénicas a unidades

t.écnicas e Sl

1 polegada in> = 2,84 cm
1 pé Lo = 30,5 cm
1 jarda C(ydd = 91,4 cm

i libra~forga <(bf)

1

0,454 Kp = 4,45 N
0,0703 Kp/cmz = 0.690 Nscm®
1 1bf in = 0,178 Kp~-/cm

1 1bf/in° (psid

]



1 - INTRODUGAO,

A introdugiaoc esta dividida em duas partes. A primeira
t.em informagoes sobre os ob jetivos, t.rabalhos anteriores =
abordagem sobre treligas e na segunda parte tem-se o mesmo para

pértico.

No capitulo 2 apresenta-se a formulagao empregada e o
método utilizado para representar o comportamento do concreto. No
capitulo 3 e 4 tem-se informagGes =obre o programa e exemplos,

terminande a parte de treligas.

Nos capitulos 5, 6 e 7 tem-se a formulagido sobre pértico

e nos capitulos B e 9 o programa e exemplos desta ultima parte.
11 - Treligas.
111 - Objetivos.

Na primeira parte da presente dissertagio analisam-se
trelicas planas de material elastice ou viscoelastico levando em
conta a nao linearidade geométrica. Assim, podem ser analizados
problemas de instabilidade instantinea ou diferida, determinando
cargas de flambagem ou snapping. A presenga de imperfeigbes no

sistema global também podera ser analisada.

Outro problema estudado foi 2 diferenga encontrada
entre 0s valores de ponto critico, conlarme definido no item
seguinte, obtido com o método dos autovalores linear e o presente
estudo. Viu-se que o método dos autovalores em certos casos obtém

uma carga acima da real.

112 - IndicagGes de trabalhos anteriores sobre analise nao

linear geométrica de trelicas.

Existe uma extensa literatura o respeito, sendo que a
maioria dos t.rabalhos esta concentrada em nao linearidades
produzidas por mudangas na geometria, porque estes tipos de

estruturas alcancam a ruptura por instabilidade antes de

4



observar-se significativoe comportamento da naoc linearidade do
material. A seguir, tem-se um apanhado geral dos métodos de

analise encontrados.

1121 - Analise pela teoria geral da estabilidade

Na literatura sobre a estabilidade elastica a
instabilidade ¢ tratada como um problema de autovalores. Estes
estudos fornecem expressdes Ledricas gerais, teoremas sobre
analise estrutural e dedugdes analiticas para problemas

particulares que s3o, geralmente, estruturas pequenas.

Muitos desses trabalhos tLratam da estabilidade global
ou local separadamente. A flambagem local implica na flambagem de
um membro discreto da estrutura e é frequentemente um fendmeno do
tipo bifurcagSo. Entre as referéncias sobre o tema tem-se os
trabalhos de Crolliﬁ, Husevyi n>> » Lei pholzzg, Martin ' .

57
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Przemieniecki ~, Thompson , Timoshenko e Zienckiewicz

A t.eoria geral classifica dois tipos fundamentais da
perda da estabilidade (Riks‘z). Esses tipos de comportamento
particular est3o relacionados ao conceito de dois pontos

criticos: ponte limite e ponto de bifurcagao.

O comportamento elastico de uma estrutura gque esta
associada com a perda da estabilidade em um ponto limite é
chamado snapping - a denominagio inglesa ¢ usada pois n3o ha uma
t30o curta em portugués - e representa a passagem subita para
outra configuracgdo ocorrendo por exemplo com a resposta de arcos

e cascas rebaixadas.

Por outro lado, se a perda da estabilidade ocorre em um
ponto de  bifurcagdo o comportamento da estrutura & chamado
flambagem e tem-se, por exemplo, na resposta de colunas

elasticas e torres sujeitas a cargas de compress3o.

No ponto limite, o estado de equilibrio na vizinhanga
deste ponto n3ao existe para valores de cargas superiores a carga
critica, enquanto isto n3o ¢ geralmente verdade para um ponto de

bifurcacgio.

A diferenga bésica entre ponto limite e ponto de

bifurcagio pode também ser expressa matematicamente em uma
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maneira mais formal, ver por exemplo as referéncias Riks e

Thompsonﬁz.

1122 - Métodos de analise numérica.

Dentro do enfoque dado ant.eriormente, faz-se uma
abordagem da literatura e alguns comentarios sobre os métodos

encontrados.

Existem diversas classilicagtes sobre os tipos de
métodos nao lineares. Pode-se classificar os métodes de analise
em relazc3c ao ponto critico. Podem ser de pré ou pés  ponto
critico. A analise pés ponto critico & importante em certas
estruturas pois pode predizer o possivel enrigecimento ou aumento
da resisténcia da estrutura. Outra classificagdo é guanto a
maneira de efetuar a analise, Pode-se ter métodos incrementais,

iterativos e mistos.

A predigdo da resposta nao linear antes do ponto

critico foi extensivamente estudada por meio de diversas solugles

numéricas. Essas incluem o método da substituigio sucessiva, da
rigide=z incremental, de iteragio de Newton-Raphson, métodos
corretivos de primeira e segunda ordem e de perturbacio. Entre

estes o© metodo de Newton-Raphson (modificado? e o métode auto-
corretivo de primeira ordem {(método incremental levando em

consideragao forgas res=siduais) s3oc0 as técnicas mais poderosas

para avaliar o© problema de pré ponto oritico (ver Haisler &
- . 20
Stricklin ™ 2.

Quandc a estrutura exibe um comportamento nao linear
usa-se muito o método incremental, que resulta numa matriz de

rigide=z tangente C que inclui os efeitos geométricos bem como
mecanicos). Entretanto, na andlise da instabilidade naoc linear de
estruturas pode ser interessante modificar o método anterior

pelas sezuintes razdes.

a - Para evitar as dificuldades =surgidas na analise da
bifurcagao, po6és Dbifurcagdo e pos limite associadas com as
singularidades no ponto limite e com as multiplas solugBes

estaveis avaliaveis para um unico valor da carga.

b - Para ser capaz de tragar a configuracao de pos



falmbagem da estrutura e
¢ = Para aumentar a eficiéncia computacional.

E . Para superar as falhas mencionadas acima varias
alternativas foram propostas. Entre estes métodos a introducdo da
mola artifical (Sharifi & Popov“)) que permite obter a curva de
pés flambagem através do aumento da rigidez da estrutura colocando

uma mela sobre o grau de liberdade considerado.

Outra caracteristica da analise incremental & que nas
respostas apresentadas ela substima as deflextGes quando a

estrutura estA perdendo a rigidez e vice-ver=a.

Entre os métodos iterativos ha o da referéncia Reﬂly“,
que em cada ciclo cria uma matriz de rigidez revisada sujeita a
um vetor de cargas residuais. Método similar a este mas que
analizam estruturas com barras com uma relag3o
tensio-deformagao inelastica pode s=ser encontrado por exemplo nas

P 21 3o
referéncias Hensley e Powell .
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Na referéncia Bergan et all tem-se, também, um método
semelhante a estes com incrementos de carga controlados por um

parametro definido pela variacgdc da matriz de rigidez.

HA © método do controle dos deslocamentos (Haisler &
Stricklin’® e Zienkiewicz > onde se prescreve os deslocamentos no
ponto considerado e obtém-se um fator de carga que resulta numa
reagdc nula no mesmo ponto (nd3c esquecendo a existéncia de cargas
externas).

Tem-se ainda, a técnica do comprimento do arco constante
(Crif;l:"ield!s, Kondoh & Atluri’® e Riks**"*" que controla o
desenvolvimeto da curva carga-deslocamento através de parametros
adequados que variam para cada autor. Este método tem—se mostrado
muitoc datil e tem solucionado problemas n3o abordaveis por outras

soluctes.

o~ 35 ’
0 método da redugio (Noor & Peters > visa aumentar a
eficiéncia computacional para analisar grandes est.ruturas
reduzindo os numeros de graus de liberdade da discretizagdo

inicial.

0 métode do incremento de carga constante (Bathe &
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Dvorkin > também, segundo os autores, se mostrou eficiente para
contornar os problemas mencionados e aumentar a eficiéncia da

analise nZo .linear.

A técnica do balangoe de energia (Szilardd” > em que
através da energia fundamental da estrutura obtém-se um fator
escalar que ¢é aplicado para controlar o vetor deslocamento ou

para monitorar a selegdc do passo de carga.

O método de iteraclo vetorial (Papadrakakis®™® em que

ndc é preciso montar a matriz de rigidez total da estrutura.

Pode-se tambem considerar a presenga de imperfeigdes na
estrutura. Existem gquatro tipos principais de imperfeigoes:
geométricas, no sistema de carregamento, nas condigGes de contorno
e no material. Ainda, no estudo das imperfeigBes geométricas
pode-se ter imperfeigBes globais e/ou locais, Nesta dissertag3o
sé sera analisada a presenga de imperfeigies globais. O estudo
sobre imperfeigtes esta ligado A otimizacgio estrutural. Diversos
trabalhos tem chamada a ateng3o para o perigo da otimizag3o
estrutural que ¢ muito =sen=sivel a presenga de imperfeigOes
(Thompsonsa). A otimizagdc deve ser efetuada, mas ela deve ser
definida em relagcio a economia e seguranga do projeto. Na
otimizagdo, o projetista deve tomar em conta a presenca de
imperfeigGes tal que o projeto final obtido seja uma estrutura
segura. Rosen & Schmit™®* apresentam um estude para a analize de
trelicas imperfeitas que leva em consideracgido o fenémeno acima

referido.

Durante a solicitagio da estrutura pode acontecer a
flambagem local de um membro discreto (= 2 subsequente
transferéncia da carga para o resto da estrutura, Nas
referéncias Rosen & Schimit®**® tem-se um método para a analise

de trelicas planas que leva em consideragao estes efeitos.
. . 28
Posteriormente na referéncia Kondoh tem—se a mesma analise

considerando também a influéncia das imperfeigfes.

Existem pouces trabalhos considerando a analise nao
linear e comportamento viscoelastico. As referéncias encontradas e

utilizadas =Zo as de Hult’® e de Szyszkowski e Glockner

.‘!l
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1.1.3 - Abordagem e limitagBes do método de analise utilizado.

Como se vé, existem numerosos trabalhos sobre analise
geométrica n3o linear de treligas elasticas. Entretanto, este n3o
paréce ser o caso com relagio a estruturas gue apresentam
Jjuntamente o problema de deformagdo finita e comportamento

viscoelastico,

A estratégia empregada no trabalho consiste na
utilizagio do Método dos Elementos Finitos juntamente com uma

descrigfio Lagrangeana atualizada.(Formulagic no capitulo 2>

Partindo da formulagdo incremental do Principio dos
Trabalhos  Virtuais e empregando medidas adequadas de deformagdo
finita obtem-se a formulag3o variacional inicial. Em continuagdo,
introduzindo as fungfes de interpolagdo de elementos prismaticos
de +treligca plana e representando o© comportamento viscoelastico do
material através do fermalismo das variaveis de estado, obt.ém-se
a relagdo matricial que incorpora a matriz de rigidez geométrica

e wum vetor de forgas viscoelasticas.

A formulacgao € totalmente geral e aplicavel a qualquer
tipo de estrutura visto que a nado linearidade geométrica e os
efeitos viscoelaAsticos podem ser desacoplados. Foram rodados
alguns  exemplos com solugd3o  tedrica conhecida, cbtendo-se

excelente aproximacg3lo.

A analise é limitada a estruturas planas mas pode ser
estendida para trelicas espaciais sem dificuldades teodricas com a

mesma formulagdo descrita neste trabalho.

E limitada também ao caso de cargas conservativas e a
viscoelasticidade linear. Estas limitag@es nZo sA0 facilmente
superaveis. Entretanto, comportamento viscoelastico linear e

cargas conservativas permitem resolver diversos problemas reais.

Além dissom, a ndo linearidade fizica do material n3o é
tratado neste trabalho, por hipétese, o= grandes deslocamentos
ocorrem sSem que as tenstes excedam o limite de elasticidade do
material e nem a presenga de imperfeigfes locais dos membros da
Lreliga ou =a flambagem local =30 levados em conzideragao neste

estudo.



1.2 - Vigas mistas.

Estruturas mistas, que consistem de uma viga de ago ou
concreto préfabricado (prétensionado ou armado) e uma laje de

concreto moldado no local =30 sensiveis a deformac3o lenta

(“creep”) e retracg3lo, tal que a influéncia desses fenémenos na
distribuicio de tensSes em segles mistas deve ser considerada
cuidadosamente.

1.2.1 - Aspectos sobre a construgdo mista.

a - Aspecto estrutural,

Uma pega mista consiste essencialmente de trés

elementos estruturais:

- secg@o de concreto
- segio melalica

- conectores

podendo estes ultimos serem substituidos, total ou parcialmente

pela aderéncia acgo-concreto.

O concreto & obrigado a defermar-se em conjuntc com o
ago pelos conectores. A fungdo deles consiste em  evitar ou

controlar os deslocamentos relativos de ambos os materiais.

Os  principais fentmenos que produzem esforgos internos

provenientes da agdo em um dos elementos que compde a segdo s3o:

- Retragdc do concreto: o encurtamento do  concreto,
parcialmente impedido pelo ago através da conecgdo provoca
esforgos em ambos os materiais, com possivel fissurago em zonas

locais da seqgio de concreto.

- Deformac3io diferida do concreto por fluéncia: as
perdas de tensSes (relaxagio) no concreto ao longo do  tempo

incrementam as tens8es correspondentes no agoe estrutural.

- Efeitos térmicos: a igualdade dos coeficentes de
dilatagdo térmica do ago e do concreto nio produz normalment.e
esforgos internos apreciaveis para variagties homogéneas de
temperatura, mas a grande diferenga de inércias térmicas - muito
pegquena no ago (bom condutor) e grande no concreto (mau condutor)-
leva a originar fortes diferengas e gradientes térmicos e

consequentemente, esforgos parasitas nas segbes de ago e concreto,
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assim como na conexao.

b - Aspecto analitico.

Até recentemente o calcule de segSes mistas era feito
com critérios elasticos ou de tensdtes admissiveis, transformado
as segOes de concreto e armaduras (ativas e passivas) em suas
equivalente= de ago estrutural, mediante os denominados
coeficientes de equivaléncia, que relacionam entre =i os modulos

de elasticidade destes materiais.

Do mesmo modo, as consideragtes relativas aos fenémenos

reolégicos do concreto, retragdo e fluéncia, efetuavam-se mediante

um controle ideal elastico de tensSes  apartir de diagramas
tedricos simplificados das relagtes deformag3o-tempo; ou mais
simplesmente ainda, mediante a redugdc ideal do médulo de

elasticidade do concreto chamando-se "método do mdédulo reduzide'.

O método na ruptura, ao definir a capacidade de uma
segio no instante de seu esgotamento, analisa a possibilidade de
redistribuig3o interna das tensSes nas seqgfes, mediante a aparig3o
de amplas deformagtes de algumas de suas fibras, isto €, as
tensBes podem ser levadas até um limite ultimo, estabelecido
convenientemente, ao longo de toda a segao transversal da pega. A
ductilidade do ago permite alcangar estas =ituagBGes sem problemas
de ruptura locais ou frageiz. De forma analoga, o emprego de
metodos de célculo plastico permite controlar a capacidade

portante limite e sua aplicag3o aos sistemas mistos & conveniente.

A utilizac3o destes métodos n3o pode fazer—se
livremente, mas requer o adequado controle das situagBes de
servigo, para evitar que as estruturas , ainda possuindo uma

resisténcia suficiente frente as cargas previstas, apresentem em
estado normal de utilizagdo =situagBes inadequadas: fissuragdo
excessiva, problemas de durabilidade, flechas, etc., que as
inutilizem nas fung@es para as guais foram concebidas. E aqui onde

novamente aparecem os métodos elasticos como necessarios.

Cutro aspecto que pode-se levantar e gquanto a validade
pratica dos métodos exatos de analise da eslrutura em servigo. Com

o aparecimento dos computadores e mais recentemente dos
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microcomputadores que est3ioc se tornando acessiveis para um namero
cada vez maior de usuarics, os métodos exatos de verificagao do
estado de utilizag3o de estruturas podem ser feitas até com
maior rapidez que os métodos aproximados manuais. Por isso é
conveniente este tipo de abordagem, peois permite obter toda a
histéria de deformagdo da estrutura e nio apenas os pontos

limites como s3io dados pelos método do modulo reduzido.

Por fim, a utilizagdo de conextes rigidas com
distribuicio ajustada dos esforgos na fase elastica deixou lugar

aos sistemas semi-rigidos que permitem uma melhor adequagao

aos esforcos locais provocados pelos esforges de retragdo,
pretensionamento, etc. Na atualidade, disposigdes do tipo mais
uniforme baseadas na redistribuigdo de esforgos internos das

seg@es e do cizalhamento da conex3do (se esta apresenta um adequado
grau de flexibilidade) é um método mais apropriado, como tem

demostrado experiéncias recentes.

1.2.2 - Trabalhos anteriores.

Existem normas e manuals sobre o projeto de
detalhamento de tais tipos de estruturas, ver por exemplo

Calzon'*,GEB'?, Ghali & Favre'®, Sabnis*’.

Por outro lado, ainda continuam a ser feitas pesquisas
sobre o comportamentoc de vigas mistas, especificamente quanto ao
comportamento frente a deformagao lenta & a retrac3o,
comportamento n3o linear e influéncia do deslizamento entre o ago

27
e o concreto (Johnson J.

Alguns trabalhos tem métodos de calculo automaticos e

manuais que levam em conta o aparecimento de fissuras, retragao,

deformacdo lenta, a possibilidade de deslizamento entre a viga e
: . 18

a laje, etc. Scbre o assunto ver Ghali & Favre que usam o

metodo dos deslocamentos e o metodo das torcas ut.ilizando a

o 1 12
representacio do concreto através do ACIT ¢ CEB
. : 34 : i .
Nevile & Dilger utilizam méetodos manuais e semi-
automaticos de calculo. Gonsideram o efeito da deformagde lenta e

retrag@o em segles mistas e partem das equagles de equilibrio das
forgas presentes na seg3o transversal sob llex3o, da express3o

para a mudanga nas deformagfes no concreto devido ao creep e junto



com as exigénias de compatibilidade (a mudanga na curvatura da
viga de ageo & no concreto deve ser a mesmad) chegam a um conjunto
de eqgquagBes que podem ser resolvidas para determinar a mudanga

nas -forgas na segao mista num dado tempo.

Sobre este assunto Branson apresenta dois métodos
tedricos pseudo-elasticos para calcular os efeitos da retracgao
diferencial e do creep nas tLensGes e dellexSes junto com uma
avaliacdo das propriedades dos materiais e coeficientes para

aplicagBes praticas.

Para o calculo de flechas existem diversos fatores de
dependéncia (Leonhardt.ao), entre eles a variagdo do momento
fletor em trechos onde o momento fletor existente & menor que o
momento fletor correspondente ao aparecimento da primeira
fissura, cu =seja, onde a zona tracionada nac se fissura. Nestes
trechos [o] valor da rigide=z corresponde a rigide=z integral
(estadio ID. Do mesmo modo, existem regites intermediarias.
Finalmente existem zonas que estio no estadio 11 Cconfiguracao
fissurada definitiva, a quantidade de fissuras e o valor de suas

aberturas nio variam mai=s).

O comprimento dos trechos destas Lrés zZonas depende por
um lado da distribuigdo de carga e do sistema estrutural e com
isso do diagrama de momentos, e por outro lado, do grau de
carregamento, que & expresso pela relag3oc entre o momento fletor
devido a carga permanente ou a carga gque atua por um longo

periodo de tempo e o momento devido a carga total de utilizag3o.

Uma outra dependéncia resulta da distribuig3o de
armadura, expressa pela variagdo da percentagem de armadura, a
qual em geral n3o & constante, porque 2 armadura do banzo é
escalonada. Finalmente deve-se considerar a densidade de armadura

na zona fetiva.

A respeito da utilizagdo de elementos finitos pode-=se

refinar o calule de vigas mistas utilizando o tradicional

elemento de viga para a viga e laje, e elemento de mola para os

conect.ores. Para regido de tLracgaoc pode-se utilizar elementos
. . 22

compostos. Ver, por exemplo, as referéncias Hirst & Yeo , Johnson

& May’’, Moffat & Dowlong ~ e Plum & Horne &
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1.2.3 - Abordagem e limitagBes do presente trabalho.

0 estudc feito pelo present.e trabalho |utiliza a
formulagaoc geral baseada no método dos elementos finitos. A
analise considera deslocamentos infinitesiamais considerando os

materiais elasticos e viscoelasticos.

Primeiramente estuda-se porticos viscoelasticos
homogéneos. A carga viscoelastica é calculada apartir dos
esforgos em cada barra. A lei de variagdo viscoelastica é
baseada nas variaveis de estado utilizando o modelo Kelvin

generalizade e o do CEB. A analise & feita incrementalmente

ao longo do tempo.

A analise esta limitada a flexdc reta (eixo de simetria
no plano da carga). N3o s3o consideradas deformagCes finitas nem
pérticos espaciais. A primeira limitacgio, pode ser superada
adaptando a formulagdc apresentada para treliga plana e a segunda
exigiria um estudo mais aprofundado uma vez gue aparecem outro
conjuntc de esforgos. Na sua presente forma, o©o programa &
adequado para estudar estruturas homogeneas ou  mistas com

conectores rigidos sob carga de servigo.

Os esforgos no interior da barra sao interpolados
linearmente apartir dos esforgos nas extremidades e usados  para
calcular a carga viscoelastica. Assim, dispensa-se o calculo das

deformactes viscoelasticas como é feito na parte de treliga.
A seguir, passa-se para a analise de vigas mistas, para
isso (= necessario calcular a matriz de rigidez de elementos

mistos que estA descrito no capitulo 6.

As hipdteses para isto s3o as da teoria técnica de
vigas: movimentos infinitesimais (teoria de primeira ordem),
validade da hipétese de Navier (segfSes planas permanecem plana=s
apdés os  deslocamentos), carregamento no plano de simetria,

validade da lei de Hooke e que niao ha deslizamento entre a placa

de concreto e o perfil metalico.

O calculo das rigidezes dos elementos das barras &
feito em relacio ao eixo neutro da segdo homogeinizada,
pela raz3do descrita na segao 6.6. A localizagdo deste €& feita

através da homogeinizagdec das partes que compbe a segdo. Desta
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maneira os elementos s3c referides a wum  unico eixo. Os
deslocamentos do elemento s3ao0 interpolados linearmente 2
partir dos deslocamentos do eixo neutro e, utilizando as
fungBes. de interpolagdo para elemento de viga, pode-se
calcular, através do método dos elementos finitos, a matriz de

rigidez para elementos mistos.

Q erro introduzido ac considerar a excentricidade dos
elemento=s em re-laqﬁo ao eixo das barras em certas fomnular;ﬁes =)

discutido e apresentadc num exemplo numérico.

As segles analisadas na dissertagac s3o formadas  por
dois tipos de materiais com um eixo de simetria longitudinal no

plane vertical.

As armaduras podem ser levadas em consideragido desde
gque  sejam simétricas em relagdo ao eixo longitudinal no plano

vertical substituindo desta maneira o perfil metalico.

As estruturas mistas consideradas nesta publicag3o se

limitam aquelas formadas por pegas prismaticas, excluindo-se as
estruturas de tipo superficial (placas e laminasD ou
tridimensional J(placas gros=as, macigos, «tc), entre as quais a
utilizagio de sistemas mistos € muito lhimitada ou inexistente,

requerendo além disso a resolugido de problemas de <calculo e

processos construtivos pouca ou nada estudados.

Nesta dissertac3o considera-se gque a segio mista, em sua
totalidade, suporta o carregamento externo, além do peso préprio
da placa de concreto e do perfil de ago Esta hipotese exige o
escoramento teotal da viga antes da cura do concreto. Mas, como
sabe-se, existe uma grande variedade de {ases construtivas neste

tipo de construgao. Alguns destes resultando em grande economia.

Numa destas sequéncias construtivas o perfil de ago é
colocado =s=em escoramento e a placa é concretada sobre o perfil
Para proceder o calculo usando © programa desta dissertac3o usa-se
o processo de superposicio de efeitos. Analisa-se o perfil, usando
como carregamento o peso préprio do perfil mais o peso proprio do
concreto e posteriormente, analisa-se a secBo mista, suportando as

cargas externas, e superpde-se os dois resultados.



2 - FORMULAGAO MATRICIAL VISCOELASTICA.

Neste capitulo, apresenta-se alguns aspectos da teoria
viscoelastica e expressfes usuais sobre o tema utilizadas nesta
dissertagdo. Faz-se referéncia aos modelos utilizados no
comportamento viscoelastico do concreto e adota-se o modelo do CEB
apresentando um método computacional para o calculo automatico das
constantes empregadas. Na segunda parte deste capitulo, esta a
formulacio matricial baseada no método dos elementos finitos e
particularizada para o caso de trelica plana com grandes

deformagdes e pédriice planco usual

21 - RelagBes viscoelasticas empregadas.

211 - Introdugdo

A teoria da viscoelasticidade pretende descrever o
comportamento dos materiais que sofrem deformagfes diferidas ou
ndo instantaneas. Estes materiais s3o dites viscoelasticos. CGComo
i exemplo deste fendmeno, observa-se que  alguns materiais
continuam a deformar-se apesar da carga permanecer constante, Este
processo ¢é denominado deformagdo lenta ou “creep”. Por outro lado,
tem-se a relaxagdo, que ¢ a diminuigcdo com o tempo das tensDes,

sob deformagfes constantes impostas.

Do mesmo modo que as deformagfes instantaneas, as
deformacBes diferidas podem ser lineares ou ndo  lineares. S3o
lineares gquando a deformagdo causada por uma tens3o (cr!-*crz) é
igual a soma das deformagfes causadas por oy (= o, aplicadas
separadamente. No presente trabalho =06 se trabalha com
deformactes diferidas lineares, valendo o principio da

superposigio e, além disso, o carregamento sera do tipo estatico.

Se a deformac3o lenta &  linear, ela pode  ser
caracterizada por uma deformacao lenta ezpecifica, DCL, T,

&
(Creus 2 que fica:



-

DCL, 7> = _ic%_f.)__ 211>
(a]

onde

eCt, 7> = deformagS8o no tempo t quando o material foi carregado na

idade T
DL, 1) = deformacgio especifica no tempo t e com idade 1
o = tens3c incial
2.1.2 - Relac8o viscoelastica linear. Representagdo integral.

Para um material viscoelastico linear, com uma variag3do
também linear de tens@es, pode-se integrar a historia de tenstes e

obter a representagdo integral da viscoelasticidade:

b % Ao T2
edtd = J DL, 7> dodlr) = J DCL,T2 - dr 212>
T Ty

Integrando por partes a anterior, obtém-se uma relagdo

tens3o deformacgfo viscoelastica na forma integral

oltD .
51 & 3 | T J dd(t,1 Dot >dCr > 2.1.3>
ECLD 1‘0

além dos simbolos descritos anteriormente, tem-se E) que é o
médulo de elasticidade, em geral variavel! no tempo t, ddt,r> é a
fungao de fluéncia que caracteriza o comportamento viscoelastico
do material e o(t) é a tensdc em t. Além disso, na representagdo

anterior foram usadas as seguintes igualdades:

_ 1 -3 _

ottd = o HCL,T O
(8] @ |

onde
1 para t > L
HCt,r O =
o 0 para t = 71
s
A express3o €21.3); bastante usada na literatura
separa as deformagBes elasticas, calculadas no tempo t e as

diferidas.



2.1.3 - Representagdo em fungdo das variaveis de estado.

A representagdo integral indicada na segdoc anterior =
rigorosa e formalmente simples. Por outro lado, n3oc &€ a mais
adecjhada. para a analise numérica com grandes sistemas de equagles
como os que aparecem quande se aplica o método dos  elementos
finitos. Para estes casos, a representagdo em fung3o das

variaveis de estado é mais conveniente.

Partindo da eq. 2.1.3 assume-se que a fungao d(t,7> pode

ser desenvolvida em série exponencial

n <Cti= )/'.['1

AChirS = 1 e C2.1.5>
ni(T)

i=1

Com suficiente numero de termos no desenvolvimento
pode-se obter tanta precisdo como seja necessaria. Para a maioria
dos problemas praticos, trés ou quatro termos =s3c em geral
suficientes. Na eq. 215 ‘I'i é o tempo de retardagao e ny é a

constante do amortecedor fig. 2.1).

Definindo as variaveis de estado como

=CL=T 3T |

A i
q,ct> = f 1 e ot odT €214.6>

Diferenciando a anterior em relagao a t fica

f eus o qy L2 _ L <247
94 -T. n. LD
i i
onde ('3 " = derivada temporal e T, 6 = 7 E
T emp O
Considerando a 2.1.3, 2.15 e 2.1.6 tem-se a equag3do
ot e
elt) = —— + y qi(t.) 2.1.8
ECL> —

i=1

Vé-se, assim, que &£12 pode ser obtido por uma simples



soma de valores das variaveis de estado no instante L. Assim,
pode-se  deixar uma relagdo integral e obter um sistema de n

equagtes diferenciais lineares desacopladas de primeira ordem.

Pode-se notar ainda, que as equagbes 217 e 218
correspondem, neste caso, a um modelc com uma série de elementos
Kelvin com mola de elasticidade Ei = 1-;1./Ti =3 amortecedor com

viscosidade ni, além da mola isocolada de constante E. Ver fig. 2.1.

T

Figura 2.1 - Séries de elementos Kelvin.

Séries de elementos Kelvin com ccoeficientes variaveis,
comumente empregados para a representagide do comportamento
y ; 14
viscoelastico do concreto, podem ser encontrados em Creus ©

5 = . -
Bazant e sHo casos particulares da representagao anterior.

No casc linear, pode-se integrar a 2.1.6 dentro de cada
intervalc de tempo. Substituindo t por t+At e dividindo em dois

intervalos pode-se escrever a 2.1.6 como:

‘(L+x‘_\.t;-'1’)/Ti
q.CL+AL) =J © A I
i n. T
T é 1

= o<r> dr €2.1.9>

L+AL  —CL+AL-TO/T
+ \(
t n. (2
1

Se levar em conta a semelhanga com a express3ao 2.1.6,
considerar o)/ (r> na segunda express3o como constante

dentro de cada intervalo e realizando as integragtes, obtém-se:

- AL/T, o) ~AL/T,
qCLHatd = e gD ¥ = =~ > <2.1.10)

E. (L)
1



e — = |

w

onde Ei(L)-— n (t.)/Ti

i

Esta express3oc sera usada no programa computacional de
trelica plana descrito adiante. Para o programa de poértico plano,
além desta express3o utiliza-se uma formulagdo mais elaborada d(ver

segao 2.1.6).

2144 - Utilizagdo do modelo standard para a verificag3o analitica

de tenstes e deformacgOes.

2141 - Modelo de Kelvin generalizado.

O modelo de Kelvin €& regido pela seguinte equagdo

diferencial
¢ = E &€ + p £ 2.1.11>
0 modelo de Kelvin generalizado é formado pelo
agrupamento de n' unidades Kelvin em séries (fig. 2.1).

Obviamente,a tensfo em cada unidade & a mesma, enquanto que a
deformagdo total ¢ a soma das deformagdes parciais de cada
elemento. Escrevende a a 2111 na forma simbélica, para um

elemento i fica

8
o> = (Ei ¥, moe ] £,CLD 21142>

onde @&-9t. & um operador diferencial. Tem-se, para o modelo

generalizado

£Ct) = E B, + n aratd™ ' ot €2.1.13>

onde (Ei & g 3/3t> " indica o operador inverso.

A fungdo de creep especifica DL,rd, para o modelo
Kelvin generalizado ¢ obtida resolvendo a equagdo diferencial

2.1.11 para uma dada tensao constante unitaria, oti= UOH{L,T):

s . ~gt-t 3%,
DCL,T) = Z =— 4 - e b (2.1.14>
i
=1

2.1.4.2 - Modelo standard

0 modelo standard & formado por um elemento Kelvin em

série com uma mola e corresponde ao modelo Kelvin generalizado com



o primeiro ni = 0. Substituindo este wvalor na eq. 2.1.13 obtém-se
eCt) = Eéﬁ? + (E + asatd ' ot (2.1.15)

Integrando a 2115 para uma tens3oc constante unitaria,
O"OH(‘L,TD), correspondente a uma experiéncia de creep, obtém-se,
para n elementos Kelvin
1 =X{t=T /T

i

Det;ed) & e @ A - e 2 21163

1,

1Ei

1

Ent3o, dada a deformagdo inical so, obtida a partir de

uma tens3io inicial imposta, pode-se obter &£(L,7) como
e(L,rI= .‘;DE 214 A €2.1.17>

No tempo t = o vé-ze pelas eqs. 2116 e 2.1.17 que para

um elemento tem-se
<, = £ E/E ; E_ = CEE >»7CE+E > 21.48>
t=00 [a] o s o} 1 1

No caso da relaxagdo, isto &, deformag3@o imposta inicial

unitaria constante, obtém—-se

-CE+E > (t-7d/7

ECt,1> = E + (E - E D e . €2.1.19>
w0 w

Ent3o, dada a tens3o inicial oro_. obtida a partir de uma

deformagio inicial imposta, pode-se obter o(t,r> como
olt, 1) = croE(t.,fr) /s E €2.1.200
No tempo t = o vé-se pelas egs. 2.1.19 & 2.1.20 que

oL, 71D =0 E /E €2.1.21>
o w

[o!:-s., ‘Eqe. 2.1.22 a 2.1.23]

eslao vagas

L=

Estas equagBes serao uzadas para verificagd3o de alguns

exemplos feitos com os programas computacionais propostos.
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2.1.5 - Representagdo do comportamento do concreto.

Esta seg3o aborda algumas considerag@es sobre o creep

ou deformag3o lenta do concreto.

0 funcionamento do mecanismo do creep depende da
est.rutura interna do concreto, da pasta de cimento, da Agua
presente na estrutura e do meio ambiente. Este trabalho n3do tem a
intengdo de descrever este fendmeno fisico, que ja foi e esta
sendo amplamente estudado por diversos autores. Ver Neville®® e

s
Bazant ™.

Na literatura sobre (o] assunto, existem diversas
expressdes matematicas que tentam representar © comportamento

real das estruturas observadas experimentalmente em modelos

simplificados. Estas expresstes =30 do tipo assintéticas,
utilizando relages hiperbdélicas, logaritmicas, exponenciais,
etc. Além disso, elas utilizam parametros que s3do determinados
per experiéncias e que dependem do tipo de material e do meio
ambiente.

Para a analise estrutural, as formulagles s3ao
apresentadas através de graficos, em gue oS fatores s30

independentes um do outro e compfe-se da umidade relativa do ar,
espessura equivalente, percentagem agua-cimento, idade do

material, tempo de carregamento, etc.

A maioria dos trabalhos considera o processo de creep
como linear. Desta maneira aceitam o principio da superposigio e
e as equaclSes podem ser descritas como relagSes integrais, com

diferentes formas para a fungdo de creep.

Uma representagao detalhada sobre este assunto pode ser
encontrada em Neville®® e Bazant® que dic posteriores referéncias.
O métode de Dishinger, que propos uma relagd3oc constitutiva ao
estilo da equagdo 2110, ¢ apresentado e aplicado em Rush et
al!i46. Tem-se, também as férmulas usadas pelas diversas normas

CeEB-FIPY e acr.
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21.6 - Representacg3oc do comportamento do concreto através de um

modelo reolégico.

As curvas de deformacZo lenta expostas no apéndice D do
codigo ~modelo GEB-FIP“, foram usadas para representar o

comportamento do concreto e est3o reproduzidas no Apéndice A.
Estas curvas n3ao =s=3c aplicaveis:

- Concretos sujeitos a temperatura extremamente altas
(por exemplo: reatores nucleares).

- Concretos sujeitos a cura por aguecimento por calor.
E s3o0 aplicaveis em:

- Concretos sujeitos a tensbes de compressao nao
excedendo 0.4 fckj(fckj = resisténcia cilindrica caracteristica a
compress3o na idade j> e permitido endurecer sob condictes de

umidade e temperatura constantes.

- Os valores numéricos s3ao valores médios e podem
variar 20% em cada direc3io. Esta variacio sera introduzida nos

calculos gquando apropriado, ao lado da seguranca.

~ Com respeito ao creep, s=ua aplicacido ¢é para concreto

submetido a compress3o0.

- No dominico das tensGes de servigo, as deformagtes
devido a fragio de tensdo aplicada em diferentes tempos s3o0

consideradas aditivas (hipdtese da superposig3od.

Levando isto em conta, a deformagdo lenta, sob tens3o
constante é linear em relagdo as tensdes. O coeficiente de
deformag3o lenta (p(t.,'ro) & definido pela eguagio

o
O

£ T D> = o pCt,T D (2.1.24>
cze

onde sCCL,TD) é a deformagdo lenta no tempo t sob uma tens3o
constante c, aplicada no tempo Ty }'-_‘.Cm & o mbdulo de elasticidade
em 28 dias,

A deformag3o em t sob tensdes constantes ddeformagao

inicial em T mais a deformagdo lenta) é dada por



et
¥

cF'CL,TD)
s(t,,-ro) = oro + 2.1.25>
c o cze

onde ECCTO) & o médulo de elasticidade na idade ‘ro. 0O termo

tp(t.,rﬂ)

1

¥

D(t,‘ro) = FS 5 2.1.26>
C 8] czu

¢ chamado "fung3o de deformagdo lenta" ou "fungdo de creep" e
representa a deformagdo total do concreto em t, sob tens3o

constante deste T o

A fungao de deformagdo lenta pode ser desdobrada nas

seguintes partes
s(t,ro)
D(L,‘ro) = -—F;—-—- =8 + sd + €s €2.1.27>

onde
e:'o & a deformag3o inicial

€4 ¢ a deformagdo elastica diferida

£ é¢ a deformag3o irreversivel, todas elas medidas por unidade de

tens3o inicial, o’o.

= T + 3 3
So Bi( o) Ba("{ 0) 2.1.28>
Ed = gpdﬁd(t.'-‘ro) €2.1.29>
sf = “of‘ [ﬁf(t,) - (?f_('ru)] €2.1.30>

onde

ﬁi('ro) corresponde a deformacao elastica inicial, funcio s6 de 'ro

Ba(ro) corresponde ao desenvolvimento da deformac3o rapida inicial
dirreversivel)> gque ¢é desenvolvida durante o primeiro dia
apdés a aplicacio da carga.

n ¢ o coeficiente de elasticidade diferido ('rpd = 0.4,

(?d(t._.ro> corresponde ao desenvolvimento com o tempo da deformac3o
elastica diferida, totalmente reversivel que assume-se ser
independente do envelhecimento.

‘Pf:"p:‘stpfz & o coeficiente de fluéncia. Onde Pe & funcio da
umidade relativa (Rh), em %, e Cr, © fung3o da espessura
efetiva (ho)’ em cm.

ﬁfﬁ,,ro,ho) corresponde ao desenvolviemnto com o© tempo da parte

irreversivel da deformacdo diferida ((fluéncia) que & muito

afet.ado pela idade em que o carregamento comeca.
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t e 7T sA0 a idade do concreto no momento em consideracd3oc e no
o)
momento do carregamento, respectivamente, corrigidas quando
a temperatura ambiente durante o© endurecimento for muito

. o

diferente de 20 C, conforme CEB.

ho & a espessura efetiva, funcio da area da seclo transversal do
concreto, Ac, do perimetro em contado com a atmosfera, p, e

de um coeficiente que depende das condicGes ambientais, .
Ent3o: ho = 2 AC A7 p. 2.1.31)

As expressfes analiticas para os tLermos acima est3o

dadas no Apéndica A.

A equag3o 2.1.27 pode ser representada através do modelo
reolégico da fig. 22 e de acordo com as equagdes 212 a 214 e

também 2.1.14, pode ser posta na forma

n
o t. =-Ct=1v >/ T
o 1 © i, oD
s E aoma - pesbasiiem o -
s(t.,'ro) = 'S I = i-e > = dr
o £ — ¥ i
i=1 ()
£
+[ wr Dot 2dr €2.,1.32>
T-
(8]
E Ez

— —‘{:l”“ Ne
it Na

& 1L Ea gL &

Fig. 2.2 - Modelo reolégico utilizado

O primeiro termo do segundo membro corresponde a
deformacic inicial e € calculada com E(TU), determinado a partir
dos wvalores de {S‘i('ro) * ﬁa(‘ro) (ver apéndice A). No programa
computacional desenvolvido este valor entra diretamente na matriz
de rigidez do elemento e & dado por:

ECt > = 28 €2.1.33>

,'?i<'r D) + ﬁaCTO)




L% 5]

0 segundo termo ¢ a deformac3do elastica diferida. Para

representar a parcela correspondente a £4 foram utilizados dois

elementos Kelvin que demostraram dar precis3do suficiente para a

i
determinadas a partir da parcela cpdﬂd(t—ro) de acordo com a sec3o

analise desejada. Para isto, as constantes E, e Ty da fig. 2.2 sao

217 e assumem os valores E$= 4,96, T1= 204, Ez= 5.7 e Tz-- L& Pt

Por fim, a ultima parcela corresponde a deformac3o

irreversivel (fluéncia) e no tempo t+At & dada por

t+AL
sfct.'!-At.) = J wltdolrodr <2.1.342
T
o
ou
t. t+AL
sr( t+AL) = .I' plrdolrddr + [ wlT do(rodT €2.1.35>
T t
o
+. = #* =t
sf(t. At £ f(t.) Ase f(1..) 2.1.36>
Nestas expresstes wlrd é a fungio de fluéncia
(semelhante a ddt, T2 na 2.1.3> que caracteriza a parte

irreversivel da deformagZo lenta.

Assumindo que o(7)> & constante no intervalo t até J(t+ALD

e considerando que

wlr) = afpf ,Gf(r) £ €2.1.37)
vem
A.s:r(t,) = od(Ld Cf €2.1.38>
onde
3 e - €2.1.39>
(]f = ({j_(t ALD BfCt,)) Cp
Desta maneira, a deformagdo total estd representada. A
deformacao viscoelastica & calculada com as egs. 2110 e 2136

e pode-se escrever
n

L & 7 o = ‘ < ¢
V(t. At.> {f_, {sdi(t.) Cii + ot Czi} + 1,.(t.) + o(t.) Cf_ 2.1.41>
1=1

onde

n = numero de mecanismos de Kelvin

—



-AL/’I‘i
C.,L6 =e
1i
—I.\L/Ti
C = {1 - e > / E
2i i
+ = +
sdi CLH+AL)D gdi Lo G:i oD Gzi 2.1.42)>
No primeiro incremento de analise viscoelatica
n
£ (1t +AL) = Z‘ [o'(‘r ¥ G ] + k. 3 Q..
v o a] 2i o p |
i=1
onde 1'0 refere-se a analise inicial ou elastica.
2.1.7 - DeterminacZo das constantes de um modelo Kelvin

generalizado em base a uma curva dada.

A partir do método grafico apresentado por Ishaizs,

pode-se dezenvolver um método semi-automatico para calcular as
constantes dos mecanismos Kelvin ('Ei e ni‘). Se for dada, por

exemplo. a seguinte curva
sd(t.,ro>= 0.4 ,r?d (‘L,To) (2.1.43>

onde, 'Gd ¢ definido no Apéndice A, Pode-se tracgar um grafico, ver
fig. 2.3, com o tempo nas abcissas e o logaritmo de base 10 da
diferenca entre o coeficiente de deformac3o lenta para o tempo

considerado infinito, t'oc = 10000 dias, (Lm,TD) e o coefiente

é:d

sd(t.ro) no tempo L. Ou seja,

logxo [Ed{tm,'ro) = gd(L’Tn)] (21.44>

Quando esta curva tornar-se uma reta, pode-se determinar
o primeiro mecanismo. Prolongando esta reta até a ordenada que

passa em TD obtém-se o valor de Q.

A partir da equagio da reta gue define C tem-se pela

fig.2.3 que

@]
L

>
i

A - B> €2.1.45>



A

N =
log [€,(t,,5.) - £(t,5)]
Ch--F~o_
r—= ““‘ g
Al
~,
>
o f f,  tempo
Fig. 2.2 - Determinacdc dos mecanismos de Kelvin.

O wvalor de C, como podera ver-se adiante, fornece

1 1
E = = (2.1.46>
10 antlog GO

onde antlog € o antilogaritmo. 0 tempo de retardac3o Ti= ni/ E!i &

a declividade da curva da fig. 2.3 ¢é o¢obtido atraves da seguinte

expressao
t'za 1
e 1.47)
Ti ol loglo e (2.1.47
onde "e" € a base do logaritmo natural = 2.718 e as demais

constantes esLio representadas na fig. 2.3.

Pode-se interpretar as egs. 2146 e 21.47 através da

seguinte deducio:

A deformacio lenta de um elemento simples de Kelvin

submetida a uma tens3o constante é dada por Creus'™®

—(t—TD)/Ti
’ ‘ o 4 P
a,d(t.,-ro) = B (& e J 2.1.48>

onde €4 & o wvalor final desta deformaciao. A equacio 2.1. também
(8]

pode ser escrita da seguinte forma



el & ol S 7 g
(o] 1

€40 ed(t.,'ro) = 4w © €2.1.49>

Tomando o logaritmo da eq. 2.1.49 vem

b=
[ =}
- t C = — ] £ 2150
.logm [Edm gd( ,To)] = logio El'dm} 3 8. ed
A eq. 2.1.50 dA uma linha reta no plano (t,-'ro') com
logio{sdm- sd), cuja intersecc3o com o eixo das ordenadas fornece o
valor da deformac3o lenta final, enquanto sua inclinac3o

representa o inverso do tempo de retardacdo multiplicado por

log <(e). Fazendo
10

A = Ingo [Eda:- = .stt.,TO)] ; B = 10@10(5&:3) 2.1.51>

tem~-se, finalmente, pela 2150 a 2.1.47.
Desta forma o mecanismo 1 fica determinado como

1 —(L—wo)/T
1 - e S (2.1.52>

aj(t,'r 0) =
E!.

Agora, passa-se a determinacio do segundo mecanismo,

Traga—se wuma nova curva a partir da diferenca entre

£ (t.,ro) = .:.‘(t.,"rc,) obtendc o creep resultante =

CL,t 2, ou seja
ol o J

d

= & 1 = ChoT. ) 2153>
zd(t.,'ro) .a.d(t,,ro} 51 TU 5
a partir desta expressio pode-se tracar o grafico semelhante a

fig. 2.3, sé que nas ordenadas marca-se agora

log Ce Kt ,T D - &
10 o

g T D (2154
d o )

d
e procede~-se como anteriormente até a determinaciao do mecanismo
2, .s:z(t,.ro). Desta forma pode-se obter outra curva resultante

descrita pela sequinte equagZo:



bk

e (L,t D= 2 (L, D - £ CL,T D (2.155)>
o d o 2 [s]

Obs. :Eqs. 2.1.56 a .59
e#slac vagas.

e proceder assim até que a curva original esteja suficientemente

bem representada. A gualquer momento pode-se comparar £ (t,,'ro) com

d
a soma de e£&,T > + £, > + Lte (t,tr > para verificar a
i o 2 O n (=]

precisdo dos resultados.

A unica parte do presente método que n3o esta

automatizada ¢ a escolha dos tempos t'i = Li+1 Estes tempos devem

estar scbre uma reta e s3o escolhidos visualmente a partir do

tragado da curva (figs. 2.3, 25 e 2.7

Para o termo da deformac3o diferida eles =s=3ac constantes

para todos os tipos de concreto uma vez que s6 dependem de (t.-'ro).
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218 - Exemplo de aplicag3o sobre a segao 2.1.6.

A express3do do CEB usada para calcular deformagio

elastica diferida ¢ a que segue

. 1/4,2

e {b,t > = p o
d o d e 7 T 538 <2.1.00>

onde ®4 é& uma constante igual a 04 e . - To) deve ser considerada
como a variavel da express3o.
Para melhor compreender o método de determinagac das

constantes do modelo Kelvin, segue um exemplo numérico.

05 ~———t

LOGI(¥)

o = T T T T T T ———
2.6 3 3.4 3.8

28 DIAS

Fig. 2.4 - Deformagdo diferida versus tempo.

Fixando ‘!‘O = 28 dias e variando t, obtém-se a curva da

fig. 2.4, onde, nas ordenadas, tém-se os valores para a expressao

2160 e, nas abscissas, foi tomado o logaritmo do tempo para

melhor representacgdo.

Aplicando a eq. 2.1.44, obtém-se a curva da fig. 25,
semelhante a fig. 2.3, onde tem-se os seguintes valores:
5, 58 200 A = —-1.062
= 60 B = -0.7064



L

-0.2 LOG (€45 €4)

0.6

0.8 -

tempo t

o 40
G, -28

T
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t,= 60
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T L]
160 200 240 280
f,2200

Fig. 25 - DeterminacgZo dos tempos de retardag3o.

Utilizando as eqs. 2.1.45 a 2.1.47 tem—se

C = -0.695

LOG(t)

Fig.2.6 - Diferenga entre

- PO B E S I T T T
2,6 3 3.4 3.8

az deformagdes versus tempo.
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Desta maneira, o mecanismo 1 fica ( ver eq. 2.1.52)

-t - 1 /204
O

51(t’TD) = _4',_96 1 - e b

e pode-se passar para a determinagio do segundo mecanismo.

Na fig. 2.6, est3o representadas a curva orviginal & a

d’
eq. 2153 e £, dado na eq. anterior. Novamente, tomou-se nas

abscissas o logaritmo do tempo para melhor visualizag3o.

Outra vez, aplica~se a eq. 2144 para obter a segunda

curva da fig. 2.7, onde tem-se os seguintes valores

Lz = 38B.6 A = -1519

t‘ = 28 B = -0.709

Utilizando as eqgs. 2.1.45 a 2.1.47 tem-se

C = -0.709 T = 57 E = 511

a4 =T

I L
LOG(E - €

Curva usoda para determinar
0 primeiro mecanismo. ]

C=B=-0,709

1.4 v

A== 1,519 N
il Idem, segundo mecanismo. i
55! -
- | -
|
~2.4 ' .
/T':E,: 28
} ; TEMPO
) O — T2=38.6
e e B Y S NN (A T T 1 T T T
0 40 80 120 160 200 240 280

Fig. 2.7 - Calculo do segundo mecanismo.

Desta maneira, o mecanismo 2 fica (¢ ver eq. 2.1.52):

= Qb1 D757
o

1 C1 - e >

5,11

e (L, > =
z o
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Feito isso, pode-se ver na fig. 2.8, a representacgio dos

dois mecanismos calculados £ € 32 ¥ sua soma (g 1+ 52) e a
curva original <y
0,8 ~f= | I T T 1 T -1 v ¥ - % ]
+
04 — PRI 4
0,3 J
0,2
0.1 &
LOG(TEMPO)
o] ==y T T T — 1 T =1 1 T T
1.4 .8 2.2 2.6 3 3,4 3.8
Fig. 2.8 - Curva aproximada.
Este método foi programado no computador, para utilizar
qualquer tipo de curva de deformagdo lenta. Na segaoc seguinte,

esta o fluxograma de céalculo adotado.

Inicialmente, a curva utilizada era a que representava
todas as parvcelas da deformacgio lenta <(egq. 2.1.30) e foram
necessarios cinco mecanismos de Kelvin para obter uma boa

aproximacdo para certas idades de carregamento, espessura efetiva

e condig@es ambientais.

Com a formulagdc apresentada anteriormente (seg3o
2.1.6>, onde foram separadas as parcelas, devido a deformagao
elastica diferida e devido a {fluéncia, somente dois mecanismos

foram suficientes para representar a primeira parcela.

Com relag3o a parte do método que n3o foi possivel
aut.omatizar, gque s3o os tempos L1 e t.z, eles foram fixados
visualmente com a figs., 25 e 27. Como estas figuras foram
geradas com a curva de £, com Ty ™ 28 dias tem-se que os valores

d
de t. - Tu) para a det,ern:inac;ﬁr.: dos dois mecanismos s3o 172, 32,
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10,6 e 0.
21.9 - Fluxograma do programa computacional para a
-determinagdo dos mecanismos de Kelvin.
Com as equagbes da segao 216 e 217 foi montado o
diagrama de fluxo da fig. 29 . A =seguir est3oc as sub rotinas

utilizadas nesta fluxograma.

Calculo de = ..

d
£.Cb,r D = & e
a ity Pal--mmmm e <2.1.60>
t - 7 + 328 repetida
Calculo de ::
Nm—l
B T‘ "(L“T\))/Ti
smﬂsm—L[i-e }/Ei
i=1
Calculo da ordenada Y.
Nm-—1 r
Y = o £ - g, - % 1 - F)ﬂl}p.ﬂr("}fri /E
g oo d L i
i=1
Calculo de G, E e T (Egs. 2.1.45,46 < 47>
z ‘o
C=A -~ —m—m— (A - B> Z2.1.45>
t = & S
2 1 repetida
c y
Ei = 1 ./ 10 (2.1.46>
repetida
t‘z N t'i
Tl = 5 =% 10310(6.-) €2.1.47>

repetida



Leitura do nimero de mecanismos utilizados, N
e idade de carregamento T,

y

Leitura para cada mecanismo de dois
tempos ¢t. -7t J>e <t - T O
1 ) 2 o

4

Calculo dos tempos t'x e t para cada mecanismo

2
Lt e b~ o)+ & Lt = Ch =T O %+
2 o

1 4 [s) O 2
—p Nao ,El m

Galculo de .s-d

e =

£ £
w0 d

CAlculo de £
(s8]
M=t
1

Calculo de &

e da ordenada Y

I o (e

A Y
I Lt =t i
2

4

Calculo de £, e da ordenada Y

B Y

*Ilﬁ—rﬁ.

Calculo de C,E1 o 'I‘1

i

Fig. 2.9 - Fluxograma para o calculo de mecanismos.
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2110 - ComparagBes das expresstes analiticas e o

grafico dado pelo CEB com o programa proposto.

O Cédigo Modelo do ceB*? representa o processo de
deformacgdo lenta através de graficos e de expresSes analiticas.
Através das express8es analiticas este trabzalho apresenta um

método (ver segio 2.1.6> que descreve o fendmeno citado.

Para comparar os resultados, foi utilizada wuma barra
que, se fosse =6 elastica, sofreria um deslocamento unitario (fig.
210.a> sob a agdo de uma carga também unitaria. Em outra
situag@o, reagiria, com um reacgdoc unitaria, sob a agdo de um

deslocamente imposto também unitario (fig. 2.10.b).

a) g = =3P Area = |
7777 =
Egs!00
Espessura efeliva = 40
B) j 1 | Ar ambiente
At

100

Fig. 210 - Estrutura com uma barra.

Nas trés figuras que seguem a estrutura foi carregada em

5 T T T T T T T
DESLOCAMENTO
AXIAL

4 - | A: PROGRAMA
PORTICO.BAS

La: GRAFICO DO CEB

B

LOG(TEMPQ)
BEES—

— ===} =0 | £
0 3 DIAS ! 28DIAS 2 3650IA5 3 4

0l o

T

Fig. 2141 - Curva deslocamento versus tempo dos dados

obtidos com o programa PORTICO.BAS e os graficos do CEB.



trés idades diferentes: 3, 28 e 365 dias. As curvas da fig. 211 e
2.12 representam a experiencia de creep, isto &, a barra é
submetida a uma carga constante, no caso unitaria, e é acompanhado

o comportamento do deslocamento axial, ao longo do tempo.

5 s Em—— T - T o — T
DESLOCAMENTO
AXIAL
4 |
A : EXPRESSAO ANALITICA
DO CEB
B : GRAFICO DO CEB
& =
2 4
1 -
LOG (TEMPO)
0 - . e . A S S 1 1 _!
1 2 4
3 DIAS 28 DIAS 365 DIAS
Fig. 212 - Curva do deslocamento versus tempo obtida com
as expressoes analiticas e os graficos do CEB.
1.2 T T T T T T -
| REAGA" B 365 DIAS N LEGENDA
n¥ A: PROGRAMA
- 428 DIAS PORTICO.BAS
B L_B_-'GR&'FiCO DO CEB
0.8
0.6 |
0.4
0.2
0 LOG(TEMPO)
Gt | =1y 1 = 1 !
o} I 2 3 4
Fig. 213 - Comparagdao do programa PORTICO.BAS com o

CEB para a experiéncia de relaxacdo.
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Na fig. 211 tem—-se duas curvas para cada idade de
carregamento. Uma foi obtida com o© programa do presente

trabalho e a outra sZo os dados retirados dos graficos do CEB.

Na fig. 2.2 foram comparados os dados obtidos com o

grafico do CEB e as expresfes analiticas do préprio CEB.

E finalmente, na fig. 213 tem-se a experiéncia de
relaxagao, iste &, a estrutura & submetida a um deslocamento, no
caso unitario, que ¢ mantido constante, e analisa-se o esforgo
resultante, no casoc também unitario, ao longo de tempo. Para cada
idade de carregamento tem-se duas curvas, uma foi retirada
diretamente dos dados do CEB e a outra foi obtida com o programa

computacional do presente trabalho.

Variando-se a espessura efetiva, condigGes ambientais e
idade de carregamento pode-se ter uma grande variedade de

graficos.

A partir de alguns exemplos rodados e comparados pode-—
se tLirar algumas conclusfSes sobre as curvas de deformagio lenta

do CEB.

Na analise dos termos das deformagdo lenta pode-se
observar que a deformagao elastica diferida confere com os
graficos para idades de carregamento maiores do que 28 dias. Para
idades menores os resultados comegam a2 ter maiores diferengas.
Ate 20%. O mesmo acontece com os termos para a deformag3o

irreversivel.

Para o conjunto dos dados aparentemente ocorre (o]

mesmo. Ver ligs., 211 e 2.12.



L5

22 - Formulagao geral.

Terminada a parte introdutédria sobre viscoelasticidade,
parte-se, como foi dito na introdugao deste capitulo, para a
apresentacido da formulag3o geral baseada no método des  elementos

finitos para a analise de estruturas.

221 - Principio dos trabalhos virtuais

Nesta seqgdo sera apresentado o principioc dos trabalhos
virtuais, a formulagdo do método dos elementos finitos, as
equagBes para a obtengdo das matrizes de rigidez elastica e

geométrica de treligas planas e a matriz usual de poértico plano.

o principio dos trabalhos virtuais estabelece que
durante qualquer deslocamento virtual arbitrario do estado de
equilibrio o incremento na energia de deformagao é igual ao
trabalho feito pelas forcgas externas.

Essa lei basica para processos com deformagbes finitas

. 14,3
pode ser escrita na forma incremental

4 1 . . - . ]
j {g ® D+ g ® [cs(l,,"p]} av = J- SUT ¢ ds + | SUT B av @21
A A Jy
o
a qual corresponde a uma descrigido Lagrangena atualizada, que

acompanha todas as posigBes das particulas do corpo em seu

movimento, isto &, da configuragdo original até a final.

Na equagdo anterior a operagcao A ® B = € com A = [aij] -

i

= [bU]. implica C = a bi » sendo G um escalar.Além disso:

ijij

T & matriz do segundo Lensor de tenstSes de FPiola-Kirchoff, que
permite calcular o trabalhe virtual com referéncia aoc volume

original do elemento;

iQ

é o tensor de tensfes de Cauchy, isto &, forgas internas

do corpo por unidade de area na configuracio atualizada;

i

é o gradiente de velocidade, L = 8U/dx;

Hw)

& a velocidade de deformagac especifica, D = 1/2("L-.+IJT)

{o ]

& o campo de velocidades no continuo

W
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. e b indicam as forgas de superficie e volume respectivamente na

£

configuragio atualizada caracterizada pelo volume V

A = Ao_ -+ Auondr-} Ao_ € a aArea sob tensGes prescritas e Au & a area

com veélocidades prescritas também na configuragdo atualizada.

Deve-se lembrar ainda que na descrigdc Lagrangeana

atualizada, T = ¢g. mas 'I = g . Também D = g:_

Empregande o métodoe dos elementos finitos o corpo
original BD, @ substituido por una aproximagio formada por n

elementos de volume Vg.

A hipétese basica desta formulacao (Brebbia &
Ferrante > & que as velocidades em gualquer pontoc sobre o elemento
pode ser aproximadamente representada por uma fungdo em termos
de parametros deconhecidos. Essas fungBes variam de elemento

para elemento. Assim, para um elemento e, pode-se escrever

e
li

£ o €2.2.2>

ou

i! = A & (2.2.3>

A matriz A contém as fungtes de posigac apropriadamente
escolhidas e g € um vetor contendo as constantes a calcular para
o elemento i. em nmamero igual ao de velocidades  nodais do

elemento estrutural,

Particularizando a equagao anterior para os pont.os

nodais do elemento encontra-se
U =G « €2.2.4>

onde Qe =30 as velocidades nos pontos nodais e ¢ €& obtida de A

pela introdugdo das coordenadas dos pontos nodais. Se as fungles
f forem devidamente selecionadas para evitar singularidades, o
sera uma matriz quadrada de constantes, invertendo a equa:;?io

anterior se obtém

3%
I
3
i

225>
t.al que

U=Ag =AC ‘U (2.2.6>



e

Y

ou
U=NU 2.2.7>
= ~ e
com
N=AGC" 2.2.8>
Desta forma, N contém as fungdes de interpolagao que

det.erminam as velocidades no interior do elemento a partir das

velocidades nodais.

Levando em conta as relagfes deformacgio deslocamento

especifica, a partir da equagdo (2.2.7> chega-se:

D =B ;:,Je €2.2.9>
e

L=y ;'_Je €2.2.10>

Incrementalment.e, a relagao constitutiva elastica é da

forma

T=MCD - ;;0 > €2.2.11>
onde M & a matriz constitutiva elastica usual, empregada na
analise de pequenas deformacfes, 8“.'0 =30 as velocidades de

deformacao especificas iniciais, que podem ter origem em efeitos

viscoelasticos. temperatura ou retracio.

Substituindo as equagfes 228 a 2211 na 221 e
operando, obtém-se para um elemento genérico, a matriz de

rigidez tangent.e na forma

K = B" M B dv +J§Tg§dv=}5 + K €2.212>
v em

Q primeiro termo, };_Cel, represent.a a parte linear, matriz
de rigidez elastica, ¢ o =egundo termo, I‘gem' a parte nao linear,
que depende das tensSes ¢ e € correntemente denominada matriz

geomeétrica. Para o corpo B, tem-se a relagao

Ko; Yoy = Z E.; €2.213>



ou

U =<K  +K O>U =F

K
- T ~q] Tm

Y

= J B " Msc + N bB>av + J NY L ds (2.2.14>
v - = A

-

e

onde estdo incluidas as forgas derivadas da deformagdo inicial.

O somatoério indicado em 2.2.13 & realizado adicionando a

contribuicdo de cada elemento de uma maneira a organizar l,_(_r - g_r -

e PT por partic@es nodais. Qualquer carga concentrada atuando

na

diret.amente sobre wum ndé do sistema ¢é diretamente agregada em

B‘r na correspondente posig3o.

Por conveniéncia, a matriz de rigidez do elemento e o
vetor de cargas equivalentes s3o calculados com respeito a um
sist.ema de sixos de referéncia local, que s3o diferentes de
elementoc para elemento. Quando se faz a montagem de !51' e E'r t.odos
os coeficientes devem ser referidos a um sistema de eixos de

referéncia global.

Antes de resolver o zistema 2.2.13 ele deve ser
modificado pela introdugac das condigBes de  contorno. Com isso, a
matriz de rigidez total que € originalmente singular, torna-se
regular, quando condigOes de contorno consistentes sao
especificadas o entdo o sistema pode ser resolvido. Depois da
solugio o vetor contendo todas as componentes da velocidades para
todos o= pontos nodais ¢ conhecido. Dele, pode-se retirar o vetor

de velocidades nodais do elemento.

2.22 - Matriz de Rigidez Tangente para uma Barra de Treliga Plana

Considera~se uma barra de comprimento L, area A e
moédulo elastico E, originalmente na direciao do eixo % A equagdo
que interpola os deslocamentos ao longo do eixo da barra pelos

deslocament.os nodais &



N
¥

€2.2152

-
Il

t2

=1

ul _ (1-2> 0 4 0
[v - 0 «-¥> O [

< o 9.0

NONOe

onde u e v sio as velocidades nas diregBes x,y, ao longo do eixo
respectivamente. u_ e v_ s3o as velocidades na direg3c X e y no no
1

1 e u e v sac as velocidades na diregdo x ¢ y no no 2 e
2 2

F & i (2.2.16>

A partir de 2.2.15 pode-se determinar as fungGes B e N
correspondentes, substituindo em 2212 e integrando sobre o

comprimento da barra obtém-se

1 0 -1 0
E A 0 0 0 0

;«;el = s o 1 3 2.217>
| O 0 0 0
i o -1 0
_ N 0 1 0o -1

Ko = e o g : 5 2.2.18>
| 0 -1 0 1

onde ¢ foi substituido por N, forga axial na barra (trag3o

positival,

Aplicando a relagao 2.2.14 tem-se analogamente

(2.2.19>

X =N

»
o
1 v
0

C = QO

em auséncia de forgas de volume e de superficie.

2223 - Matriz de rigidez para uma barra de pértico plano.

Particularizando as equagfes gerais anteriores para uma

s . ; . . 55

barra em flexac tem~se, da Resisténcia dos Materiais. (Venancio 2
que os deslocamentos transversais,v do eixo da barra da figura

2.14, sem carregamento transversal s3o dados por



d‘v

dx‘

=0 €2.2.202

- Ao integrar a equag3ao anterior em relagdo a x obtém-se

2 3 i ~
v = e + x, X + o X + x, X Considerando esta equagac e a
equagaoc para dv/dx obtém-se para este exemplo, sob forma

matricial a equacdo 2.2.3 particularizada abaixo

v 2 3 o
dv | = o " o 2.2.21>
ax D 1 2x 3x° o’
CIS
4

Considere a figura 2.14. Nela est3o indicadas o sentido
positivo dos esforgos e deslocamentos de extremidade e também, os

deslocamentos no interior do elemento.

Figura 2.14 - Esforgos e deslocamentos nodais de uma

barra de pértico plano.

Da figura anterior define-se os deslocamentos como

o
U= [u u v 8 wv_ @ ] = (2.2.22>
S 1 1z oz W
: “n
onde
. T o T
U = [u u ] =} W = [v e v 8 ] €2.2.23>
1z = 2 i 2 Z
Passando para (6] proximo passo na definigao das
constantes, considera-se as condig8es de contorno v &= NS
. .
Cdv.7dx) = 8; v = v ; (dv/sdx = g ,obtém-se, da equacio
x=0 1 *=L. 2 =L S ”

2221 a 224, para este caso que &



N
P

Vl. 1 O (8] 0 ai
2 01 0 © &
= ( ; .'
v; f L 5 a; 2.2.24)
e o 1 2L 3L o
2 4
Por invers3oc obtém-se da 2224 a 2.25 como
& 1 0 0 (8] v,
& 0 1 0 0 p=t
ol -3/ -2/ 3l -1/ ot (2.2.25>
o 2.2 17 -21° 1L &

Introduzindo o da 2:2.25 na Z.Z21 e considerando,
também, o deslocamento axial, chega-se a uma equagao semelhante a

2.2.7 para a viga

u ¥ 0 u
v G o]
= 2.262
o 0 3 v €2.2.2
dx 0 T’
onde
P = [ ¢1 ¢, ] e 3 = [ ¢, ¢, . P, ] €2.2.27>
L=
x _ X
¢ = i L ?, L
Xz X3 X 3
¢, =1~ 3 + 2 $, = x -2 — + —
L L L
Xz Xa 2 K:'
¢ = 3 -2 = ¢, = - =z - 2.2.28>
g P L L L
a) Vs
.
¢ 3 {
=P}
b)

ARRANY

Figura 2.15 - Forma dos deslocamentos
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Cada elemento da segunda linha de N da 2.2.26 representa

a forma da deflexao assumida pela barra gquando ocorre o
correspondente deslocamento nodal unitario, todos os outros
mantidos. nulos. Estas formas, que est3oc indicadas na figura

215.a, sao os modos de deformacgao para o deslocamento
transversal. Os elementos da terceira linha de N representam as
inclinagBes correspondentes aos respectivos modos de deflexdo da

fig. 215.b.

O matriz coluna g das deformagdes generalizadas no

elemento estrutural é definida por

e
= €2.2.29>
® [ x ]
No exemplo em estudo, esta derivagac € definida pelas
seguintes expresstes
R k1 €2.2.31>
g x
2
x==2Y (2.2.32>
2
ax
onde £ & a deformagdo axial, associado aco esforgo axial e y € a
curvatura do eixo da barra, a qual se associa o momento fletor e

& obtido pelo deslocamento transversal v.

Efetuando a derivagdo apropriada a cada caso obtém-se a

matriz B a partir de N da equag3o 2.2.26 ficando com

£=8BU, €2.2.32>
onde
¥ o Q
= 2.2.3
B g -z 2.2.33>
nesta equacgao
=1 1

o w ¥ > = P | i

¥ [ ¢1 ¢z ] ¢1 L ('bz L

AL T 2> ER 22 33

7 = [or o7 0 0]

-6 12 x -~ 6 x
3P = - 2 = +
¢3 2 3 ¢4 z

L L L L
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6 12 x 5% =2 6 x
¢;’ - — gso = = % =
L L L

Desta maneira ao substituir estes valores na 2233 e

integrandoe pela 2.2.12 obtém-se a matriz de rigidez da barra
para poértico plano que relaciona os esforgos de extremidade aos
deslocament. -—  marpdenadas locais.

i~ v

i

‘igidez geometrica

para a b / ue foi determinada
para a Assim, poderia-se
analisar
r

M&‘W quagtes da  seg3o

2.1, a ex %
€2.2.352>

onde

g = [ N ] €2.2.362

= M
sdc os esforgos que produzem deformagSes aprecidveis, isto &, os
esforgos que s3do levadas em conta na expressao do Principio dos
Trabalhos Virtuais para requenas deformacoes. Ne=ta expressao

N é€ o esforgo normal ou axial na segac e M é o momento fletor. O
esforgo cortante, Q, é desprezado pois Nnao produz deformagOes

significativas.

2

i
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Tem-se ainda

EA 0
M= o EI €2.2.37>
onde M é a matriz constitutiva elastica, E o médulo de

elasticidade do material gque compde =a barra, A é a segao

t.ransversal da barra constante e I & o momento de inércia também

constante.
O valor de g esta dado na eq. 2.2.29 e, por ultimo,
“o
g = €2.2.38>
o x
O
530 as deformagUes generalizadas ‘“iniciais”™ provenientes das

fontes de auto-deformag3o, por exemplo, as causadas por gradientes
lineares de temperatura na esspessura e efeitos de retracgace. Como
o material se assume elastico linear e as variagbes de tensSes s3o0
lineares na esspessura, a deformagao lenta sera também linear na
esspessura, ficando inserida dentro do contexto das deformagfes
iniciais, €5

Estas expressfes serao extendidas para o caso de

estruturas mistas no capitulo 6.
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3 - PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA A ANALISE DE TRELICAS PLANAS
VISCOELASTICAS COM DEFORMAGOES FINITAS.

Neste capitulo =sera explicado qual &} procedimento
adotade para desenvolver o programa sobre treligas. Na segao 3.1
informa-se de onde foi extraido o programa gue serviu de base
para o trabalho proposto e o equipamento utilizado. Na seg3o 3.2
as equagles empregadas =30 retiradas dos capitulos anteriores e
resumidas. Na segao 3.3 tem-se os diagramas de blocos e
explica-se como © programa executa os calculos. Na secgdo 34
diz-se como foi organizada a entrada de dados um exemplo
simples fazendo a analise com grandes deformacGes e

posteriormente a analise viscoelastica.

3.1 - Programa base.

O programa base utilizado para implementar o trabalho
sobre treliga esta baseado num programa para estruturas elasticas
de treligas planas que esta na referéncia Brebbia e
Ferrante'® e foi traduzido para a linguagem Basic e

implementado num microcomputador compativel com a linha IBM-PC,

Utilizandoe os mesmos principios de organizagao da
referéncia acima, o programa foi subdividido em sub rotinas que
realizam tarefas especificas e podem  =er reutilizadas. Essas
subrotinas =30 comandadas por um programa principal que  coordena

e adapta o fluxo de calculo de acordo com a analise dese jada.

3.2 - Algoritmo de analise n3o linear geométrica e formulagdo

empregada.

Sob determinadas condigBes, o© problema do equilibrio do

meio continuo conduzem a relagfes do tipo

Ks> U =X 3.1

~ ~ EY
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onde K(s) & a matriz de rigidez, U s3o os deslocamentos e X s3o as

cargas.

Pode-se caracterizar o método incremental ou método de

Euler mediante o algoritmo

U, = [K(s)]_ AX CRZD
=1 i 1 i |
e atualiza-se
- + ol
Ti+e 2y gi (3.3
onde o indice 1 indica a ordem do incremento e s s3ao as

coordenadas gue definem a posigdo da estrutura e que se usam

para calcular a matriz de rigidez Kd(s).

Entdo, pode-se definir um incremento de carga A?'(i e

aplicar sobre a estrutura com uma certa rigidez K(s) resultando um

deslocamento [""i' Com esse deslocamento pode-se atualizar
coordenadas e calcular novamente a matriz de rigidez e assim por
diante.
¥ /N
—~ I erro I
- o
AXs
e e B
AX,

=+ T

AX, U
| A =

] T

U U
_"_‘_.I__ * _._."‘;'.g.___.. #-

—_

A\

U
o

Figura 3.1 - Método incremental.

© método incremental pode ser representado pela fig.
3.1. onde com a plicagd3o da carga A}-Ci se obtém o deslocamento ["Io
(ponto A), aplicando mais um incrementoc de carga, A}gz , tem-se um

novo deslocamento gi, e assim por diante.

Como se vé, a precisdo do método depende do incremento
utilizado. O erro ¢é dificil de avaliar e necessita-se definir uma

matriz de rigidez em cada etapa de carga, o que consome volume



computacional.

A seguir tem-se outras relagBes necessarias. A relagdo

viscoelastica utilizada sera a equagao 2.1.10 repetida abaixo

--M,/Ti oCLd —_gt,/'l‘i
qi(t,+:3t.) = e qi(t.) + 5 A - e > €2.1.10>
i repetida

particularizando para o presente caso e tomando para cada barra

individualmente fica

3 =Bt Ty N Cl=e o Es
& CLHALD = £ 4Ly B + 3.4>
v vi A Ei

=1

onde sv(t,-l-m,) & a deformagdo viscoelastica correspondente a
totalidade dos n mecanismos, £ (L) e a deformacgao viscoelastica
do iésimo elemento de Kelvin do tempo anterior, t é o tempo, At &
incremento de tempo, e & a base do logaritmoc natural, 'I'i e Ei
sdo o tempo de retardagiio e a constante elastica da mola para o i
ésimo elemento de Kélvin, N é o esforgo axial na barra (trag3o
pogitiva?, calculado no tempo t, e A ¢ a area da segado

transversal. Feito isso, a carga nodal viscoelatica equivalente é

calculada pela seguinte expressio

[ - cos 3
X CEomtd = % Chd> + -TBL o epeals | T FOR 8 (3.5>
et el i v cos 3

sen 3

e adicionada por partigfes nodais, respectivamente, no primeiro né
{direg@o x e y, coordenadas globais> e no segundo né (diregdc x e
y) de ecada barra. Nesta express3o; E ¢ o mdédulo de elasticidade, 3
é o aAngulo que a barra faz com o eixo x global e L & o

comprimento,

Prosseguindo com as relagfes necessarias para a execugdo
do programa rota-se as equagbes 2217 e 2218 gue representam a
matriz de rigidez elastica e geométrica da barra,para o sistema
de referéncia global com o© método descrito na segav 5.6,

obtendo-se



bb

2 2
[ ¢ =l IE
Fe1 = - > _? Hjs €3.6>
L l_ simétrica o2
1-¢ -cs) -1 LS
N 1-s cs s -1
Kem = simétrica 1-c° —cs 3.75
- 1-s°

onde "c" & o coseno{(F) e '"s" €& o seno (3) e os outros termos foram
apresentados antes. Essas matrizes serio calculadas para cada

elemento e adcionadas ao sistema global de equagGes.

Finalmente, os esforgos nas barras s3o calculados

modificando a eq. 2.2.19 repetida a seguir

0-01 —1
x=N| ®|+EA& 0 €2.2.19>
= 1 v ; |

=9 -1 repetida

Nesta dltima expressio os esforces estiac em coordenadas
locais, aplicando o método de rotagdo da s=eg3o 5.6 obtém-se uma
expressio semelhante a esta, mas que fornece os esforgos em

coordenadas globais, que &

[ - cos 3 ]
X =K U -EA-=« = el f§ 3.8
e ~eg~eg v cos [3
sen (3

onde }Seg & a matriz de rigidez da barra em coordenadas globais,

-~

U'g; s30 os deslocamentos nodais também em coordenadas gliobais.

Para calcular o esforgo axial na barra em coordenadas
locais usa-se a projegdo das forgas da extremidade do barra sobre

o seu eixo pela equagao abaixo

N=X cos 3+ X sen 3 3.9
2x 2y
onde Xz e X2 sao os esforgos horizontal ¢ vertical do né final da
% %
barra.
Feito isso, pode-se calcular as reagdes nodais ao

adicionar 36‘ convenientemente por partigdes nodais nos nés  que



correspondem a barra em estudo.

3.3 - Diagrama de blocos.

Na fig. 3.2 estad o diagrama de blocos para a analise
mais geral que o programa realiza. Ao iniciar o programa os dados
=30 fornecidos interativamente, sendo agrupados em conjuntos que
sdao gravados num arquivo randomico em disco e podem ser corrigidos

para acertar ou modificar um exemplo.

ENTRADA DE DADOS

J

PRIMEIRA ANALISE ELASTICA

y
=

APLICA NOVO INCREMENTO DE CARGA

J

NOVA ANALISE COM MATRIZ GEOMETRICA

NAO

FIM DOS INCREMENTOS?

s

CALCULO DA CARGA VISCOELASTICA

NOVA ANALISE COM MATRIZ GEOME TRICA
E CARGAS VISCOELASTICAS

NAO

TEMPO=TEMPO LIMITE?

- SIM

Figura 3.2 - Diagrama de blocos geral

O dimensionamento dos arranjos utilizados é feito logo
apdés a entrada de dados gerais da estrutura, presentes no primeiro
e segundo conjunto de dados, composto, por exemplo, do numero de
nés, numero de barras, etc. (ver seg.'a‘io 341 para mais detalhes
sobre os conjunto de dados de ent.rada) Desta forma, o

dimensionamento dos arranjos sera de acordo com o tamanho da
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estrutura.

A seguir, tem-se a descrig3o de como é feita a primeira
analise elastica. Ela & feita através de um conjunto de etapas que
estdo répresentadas na fig. 3.3, onde tem-se o© diagrama de blocos
especifico para a analise elastica. Estas etapas serao
reutilizadas cada vez que que estiver incrementando a carga ou o

tempo.

Depois da entrada de dados, o programa comega a executar
os calculos automaticamente. E feito o calculo da matriz de
rigidez elastica e geométrica de cada elemento pelas equagSes 3.6
e 3.7 em coordenadas globais e que s3io armazenadas para posterior

uso no calculo dos esforgos nas barras.

A seguir, & feita a montagem da matriz de rigide=z
global da estrutura e do vetor de carga pela maneira convencional

(Brebbia e F‘errant.ew e

Feito isso, o vetor de cargas externo e deslocamentos
prescritos devem ser divididos pelo nmnumero de incrementos de
carga, obtendo assim, o incremento de carga externo, e.;gi que esta
na equagdo 3.2. O= incrementos de cargas e deslocamentos
prescritos devem ser preservados para serem utilizados no proximo

passo.

Calculo das matrizes de rigidez

Montagem de sistema global de equar;’o“esl

:

]lnt.r-oduc;ﬁo das condigbes de c:t‘:nt.orm.;l

L

rSoluc;.ﬁo do sistema de equagt*)esj

Calculo das forgas nas barras

IImpressESc dos result.ados;]

Fig. 3.3 - Diagrama de blocos especifico.

Assim, a equagdc 3.1 esta montada e agora deve-se

retirar a singularidade de K(s)> pela introducgio das condigBes de



contorno. A seguir, pode-se resolver o =sistema de equagles
utilizando o método de Gauss, ou similar, obtendo como solugdo um

conjunto de deslocamentos gi.

Neste estagio & possivel calcular os esforgos nas barras

pelas equagBes 38 e 3.9 e, por consequéncia, as reagdes nodais.

Desta maneira, terminou a primeira analise elastica com
a obtengio dos deslocamentos, esforgos e reagfes devidos ao

incremento de carga aplicado.

Aplicando agora, a 33 atualiza-se as coordenadas.
Pode-se comegar a acumular os deslocamentos e reagdes para
posterior impress3o. Os esforgos axiais nas barras também devem
ser acumulados e preservados, pois ser3c utilizados para calcular
a matriz geométrica pela 3.7. Se desejar guardar algum resultado
em um arquivo separado pode-se faze-lo agora <(ver seg3do 3.4.1.6

para informagao sobre os arquivos de graficos).

Novamente, passa-se a montagem da matriz de rigidez,
etc. até o calculo dos esforgos e reagdes finais nas barras. A
seguir, comega outro passo, corrigindo as coordenadas, e assim por
diante, até o final dos incrementos de carga es/ou deslocamentos

prescritos.

Se n3o for feita a analise viscoelastica, o ultimo

conjunto de dados pode ser preservado no argquivo para grafico.

Terminada a analise n3o linear geométrica passa-se para
a analise viscoelastica. Como o programa pode ou nao fazer a
analise n3do linear geométrica ou viscoelastica, os vetores de

cargas e matrizes devem levar isto em consideracio.

Se o numero de incrementos de carga for maior do gue um
multiplica-se novamente o incremento de carga e deslocamento pelo

nuamero de incrementos para voltar a ter os valores originais.

A  =eguir, inicia a analise viscoelastica, comegando a
incrementar o tempo em uma quantia At. Se estiver fazenio analise
nao linear, corrige as coordenadas e acumula os deslocamentos,

Tforgas axiais e reagBes nodais.

Feito isso, calcula~se a deformagdo viscoelastica pela

3.4, e por conseguinte, a carga viscoelastica, em cada barra J(eq.



3.5).Terminado este passo, pode-se adicionar estas cargas no vetor

de cargas total viscoelastica.

Se estiver fazendo analise nao linear, usa-se somente o
vetor anterior para carregar a estrutura, caso contrario,

adiciona~-se ele no vetor de cargas original da estrutura.

Desta meneira, tem-se o termo X da expressdao 31 e
pode-se passar para os passos seguintes, montando a matriz de
rigidez total, etc., até a resolugdo da equag3o 3.1. Ent3o, esta
pronto este passo da analise viscoelastica e pode-se incrementar

tempo novamente até o tempo final.

3.4 - Uso do programa.

Nesta seg'ﬁo, sera mostrada como realizar a entrada de
dados do programa de analise viscoelastica de treligas planas com
grandes deformagBes, chamado TRELICABAS e um exemplo numerico

ilustrativo com os valores obtidos em cada passo.

341 - Entrada de dados.

A seguir, descreve-se os dados necessarios para usar o
programa TRELICA.BAS. Os dados s3o pedidos pelo programa e devem

ser fornecidos na seguinte ordem:

3.4.1.1 - Saida no video, impressora ou arquivo? (V/1/AD

Se teclar "V" o programa ira para o proéoximo passo e se
for "I ou "A" ele imprimira na impressora ou num arquivo no
disquete, respectivamente, os dados de entrada que ja devem estar
gravados no disquete. Para esta impress3o, =le perguntara também
o nome do projeto e subtitulo para ficar impresso no cabegalho da
listagem ou do arquivo. Por outro lado, se for a opgdac for "A" ele
pedira ¢ nome do arquivo de entrada de dados gque devera ter menos

de ocito caracteres.

3.4.1.2 - Nome do arquivo 7

Este nome de arquivo difere do anterior, pois este &
sempre usado idependente do tipo de =saida. Digite o nome do

arquive, onde serido armazenados no disquete, o conjunto de dados
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da estrutura como, por exemplo, coordenadas, conetividades, etc. O
nome do arquive devera ter menos de quatro letras. Cada conjunto
de dados tera o nome do arquivo mais uma extens3o, que tem um nome
para cada conjunto de dados, por exemplo COO para o conjunto de
coordenadas nodais do sistema, etc. No entanto, o usuario nao deve

se preocupar pois o programa fara isto automaticamente.

3413 -~ Os dados ja foram gravados 7 (57N>

Se responder "S" o programa comegara a ler os dados do

disquete & se responder "N" ele pedira os dados da estrutura.

A continuagdo comega os conjunto de dados.

3414 - Tipo de analise.

- Quer fazer analise nZo linear 7 (SN

Se responder "S" a analise sera feita considerando a
matriz geométrica das barras e corregfes de coordenadas em cada

passo, se responder "N smera feito somente analise linear.

>

- Quer fazer analise viscoelastica 7 (57N

Se o usuario teclar "S" a anali=e viscoelastica sera

feita e =e responder "N" o programa para apds a analise elastica.

Obs. Apé6s cada entrada dos conjunto de dadeos aparece

a mensagem "Dados corretos? (S/N) Y. Se responder "S" ou RETURN

O programa seguira em frente e se a resposta for "N a entrada

deste conjunto de dados sera feita novamente.

3.4.15 - Dados internos.

- Niamero de nés.
= Namero de barras.
= Namerce de nés de contorno. (apoios)

= Numero de nés carregados.

- Se for feita analise n3o linear, o programa pedira o

numero de incrementos de carga, que dividira a carga total

fornecida adiante, e aplicerd o resultade sobre a estrutura em

cada passo. Se for analise linear, o numero de incrementos sera
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- Se for feita analise viscoelastica, o programa pedira

o numero de elementos da cadeia de Kelvin, que sera constante

para toédas as barras viscoelasticas da estrutura e deve estar

entre um e trés inclusive.

3416 - Variaveis auxiliares.

Se for analise viscoelastica precisa-se:

- Tempo maximo de analise.

- Incremento de tempo.

Apos tem-se:

- Deseja resultados para grafico T S/7N.

Se responder “N'" ele ira para o préximo conjunto de

dados e se for "S" vira o seguinte:

- Nome do arquivo para grafico.
- Namero do deslocamento.
- Namero da reag2o.

- Namero da barra da qual deseja a forga axial.

Obs. Estes nltimes dados s3o fornecidos se o usuario
tem intengao de formar um arquivo para desenhar um grafico em um
programa aplicativo. A seguir explica~se melhor este conjunto de
dados. O nome do arguivo para grafico (maximoe quatro caracteres)
sersa adicionade ao nome do arquivo dade anteriormente d{item
3412) e formarad um arquivo com extenziao “.PRN" para ser
utilizado num aplicativo para gerar grafico com os dados de

deslocamento, :‘eag.’é‘o e forga na barra.

0O numero do deslocamento e da reagio =s3oc obtidos
apartir da numeragdoc dos noés da estrutura considerando que cada
né tem dois graus de liberdade. Sendo que o primeiro ¢ horizontal

e o segundo vertical. Assim, por exemplo, =e quiser o deslocamento

horizontal do né 5, tome 2x5)-1 = 9 gque =sera o numero do
deslocamento dese jado. Se quiser a reagao vertical do né 5 faga
2x5 = 10. O deslocamento, reagio e barra na qual se quer a forga
axial correspondem aos resultados acumulados  provenientes dos

paszos anteriores e s3o os resultados totais até aquele passo.



3.4.1.7 - Coordenadas nodais.

Fornecer a coordenada em relag3o a um sistema de eixos
coordenado=s global para toda a estrutura.

3418 - Conetividades.

Informe o né inicial e final de cada barra. Lembre-se
que © eixo de referéncia local de cada barra tera o sentido
indicado pelas conetividades e os esforgos em coordenadas locais

t.erdo esta referéncia.

3419 - Geometria,

Corresponde as areas dos elementos.

3.4.1.10 - Propriedades mecanicas das barras.

Se o programa foi instruide no primeiro conjunto de
dados a n3o fazer analise viscoelastica, ele perguntard somente o

médulo de elasticidade de cada barra.
Caso contrario ele pedira:
- Esta barra sera viscoelastica 7 SN

Se negativo passa-se par a proxima barra e se  positivo
deve-=e fornecer a constante da mola e do amortecedor de todos os
elementos da cadeia de Kelvin especificado nos  dados internos

item 3.4.1.5).

3.4.1.11 - Carregamento nodal.

Fornecer:

- Namero da no.
- Forca horizontal.

- Forca vertical.

Obs. O sinal das forgas referem-se ao sistema de eixos

coordenados ortogonais gerais da estrutura.

3.4.1.12 - Condigtes de contorno e deslocamento prescrito.

Convengao adotada: 0 = prescrito ¢ { = livre.

W
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- Namero do nd.
-~ Direg3o x ==> 0 ou 1
- Direg3oc y ==> 0 cu 1

- . = Deslocamento imposto 7 &N

Se for "N ou RETURN ele perguntaréd pela préoxima barra

e se for "S" vem:

- Deslocamento x ==

- Deslocamento y ==>

Da mesma maneira que as forgas, os  sinais dos
deslocamentos prescritos referem-se ao sistema de eixos

coordenados ortogonais gerais da estrutura.

3.4.1.12 - Impress3o dos resultados.

OpgBes para impressao:

1 - Impressaoc das matrizes e esforgos.
2 - Impressdo dos esforgos.
- Impressdo de dados finais.

4 - Impress3ic resumida.
- Faca a escolha ==)>

Comentarios sobre os tipos de impressio. Se for 1"

serdo impressos todos os dados gerais da estrutura a medida que

forem calculados, como por exemplo, os vetores que contém o
conjunto de dados fornecidos na entrada de dados, as matrizes de
rigidez elastica e geométrica de cada barra, a matriz de rigidez

total e o vetor de cargas também total, antes e depois da
introdugio das condigde=s de contorno. O=s deslocamentos nodais
obtidos apéds a resclugao do sistema de equagtes, as forgas nas
barras em coordenadas globais, sem o de=sconto da carga
viscoelastica, idem, com a carga viscoelastica, as forgas nas
barras em coordenadas locais, isto &, a forga axial final e,
terminando a sclugdo, tem-se as reagfes nodais. Ainda, se for o
caso de analise viscoelastica, obtém—-se os vetores com as
deformacgdes viscoelasticas e cargas nodais também viscoelasticas
e por ultimo, se for analise ndo linear, imprimira as coordenadas

nodais corrigidas.

Se for a segunda opgdo de impressic tem-se os
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deslocamentos nodais, todas as forgas, as reagdes nodais e os

demais itens que vem apés as reagfSes nodais na opgao "1

Se for "3" obtém-se os deslocamentos ncodais, as forgas

axiais e as reagfes nodais. Se for analise n3c linear tem-se

também as coordenadas nodais corrigidas.

Finalmente se for a opgao "4" tem-se somente o
armazenamento das informagBes no disquete com o nome do
arquivo e demais itens definidos no item 3416 de dados com a

sua impressiaoc ao pé da tela.

O programa também imprime na tela um desenho das barras
da estrutura no comego da analise. Se for a opgdc "4" ele desenha

em cima da primeira figura a opgdo deformada de cada passo.

3.4.2 - Exemplo de entrada de dados e resolug3o.

A  seguir esta um exemplo simples que foi rodado com o
presente programa. Os dados de entrada s3io fornecidos pelo usuario

e foram explicados na segao 3.4.1.

A analise inicia com a divis3o da carga total e dos
deslocamentos prescritos pelo numero de incrementos de carga,
resultando num certo incremento de forgas externas. A seguir, este
incremento de forgas externas é aplicade, e obtém-se os resultados
do passo um. Os deslocamentos, esforgos e reagdes correspondem ao
incremento de forgas externas aplicado. Com os deslocamentos
obtidos corrige-se as cooordenadas, calcula-se novamente a
matiz de rigidez total e aplica-se outra vez o incremento da

forga externa até o ultimo incremento de carga (dois no caso)d.

A seguir, comega-se a incrementar o tempo, com o0s
delocament.os obtidos no passo anterior, corrige-se as coordenadas,
calcula-se a deformagdo viscoelastica e, consequentemente, a carga
viscoelastica, e aplica-se esta sobre a estrutura. Feita a analise
obtém-se novos deslocamentos, esforgos e reagfes que correspondem
somente a carga viscoleastica deste passo (tempo umd. No tempo
seguinte, faz-se a mesma coisa (tempo dois).

Se fosse desejado calcular os resultados totais deve-se

somar os deslocamentos, esforgos e reagdes de todos os passos

anteriores,

L5\



Para () desenvolvimento da dissertagio e analise dos

exemplos rodados n3o foli necessaria imprimir em cada passo os

resultados totais, pois foram  utilizados s6 resultados de
determindados pontos da estrutura. Na entrada de dados, quando
sS0 fornecida as variaveis auxiliares (segao 3.4.1.62 pode-se

obter os valores acumulados, pois ha vetores que acumulam os

dados totais. Se for necessario, podem ser impressos facilmente.

th

Segue adiante o exemplo processado, o qual esta

representado também na figura 3:4.

As unidades s3o as adotadas na segdo de convers3o de

unidades. Salve indicag3o em contrario.
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x Exemplo: Treliga de duas barras
* tipo triangulo com carga verticalx
* Programa: TRELICA.BAS L
®* Data = 30-11-1987 *
% Hora = 20:38:36 *

e 10 e o 2 e e 3 o o 3 380 3 290 3 e >0k 2 o ok o e o s gl kR ROROROK R

Tipo de analise. Arquivo aTIA.TRE
Nome do argquivo D a
Analise n3ao linear? S/N S

Analise viscoelastica? S/N: S

Obs. "a" é o nome do arquivo e TIAPOR ¢é a extensao

deste conjunto de dados.

Dados internos. Arquivo alNT.TRE
Numero de nos = 3
Numero de barras = 2
Namero de nés de contorno = 2
Numero de nos carregados = 1
N .incrementos de carga = 2

N. elem. da cadeia Kelvin = 1

Variavei=s auxiliares. Arquivo aTEM.TRE

Tempo maximo = 2
Incremento de tempo =1
Resultado p/ grafico? S/N = S
Nome do arguivo p/ grafico= A
Numero do deslocamento = 1
Numero da reagdo = 2
Namero da barra (forgal = 2

Coordenadas nodais. Arquivo aCOO.TRE

No Coord. O Coord. (YD
i 100 100
2 0 0
3 100 0



st ata

__\_‘1
-4(_3

Conetividades. Arquivo aCON.TRE

Barra No inicial No final
2 1
2 2 1

Geometria das barras. Arquivo aGEO.TRE

Barra Area
1 10
2 10

Propriedades mecanicas. Arquive aMEC.TRE

Barra Mod. Elast. Mola Kelvin Amortecedor
;| 1000 1000 10000
2 1000 1000 10000

Carregamento nodal. Arquivo aCAN.TRE
No For. (X2 For. Y2

1 0 -400

CondigBes de contorno. Arquivo aPRE.TRE

CondigGes dos valores prescritos 0 - Impedido, 1 - Livre
No Dir. OO Dir. <Y> Desl. QO De=sl. YD
2 0 0 0 0
0 0 (6]
400 Kp

100 cm

L 100 cm

Fig. 3.4 - Treliga sujeita a compressio.
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Aqui termina a entrada de dados, agora passe-se para a
resolugdo da estrutura aplicando as equagles descritas
anteriormente.

oo dolekookoiok golor iiopgor Sok kool Rokkolokox

Exemplo : Treliga de duas barras =
tipo Lriangulo com carga verticalwx
Programa: TRELICA.BAS *
DATA = 30-11-1987 *

# % # # %

Hora = 20:39:36 *

2 e e e e o ade e oo e oo e e 0 o o e o ot o o e afe e g g o ol e e ol e ok

wkokookok Analise elastica, passo= 1 seolokokok
Determinante da matriz global = 3535535

Deslocamentos nodais.

No De=sloc. <O Desloc. (YD
1 2 -2
0
(0] (6]
Ezforgo na barra em coord. globais (eq. 3.8 com - 0>,
Barra No Forca Horizontal Forca vertical
1 2 4] 0
1 0 0]
2 3 0 200
1 (8] -200

Esforgos finais nas barras (eq. 3.9).

Barra Esforgo normal
1 0
2 -200

ReagOes nodais

No Forca Horizontal Forca Vertical
1 §] -200
2 0 0

3 0 200



axxkxx Nova analise, passo = 2 ool ok ok

Coordenadas nodais corrigidas (eq. 3.3).

No Coord. X Coord. Y
.1 102 o8
p 0 0
3 100 Q

Deslocamentos nodais,

Determinante= 2947.272

No Desloc. QD Desloc. (Y2
2.253601 -2.092404
c 0

3 0 0

Esforgo na barra em coord. globais (eq. 3.8 com e, ™ 0.

Barra No Forca Horizontal Forca vertical
 § 2 -8.942329 -8.591652
1 8.942329 B8.591652
2 3 8.942329 208.5916
1 -B.942329 -208.5916

Esforgos finais nas barras (eq. 3.90.

Barra Esforgo normal
1 12.40088
2 -208.7307

Reagfes nodais

No Forca Horizontal Forca Vertical
0 -200
-8.942329 -8.591652
8.942329 208.59106
Aqui, termina a analise incremental e comega a analise
viscoelastica.
Hxxkxk Analise viscoelastica, tempo = 1 sokifcklox

Coordenadas nodais corrigidas (eq. 3.32

No Coord. X Coord. Y
1 104 .2536 95.90759
2 (0] 0O

3 100 0
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Deformagdo viscoelastica (eq. 3.4)

Barra Deformag3o
1 1.180099E-04
2. -3.889586E-03

Calcula-se a carga nodal viscoelastica para cada barra
pela 35 e adicionado-se convenientemente,

por partictes nodais,
obtendo~-=e a=

Cargas nodais viscoelasticas para a estrutura total

No Forca Horizontal Forca Vertical
-.8548822 -38.0587
~-. 8684955 ~-. 7989681

3 1.723378 38.85767

Coloca-se estas cargas no vetor de cargas globais da

estrutura e resolve-se novamente o sistema obtendo-se:

Deslocamentos nodais, Tempo 1

Determinante= 2405.816

No Desloa. O De=loc. (Y2
AS565622 -.4128051

2 0 o
0] 4]

Esforge na barra em coord. globais sem a carga visc.

Barra No Forca Horizontal Forca vertical
1 2 =-2.972897 -2.661999
1 2.972897 2.661999
2 3 3.82778 40.7207
1 -3.82778 ~-40.7207

‘0 na barra em coord. globais com visc.(3.8)

Barra No Forca Horizontal Forca vertical
1 2 -2.104401 -1.863031
1 2104401 1.863031
2 3 2104402 1.863029
1 -2.104402

-1.863029

Esforgos finais nas barras (eq. 3.9).
Barra Esforgo normal
1 2.810072

2 ~=1.954441



Reagtes nodais

g

No Forca Horizontal Forca Vertical
-90.536743E-07 1.192093E-06
2 . -2.104401 -1.863031
2104402 1.863029
wxxxxk Nova analise, tempo= 2 et e afoRo

Coordenadas nodais corrigidas

No Coord. X Coord.
1 104.7102 95.49479
2 0

100 (0]

Deformagao viscoelastica

Barra Deformagao
1 1.335212E-04
2 -3.538042E-03

¥

Cargas nodais viscoelasticas

No Forca Horizontal Forca Vertical
1 -.7564271 -34.43774
2 ~-.0865512 -.8997264
3 1.742978 35.33746
De=slocamentos nodais, Tempo 2
Determinante= 2350.623
No Desloc. <02 De=sloc. (Y2
419019 -.37606267
2 (6] 4]
3 0 0
Esforgo na barra em coord. globais sem a carga visc,
Barra No Forca Horizontal Forca vertical
% 2 -2.950519 =-2.609405
1 2.950519 2.609405
2 3 3.706946 37.04714
| -3.706946 -37.04714
Esforgo na barra em coord. globais com a carga visc.
Barra No Forca Horizontal Forca vertical
1 2 =1.963967 -1.709678
1.963967 1.709678



2 3 1.963968 1.709679
1 -1.963968 -1.709679

Esforgos finais nas barras

Barra Esforgo normal
1 2.60318
2 -1.804356

Reaqaes nodais

No Forca Horizontal Forca Vertical
-4.768372E-07 -4 7683T72E-07
-1.963967 -1.709678

1.963968 1.709679

82
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4 - EXEMPLOS NUMERICOS DE TRELIGA.

A seguir est3io os exemplos selecionados. S3o seis
estruturas com comportamento variado e que mostram aplicagfes do

presente programa computacional.

41 - Exemplo sobre redistribuig3o de tenstes em uma treliga

hiperestatica.

A figura 4.1 representa LIm reticulado plano
hiperestatico composto por trés barras. As barras 1 e 3 =s3ao
elasticas e a 2 & viscoelastica, com propriedades correspondentes

ao modelo standard indicado na mesma figura

d —+FK>O—+—~|00—+
LITEEY (LYY FTAY

Ji FORCA NAS BARRAS T
06 BARRA 2 P: | AREA=1
a3
= BARRATE3 =
BARRATE3 BARRA 2
E= 100 n E = 100
0,21 _/\/\/_ Ey= 100
E n =1000
Ej
TEMFO
o 1| Y T T é T T T ¥ luo T T [ o

Figura 4.1 - Redistribuigfes de tensles

Carrega-se a estrutura com uma carga vertical P unitaria
aplicada no instante ¢t = 0 e mantida constante para t >0, Fazendo
uma analise viscoelastica linear (isto e, sem con=iderar

deformagdes finitas) observa-se um incremento das forgas nas



%

barras 1 e 3 e uma diminuigdo da forga na barra 2, como indicado
na figura. Este tipo de comportamento ¢ caracteristico de
estruturas  hiperestaticas com propriedades viscoelasticas n3o

homogéneas.

4.2 - Modelo com barras rigida e mola.

Considera-se o sistema estrutural indicado na fig. 4.2,
composto por uma barra rigida de comprimento L, suportada por uma

mola linear de rigidez K com inclinagao inicial a 45°.

A REACAG VERTICAL
ast,

PROPRIEDADES
AREA=1

MODULOS ELASTICOS
E; =100

E,10000

L= 100

25

154
1ok
75'771777J
FEFIITT 4
, (ol " L o
12a68 12 20 =0 a0 80 20 100

Fig. 4.2 - Modelo com barra rigida ¢ mola.

Carregandc a estrutura com uma carga vertical P, e
assumindo que a carga pode atuar com uma excentricidade inicial
Au (fig.4.2.a e 4.2.b), pode-se gerar uma familia de curvass
carga deslocamento correspondentes ao sistema imperfeito.
0O deslocamento horizontal no ponto de aplicagido da carga é

indicado por u

Para o sistema perfeito, a carga critica teérica é



(Prezmerdecki‘o)

K L
e —— .1
5 (4.1

onde K é a rigidez da mola e L estAa dado na figura 4.2,

Para o sistema com imperfeigdo Au

P = _.._..._..._K_ 2 [ 1 - ¥~ 3 Au/L ] c4.2>
cr 2
Na analise numérica, considera-se a rigidez da barra 1

como constante para simular o comportamento da meola enquanto a
barra 2 foi atribuida uma rigidez bastante alta,(EA/L = 100> para
simular o comportamento rigido. Sendo que o programa sé pode
utilizar barras de treliga, a excentricidade inicial foi simulada

mediante a inclinaga@o inicial da barra 2, deslocando a sua

extremidade em Au.

Aplicando incrementos de deslocamento vertical Av ,
obtem-se a reaglo vertical no né 1, indicando por R e o
deslocamento horizontal u no mesmo no. Assim, determina-se a
curva RY versus u para cada valor da excenticidade inicial.

Ligando os pontos da reagdc maxima correspondentes a diversas
excentricidades, pode-se obter a carga c¢ritica do sistema

perfeito extrapolando para Au = O.

Foi obtida uma razoavel correspondéncia entre os valores

numericos processados e os tedricos conforme a expressao 4.2.

= - L = =
2a 0 Pcr-(t.eor) 0,30 Pcr(num) 95,35
= 1 = 29,10 = 29,03
= 2 = 26,43 = 26,73
= 4 = 22,65 = 23,48

Pode-zse observar também, que ao rodar a estrutura com a

rigidez da barra varidvel em cada passo, isto &, variando

o comprimento, a diferenga dos resultados foi pequena.
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4.3 - Treliga simples tipo arco.

A estrutura tipo arco simplificado da fig. 4.3 =
composta de duas barras e submetida a uma carga vertical na
artitulagdo central. Este exemplo ¢ classico na literatura sobre
analize n3o linear. Note-se que este exemplo foi selecionado pois
representa um dos dois tipos de comportamento descritos na seg3o
1421, em que ocorre a mudanga subita da configuragao, &
snapping'2. A expressio analitica da historia carga-deslocamento
para este exemplo fol deduzida por Bathe”, Leiphc:l:.?.29 e Hult*® e
sera deduzida novamente aqui utilizando uma formulagaoc aproximada
baseada na referéncia do Leipholzzg. 0] estudo tedrico, que
considera as barras elasticas e com rigidez constante, pode ser

encontrado na referéncia de Bat,he‘.

Considere a estrutura da fig. 43 com o= angulos

indicados.

L/2 L/2

=
L

Fig. 4.3 = Trelica simples tipo arco.

A equag3o de equilibrio da para a forga de compressao N

na barra

P
N = e 4.1
e tens3o igual a
P
— R - 4.2>
g Z A G

onde A & a area normal da barra. A deformagdoc especifica pode ser
determinada considerando a fig. 4.3, truncando a série que
representa o coseno no termo gquadratico e despresando os termos
dos angulos ao quadrado frente aos numeros inteiros na dedugdo da

equacgio. Por esta aproximagdoc tem-se

E = — (8 - g 4.3



Xy

No caso elastico tem-se pelo lei de Hooke
e 4.4>
Substituindo as equagles 4.2 e 4.3 na 4.4 vem
2

P=AEs<ei—s) 4.5

0O valor maximo de P corresponde =z

a P 2 2
5—-6-—0—(80 3 8 4.6
ou seja
(8]
8 = B‘S A == <4.7>
donde
Psn—ﬁ—- AE63=2AEB; 4.8
3 ¥3

valores correspondentes ao pontoc A na fig. 4.4. Nestas expressOes BS

e Ps =50 o angulo e a carga em Jue ocorre o snapping.

Deve-se lembrar gque a barra ests submetida a uma forga
N, dada pela 41 e que cada barra podera flambar no sentido

classico para

onde E ¢ o modulo de elasticidade, I ¢ o momento de inércia, L )
o comprimento da barra e A, a seguir, é a area da segdo

transversal.

De modo que o processo de snapping acontece unicamente

para

Mr
< g s r = /178
80 = 2), 3 7 R o 37 17 <4.9>

Agora tem-se um exemplo com dados numéricos.

A analise numérica ja foi extensamente estuda, veja por

exemplo }{ondohza, Papadrakak1536 e Bathe®.

Na [fig. 4.4 estio representadas a eq 45 e o

correspondente resultado numérico obtido com (s} programa



desenvolvido nesta dissertag3c e que usou um incremento de
deslocamento constante igual a 0.2 esta indicado na mesma figura.
A diferenga entre ambos resultados € devida aos erros acumulados
no  processo incremental e pode ser reduzido diminuinde o tamanho

dos incrementos de deslocamentos aplicados.

300 I T T r T T T T I T
CARGA P = v
(Kp) A

200 (TRELIGA .BAS X

Exata
100 - -
b)Qutro caso.
o]

E —
T
5 4+ 3 3
=0 Asiem? .
E=1.10° Kp/cm2
L=200cm e
- 3C0 T T T T T T T T T T
5 3 | =1 -3 -5
Figura 4.4 - Apnalise elastica n3o linear.
Cabe mencionar que para poder analisar a parte
descendente da curva foi necessarico aplicar deslocamentos

prescritos. A explicagdo para isto & que o ramo descendente da

curva carga-deflexdo, na regildo de poés  ponto  critico é
caracterizade por uma matriz de rigidez negativa definida. Isto
quer dizer que a estrutura somente pode suportar uma carga

decrescent.e apds atingir este ponto. Por esta razio nao se  pode
determinar a curva de pés ponto critico com incrementos de carga,
mas somente com incrementos de deslocamentos, Outro fato
observado nesta analise elastica, &€ gue a express3io analitica

calculada sem aproximagdes da praticamente o mesmo resultado que

2%

a expressdac analitica aproximada. Para o caso da carga externa

aplicada o pont.o A corresponde ao colapso da estrutura

Usando~se as equagbes 4.7 e 4.8 obtém-se Ps = 2558 e



BS = 2.88°, resultados estes que conferem com a fig. 4.4,

Como foi dito antes, esse exemplo exibe um
comportamento do tipo snapping, mas se o angulo indicado for
aumeéntando o fendmeno passa a ser de bifurcagdo pura e para poder
analisa-lo além do ponto de flambagem seria necessario outro

método (Sz:llr:u’*cl"r’1 = Riks‘a).

Na analise viscoelastica parte-se de um certoc nivel de
carregament.o e, a partir deste ponto, mantém-se a carga constante
comecando ent3do a incrementar o tempo. Para obter uma comprovag3o
dos resultados do programa computacional, utilizou-se um modelo
reolégico simples com possibilidade de determinar a expressi3o
analitica para a estrutura da fig. 4.3. Utilizou-se o
modelo de Maxwell composto de wuma mola e amortecedor em série
da fig. 4.5.

Aplicando uma tens3o o no modelo tem-se pelas equagles

constitutivas
¢ =E & 410>
m m
o =7 € 411>
a a
onde o= indices m e a s3c da mola e do amortecedor

respectivamente, t & o tempo, Cd= 0/8t e £ & a deformgao.

Pela equagZo de equilibiro

o = o = o 4.12>

£ = £ +* g 413>

e = £ + g 4.14>

Substituindo a eq. 410 & 4.11 na 4.14 vem



- s m = g
= e i B — i p— (4.15)
© n E 7 E

Esta & a equagdo diferencial do modelo de Maxwell

Substituindo os valores de ¢ e £ da egs. 42 e 43 na eq. 4.15

obtém-se uma eguacio diferencial que resolvida e integrada
fornece
6 _ 2 nA 3 _ 3 ,
t = T In ee 5P €] Se > <4.16>

onde T = n/E e Se & o valor elastico de € para t = 0, isto &, 8

e
é a deflexzo assumida pela estrutura no comego do processo de
creep quando a treliga se mantém ainda elastica.
O tempo critico, tcr’ ¢ obtido da 4.16 quando & = Qs.
Pela eq. 4.8 tem-se
3, -
QS = YP L2 AED
Substituindo na eq. 4.16 vem
3, \
t'c:r=T 3 355 YP /(2 AE > _1+2A1':.ee
3 e P
e
ou ainda
e wa-lz . BE g sy xam {2 200 €4.17>
op 3 P e P e
Dbs:d Egs. 4. 18 a 4. 20
eslao vagas
Na fig. 45 tem-se a representagio da eq. 4.16, com os
dados numéricos para a estrutura e o modeloc de Maxwell indicado.
Como (s} programa computacional desta dissertacgdo foi
elaborado para o modelo standard fig. 21> ftez-se E1= 100 para

eliminar o efeito desta mola frente ao amortecedor que vale n =
1
-

110 . A carga P = 191 coresponde a E?e = 47 da eg. 4.5 dangulos em

radianos e as demais unidades estio na conversao de unidades).

Salientando que o ponto A & o ponto limite, além deste

pento o tempo comega a recuar o Jque nao tem s=ignificado fi=ico,
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istoc &, esta além do tempo critico, que pela eq. 4.17 vale 4,3.

4 T T I T
ANGULO
36 4 B 4
3,2 -4 MODELO DE MAXWELL { i
UTILIZADO
s E E=1.10° |
' n=1.107
1 ot 1 A -
2.4
C
TEMPO |B
e i ] 1 T T
0 2 4
Fig. 4.5 - Analise viscoelastica ndo linear da mesma

estrutura da fig. 4.4., carregada até 8 = 4°,

S3ac mostradas também mais duas curvas obtidas com o
programa desta dissertag3do obtidas com diferentes incrementos de
tempo. Como o tempo de retardaciao T & arbitrario o incremento de
tempo para a curva superior foli 0.2 unidades de tempo e para a
curva mais proéoxima da curva exata, At=0,1. Indicandoe gque, para
incrementos menores tem-se melhor aproximacgio. O programa da
presente dissertagfo indicou o [inal desta curvas (ponto B e c>
atravées do pivo negativo na matriz de rigidez. Pode-se fazer
outras verficages com os modelos standard, Kelvin, etc., ou em

outras estruturas simples ( Szyszkowskysol.



4.4 - Exemplo de flambagem numa treliga simples.

No exemplo anterior foi descrito o comportamento tipo
snapping. Neste exemplo descreve-se o outro tipo de situagio em
que “ocorre a flambagem descrito na sec3o 1.1.21. Mostra-se o

-

calculo analitico, numérico e alguns comentarios sobre o problema.

Para exemplificar a analise de estabilidade pelo método
matricial, Przemieniecki*” considerou o trelica de duas barras
mostrada na figura 4.6. As area da seg3oc transversal é A, o

médulo de elasticidade é E. O carregamento externo consiste de uma
forca P aplicada no n6é 1. Usando o méetodo dos deslocamentos
determina-se a carga que faz a treliga tornar-se instavel em  seu

préprio plano.

As matriz de rigidez elastica para o elemento 1 e 2 é

2 3 4
1 0 0 0 0
(1) A E 2 0 1 0 =4
o1 = L 3|0 o o o St
4 o -1 0 1
- G 1 2
5 1 1 =1 -1
(2) Y2 A E o 1 1 =1 e | )
K 4 L 1 |-1 -1 1 1 4223
2 -1 -1 1 1J

onde os numeros das linhas e colunas, em cima das matrizes,
referem-se aos deslocaementos mostrados na figura 45 As forgas

nos elementos sao dadas por

F = -P © F = 0 4.23>

Consequentemente, segue das eqs. 37 e 423 gque as

matrizes de rigidez geométricas s3o dadas por

1 2 3 4
1 1 0 -1 0}
R S - 0 0 0 0 .
“bm L 3 -1 0 1 0! C1.21
s 0 0o o o
e
t2y _
“bm = (4.25>

z:‘)
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A= matrizes de rigidez dos elementos podem ser montadas

para formar }'S-rle ng para a estrutura total. Assim, depois de

eliminar linhas e colunas correspondentes aos deslocamentos 3 a 6,

obtem-se
1 2
/ 1 1 1
Y2 AE
- &
Tl 4 L 2 1 1 zv, 2
1 2z
1 0
g o ] €4.27>
~Tm 2 0 0
- ]
e
1 2
- -4 i A 0 ]
K = — J 4.28>
~Tm L 2z 0 (8]

* g P : ; 2
onde l;ng & a matriz de rigidez geométrica para valores unitarios

da carga aplicada.

Da estabilidade, sabe-se que a carga critica ¢ obtida
quando o determinante & igual a zero, isto é:

det | K + A K = 0 <4.29>

~rl ~Tm |

onde X & uma constante. Substituindo as equacgbes 4.26 e 4.28 em

429 resulta em

/TAE_;\ ﬂ—'AE
4 —4 L

E T
det. =0 <4.30)
_/‘E—‘AE ﬂ“AE ( ,-_.1
-—a L — a4 L Li rz7v2 J

pela qual, obtém—-se a carga de flambagem

P omi iwm A A (4.31>
cr cr 7

2 - 54
Esse & o mesmo valor obtido por Timoschenko & Gere =,

de uma maneira analitica considerando o equilibrio do conjunto.



Nesta referéncia, observa-se que a férmula é valida somente para
pequenos valores dos deslocamentos. O valor positivo indica que a

carga de flambagem, esta na direg3o correta mostrada na fig. 4.6.

2.8 1 I T I
= 2%"' | = 26 i
(Mips) / or® =5 EA= 268 Has
CARGA P/ 1000
2.4 - _
L=100 in
- Az 10 in® i
E =100 Ksi
2 L i
16 i
i Iterativo |
I Programa TRELIGA.BAS com i
tl incremento de deslocamento |
vertical nond ® A= 2in.
0,4 il
Deslocamento |
horizontal, 1
(in)
O T T 1 = i = 1 T 1
0] 20 40 60 80
Figura 4.6 - Curva carga deslocamento da treligca simples

sujeita a flambagem.

Para comparar o presente método com um método iterativo,
propostc por Reilly & Sut,t.on“, foi rodada a mesma estrutura da
figura 4.6. Este método iterativo consiste em cada ciclo calcular
os deslocamentos corretivos usando uma matriz de rigidez revisada
sujeita a um vetor de cargas residual. Da mesma forma que no
método incremental a matriz de rigidez ¢ baseada sobre a geometria
deslocada da estrutura. O vetor de cargas residual € obtido
calculando a diferenga entre a carga aplicada e as componentes
das forgas nas barras em cada né. As componentes das forgas s3o
baseadas sobre a localizagi&o dos nos deslocados. Segundo Reilly e

41
Sutton o método converge rapidamente. Neste exemplo, em cinco
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ciclos ja obtém o valor exato ao passo gue o método incremental

precisa de diversos passos para obter o mesmo resultado.

Retomando o= valores deste exemplo verifica-se o que
foi -‘dito anteriormente. A carga critica determinada pelo método
iterative & 1225 Ksi (1 K=si = 1000 Ibf/in®> para um deslocamento
horizontal de 25 in, bem abaixo de carga teoérica de 2612 Ksi, do
mesmo modo, com o método incremental obtém-se, com um incremento
de carga igual a 50 in, um Pcr = 1234 Ksi, e com incremento de
deslocamento imposto igual a -2 in uma carga critica igual a
1280 Ksi. Com deslocamento imposto pode-se obter a curva de pos
flambagem. Aumentando © numero de incremento pode-se aumentar a

precisao.

Verifica-se assim que os valores obtidos com os métodos
n3o lineares s3o0 bem proéoximos um do outro, sé diferindo a

eficiéncia computacional dos mesmos.

Como foi visto, ao analizar a estrutura com o método
incremental obtém-se uma carga de flambagem bem menor do que a
obtida como prescrito pelo método dos autovalores. Essa abordagem
descrita acima e sintetizada na equagiao 4.29 & utilizada em
problemas de estabilidade inicial. Muito frequentement.e na
lituratura, este tipo de método €& usado alem do seu limite de
aplicabilidade. O método dos autovalores s6 pode dar respostas com
"significag3do fisica” (Zienkiewicz =) se as deformacgSes sao
pequenas € isl e "ém podem ser escritos na posigio indeformada e n3o
diferem muito da posigac deformada. Isto somente acontece em um
numero limitado de situacgBes praticas (por exemplo, uma barra
pertfeitamente reta sob carga axial, esferas sob press3o externa
uniforme, eta). Esse nac & o caso deste exemplo onde a carga

critica causa deflexBes de mais de 25 in. Neste caso & necessario

um processo incremental como, por exemplo, o© de presente
trabalho.
45 - Torre com cargas nas diregdes vertical e horizontal.

A fig. 4.7 mostra uma torre trelicada com cargas nas
dire¢es vertical e horizontal. Os parametlros para a solugao s3o

os seguintes:

a - Increment.o de carga AP = 05, exceto para a curva E



S
o

onde AP = 0.25

b - incremento de tempo At= 1.

A curva A indica a analise elastica; a curva B indica a

correspondente analise viscoelastica, também linear.

Nas curvas C a H indica-se os resultados de analises

elasticas e viscoelasticas n3o lineares. A curva C, tomada de

tempo ,ol'

-
-

PROPRIEDADES
AREA=]
E=9000

£ =9.000

n-l,' 290000

MODELO
STANDARD

=
AR YRS AR LAY

=3y DESLOCAMENTOU

T T T T -

10 1S 20 25

-

Fig. 4.7 - Analise de uma torre treligada.

Reilly e Sutton’ foi obtida por iteracio mediante uma variante do
método de Newton, podendo ser considerada como uma solugdo exata
no campo elastico. As curvas D e E foram obtidas numéricamente
com incrementos de carga diferentes. Observa-se gque como é&

natural, o erro da analise incremental cresce com o incremento.

Observa-se também, que, para cargas maiss baixas. as
deformacgtes viscoelaticas permanecem limitadas, Ccurva F>
cnquanto que cargas mais elevadas levam ao colapso da estrutura

Ccurvas G e H>
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4.6 - Exemplo de treliga com imperfeigfes.

0O exemplo da fig. 4.8 foi selecionado  mostrar a

influéncia de imperfeig@es numa estrutura com o programa proposto.

—®

1

|
b |
I | | 1
HY" 130" 143" 15" 189" 182" BY 08"

Figura 4.8 - Arco treligado.

Ele foi inicialmente proposto por Thompson & Hunt" 2. Em
seguida Rosen & Schimitd'd' apresentam a analise considerando
imperfeig®es geométricas e Kondoh & Atluri”® apresentam a analise
considerando a flambagem individual dos membros e a variagao da

Area da seg3o transversal

As coodenadas nodais sao dadas na tigura. A estrutura é
composta de 35 elementos, dos quais todos tem uma segdo circular
cheia. A area do=s elementos 1 a 21 & 8,5 in?' , enquant.o a area dos
outros elementos & 8 in>. O médulo de Yong para o material é 1107
psi. HaA dois nés de contorno: nd 1 que & fixo e néd 19, onde o
movimento na diregdo Y esta restringido. A estrutura & carregada

por uma carga de compress3o horizontal P no né 19.

Duas diferentes estruturas s3o investigadas. A primeira
chamada estrutura 1 & perfeita, isto o sem imperfeictes
geométricas, & a estrutura Il que tem imperfeictes no seu sistema
¢ alem disso, podemos ter imperfeicgdes locais, tal como um membro

mais curto e que n3do é o objetivo do presente trabalhod

Essa imperfeigio do =sistema corresponde ao modo de
flambagem total do exemplo, caracterizado por um meio comprimento
de onda senocidal do né 1 ac 19. As posigoes iniciais dos nos na
diregaoc Y s3o localizadas ao longo de um meio comprimento de onda
senoidal e as imperfeigfes na direcac X oo sio  incluidas. O no
numero 10 & o que esta mais longe de sua posicgao perfeita e esta
a 1 in afastado na diregao Y. Esta & uma pequena mudanga nas

dimenstes da estrutura ¢ 0,5% no comprimento e 7,7% na largurad e
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imperfeicSes do sistema desta ordem podem ser esperadas em

estrutura reais.

2 | T 3 T 1 % : [ 1
1 | CARGA P/ 110 ]
4 (A o
= B
1.5 4
1 4
) Legenda
| A Caso linear. Estrutura perfeita 1
- : B: TRELICA.BAS, Est. perf., AP= 50000
C: Rosen . Est, Perf.
[ D: Caso linear. Est. Imperfeita )
] E: TRELICA.BAS, Est. Imp., AP= 50000 |
: F: Rose .Est. Imp. - _Jq
. T I T 1 r T T 1 | T T

o
e
o
®
n
>
o
[
S
~
™

Deslocamento do nd |0
na diregao Y.

Fig. 4.9 - Curva carga deslocamento do arco treligado.

O calculo dos dois diferentes tipos de estruturas foram
executados até que fosse observado a flambagem. Na fig. 4.9 tem-se

a deflexao no né 10 como uma fungio da carga axial aplicada.

A estrutura I. com um incremento de carga AP, constante,
igual a 50000 1lb, flambou em Pcr= 1,65.106 Ib, ao passo que quando
AP = 100000 1b, flambou em P__ = 1,710° b, indicando que pode-se
obter uma carga de flambagem um pouco menor, com incrementos

menores. Rosen & Schimit“' obteve ?cr = 1,4‘;’?.105 1b.

A estrututa I exibe um forte aumento da deflex3ao

transversal induzida pelo carregamento axial da estrutura, como
. ., 4

mostrado na mesma figura 4.9. Rosen & Schimit observaram no seu

método gue com P = 110° b a solugao ¢ ainda avaliavel mas a
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forga no elemento 15 & 98,5% da sua carga de flambagem. Além
daquele ponto, gqualquer tentativa de aumentar a carga causa
flambagem no elemento 15, e a faléncia da estrutura inteira. Neste
exemplo,. observa-se que os deslocamentos se tornam muito grandes

e que para AP = 50000 lb obtem-se Pcr S 1,3.106 Ib.

O outro grafico, mostrado na figura 4.10, foi obtido da
mesma estrutura da figura 4.8, a qual, mostra a tensio absoluta no
elemento 15 < que & compressio axial, =inal negativo) como uma
funcdo da carga axial externa aplicado na estrutura. Vé-se

claramente a influéncia da imperfeig3o imposta.

T T T T T T T T T T T T L
| carGA P/ 1.10° i
ﬂ A ]
1.5 8 -
— c —
D
1,0 il
Legenda.
O'S -3 ==t -
] A: TRELICA.BAS, Estrutura Perfeita,AP=100000
B: ROSEN, Est. Perf,
C: TRELICA.BAS. Est. Imp.,4P= 00000
D: ROSEN,Est. Imp. |
0 TENSAO NA BARRA 15/ 1,10°
T T T T T 4 T 1 T T S | T T
(o] 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4

Figura 4.10 - Curva carga-tensio do arco treligado.

Para a estrutura perfeita (estrutura 1> Rosen &
Schimit®? obtiveram uma carga de flambagem para o sistema de
1,5()6.106 Ib ma=s, como mencionado antes, a estrutura flambou em
Pcr = 1,49'2’.10‘j b, porque a forga no elemento 15 excede a carga

de flambagem local. Estes dados foram obtidos pela analise



) 00

numérica da publicagdo acima mencioada. Na presente dissertagao a
curva carga-tens3o aproxima-se muito bem na estrutura I e II como

pode ser observado pela figura 4.10.

Como no exemplo 43 e 45 foi feita a analise
viscoelastica com deformagSes finitas mostrada na figura 4.11. Da
mesma maneira parte-se de dois niveis de cargas diferentes, mas
desta vez, considera-se as duas estruturas descritas antes, a
perfeita e a imperfeita. Para a carga menor, as deformagoes no
tempo s3o limitadas e =se estabilizam, enquanto que para um nivel
de carga maior, a estrutura atinge o ponto critico. (o} modelo
viscoelastico utilizado foi o standard, com os seguintes

valores:

E = 110° , E, = 1100 e pn = 1.10° Os resultados numéricos

est3do representados na figura 4.11.

TEMPO | ' ‘ ! '
40 _

C Legendao

30 4 R = Carga inicial

A:Est. Perfeita, B= 6.10°
o B:Est. Perf, B=1.107

C:Est. Imperfeito, R=6.10°

20 | _
D:Est. Imp..R = 1.107
10 i
D
O“ 1 T T 1
0 2 3 6

DESLOCAMENTO DO NO 10 NA DIREGAO Y.

Figura 4.11 - Curva tempo deslocamento do arco treligado.



5 - ESFORCOS EM BARRAS HOMOGENEAS DE PORTICO PLANO SUJEITAS A
EFEITOS VISCOELASTICOS, TEMPERATURA E RETRACAO.

Neste capitulo sera mostrado comeo, a partir dos
esforgos presentes em cada barra, pode-se calcular o© incremento de
carga viscoelastica, a ser adicionado no vetor de cargas total da
estrutra para obter um novo conjunto de deslocamentos. A seguir,
parte-se dos deslocamentos nodais para calcular os esforgos finais
nas barras com a contribuigdo da carga viscoelastica, das forgas
de engastamento perfeito, temperatura e retracdo. As equagles
para isto, bem como a meneira de fazer as rotagfes do =sistema de

referéncia local para global das diversas expressoes sAo expostas.

51 - Formulagdo inicial.

Utilizando o mét.odo dos elementos finitos, pode-se
determinar a carga viscoelastica nas extremidades de uma barra
prismatica, utilizando as derivadas das fungGes de forma, conforme
estabelecido na sega® 2.2.3. Particularizando a eq. 2214 para
pequenas deformagBes, e em auséncia de forgas de superficie e

volume, obtém-se a carga viscoelastica, X , em coordenadas locais
A

Onde B é a matriz deformacgao-deslocamento, M & a matriz
constitutiva elastica e £y € o vetor de deformagdo inicial gue no

presente caso denomina-se vetor de deformagio viscoelastica.

A ordem que os esforgos aparecem em Ev foi mantida de
acordo com a segdc 2.2 e segue a mesma convengao se  sinais

definida anteriormente.
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5 - ESFORCOS EM BARRAS HOMOGENEAS DE PORTICO PLANO SUJEITAS A
EFEITOS VISCOELASTICOS, TEMPERATURA E RETRACAO.

Neste capitulo sera mostrado como, a partir dos
esforgos presentes em cada barra, pode-se calcular o incremento de
carga viscoelastica, a ser adicionado no vetor de cargas total da
estrutra para obter um novo conjunto de deslocamentos. A seguir,
parte-se dos deslocamentos nodais para calcular os esforgos finais
nas barras com a contribuigdo da carga viscoelastica, das forgas
de engastamento perfeito, temperatura e retragio. As equagdbes
para isto, bem como a meneira de fazer as rotagfes do sistema de

referéncia local para global das diversas expressfes s30 expostas.

514 - Formulacdo inicial.

Utilizando o método dos elementos finitos, pode-se
determinar a carga viscoelastica nas extremidades de uma barra
prismatica, utilizando as derivadas das fungBes de forma, conforme
estabelecido na sega® 2.2.3. Particularizando a eq. 2214 para
pequenas deformagfes, e em auséncia de forgas de superficie e

volume, obtém-se a carga viscoelastica, X , em coordenadas locais
Ry

X=JB]:[§ dx 5.1>
L

Onde B & a matriz deformagao-deslocamento, M & a matriz
constitutiva elastica e £, ¢ o vetor de deformacgio inicial que no

presente caso denomina-se vetor de deformaciao viscoelastica.

A ordem que os esforgos aparecem em Q_CV foi mantida de
acordo com a segio 2.2 e segue a mesma convengdo se sinais

definida anteriormente.
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52 = Obtengio das deformagfes viscoelasticas.

Para obter as deformagdes viscoelasticas na barra

toma-se como base a formulagio apresentada na segdo 2.1.

Utiliza-se a eq. 2.1.10 repetida abaixo

oCtD

zm €2.1.10>

q. (LEALD = Cxqi(t') + G
1 repetida

0O wvetor €, num tempo t, de acordo com a eq. 2.1.10, pode

ser escritc na seguinte forma:

1

e CLHALY = £ LD € + M o G B.2)
~Y v 1 L 2
onde
~AL/T,
C = e
i
-AL/T,
C = - e 5

e M tem o mesmo significado das equagbes 2.2.35 e 2.2.36.

]
iQ

No primeiro passo da analise a barra n3o tem deformag3o
viscoelastica para ser levada em conta, isto &, no tempo t = 1,

gv(t,:» = 0, logo a equagdo 5.2 fica

£ Ct=Atd = M g C (5.3>

Vé-se assim, que )__Cv deixou de =er dependente da
deformag3c viscoelastica de forma direta e pode ser  determinado

em fungao dos esforgos aplicados na barra no tempo anterior.

5.3 - Obtengdo do momento fletor e esforco normal para o calculo

da carga viscoelastica.

Como foi visto na equagiao 2235, o ¢ composto pelo

esforgo axial N e pelo momento fletor M em uma dada secio da
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barra.

0 esforgo axial pode ser relacionado com as forgas

axiais nas extremidades inicial e final da barra, N e N
i 2
A conveng3oc de sinais adotada & trag3o para o esforgo

axial e esforgos nas pontas para a direita como positivo de

acordo com a figura 5.1.

N| N N N2
ALY [ —

Figura 5.1 - Convencgdes para os esforgos longitudinal

Ent3o, se numa segio A tiver tragdo, N pode ser

interpolado linearmente na forma:

N=AN (5.5>
onde:
A = (-1+x/L x-7LD
an rNi ]
RS
2

8] momento fletor, M sera determinado, a seguir, de
forma semelhante ao esforgo axial. Dado o sistema de e=forgos
indicados na fig. 5.2, quer se interpolar o momento fletor no

interior da barra através dos esforcgos nas extremidades.

M, " M,
()
|

M TQz

.*___x*_‘r_
S L.,
A i(
Figura 5.2 - Forgas que determinam o momento fletor.

Fazendo o© somatério de momentes em torno do ponto P e

considerando que a barra deve estar em equilibrio, obtém-se



E M, = 0 5.6
ent3o fica:

- = - + i
Q1 X M.‘. Qz (L-x> M2 B

Fazendo agora, o somatério em P pela esquerda tem-se

2 M = o 5.8>
P
e dai
_ B (5.9>
M Q1 X s

Conzsiderando a 5.7, somandoc e tirando a média aritmética

dos dois termos fica
M=12C-Q x+M - Q L-x>2-M> (510>
1 1 2 2

ou em forma matricial:

M=IM 5.11>
onde:
I = [ -%X/2; 322, =12 CLi—x, =172 ] B2
=
T
M" = [’ '] 5
u L % oM QM 513>

Substituido as egs. 55 e 511 na 54 e considerando

ainda o valor de B da seg3o 2.1 fica

>
e

dx 5.14>

red
<
il
——)
i
1IC weE
A
|
W
K
W
7]
9]
()

Fazendo o produto dentro das integrais e considerando os

valores de N e M

de 55 e 5.11, respectivamente, em cada
integral, tem-se
X = O X 515>

onde:
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i Nys™Nos |

-N -N
1s 28

1
1 " (453
u Z Q 1S st 462

M -Q L-M
1= 2= 25
-(Q 1 S—st)
-¢M -Q _ L-M >
i=s 1S 25

[
il

Onde, os esforgos, em cada barra, que entram no calculo

de X =30 calculados com os esforgos gque resultam da seguinte
X% |

expressao:
X =KU +X+X -X 517>
Onde o© subindice "s" significa esforgos devido aos
deslocamentos descontando a parte viscoelastica, retragao e
temperatura.
Para um tempo t > TS calcula-se a carga viscoelastica

pela eq. 2.1.41, onde se considera a formulagiaoc mais geral do CEB

e que fica da seguinte maneira:

g{v<t+At) = ;'(d(t,hi\t.) + ?.{r“*"'ﬁt') 5.18>
onde
n
X (LHALD = v X . <t> C . + X L+ALD> G | 5.19>
~d /. ~di 11 ~u 21
i=1
X . (tAat> = X > + X (LY G 5.20>
it ~f ~“u 1
Se tiver s6 elmentos de Kelvin }'f = 0 ¢ a 518 =6 tera
O primeiro termo.
5.31 - Verificagdo das equagles de interpolacg3o dos esforgos.
a —- Conferéncia da eq. 5.5.

Nas extremidades a eq. 55 deve verificar, ou seja

N=N 1+ x1L> + Nz x7L 5.5

1
repetida



para x = 0 tem-se N = --Nl

para x = L. tem-se N = N2

Que & o resultado dese jado (ver tig. 5.1).

b - Conferéncia da eq. 5.10.

Nas extremidades a eq. 5.10 deve verificar. Tomando-a
novamente
M=1/2 C-Q x+ M - Q L-x>- MDD 5.10D>
1 1 2 2 .
repetida

b1l - Para x =0, M = Mi(ver fig. 52> e tem—se pela 5.10
M =12 M - Q L-M>=-Q L -M
1 1 2 2 2 2

o que confere {(ver fig. 5.2).

b.2 - Para x = L, M = -Mz (ver fig. 52> e tem-se pela 5.10

- M =12 ¢CQ L+ M - M)
2 1 1 2

ou seja

o que confere (ver fig. 5.2D.
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5.4 - Forcas de engastamento devido ao efeito da temperatura.

Para analisar o efeito da temperatura usa-se as

convengdes da fig. 5.3 e os casos da fig. 5.4.

Bordo superior

Linha de
referéncia.

—1 ¢
- +
Temperatura
inicial

Bordo infericr

Fig. 5.3 - Convengao da temperatura.

Ing¥ile

posigdo do deformada de uma barra bi-apoiada.

a) Triangular

- T + L -

a-| a-2 a-

b) Retdngular

f o=t
e —— f
+ iz inicial =
f: final b-2
b-1
¢) Trapezoidal
/-—-:h\ /'\\
+ — + —
£ —,
c-1  c-2

d) Trigngular duplo
¥ s -1
/ L

A )

d-1 d-2

Fig. 54 - Casos lineares de variacao de temperatura.
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Como se pode ver na fig. 54 pode-se ter os seguintes

casos de variagao de temperatura:

= Uniforme.
: -~ NZ3o uniforme {desigual).
- De sinal contrarioc nos bordos.
- De mesmo sinal em ambos os bordos.

- €6 num bordo.

A seguir introduz-se a seguinte notacdo:

t'a = temperatura inicial

t‘s = temperatura no bordo superior.

t.i = temperatura no bordo inferior.

b, - L= t'a = variag3o de temp. no bordo superior.
Ai = t.i = t'a = variagao de temp. no bordo inferior.

Analisando a convengdoc acima junto com a fig. 5.4 pode-se

determinar condig@es que classifiquem o caso que se apresenta.

541 - Variagdo uniforme de temperatura.

Corresponde aos casos retangulares. Pode-se ter

A = A, =A >0
= i u

A = A, = A <0
= i u

Em uma viga bi-engastada <(ver fig. 55> as forgas de

engastamento produzida por este tipo de variacio s3o

NI 4 A, N
— 7 Ee—
2 A
Fig. 55 - Variaga® uniforme de tLemperatura positiva.

(caso b.l da fig. 54>
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N=N =-N =EA oA 5.21>
2 u
onde
N = esforgoe normal.
= area da segao transversal
= coeficiente de dilatagcio térmica.

A
(&4
Au = variacgdo de temperatura.

542 - Variag3do n3o uniforme de temperatura.

Corresponde aos demais casos onde tem-se Asﬁt Ai.

Pode-se ainda variar o sinal e ter os casos 5.4.21 e 2.

5421 - Variacao de temperatura nos bordos de sinal contrario e

diferente de zero.

Corresponde aos casos triangulares duplos onde as

condigBes s3o que o [sinal de (AS) # sinal de (Ai)] e ainda

[A e A #0]
= i

5.4.22 - Variac3o de temperatura nos bordos de mesmo sinal e

diferentes de zero.

Corresponde aos casos trapezoidais onde as condigBes s3o
gque [sinal de (:.’.\S) = sinal de (Ai)] e [!_\.S e Ai] # 0 neste caso,
deve-se dividir a variagdo em uma parte tri&ngular e numa parte
retangular, onde nesta parte, utiliza-se a menor variagao para

calcular o esforgo normal de engastamento.

5.4.23 - Variagdo de temperatura s6 num bordo.

Correspondem aos casos triangulares onde a condicio é que

Valendo para estes 3 altimos casos a eq. 5.22 a seguir.

As forgas de engastamento produzidas por variagaoc de
temperatura diferentes nos bordos s3o momentos fletores para
variagdo tiriangular ou triangular dupla e momento fletor e

esforgo normal para variacdo trapezoidal (ver fig. 5.4D.
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s £\
: M[ gﬂ“”h ‘ P iistn - D Mz

Fig. 5.6 - Forgas de engastamento originadas numa viga
bi-engastada por variacao triangular ou triangular dupla de

temperatura (ver casoc a2, a3 e d.2 da fig. 54D,

O valor dos momentos de engastamento para variagao

triangular ou triAngular dupla s3o

M =-M = agaEICL -t > d B.22>
1 2 i =
onde
I = Momento de inércia da segdo transversal
d = Distancia entre os bordos onde ocorre 'c.1 = t,q
a = Coeficiente de dilatagao térmica

t’i e ‘LS e a variagdo da temperatura no bordo inferior e superior e
além disso, t‘i > t.S

As forgas de engastamento devido a variag3do de
temperatura dadas pelas eqs. 521 e 522 podem ser aplicadas

instantaneamente ou variaveis ao longo do tempo.

A lei deste crescimento pode ser qualquer e podera ser
mudada de acordo com a conveniéncia, mas neste trabalho foi tomada
linear com um valor total 10 dias apés a aplicacdo inicial e &
feita incidir diretamente sobre O coeficiente de dilatagdo
térmica do material. Para o concreto e o ago a = 110> ¢ 1/.°0.
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55 - Forgas de engastamento devido a retrag3o.

As deflexBes adicionais devido a retracio s3do t3o ou

; 37
mais importantes que as devidas as creep (Pauw e Meyers > e por
isso” devem ser levada em considerac3o numa analise de

deformagdes lentas.

Para o propésito desta analise assume-se que cada
elemento do concreto na secgio transversal total € sujeita a uma
retragdo uniforme, Esh’ que se desenvolve gradualmente e cuja
expressio analitica é dada no apéndice. As propriedades da segao
est3o baseadas na seg3do n3do fissurada As tensBes no concreto e

na armadura s3o proporcionais as deformagtes.

Desta forma, as forgas geradas na segdo s3o dadas por

N = -¢ A E e N =-N (5.23>

Obs. Egs. 5.24 a 320
estac vagas

5.6 - Calculo dos esforgos nas barras.
Os esforgos nas barras =s=3do calculados pela seguinte
expressao
= + + & ) =3 (5.31>
'}'{bw 51) L‘]l::' ?‘{bn ?"cbp :‘(br 2'(I:’v o3
onde
"-(bw 30 esforgos finais nas barras
]_gb & a matriz de rigidez da barra
yb s30 o= deslocamentos nodais
l(bn =30 as forgas de engastamento perfeito devido as cargas

externas ao longo do comprimento das barras
},Cb idem, devido a variagd@o de temperatura
Xbr idem, devido a retracgao
}"'{bv =30 as forgas de origem viscoelasticas
Para estruturas de poértico, quando as cargas externas

estiverem aplicadas na forma distribuida ou concentradas ao longo

das barras, n3do ha a correspondéncia entre os pontos de aplicag3o

das cargas e os deslocamentos nodais. Ent.30 recorre-se a
substituicdo das cargas nas barras por um sistema de cargas
equivalentes que produza a mesma resposta da estrutura gue o

conjunto de cargas originais e que possa ser definida em funcg3o
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dos pontos nodais <Santos*®.

Este sistema de cargas equivalentes e que substituem as
aqaes extremas atuando ao longo das barras s3o as agBes nodais
equi\}alentes, que nada mais s3oc do que as forgas ( reagfes> de
engastamento perfeito com sinal trocado. As agoes nodais
equivalentes s3ao aplicadas no vetor de cargas externos por
partigBes nodais para a solugdo do problema. Quando for calcular

as forgas nas barras deve-se somar gbn para ter o esforgo final

O efeito da retragido e da temperatura, também sera
levado em consideracgao através de forgas de engastamento
perfeito da mesma maneira como foi feito com as cargas externas
ao longo das barras e com as férmulas apropriadas descritas na

segdo 5.4 e 5.5, respectivamente.

Quando se faz a analise viscoelastica calculam-se a
carga viscoelastica em cada barra, va’ e adiciona-se ela no
vetor de cargas externo global da estrutura, calculando assim,

ap6s uma nova solugdo um outro conjunto de deslocamentos nodais,
para cada tempo t de analise. Assim, ao calcular os esforgos de
extremo de barra deve-se descontar a carga viscoelastica, J'gbv,
adicionada anteriormente (eq. 5.31).

Também poderia-se calcular os esforgos devidos somente

aos deslocamentos, para o qual, seria usado a seguinte express3Ho:

X =K U (5.32>

Nestas equag®es, tLodos o= vetores estaoc  em
coordenadas locais, no entanto, um portico inclui barras com
diferentes orientages relativas. Entio, todas as matrizes de
rigidez das barras e vetores, devem ser relacionadas ao sistema
comum de eixos global de estrututra, antes de proceder a montagem

do sistema total de equacUes.

Na fig. 5.7 tem-se as componentes de deslocamentos e
esforgos referidos a dois sistemas de eixos. O local x,y e o
global X.Y. Pode-se rotar estas grandezas de um sistema para o

outro através das seguintes expressdes:



= R = R 5.33>
p = B Fpg “bg T % b
T
= = 5.34>
¥, =B ¥y, e ™ B X
onde o superindice “g* =ignifica sistema de referéncia global
e T+ siguinifica matriz transposta.
g y
Vg:ng /
U2|N2
9 \9
Lla.N2
g
Y Ups Ny
——
TVF . Q)
i X
Figura 5.7 - Esforgos e deslocamentos em coordenadas
locais e globais.
A matriz de rotagio, R ¢ dada por
[ cos 2 sen 3 0 0 0 0
-sen 3 cos 3 0 a 0 8]
R = &) 0 1 0 0 0 5.34>
0 0 0 cos 3 =en 3 0
0 0 0 -sen 7 cos (3 0
| O o 0 0 0 1 J
Note que R é uma matriz ortogonal, tal que }3-1 = ET
R_é utilizada também, para calcular a matriz de rigidez de uma
barra. Se levar em conta a 532 e 533 e fizer
Ky B Up, = B X, ¢5.35)
ou
T s
(8" K B ) Uy, = K Y = %, (5.36>

onde
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T

=R K R .37

g‘bg b

desta maneira tem-se a matriz de rigidez da barra no sistema
global. "~ Feito isso, possui-se todas as equagGes para analisar a
estrutura de portico plano homogéneo sob  efeito viscoelastico,

temperatura e retragao dentro das hipéteses adotadas.
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6 - MATRIZ DE RIGIDEZ MISTA.

61 - IntroduQ,—ﬁo.

Nesta seg3o apresenta-se as hipoteses adotadas nesta
dissertac3c para a formulagdo de um elemento de viga misto, o
calculo das constantes geométricas e finalmente a matriz de
rigidez em forma explicita baseada na formulagdo do Metodo dos

Elementos Finitos apresentada na seg3o 2.1.

6.2 - Hipbteses.

As hipoteses fundamentais da analise linear de
estruturas mistas constituidas por pegas prismaticas e que s3o

adotadas neste trabalhe s=3o as seguintes:

a > = Movimentos s3o pequenos ( translages e giros)
bem como as deformagSes ( alongamentos e distorgdes). Por este
motivo todas as condigBes de equilibrio e compatibilidade de
deformagtes se colocam adotando como suporte a geometria prévia a

deformag3oc ¢ teoria de primeira ordemd.

b > - E wvalida a hipbttese de Navier ( as segGes mantéem-
s=e planas e normais a diretriz depois da deformacgao>. A este
efeito, desprezam-se os deslizamentos produzidos pelas tenstes
tangenciais, com o qual nao ha efeito direto do estforgo cortante
nos movimentos da pega. De fato, salvo para relag@es alturasvao
muito elevadas, as deformagdes devidas as tenstes
tangenciais s3o0 nitidamente inferiores as produzidas pelas

tenses normais longitudinais.

c > = 0O carregamento ¢ feito no plano de simetria da
barra.

d > = Admitindo, conforme a teoria técnica de vigas,
que as tensBes transversais ao eixo da pega =&o despreziveis

considera-se na flex3ao unicamente os efeitos das tensdes normais

© > = As deformagfes instantineass =3o elasticas e
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lineares e portanto, governads pela lei de Hooke.

f > - 0 comportamento viscoelastico segue um dos

modelos indicados na segdo 2.1

€ 2 - A segdc transversal da pega e o seu moédulo de

elasticidade =s3o constantes entre os pontos nodais.

h > - Numa pega submetida a um conjunto de esforgos nao
ha deslizamento entre a placa de concreto colocada sobre o perfil

de acgo.

6.3 - Constantes estaticas reduzidas para uma secg3o tipica.

A seguir, indica-se como pode-se obter as constantes
geométricas de uma segdo mista de diferentes materiais, para um

tratamento mais geral ver Calzon™.

Considera-se uma pega reta com um plano de simetria
Adota-se um sistema de coordenadas cartezianos x,v,Z da forma
indicada na figura 6.1 {(este sistema sé =seria usado nesta seg3o,
adiante sera invertide o sentido do eixo y2). 0 plano =xy &,
portanto, o plano de simetria da pega. x €& sua coordenada
longitudinal e y mede a profundidade das diferentes fibras da

segao. Seja b(y> a lei de larguras destas ultimas e E(y> o moédulo

J >
Z
e, |
yﬂll bl:
Yer _
hI yGa - = — _;,___Gc
“ — .
hd WS S mn A sy S e Eem o -
Figura 6.1 - Secg3o simétrica tipica.
de elasticidade em cada ponto y da s=secaoc A, Definem-se as

seguintes magnitudes:



14€

E&
ndy> = €6.12
ECy>
- g e 2ard €6.2>
x ndy>
onde nd(y> é o coeficiente de equivaléncia para uma fibra vy, Ea =
2
o médulo de elasticidade do aco, Ea = 2.1.10‘:S kgs/em E<y> & o

moédulo de elasticidade do material para uma fibra y, b(y) e bn(y)
sdo a largura real e a largura reduzida da segdo, respectivamente

numa fibra vy.

Denomina-se segao “reduzida" ou "ideal" a que se obtém
substit.uindo a largura real b{y> de cada fibra por sua largura

reduzida bR(y) e supondo E = Ea = constante em toda a segio.

Considerando somente dois tipos de materiais, de acordo
com a segdo tipica anterior, isto &, uma placa ou laje de
concreto sobre um perfil genérico de acgo, obtém-se as constantes

estaticas da segdo reduzida de concreto da smeguinte maneira:

n =E / E e b = b._ # n
ol = | C CR {8 7]
A = b h =b h / n =4 7 n
CR CR o} a < e c c
= + y? ond ¥ =5 <2
yac ch YG once vt:u: o
I_=b h> 12 =1 n €6.3>
CR CR o & e
Nestas equagGes define-se A e I como a area e
CR CR

momento de inércia da segio reduzida de concreto, respectivamente.

As constantes estaticas da secgio do perfil de ago
estrutural saem sem transformagio e s3o Aa = area de do perfil de
ac0 = + e - - = inée i
ago, yaa ya: ha 2 ha altura e I:r:: momento de inércia do

perfil de aco.

A superficie equivalente em aco da secdo mista é
AR = Ac'n + AS. Ao calcular o momento estatico, em relagdo ao eixo
z da figura anterior pode-se determinar a localizag3o do eixo

neutro, desta maneira
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Estes dois Gltimos valores, além de A, A , 1 e 1 , s3ao

“ =1 < =]
utilizados no calculo da matriz de rigidez. Utilizando o teorema
se Steiner pode-se obter o momento de inércia da seg3o

homegeneizada total

I =1_ +1_+A _y- +A_ vy 6.7

6.4 - Calculo da matriz de rigidez.

Os deslocamentos para pontos no interior da barra, fora
do eixo baricéntrico da secgdo mista, mas no plano de simetria s3o

dados pela figura 6.3 e podem ser interpolados da seguinte maneira

dav
dx

Figura 6.3 - Barra com deslocamento e giro.

a > para a secdo superior, ou =eja, a placa de concreto

tem—-=se



{ 20

u 1 =y d u
[ &1 c o
= <6.8>
v
i 0 : Y J
b > da mesma forma, para a secgao inferior, ou seja o

perfil de aco, & =6 trocar o subindice c por a.

Os centros de gravidade @G .G (= GR apos os
& =
deslocamentos passam  para Gé ,G:; @ G; ,com  referéncia a eles
estio assinalados os deslocamentos ocorridos. O giro & = dv/dx e
o mesmo para todos os pontos e v = v = v , de acordo com as
c a
hipéteses anteriores e uc e u_ =30 interpolados de acordo com a

equagido 6.8.

Prosseguindo, usa-se a mesma formulagio do Método dos
Elementos Finitos da seg3o 2.2.3 para calcular a matriz de rigidez

do= elementos da barra mista.

Interpola-se os deslocamentos ao longo do elemento, ge,
n r ok
através dos deslocamentos dos noés, U + Wl ver figura 2.14
localizados no eixo baricéntrico, como

n ™

u=%U = v=23% W 6.9>

As fungBes de interpolagio ¥ e ¢ dadas na equgdo 2.2.27
constituem a solugdo exata da flexo-compress3oc de vigas, gquando os
parametros nodais s3o baricéntricos da secao composta. Quando os
parametros nodais baricéntricos s3o relatados, através de uma
transformacac consistente (eq. 6.8, por exemplo?, com parametros
locados em um eixo excéntrico, a interpolacao continua sendo exata
e a matriz referidas a estes novos parametro=z, ndo introduz nenhum

erro na formulacio excéntrica.

Substituindo a 6.9 na 68 fica

U=N U €6.10>
o ~C =2
onde
- ’ n
o { s -I e N = . Ve ¥ ] y = ] ‘
e v e Tl o 5 J Uy, = | » J €6.11>
L e ] .

Utilizando as relagBes deformacao-deslocamento, para



elemento de viga, a partir da 6.1, pode-se calcular

du S9x £
o]

£ = = = B U €6.12>
—62vc/3x2 x

» - >
£, ¥ -y .2
= u
e
o -3
X 0 B

onde £ ¢ a deformagfo axial baricéntrica e o é a curvatura do

eixo da segdo da placa.

Substituinde os valores correspondentes das fungles de

interpolac3o da segao 2.2.3 em l_E_!C e realizando a integrac3do da
2212 repetida abaixo, =) particularizada para pequenas
deformagtes
K. = J Bl M B_ dx €22 .42
) L repetida

obtem—-se tinalmente

Re _Ac o _ycAc 5 Ve

L L L~

"nc _Ac 0 ycAc 0 Yehe
E L L L
12 1 6 T =12 1 6T

}5{»= EC 0 0 a a c
a L3 L2 L2 L2
-y A y A 6 T 4 T -6 T 2T

¢ Qg c (o} (o ol o
L L* L £ L
=12 T -6 1 12 T 6T

0 o - c c (o
L L? L L?
v A -y A 6 T 2T -6 1 4T

c e c [o c «

i L? L 7 Lo
B % equagao (613>
onde I =1 + vy A
o (84 = Lo
da mesma maneira, obtém-se a matriz de rigidez do ago, que é

semelhante a anterior sé diferindo nos subindices ¢ por a.



Com relagdo a matriz de rigidez 6.13 ela poderia ser
reordenada de forma a ter as rigidezes associadas aos
deslocamentos do né inicial colocados primeiro e logo apos as
rigidezes associadas aos  deslocamentos do nod final. Na
apresentacgdo acima as rigidezes associadas aos deslocamentos
axiais s3o colocadas antes dos demais. A matriz é a mesma estando
numa forma ou outra, mas no programa foi utilizada a primeira
maneira de dispor os termos, embora no desenvolvimento da

esposigdo foi conveniente a segunda maneira.

Durante a exposigdc foi conveniente a segunda maneira
peis os deslocamentos axiais est3o desacoplados dos deslocamentos
transversais e giros (var equagio 2.2.262. No programa foi
conveniente a primeira maneira por causa da impress3o dos

resultados dos esforgos nas barras que se da nd por noé.

6.5 - VerificagGes na matriz de rigidez mista.

A seguir tem-se verificagles de alguns termos da

matriz de rigidez encontrada.

Realizando a soma das duas matrizes K e K obtém-se a
(> ~a

matriz de rigidez total da barra *'51"

Analizando alguns dos termos vé-se que a soma gque segue

deve-se anular.

E A E A
e @ aa _ o
YT Ya— T
como y_ e negativo, L. € comum a ambos e considerando que < Vo Ea/E
; : c
fica-se com
v A -y A =0
¢ CRr a a

como y_ ey, foram obtidos desta maneira na equagdo 65 ve-se que
=]
a igualdade ¢é verdadeira. Portanto, todos os termos da forma

_vi Ei Ai/L anulam-se ao efetuar-se [gc + K

Tomando outro termo da matriz de rigidez tem-se
EcTc Ea_fa EaIR
12 — + 12 _— . 12—
L L
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e = 2 _ 2 _
considerando que Iq = IG * p Ac s Ig = Iﬁ_ S/ ¥ A:.- », n = E VE

v
L
Lo}

e fazendo as =simplificagBes convenientes obtém-se

- I + vy

. o =
. A I v: A 1

(o] CR a a a R

Esta é, naturalmente, a expresao obtida na eq. 6.7.

6.6 - Excentricidade dos elementos em relag3io ao eixo das barras.

Esta segdo trata do problema da excentricidade que os
elementos mistos apresentam em Trelagdo ao eixo em cujas
extremidades est30 os pontos nodais da barra. Contém alguns
comentarios encontrados na Dbibliografia sobre a formulagao

utilizada nesta dissertagdo e um exemplo.

No trabalho de Gupta & Ma'® & discutido a natureza do

erro introduzida quandoe a matriz de rigidez de um elemento de
viga & t.ranstformado linearmente para levar em cont.a a

excentricidade com respeito a uma placa ligada a ela.

O erro esta associado ao tato de que quando se determina
o deslocamento axial da viga, ua , em fum;.-fa"o do deslocamento axial
da placa, u , e do giro da seg3do, €, cria-se uma incompatibilidade
(o]

dos deslocamentos.

Isto  acontece porque u_ é interpolado por uma fung3o

linear e & por um polindmio quadratico e ao ser calculado

onde z e a distancia entre os centros de gravidade da secgdo da
placa e da viga, u torna-se também quadratico, isto &, assume-se
na formulacdo da rigidez da placa que o deslocamento axial ao
longo da viga €& também quadratico, o que n3o ¢ verdade,
introduzindo assim a incompatibilidade mencionada acima. A solugdo
apresentada na referéncia acima ¢ aumentar o numero de elementos,

©o gue minimiza o erro.

= 2 :
Em outro trabalho, Balmer , faz alguns comentarios sobre
o os modos de deformagic axial e de flex3o, indicande gue no modo

de deformacio axial o erro nao ocorre.
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Finalmente, na Gltima referéncia encontrada Miller D

existe a proposta de colocar um grau de liberdade adicional e
interpolar o deslocamento axial com um polindmico de segundo grau

Isto_aumenta a complexidade da matriz de rigidez.

Na formulag3o apresentada nesta dissertagdo, em vez de
referir os deslocamentos da viga em relagao aos da placa, os
deslocamentos da viga e da placa s3o referidos a um eixo comum de
referéncia obtido através da homegeneizag3do da segdo, ficando
assim, assegurada a possibilidade de adigic do momento central de

; : . 2
de inércia como assinalado anteriormente por Balmer .

Para ilustragido das formulagBes citadas anteriormente
utiliza-se o mesmo exemplo de Gupta & Maig, aplicando os diversos
métodos de calculo. Por simplicidade a viga é homogénea,
engastada numa extremidade e livre na outra e com as

caracteristicas indicadas na figura 6.4.

+—4
-
1 o e 6
4 $V (e jr%
k ' l |
+— * | %y e
Q=10 : J‘ o |
L=100 a i
E =1000
2
o

Figura 6.4 - Exemplo sobre excentricidade.

Somente & feito o calculo do deslocamento transversal

da extremidade livre da viga sobre a acao de uma  carga

X

transversal, Q, aplicada na mesma extemidade.

Por Gupta % Ma'® tem-se

Cl1+E>

onde

2

i

4 CA A TXCY -1 2
(o a &

AC A__1 Y

Fe 1
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onde A & a Area, I o momento de inércia, o incide 'c" & da placa e
“a" da viga e E é o termo de erro. Para os dados do problema

G = 0,692 1* = 1306,67 v = 4,316

Com @ formulagdo de Miller32 o mesmo deslocamento & dado
pela seguinte expressio
Q L’
3E1®

onde todos os dados ja foram definidos anteriormente. Ent3o
obtém-se v = 2,551. Este ¢ o valor exato do deslocamento.

Na formulagio deste trabalho, ao contrario de Gupta &
Mam, a interpolagfo exata ¢é definida nos eixos baricéntricos, e a

transformagio para o eixo excéntrico, segundo © processo indicado,

naoc introduz nenhum erro, como sera demostrado a segui.

Para a formulagdo deste trabalho, ¢é preciso calcular ©

centro de gravidade da secgao total.

Além disso, observando as matrizes de  rigides  para

elementos mistos da segdo 6.4 obtém-se

Q L
V =
3BT
— — — 2 2
T =7 + = + + +
c Ta Ye Yo Ba ¥s Vs Ay
Substituindo os valores dados obtém-se I = 1306,67

: T *
Logo, 1 =1 e o deslocamento transversal sera o mesmo.
o= %
Observando as equagSes para 1 e 1 a seguinte igualdade deve se

verificar

= v. A _+y A C6.61)
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lembrando que

— - 6.6.2>
V,r Yc Ya
e 6.6.3
yc: Ac ya Aa 2
da 6.6.2
- + 6.6.
Yc ¥is Ya < 4>

) S T 6.6.5)

Vg Aa
i 6.
yc = o 6.6.62
el a
Substituindo, finalmente, a 665 e 666 na direita

da 6.6.1 encontra-se a igualdade presente na 661 e que demostra
que T = I*. obtendo-se, com esta formulagaoc, o valor

exato.

Este simples processo, baseado na solugdo classica da
teoria de Bernolli-Navier dispensa em absoluto todas outras
sofisticagBes, como a introdugdo de um paramtro interno, tal como
Milleraz, e corrobora que a teoria de vigas nao introduz nunhum
erro intrinseco na formulagio excéntrica. Para um aprofundamento

“'l
maior sobre o tema veja Bignon .
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onde
-AL/T
C =1 -e D
2
At é o incremento de tempo
T & © tempo de retardacdo

- -

N = N

1S 2s

=~XN: =N 3

1 1s 2=
SR L

15_ QZS L_MZS

chiS— Q2$>

-M - Q _ L-M )

. is is 2s 1]

As forgas viscoelasticas se originam na segao de
concreto, portanto, deve-se calcular estas forgas a partir dos

esforgos correspondentes somente a esta segao.

Os esforgos, em cada barra, que entram no calculo de l(u
s3o calculados com a 5.7 modificada para considerar sé6 a segdo de

concreto e que fica

b =K U + X + X - X <7.12
~os ~c*b ~cp ~cr ~av
Onde o subindice "s" s=ignifica esforgos devido aos

deslocament.os descontando a parte viscoelastica, retragdo e

temperatura, "c¢" refere-se a seqg3do de concreto e "b" ao conjunto

barra mais acgo.

K & a parte correspondente ao concreto da matriz de
ol o
rigidez da secgido homogeinizada referida ao centro de gravidade do

con junto.

Qb s3do os deslocamentos nodais do centro de gravidade da

seqgao homogeinizada.

‘l{cp e ?"{cr s8o as forgas devido a temperatura e retrac3o.
No presente calculo ndo =30 levadas em consideragio, portanto, s3o

igual a zero.

Kuv s30 as forgas viscoelasticas do passo (tempo)

anterior correspondentes a sec;:"a"o de concreto. referidas, como todo

o resto, ao centro de gravidade da segaoc homogeinizada.
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7 - CALCULO DA CARGA VISCOELASTICA PARA BARRAS MISTAS E NOVA
LOCALIZACAO DO EIXO NEUTRO.

Esta segfo utilizara a formulagdo empregada na secao 53
que trata do calculo de cargas viscoelasticas em barras homogéneas
e também as equagBes deduzidas para o calculo da matriz de

rigidez mista da segao 6.4.

Calcula-se a carga viscoelastica em segBes mistas para
alguns tipos particulares de deslocamentos que ocorrem num
elemento de viga e expSe-se o procedimento empregado para a
mudanga da linha neutra. Os efeitos da temperatura e retragdo n3o

s3o0 levados em consideragZo.

71 - Formulas empregadas.

Considere a mesma =segSo transversal do capitulo 6

desenhada na figura 7.1.

Figura 7.1 - Secgao tipica.

Para calcular a carga viscoelastica, }_Cv na  barra
necessita-se dos esforgos que atuam somente na segio do concreto;

que & a unica que sofre deformagao lenta.

Para uma barra homogénea a carga viscoelastica em

t. = At (= 1 por exemplo) & dada pela equagic 515 a seguir
X =C X <5185
N I b |

repetida
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As forgas de engastamento perfeito devido as cargas
externas ao longo do comprimento das barras nao entram no calculo
dos esforgos na seglo de concreto ou de aco, mas somente depois,
quando se =omar a contribuigio de ambas as partes do conjunto,
porque n3do se sabe qual a quantia das forgas de engastamento

perfeito cabem para cada um dos elementos que comple a barra.

No decorrer da analise, ao longo do tempo, a rigidez da
barra vai variar devido a mudanga da localizag3o da linha neutra,
decorrentes dos efeitos viscoelasticos sobre o concreto. Isto pode
ser visto come uma diminuigde do moédulo de elasticidade do
concreto que tende a baixar a linha neutra diminuindo a capacidade

resistente da seg3o.

A modificag3o da linha neutra certamente vai depender da
carga viscoelastica ‘}"{cv = }_(v . A =seguir, estuda-se um caso
particular da mudanga da linha neutra.

7.2 - Nova localizag3o do eixo neutro para vigas com dois giros.

Parte-se do exemplo de uma viga bi-apoiada com carga g

aplicada numa metade perto do apoio, de acordo com a figura 7.2.
N “ 2
N W N <
8, 62
L L
2 2
L
) '11' A
Figura 7.2 - Viga bi-apoiada com dois giros.

Sobre oz efeitos do carregamento a viga sofre os
. . o (=]
deslocamentos indicados, & e 82. Os esforgos correspondentes ao
1

concreto gque surgem nas extremidades s3o dados pela 7.1. No tempo

t = 1, X = X = 0, entido tem-se
=L ~ N =
L= =] (=]
= K U 7.2>
oS " Th
onde
o s - . o~
X =30 os esforgos devidos aos deslocamentos na segao de concreto
oS
descontando a parte viscoelastica, retragdo e temperatura.

Eztes nltimos dois s3o consideradas nulos nesta analise.
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onde o subindice indica o n6é ou o tipo de solicitagdo e o

superindice indica o tempo em que se esta calculando.

Logo, utilizande uma parte da matriz de rigidez da barra
(referente ao concreto) fornecida pela 613, com os coeficientes

rearranjados, obtém-se pela 7.2

-k° 6° + K° ©° ] -K® w® - 8%
{ 4 S = 2 c i 2
" ]
X° = - * - . 7.3
~es K® 6% + kK° &° - K° <6° - 6% ‘
c i c 2 C 1 2
« x
! . I . ]

onde  *® indica valores n3o calculados & gue nzo influenciam no

calculo para a mudanga da linha neutra e Kz = yz Ec AC ~L.

E, A, L e y° s3doc o médulo de elasticidade, a area, o
comprimento da barra e a distancia ao centro de gravidade do

concreto.

Os esforges da 73 =6 =430 calculados com a finalidade

de obter a carga viscoelastica dada pela B.15. Ent3deo, obtém-se

-k° w® - &
- 3 .

X = C <7.42

1 i
0O vetor de cargas xc‘v sera adicionado ao vetor de cargas

5 i
total da estrutura para cbter um novo conjunto de deslocamento ["jb'

Feito isso, ao calcular a forga resultante na barra

utiliza-se a equagio abaixo

x' =xk%u - x 7.5



Na equagdo anterior, falta a contribuigdo das forgas de
engastamento perfeitoc devido as cargas externas, que entrarao

posteriormente.

Ent3o, aplicando esta eguag3o, obtém-se

2 0 -K° @® - 8% c K° @ - 6%
15 (o 1 2 2
1
k9
QI.S * #*
*x
x' = Ms{=|*|-c * = <7.6>
~s 2
N 0 K® «6° - 8°> -G K° ° - &%
2= o 1 2 C 2
1 - * ™
25
M‘ x® & ”*
25
L. = L . i3 - L. .
Uma maneira de modificar a linha neutra & anular o termo
N = ¢ K° w° - g° J, gque n3o sera afetado pelas forgas de
is 2 { o] - | 2
engastamento perfeito. A uUnica forma de anula-lo & mudar o termo
o 1 = .
}_(b l___}b na 7.5 que & igual a

1

> u 7.7>

(=] o
+ F 4
K+ KD > up

Tomando o termo do esforgo axial da 7.7 e igualando-o a

. . 1
fov(;a normal viscoelastica gi da 7.4 tem—se

-y R -y° R >6* +¢¢y° R +y°R>e':-nN 7.8
- 2 1 C L a2 a 2
o

0

K 8 eseesaa 7.9

0
n
p o
f
™
-

onde X = E A /Le K =E A L,

Reordenando a anterior & considerando que

y. = y7 -y <7.10>

pode-se escrever
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= y'r E('.'.
Y; ™ CT 11D
E(3 * Ea
onde
i
N
g I, e 742>
e - o'
2 1
e
f - + p? 713>
yc: y'r “a i
para o presente caso, em gque tem-se N o= -Cz K® e° - 9:)
- K: e® - 8%
C = 2 - g - £ <7.14>
62 - 8

A mudanga da linha neutra, baseada na 7.8, naco podera
"
matriz de rigidez da estrutura no tempo um. Portanto, para mudar a
; dsto e, e‘: & B;) em vez de Lll: na

7.14 coOmo aproximagdo, podendo, assim, montar a matriz de

ser realizada pois n3o tem-se U porgue nao foi montada, ainda, a

linha neutra, utiliza-se U

1

P : 1
rigidez e com o vetor de cargas incrementado com ?'{v’ obter Qb

Ao utilizar g; para calcular a forga na barra peia 7.1 a

forga axial N::v ndo sera totalmente anulada, pois a mudanga da

<}

linha neutra foli feita utilizando gb

Ent3o, deve-se modificar a linha neutra novamente pelas

eqs. 741 a 743 utilizando Ll;) Desta forma, ao ser calculada
novamente a nova matriz de rigidez e o novo conjunto de
deslocamentos, L_J;,, estes nao serio muito diferentes dos
encontrados anteriormente (ver diagrama de blocos da fig. 8.1,

adiante). Se o calculo ¢é executado out.ra wvez obtém-=se mais

precisdo, dentro de cado passo de tempo.

Como se vé, trata-se de um processo iterativo.
Observou-se, também, que com o segundo calculo diminui

sensivelment.e a forga axial resultante da 7.6

A  seguir est3o algumas verificacgdes efetuadas com a
formulagao apresentada anteriormente. Obs.: MLN é Mudanga da Linha

Neutra e Padr3io é a MLN para a viga biapoiada descrita



A>3

anteriormente.

a > A MLN & a igual ao padrao para o caso da viga
bi-apoiada com carregamento distribuido uniforme ao longo de todo

o comprimento do vHo.
b > A MLN ¢ independente do comprimento do vao.

c >~ A MLN é independente do valor da carga distribuida

bem como do carregamento externo.

d > Se os médulos de elasticidade mudarem na mesma

proporgao, a MLN ocorrera da mesma forma que o padr3o.

e > A MLN & igual ao padr3o para uma viga engastada

—apoiada sujeita a carregamento uniforme.

f > A MLN ¢ igual ao padriac para uma viga engastada

-livre com restrigdc na diregao longitudinal.



8 - PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA A ANALISE DE PORTICO PLANO
VISCOELASTICO COM VIGAS MISTAS.

Neste capitulo sera explicado qual o procedimento

adotado para desenvolver o programa sobre pértico.

Na sec3do 8.4 informa-se de onde foi extraido o programa

que s=erviu de base para o trabalho proposto e © equipamento

utilizado. Na secgdo 8.2 as equagles empregadas s3o retiradas dos
capitulos anteriores e resumidas. Na sec3o 83 tem-se os
diagramas de  blocos, explica-se como o programa executa os
calculos e na segSo B4 diz-se como foi organizada a entrada de
dados e, finalmente, um exemplo simples fazendo a analise

viscoelastica de uma viga biapoiada.

8.1 - Programa base.

C programa sobre pértico desta dissertagac esti baseado
num programa para estruturas elasticas de pértico plano que pode
ser encontrado na referéncia Brebbia e Ferrante'® e foi traduzido
para a linguagem Basic e implementado num microcomputador

compativel com a linha IBM-PC.

Utilizande os mesmos principios de organizacgao da
referéncia, acima o programa foi subdividido em =sub rotinas que
realizam tarefas especificas e podem  ser utilizadas diversas
vezes. Essas subrotinas sio comandadas por um programa principal
que coordena e adapta o fluxo de calculo de acordo com a analise

de=se jada.



8.2 - Formulag3o empregada.

Ap6és a entrada de dados o programa procede ao calculo e
montagem da matriz de rigidez dos elementos na matriz de

. . 10
rigidez global pelos métodos convencionais.(Ferrante e Brebbia D).

A matriz de rigidez para elementos mistos & dada na

segac 6.4 e esta repetida a seguir:

A 0 -y A —-A 0 Y A
9 L L L
12 T 6T 5 12 T 6 T
LB Lz 3 Lz
4T y A -6 T 2 T
K, =E L L L* L 8.1>
A o -y A_
L L
Simétrica 2 =% 1
a 2
L
s T
L
onde

I = momento de inércia do elemento.
A = =egdo tranasversal do elemento.
y = distancia entre o centro de gravidade do elmento e o centro de

gravidade da seqgf@o reduzida.

L = comprimento do elemento.
Se o tipo de mecanismo for o do CEB (ver item 8.1.4)
E =E s + >
czea ¢ ﬁ'i ﬁa
onde

Ec " = modulo de elasticidade aos 28 dias.

;?i ) {?a s3o0 constantes do CEB que dependem da idade de aplicag3o
carg ai

arga e s3ao dados no apendice A.
Caso o modelo reolégico for elastico ou standard E sera

o modulo de elasticidade dado na entrada de dados.
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Feito isso calcula-se K do outro elemento da barra, se
~ o

houver, e soma-se ambos, aptds, esta soma ¢ rotada para o sistema
de eixos= global da estrutura e montada na matriz de rigidez
global. .

Terminada a montagem das rigidezas de todas as barras
passa-se para o calculo das forgas de engastamento perteito que

atuam sobre a estrutura.

As forgas de engastamento perfeito devido a temperatura
s3o calculadas pelas férmulas da segao 5.4 para cada elemento das

barras e s3o dadas pelas férmulas seguintes:

N =E A o AT N =-N

EI « T, - T D
M = h‘ = M =-M 8.2

onde
N1 = Nz s30 os esforgos axiais no né 1 e 2.

M‘ s Mz s=Ac os mometos fletores no ndé 1 e 2.

a = coeficiente de dilatagio térmica a1’ para o concreto e agod
h = altura do elemento.

AT = variagao de temperatura uniforme.

Ti e 'I‘S = temperatura na parte inferior e superior do elemento.

E,A e I foram dados antes.

As forgas de engastamento perfeito devido a retragao
sdo calculadas pelas férmulas da segac 5.0 para cada elemento das

barras e =3o dadas a seguir:

M, == Ny M =-M €8.3>

onde . ¢ dado pelas férmulas do CEB dadas no apendice A, y é a
distancia entrs o centro de gravidade do elemento e o centro de

gravidade da =segao homogeinizada e as demais notacGes foram dadas

ant.eriormente,

Depois  de calcular as forgas de engastamento  perfeito
devido as cargas externas {(ver. ret. Santos D temperatura e

retracio, coloca-se estas forgas com =inal trocado no vetor de
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cargas externos global da estrutura.

Apos  isso, € feito a introduciao das condigbes de

contorno e scolugio do sistema de equagOes.

As forgas nas barras s3o calculadas de acorde com a
segdo B5:6. feito um looping sobre o niumero total de barras da

estrutura e utiliza-se a seguinte formulagio:

X . =K

+ X o S & = 2 8.4>
~wh

+
bgb an ~pb 5] o] ~vb

onde tudo esta em coordenadas locais e

!"‘<b € a matriz de rigidez da barra (soma dos dois elementos que

compde a barra.

!‘*!b S50 os deslocamentos nodais da barra.

X s3o as forgas de engastamento perfeito devido ao carregamento

ext.erno.
pr =30 as f.ep. devido a temperatura de ambos os elementos que
compde a barra.
Krb idem retracio.
?'cvb s3o as forgas viscoelasticas de ambos os elementos gue comple
a barra.
}_Cwbg'éa oz esforgos finais nas barras.
Também é feito o calcule dos esforges em cada
elemento da barra para posterior uso no calculo da carga

viscoelastica. A expressio é a mesma anterior =06 que as grandezas
se reféerem a um elemento em particular e n3o entram as f.e.p.

devido as cargas externas.

Como se vera a seguir no diagrama de blocos no comego
de cada nova analise & feito o calculo da carga viscoelastica

pela formulag3o dada na segio 5.3.

Apds & feito um looping sobre o numero total de barras e

de elementos em cada barra.

A seguir est3Io as equagles utilizadas.

“'(v('t*-&t') = X (L+ALD + _)__(f_{'t.-i-At..) 8.5

d
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n
X (L+ALD = XL .ty @ . *+ XLy 3 (B.62
~d ~di 11 R 21
i=1
onde
-~ AL Ezi/ni
g .= e
11
O .82t G D FE .7~ E .
zi 1 D 11
e
X Ct+ALD = X (LD + X L> C 8.7
e ~f ~u 1

As notagBes n3do indicadas estio nesta segdo, na segao

2.1.6 ou nas notacBes utilizadas no inico da dissertag3o.
Nestas expressdes ED assume os seguintes valores:

= Para o modelo standard E’.D =E e Xf & nulo. L6 R D)

- Para o modelo do CER E‘.D =1 7 < Bi + Ba)
Também, no diagrama de blocos a =eguir, indica-se como €
feita iterativamente a mudanga da linha neutra e esta de acordo

com a formulacdo do capitulo 7.

E feito um looping =obre o numero total de barras e

calcula-se:

c'- y_¢A_E_/1>
Ya © AE + AE e
L a a

L L

onde G' & o maior valor entre
A=nN_ sw -8 e B=nN_,w -8 €8.10>
iv 2 1 z2v 1 2
Esta ¢ a formulagdo usada no programa PORTICO.BAS.

8.3 - Diagrama de blocos.

Na £fig. 841 tem-se o diagrama de blocos para a o
programa de poértico. A entrada de dados é descrita na secgdo 84. E
feita uma primeira analise elastica e apos & feito um tLeste se ja
foi atingido o tempo maximo. Se positivo, o programa termina e, se
negative, & feito a analise viscoelastica. No caso de vigas mistas

a linha neutra deve ser corrigida para eliminar a forga normal



parasita. E um processo iterativo. 0O erro admissivel

ENTRADA DE DADOS

ANALISE PARA O TEMPO = TEMPO INICIAL

IMPRESSKO_ DOS RESULTADOS

SIM "

pode

iteragBes foi fixado em duas vezes obtendo-se bons resultados.

FIM

TEMPO=TEMPO MAXIM

NOVA ANALISE PARA O

TEMPO = TEMPO ANTERIOR + INCREMENTO

v
CALCULO DA CARGA VISCOELASTICA

Y

CORREGAO DA LINHA NEUTRA PARA O CASO
DE VIGAS CONSTITUIDAS DE PERFIS MISTOS

MONTAGEM, RESOLUCAO DO SISTEMA
E CALCULO DOS ESFORCOS

NORMAL PARASITA/" ADMISSIVEL
NO CASO DE SECOES MISTAS)

,NAO

A 99

ser

fixado ou escolher o numero de iteractes. No programa o numero de
: t=1

Figura 8.1 - Diagrama de blocos para o programa de poértico.
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8.4 - Uso do programa

8.4.1 - Entrada de dados

A seguir descreve-se os dados necessarios para usar o
praéfamé: de nome PORTICO.BAS. Ao iniciar o) programa os dados
serdo fornecidos interativamente, s3o agrupados em conjuntos que
sFo gravados num arquivo randomico em disco e podem ser corrigidos
para acertar ou modificar um exemplo. A estrutura de entrada de
dados é a mesma que o programa de trelica descrito no capitulo 3.
A seguir s6 ser3do indicadas as modificagfes feitas em
relagdo ao citado capitulo. Os dados s3o pedidos pelo programa e

devem ser fornecidos na seguinte ordem:

8411 - Saida no video, impressora ou arquive? (V/I/7A>
8.4.1.2
8.4.1.3

Nome do arquivo 7

Oz dados ja foram gravados 7 (S/N>

Estes trés itens s3c identicos aoz do capitulc 3.

A continuagio comeca os conjuntos de dados.

8.41.4 - Tipo de analise.

- Considerar retragac (SN 7

Se responder S ele pedira os dados necessAarios para
fazer a analise dos efeitos de retragio em outro conjunto de

dados apropriado caso contrario seguira adiante.
-~ Variag@o de temperatura &S/N 7
Idem anterior
- Bagao Lransversal da bavval
1 - Mista ddaje + perfil de ago>
2 - Homogénea.

Escolha o tipo de segdo 1723

Se a estrutura tiver algum elemento misto deve-ze
escolher a segao 1 e se for sé barras de um =6 material, isto &,

um =6 elemento no interior de cada barra, escolher a sew;ﬁo 2.

I

Tipo de deslocamento de apoio (5e houver),

- Subito (ou ausente)d.

P - Progressivo.
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Escolha o tipo <(P/SD:

Esta opcao toi colocada para permitir ter o
deslocamente de  apoio progressivamente ao longo do tempo de
acordo com uma lei dada por Ghali & Favre'® para argilas; em caso
positivo os demais dados necessarios para fazer esta  analise
serao solicitados adiante. Caso ndo haja deslocamento de apoio na

estrutura ou se deseje dar ele subitamente escolha o tipo S.

Obs. Apos cada entrada de um conjunto de dados aparece
a mensagem ''Dados corretos 7 (S/N) Y. Se responder S ou RETURN o
programa seguira em frente e se a resposta for N a entrada deste

conjunto de dados sera feita novamente.

8415 - Dados internos.

Dados internos:

- Namero de nos.

- Namero de barcas.

= Namero de nos de contorno. (apoios)

= Namero de nos carvegados.

= Numero de cargas concentradas na estrutura,

- Numero de cargas distribuidas na estrutura,

Apos estes dados o programa faz o dimensionamento de
todos os vetores e matrizes utilizados no programa menos a matriz

de rigidez que ainda precisza da semi largura de banda.

8.4.1.6 - Coordenadas,

8417 - Conetividades.

Idem capitulo 3.

8.4.1.8 - Geometria.

A seguir & feito um looping sobre todas as  barras da

estrutura e & perguntado o seguinte:

- Se no tipo de @ analise foi escolhido  secgbes de:
elementos mistos & perguntado guantos elementos compde a barra (1
ou 2> e no caso de barras homogéneas assume-se que o niamero de

elemento= que compfe a barra & 1.

A segulr & feito um looping sobre o numero de elementos

gue compde a barra e deve-se fornecer:
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= Avrea

= Inéarcia

- No caso de =ser analise com elementos mistos e a
presente barra ter 2 elementos é perguntado a distancia entre o
centro de gravidade do elemento e o centro de gravidade da segao
homogeinizada. Este calculo deve ser feito a parte atraves dos

métodos convencionais da geometria das massas. Ver segdo 6.3.
- Altura do elemento ou da barra.
Fim do looping sobre os= elementos e as barras.

8.41.9 - Tipo de mecanismo.

Neste conjunto de dados define-se que lei constitutiva
sera utilizada para representar as propriedades mecanicas das

barras.
Tipo de material:

1 - Modelo CEB
2 — Modelo standard

3 - Materiais elasticos
Tipe escolhido (123> 7

Para o tipo '"1" o modelo de envelhecimento do material
sera o adotado pelas férmulas do CEB e o= demais dados

necessarios sterao pedidos adiante.

Se for o tipo "2" o material seguira o modelo standard
descrito na secgdo 244, fig. 21 e o programa ainda neste
conjunto de dados pedirda o numero de mecanismos usados  para

todos o= elementos de todas as barras.

Se for o tipo "3" o= materiaix dox elementos serao
somente elasticos e n3oc sofrerido envelhecimento ou efeitos da

viscoelasticidade.

8.4.1.10 - Material que segue o modelo do CEB.

No cas=o de no item anterior ter esceolhido o tipo 1" ou
"3" sera neste conjunto de dado= que =e dara a entrada das

propriedades mecanicas.

E feito um looping sobre o numeroc total de barras da

estrutura e =obre o nmmero total de elementos da barra em
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particular.

O programa pede pelo moédulo de elasticidade aos 28 dias
que como foi convencionado deve-se entrar em Newton por
centimentros quadrados. Se necessario ver conversio de unidades

utizadas no inicio da dissertacgio.

Também para o tipo "3" ele pede o modulo de
elasticidade aos 28 dias apesar de n3o importar em que idade ele

é dado pois nio =zofreri modificagfes.
Se nao for o tipo "3" ele pedira:
Este elemento sera viscolelastico? SN

Esta pergunta foi incluida para permitir colocar

elementos elasticos junto com elementos viscoelasticos.

8.4.1.11 - Material gue segue o modelo standard.
No caso de no item 8419 ter escolhido o© tipo Ha
sera neste conjunto de dados que se dara a entrada das

propriedades mecanicas.

E feito um looping sobre o numero total de barras da
estrutura e sobre o numero total de element.o=s da barra em

particular.

0] programa pede pelo mdédulo de elasticidade que como
foei convencionado deve-se entrar em Newton por centimentros
guadrados. Se necessario ver conversac de unidades utizadas no

inicio da dissertagdo. A seguir vem:
Este elemento sera viscolelasticorT (SN

Esta pergunta foi incluida para permitine colocar
elementos elasticos junto com elementos viscoelasticos.

Se a2 resposta for "N' ele passara para o préximo
elemento ou proéxima barra e se for "S" ele fara um looping sobre
o numeroc de mecanismos que foi fixado no item 8419 que é O

mesmo para todas os elementos da estrutura e pedira:;

- Constante da mola:

- Constante do amortecedor:

Fim do looping dos mecanismos, elementos e barras.
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8.4.112 - Tempos necessAarios para a analise.

Se nao for analise elastica ocu levar em conta os

efeitos de retracgdo e temperatura o programa pedira:

Desenvolvimento do tempo:

1 - Arbitrado tempo e incremento fixo.
2 = Arbitrado passo do polinédmic interpolador até 10000
dias.

Faca a escolha (1/2) :
Se for "1" o programa pedira:

= Tempo maximo:

- Incremento de tempo:
Se for "2" o programa pedira:

= Passo do polindmio interpolador <0 a 1

Namero de passo sera (10/Passo)

No caso "2" foi adotado um polindmico gue toma para a

variacio de 1 a 10 respectivamente, os valores 3, 7, 14, 28, 60,

100,100, 200, 365, 1000 e 10000. Para o passo p = 1 estes seriao os
valores adotados. Para p = 0,5 seric tomados estes valores mais um
intermediario entre eles, para p=0.25 =30 tomados dois

intermediarios e assim por diante.
A seguir é solicitado:
- ldade ddias) do carregamento da estrutura:
Este sera o tempo 0 ou inicial dentro da analise.

- Se for levado €1 conside 1‘3.;.3-.: O eleitos da

temperatura deve-se fornecer a idade da aplicacao da temperatura.

- Se  houver deslocamento de apoio e foi feita a opgao
por deslocamento de apoio progressivo no item 8.4.1.4 entao deve
ser fornecidoo tempo em gue 956 do deslocamento de apoio total

oCoIrnre,

8.4.1.13 - Carregamento nodal.

Se houver cargas nodais é feito um looping sobre o

numers total cargas nodais da estrutura e perguntado:

= Namero do no:



- Forca horizontal:
- Forca wveritical:

- Momento fletoxr:

Obs. O =inal das forgas referem-se ao sistema de eixos

coordenados ortogonais gerais da estrutura.

8.4.1.14 - Cargas concentradas.

Se houver cargas concentradas ¢ feito um looping sobre

o numero total cargas concentradas na estrutura e perguntado:

- Namero do barra:

Valor da forga:
- Ponto de aplicagao:

- Diregdo X<A0) ou Y

Obs.: Deve-se ter em mente, gque as cargas concentradas
est.30 referidas ao sistema de eixos locais de cada barra, tendo
este sistema de eixos a origem no primeiro né da barra. O sinal da
forga (+ ou ->, o pontec de aplicagdo ddistancia ao primeiroc né) e
diregio X <(eixo longitudinal do primeiro ao segundo nG) ou Y (eixo

transversal) refere-se ao sistema local de coordenadas.

8.4.1.15 - Cargas distribuidas.

Se houver cargas distribuidas ¢ feito um looping sobre

o numero total cargas distribuidas na estrutura e perguntado:

Numero do barra:

- Valor da forga:

- Ponto inicial de aplicacao:
- Ponto final de aplicagao:
- Direcd@c X<0) ou YA

Obs. Ver observacgdo no item 84114, o qual tambem é

valido para o ponto inicial e final de aplicagio.

8.4.116 - Condicoes de contorno e deslocamento prescrito.

Convengdo adotada: 0 = prescrito ¢ 1 = livre

E feito um looping sobre o numero de nos de contorno e

perguntado:

= Namero do no.

- Dirvreglo x ==> U ou 1



- Direg2c y ==> 0 ou 1.

= Bivro ==> 0 ou 1.
- Deslocamento imposto 7 (SN

Se for N ou RETURN ele perguntara pelo préximo né  de

contorno = se for S vem:

- Deslocamento em (X} ==>

- Deslocamento em (YD) ==>

- @iro ety

Da mesma maneira gque as forgas os sinais dos
deslocamentos prescritos referem-se ao sistema de eixos

coordenados ortogonais gerais da estrutura.

8.4.1.17 - Variaveis para grafico.

- Deseja resultados para grafico 7 (S/7MN).

Se responder N ele ira para o proximo conjunto de dados

e se for S vira o seguinte:

- Nome do arquivo para gratico.

= Numero do deslocamento,

- Namero da reacg3lo.

- Ndamero da barra da gual deseja a forga.

- Se as segles das barras forem de elementos mistos o

programa pede o numero da primeira e da segunda linha neutra.

Estes dados s3o fornecidos se o usuario tem intengdo de

formar um arquivo para desenhar um grafico em um programa
aplicativo, A seguir explicamos melhor este conjunto de dados. 0O
nome do arquivo para grafico (maximo gquatro caracteres) sera

adicionadeo ac  nome do arquivo dado anteriormente (¢ ponto 22 e
formara um arquivo com extensiao "PRN' para ser utilizado num
aplicativo, por exemplo, tipo LOTUS ou SYMPHONY para gerar
grafico com os dados dos deslocamentos, reagao, forga na barra e

distancias até a linha neutra.

O nmero do deslocamento e da r~eag:§o =30 obtidos

apartir da numerag3do dos nos da estrutura considerando que cada
no tem tLrés graus  de liberdade. Sendo  que o  primeiro e
horizontal, (8] segundo vertical e o terceiro giro. A=s=sim, por

exemplo, se dese jar o deslocament.o horizontal do no 5, toma-se

146
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(Bx4>+1 = 14 gue serda o numero do deslocamento dese jado, 0 mesmo

vale para as reagdes.

Se precisar a forga na barra considere que cada barra
tem "6 esforcgos (3 em cada extremidade) e estio ordenados primeiro
o esforgoe normal, depois o cortante e por ualtimo o mometo fletor
em cada no. As=sim, por exemplo, se desejar o esforgo cortante do
primeiro no da barra 3, toma-se (6%2)+2 = 14 gue =sera o numero da

forca na barra dese jado.

Finalmente =e desejar as linhas neutras considere que
cada barra tem duas e o programa permite fornecer dois nuameros.
Assim, por exemplo, se quiser a linha neutra superior da quarta
barra e inferior da sexta barra tem 2#3>+1 = 7 e 2x5)+2 = 12

regpectivamente,

8.4.1.18 - Dados para temperatura.

E feito wum loopging sobre o numero de barras e de

elementos em cada barra e perguntado:

Tipo de aumento de temperatura:

1 - Aumento uniforme de temperatura.
2 - Gradiente de temperatura.
3 - Elemento sem efeit.o de temperatura.

Faga a escolha <1/2/3>

Se for "3" a opgao ja diz e passa para o proximo
elemento.

Se for "1" ou "2" vem

Entre com a temperatura em graus centigrados.
-Temperatura ambiente dnicical) ==

Feito isso tem-se duas opgles:

- ZTe for "1" fornecer a temperatura final ==

- Se for "“2" fornecer:

- Temperatura fianl na parte superior da viga ==

Fim do looping sobre o numero de elementos e de barras.

8.4.119 - Dados para deformagao lenta.

Este conjunto de dados ¢ pedido somente se o modelo

constitutive dos materiais for do CEB ou levar em cont.a o=
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efeitos da retrac3o.

E feito um looping sobre o numero de barras e o numero
de element.os em cada barra e se a elemento nZo for elastico segue

o seguinte:

CondigBes ambientais:

1 - Agua. 2 - Ar amido. 3 - Ar ambiente. 4 - Ar seco
- Faga a escolha (1 a 4)

Unidades em centimelros.

- Perimetro em contato com o ar:

Fim do looping sobre o namero de elementos e o numero

de barras.
Este ¢ o ultimo conjunto de dados de entrada.

8.4.1.20 - Opgdes para corregao.

A  sSeguir vem a opgdo para corregao em que se pode

voltar a um conjunto de dados em particular e corrigi-los. Deve-
se tomar cuidado nestas correges pois a  modificag@o de um
conjunto de dado sem alterar outro que lhe diga respeito pode
causar incompatibilidade. Por exemplo, alterar nos dados internos

o numero de nés de contorno para menos e ndo alterar nos nos de

cont.orno de maneira correta causara erro. Ou modificar o tipo de
mecanismo, de CEB para standard, e n3o dar as novas propriedades
do modelo =standard e no tipo de analise onde entra o nimero de

mecanismos também dara erro, e assim por diante, etc.

Ne caso de davida & aconselhavel rodar o exemplo desde

o inicio.

8.4.1.21 - Impressio dos resultados.

Opcoes para impress3o:

- Impressio das matrizes e esforgos.
= Impressdo dos esforgos.

- Impress3ao de output.

- Dados para arquivo.

Calculos da visco.

= Calculos da mudanga da linha neutra.

- Efeitos da temperatura.

W =N o U s W N
I

- Efeitos da retragao.
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- Faca a escolha ==
Comentarios sobre os tipos de impressao.

Estes tipos de impressio foram incluidos para a fase de

depuraca@o do programa e foram mantidos por serem ulLeis.

Se for "1" serdo impressos todos os dados gerais da
estrutura a medida que forem calculados, isto e, as matrizes de
rigide= de cada elemento e sua soma, isto &, a da barra. As

forgas de engastamento perfeito devide as cargas externas,
retragdo e temperatura. A matriz de rigidez global e o vetor de
cargas tambem global antes e depceis da introdugac das condicoes
de contorno e da inclusio das cargas viscoelasticas. Os
deslocamentos nodais obtidos apeos a resolugido do sistema de
equacoes, as forgas nas barras em coordenadas locais (sé6 K W, as
mesmas forgas com o desconte da carga viscoelastica, temperatura
e retragio. Os esforgos finais em cada barra em coordenadas
locais com as forgas de engastamento perfeito e terminando a
selug3o tem-se as reacoes nodais. Ainda, imprime-se os esforgos
nos elementos de cada barra em coordenadas locais sem e com o=

esforgos viscoelasticos, temperatura e retracgio.

Além disso, no comego de cada nova analise imprime-se
as forgas viscoelasticas nos elementos, as cargas nodais
viscoelasticas e a nova linha neutra modificada para cada barra

além de imprimir tudo novamente o que esta no paragrato anterior.

Se for "2" imprime-se as forgas de engastamento
perfeito devide as cargas externas, temperatura e retragdo
separadamente, os deslocamentos nodais, Ltodos o=s  e=sforgos

descritos anteriormente e as mudangas da linha neutra.

Se for "3" obtem-se os deslocamentos nodais, as forgas
axiais e as reacoes nodais.

Se for "4" obtém-se somente a impresio dos dados  que
serao armazenados no disquete com o nome do arquivo e demais
itens definidos no conjunto de dados para grafico.

Se for "5" obtém-se todos os caloulos feitos S0 na

subrotina visco e gque ndo s3o impressos nem na opgao 1%,

Idem para a "6" sobre a subrotina do calculo da mudanga



da linha neutra.
Idem para a "7" sobre a subrotina temperatura.
Idem para a "8" sobre a subrotina retrag3ao.

84122 - Tipo de saida.

Idem item 3.4.1.1.

Agqui termina a entrada de dados e a seguir

analise.

come (;;a

=1
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842 - Exemplo de entrada de dados e resolug3o.

A seguir esta um exemple simples gue foi rodado com o
programa PORTICO. A entrada de dados & fornecida pelo usuario e
foi explicada na segdo 841 e a formulagio é a descrita neste

capitulo.

e e s ae b ode 230 ok o o 3 e e o ool s o e e e e sk e e fofeofeof o ok

% Exemplo de entradada de dados de *
* uma viga mista biapoiada. *
% Programa: PORTICO.BAS *

o 29c e oo e o s o o o ol o ok o o ok afe ok e o o o o e age B e e e o e e o e gl

T1 PO D E A NALISE ATIAPOR

Nome do arquivoe = ATIA.POR

Considerar retragao = N

Variagio de temperatura = N

Segio transversal da barra = Mista (aje + perfil

Deslocamento de apoio(Se houver2=s Subito

Ob=s. ATIA.POR & o nome do arquivo onde os dados =30
gravados. "A" & o nome e "TIAPOR" & a exlens3o0 deste conjunto de

dados.

DADOS INTERNO S AINT.POR
Numero de nos = 2
Numero de barras =1
Namero de nos de contorno = 2
Numero de nos carregados = 0
N. cargas conc. na estrut.= 0

1

N. cargas dist. na estrut.=

COORDENADAS N ODATI = ACOOPOR
N Coord., X2 Coord. YD

1 0

2 8

CONETIVIDADE S. ACONPOR
Barra No inicial No final

1 1 2



GEOMETRIA D OS ELEMENT OS5, AGEO.POR

Barra Elem. Area Inercia Dist.l.neutra Altura
1 1 A2 0004 1286605 0
2 .0118 0002921 -1713396 0
Obs. Altura s0 i fornecida =e tiver variagao

temperatura que gerem momentos fletores.

LEI CONSTITUTIV A ATMEPOR

Tipo escolhido ==> Modelo Standard
Numero de mecanismos Kelvin == 1
PROPRIEDADES MECANICAS
Barra Elem. Mod.Elast. Mola Kelvin Amortecedor
1 1 2.75E+09 9.94E+08 ZE+Q9
2 2.1E+10 < == elemento elastico
TEMPOS D E A NALTSE ATPO.POR
Desenvolvimento do tempo
1 - Arbitrado tempo e incremento fixo
Tempo maximo ==> 10
Incremento de tempo ==> .3333

Idade(dias) do carreg.da estrutura ==> 0

CARGASZS DISTRIBUIDA S ACADPOR
Barra Forca Pto inicial Pto final Diregao X<0> ou Y(1>

1 -9600 0 5 1

CONDICOESTS D E CONTORN O. APRE.POR

Condicbes dos valores prescritos: O0O=sImpedido, 1=Livre.

No Dir. QO Dir. Y2 Giro Desl. QO Desl, <Y Giro
1 0 0 i 0 (4]
2 0 0 1 0 ¢]

VARIAVEIS PARA GRAFICO. AGRA.POR
Resultado p/ grafico? S/N = S

Nome do arquivo p/ grafico= A

Numero do dezlocamento = 0
Numero da forga na barra = 1
Niamero da r E.':—)QE—I( ) = 2

N. da primeira L neutra =1

N. da segunda 1. neutra = 2

Terminada a entrada de dados tem-se a resolugio
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exemplo.
22 e Ao e A IMCRRORCIOROIOROR SCHORORORORROR R FOK K
* Resultados da resolucao de uma *
5 * viga biapoida. *
* Programa: PORTICO.BAS *

e 2 e o3 o8¢ 2 e 2 o9 2 o e o a8 B e o e e o e sl o B o R B R ROR R

* & % % PRIMETIRA ANALIZSE, Tempo= 0 * ok ok ¥

Obs. Calculo das rigidezes pela eq. 8.1,

Rigidez Igec
6.6E+07 0 -8491593 ~6.6E+07 0 B491593
630015.8 1575039 0 -630015.8 1575039
5250131 8491593 ~1575039 262850066
Simétrica. 6.6E+07 0 -8491593

6300158  —1575039

5250131
Rigidez I;gea
4.956E+07 (6] 8491590 -4.956E+07 6] -B491590
287248 3218119 0 -1287248 3218119
1.0727E+07 -8491590 -3218119 5363532
Simétrica. 4 956E+07 (4 8491520
1287248 -3218119

1.0727TE+FO7

Rigidez total da barra lge + K

C mea
1.1556E+08 0 -3 -1.1556E+08 0 3
1917263 47903159 0 -1917263 4703159
1.5977EHOT 3 -4793159 TRB859Y
Simétrica. 1.1556E+08 0 =13
1917263 -4793159

1.5977TE+07

Rigidez rotada da barra 1
Como a barra esta na horizontal a rigidez e A mesma

anterior,



Aplicando agora a eq. 8.10 vem
A = 3586354, B = 3586354 e dai C = 3586354
e assim encontra-se a nova posig3oc da linha neutra, eq. 8.9:
Po=sicg3o da linha neutra.
Barra d.ln.conc. d.l.n.aco YCGT
1 A59695 -.1403051 0.3
Agora monta-se novamente as matrizes de rigidez:

Rigidez lge

6.6E+07 O -1‘.:0539E+07 -6.6E+07 0 1.0539E+07
9135195 2283799 6] -913519.5 2283799
7612663 1.0539E+07 -2283799 3806331
Simétrica. 6.6E+07 0 -1.0539E+07

2135195 -2283799

7612663
Rigide=z }Sea
4.956E+07 0O 6953519 -4.956E+07 0 6953519
1057168 2642921 0 -1057168 2642921
BBO9735 -6953519 =-20642921 44048068
Simétrica. 4. 956E+07 0 6953519

057168 -2642921

8B0YT735
Rigidez K + K
~ec ~“ea
1.1556E+08 0 -3586355 -1.1556E+08 0 35863655
1970688 4926720 ¢} -1970688 4926720
1.6422E+07 3586355 -4926720 8211199
Simétrica. 1.18556E+08 0 -3586355
1970688 —-4926720
1.64224E+07
Deve-se rotar = K + K mas cCOmo A barra e
~ac ~eaa

horizontal ela & identica a anterior.

Rigidez global zem as cond. de contorno
E feita montagem como antes.
Carga inicial mais carga visc.

17957 37 —24000 -22775.64 —-17957.37 -24000 22775.64

Rigidez global com contorno fica da mesma forma como antes



Vetor de carga com as cond. de contorno

0 0 -22775.64 0 0 22775.64

Deslocamentos nodais, tempo= 3333

No -~ Desloc. (XD Desloc. (YD Giro
1 0 0 —2.7737T29E-03
2 0 0 2.77T3T29E-03
Gom estes novos deslocamentos aplica-se as eq. 8By @

810 novamente & tem-se o= novos valores
A = 3237044, B = 3237044 e dai C = 3237044

e assim encontra-se pela segunda vez dentro deste passo de tempo

a nova posigio da linha neutra:

Posigao da linha neutra.
Barra d.l.n.conc. d.l.n.aco YCT

1 1566723 —-.1433278 0.3

Monta-se novamente as matrizes de rigidez e resolve-se ©
sistema com o mesmo velor de cargas externos (carga inicial mais
carga viscoelasticad do comego da analise obtendo os

deslocament.os finais deste tempo.

Deslocamentos nodais, tempo= 0.3333

No Desloc. O Desloc. (Y diro
1 0 0 —2.7T87734E-03
2 0 (8] 2.T787734F-03

Esforcgos devido aos deslocamentos (l{l “l D,
Il S =]

Barra No Normal Cortante Momento
1 1 18048.04 0 =22775.64
2 -18048.04 0 22775.04
Exforgos elasticos (com visco. ?'(wl,:' eq. 8.4,
Barra No Normal Cortante Moment.o
1 1 20.67188 0 =20000
2 -90.67188 [ 20000
A forga Niw = 90.6 e a ftorca parasita gue restou das
duas iteracbes feitas. Se fizessemos maiz uma iteragao ela seria
menor ainda. Observa-se, além  disso, que =e houvessem  forgas

devido a retracio e temperatura elas deveriam ser descontadas aqui

L.ambem,

o



Esforgos finais (com fepd = X (eq. B4

~“whb
Barra No Normal Cortante Momento
1 1 1.502141E-02 24000 1.953125E-03
2 -1.502141E-02 24000 -1.953125E-03

A seguir coloca-se a contribuic3o dos esforgos nos nos e

tem-se:
Reacoes nodais
No Horizontal Vertical Momento
1 1.502141E-02 24000 1.953125E-03
2 -1.502141E-02 24000 ~1.953125E-03

A seguir, comega a analise viscoelastica.

Esforgos elasticos nos elementos (X o’ % 5.17 lembrando
e

que em =0, }'{V=Q

Barra Elem No Normal Cortante Moment.o
1 1 1 42518.57 0 -6572.031
2 -42518.57 0 6572.031
2 : | -42518.55 0 -13427 .97
2 42518.55 0 13427.97
* X % N O VA ANALTISE, TEMPO = 0.3333 * & %

A seguir usa-se a eq. 85 e tem se:

Forcas viscoelasticas nos elementos va).h"q. 8.5 com

X. =0e n=1

I..I"
Barra Elem No Normal Cortante Momento
1 1 1 N = 17957.37 0 =2775.643
2 N = -17957.37 0 2775.643
Z 1 0 0 0
¥4 0 0 0
Observe que as forgas viscoelasticos do elemento 2 s30
nulos porque ele & elastico. Colocando a contribuigdo em cada nd
vem as

Cargas nodais viscoelasticas.
No Horizontal Vertical Momento
i 17957 .37 0 =2775.643

2 =ITOS 3T 0 2775.043
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Forca de engastamento perfeito em coordenadas globais

devido a carga distribuida, X

nb’
Barra No Normal Cortante Momento
T = 3 0 24000 20000
2 4] 24000 -20000

Rigidez global (em forma de banda).

1.1556E+08 (0] -3 -1.1556E+08 0 3
1917263 47923159 8] —-1917263 4793159
1.5977EFQT 3 -4793159 7988597 (8] 8]
1.1556E+083 0 -3 V]

1917263 4793189 8] 0

1.5977E+07 8] 0 ]

Vetor de cargas externas.

0 -24000 -20000 0 -24000 20000

Este wvetor € armazenado pois & o vetor de cargas

iniciais da estrutura.

Rigidez global com contorno.
1 0o 0 0 g 0
1 0 0 0 0 0
1.5977E+07 0 O 7988597 0O O

15977E+OT ©O O 0 0O 0

Vetor de carga com as cond. de contorno

0 0 -20000 O 0 20000
Apos & solugao do sistema tem-se:

X O
Dezlocamentos nodais, U b

No Desloc. (XD Desloc, (Y2 Giro
Q0 0 =-2.503568BE-03
2 0 0 2.503568E-032

Aplicando a eq. 8.4 vem:

Esforgos devido a U, ¢k U’ > = X_ Ceq. 547

Barra No Normal Cortante Momenbo
1 1 1.502141E-02 (8] - 20000
Z -1.502141E-02 0 20000
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Esforgos finais (com f.e.p.d.

Barra No Normal Cortante Momento
1 1 20.67188 24000 0
2 -90.67188 24000 0

Reacoes nodais

No Horizontal Vertical Momento
V0.67188 24000 O
2 -90.67188 24000 0
Ezforcos sem visco no elemento (=0 I-_ge gb)
Barra Elem No Normal Cortante Momento
1 1 1 57652.41 0 -10259.14
2 -57652.41 (0] 10259.14
2 1 -39604.38 0 -12516.51
2 39604.38 0 12516.51
Esforgos elasticos no elemento (com visco, '}'(s:e)'
Barra Elem No Normal Cortante Moment.o
1 1 1 39695.05 0 -7483.496
2 -39695.05 0 7483.496
2 | -39604.38 (8] -12516.51
2z 39604.38 0 12516.51

Da mesma forma que antes, se houvessem forgas devido a

temperatura e retragao elas deveriam ser incluidas aqui.
x & % k X N O VA ANALIZSE, TEMPO= 0.6666 % % % *x %

Forcas viscoelasticas nos elementos

Barra Elem No Normal Cortante Momento
1 1 1 31980.92 0] -5512.514
Z -31980.92 0 5512.514
2 1 0 8] (8]
2 8] 0 0

Cargas nodais viscoelasticas

No Horizontal Vertical Momento
31980.92 Q0 -5512.514
2 -31980.92 0 5512.514

Agora faz-se a mudanga da linha neutra e assim  por

diant.e.
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9 - EXEMPLOS NUMERICOS DE PORTICO.

A  =eguir s3o mostradas onze exemplos selecionados
mostrando comportamentos variados. Az  unidades das  grandezas
envolvidas estio dadas nas "Conversoes de unidades". Nos exemplos
onde procurou-se mostrar algum fendmeno apenas qualitativamente,

as unidades devem ser compativeis entre si.

9.1 - Viga de dois vaos, homogénea, viscoelastica, sujeita a carga

constante.

A viga da fig. 9.1 tem as propriedades e o carrregamento

indicados.

L 1 d 3 1 100 Kprem PROPRIEDADES MECANICAS

ST A P DO MODELO STANDARD:

T L. ' 500 £ E £25.10 Kprem?
E E;=25.10 Kp/em®

SEGAO TRANSVERSAL: 2
j'] n = 2,5.10 Kp/cm /dia

100 cm £ [
[ At=30 diaes

50cm

Fig., 2.1 = Viga de dois vaos do exemplo 1 a 4.

GIRO DO 5 - - { ir'rH_g:._g——a-m-—ﬂ—b—‘r
PRIMEIRO + il +

NO'. 1000 N

CONTROLE 0OS DESLOCAMENTOCS 1
DA VIGA HOMOGENEA DE DOIS - +
VAQOS COM CARGA DISTRIBUIDA

o PROGRAMA
. + LEI VISCOELASTICA

TEMPO (DIAS]
2-4 T i’ ! I !"_ } =
0 200 400 600

Fig, 9.2 - Experiéncia de creep para a viga da fig. 2.1,



Ao

Na [fig. 92 vé-se o comportamento do giro no né 1 ao
longo do tempo obtido com o programa computacional PORTICO.BAS,
Jjuntamente com os dados obtidos da solugido analitica baseada na
aplicagd@o da equagdo diferencial do modelo standard (D(L,TO)ESD,
ver eq. 2116 e 2117)>. Pode-se ver a  perfeita concordancia

entre o= doeois resultados.

92 - Viga de dois vaos com recalgue de apoio.

Utilizou-se a mesma viga da fig. 9.1, submetendo-a a um
deslocamento imposto igua' a 5 cm no ndé central para baixo na

auséncia de cargas externas.

Na fig. 9.3 pode-=e ver a reacgiao vertival no né 1 em
fungd@o do tempo obtido com o programa PORTICOBAS e que esta
comparada com a solug3c analitica obtida com a resolugio da

equacdo diferencial do modelo standard. (E(L.’:D)FO/E)

REACAD 130 <+ " ' . ' =
VERTICAL DO
PRIMEIRO NO DESLOCAMENTO IMPOSTO T
( / 1000) NA VIGA DE DOIS VADS_ 1
(TESTE DE RELAXACAO)
100 - =}
| = PROGRAMA o4
+ LEl VISCOELASTICA
o - -}
A A lsem B
T TEMPO 7| (DIAS)
R —g—o—o—g—o—g
80 | ! + i i
(o] 200 400 600
Fig. 0.3 - Experiéncia de relaxacgio da viga da tig.9.1.
93 - Viga de deis v3aos com recalque progressivo.
A viga da fig. 9.1 é sujeita a o um deslocament.o de
apoio para baixo no né 2. Foi encontrado a variagao da forga F
{reacio no apoio centrald. F fol expres=so em funcio de F y O
=
valor da reagao intantanea quando o de=slocamento &  introduzido

subit.amente considerando o material elastico. Este exemplo foi

progosto por Ghali & Favre'®.
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Congidere dois casos:

a?> & & introduzido subitamente em t = 14 dias e mantido
L& ]

constante até t’z = 10.000 dias.

b> O recalque ¢ introduzido gradualmente de zero em LD
= 14 dias até um valor ¢ em Ll = 24, 104 & 379 dias - mantido

constante ao longo do tempo ateé L? = 10.000 dias.

As propriedades mecAnicas do material foram tomadas do
CEB com uma condigdo ambiental como ar ambiente ¢ CA = 3D e
esspessura efetiva ho = 40 cm e que corresponde a um perimetro de
375 cm. Portant.o, nao valem as propriedades do modelo stanadard

da fig 9.1, apenas o mdédulo de elasticidade.

No caso, ‘t,1 & o valor em que 5% do recalque ocorre.
Assume-se gue a variagido do recalque com o tempo segue a seguinte

lei:

L A - -
gt v> = 91>

onde &KLY e rﬁ( sAa0 o recalgue no tempo L e o recalque ultimo no
I

tempo infinito; Lo é tempo em que o recalque comega; LD'Q_:' é o
tempo em que 953% do ultimo recalque ocorre. A eq. 9.1 foi
elaborada por Ghali & F'avrew e aproxima-se da curva de
consolidadagdo para argilas dada por Terzaghi & Peck na forma de

um tabela.

O= resultados da analise, usande o programa PORTICO.BAS,
sao moztrados na fig., 94 em que o periodo {1.0’5)5— t.u > (tempo
durante o gual 95% do recalgque ocorrs) & igual a 0.10,90.365 ou 5
anos. O grafico mostra a variagdo de F com o tempo; os valores de

F s3o0 exprezzos em termos de F_ gque ¢ a reacao instantanea em B se
s

o recalque total ocorre =subitamente em G = 14 dias. A curva
“o»
superior representa o caso em gue (t.o -t 2> =5 anos, c<com o
25 =
creep lguinorado. A curva da fig. 94 mostra claramente e efeito

pronunciade do creep nas forgas induzidas pelo recalque do apoio B.

Quando o recalque & subito. a curva para F versus tempo
tem a mesma forma da fungao de relaxacio. que representa A

variagio da tensiao com o tempo devido a deformacio imposta  na



idade LD ¢ mantida constante no envelhecaimento (CEB‘Z). A gueda
sabita, AC, da forga na idade Lo dig. 94 > & causada pelo creep
que €& desenvolvido nos primeiros poucos dias mas é considerado

comd’ e ocorrese no tempo t.o( quase instantaneo).

Reagdo | TA] T T
Reagdo Subita 4
' recalque foi sibito 5 agnos sem
4€ alivio do creep
06 -
1 Periodo de
0,4 recalque
em dias
5y
0,2 - . ...10
o)
(6] LOG(Tempo)
T T I 1 T T T 1 T 1 — = T T
T S Y 1,8 2,2 2,6 3 3.4 3.8
14 dias
Fig. 9.4 - Tempo versus reagdo para recalgue de apoio
ocorrido em um periodo de: 0,10,90,365 dias
ou 5 anos (Exemplo 9.3
94 - Viga de dois vaos com propriedades diferentes em cada vao

submetida a carga constante somente num deles.

Este exemplo foi selecionado para mosbrar a
redistribuicao de esforgos que ocorre na mesma viga da fig. 01
com as seguintes modificactes,

- A carga ¢ aplicada somente sobre o vao da direita com
o mes=mo valor da fig. 9.1,

- A=z propriedades mecanicas da barra da esguerda foi

i = o 5.4
alterada passando a ser elastica, com E = 2,510 kp-som e a barra
da direita continua a ser viscoelastica, com as  propriedades

mecanicas indicadas na fig. 9.1,

Na fig. 95 est3o oz resultados obtidos com o programa
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PORTICO.BAS. No mesmo grafico est3do representados as reagtes e
giros nos tres ndés da viga ao longo do tempo. As reagfes e giros
foram divididos pelos seus valores no tempo 0, isto &, seus

valores elasticos, tornando-se assim, valores relativos.
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) o S GIRO RELATIVO

NO NO 3

lv4 4 GIRO REL. NO NO I E2 7

E REAGAO REL.NO NOI

REAGAQ REL.NO NO 2

LO | = z
REAGAD REL.NO NO 3
TEMPO
1 I T T T i L] ) ] G | T T T LI L) T T T
€] 2c 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Figura 925 - Controle das reagfes e giro versus tempo da

viga do exemplo 9.4.

A curva A" é& o giro relativo do né 2 e a curva "B" o
giro relativo dos nés 1 e 2. Observa-se que o nd 9 por estar mais
carregado sofre um giro relativo maior.

A curva "B também representa a reacio relativa do no 1
e a3 curvas "G" e "D" as reages relativas nos noes 2 e 3.

Observa-se  que como a barra esquerda ¢ «lastica ela absorve uma

parte da reagd3oco que a outra barra, por Ser viscoelastica,
perde. Entiao a reagao do né 1 deve aumentar, o que confere {(ver

curva "B". A reacgio no nd 3 deve diminuir (ver curva D).
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95 - Viga biengastada submetida a variagao de temperatura.

A viga biengastada da fig. 2.6 & homogénea e
constituida por um material que segue as propriedades do modelo

starndard indicado.

Ela foi submetida a wuma variagioc de temperatura

iguais na parte superior e inferior de 30 C,

Se a temperatura for aplicada =ubitamente o© esforgo

normal na viga ¢ dado por (ver secao 5.4).
N=E A o« AT
-] -5 o "
N = 2,510 5000 1.10 = 30 = 375000 Kp
Isto representa uma tens=io de compressio de
o =N/ A = 375000 ~/ 5000 = 75 Kp/cm’

bastante elevada para uma variacgdo no concreto e inadmissivel se

fosse o caso inverso de tracg3o.

A 4
100 1 7 E
f‘ 4
S00
S0 - 2
a4 1 EI f fh
E=2,5.10° Kp/cm®
5
E=2,5.10 Kp/ cm?
T=n,/E,,Variavel=40 e 10 dios
Fig. 9.6 Viga biengastada dos exemplos 9.5 e 9.7,
No caso de aplicar a temperatura progressivamente de 0 oa
10 dias, tem-se a curva A da fig. 9.7, Gnde o material foi

considerade elastico durante toda a analise A forga axial cresce

linearmente até 10 dias e apds, permanece constante.

Nas curvas B e € o material foi considerado
viscoelastico com um tempo de retardagio T = 0, s E11 = 40 e 10
respectivamente. Observa-s= em ambas az curvas o efeito da
relaxacgio scbre o esforgo axial tendendo ambas para am mesmo valor

num tempo infinito.

A  curva B, como tem T maior, solre menos rapidamente o

efeito da relaxacio que a curva A.



Forga axial
-4 (mil)

Viga eldstica

Viga viscoeldstica, T=40

200

ldem,T= 10

100

Tempo
0 T 1 =T T 1 T T
0 10 20 30 40
AForga temperatura
Forga temp. total
I+ iy
Tempo
"0 T 1 1 | P T HO
Figura 9.7 - Forga axial versus tempo  para viga

biengastada submetida a variacao de temperatura.

2.6 - Portico homogéneo submetido a variagao de Lemperatura.

O portice da fig. 98 foi submetido a uma variagao

uniforme de temperatura em todas as barras.

L 26m ‘, 33m o 26 m i
+ Eid '[ 1
| 2 3 q 5
[ — — 7 — e |
B | | | B
|
| ]
161,01 cm e l?
A=13200 cm? h 240 cm
| = 532400 cm? CA=3

£= 300000 N/em’

Fig. 2.8 . Portico dos exemplos 9.6 « 9.8,
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A area e o© momento de inércia das barras est3o
indicadas na figura e sS30 as mesmas para todas as barras. A

condigdo ambiental é normal (CA = 3 > A estrutura fol carregada

em 1,0 = 28 dias e a temperatura foi aplicada integralmente tambem
em LD = 28 dias.

Na fig. 9.9 esta representado o momento no no nd 7 ao
longo do tempo. Pode-se ver o efeito da relaxagdo nas curvas "B" e
"G, A curva "A" corresponde a estrutura elastica e a "B" e b &

correspondem a estrutura viscoelastica com as propriedades do CEB

dadas anteriormente.

Momen to T T T T T 1 T T 1 =T T T

A
nondé7 150 — Barras eldsticas

(mil) -

120 -

» . -
Barras viscoelasticas

80 - -
- Idem, incremento |
de tempo maior
60 -
30 1 T T 1 T 1 T T T T T ¥ T
1,4 1,8 2l 2,6 3 3,4 3,8
LOG(Tempo)
Figura 99 - Relaxacio no portico submetido a \-':-.ur'i.zr,:-'jn

de temperatura.

2.7 — Viga biengastada submetida a retLragiao.

Novamente foil utilizada a viga biengastada da fig. 9.6,

s=ubmetendo-a acs efeitos da retracao,

A lei de variacao da retracao ¢ o mesma dada pelo  CEB

Capendice A)>. Foi considerada uma condigGo ambiental normal, isto

&, ar ambiente, & uma esspessura efetiva de 40 com, correspondendo
para a viga da figura um perimetro de 375 om.
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Daiz casos foram considerados e estio mostrados na fig.
210 . Foi feito o controle da forga axial ao longo de tempo. Na
curva A o material foi considerado elastico =3 na curva B

viscoelastico com um tempe de retardag3o T = 100.

Pode-se observar o efeito viscoeclastico na diminuigao

da forga axial da curva "B" para a "A".

O incremento de tempo foi de 20 dias. Para a curva "B"
a forga de engastamento perfeito Nr no tempo t. = 20 dias foi de
17735 Kp, sendo a carga viscoelastica Nv = 0. Em t = 40 dias ,
Nr- = 31448 Kp e Nv = 3214 Kp resultando o esforgo final N =

28234 Kp com os sinais dependendo do né analisado.

180 7 Forga axial
(mil) £
140 - A |
] sem efeitos i
120 A viscoeldsticos
!QO i -
80 - :
7] 5 com efeitos -
60 - visco_gldsticos N
40 4 i
20 4 ]
o Tempo |
o o —1 ey o e T
0 200 ‘ 400
Fig. 930 POP{;J axial VEeIrsueE: Lempo |S18 §FT Y viga

biengastada submetida a retragio.

9.8 - Portico homogéneo submetido a retracao.

O  portico da  fig. 9.8 ftoi submetido ao efeito da

retracdo dado pela lei fornecida pelo CEB, ver apendice A.

Foi considerado dois tipos de  materiais para a
est.rutura, um elastico 2 outro viscoelasbLico (que segue = lei
viscoelastica dado pelo CEB, conforme a formulacido apresentada na

segao 2.1.6. Escolheu-se a condigio ambiental normal (CA = 3> e h
[=}
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40 cm para

0,6 ~

spe—— T T  f—— T T L T T T _‘|
Deslocamento
vertical no no
central Estrutura

0.4 -

todas as barras.

viscoeldsiica

Estrutura
eldstica

0,2 S
0 LOG(Tempo)
* = T T T 1 1 T T T | SR L]
1,4 [,8 2.2 2,6 3 3,4 3,8
Fig 911 - Curva deslocamento voersus tempo do
sobre efeito da retLragio.
T T T T T T T T T T T T
150 4 2 HL i 2 .
- 6 -
R N Momento o 7
120 < 4 Eldstica -
no nd 6
4 4
20 -
60 - Viscoeldstica -
S07= &
0 LOG(tempo) |
= B S | T I L T T T T T T
Ly et 1,8 2,2 2,6 3 3,4 3,8
Fig. 912 - Curva momento versus tempo do portic

RS- S

efeito da retragio.

portico

D

sobre

4,8



Na fig. 9141 vé-=se o comportamentc ao longo do tempo do
deslocamento vertical no nd central Pode-se notar gque o efeito

vicoelastico tendo a aumentar o deslocamento.

= Na fig. 912 esta representada as curvas de reagilo
correspondente ao momento letor no no 6 ao longo do Lempo para
os dois tipos de materiais. Pode-se ver o efeito da relaxagdo na

estrutura que e viscoelastica comparada com a elastica.

9.9 - Efeitos viscoelasticos numa viga bi-apoiada mista submetida

a carga constante.

Dada a viga da fig. 213 com as  propriedades e
carregamento indicado. Este exemplo foi proposto por Calzon ( 2
Primeiramente =s3o calculadas as distancias Jdo centro de gravidade

das segdc reduzida eplos métodos usuais da geometria das massa

(Calzon J. O= valores obtidos também estio indicados na figura.
v 3 v ¥ 9600 Kp/m
PROPRIEDADES MECANICAS
A E o 10 2
¥ il ¥ g, B *21.107 Kp/m
A
7 € E :2.75.10° o
| | fo,l28 ‘ 2
C)‘ S E
(ofc] o 1 = 8
r - 0,171 n E| 9,94.10
d
2 2 n = 2.'.09Kp{ma/diu
Ac® 0,12 m Ag= 0,0118 m
= 4
I = 0,0004 m 1, 0,002921 m®

Fig. 213 = Viga biapoiada mista do exemplo 9.9,

Calzon determinou o coeficiente  de equivaléncia n=E ZE
=] (4
para um tempo infinito e consequentement nov.oes  propriedades e

tenstes para o carregamento dado.

Para utilizar o programa PORTICOBAS @& necessario
calcular as constantes do modele Kelvin a fim de ter o mesmo n no
tempo intinito. Foi dado no exemplo de CGalzon que “0.: = 28,75 e
dai tem-se

: 3 &
n =E B logo E = ¥V.3.10° Kpscm
w L3

= (s 1

Da equagio 2118 da viscoelazticidade sabe-se que



E = EE ~ CE + E > logo
o1 c 1

I8 &

E == D,')46.109 l-ip/-::mz
1

Z o
Para = anAlise foi utilizado o wvalor de p» = 210
Kp/&ﬁtz/dia.
Com estes dados entra-se no programa PORTICO.BAS,
obtendo-se a curva da fig. 9.14 O= dados= foram obtidosz com 2

modificages da linha neutra em cada tempo de analise.

também estsd indicada a distancia entre os

centros

Na figura

de gravidade do

concreto e da segdo reduzida para o tempo infinito obtido  por
Galzon™
DISTANCIA ENTRE 0 023 ————t—r gt
3 e D DT
CENTRO DE GRAV. - i
DA PLACA E DA i ]
- j VALOR OBTIDO POR CALZON(MR)!
seGAo REDUZIDA 0.2 7 :
4 N 1
| VALORES OBTIDOS COM O 1
| PROGRAMA PROPOSTO 1
4 4
0.8 1
x ¢
-
0,12 SN RUTRS R R D ENFD
0 2 4 6 8 10
INCREMENTO DE TEMPO= /3
Fig. 9.14 - Experiéncia de creep da viga mista
9210 - Efeitos viscoelasticos num péortico misto submetido a carga
constante,
0 portico da fig. 215 e misto. A secao  transversal da
viga B et indicada N fig. 15, com as seguintes

propriedades: A =

[ B+
1,510° em®, E =
o

13200 c.:mz_. A = 390 cme. I
& C

3.10° N/cm’, E_= 210 N/cm”,

onde o

532400 cm4, I =
a

subindice o

& para o concreto e o subindice "a" & para o ago.

A =ecao de concreto foi considerada esposta a condigGes
ambientais normais (CEBY, com um perimetro em contato com o ar de
990 cm, resultanto num h = 40 am

©
As colunas BE e CF =50 compostas de dois perfis de aco

; 2
com A = 300 cm ., 1 i 1,2,106 cm; e E =
= | 2 F=

i 2
310 NAam
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Para a entrada de dados do programa PORTICO.BAS é
necessario  calcular, para a viga BG, onde localiza-se a linha

neutra e as distincias dos elementos que compde a barra até ela.

- Carga q=40 KN/m aplicada no tempot,
gL T T T T T T T

-
3¢ T 102m

| % ,
{a) ! _ 0 m
e F i
E__ 33 m |_
T o

Eixo da segdo trasformada
no tempo f,

1,875 1,875
1,875 sl\ / 18 /(lc 1,E75
|
(b)) 11,61l m g (MN-m)
_.L. E 3,569 F
0,933 | 0,933
" & m P
! ! 0,22
(c) Placa -7 \ il T
de concreto TO m
Yo
0,em '\
—

Centro do perfil de aco
Fig. 9.15 - Pé6rtico misto sujeito a efeitos viscoelastios.

Ent3eo tem-se (ver fig. 2.15.c)

390 z_____.w 60 + 13200 131
<3
8. :
yu = i ey = 161,14 cm
2 10° .
390 _d_.i + 13200
3.10°
e day tira—-se
y . = 19,9 cm Y " = =161,1 em

As coordenadas da estrutura devem ser dadas com relagdo
a y_. Foi aplicada uma carga de 400 Noscm de baixo para cima na
viga BC e mantida constante ao longo do tempo. As colunas, por
serem de aco foram consideradas elasticas ¢ nao geram, por isso,
cargas viscoelasticas.

0= resultados para a analise elastica e=tiho dadas na
fig. 9.15.bL e diferem aproximadamente em 0¥ dos resultados obtidos

por Ghali e Favre.
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Na fig. Q.16 tém-se o= resultados da analise
viscoelastica. Todos os valores apresentados foram tornados
relativos, dividindo-os pelo seu respectivo valor obtido na
analise -elastica para permitir representar diferentes resultados

num mesmo grafico. O tempo foi tomado em escala logaritmica.

2.2 I 1 T T T T T T T T T T
.| Valores relativos -
2 4
A -
1,8 =~
- 4
1,6 4 i
1,4 - a
1,2 4
N B
| = e C
| T T T T T T T T T T T
1,4 1,8 2,2 2.6 3 3,4 3.8

Log(tempo)

Fig. 916 - Resultados do portico misto viscoelastico.

A curva A é a distancia a linha neutra da placa de
concreto ate o centro de gravidade da =eg3o homogeinizada. Ela
tende a aumentar. Pode ser vistoe com uma diminuigio do mdédulo de

elasticidade Jdo concreto ao longo do tempo.

A curva B & o momento relativo no no F e a curva G & o

deslocamento vertical no nd central.

911 - Efeitos viscoelasticos num pilar armado simeéetricamente,

0O pilar da fig. 9247 & armado simetricamente e o

concreto t.em as  propriedades do modelo =tandard e aco

M

considerado elastico.

. 2
A area do concreto & A(__ = 100 cm . As constantes do

modele reologico sio E = 200000 I{p/tzmz. E = 100000 Kp/‘a:m"' e 7 =
1
110" Kpsemsdia, O médulo de  elasticidade do aga & E = 1.10°

2 e ;
Kpsem™. F = 1000 Kp e o incremento de tempo & At = 10 dias.
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No tempo t = 0 o deslocamento vertical em A & de

-3 ) :
10 “am - (&) posterionr desenvolviemtno com O tempo

deslocamento para o modelo reologico adotado esta  indicado

figura 947.

T T i T .0 T ] [ T L " T
- Deslocamento
-1 vertical N
- i
6 E J
- -
9 & |:;| n 4
5 A ~
0 .
4 -
1 Tempo -
3'4 T | I 3 1 T T T T y T T T T
0 40 €0 120 160 200 240 280
Fig. 9.17- Curva deslocamento versus tempo do pilarp,
T ] T T L ] T 1 T T e —t T T T
Carg verticol J
700 A
6800 A =
N Forga no ago
500 - 4
7 For¢a no concreto ]
400 - -
. k
300 4 =
Tempo
= T T T t T T T T e T T T
(8] 40 80 120 160 200 240 280

Fig. 918 - Curva forga versus tempo do pillar.

Na fig. 918 est3o indicadas as forgas no concreto

.57
deste

na

no



FEERNSN =3

114

ago ao longo do tempo. Em t = 0 o concreto absorve uma forga de

714 Kp enquanto o ago, naturalmente, fica com o que falta para

1000 Kp.

tendem a
rodar O

reologico

Devido aos efeitos da relaxagiac as forga no  concreto
diminuir e as no ago tendem a aumentar. Poderia-se
mesmo exemplo no programa PORTICO.BAS adotando o modelo

dado pelo CEB.
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10 - CONCLUSOES E INDICACOES PARA TRABALHOS= IESTER’I()RES.

A primeira parte da dissertagao analisa o problema das
deformagGess finitas em treligas viscoelasticas, E um assunto de
intere=sse especialmente académico, no seral existem poucas
referéncias e, além disso, ainda est3o retferidas a modelos muito
simplificados. A formulacdo e o programa desenvolvidos foram
verificados com as solugbes existentes e permitem a solugio de
treligas planas de qualquer tipo de material e geometria. podendo
descrever toda a histoéria de deformacido da estrutura. A formulagao
basica pode, em principio, =er estendida, sem dificuldades, a

outros tipos de estruturas, como pérticos, cascas, eto,

A segunda parte da dissertacio analisa poérticos planos
(eventualmente com vigas mistas) e ¢ de bastante aplicagao
pratica. Permite analisar a maioria dos problemas relacionados com
deformacao lenta em estruturas de concret.o =sob carga de =servigo:
daformagies, redistribuigio de tensSes, efeitos de temperatura, de
retracgao e de deslocamento de apoio. Pode trabalhar com gualquer
representagao  da deformag3o lenta, e em particular, com a
formulagao do CEB, gue esta inserida no programa. A extensao desta
Tormulagao a porticos espaciais n3o deve apresentar dificuldades
maiores. Mals inLeressante, e tambem mais complexa, & a analise do
deslizamento na interface concreto-ago e do comportamento nao

linear dos materiais.



146

11 -~ BIBLIOGRAFIA.

1 - AMERICAN CONCRETE INSTITUTE. Committee 209, Prediction of
creep, shrinkage, and temperature effects  in concrete
structures. In: ADRIAN PAUW SYMPOSIUM ON  DESIGNING FOR
CREEP AND SHRINKAGE IN CONCRETE STRUCTURES, Houston, Nov.
1978, Papers... Detroit, ACI, 1982, p.193-300. CACI.
Special Publication, 76D

2 - BALMER, H. A. Another aspect o= the error in excentric beam

formulation. International Journal for Numerical Methods in

Engineering, Sussex, 1211>:1761-71, 1978,

3 = BATHE, K.-J. Finite element procedures in engineering

analysis. Englewood Clifs, N.]J..Prentice Hall,1985, 735 p

4 - BATHE, K-.J. & DVORKIN, EN. On the automatic solution of

nonlinear finite element equations. Computers and

Structures, Oxford, 17:871-9,1983.

5 — BAZANT, &P Mathematical models for creep and shrinkage
ol concrete. In: INTERNATIONAL SYMPOSIUM ON  FUNDAMENTAL
RESEARCH ON CREEF AND SHRINKAGE OF CONCRETE, Lausane, Sept.
1980.Papers Chichester , John Wiley, 1982,

6 - BERGAN, P, et alli, Solution techniques lor non- linear finite
element problems, International Journal tor Numerical
Methods in Engineering, Sussex. 12:1677-96, 1978.

7 = BIGNON, P.G. Interpolagao exata e aproximada na teoria de
vigas excéntricas. Trabalho a ser publicado nos anais da
25~ Jornadas Sulamericanas de Ingenieria Estructural,
Madrid, 1988.

8 - BRANSON. D.E. Deformation ot concrete =sbLructures, New York,

McGraw Hill, 1977. 546 p. 1, 1977. 546 p.

9 - BREBBIA. (C.A. & FERRANTE,A.]. The finite element Lechnique.

)
. §



it ]

10-

P & o

12~

16-

iB8-

193

20-

22=

A+

Porto Alegre. Ed. da UFRGS, 1975.410p.

‘omput.acional methods for the solution of

engineering problems, London, Pentech Fress, 1978, 354 p.

CALZON, J.M. & HERRERA, J.0. Construccion mixta,

hormigon-acero. Madrid, Rueda, 197%. 910 p.

COMITE EURO-INTERNATIONAL DU BETON. Structural effects of

time-dependent behavior on concrete. Paris, 1984,

(Bulletin d’information No. 142/14ZBis >

CREUS, G.]. Analisis no lineal de estructuras: elementos

basicos y aplicaciones. Porto Alegre, CPGEC da UFRGS, 1985,
106 P. (Caderno de Engenharia, 72

Viscoelasticity: Basic theory and applications to

Concret. Structures. Heidelberg,Springer-Verlag, 1986, 169 p.

CRISFIELD, M.A. A fast incremental/iterative =olution
procedure that. handles snap-through CompubLeres and

Structures, Oxford, 13:55-62, 1981.

CROLL, JGA. & WALKER, A.C. Elements of structural stability,
London., Macmillan, 1972, 223 p.

EUROPEAN CONVENTION FOR CONSTRUCTIONAL STEELWORK. Compos=site

structures, London, The Construction Press, 1981, 183p.

GHALI, A. & FAVRE, R. Concrete structures: stresses and

deformation. New York, Champman and Hall, 1986. 352p.

GUPTA, AK. & MA, P.S. Error in eccentric beam formulation.

International Journal for Numerical Methods in Engineering,

Sussex, 11:1473-83, 1977,

HAISLER, WE. & STRICKLIN, J.A. Displacement incrementation
in non-linear structural analysis by the self-correting

me=thod. International  Journal forr Numerical Methods in

Engineering, Sussex, 11:3-10, 1977,

HENELEY, RCG. & AZAR, J.J. Computer analysisz of non-linear

truss-structures. Journal ot the Structural Division, New

York, ASCE, 94€63:1427-39. June 1968.

HIK=ET, M. J5. & YEO, MF. The analysis of composite beams

using standard finite element programs. Computers and




TR = - |

23

24

26-

29

30

31-

32

33

34

Structures

HUSEYIN,

»

K. Nonlinear

Oxtord,

11:233-7

International, 1975. 220 p.

theory of

1980.

elast.ic

434

stabilit.y.  Noordhoof

"HULT,]. 0Oil canning problems in creep. CGreep in structures.
Ed. N.JIHoff,

Academic

ISHAI. ©O. Elastic

mortar in

Te.‘e:\'.,

Mar.

torsin.

1964,

and inelastic

-
-

Papers...

SYMPOSIUM ON CREEP

Detroit.,

Press, New York,

1962,

behaviour of hardened

OF CONCRETE, Houston,

American

Institute, 1964, P.65-94. (ACI. Special Publication, 9)

JOHNSON,

R.P.

[ournal
96(3>:445-59, Mar. 1970.

JOHNSON, R.P.

compositea

Reserach on

st.ell-concrete composite

of the Structural
& MAY, IM. Partial-interaction
beams, The Structural Engineer,

53¢8>:305-11, Aug. 1975.

KONDOH,

K. & ATLURI, S.N. Influence ot local

instability:

analvs

i of

simplified,

plane

Oxford, 21(42:613-27, 1985.

LEIPHOLZ. H.

Stability of

large

elastic

detormations,

Ltrusses. Computeres  and Stur

Concrete

beams=,

Division, New York, ASCE,

design of

London,

bukling on global
post-bukling

uctures,

Ri jn, Sigthoof & Noordhoff, 1980. 475 p.

LEONHARDT,

capaci

dade

F.
de

1979, v.4, 210 p.

Construgfes de Concreto;
utilizagdo. Rio de

Janeiro,

MARTIN, H.C. & CAREY, GF. Introduction
analysiz.New York,McGraw Hill,1973.386 p.
MILI.ER, R.E. Reduction of Lhe error

modeli

ng, International

Journal for

Engineering, Sussex, 15:575-82, 1980.

MOFFAT,

behaviour

K.R.

iteraction.

Sepl.

NEVILLE,

1978.

AM.

R

DOWLONG,

of composite box girder

P.J. The

The Structural Engineers,
& DILGER, Ww. Creep

to tinite

sv=tems, Alphen aan den

Vti‘l"ifit;.'.‘.u;ﬁ(: da

Interciéncias,

element.

in excenbric

Numerical

Lievam

Methods in

1c

o1

mgitudinal

London, 5S6B¢

concrete:

bending

bLridges having incomplete

33»:83-60,

plain,



36-

37~

38-

39-

40-

41~

32-

44-

45-

reinforced and prestressed Amsterdan,North Holand,1970.621p.

NOOR, A.K. & FPETERS, J.k. Recent advances in reduction methods

for instability analysis of structures. Computeres and

Structures, Oxford, 16:67-80, 1983,

PAPADRAKAKIS, M. Post-buckilng analysis of spatial structures

by vetor iteration methods, Computeres and Structures,

Oxford, 14(5/62:393-402, 1981,

PAUW, A. & MEYERS, B.L. Effect of creep and shrinkage of

the hehavior ol reintforced concrete members,  In
SYMPOSIEM ON CREEP oF CONCRETE. Papers Detroit,
American Concrete Institute, 1964, p-129-58. CACI.

Special Publication, 9>

PLUM, D.R. & HORNE, MR. The analysis of continuous composite

beams with partial interation. Proceedings of then

Institution of Givil  Engineers, London, SO(pt.2>:625-643,

Dec. 1975.

PFOWELL, G.H. & SIMONS, J. Improved iteration strategy for

nonlineanr structures, International el for Numerical

Methods in Engineering, Sussex, 17(102:1455-67, Oct. 1981

PRZEMIENIECKI, J.S. Theory of Matix Structural Analysis, New

York, Mc Graw Hill, 1973. 386 p.

RETELY, R.]. & SUTTON, E.L. Ann iterative solution for

geometrically nonlinear trusses, Compuleres and Struactures,

Oxford, 3(5>:1053-65, 1973.

RIKS, E The application of Newtons method to the problem of

elastic stability Journal Applied Mechanics.39:1060-606,1972.

An incremental approach to the wzolution of snapping

and buckling problems. International  Journal for Solids

and Structures, Oxtord,15:529-51, 1979,

ROSEN, A. & SCHMIT Jr., L. A. Design-oriented analysis of

imperfect. trusses structures, Part., It Accurate analysis,

International  Journal forr Numerical Methods in Engineering,

Sussex. 149211309-21, 1979,

Part 11. Approximate analysis.

International Jjournal for Numerical Methods in Engineering,




A$0

Sussex, 15(43:483-94, 1980.

46- RUSH, H. et alli. Creep and shrinkage. New York, Springer,

1983.284 p.

47- SABNIS,GM. Composite construction in =steel and concrete, In.

KONG, F.K., ed. Handbook of structural concrete. London,

Pitman, 1983,

48~ SANTOS, M.I1.G. do= & KLEIN, S.P. Analise matricial de

estruturas de barras pelo método da rigidez. Porto

Alegre, CPEEC da UFRGS, 1984,76 p.

49- SHARIFI, P. & POPOV, E.P. Nonlinear buckling analysis of

sandwich arches. [ournal of t.he Enzineering Mechanics

Divizsion, New York, ASCE, 97:1397-1412. 1971,

B0~ SZYSZKOWSKI,W & GLOCKNER,P.G. Finete deformation analysis of

linearly viscoelastic simple st ruct.ures. International

Journal Nonlinear Mechanics, 200(32:153-175,1085,

51- SZILARD, R. Critical load and post-buckling analysisz by FEM
using energy balancing technique. Computers and Structures.

Oxford, 20U1732:277-86, 1985,

52- THOMPSON, JMT. & HUNT, G.W. Elastic instability phenomena.

Chichester,; Jehn Willey, 1984. 20%9p.

53- . A pgenereal tLheory of elastic stability., London, John

-

Wiley, 1973. 322p.

54- TIMOSHENKO, S.P. & GERE, JM. Theory of elastic stability.

Z.e2d New York McGraww-Hill, 1961.541p.

5%- VENANUIO FILHO, F. Analise matricial de estruturas, Rio de

Janeiro. Almeida Neves 1975 256 p.

56~ ZIENKIEWICQZ, 0.C. Incremental dizplacement in nonlinear

analysis, International  Journal for Numerical Methods in

Engineering, Sussex, 3;587-92, 1971,

B7= . The finite element. method, 3.ed  London, MaGraw-—Hill,

1977. 787p.



1341

12 - APENDICES

Apéndice A.

Este apéndice reproduz as érmulas do Apéndice D do CEB,
usadas principalmente no segio 2.1.6 e representam deformagdes
dependentes do tempo no concreto. A seguir, estio as express@es

analiticas usadas. Seu significado esta na secio acima referida.

Expresstes para calocular deformacao lenta:
DCLyr D= (3 C >+ G D * 3 b~ ¥ ke R OEGR = B K 2
O l”l TD ﬁa E O ('pd'( ol J O iy [( 1 '(’I ru ]

1-7.,35

174,2

[ 5,02-7h  + In 6,95 1'11'25)]
(& (8]
-

-
-

~

T
o

W

||

[ 0,00144 h_ = 1,1 /h_ - In 1,005 11"‘2"'"")]
=1

_..
"y
e
~
T
A
N
I



AT W e

@, = 4,45 - 0,0025 R

f1 h

-

| 3,167
[ 4,410 C h = 0,357/h_ - In <h " /2.-1)]
(8] O O

s e
‘Prz

Expressdes para calcular retracio:

£, =2 €, [Bﬂ(t.) - rss(rﬂ)]

K <h >
( ¢ 4 O
Bs(t)S[t.-i-K(h)
a o
K<h > = 11,B h  + 16
8 O O

»

[—0,(1(12.8? K+ 0,32/h  + In 0,22 Kho* )]
(8] )
Kg(h > = e ©

R 59 R; - 0,1254444 R; + 0,36888 R - 228] 10
s1 90000
Observagio : A expressaoc para toi modificada. pois

=1
desta forma representa melhor os valores dados na tabela do

apéndice D do CEB.

[ 0,00174 h - 0,32/h_ - In (h‘?"”‘n,m]
o o o _

£ = e

Nota: Em todas as equagdes deste apéndice 11{ estha em
]

centimetros, t. e 7  estdo em dias e Rt esta em percentagem.
O 1

Apendice B.

Diferenciagio de integrais.

Hdyd hiy> _
fOx,yd dx = J 2 rogyd dx - fley) SE 4 fh,yd 0

5 |
i : :
dy SCYD g(y)d\ dy dy



