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RESUMO

O presente trabalho trata da modelagem da conducao de calor transiente com geragao
de calor em meios heterogéneos, e tem o objetivo de desenvolver um modelo multiescala
adequado a esse fenomeno. Ja existem modelos multiescala na literatura relacionados ao
problema proposto, e que sao validos para os seguintes casos: (a) o elemento de volume re-
presentativo tem tamanho desprezivel quando comparado ao comprimento caracteristico
macroscopico (e como consequéncia, a microescala tem inércia térmica desprezivel); ou (b)
a geracao de calor é homogénea na microescala. Por outro lado, o modelo proposto nesta
tese, o qual é desenvolvido utilizando uma descri¢do variacional do problema, pode ser
aplicado a elementos de volume representativos finitos e em condi¢des em que a geragao de
calor é heterogénea na microescala. A discretizacao temporal (diferengas finitas) e as dis-
cretizagoes espaciais na microescala e na macroescala (método dos elementos finitos) sdo
apresentadas em detalhes, juntamente com os algoritmos necessarios para implementar a
solugao do problema. Nesta tese sao apresentados casos numéricos simples, procurando
verificar ndo s6 o modelo tedérico multiescala desenvolvido, mas também a implementacao
feita. Para tanto, sdo analisados, por exemplo, (a) casos em que considera-se a microescala
um material homogéneo, tornando possivel a comparacao da solu¢ao multiescala com a
solugdo convencional (uma tnica escala) pelo método dos elementos finitos, e (b) um caso
em um material heterogéneo para o qual a solugao completa, isto ¢, modelando direta-
mente os constituintes no corpo macroscopico, é obtida, tornando possivel a comparacao
com a solucao multiescala. A solugdo na microescala para varios casos analisados nesta
tese sofre grande influéncia da inércia térmica da microescala. Para demonstrar o po-
tencial de aplicagdo do modelo multiescala, simula-se a cura de um elastomero carregado
com negro de fumo. Embora a simulacao demonstre que a inércia térmica nao precise
ser considerada para esse caso em particular, a aplicacao da presente metodologia torna
possivel modelar a cura do elastomero diretamente sobre a microescala, uma abordagem
até entao nao utilizada no contexto de métodos multiescala. Essa metodologia abre a

possibilidade para futuros aperfeicoamentos da modelagem do estado de cura.

Palavras-chave: conducao de calor transiente; geragao de calor; método multiescala;

método dos elementos finitos; cura de elastomeros.



ABSTRACT

This work deals with the modeling of transient heat conduction with heat generation in
heterogeneous media, and its objective is to develop a proper multiscale model for this
phenomenon. There already exist multiscale models in the literature related to this pro-
posed problem, and which are valid for the following cases: (a) the representative volume
element has a negligible size when compared to the characteristic macroscopic size (and,
as a consequence, the microscale has a negligible thermal inertia); or (b) the heat gener-
ation is homogeneous at the microscale. On the other hand, the model proposed in this
thesis, which is developed using a variational description of the problem, can be applied
to finite representative volume elements and in conditions in which the heat generation is
heterogeneous at the microscale. The time discretization (finite difference) and the space
discretizations at both the microscale and the macroscale (finite element method) are
presented in details, together with the algorithms needed for implementing the solution
of the problem. In this thesis, simple numerical cases are presented, aiming to verify not
only the theoretical multiscale model developed, but also its implementation. For this, it
is analyzed, for instance, (a) cases in which the microscale is taken as a homogeneous ma-
terial, making it possible the comparison of the multiscale solution with the conventional
solution (one single scale) by the finite element method, and (b) a case in a heterogeneous
material for which the full solution, that is, modeling all constituents directly on the
macroscale, is obtained, making it possible the comparison with the multiscale solution.
The solution at the microscale for several cases analyzed in this thesis suffers a large in-
fluence of the microscale thermal inertia. To demonstrate the application potential of the
multiscale model, the cure of a carbon black loaded elastomer is simulated. Although the
simulation shows that the thermal inertia does not have to be considered for this case in
particular, the application of the present methodology makes it possible to model the cure
of the elastomer directly at the microscale, an approach not used in multiscale methods
context until now. This methodology opens the possibility for future improvements of the

state of cure modeling.

Keywords: transient heat conduction; heat generation; multiscale method; finite

element method, elastomers cure.
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1 INTRODUCAO

O objetivo inicial deste trabalho era aplicar alguma metodologia multiescala para o
problema de conducao de calor ja disponivel na literatura a solugao do problema acoplado
de condugao de calor e cinética quimica em materiais heterogéneos, tal como a cura de
elastomeros carregados. O estado de cura! em um dado ponto do material depende
da historia térmica local; o calor liberado na reacao de cura, por sua vez, depende da
derivada temporal do estado de cura. Disso resulta o acoplamento entre os problemas.
O elastémero, macio e pegajoso quando nao curado (nao vulcanizado), tem o médulo de
elasticidade e o limite de resisténcia a tracdo melhorados (aumentados) com a cura. A
magnitude do médulo de elasticidade é diretamente proporcional a densidade de ligacoes
cruzadas [Callister e Rethwisch, 2009, p. 589], as quais sao formadas durante a cura.

O fenémeno mencionado é transiente. De acordo com a pesquisa bibliografica
feita pelo autor, dentre os chamados métodos computacionais multiescala, pode-se citar
o trabalho de Ozdemir et al., 2008, como o primeiro a tratar do problema de conducio de
calor transiente. Porém, além de o método nao considerar a geragao de calor, a microescala
¢ considerada em regime estacionario. Essa hipotese, assumida pelo fato de presumir-se
um Elemento de Volume Representativo? (EVR) de tamanho desprezivel, pode parecer,
a principio, um tanto controversa. De fato, porém, ha demonstragoes de que a relacdo
divg = 0 deve ser respeitada na microescala [Temizer, 2012, mesmo para um problema
intrinsecamente transiente e com geracao de calor. As referidas demonstra¢oes advém
do método de homogeneizacao assintética, aplicado na sua forma classica a materiais
periédicos.

O método de homogeneizacao assintética ja foi, inclusive, aplicado ao problema
da cura de materiais compositos peridodicos e com propriedades independentes da tem-
peratura [Meliani e Paoli, 2004, 2007; Amosov e Panasenko, 2012]. Como resultado, o
tensor de condutividade térmica efetivo é determinado a partir de um problema de célula
independente do tempo, enquanto a variacao da energia interna, a geragao de calor e a
evolugao do estado de cura do material sao descritas apenas macroscopicamente, a partir
das informagoes microscopicas. Ocorre que os resultados de homogeneizagao assintética
surgem ao tomar o limite, tendendo a zero, da relacao entre o tamanho do elemento de
volume representativo (ou célula, nesse caso, por se tratar de um material periddico) e o
comprimento caracteristico macroscépico®. Esse limite, porém, nao condiz com a realidade
fisica [Auriault et al., 2009, pag. 101]. Além disso, a cinética quimica é um fenémeno in-
trinsecamente associado a microescala e, desse modo, a compreensao e o aperfeicoamento

na modelagem do fenémeno (tal como o acoplamento com técnicas de mais baixo nivel,

1Uma descricdo mais precisa do problema de cura de elastémeros carregados serd apresentada no
Cap. 7; o estado de cura diz basicamente qual a fragdo do fenémeno de cura que ja se processou.

2Para o significado de elemento de volume representativo, veja a Defini¢io 4.4 na pag. 22.

3Para o significado de comprimento caracterfstico macroscépico, veja a Definicio 4.4 na pag. 22.



como dindmica molecular) parecem inconsistentes com uma modelagem macroscépica.

Por outro lado, recentemente surgiram métodos que procuram descrever o problema
microscopico de forma completa, ou seja, as equagoes de difusao de calor ou de balango do
momento linear, em se tratando de um problema mecanico, sao consideradas em sua forma
completa na microescala, em oposicao aos métodos mais tradicionais, que consideram
divqg =0 ou DivT, = 0. Para fazer referéncia a um problema mecanico cuja equacao
de balango de momento linear (veja a Eq. (2.26)) na microescala é considerada em sua
forma completa, pode-se dizer, sem alteracao de significado, que as forcas de inércia e
de corpo estao sendo consideradas na microescala. Quanto ao problema de conducao
de calor, parece nao haver uma terminologia adequada. Nesta tese, serda utilizada a
expressao inércia térmica da microescala® quando considerar-se a equacao de difusao
de calor na sua forma completa na microescala. No que diz respeito aos métodos que
consideram essa descricao completa da microescala, pode-se citar os trabalhos de Larsson
et al., 2010, e de Souza Neto et al., 2015, dentro do contexto de métodos computacionais
multiescala, o primeiro dizendo respeito ao problema de conduc¢ao de calor e o segundo
ao problema mecanico. Cabe ressaltar, no entanto, que o modelo de Larsson et al.,
2010, supde uma geracao de calor homogénea na microescala. Algumas das vantagens
dos métodos computacionais multiescala é que pode-se considerar materiais nao-lineares,
nao-periddicos, com geometrias complexas.

Como mencionado por Larsson et al., 2010, seus resultados numéricos indicam
que quando o tamanho do EVR tende a zero, a importancia de considerar-se todos os
termos na descri¢gao microscopica torna-se desprezivel. Ou seja, o resultado rigoroso obtido
pelo método de homogeneizagao assintética é recuperado quando o tamanho do EVR ¢é
diminuido. Assim, os trabalhos de Larsson et al., 2010, e de Souza Neto et al., 2015, sdo
especialmente adequados a problemas nos quais o EVR tem tamanho finito, embora sejam
aplicdveis a problemas nos quais o EVR tem tamanho desprezivel (quando comparado ao
comprimento caracteristico macroscépico).

A inovacao dos trabalhos recém citados é relevante, uma vez que propdem extensoes
ao principio de Hill-Mandel [Hill, 1963, 1972; Mandel, 1972, muito utilizado na &rea
de homogeneizacao. Ha uma grande correlacao entre os dois trabalhos, conforme serd
demonstrado nesta tese. Os dois utilizam uma abordagem variacional e contém termos
nao-usuais na descrigao macroscépica, que surgem justamente do fato de considerar-se as
equagoes microscopicas na sua forma completa. Percebeu-se, ao estudar esse problema de
forma mais detalhada, que a contribuicao desta tese poderia iniciar no desenvolvimento
do método multiescala propriamente dito, para entdo propor-se o acoplamento com a

cinética quimica.

4Embora o objetivo seja fazer mencio nio sé a taxa de variacdo da energia interna, mas também &
geragdo de calor (veja a Eq. (3.2)).
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Cinética Conducao

Quimica de Calor

Figura 1.1 — Representacao esquematica de uma possivel aplicacgdo do modelo multiescala
a ser desenvolvido nesta tese.

Nesse contexto, o objetivo do presente trabalho é desenvolver um modelo multies-
cala para o problema de conducao de calor transiente com geracao de calor que possa ser

aplicado concomitantemente a:

« problemas em que a inércia térmica da microescala ndo pode ser desprezada (o
que geralmente estd associado a um EVR com tamanho nao desprezivel quando
comparado ao comprimento caracteristico macroscépico, conforme serd mostrado

ao longo deste trabalho);
o materiais cujas propriedades podem variar com a temperatura;

» materiais possivelmente nao-periodicos;

e, em particular, a cura de materiais compositos. Para implementar o modelo descrito,
seré utilizado o Método dos Elementos Finitos Multinivel (FE?), que consiste em utilizar
o Método dos Elementos Finitos (MEF) para resolver tanto o problema macroscépico
quanto o problema microscépico. Desse modo, uma possivel aplicagdo para o modelo
multiescala a ser desenvolvido nesta tese é aquela apresentada na Fig. 1.1.

Este documento esta organizado da maneira a seguir descrita. No proximo capitulo
serdao enunciados os fundamentos da mecéanica e termodindmica do continuo. A neces-

sidade de enunciar os fundamentos termodindmicos é evidente. Embora a modelagem



mecanica nao seja o foco desta tese, os fundamentos da mecanica do continuo, por sua
vez, serao tratados pelo fato de que em determinados pontos do texto sera feita referéncia
a homogeneizagao de problemas mecéanicos e termomecanicos. No Cap. 3, o problema de
conducao de calor em solidos sera descrito com certo detalhamento. No capitulo seguinte,
os conceitos de homogeneizacao serao introduzidos e o modelo multiescala sera desenvol-
vido utilizando uma abordagem variacional. Na introducao desse capitulo é apresentada
uma revisao estendida de métodos de homogeneizacao computacional. Mais adiante, no
Cap. b, as estratégias para a implementacao da solugdo numérica do problema multies-
cala serao apresentadas, tanto no que diz respeito as discretizacoes espacial e temporal,
quanto a apresentagao de algoritmos com um certo nivel de detalhamento. Logo a seguir,
no Cap. 6, serdo realizadas verificagoes do modelo desenvolvido, isto é, serao realizadas
comparagoes de resultados da modelagem multiescala com solugoes analiticas e solugoes
convencionais pelo método de elementos finitos para casos simples que indicam a correta
implementagdo do modelo multiescala; nesse mesmo capitulo também serao avaliadas
condi¢oes em que a consideragao da inércia térmica da microescala tem importancia fun-
damental sobre a solugdo do problema. No Cap. 7, o modelo multiescala proposto seréd
aplicado a cura de um material elastomérico carregado. No ultimo capitulo serdo feitas
as conclusoes. Por fim, o Apéndice A contém as definicbes quanto a notacao utilizada
neste trabalho, enquanto o Apéndice B contém a descricdo macroscopica decorrente de
um EVR infinitesimal.

A implementacao do modelo, a ser descrita no Cap. 5, foi feita em um software
préprio desenvolvido em linguagem de programagao Fortran [Metcalf et al., 2011; Markus,
2012; Clerman e Spector, 2011]. A escolha por desenvolver um software préprio deve-se

aos seguintes fatos:

e Seria particularmente dificil realizar as implementagoes nao-convencionais necessa-

rias ao modelo multiescala em um software comercial;

o E importante ter controle sobre todos os aspectos numéricos relacionados a imple-

mentagdo de um problema como o tratado nesta tese.



2 MECANICA E TERMODINAMICA DO CONTINUO

2.1 Consideragoes gerais

Antes de abordar o assunto propriamente dito, é importante definir-se os seguintes
termos, para indicar quando uma grandeza estd dada por unidade de massa e quando esta

dada por unidade de volume.

DEFINIGAO 2.1: O termo especifica é utilizado para indicar que uma dada grandeza deve
ser normalizada pela massa. Exemplo: energia interna especifica significa energia interna

por unidade de massa.

DEFINICAO 2.2: O termo densidade é empregado para indicar que uma certa grandeza
deve ser normalizada pelo volume. Exemplo: densidade de energia interna significa energia

interna por unidade de volume.

Para que a defini¢ao seja univoca, é necessario indicar se a grandeza (assim como
a massa, ou o volume) deve ser calculada na configuragdo espacial ou na configuragao
de referéncia, a serem definidas mais adiante. Por exemplo, a expressao densidade de
energia interna na configuracdo de referéncia define completamente a grandeza, e deve
ser calculada pela razao entre a energia interna e o volume, ambos medidos na configuragao
de referéncia. Quando nao houver indicacao sobre qual configuragao deva ser utilizada,
subentende-se que se trate da configuragao espacial. Por exemplo, entropia especifica
indica a razao entre a entropia e a massa, ambas calculadas na configuracao espacial.

Em realidade, ndao ha necessidade de diferenciar as configuracoes espacial e de
referéncia para abordar um problema puramente térmico. Entretanto, com o propodsito
de tornar mais claras as discussoes e comparagoes com problemas mais gerais tratados na
literatura, torna-se conveniente introduzir essas defini¢oes, o que é feito mais adiante.

As expressoes apresentadas neste capitulo, bem como a notagao utilizada, tém

como base Gurtin et al., 2010.

2.2 Cinematica

Nesta se¢ao serao feitas algumas consideracoes sobre o movimento de um corpo no
espaco Euclideano. Na sua configuracao de referéncia, ou original, o corpo ¢é identificado

por meio da regidgo B € R? que ele ocupa (inicialmente).

DEFINICAO 2.3: Um ponto X em B é denominado ponto material. O ponto espacial

ocupado pelo ponto material X no tempo t é dado por
X:X<X7t)7 (21)

onde x (X,t) é denominada fungao movimento. A fungao



xt (X) :=x(X,1) (2.2)

¢ denominada deformacao, com o corpo deformado sendo denotado por

DEFINIGAO 2.4: Uma regiao do espaco Euclideano formada por pontos materiais é de-
nominada regigo material. Diz-se que a regiao A; se move em convec¢ao com o corpo1 se

ha uma regiao material A tal que
Ar=x:(A) Vit (2.4)

2.2.1 Operadores materiais e espaciais

Tendo em vista que o gradiente e o divergente de uma funcao podem ser definidos
tanto em relagao ao ponto material X quanto em relacdo ao ponto espacial x, torna-se

necessario diferencia-los.

DEFINIGAO 2.5: Denota-se por V e Div, respectivamente, o gradiente material e o di-
vergente material, ou seja, com relagao a X. Por outro lado, denota-se por grad e div,

respectivamente, o gradiente espacial e o divergente espacial, isto é, com relacao a x.

DEFINIGAO 2.6: O gradiente de um campo é definido em termos da expansao em série de
Taylor do referido campo, assumindo que tal expansao exista. Dados um campo escalar
¢ (y) e um campo vetorial v (y), seus gradientes sao definidos, respectivamente, por meio

das expressoes

»(y+h)—p(y) = [grade(y)]-h+o(|h]) quando [h| =0, (2.5
v(y+h)—v(y)=[gradv(y)|h+o(]h]|) quando |[h| — 0. (2.6)

Pode-se mostrar, com alguma manipulacao algébrica, que a Definicao 2.6 implica

em
0
gradp(y) = géy)ei, (2.7)
v;
gradv (y) = gy(y)e¢®ej. (2.8)
j

DEFINIGAO 2.7: Dados um campo vetorial v (y) e um campo tensorial A (y), seus diver-

gentes sao definidos, respectivamente, por

divv(y) := aiggiy)’ (2.9)

LA expressdo se move em convecgio com o corpo foi traduzida livremente da expressio em inglés
convects with the body utilizada por Gurtin et al., 2010.



divA (y) := Mg];y)ei. (2.10)
j

DEFINIGAO 2.8: O tensor gradiente de deformagao é denotado por
F:=Vyx (2.11)

e o seu determinante por
J :=detF, (2.12)

o qual é denominado Jacobiano volumétrico do mapeamento x; no ponto material X.

2.2.2 Derivadas temporais

-

Existem duas defini¢oes possiveis para a derivada temporal de um campo p. E

importante, portanto, diferencia-las.

DEFINIGAO 2.9: Dado um campo ¢, sua derivada (espacial) é denotada por

ag’é);’t) (mantendo x fixo), (2.13)

enquanto sua derivada material é denotada por

p(x.1) = 220D

(mantendo X fixo). (2.14)
A notacao

di (p) =dpp = ¢ (2.15)

é utilizada como alternativa para a derivada material.

A notagao introduzida na Eq. (2.15) é particularmente 1til para expressar a deri-

vada de uma grandeza formada pela soma e/ou produto de outras.

2.3 Principios mecanicos

Nesta secao serao enunciados os principios mecanicos para um meio continuo, a
saber, o balanco de massa, o balanco de momento linear e o balango de momento angular.
Esses principios serao enunciados na forma global para regides que se movem em convecgao
com o corpo e apenas depois as formas locais serdao apresentadas, como consequéncia da
formulacao integral.

Seja uma regiao espacial P; que se move em convecgao com o corpo, de forma que

P: = xt (P) para alguma regido material P. Entao, os seguintes principios sao formulados.

PrINciPIO 2.1: O balanco de massa é expresso requerendo-se que a relacao

/PpT dvT:/Ptpdv (2.16)



seja satisfeita para cada regiao material P, onde p é a densidade massica, p, é a densidade
massica na configuracao de referéncia, dv é o elemento de volume e dv, é o elemento de

volume na configuracao de referéncia.

PriNcirio 2.2: O balanco de momento linear, dado por

d
t d bdv=— d 2.1
/377t (n) ot Pt v dt Jp, pyan, ( 7)

deve ser satisfeito para todo tempo t e para todas as regioes espaciais Py que se movem
em convecgao com o corpo, onde t é o vetor tragdo, n é um vetor unitario perpendicular

e externo a 0Py, b é a forga de corpo por unidade de volume e v =v (x,t) é a velocidade.

PriNcipio 2.3: O balanco de momento angular, expresso por meio de

d
t d bdv=— d 2.18
/873tr>< (n) da+ 7)trx v gr 7Dtr><(pv) v, ( )

deve ser satisfeito para todo tempo t e para todas as regioes espaciais P; que se movem

em convecgao com o corpo, onde r :=x —o0 ¢é o vetor posigao.

A existéncia do tensor tensao de Cauchy, T, é demonstrada como uma consequéncia

do balanco de momento linear no teorema de Cauchy, segundo o qual a relagao
t(n) = Tn. (2.19)
deve ser satisfeita.

2.3.1 Forma espacial local

E possivel mostrar, com alguma manipulacio algébrica, que os Principios 2.1, 2.2

e 2.3, juntamente com a Eq. (2.19), implicam nas seguintes formas (espaciais) locais:

p+pdivv =0 (balango de massa), (2.20)
divT +b = pv (balanco de momento linear), (2.21)
T=T" (balango de momento angular). (2.22)

2.3.2 Forma referencial local

Antes de obter as formas referenciais locais, é interessante definir as seguintes

grandezas.
DEFINICAO 2.10: O tensor tensdo de Piola e a forga de corpo por unidade de volume de
B sado definidos, respectivamente, por
T,:=JTF ', (2.23)
b, := Jb. (2.24)



E possivel demonstrar, apds algumas manipulacoes algébricas, que os Principios

2.1, 2.2 e 2.3, a Eq. (2.19) e a Definigao 2.10 implicam nas seguintes formas referenciais

locais:
pr=4Jp (balango de massa), (2.25)
prX = DivT, +b, (balango de momento linear), (2.26)
T,F' =FT, (balango de momento angular), (2.27)

sendo x a aceleracao na configuracao de referéncia.

2.4 Principios termodinamicos
2.4.1 Primeira lei da termodinamica

Antes de enunciar a primeira lei da termodinamica, os conceitos de energia cinética

e poténcia externa sao definidos.

DEFINIGAO 2.11: A energia cinética de P; é definida por
K= [ ol (229)
= =pl|v]” dv. :
t P, 2P
DEFINIGAO 2.12: A poténcia externa é definida por
W(P,) ::/ Tn-vda+/ b-v dv. (2.29)
0P Pt

PRINCIPIO 2.4: A primeira lei da termodinamica assume que

i (€ (P) + K (P)] =W (P) +Q(P,). (2.30)

onde £ (P;) é a energia interna de Py e Q(P;) é a taxa na qual a energia, na forma de

calor, é transferida a P.

2

Agora, as seguintes hipdteses® em torno de € (P;) e Q(P;) sao enunciadas.

HIPOTESE 2.1: H4 um campo escalar €, denominado energia interna especifica, tal que

E(Py) = /Pt pe dv. (2.31)

HIPOTESE 2.2: A taxa na qual a energia, na forma de calor, é transferida a P; pode ser

escrita como

Q(Pt):—/aPtq'nda-f-/Pt?“dU, (2.32)

2Neste texto, o termo hipdtese é utilizado com um significado amplo: tanto para indicar uma suposicao
a partir da qual sdo deduzidas consequéncias légicas quanto para fazer referéncia a uma suposicao admi-
tida para explicar dados experimentais, a qual, em sentido estrito, deixaria de ser chamada de hipdtese
apés sua confirmacao.
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onde q é o fluxo de calor e r é a densidade de fornecimento de calor.?

Por meio das Hipdteses 2.1 e 2.2, a primeira lei da termodindmica, Eq. (2.30), pode

ser reescrita como

d

I 9
< - d:—/-d/d/Tn-d/b-d.Q.SB
% 7Dtp(€—|—2lv|) v aptqn a-+ Ptr v+ o, vda+ o, vdu. ( )

2.4.2 Segunda lei da termodinamica

PRINCIPIO 2.5: A segunda lei da termodindmica estabelece que a producao liquida de

entropia,

dS (Py)
dt
onde S(P;) é a entropia interna liquida de Py e J(P;) é a taxa na qual a entropia é

H(Pt> =

—J(Py), (2.34)

transferida a P, deve ser nao-negativa em cada regidao espacial Py:
H(Py) > 0. (2.35)

De forma semelhante ao realizado para a primeira lei da termodinamica, sao enun-
ciadas hipdteses que resultam em uma descricao integral que mais adiante sera utilizada

na obtencao das formas locais da segunda lei da termodinamica.

HIPOTESE 2.3: H4 um campo escalar 77, denominado entropia especifica, tal que
S (Pr) :/ pn dv. (2.36)
Pr
HIPOTESE 2.4: A taxa na qual a entropia é transferida a P; pode escrita como

j(Pt):—/mj-ndH/Ptjdv, (2.37)
onde j é o fluxo de entropia e j é a densidade de fornecimento de entropia.
HIPOTESE 2.5: H4 um campo escalar
6>0, (2.38)
denominado temperatura absoluta, tal que

(2.39)

(2.40)

Utilizando as Hipdteses 2.3-2.5, a segunda lei da termodinamica, dada pelas Egs.

(2.34) e (2.35), pode ser reescrita na forma a seguir, conhecida como desigualdade de

3A expressdo geracio de calor serd utilizada ao longo do trabalho com o mesmo significado de forne-
cimento de calor.
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Clausius-Duhem:
d/ dv>—/ Tnda+ [ ~dv (2.41)
at Jo."" = Jop, 0 PO '
2.4.3 Forma espacial local

E possivel mostrar, com alguma manipulacao algébrica, que as Egs. (2.33) e (2.41)

implicam nas seguintes formas (espaciais) locais:
pé =T: D—divq+r (primeira lei — balango de energia), (2.42)

I'=pn+div (3) — g >0 (segunda lei — desigualdade de entropia), (2.43)

onde .
D:= 3 [gradv+ (gradv)w (2.44)

é o tensor taxa de deformacao e I' representa a densidade de producao de entropia.

DEFINIGAO 2.13: A energia livre (de Helmholtz) especifica é definida por
Y =ec—0n. (2.45)

Utilizando a primeira lei da termodinamica, Eq. (2.42), e a Eq. (2.45) na Eq. (2.43),

obtém-se uma forma alternativa para a segunda lei da termodinamica:

p(qb—f—né)—T: D—i—éq-grad&z—@FSO, (2.46)

onde 01" representa a dissipacao por unidade de volume.

2.4.4 Forma referencial local

DEFINIGAO 2.14: A densidade de energia interna, ¢,, a densidade de entropia, 7., o
fluxo de calor, q,, a densidade de fornecimento de calor, 7., e a densidade de producao

de entropia, I';, todos relativos a configuracao de referéncia, sao definidos por

Er 1= Pre, (2.47)
T == pri), (2.48)
qr = JF lq, (2.49)
Ty = Jr, (2.50)
T, :=JT. (2.51)

E possivel mostrar, com alguma manipulacio algébrica, que as Eqs. (2.33) e (2.41)

e a Defini¢cao 2.14 implicam nas seguintes formas referenciais locais:

¢ =T,: F—Divq, +7, (primeira lei — balango de energia), (2.52)
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') =1, 4+ Div (qgr> - % >0  (segunda lei — desigualdade de entropia).  (2.53)

DEFINIGAO 2.15: A energia livre (de Helmholtz) por unidade de volume na configuracao

de referéncia é definida por

Py = pri). (2.54)

Utilizando a primeira lei da termodindmica, Eq. (2.52), bem como as Eqs. (2.45),
(2.47), (2.48) e (2.54) na Eq. (2.53), obtém-se uma forma alternativa para a segunda lei
da termodinamica:

. . .1
(v +mf) = Tr: Bt 2,V =0T, <0. (2.55)

2.4.5 Forma espacial local para o problema puramente térmico

Ao tratar de um problema puramente térmico, ou seja, um problema no qual o
termo T: D ¢é nulo, a forma alternativa da segunda lei da termodindmica, Eq. (2.46), se
reduz a

. . 1
p(d+nb)+ ;a-gradf = —T0 <0, (2.56)

Ao considerar relacoes constitutivas da forma

Y =1(0,8), (2.57)
n=17(0,8), (2.58)
q=q(0,g), (2.59)
onde
g := grad®d, (2.60)
tem-se R R
Y= 50 0+ Og g (2.61)
e, entao,
A A =T L A 7 Z o—_TJ0< )
p[ 50 +17(0,8)| 0+p og g+QQ(9,g) g=-T0<0 (2.62)

para todos os campos de temperatura 6.

Dado um ponto qualquer em B; e um tempo qualquer, é possivel encontrar um
campo de temperatura tal que 0, g, 0 e g tenham valores prescritos arbitrariamente no
ponto e tempo mencionados. Assim, os termos que multiplicam 6 e g devem ser iguais a
zero, pois, caso contrario, poder-se-ia violar a desigualdade acima. Essa constatacao leva

as seguintes conclusoes:

(a) A energia livre e a entropia ndo dependem do gradiente de temperatura;



(b) A entropia depende da energia livre por meio de

R dv (0)
0)=————
7(0) 20
(c¢) A desigualdade de condugao de calor,
q(0,8)-g<0,

deve ser respeitada para todo (6,g).

13

(2.63)

(2.64)
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3 CONDUCAO DE CALOR EM SOLIDOS

Das equacoes apresentadas no capitulo anterior, a mais importante para o presente
trabalho é a primeira lei da termodindmica, Eq. (2.42), que serd aplicada a um material
infinitamente rigido, isto é, um material para o qual o produto T: D é nulo. Neste capitulo
serao definidas a condic¢ao inicial e as condi¢des de contorno que podem ser aplicadas a
referida equacao diferencial. Também serd descrita uma possivel relacao constitutiva
entre o fluxo de calor e a temperatura, a saber, a Lei de Fourier, embora o método
multiescala que sera desenvolvido no Cap. 4 nao esteja restrito a uma relagdo constitutiva

em particular. Boa parte deste capitulo baseia-se em Reddy e Gartling, 2000.

3.1 Equagao diferencial

DEFINICAO 3.1: O intervalo de tempo de interesse é denotado por
7= {te (to,tf} : tOZO}. (3.1)

A Fig. 3.1 mostra o corpo B;, em um instante de tempo ¢ € Z arbitrario, ao qual
pode-se associar um campo de temperaturas ¢ (x,t). Considerando o corpo como sendo

infinitamente rigido, o balango de energia na forma local, Eq. (2.42), assume a forma
—divq+r—pe=0 em By xT. (3.2)

Nesse problema em especifico, o calor transferido a um elemento de volume no interior do
corpo B; pode ter duas origens distintas: (a) transferéncia de calor das vizinhangas por
condugao; ou (b) fornecimento de calor, tal como na liberagao de energia de uma reagao
quimica exotérmica ou na dissipagao de calor por efeito Joule que se observa em uma
resisténcia elétrica.!

A fim de facilitar as manipulagoes algébricas no desenvolvimento do método mul-

tiescala (Cap. 4), define-se a seguir a densidade de energia interna.

DEFINIGAO 3.2: A densidade de energia interna ¢ definida por?
¢ 1= pe. (3.3)
Com o auxilio da Definigao 3.2, a Eq. (3.2) é reescrita como
—divq+7r—¢=0 em B;xT, (3.4)

uma vez que, considerando p = 0, tem-se ¢ = d; (pe) = pé + pe = pe.

INo caso de haver fornecimento de calor propriamente dito, r > 0. Por outro lado, r < 0 implica na
existéncia de um sorvedouro de calor.
2¢ = ¢, para um meio infinitamente rigido.
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Em geral, o fluxo de calor é descrito por meio da Lei de Fourier, dada por
q= —kgradd, (3.5)

em que K é o tensor condutividade térmica do material, embora, conforme ji comen-
tado, o modelo multiescala desenvolvido mais adiante nao esteja restrito a essa relagao

constitutiva.

Figura 3.1 — Corpo B; sujeito a temperatura 0 e fluxo de calor q - n prescritos na sua
fronteira 0B;. O vetor n é unitario e normal & superficie 0B;.

3.2 Condigao inicial
A condicao inicial do problema é expressa por
0(x,0) =0y (x) em B;. (3.6)
3.3 Condicoes de contorno

No que diz respeito as condigdes de contorno, em cada ponto da superficie 0B; é
possivel prescrever a temperatura ou o fluxo de calor normal. Denota-se por 0Bt9 a regiao
da superficie em que a temperatura é prescrita e por OB} a regidao em que o fluxo de calor

t

é prescrito (ver Fig. 3.1). Tem-se, entéo,

OBY UaB! = 0B, (3.7)
OB NoB! = . (3.8)

A temperatura é prescrita mediante
0(x,t)=0(x,t) em OB T, (3.9)

ao que se denomina condi¢do de contorno essencial. O fluxo de calor pode ser prescrito
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mediante a equagao [Reddy e Gartling, 2000, p. 19]
G =q-n=q.+q+q4 em OB} xT, (3.10)
em que:
e ¢n é o fluxo de calor normal & superficie;
e (. é a parcela do fluxo de calor transferida por conveccao;
e ¢, é a parcela do fluxo de calor transferida por radiagao;
e ¢ ¢ um fluxo de calor prescrito.

O fluxo de calor por conveccao geralmente pode ser expresso por meio da Lei de

Newton de resfriamento:

ge=he(0—0.) em OB xT, (3.11)

em que OB é a regido de B} em que ocorre transferéncia de calor por convecgao, h.
é o coeficiente local de transferéncia de calor por conveccao® e 6, é a temperatura do
ambiente.

Ja o fluxo de calor transferido por radiagao é descrito em termos da expressao
¢ =hy(0—06,) em 0B; XTI, (3.12)

em que OB} é a regido de OB em que ocorre transferéncia de calor por radiacio, 6, é

a temperatura da fonte radiativa e o coeficiente de transferéncia de calor por radiagao é

dado por

hy = Fo (0+0,) (02 +062), (3.13)
onde 0 =5,67x 1078 W m~2 K~ ¢ a constante de Stefan-Boltzmann e F é um fator de
forma.*

Em geral, as expressoes

OB NOBL +# @, (3.14)
OBENOB: # @, (3.15)
OB N OB +# @ (3.16)

sao validas, em que 8[3'tL é a regiao de OB] em que § é prescrito.

3E comum se utilizar um coeficiente médio de transferéncia de calor por convecc¢ao dado por

1
hm_Z/Atha’

em que A é a drea de 0B;.
4Na Eq. (3.13), em particular, observa-se a necessidade de se expressar a temperatura em K.
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4 MODELAGEM MULTIESCALA

No presente capitulo, algumas questoes a respeito de homogeneizacao serao apre-
sentadas e, posteriormente, o método multiescala sera desenvolvido.

Materiais compositos, isto é, materiais heterogéneos compostos por dois ou mais
diferentes constituintes [Ortolano et al., 2013], sdo vastamente utilizados em engenharia,
uma vez que permitem obter vantagem das diferentes propriedades desses materiais cons-
tituintes, bem como de suas estruturas geométricas e da interacao entre eles. Grande parte
dos materiais tem uma caracteristica multiescala intrinseca, no sentido de que é possivel
diferenciar uma escala macroscépica (macroescala), e as escalas inferiores, denominadas
microscépicas (microescala) [Kanouté et al., 2009].

Em tese, seria possivel resolver um problema envolvendo um material composito, tal
como a condugao de calor, considerando diretamente a microescala [Kanouté et al., 2009],
ou seja, modelando todas as caracteristicas da microestrutura ao longo de todo o corpo
sob andlise. No entanto, essa abordagem é em geral invidvel, considerando-se os recursos
computacionais atualmente disponiveis. Diante disso, torna-se necessaria a utilizagao de
modelos homogeneizados em praticamente todos os ramos das ciéncias fisicas. Em geral,
obtém-se propriedades homogeneizadas, as quais sao utilizadas posteriormente na analise
macroscopica.

Dentre as técnicas descritas na literatura, pode-se citar os esquemas de homo-
geneizacao de campo médio, os quais assumem determinadas hipoteses a respeito da
interacdo entre os constituintes. Em geral, esses esquemas tém como base solugoes ana-
liticas do problema de valor de contorno no nivel da microescala [Ortolano et al., 2013].
As propriedades efetivas podem ser consideradas por meio dos limites de Voigt, Reuss
ou Hashin-Shtrikman [Hashin e Shtrikman, 1963], ou por meio das estimativas obtidas
a partir de métodos como Dilute, Mori-Tanaka, etc., derivados do trabalho pioneiro de
Eshelby [Eshelby, 1957], o qual é vélido para inclusoes elipsoidais e assume uma perfeita
unido entre os constituintes [Ortolano et al., 2013]. As propriedades efetivas determina-
das com esses modelos dependem de pardmetros que caracterizam a microestrutura, tais
como as razoes volumétricas e as propriedades dos constituintes. Efeitos de percolacao,
por exemplo, ndo sao capturados com esses métodos [Ortolano et al., 2013].

Outra técnica de homogeneizagao classica é o método de homogeneizagao assinto-
tica [Bensoussan et al., 1978; Sanchez-Palencia, 1980], aplicada principalmente a proble-
mas lineares com duas escalas [Kanouté et al., 2009] envolvendo estruturas periddicas.
Essa técnica é, em geral, baseada em uma expansao assintética do campo de interesse
em termos de um pardmetro pequeno € :=1[/L, onde [ é o tamanho da célula e L é o
comprimento caracteristico macroscépico (o menor dentre o comprimento caracteristico
associado a geometria do corpo macroscépico e o comprimento caracteristico fenomeno-

légico, esse tltimo associado aos gradientes do campo de interesse). Como consequéncia,
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obtém-se um conjunto de equagoes diferenciais parciais com condi¢oes de contorno perié-
dicas. Esse sistema de equagoes diferenciais pode ser resolvido, por exemplo, por meio do
método de elementos finitos [Ortolano et al., 2013]. Dentre as técnicas de homogeneiza-
¢ao, essa é a mais rigorosa do ponto de vista matematico. Porém, é estritamente valida
somente para materiais peridédicos. Além disso, segundo Auriault et al., 2009, pag. 101,
existe um abismo entre o ponto de vista mateméatico — onde € — 0 e a descricao ma-
croscopica é infinitamente exata — e a realidade fisica, em que tem-se um elemento de
volume representativo finito, para o qual 0 < e < 1.

Atualmente as técnicas computacionais multiescala tém sido muito utilizadas, em
particular o método FE2. Junto a esses métodos sempre hd associado o conceito de
elemento de volume representativol, que deve ser estatisticamente representativo do ma-
terial, o que significa que deve conter um grande niimero de heterogeneidades [Ortolano
et al., 2013]. No método FE?, a escala macroscopica é discretizada de acordo com o
método dos elementos finitos, e para cada ponto de integracao da malha macroscépica
se associa um EVR, onde um problema de valor de contorno é resolvido novamente por
meio do método dos elementos finitos [Ortolano et al., 2013]. As informagoes obtidas a
partir da solucao do problema associado ao EVR servem para retroalimentar o problema

macroscopico, de forma que tem-se uma solugao aninhada.

4.1 Propriedades efetivas

As propriedades efetivas de um material heterogéneo periddico podem ser deter-
minadas por meio da técnica de homogeneizagao assintotica, valida na sua forma classica
para materiais periddicos. Em outro contexto, valido para materiais peridédicos ou nao, as
propriedades efetivas podem ser determinadas por meio da solugdo de problemas definidos
em um elemento de volume representativo da microescala, denotado aqui por ©.2 Nesse

contexto sao assumidas determinadas condigoes de contorno e tem sido usual considerar
divg=0 em [ (4.1)

para o problema térmico e
divT=0 ou DivT,=0 em @ (4.2)

para o problema mecanico ao determinar-se tais propriedades efetivas, conforme observa-
se, por exemplo, nos trabalhos de Auriault et al., 2009, e Castaneda, 2004.

No ambito mecanico, Castaneda, 2004, argumenta que uma propriedade basica
de um material homogéneo é que uma deformacao uniforme é produzida quando uma

condicao de contorno de deslocamento linear é aplicada sobre J[@l, isto é, quando

1O Elemento de Volume Representativo é definido mais rigorosamente na pag. 22.
2Para o significado mais preciso de EVR (denotado por @), veja a Defini¢do 4.4 na pag. 22.
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u=Ex em 0@, (4.3)

sendo E um tensor constante. Como o autor define o EVR como um material macros-
copicamente uniforme, espera-se que o EVR produza uma tensao macroscopica uniforme
quando a referida condi¢do de contorno é aplicada. E isso, por sua vez, sugere a defi-
nicao das propriedades efetivas como a relagdo entre os campos uniformes de tensao e
deformagao.

Argumentos similares podem ser utilizados quando se aplica, no lugar da condi¢ao

de contorno de deslocamento linear, a condi¢ao de contorno de tra¢ao uniforme, dada por
Tn=7n em 0@, (4.4)

sendo 7 um tensor constante.
No que diz respeito ao problema de conducao de calor, as propriedades efetivas
podem ser determinadas a partir da solucao de problemas no EVR com condigoes de

contorno de temperatura linear,
0=G-x em J@, (4.5)
ou fluxo uniforme,
q-n=Q-n em JE, (4.6)

onde G e Q) sao vetores constantes.

4.1.1 Principio de Hill-Mandel

Dentro do contexto dos métodos que utilizam o conceito de EVR, surge o prin-
cipio de Hill-Mandel [Hill, 1963, 1972; Mandel, 1972], estabelecido originalmente para
problemas mecéanicos. Esse principio assume formas variadas, dependendo do problema

especifico. Duas das mais utilizadas sao®

(T, F), = (T,) ¢ (F)y (4.7)

(T: )y = (T)g: (). (438)
onde € é a deformacao infinitesimal.

No que diz respeito ao problema de conducgao de calor, o principio de Hill-Mandel
é dado por [Ostoja-Starzewski, 2002; Auriault et al., 2009]

<Q'g>@ = <Q>@'<g>@' (4'9)

%A notagdo (e), indica a média de e sobre o EVR, conforme a Definicao 4.6.

40 mesmo simbolo estd sendo utilizado para a deformacdo infinitesimal e para a energia interna
especifica. Entretanto, a deformagao infinitesimal sé serd considerada em sua forma tensorial, escrita em
negrito.
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Em parte da literatura, encontra-se mencoes ao lema de Hill-Mandel, em vez de o
principio de Hill-Mandel. De fato, desde que se assuma um campo de tensao ou fluxo de
calor com divergente nulo e uma das condicoes de contorno mencionadas anteriormente’,
o principio de Hill-Mandel torna-se o lema de Hill-Mandel, ja que pode ser demonstrado.
Ranganathan e Ostoja-Starzewski, 2009, por exemplo, utilizam o principio de Hill-Mandel
em uma forma que denominam condicao de Hill, a partir da qual extraem as condig¢oes de

contorno (4.5) e (4.6), além das condigdes de contorno mistas-ortogonais, menos usuais.

4.2 Métodos computacionais multiescala

As técnicas computacionais multiescala sdo baseadas na solugao de dois problemas
de valor de contorno aninhados [Pham et al., 2013], um associado a microescala e outro a
macroescala, e permitem a consideracdo de constituintes com geometria arbitraria, bem
como relagoes constitutivas arbitrarias [Kanouté et al., 2009]. Dentre esses métodos,
pode-se citar o método dos elementos finitos multiescala, abreviado por FE? [Feyel, 1999;
Feyel e Chaboche, 2000}, de acordo com o qual a cada ponto de integracao da malha de
elementos finitos macroscopica se associa um EVR, cujo problema associado também é
resolvido pelo método de elementos finitos. Esse método nao requer a especificacdo de
relagoes constitutivas macroscopicas [Kanouté et al., 2009].

A partir deste ponto do texto, em que vai se lidar simultaneamente com grandezas
na macroescala e com grandezas na microescala, torna-se importante definir certas gran-
dezas associadas a macroescala, de modo a distingui-las claramente das suas contrapartes

microscopicas, as quais, por sua vez, continuam sendo denotadas pela forma usual.

DEFINIGAO 4.1: O gradiente e o divergente macroscopicos (na configuragao espacial) sdo
denotados, respectivamente, por grad e div. Na configuracio de referéncia, o gradiente e

o divergente macroscopicos sao denotados por V e Div, respectivamente.

DEFINICAO 4.2: A temperatura na macroescala, denominada temperatura macroscépica,
¢ denotada por 6. O fluxo de calor na macroescala, ou fluxo de calor macroscépico, é
denotado por q. Na configuragao de referéncia, o fluxo de calor macroscopico é denotado
por q,. O gradiente de temperatura na macroescala, também denominado gradiente de

temperatura macroscopico, é denotado por
g := gradd. (4.10)

DEFINIGAO 4.3: O tensor tensao de Piola macroscépico é denotado por T,.. O tensor ten-
sao de Cauchy macroscopico ¢ denotado por T. O gradiente de deformacio macroscopico
¢ denotado por

F:=Vy¥, (4.11)

SEm verdade, as condi¢oes de contorno periédicas, descritas na pag. 32, também podem ser utilizadas.
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onde ¥ é a funcado movimento macroscépica.

4.2.1 Principio de Hill-Mandel em termos de grandezas macroscopicas

Os modelos multiescala em geral consideram a microescala, por meio do seu EVR,
sob a condigao (4.1) para o problema térmico ou (4.2) para o problema mecénico. Além
disso, assume-se em geral que os fluxos e os gradientes macroscépicos sejam dados pelas

médias de suas contrapartes microscopicas:

q= <q>|§|7 (4‘12)
g= <g>@7 (4 13)
T, =(T))y 4.14)
F=(F),. (4.15)

Dessa forma, o principio de Hill-Mandel para os problemas mecanico e de condugao de

calor pode ser escrito, respectivamente, como

(T F)g=(Ty)g: F)g=T,:F (4.16)

(9-8)g = Ay (8)g=a8 (4.17)
4.3 Microescala usualmente modelada com divq =0

Mesmo para problemas transientes alguns autores como Ozdemir et al., 2008, e

Fish et al., 2012, consideram a microescala em estado estaciondrio®

, 0 que pode ser jus-
tificado quando “o menor comprimento de onda caracteristico é varias vezes maior que
o comprimento caracteristico de cada fase microestrutural” [Pham et al., 2013]. Conse-
quentemente, na auséncia de forgas de corpo e de geracao de calor, as equagoes (4.1) e
(4.2) podem ser tomadas como validas na microescala. Em Ozdemir et al., 2008, a mu-
danca da energia interna na microescala nao é considerada por meio da justificativa de
um EVR de tamanho pequeno. Essa consideracao juntamente com a auséncia de geragao
de calor leva & hipétese divq =0 em @, enquanto divg # 0 em B;. Um outro exemplo,
no contexto termomecanico, ¢ dado em Temizer e Wriggers, 2011, no qual as relacoes
Divqg, = 0 e DivT, = 0 sdo assumidas em @’ sob a justificativa de preservar somente a

resposta intrinseca do material, enquanto Divq, # 0 e DivT, # 0 em B.

50u seja, ndo h4 variacio de energia interna para a conducio de calor e ndo hé variacdo de momento
linear para o problema mecénico.

"0 EVR @, no referido trabalho, estd definido na configuracdo de referéncia. Daqui por diante, o
contexto definird em qual configuracio [ esta definido.
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De fato, Temizer, 2012, demonstrou a validade da relagdo Divq, =0 em [@ para
um problema de conducao de calor transiente com geracao de calor ao utilizar a primeira
lei da termodindmica e condi¢oes de contorno periédicas dentro do contexto de homoge-
neizagdo assintotica. O autor também demonstrou a validade da relacao DivT, =0 em
[@ para um problema mecanico com forcas de corpo e de inércia, utilizando o balanco de
momento linear e condigoes de contorno periddicas. Porém, é importante observar que
esses resultados sao validos apenas para € — 0.

Vale ainda ressaltar que, mesmo no caso em que € — 0, a inclusao de termos
adicionais na expansao assintotica para corrigir a solucao em instantes iniciais d& origem
a problemas de célula transientes (veja [Matine et al., 2015]), contrastando com o caréter
estacionario recém descrito.

De acordo com Germain et al., 1983, se a temperatura nao pode ser assumida
como aproximadamente constante no EVR® ou se o tempo caracteristico no EVR e na
macroescala sao da mesma ordem, entao a relacao divq =0 em [ nao é valida, uma vez
que os efeitos de inércia devem ser levados em consideracao. A consequéncia de um fluxo
de calor com divergente nao-nulo na microescala é que ¢ o principio de Hill-Mandel na
sua forma usual nao mais se aplica.

Trabalhos que propdem uma descricio mais detalhada do EVRY sdo aqueles de
Larsson et al., 2010, no contexto de homogeneizacao computacional de conducao de calor
transiente, e de de Souza Neto et al., 2015, e Pham et al., 2013, no contexto de mecanica
de corpos deforméveis com efeitos de inércia e de forcas de corpo na microescala. Tais
trabalhos sao de especial interesse para esta tese.

Na secao a seguir serda proposta uma extensao para o principio de Hill-Mandel
aplicado a homogeneizacao de problemas de conducao de calor transientes com geracao
de calor, o qual incorpora efeitos de inércia térmica que surgem da consideragdao de um

EVR finito.

4.4 Desenvolvimento do modelo multiescala: Preliminares

Uma representacao esquematica dos corpos real e homogeneizado pode ser obser-
vada na Fig. 4.1, que também apresenta as condigoes de contorno usuais e homogeneiza-
das, sendo as ultimas derivadas ao longo deste trabalho. As temperaturas e suas variagoes
também sao definidas em termos dos conjuntos admissiveis e dos espagos das variagoes.

A definicao de tais conjuntos e espacos é feita mais adiante.

DEFINIGAO 4.4: O EVR, denotado neste trabalho por [ e apresentado na Fig. 4.1, tem

um tamanho [ que é assumido (i) varias vezes maior que o comprimento caracteristico, d,

80s autores usam o termo célula em vez de EVR, uma vez que lidam com materiais periédicos.

9Por descrigio mais detalhada do EVR faz-se mencao & incorporacio das forca de inércia e de corpo
no contexto mecanico e de geracao de calor e variacdo da energia interna no contexto de conducao de
calor.
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de cada inclusao e (ii) muito pequeno quando comparado ao comprimento caracteristico
macroscopico, L, que é o menor dentre o comprimento caracteristico associado a geometria

do corpo macroscépico, Ly, e o comprimento caracteristico fenomenolégico, L.

Mais adiante seré feita menc¢ao ao Elemento de Superficie Representativo (ESR),
denotado por M, que é o andlogo superficial do EVR. No contexto de homogeneizagao,
o problema real, que consiste no corpo heterogéneo (real) B; sujeito as condigbes de
contorno 0 = 6 em 8Bf e q-n=qem dB{ (Fig. 4.1), é substituido por um problema que

consiste de um corpo homogeneizado B; sujeito as condicdes de contorno 6 = <9>\ em

8?? eq -=qem 8@?, em que os significados dessas quantidades serao tornados claros
no decorrer do trabalho. A heterogeneidade do corpo real é levada em consideracao na
descrigio macroscopica ao associar-se a cada ponto X € By um EVR adequado (Fig. 4.1c)
e a cada ponto X € 9B; um ESR adequado, nos quais os constituintes sao modelados.
Conforme observado por Larsson et al., 2010, quando o EVR tem um tamanho finito, os
EVRs associados a dois pontos macroscopicos suficientes proximos se sobrepoem. Como
serd visto ao longo do trabalho, (i) as quantidades macroscopicas serao escritas em termos
de médias apropriadas das quantidades na microescala e (ii) a temperatura macroscépica e
seu gradiente definem o problema do EVR. Dessa forma, o problema original é substituido
pelos problemas macroscopico e do EVR, que sido resolvidos de maneira aninhada.

Algumas defini¢oes essenciais sdo agora enunciadas:

DEFINIGAO 4.5: O volume!'” do EVR associado ao ponto macroscépico X ¢ denotado por

|@(x)|::/@ dv, x€B. (4.18)

DEFINIGAO 4.6: A média de um campo ¢ no EVR associado ao ponto macroscopico X é

denotada por
1

(¢) () = ’@(XM/@@(X) dv, Xe€B,xE@. (4.19)

DEFINIGAO 4.7: A drea'l do ESR associado ao ponto macroscépico X ¢ denotada por
NE)| = / da, x€ 0B, (4.20)
A

DEFINICAO 4.8: A média de um campo ¢ no ESR associado ao ponto macroscépico X é

denotada por
1 _
() = /\go(x) dv, X€Buxen (4.21)

DEFINIGAO 4.9: A notacao 0 (x,t;X) é utilizada para tornar clara a separagao de escalas.

00u 4rea, no caso de modelagem plana.
1 Ou comprimento, no caso de modelagem plana.



Elemento de Volume Representativo
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Figura 4.1 — Representagao esquematica dos corpos (a) real e (b) homogeneizado, conec-
tados pelo (c) elemento de volume representativo associado ao ponto macroscépico X. As
condigoes de contorno usual e homogeneizada também estdo apresentadas, bem como as
temperaturas e suas variagoes em termos, respectivamente, dos conjuntos admissiveis e
dos espagos das variagoes admissiveis.
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DEFINICAO 4.10: Tanto no EVR quanto no ESR, a temperatura microscopica é decom-

posta aditivamente em
0(x,1:X) =607 (x,1:X)+ 0~ (x,£;X), X€B;UIB;,x€BVxEN, (4.22)

em que o (x,t;X) representa a parte suave da temperatura, a qual é completamente
definida pelas quantidades macroscépicas, enquanto 67 (x,t;X) representa a flutuagao da

temperatura observada na microescala. A ponte entre as escalas micro e macroscopica é
feita assumindo 6 ~ @ dentro de cada EVR ou ESR.

OBSERVACAO 4.1: A diferenca 6 — 0 representa um erro do modelo.

Este trabalho segue os conceitos de homogeneizacao de primeira ordem. Portanto,
assume-se que somente a temperatura macroscopica e seu gradiente sao transferidos da

macroescala para a microescala.

HIPOTESE 4.1: Dada a temperatura macroscépica ?(i, t) e seu gradiente

g(X,t) :=gradf (X,1), (4.23)
a parte suave da temperatura na microescala é
0 (x,t:X)=0(X,1)+g(X,t)- (x—%), XeBUIB,xe@Vxe, (4.24)

com o EVR (ou ESR) sendo centrado no ponto macroscopico X, como pode-se observar na,
Fig. 4.1c, de tal forma que (x —X)5 = 0 (ou (x —X). = 0). Pode-se identificar diretamente

a Eq. (4.24) como uma expansio de Taylor de primeira ordem em torno de 6 (X,t).

A decomposigao da temperatura na microescala, dada pelas Eqs. (4.22) e (4.24),

estd representada esquematicamente na Fig. 4.2. Dessa decomposic¢ao segue que, em geral,

74 (0)s. (4.25)
g # (gradf) . (4.26)

HIPOTESE 4.2: A temperatura varia suavemente na fronteira dB; do corpo macroscépico,

de forma é possivel assumir ~ =0 em cada ESR.

Ao tomar a média da equagao

048 (x—%)+0~=0 emdB. xT (4.27)
=0

sobre um ESR, considerando a hipdtese anterior, encontra-se

+g (x—%),=(0)_
=0
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Figura 4.2 — Representacao esquematica da temperatura na macro e na microescala para
um problema unidimensional, em que o EVR consiste em dois materiais com condutivi-
dades térmicas k1 e k2. O produto g-(x —X) foi escrito como g(x —=). A flutuacdo da
temperatura microscépica, 67, estd de acordo com a futura definigdo do conjunto H™ (ver
Eq. (4.73)). Adaptado de Larsson et al., 2010.

26
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0=(0). emdB/xT. (4.28)

O conjunto das temperaturas admissiveis e o espago das variagoes admissiveis das

temperaturas sao a seguir definidos da maneira usual.

DEFINIGAO 4.11: Temperatura convencional®?:

(a) Conjunto das temperaturas admissiveis:
H = {H(X,t)GHl(BtXI) : QzéemﬁBtgxI}, (4.29)
onde H' é um espaco de Sobolev de ordem 1;

(b) Espago das variagbes admissiveis das temperaturas:

Ho:={v:v="0,—0p; 04,0, €H}. (4.30)

A decomposigdo de temperatura, dada pelas Eqs. (4.22) e (4.24), e a Eq. (4.28)
motivam a definicado dos seguintes conjuntos de temperaturas admissiveis e espacos das

variacoes admissiveis das temperaturas:

DEFINIGAO 4.12: Temperatura macroscépical?’:

(a) Conjunto das temperaturas macroscopicas admissiveis:
H:= {H(X,t) cH! (Et X I) 10 = <§>\ em 83? XI}; (4.31)
(b) Espago das variagoes admissiveis das temperaturas macroscépicas:
Ho = {@ D=0, —0p; 04,0, eﬁ}. (4.32)
DEFINIGAO 4.13: Temperatura microscopical?:

(a) Conjunto das temperaturas microscopicas lineares admissiveis:
1 o={07 (x,t5X) eH (@XT): 07 =0(Xt)+EX 1) (x—%), 0 H}; (4.33)
(b) Espago das variagbes admissiveis das temperaturas microscépicas lineares:

’HO/ = {v/ : v/zea/—(?b/; Ha/,Hb/E’H/}; (4.34)

(¢) Conjunto das flutuagoes das temperaturas microscépicas admissiveis, o qual é deno-

tado por H™ e sera definido posteriormente pelo método multiescala (veja a pag. 34);

12 Associada ao corpo real (ver Fig. 4.1a).
13 Associada ao corpo homogeneizado (ver Fig. 4.1b).
1 Associada ao EVR. (ver Fig. 4.1c).
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(d) Espago das variagoes admissiveis das flutuagoes das temperaturas microscopicas, o

qual é denotado por Hy e também sera definido posteriormente (veja a pag. 34).

4.5 Desenvolvimento do modelo multiescala: Extensdao do principio de Hill-
Mandel para o problema de condugao de calor transiente com geracao
de calor

Inicia-se pelo enunciado usual do problema real, dado por: Encontre 6 € H de

forma que

/Bt (q-6g+ré6 — $o6) dv—/athq(se da=0, V30eHotel. (4.35)

Esse enunciado variacional é equivalente'® & equacdo diferencial expressa por
—divq+r—¢=0, emB;xZ, (4.36)
a condicao de contorno essencial
0=0 emoB!xT (4.37)

e & condicao de contorno natural (ndo serdo tratadas condigoes de contorno que envolvam
radiagdo ou convecgao)
gn=4 emdBxT. (4.38)

Além disso, condigoes iniciais devem ser especificadas para completar o enunciado. Juntas,
elas definem o problema de valor de contorno inicial para a conduc¢ao de calor transiente
em solidos.

A demonstracao da equivaléncia entre o enunciado variacional e as Eqs. (4.36)—
(4.38) pode ser feita com o auxilio do teorema da divergéncia ao reescrever-se a Eq. (4.35)

como
0= /Bt (q-grad59+7’59— ¢59) dv — /863 4ol da
_ /B t [div (q86) — 86 div + o6 — 366] dv— /a o 190

:/%?q-néeda+/63gq~n59da+/3t59(—divq+r—¢) dv—/%gqaeda

—_——
=0

:/865 (q~n—cj)59da+/Bt56(—divq—i—r—¢) dv, Vs0eHoteT,  (439)

de onde as Eqs. (4.36) e (4.38) seguem por meio da utilizacdo do lema fundamental do

célculo das variages, enquanto a Eq. (4.37) decorre da restrigdo 6 € H.

5No sentido do célculo das variacoes.
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HIPOTESE 4.3: Considerando os conceitos de EVR e ESR, o enunciado variacional, dado

pela Eq. (4.35), pode ser reformulado como: Encontre 8~ € H™ de forma que
/E (a-0g-+ro0— o) dv— /{)EQ (@00) da=0, V60€H 00~ e Hy teT. (4.40)
t t

A Eq. (4.40) pode ser derivada do enunciado variacional original assumindo que as
integrais que aparecem nele possam ser aproximadas como

/lgf(x) dv ”/— (P)g (X) dv (4.41)

B

ABtw(x) da ~ /8 - (@)\() da. (4.42)

A reformulacao mencionada baseia-se no trabalho de Larsson et al., 2010. Nesta tese, no
entanto, a condicao inicial nao foi incluida nos enunciados variacionais. Essa abordagem
foi escolhida para manter os resultados tao concisos quanto possivel. Observe que a
Eq. (4.40) foi escrita em termos de 60 e §0~ tendo por base o fato que d6 depende
implicitamente dessas variagoes, como pode-se observar das Eqgs. (4.22) e (4.24).

O objetivo do presente método multiescala é transformar a Eq. (4.40) em uma
equacao suave, macroscopica. Considerando que o termo 660~ nao deve estar presente
na descricio macroscopica do corpo homogeneizado, By, assume-se o seguinte enunciado

variacional macroscopico.

HIPOTESE 4.4: O enunciado variacional do problema homogeneizado (macroscépico) é:
Encontre 6 € H de forma que

/7 (q* : 5g+z5§) dv — /ﬂ G00da=0, Y60 €HteL, (4.43)
B: OB

onde 6g = graddd.

A quantidade @* é um fluxo de calor macroscépico nao-usual, como serd mostrado
mais adiante, enquanto 7 representa todas as quantidades escalares presentes na descri¢cao
macroscopica. A grandeza ¢ é o fluxo de calor macroscépico normal prescrito. As
expressoes para essas quantidades em termos das médias microscopicas serao reveladas ao
longo do trabalho. A hipdtese recém enunciada pode ser tomada como a mais importante
do método que esta sendo desenvolvido.

A Eq. (4.43) é equivalente a assumir-se para o corpo B; a equagao diferencial
(macroscopica) dada por

—div@*+7=0 emB;xZ (4.44)

e para a sua fronteira natural 9B} a condicdo de contorno natural (macroscépica)

qn=¢ emdBxT, (4.45)
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enquanto a condi¢ao de contorno essencial é
~  a 0
0= <9>\ em OB, x T (4.46)

e deve-se & restricio § € H. A demonstracio da equivaléncia é similar & apresentada para
o enunciado variacional do problema real.
Subtraindo a Eq. (4.43) da Eq. (4.40), tem-se

/Bt (a-0g-+ro0—do0) dv—/aBg (06)- da:/Bt (q*- og +160) dv—/angM da,
Vo0 € Ho, 00~ e Hy , t € L. (4.47)
PROPOSIGAO 4.1: Tendo por base a Eq. (4.47), escreve-se
ﬁ (q*-6g+160) dv= /7 (q-g+r80—080) dv, VoB,YSY~ € Hy.teT, (4.48)
Bt Bt g

/363 460 da = /533 (G00)- da, Vo0 € Hop,tel. (4.49)

Na Eq. (4.49) a restrigdo 40~ € Hy ndo é considerada porque 60~ = 0 em 9B,
o que decorre da Hipétese 4.2. Além disso, a Eq. (4.48) é vélida para qualquer campo
50, uma vez que ndo faria sentido manter a restricio 00 € Hg em B;. De fato, observe
que, conforme a definicio de Hp, dada na Eq. (4.32), a restricio aplica-se somente a
fronteira essencial de B;. Com relacdo a motivacao para a Proposicao 4.1, observe que a
Eq. (4.47) se reduz a Eq. (4.48) quando toda a fronteira do corpo é essencial. Por outro
lado, ao prescrever-se § = 0 na fronteira natural, ndo espera-se que g seja diferente de zero
e, portanto, assume-se que a Eq. (4.48) seja satisfeita. Por essas razoes, propoe-se que as
Eqgs. (4.48) e (4.49) sejam vélidas em um caso geral.

A Eq. (4.48) sera utilizada para revelar as quantidades volumétricas, bem como as
condigbes de contorno e a forma variacional do problema do EVR. A Eq. (4.49), por sua
vez, serd utilizada para revelar as quantidades superficiais homogeneizadas. A Eq. (4.48)
serve de base para a seguinte proposicao, que funciona como um principio que faz a ponte

entre as escalas:

PROPOSICAO 4.2: A wersao estendida do principio de Hill-Mandel para o problema de

condugdo de calor transiente com geracdo de calor assume a sequinte forma:
q*-0g+700 = (q-0g+rd6 — @59>@, V60;Y00™ € Hy .t € I,X € By. (4.50)

Conforme serd mostrado no decorrer deste trabalho, a importancia da Eq. (4.50)
reside no fato de que ela engloba as condigoes de contorno e a forma variacional do
problema do EVR, e também as relacoes de homogeneizagao para as variaveis volumétricas
presentes na descricao macroscopica. Embora baseada em Larsson et al., 2010, a derivacao

feita aqui é diferente. Em especial, as Proposicoes 4.1 e 4.2 sdo proposic¢oes originais deste
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trabalho.

OBSERVAGAO 4.2: A Eq. (4.50) é andloga a Eq. (29) apresentada no trabalho de de Souza
Neto et al., 2015, no contexto mecanico, que na notacao do presente trabalho pode ser

escrita como
T,: 6F —f,0u= <TT: OF — b, - (5u—|—prii~(5u)@, You; Véu € 7—[8, (4.51)

em que 13 é um espaco definido de forma que os postulados W= (u)y e F = (F) assu-
midos pelos autores sejam respeitados. E interessante observar que no referido trabalho
essa equacao é assumida sem uma justificativa aparente, ao contrario do realizado nesta
tese para a Eq. (4.50). A estratégia utilizada na obtencao da Eq. (4.50), bem como sua
analogia direta com a Eq. (4.51), sugerem uma abordagem geral para a consideracao de

efeitos inerciais que surgem da microescala.

OBSERVACAO 4.3: Larsson et al., 2010, também obtém uma equacao que identificam
como uma generalizacao do principio de Hill-Mandel, porém em uma forma menos clara

que a expressa pela Eq. (4.50).

Dada a Proposicao 4.2, serao agora identificadas as condi¢oes de contorno e a forma
variacional do problema do EVR, bem como a natureza de @* e 7. No que segue, isso é
realizado utilizando um procedimento que é similar ao proposto por de Souza Neto et al.,
2015. Inicia-se empregando a expressao para ¢ na microescala, dada pelas Eqs. (4.22) e
(4.24):

0(x,t:X)=0(X,t)+g(X,t) (x—X)+ 07 (x,1;X), (4.52)

de onde segue que
g=g+gradd”. (4.53)

Entao, as variacoes de 0 e g sao dadas, respectivamente, por

60 =60 +0g - (x —X) + 66~ (4.54)

0g = 0g +gradsf™. (4.55)

Substituindo as duas tltimas equagoes na Eq. (4.50), a versao estendida do principio

de Hill-Mandel assume a seguinte forma:

qQ - 0g+100 = <q~ (0g + grad 60™) + (T—qﬁ) [65—1—5@- (x—i)—ké@’”b@,
Vo0;V60™ € Hy ,t € I,x € By, (4.56)

Considerando que a Eq. (4.56) deve ser satisfeita para qualquer 660, faz-se 6 = 0
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(e, consequentemente, 6g = graddf = 0) para obter
(q-gradd0™ + (r—¢) 50~>@ =0, Vo0~ eHy tel,xechB,. (4.57)

Essa equagao representa a forma variacional do problema associado ao EVR. Equivalen-

temente, a Eq. (4.57) pode ser reescrita como

1
@ (x)| /o

60~q-nda=0, V60~ eHy,tel,x€ By, (4.58)
[

onde a equacao diferencial na microescala, Eq. (4.36), foi utilizada. Neste trabalho
emprega-se a Eq. (4.58) para definir-se as condigbes de contorno do problema associado
ao EVR.

As seguintes condicoes satisfazem a Eq. (4.58):

1. Condigao de flutuagdo nula de temperatura na microescala:
0~ =0, VtecI,X€EBy,xc@UIE. (4.59)
Portanto, 00~ =0Vt € Z,Xx € B;,x € @UIE.

2. Condigao de contorno de temperatura linear:
0~ =0, VteI,XEB;,x€0@. (4.60)

Portanto, 0~ =0 Vt € Z,X € By, x € 08. De maneira alternativa, essa condicio

pode ser enunciada como

0=0+g (x—X), VteI,XeBy,xecdm. (4.61)

3. Condigbes de contorno peridédicas:

at=—q, VteI,X € By,x €0, (4.62)
9+:9‘+g-(x+—x—), VteZ,x€Byx€0B. (4.63)

onde os indices + e — indicam pontos homdélogos. Denotando faces homologas por

@' e @, a Eq. (4.58) pode ser reescrita como

/8@%60 da—/€9@+qn56’ da+/8@qn59 da

=/, (¢500~" +¢,00~7) da

- /a 0 (66~+—60~") da, VteI.xeB,  (4.64)
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Da Eq. (4.54), pode-se escrever

60~ =60 — 00 — g - (x —X) (4.65)

e, entao,
06~" = 56" — 66— og- (xT —%), (4.66)
00~ =00~ — 00— og- (x —%). (4.67)

Subtraindo a Eq. (4.67) da Eq. (4.66), tem-se
00~ =60~ =80T — 06~ —og- (xT —x7), (4.68)
e da Eq. (4.63) segue que
00" — 30~ —og- (xT—x") =0. (4.69)
Logo, das Eqs. (4.68) e (4.69), obtém-se
60~ — 60~ =0, (4.70)
que, utilizada na Eq. (4.64), faz com que a Eq. (4.58) seja satisfeita.

4. Condigao de contorno de fluxo de calor uniforme (com g = (g>@):16
qn=q"n VtcI,XcB;,xcom. (4.71)
Neste caso, a Eq. (4.58) pode ser escrita como

80~ d :/ G -né0~ d
om T “ fo T " ¢

—q*- [ né9~d
q /8@1’1 a

:q*-/ grad60™ dv, VeI, x € B
[

Da Eq. (4.55), tem-se
0(8)g =0(8)g + (graddf™) . (4.72)

Se a hipotese § = (g) g € utilizada, entao (graddf™)y = 0, satisfazendo a Eq. (4.58).

Neste trabalho sera utilizada a condicao de contorno de temperatura linear, dada
pela Eq. (4.61). Uma consequéncia dessa condigdo de contorno ¢ a relacdo g = (g)g,
usualmente assumida nos modelos multiescala.

Em vista dos resultados anteriores, agora ¢é possivel definir o conjunto H™ e o

16g* seré definido mais adiante.
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espago Hy como

H™:={0" e H (@xT): 0" =0emd@ <L} (4.73)
€
Hy ={v~ v~ =07—-0y; 0,0, € H™}. (4.74)
Entao,
Hy =H"™. (4.75)

OBSERVAGAO 4.4: A Eq. (4.57) é analoga a Eq. (32) apresentada por de Souza Neto et
al., 2015, no contexto mecanico, que na notacao do presente trabalho pode ser escrita

COHIO17

/@ [T, Vou™ — (b, — pyit)-6u™] dv =0, Vou™eHy", (4.76)

onde Hy'™ é o espago das variagoes admissiveis das flutuagoes dos deslocamentos micros-
copicos. Os autores, no entanto, ainda simplificam o problema ao considerar postulados

anteriores, isto é, W= (u)y e F = (F).

OBSERVACAO 4.5: E importante mencionar que no trabalho de de Souza Neto et al., 2015,
as condicoes de contorno para o problema do EVR sao derivadas previamente a partir dos

postulados T = (u)y e F = (F)_, enquanto nesta tese as condi¢oes de contorno surgem

[o]
naturalmente a partir da formulacao multiescala, de maneira semelhante ao realizado por

Larsson et al., 2010.

OBSERVACAO 4.6: No trabalho de Larsson et al., 2010, o cancelamento do primeiro dos

termos

_/I<q.grad59~+(r—¢) 56™) At +([@(8l,—g+) = 60] 8™ |y g (4.77)

que aparecem na primeira linha da Eq. (27) do referido trabalho (sendo ¢ a densidade

de energia interna inicial), define o problema do EVR. Exceto pela presenca do termo

<[¢(9’t:0+) - ¢0] 56N‘t:0+>|§| )

e da integracao no tempo do outro termo, que decorrem da inclusao da condigao inicial nos
enunciados variacionais, o termo apresentado é idéntico ao que aparece no lado esquerdo

da Eq. (4.57)'. Além disso, o cancelamento do primeiro dos termos

! ~ a ~
_/I<‘@(X)| 3@56 Q~nda> dt+ ([0 (0],_+) — b0] 06 |,_+ ) (4.78)

que aparecem na segunda linha da Eq. (27) do trabalho mencionado, serve para definir
as condigoes de contorno do problema do EVR. As semelhancas com a Eq. (4.58) sao

evidentes.

170 EVR @, no referido trabalho, estd definido na configuracao de referéncia.
8Porém, como pode-se observar, com o sinal trocado.



35

Agora, para revelar a natureza de @~ e 7, toma-se 60~ =0 na Eq. (4.56), isto é,
e e - N B N - o
q"-0g+100 = <q~5g+ (r—c;ﬁ) g (x—X)+ (r—gzﬁ) 69>@, VooVt e Z,x € By (4.79)

DEFINIGAO 4.14: Define-se as seguintes médias na microescala:

q:=(q)g; (4.80)
5= (0, (4.81)
= (0(x— %)), (4.82)
= (g, (4.83)
r:=(r(x—X))g (4.84)
Dada a definigdo anterior, a Eq. (4.79) pode ser reescrita como
q*-0g+160 = <q+r—<j>)-5g+(r—¢)56, Vo0:Vt € I,x € B;. (4.85)
Considerando a arbitrariedade de 660 (e 0g), tem-se
T =q+7- 0, (4.86)
1=T— 6 (4.87)

Logo, a natureza matemética do fluxo de calor macroscépico nao-usual @ e da grandeza

escalar 7 foram reveladas. Pode-se escrever também

a =(q+(r—¢)(x-%)_, (4.88)

[

7= <7"—(b>@. (4.89)

A Eq. (4.43) pode entdo ser reescrita como

/, [(q+r—ci>> o+ (r—0) 59] d@—/fﬁé@dﬁz 0, Vo9cHoteZ,  (4.90)
Bt 0By
e representa a forma variacional do problema macroscopico.

OBSERVAGAO 4.7: A Eq. (4.88) é andloga a Eq. (31) do trabalho de de Souza Neto et

al., 2015, que na notagao do presente trabalho é escrita como
T, = <TT — (by— pyi)) ® (X—X)>@. (4.91)

Ja a Eq. (4.89) é andloga a Eq. (33) do referido trabalho, a qual na notagao desta tese é
escrita como
f, = (b, — prit) . (4.92)

A comparagao com o trabalho de Larsson et al., 2010, é mais clara por meio da equagao
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diferencial, conforme apresentado mais adiante.

Substituindo as Eqs. (4.86) e (4.87) nas Eqs. (4.44) e (4.45), identifica-se a equagao
diferencial macroscépica como

—div(q+r—d>)+r—¢_0 em B; x Z, (4.93)
e a condicao de contorno natural macroscopica como
<q+r—(i)>-n:cj em@foI. (4.94)

OBSERVAGAO 4.8: Agora deseja-se comparar as Eqgs. (4.93) e (4.94) com as Egs. (36) e
(37) apresentadas por Larsson et al., 2010, as quais, ap6s um pequeno rearranjo e na

notacgao do presente trabalho, sao escritas como
—div(q—(b) +T—g:0 em By X Z, (4.95)
(q—(i)) M=q4 em aﬁf xT. (4.96)

As equagbes sao idénticas, exceto pela auséncia do termo T no trabalho de Larsson et
al., 2010. No entanto, tal auséncia ¢ uma consequéncia da hipotese de geracao de calor
homogénea na microescala do referido trabalho. Ao considerar que a geracao de calor é
homogénea na microescala, o termo T vai a zero e as equagoes apresentadas no trabalho
de Larsson et al., 2010, sao obtidas. Além disso, como uma consequéncia da inclusao
da condicao inicial na formulacao variacional, Larsson et al., 2010, também obtém uma

condicao inicial homogeneizada.

Como pode-se observar na Eq. (4.93), a descrigdo macroscépica homogeneizada
depende nao somente do divergente da média do fluxo de calor na microescala (@), mas
também do divergente da distribuicao das taxas de energia interna e geracao de calor
volumétricas ao longo do EVR finito, dadas por suas integrais ponderadas pela posi-
cao (d(¢p(x—X))g = <(/5(x—i)>@ e (r(x—X))g). Essas duas tltimas equagdes sao as
contribui¢oes da inércia térmica que surgem de uma descricdo finita da microescala. A

Eq. (4.88) também pode ser escrita como

4" =(q)g T ((divg) (x = X))y, (4.97)

utilizando-se a Eq. (4.36).

O termo x —X pode ser visto como uma influéncia da escala. Quando |x —X| — 0,
os efeitos de inércia térmica desaparecem, conforme mostrado no Apéndice B.

Na descricao macroscopica, a energia interna também depende do gradiente de
temperatura, uma dependéncia que viola os postulados da termodinamica irreversivel

classica, conforme pode-se observar a partir do item (a) na pag. 12. Tal dependéncia
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pode ser vista ao escrever-se
K . . d —
6 =di(P)g = (9),_ = (pct),_ = <pcdt 0+g (x-%) +6N}> , (4.98)
[o]

onde ¢ é o calor especifico do material. De fato, a descricdo macroscopica se encaixa
em uma abordagem termodinamica nao-local, na qual permite-se que a energia interna
dependa do gradiente de temperatura. Veja, por exemplo, Nguyen e Andrieux, 2005, e
Giusti e Blanco, 2012.

Agora volta-se a atengao para a identificagao dos termos de fronteira na Eq. (4.49).

PROPOSIGAO 4.3: Da Eq. (4.49), escreve-se
G060 = (§06), Vo0 € Ho,t € T,X € IB;. (4.99)
Usando a Eq. (4.54), a Eq. (4.99) pode ser reescrita como

G300 = <q [5§+5g- (x —X) +59~] >\
= (§)~ 00+ (4 (x — X))~ -graddd, V0 € Ho,t € I,% € OB}, (4.100)

onde fez-se uso da Hip6tese 4.2 (8~ =0 em cada ESR) para obter-se 66~ = 0. E conveniente

rearranjar a Eq. (4.100) como
(G- (2)-) 00 = (4(x—=))- - graddl, Vo0 € Ho,t € T,X € IB;. (4.101)

Assume-se que §— (g)- # 0 em algum ponto arbitrario X* € 333 . Entao escolhe-se uma
variagio 60 que em X* é ndo-nula e tem um gradiente (macroscopico) nulo. Essa variagio

estd no espago Ho. Se é substituida na Eq. (4.101), tem-se

(a-(a-) 98,=0, Vi€l (4.102)
7

Isso é claramente uma contradigao. Portanto, § — (¢)~ =0 em X*. No entanto, como X*

N
foi escolhido de forma arbitraria, tem-se

G—(g).=0, VteI,xedBy, (4.103)

ou
G=1(q)~ emIBixT. (4.104)

Esse resultado indica qual é a expressao para o fluxo de calor macroscopico prescrito e
é o primeiro dos dois resultados a serem obtidos com a Eq. (4.101). Agora, utilizando a
Eq. (4.104) na Eq. (4.101), encontra-se

(G (x —%))~ -gradéd =0, Vo0 € Ho,t € T,x € IB;. (4.105)
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Assume-se entdo que (§(x—X)), # 0 para algum ponto arbitrario X* € 83?. Entao
escolhe-se uma variagao 66 cujo gradiente em X* é ndo-nulo e ndo-ortogonal a (G (x —X))-.

Essa variagdo estd no espacgo Ho, e se é substituida na Eq. (4.105), tem-se

(§(x—X))-graddd =0, VteT. (4.106)
—_—
#0 Y

Essa ¢ uma contradi¢do, uma vez que graddf é ndo-ortogonal a (§(x —X)).. Portanto,

(4 (x—X)) =0 para X*. Porém, como X* foi escolhido de forma arbitraria, tem-se
(G(x—%)).=0, VtcI,xcIB], (4.107)

ou
(G(x—%))-=0 em B} xT. (4.108)

Esse resultado indica quais formas funcionais de ¢ sao passiveis de homogeneizacao de

acordo com esse modelo multiescala.

OBSERVAGAO 4.9: As Eqgs. (4.104) e (4.108) sao iguais as apresentadas por Larsson et
al., 2010; essas equacoes nao sao numeradas, mas podem ser encontradas na pg. 1665, no

texto apos a Eq. (21).

A descricdo macroscopica para um EVR infinitesimal esta apresentada no Apéndice

4.6 Resumo do modelo multiescala

Nesta secao serd feito um pequeno resumo do modelo multiescala desenvolvido.

o Enunciado variacional do problema microscépico: Encontre 8~ € H™ tal que

<q.grad50~+(r—¢)5e~>@=o, Vo0~ e My teZ,xe B, (Eq. (4.57))

e Condicao por meio da qual as condigdes de contorno do problema microscopico

podem ser determinadas:

1
@ (%)| Jom

60~q-nda=0, V60~ e Hy,tel,Xe€ By (Eq. (4.58))

e Condicao de contorno do problema microscépico utilizada neste trabalho:

0=0+g (x—X), VteI,xXeB;,x€dE. (Eq. (4.61))

« Quantidades macroscopicas:

q:=(d)g, (Eq. (4.80))



¢ = (d)g, (Eq. (4.81))
¢ :=(p(x-%))g, (Eq. (4.82))
Ti=(")g, (Eq. (4.83))
r=(x-—X)g, (Eq. (4.84))
q=1{(q)- (Eq. (4.104))

« Enunciado variacional do problema homogeneizado (macroscépico): Encontre § € H

de forma que

/Bt [<q+r—¢> '5§+(7—¢> 59} dv—/aBgcj(%’da:O, V60 € Ho,t € T.

(Eq. 4.90)
e Forma forte do problema macroscopico:
— Equacao diferencial:
—div(q+r—<i>)+r—gz5=0 em By x T. (Eq. (4.93))
— Condigao de contorno natural:
(q+r—<i>) =7 emdB!xT. (Eq. (4.94))
— Condigao de contorno essencial:
0=(0). emoB/xT. (Eq. (4.46))

o Fluxo prescrito passivel de homogeneizacao:

(G(x—%))-=0 em B} xT. (Eq. (4.108))
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5 IMPLEMENTACAO DO MODELO MULTIESCALA

O modelo multiescala que resultou das defini¢oes, hipdteses e proposigoes descritas
no capitulo anterior é consistente com o apresentado em Larsson et al., 2010, e, portanto,
a estratégia de solugdo apresentada no referido trabalho pode ser, e de fato é, utilizada
como base neste capitulo. Deve-se observar, no entanto, que a implementacao descrita
neste trabalho tem termos adicionais que decorrem da consideragao de uma geracao de

calor nao-homogénea na microescala.

DEFINIGAO 5.1: Define-se o intervalo de tempo
Ly = (tn—1,tn), (5.1)

em que t,, € o tempo correspondente ao passo de tempo n e t,,_1 € o tempo correspondente

ao passo de tempo n — 1.

A seguir, o subscrito n serve para indicar que uma grandeza deve ser avaliada em
t=1,.

DEFINICAO 5.2: A derivada temporal de um campo ¢ no instante de tempo n é aproxi-

mada por meio do método de Fuler-Galerkin implicito:
. Pn — Pn—1
| — 5.2
o e (2201, (52)
com At :=t, —ty_1.
5.1 Solugao do problema na microescala

Como a Eq. (4.57) deve ser verificada para qualquer intervalo de tempo Z,,, pode-se

estabelecer o seguinte enunciado.

( )
Enunciado 5.1 (Forma semi-discreta da microescala): Para cada intervalo de tempo

Ty, n=1,2,...,N, dado 9,{, encontre 0,7 € H™ tal que
Ra (QR/ +0;;59N) = (007 (pn — dn-1))g — (607 1) g At — (qy, - grad 00~) g At
=0, V0~ eHy. (5.3)

. J

DEFINIGAO 5.3: Com o objetivo de simplificar a expressao para a variagao de Ry, apre-

sentada a seguir, define-se as seguintes notacoes compactas para derivadas:

do
I =7
= de
o dr

T d6

(escalar), (5.4)

(escalar), (5.5)
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Jq
Y = % (Vetor), (56)
Jq
K:= ~ g (tensor de segunda ordem). (5.7)

A variacao de Ry ((9,{ +0,; (5(9N) em 0, fica expressa por

d¢n ~dry, aQn ~
R, (0r;007,d0) = <59Nd9> - <59 d9> At — <d9 -grad 66 > At
g v/ 0"/ o .

Oqn
_ e . ~J A ~ ~ .
<<6(grad0) gradd@) grad 06 >@ t, Y60~ e Hy, (5.8)

ou entao, utilizando a Defini¢ao 5.3,
RL (0,607 ,d0) = <69N¢;d9>@ — (s Nr;d9>@ At — (Y, d6 - grad §6~) 5 At
+ (K graddd) - grad 06™) g At, V66~ € Hy. (5.9)

Seja uma determinada iteracao k, com temperatura correspondente GfL. A nova

estimativa para a temperatura é dada por
ortL — ok 1 dp, (5.10)
em que a atualizagao df € Hy € obtida de

Ra (0511:00) = R (05;00™) + Rig (65:66™,d6) =0 (5.11)
=Ry (04;007,d0) = R (05;00~), Vo0~ € Hy. (5.12)

A estimativa inicial pode ser assumida como
00 =6/ . (5.13)

Quando o residuo Rg (97]2; 59“’) é suficientemente pequeno (dentro de uma tolerancia pré-

estabelecida), o processo iterativo ¢ finalizado.

5.2 Solucao do problema na macroescala

Para a solugdo do problema macroscépico, a integragdo no tempo é naturalmente
escolhida de forma idéntica a microescala. Entao, a Eq. (4.90) deve ser verificada para

qualquer intervalo de tempo Z,,. O seguinte problema pode entao ser enunciado.
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( )
Enunciado 5.2 (Forma semi-discreta da macroescala): Para cada intervalo de tempo

Z,,n=1,2,...,N, encontre 0, € H tal que
R (0,;60) := /ﬁ 50 (5, — 3, 1) do— ﬁ 507, dvAt — /ﬁ q, - graddd dvAl
( ) = <¢ [0) 1) v = Ty dU th gra U
b, -, 1) dé@d*—/ T, - gradod duAt
—1—/& (d)n b, 1) gra v Etr gra v

tn _ _
[ [ aobdadt=0, VoD ey, (5.14)
tn—1J0B;

_ J

DEFINICAO 5.4: Define-se os seguintes operadores tangentes para simplificar a notagao

na sequéncia do trabalho:

B:= gg (vetor), (5.15)
C .= g? (escalar), (5.16)
=~ 0P

B:= % (tensor de segunda ordem), (5.17)
C:= g‘g (vetor), (5.18)
D:= g; (vetor), (5.19)
E = or (escalar) (5.20)

T ’ '

D= g; (tensor de segunda ordem), (5.21)
E = g; (vetor), (5.22)
Y = g(; (vetor), (5.23)
— 0q

K:= v (tensor de segunda ordem). (5.24)

Considerando a Defini¢do 5.4, pode-se escrever
d¢ = Cdf+ B -dg, (5.25)
d$ = Cdd + Bdg, (5.26)
dr = Ed#+D-dg, (5.27)
dr = Edd + Ddg, (5.28)
dq =Ydf - Kdg. (5.29)
Utilizando a Definicdo 5.4 e agrupando termos, a variacio de R @n; 55) fica ex-

pressa por
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R’ (6,:60,d0) = / 6(C,— EnArt) df dv+ / 50 (B, - D,At) - graddd dv
- / aradsd ( -G, +EnAt> A7 dv
+ / aradsd - [ 1+ B, f)nAt) gradde] dv, V60eHy. (5.30)

. . . . —K
Seja uma determinada iteracao K, com temperatura correspondente 6,, . O novo

valor para a temperatura é dado por

orr =% 4 a, (5.31)

em que a atualizacdo df € Hy é obtida de
R (eK“ 59) R (eff ;(56) 4R (95 .50, d9> —0 (5.32)
R (eff .50, de) ~R (ef : 59) . Vel e Ho. (5.33)
Quando o residuo R (05; (59) é suficientemente pequeno (dentro de uma tolerancia
pré-estabelecida), o processo iterativo é finalizado. Para a determinagao da variagdo do

. - Y (. :
residuo macroscopico, R (Qn;(w,de), é necessario determinar os operadores tangentes, o

que serd feito na se¢do seguinte.

5.3 Calculo dos operadores tangentes

O objetivo desta secdo consiste em determinar os operadores tangentes da Defini-
¢ao 5.4. Para tal, é preciso determinar como varia a temperatura 6 na microescala (ou

seja, em um determinado EVR) conforme variam 6 e g. Por isso, 6 e g s@o, nesse contexto,

independentes:
0=0 (@,g) , (5.34)
de forma que
00 00
df = =df+ — -dg. 5.35
g6 " og (5.35)

Inicialmente, deve-se expressar o diferencial df = d6” +d#™ em termos de df e dg.

O diferencial de 6 pode ser escrito como

d6” = dh+ (x —x)-dg. (5.36)
DEFINIGAO 5.5: Define-se as sensibilidades ég e Ag @ como
A 00~
07 = — 5.37
0 90’ ( )
Am(i 00~
oo = (5.38)
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De acordo com a Definicao 5.5, pode-se escrever
6~ = 0546 + 62" dg;. (5.39)
e, entdo, utilizando a Eq. (5.36),
46 = d6” +d0~ = (14-05) b+ (:c A é;”’) dg. (5.40)

Agora que df estd expressa em termos de df e dg, pode-se obter os operadores
tangentes listados na Definigdo 5.4 (pag. 42). Esses operadores serao escritos como fungao
das sensibilidades apresentadas na Definicao 5.5. Na proxima secao, as expressoes para a
determinacao de tais sensibilidades serao obtidas.

Primeiramente, serao determinadas as expressoes para Y e K, e os demais opera-

dores serao determinados fazendo uso da mesma estratégia. Observa-se que
dg; = dq-e;=d(q-e;) =d({q-ei)y) = (Yd0-e;)y — (Kgrad do)-e;)y.  (5.41)
Substituindo a expressao para df, Eq. (5.40), tem-se, apds alguma manipulagao algébrica,
dg; — [([Y]i)@ +(1v),85)_—( [Kgradéﬂ)@} a8

- (1) + ([ dg] ) = (-l - (Y1) a2

de onde, por comparagao com a Eq. (5.29), se identifica

Y], = ([Ylde+([¥1:65)_ - <{Kgrad§ﬂi>@, (5.43)
K], = (K],;),+ < [Kgradég(j)])@ (Y, (25— 7))y — <[Y]Z.é;<j>>@ L (5.44)

J4 d¢ pode ser obtido de
dé=d(¢)y = <¢’d0>@ . (5.45)

Substituindo a expressao para df, Eq. (5.40), tem-se

dé = <<¢/>@ + <¢/é9~>@) g+ <<¢/ (2 =), + <¢/ég~(i>>@> dg;, (5.46)

de onde se identifica, por comparagdo com a Eq. (5.25),
C= <¢’>@ + <¢’ég>@, (5.47)
B, = (¢ (wi—m))_+ <¢’ég”(i)> . (5.48)

[
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Quanto a d¢, pode-se escrever

6], = d (0 (s — 7)) = (¢/ (s —7)d6) . (5.49)

Substituindo a expressao para df, dada pela Eq. (5.40), tem-se

48]~ (¢ ) (9 2005, 0
+ [<¢’ (i =) (23 = 7)) + {0/ (0~ ) Ag<j>>@] dg;. (5.50)
A comparacio da Eq. (5.50) com a Eq. (5.26) resulta na identificacio
M = (wi—7))_+{¢/ (i~ )05 ) _. (5.51)
{1%] - (& (@i —70) (7)) _+ <¢>’ (i —a:i)é;(j)>@. (5.52)

O diferencial d7 é andlogo ao diferencial d¢. Entdo, pode-se escrever

dr = <<r’>@ + <r'§5’>@) df + (<7” (z; —Ti)>@ + <r’§;(i)>@> dg;. (5.53)

Comparando esse resultado com a Eq. (5.27), identifica-se
- /.1 I f~
E=r >@—|—<r 9§>@, (5.54)

D] = (' (ei—m))_+ <r’é;(“> . (5.55)

@
J& o diferencial dT é analogo ao diferencial d¢, de onde pode-se escrever
[dr]; = [<T/ (4 —Ti)>@ + <r' (z; —T5) §;>@] de

e de onde, por comparagao com a Eq. (5.28), se identifica

{E]Z = <r' (i —T¢)>@ + <r' (xi —T;) ég>@ : (5.57)

{D] T <7ﬁ/ (xz_fz) (ZEj—JZj)>@+<T/ (xz—xz)é;(])> . (5.58)
1] ol
5.4 Calculo das sensibilidades correspondentes a flutuagcao de temperatura

Na secao anterior os operadores tangentes foram escritos em termos das sensibilida-
A~ A~(2 ~ ~ ~ . ~ . R
des 95 , Hg( ) € Hy . Nesta secao serao obtidas expressoes com as quais essas sensibilidades

podem ser determinadas.
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Inicialmente observa-se que, da Eq. (5.3), pode-se escrever

Rg (0;007) =0, V0~ € Hy (5.59)
e
Rg (0+d0;007) =0, V60~ € Hy, (5.60)
o que implica em
Ry (0;660~,d0) =0, V60~ € Hy. (5.61)

Substituindo a expressao para df, dada pela Eq. (5.40), na Eq. (5.61), e considerando o

fato de que essa equagdo deve ser satisfeita para quaisquer df e dg;, obtém-se as seguintes

equauc;ées:1

(i) Encontre ég € Hy tal que
(007905 ) _—(567r'05) At —(65Y - graddd™) At
+<(Kgradég).grad59~>@m:—< 0~¢> +(00™r ’> At
+(Y - gradd™)g At, Vo0~ € Hy: (5.62)
(ii) Encontre ég 0 ¢ Hy, i =1,...,ngim, onde ng;, ¢ o nimero de dimensoes do pro-
blema, tal que
<59~¢’é;(“> <59~ i ()> At — <ég< Y. grad59~> At
B
+<<Kgrad0 ) grad59~> (607 (i~ 7)) _
+<59Nr/( —xz)> At+(Y
—((Ke;j)-gradof™) 5 At, Vé0~ € Hy. (5.63)

(z; — ;) - grad 00™) g At

5.5 Solucgao do problema na microescala pelo método dos elementos finitos

Nesta segao a solu¢ao do problema na microescala, dado pelas Eqs. (5.3), (5.9) e
(5.12), sera descrita em termos do método de elementos finitos. Para tanto, ¢ introduzido
o espaco de elementos finitos H~" da forma usual (com o espago das variagdes correspon-
dente denotado por Hy h). Antes de descrever a solu¢ao do problema na microescala, no

entanto, sao necessarias algumas defini¢oes.

DEFINIGAO 5.6: O vetor fungdes de forma microscopico é definido por
T
N =[Ny (x) Nap(x) =+ Ny, (x)] (5.64)

e contém as chamadas fungoes de forma da microescala [Hughes, 2000], N;(x), i =

1O indice n nao est4 apresentado nas equacdes com o objetivo de ndo sobrecarregar a notacéo.
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1,2,...,np4s, Onde ng,ss € 0 nimero de nés da malha de elementos finitos associada ao
EVR.

DEFINICAO 5.7: O vetor temperatura microscopico é definido por
T
0 :=[01(t) 02(t) - Oy (D)) (5.65)

e contém os coeficientes da combinagao linear mostrada a seguir (ver Eq. (5.66)), a qual
aproxima o campo de temperatura microscopica. Como esta sendo utilizado o método
dos elementos finitos, as fung¢des de forma, cada qual associada a um né da malha que
representa o dominio fisico na microescala, tém propriedades que tornam as componentes

0;(t), i=1,2,...,n4,4s, 0s valores nodais da temperatura microscopica.

O campo de temperatura é entao aproximado por
0" (x,t)=N"T8=N'To'+ N?T @, (5.66)

onde os sobrescritos [ e p indicam nds com temperatura livre e prescrita, respectivamente.

De acordo com essa aproximagao, tem-se
do" = N'Tde’. (5.67)
J& o campo das variacoes é aproximado por

60~ = NUT vl (5.68)

l

onde v' é um vetor arbitrario.

DEFINICAO 5.8: Define-se a matriz gradiente das fungoes de forma microscopicas por

0Ny 0Ny
oy O0p,,
ON> ON>
B —gradN = | 2 Dngin | (5.69)
a‘]Vnno’s a‘]\/vnno’s
01 0y, |

Assim, o gradiente de temperatura microscépico pode ser aproximado por

h

g"=B'o0. (5.70)

[los!
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DEFINICAO 5.9: A reelaboragao do problema em termos de um sistema de equacoes algé-

bricas, conforme mostrado logo a seguir (ver Eq. (5.75)), motiva a defini¢ao das seguintes

matrizes:
C:=(s,NNT) (5.71)
Q:=(rNNT) . (5.72)
Y =(B[Y],NT)_. (5.73)
K:=(B[K],B") . (5.74)

Substituindo as Egs. (5.3) e (5.9) na Eq. (5.12), e entdo usando as aproximagoes
para df e 60~ dadas pelas Eqs. (5.67) e (5.68), e considerando a arbitrariedade do vetor

v!, obtém-se o seguinte sistema de equagoes algébricas (omitindo o indice k):
Ao’ = —r', (5.75)
onde a matriz tangente microscépica (completa) é definida por?
A=C+(-Q-Y+K)At, (5.76)
e o vetor residuo microscopico ¢ definido por

r = (N (¢p—n-1))g — (Nry)g At — <

[les!

[q]n>@ At. (5.77)

A matriz Ql’l, por exemplo, é definida por Ql’l = <¢;HZH”>@. Ja a matriz gl’p, a ser
mencionada futuramente, é definida por C bp .= <¢%HZMPT>@. As demais matrizes e o

l

vetor r’ sao definidos de forma analoga.

OBSERVAGAO 5.1: No caso de considerar-se a microescala em regime estacionario e sem

geragao de calor, as Eqgs. (5.76) e (5.77) passam a ser, respectivamente,

A= (-Y+K)At (5.78)

r:=—(Bd,) At (5.79)

Mesmo nesse caso, os efeitos da taxa de variacao de energia interna e da geracao de calor
devem ser considerados diretamente sobre a macroescala, porquanto, caso contrario, o
problema seria estacionédrio e sem geracao de calor do ponto de vista macroscopico tam-

bém. Para que isso seja feito, as matrizes C e Q precisam ser sempre computadas, uma

2Na realidade, apenas a submatriz él’l = gl’l + (—Ql’l - Xl’l + gl’l) At é utilizada na solugao do

problema, conforme a Eq. (5.75). Porém, mais adiante serd feita mencao a submatriz él’p (veja, por
exemplo, a Eq. (5.94) na péag. 50) e, portanto, preferiu-se a definicdo da matriz (completa) A ji neste
ponto do texto.
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vez que serao utilizadas no calculo dos operadores tangentes (ver Egs. (5.95)—(5.102)),
embora possivelmente nao sejam necessarias para o computo da matriz tangente micros-

copica, conforme observa-se na Eq. (5.78).

5.6 Solucgao dos problemas de sensibilidade pelo método dos elementos finitos

Nesta secao sera descrita a solugdo dos problemas de sensibilidade, dado pelas
Egs. (5.62) e (5.63), pelo método dos elementos finitos. Para tal, é necessario escrever
as sensibilidades em termos das fungdes de forma do método dos elementos finitos, bem

como fazer uso de outras defini¢oes, a seguir enunciadas.

DEFINIGAO 5.10: Para o caso bidimensional, as variaveis nodais correspondentes as sen-

sibilidades ég @ s50 denotadas pela matriz

R . A i) g~i2) gl g~
~(1) /A~@2)]._ | * = _ | ¥ =
0, =6;" 8;] = [éfm o= % o | (5.80)
07 07 0 0

onde os termos nulos decorrem do fato que a derivada 90~ /Jg; é nula para os nds pres-

critos.

OBSERVAGAO 5.2: Os vetores e matrizes do método de elementos finitos devem ser cons-
truidos de forma que os nds prescritos tenham numeracgao sempre superior aos nos livres,

para que a construcao dada pela Eq. (5.80) seja possivel.

i~ (0)

Por meio da Defini¢ao 5.10, a sensibilidade Hg ¢ aproximada por

DEFINICAO 5.11: As varidveis nodais correspondentes a sensibilidade Gg sao denotadas

65| _ |85
oI5

0

pelo vetor

85 :

Q:\Z

onde os termos nulos decorrem do fato que a derivada 99™ /96 é nula para os nés prescritos.
Por meio da Defini¢ao 5.11, a sensibilidade ég ¢ entao aproximada por
. T A~
ITa~l

DEFINIGAO 5.12: Para o caso bidimensional, as varidveis nodais associadas a z; —T; sao

denotadas pela matriz
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3./ 9/ (1) §/2) 61 91
07 =167 87— ) g0 (5.86)
onde o componente {Q 7 } i da matriz é definido como
[Q/Lj = (2, —Tj)|, ;- (5.87)
Com auxilio dessa defini¢ao, o termo x; — T; pode ser escrito como
ri—7=N"870, (5.88)
DEFINIGAO 5.13: O vetor Ql ¢é definido como
A ég]
0,:=|._1, (5.89)
[eff
com
01, =1,i=1,2,.. . npss. (5.90)
De acordo com essa defini¢ao, tem-se
1=NT"8,. (5.91)

Agora que as sensibilidades estao escritas em termos das fungdes de forma do
método dos elementos finitos, pode-se reescrever as Eqs. (5.62) e (5.63) em termos das
matrizes de elementos finitos. Apds algumas manipulagoes, a Eq. (5.62) pode ser reescrita

CcOomo

D>

AMOF = (—CM+ QYA+ YHAL) 0] + (-CP+ QPP AL+ Y'PAL) 67, (5.92)

onde se faz uso da Definigao 5.9 (pag. 47).

OBSERVAGAO 5.3: No caso de considerar-se a microescala em regime estacionario sem

geragao de calor, a Eq. (5.92) passa a ser
AMOF" = (Y0} + Y'reY) At (5.93)
sendo A dada pela Eq. (5.78).

A outra equagdo a ser resolvida é a Eq. (5.63). Apds manipulagoes, obtém-se

1l _ SU)

1) él,l l,pé/p(i)7 (5.94)

>
D>
>
>

g
onde A P ¢ definida de maneira analoga & definicao de C LP discutida anteriormente (ver
texto apds a Eq. (5.77)).
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Uma vez que égl e é l(i), e, portanto, ég e Qg(i), estejam determinados, os

operadores tangentes podem ser reescritos utilizando notagao matricial:

B],=6/C <é/(i> + ég(i)> : (5.95)

C=8/C(8,+867). (5.96)
B - (6°9) ¢ (870059, (5.97)
M = (é/(i))T C(8,+87), (5.98)
[D}: ~070 (870 +0;"). (5.99)

E=0[Q(6,+67), (5.100)
[]ADL” — (879" g <é/u‘) +ég(i)) | (5.101)
[Ei = (é/m)T Q(6,+867). (5.102)
mi = (Q/(i))TX (0:+67) - (Q/m)Tg%ﬂ (5.103)
[K}j — (@/(i))T K <g/<j> +g;(j)) _ (Q/a))T Y <é/(j) +g;u>) _ (5.104)

C = (¢ (805 )y = (0 (1+05))g = (& (W + 35, )) = (s (00,405 )

/ n N N~ ) / N N~
[0} NieliNj (91j +09j> >@ = Qli <QZ5 NiNj>@ (Qlj +09j>

=6,C(8,+8673). (5.105)
5.7 Solugao do problema na macroescala pelo método dos elementos finitos

Nesta se¢ao a solugao do problema na macroescala, dado pelas Egs. (5.14), (5.30) e
(5.33), serd descrita em termos do método de elementos finitos. Para tanto, introduz-se o
espaco de elementos finitos ﬁh da forma usual (com o espago das variagoes correspondente
denotado por ﬂg ). Antes de descrever a solugao do problema na macroescala, no entanto,

sao necessarias algumas defini¢oes.

DEFINICAO 5.14: O vetor fungoes de forma macroscopico é definido por

_ _ _ T
N:=[N;(x) N2(xX) - Ny, (%) (5.106)

e contém as chamadas funcgoes de forma da macroescala, Ny (X), I =1,2,..., Ny4s, onde

N, 45 € o nimero de nos da malha associada ao corpo macroscépico.
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DEFINICAO 5.15: O vetor temperatura macroscépico é definido por

_ T
0:=[01(t) Oat) - O,y ()] (5.107)
e contém os coeficientes da combinacao linear mostrada a seguir (ver Eq. (5.108)), a qual
aproxima o campo de temperatura macroscopica. Como esta sendo utilizado o método
dos elementos finitos, as fungoes de forma, cada qual associada a um né da malha que
representa o dominio fisico na macroescala, tém propriedades que tornam as componentes

07 (t), I =1,2,..., N4, 0s valores nodais da temperatura macroscépica.

O campo de temperatura macroscopica é aproximado por

7" (x)=N'"8-N'"8'+ N” 8" (5.108)
De acordo com essa aproximacgao, tem-se
49" = N'Td@'. (5.109)

Deve-se observar que d@” é nulo pelo fato de que essa equacao serd utilizada para uma
iteragao fixa na solugao do problema macroscopico, para a qual a temperatura prescrita
se mantém constante.’

O campo das variacoes é aproximado por

5511 _ T

2]

v!, (5.110)

l

onde v' é um vetor arbitrario.

DEFINIGAO 5.16: Define-se a matriz gradiente (macroscépico) das fungoes de forma ma-

croscopicas por

IN, ON1
0T 0Ty, dim
INo ON
aNN nds aNN nos
071 0Ty, dim

Assim, o gradiente de temperatura macroscopico pode ser aproximado por

g'=B'6. (5.112)

3Embora, naturalmente, a temperatura prescrita possa variar ao longo do tempo.
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A solugao do problema sugere a definicdo das seguintes matrizes.

DEFINICAO 5.17: De forma a escrever a linearizacao do problema de forma sucinta, con-

forme mostrado logo a seguir, as seguintes matrizes sio definidas:*

_ o
B::ﬁ N [B] BTz, (5.113)
B = B
C:= /| NC,NT dy, 5.114
- B
t
E:/ﬁ B |B| B dr, (5.115)
5= BIPL B
@::/7 B|[C| N dg, (5.116)
T By = n
_ o
D::/f N D| B'dg, (5.117)
D= [ |, B
E::/E NE,N' do, (5.118)
t
@::/ﬁ B 13] BT dz, (5.119)
- Btiz dn
E:/ﬁ B|E| N'dv, (5.120)
- B:— L In
Y::/fB'Y' N dw, (5.121)
Y= BIY],
K:=/| BIK| B'dv (5.122)

By

Substituindo as Eqs. (5.14) e (5.30) na Eq. (5.33), e utilizando as aproximagoes
para df e 66, dadas pelas Egs. (5.109) e (5.110), e considerando a arbitrariedade do vetor

il, obtém-se o seguinte sistema de equacoes algébricas:

Hagl = ¢!, (5.123)

=

onde a matriz tangente macroscopica é definida por

=
Il
|@!
e
[EEE
=

+

i==]

+C+ +<K—

—Y—D—E—I@)At (5.124)

e o vetor residuo macroscépico é definido por
T:= /Bt N @n_an,l) dv_/zs’t N7, dUAt_/Bt B [q],, dvAt

+/BtB <[¢}n— [d)]nl) dv—/BtB[r]n dvAt+ :1 /88ng dadt. (5.125)

4Nas expressoes da Definigao 5.17, o indice n refere-se ao instante de tempo.
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5.8 Integracao

Nesta tese, as integragoes numéricas sao realizadas por meio da quadratura de

5

Gauss-Legendre.” O ntumero de pontos de integracdo necessarios para uma integragao

exata depende do grau do polindémio a ser integrado (veja a se¢ao 5.5.5 de Bathe, 1996).

Neste trabalho, o niimero de pontos de integracao estd assim definido:
o Elementos triangulares lineares: 3 pontos de integragao;
o Elementos quadrilaterais bilineares: 4 pontos de integracgao;

o Elementos quadrilaterais quadraticos incompletos: 9 pontos de integracao.

5.9 Linearizacoes
5.9.1 Caélculo de ¢’

Considerando que o meio é assumido como infinitamente rigido, a Eq. (5.4) pode
ser escrita como
¢,_d¢_d/9 c(6%) d9* = pe (8) (5.126)
49 doJe,," — e ‘

onde 6, ¢ a temperatura de referéncia para o cdlculo da energia interna.

5.9.2 Calculode KeY

Sera utilizada a Lei de Fourier para descrever a conducao de calor na microescala
(veja Cap. 3). Desse modo, as equagoes relativas ao fluxo de calor encontradas na Defini¢ao
5.3 serao calculadas fazendo uso explicito do modelo de condugao de Fourier. Assumindo

uma relagao

q=—k(0)gradd, (5.127)
tem-se (veja as Eqs. (5.6) e (5.7))
K=kx(0), (5.128)
_dk(®)

5.10 Algoritmo

Nesta secao sao apresentados os algoritmos empregados na solugao do problema
multiescala. Ao iniciar pelo algoritmo mais externo, isto é, o Algoritmo 1, todos os
demais sdo referenciados no devido momento. O vetor 87 que aparece nos algoritmos

contém os valores nodais de #”. Os comentérios sao iniciados pelo simbolo b.

A estratégia de integracio de Gauss-Legendre tem sido amplamente utilizada no contexto dos méto-
dos multiescala. Entretanto, poderiam ser utilizadas regras de integracao diferentes, tais como aquelas
definidas para os pontos de Barlow.
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Hé& dois programas, um macroscépico, denominado Conducao_Calor_ Macro (veja
o Algoritmo 1), e um microscopico, denominado Conducao_Calor Micro (veja o Algo-
ritmo 2). A transferéncia de informagoes da macroescala para a microescala é feita por
meio de argumentos na chamada do programa Conducao Calor Micro. As variaveis que
devem ser transferidas da microescala para a macroescala sao salvas em arquivos, que
sao lidos pelo programa Conducao Calor Macro a medida que isso se faz necessério.
Deve-se ressaltar que as variaveis associadas a cada ponto de integracao s6 sao salvas na
estrutura de programagao quando o problema pertinente (macroscépico ou microscopico)
converge. De modo semelhante, os arquivos de restart dos problemas microscopicos para
um dado instante de tempo s6 sao salvos apods os problemas microscépicos e macroscopi-
cos convergirem. Os arquivos de restart mencionados servem para recuperar as solugoes
microscopicas do instante de tempo anterior.

Neste trabalho, as tolerancias para os erros nos residuos macroscopico e microsco-

pico sao ambas definidas em termos do passo de tempo como

tolz = 107°At (5.130)

tol, = 107 9At. (5.131)

Algoritmo 1 Programa Conducao Calor Macro

1: programa CONDUCAO__CALOR__MACRO ()
2: Inicialize o tempo: ¢ < 0.
3: Inicialize o incremento de tempo: At < 0.
> At é inicializado por ser um argumento da subrotina Resolva_Problema_Micro,
chamada a seguir.

4: Compute o vetor temperatura mgcroscépico: Ef)
5: REsOLVA__PROBLEMA__MICRO(8 Lot At, .verdadeiro.) ............... > Algoritmo 14
6: ATUALIZE__VARIAVEIS_ PONTO__INTEGRACAO__MACRO( ) ............. > Algoritmo 3

> As varidveis associadas a cada ponto de integragao sao atualizadas a partir das infor-

magoes dos arquivos micro_<elem>_ <pi>, advindos da microescala, onde elem e
pt indicam, respectivamente, o elemento finito e o ponto de integragdao macroscopicos.

ESCREVA__SAIDA_ MACRO(Oh, 8) . .ooooi > Algoritmo 11

Inicialize o vetor temperatura macroscépico: 0+ Ef)

Compute o incremento de tempo: At < ty/N.

10: Atualize o tempo: t < ¢+ At.

11: enquanto ¢t <ty faga

12: RESOLVA__SISTEMA__NAO_ LINEAR_Macro(0', 8%, t) ......... > Algoritmo 15
13: ESCREVA__SAIDA. MACRO(O', t) .................................. > Algoritmo 11
14: Atualize o tempo: t <+ t+ At.

15: Atualize o vetor temperatura macroscépico: E%_l ~ 0

16: fim enquanto

17: fim programa
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Algoritmo 2 Programa Conducao_Calor_Micro

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:

11:
12:
13:
14:

15:
16:
17:
18:

19:

20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:

programa CONDUCAO_ CALOR__MICRO (¢, At, @h, g", elem, pi, reg)
Prescreva as condigoes de contorno: 07 < 0 /P,
se t =0 entao

Compute o vetor temperatura microscépico: 0 51,1 ~—0 -
ATUALIZE VARIAVEISPONTO_ INTEGRACAO MIcroO(0!, |, t) ....> Algoritmo 4
CoMPUTE__E__ESCREVA__QUANTIDADES__ MACRO(8 51_1 ,
se reg = .verdadeiro. entao
ESCREVA__RESTART__MICRO(O

fim se
Defina 0': 0!« Qflfl.

> Para utilizagao na chamada da subrotina Escreva,_ Saida_ Micro.

elem, pi) . Algoritmo 6

l
n—1

t,elem, pi) ................ > Algoritmo 10

senao

fim se

LEIAiRESTARTiMICRO(Qil_l, elem, pi) ... > Algoritmo 13
Inicialize o vetor temperatura microscépico: 0%+« 077,
ResoLva_ SisTEMA Nao  LiNear Micro(0', 84 1, ¢, A, C, K, Q, Y)
................................................................. I;Algoritmo 16
CoMPUTE_E_ ESCREVA__QUANTIDADES_MACRO(8!, elem, pi) ....> Algoritmo 6
Compute g/. ............................................................ > (5.86)
Compute B 1. ..o > (5.89)
CoMPUTE__SENSIBILIDADES(A, C, K, Q, Y, 0, Ql, Qg, Qg) ....> Algoritmo 9
ComMPUTE_E_ESCREVA__ OPERADORES_ TANGENTES(C, K, Q, Y, Q/, Ql, :g,
ég, ELEM, PB) oo > Algoritmo 5
se reg = .verdadeiro. entao
ESCREVA__RESTART _MIcro(0', t, elem, pi) ................... > Algoritmo 10
fim se
se reg = .verdadeiro. entao
ESCREVA__SAIDA_ MIcrO(0),¢) .. ... ... .. ... > Algoritmo 12

fim se

27: fim programa

Algoritmo 3 Subrotina Atualize Variaveis_ Ponto_ Integracao Macro

1:
2:

N

procedimento ATUALIZE__VARIAVEIS__PONTO__INTEGRACAO__MACRO( )
para elem < 1, Ngjer, faca
> Nejem ¢ 0 nimero de elementos finitos da malha macroscopica.

para pi < 1, Np; faca
> Np; € o nimero de pontos de integracao em cada elemento da malha macroscépica.
atualize as varidveis do ponto de integragao pi do elemento elem a partir da leitura
das informacoes contidas no arquivo micro_ <elem>_ <pi>.
fim para

fim para
: fim procedimento
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Algoritmo 4 Subrotina Atualize Variaveis Ponto Integracao Micro

1: procedimento ATUALIZE__ VARIAVEIS__PONTO__INTEGRACAO__MICRO(8 L t)
2: para i < 1,ngem faca
> Nelerm € 0 nimero de elementos finitos da malha microscopica.

3: para j < 1,n, faca
> np; € o nimero de pontos de integracao em cada elemento da malha microscopica.
4: Compute e atualize as varidveis associadas a este ponto de integragao.
5: fim para
6: fim para
7: fim procedimento

Algoritmo 5 Subrotina Compute E_Escreva_Operadores Tangentes

1: procedimento COMPUTEiEiESCREVAfOPERADORESiTANGENTES(g , K, Q, Y
617 657 ég, elem, pi) o B
2: Compute o operador tangente |B| ...... .. ... >
3: Compute o operador tangente O o >
4: Compute o operador tangente ﬁ ............................................ >
5: Compute o operador tangente é ............................................ >
6: Compute o operador tangente D >
T Compute o operador tangente B o > (
8: Compute o operador tangente ﬁ .......................................... > (
9: Compute o operador tangente ﬁ} ........................................... > (5.
10: Compute o operador tangente :? .......................................... > (
11: Compute o operador tangente K .......................................... > (
12: Escreva os operadores tangentes no arquivo micro_ <elem>_ <pi>.

13: fim procedimento

D>

ot

ot Ot

ot

o O O © ©
BN

— O — Y Y N~ Y

ot

ot Ot~ —~ —~ —~

AN

(=N

oo

Algoritmo 6 Subrotina Compute E Escreva  Quantidades Macro

Escreva as quantidades macroscépicas no arquivo micro_ <elem>_ <pi>.

1: procedimento COMPUTE__E__ESCREVA__QUANTIDADES__MACRO(6 L oelem, pi)

2 Compute o fluxo de calor macroscOpico, . . ......ovrriiiiiiii .. > (4.80)
3 Compute a densidade de energia interna macroscopica, ¢. .................... > (4.81)
4: Compute a densidade de energia interna macroscépica ponderada, ¢. ......... > (4.82)
5: Compute a densidade de fornecimento de calor macroscépica, 7. .............. > (4.83)
6: Compute a densidade de fornecimento de calor macroscopica ponderada, T. ...> (4.84)
7 Compute o fluxo de calor macroscépico normal prescrito, §. ................. > (4.103)
8

9:

fim procedimento
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Algoritmo 7 Subrotina Compute Matriz_ Tangente Macro

1: procedimento COMPUTE_MATRIZ TANGENTE MAcCrO(8', At, A
2: Compute a matriz tangente B. .......... ... ... .. > (5.113)
> Nesta, e em cada uma das matrizes tangentes computadas, a informacao do operador
tangente correspondente ¢é lida no arquivo micro_ <elem>_ <pi>.

3: Compute a matriz tangente C. .............. ..o, > (5.114)
4: Compute a matriz tangente B. ................. i > (5.115)
5: Compute a matriz tangente C. ..., > (5.116)
6: Compute a matriz tangente D, ......... ... ... .. i > (5.117)
7: Compute a matriz tangente E. ............ ... > (5.118)
8: Compute a matriz tangente D. . ... > (5.119)
9: Compute a matriz tangente E. ......... ... ... > (5.120)
10: Compute a matriz tangente Y. ...............oiiiiiiiiii > (5.121)
11: Compute a matriz tangente K. ................o.oooiiiiieeii . > (5.122)
12: Compute a matriz tangente A” ............................................ > (5.124)
13: fim procedimento
Algoritmo 8 Subrotina Compute Matrizes Tangentes Micro
1: procedimento COMPUTEiMATRIZESiTANGENTEsiMICRO(Ql, At, A, C, K, Q, Y)
2 Compute a matriz tangente C. ........ ... .. ... .. ... > (5.71)
3 Compute a matriz tangente Q. ....... ... .. ... .. . > (5.72)
4: Compute a matriz tangente Y. ........... .. ... > (5.73)
5: Compute a matriz tangente K. ....... .. .. ... .. ... > (5.74)
6 se considera-se divq = 0 na microescala entao
7 Compute a matriz tangente A reduzida. ................. ... ... ... ... > (5.78)
8 senao
9: Compute a matriz tangente A completa. ................... ... ... ... > (5.76)
10: fim se
11: fim procedimento
Algoritmo 9 Subrotina Compute_Sensibilidades
1: procedimento COMPUTE__SENSIBILIDADES(A, C, K, Q, ¥ Y, 87, 8., Qg, Qg)
2 se considera-se divqg =0 na mlcroescala entao
3 Compute a sensibilidade 6— reduzida. ........ ... oL > (5.83), (5.93)
4 senao
5: Compute a sensibilidade 07 completa. .....................ooo > (5.83), (5.92)
6 fim se
7 Compute a sensibilidade Og. ... > (5.80), (5.94)
8: fim procedimento

Algoritmo 10 Subrotina Escreva_ Restart_Micro

1: procedimento ESCREVAiRESTARTiMICRO(Ql, t, elem, pi)

2: Escreva t, @ e as varidveis associadas a cada ponto de integracdo no arquivo
restart__micro_ <elem>_ <pi>.

3: fim procedimento
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Algoritmo 11 Subrotina Escreva_ Saida_ Macro

1: procedimento ESCREVA_SAIDA_MACRO(QZ, t)
2: Escreva o tempo, a temperatura, etc., em um arquivo para pds-processamento.
3: fim procedimento

Algoritmo 12 Subrotina Escreva_ Saida_Micro

1: procedimento ESCREVAisAIDAiMICRO(QZ, t)
2: Escreva temperatura, fluxo de calor, etc., em um arquivo para pds-processamento.
3: fim procedimento

Algoritmo 13 Subrotina Leia Restart Micro

l
n—1>

1: procedimento LEIA__RESTART__MICRO(8 elem, pi)
2 Leia a temperatura do arquivo restart_micro_<elem>_<pi>: 0 ;71.
3: para i < 1,ngem faca
4 para j < 1,n, faca
5 Armazene as varidveis deste ponto de integracdo, lendo-as do arquivo
restart__micro_ <elem>_ <pi>.
fim para
fim para

: fim procedimento

IS

Algoritmo 14 Subrotina Resolva_ Problema_Micro

1: procedimento RESOLVA_ PROBLEMA_MICRO(8', t, At, reg)

2 para elem < 1, Ngjerm, faca

3 para pi < 1,N,; faca

4 Compute a temperatura no ponto de integracao: g > (5.108)
5: Compute o gradiente de temperatura no ponto de integracdo: g". ....0> (5.112)
6 CoNDUCAO__CALOR__MICRO(t, At, gh, g, elem, pi, reg) ....... > Algoritmo 2
7 fim para
8 fim para
9: fim procedimento
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Algoritmo 15 Subrotina Resolva_ Sistema_ Nao_ Linear Macro

1
2
3:
4

10:
11:
12:
13:

14:

15

. procedimento RESOLVA_SISTEMA NAO_LINEAR Macro(8!, 8% |, t)
para K =1,K,,s faca
RESOLVA_ PROBLEMA__MIcro(0', t, At, falso.) .................. > Algoritmo 14
Compute o vetor residuo macroscopico: Tl. ... oo > (5.125)

> Para o computo do vetor residuo macroscépico, as grandezas associadas ao ponto
de integracao pi do elemento elem sao lidas no arquivo micro_ <elem>_ <pi>,
advindo da microescala.

Compute o erro no vetor residuo macroscépico: eg < Hle .

se ex <toly entao *
Saia do lago.

fim se

CoMPUTEMATRIZ TANGENTE_Macro(8', At, AM) ... . ... > Algoritmo 7

> Para o computo da matriz tangente macroscépica, os operadores tangentes sao

lidos nos arquivos micro_<elem>_ <pi>, advindos da microescala.

Resolva o sistema gl’ldél = 7! para dOl. . > (5.123)

Atualize o vetor temperatura macroscépico: El — El —|—d§l.

fim para
RESOLVA__PROBLEMA_ MICrRO(0', t, At, .verdadeiro.) ................ > Algoritmo 14
> Apéds a solucao do problema microscépico, deve-se gerar os arquivos de restart e de

pés-processamento; por isso o valor .verdadeiro. para a variavel muda reg.

ATUALIZE__VARIAVEIS _PONTO__INTEGRACAO__MACRO( ) ............. > Algoritmo 3
> As varidveis associadas a cada ponto de integragao sao atualizadas a partir das in-

formagoes dos arquivos micro_ <elem>_ <pi>, advindos da microescala.

: fim procedimento




Algoritmo 16 Subrotina Resolva_ Sistema Nao Linear Micro

1: procedimento REsOLvA_SisTEMA_Nao_LiNear_Micro(8, 8! _,, ¢, A, C, K, Q,
Y) a

2: para k=1,k,,4. faca

3: se considera-se divq = 0 na microescala entao

4: Compute o vetor residuo microscépico reduzido: rl. ................... > (5.79)
5: senao

6: Compute o vetor residuo microscépico completo: rl. ... ... ... ... ..., > (5.77)
T fim se

8:

Compute o erro no vetor residuo microscopico: e H r lH @
- [e.9]

> Achou-se conveniente multiplicar o erro no residuo pelo volume do EVR, de forma
a manter consisténcia com o calculo do erro do residuo na solu¢dao do problema
convencional (uma tdnica escala) pelo método dos elementos finitos.
9: se ey <tol, entao

10: Saia do lago.

11: fim se

12: COMPUTEiMATRIZESiTANGENTEsiMICRO(Ql, At, A, C, K, Q,Y)
SRR S Algoritmo 8

13: Resolva o sistema él’ldﬁl =1 para del. > (5.75)

14: Atualize o vetor temperatura microscopico: 0 L ol+del.

15: fim para
16: COMPUTE_ MATRIZES_ TANGENTES_ MICRO(8!, At, A, C, K, Q,Y) > Algoritmo 8
)

17: ATUALIZE__VARIAVEIS_ PONTO__INTEGRACAO__MICRO(8 l, t
18: fim procedimento

.......... > Algoritmo 4

5.10.1 Oscilagoes espiuirias devidas a um passo de tempo inadequado

E importante mencionar possiveis problemas relacionados a escolha do passo de
tempo utilizado na solugdo do problema transiente. Para determinados esquemas de in-
tegracdo no tempo existe um valor maximo para o incremento de tempo, At,,4, acima
do qual a solucao torna-se instavel. FEsse nao é o caso para o esquema de integracao
backward FEuler, utilizado neste trabalho, o qual é incondicionalmente estdvel. Porém,
quando o passo de tempo ¢é reduzido para uma malha com tamanho fixo, oscila¢oes es-
paciais espurias podem poluir a solucao para valores pequenos de passo de tempo. Como
um exemplo de tal situacdo, a Fig. 5.1 apresenta a temperatura® em = =0, 6L, para uma
placa 0 <z < L, sem geragao de calor, com fluxo nulo em z = 0, temperatura nula em
x = L, e temperatura inicial igual a 6y. A solugao foi computada por Harari, 2004, com 5
elementos lineares iguais e utilizou-se o esquema de integrag¢ao no tempo backward Euler,
o mesmo utilizado nesta tese, com um passo de tempo pequeno. Dadas as condig¢oes
inicial e de contorno do problema descrito, o valor extremo da temperatura deve ocorrer
em t =0 e, portanto, a solugao obtida contém oscilagoes espaciais espurias para instantes
iniciais de tempo.

Conforme esperado, bem como observado em simulagoes realizadas neste trabalho,

6Nesta subsecdo, as grandezas dizem respeito a uma tnica escala.
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T T ' | T

LEN analitica
computada
0,91
(0/90)|m:0,6[/p
0,8+t
0,7t
0,6 \ . . \
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

kt/L

Figura 5.1 — Temperatura ¢ normalizada pela temperatura inicial 6y em = = 0,6L,, para
uma placa 0 < z < L;,, sem geragao de calor, com fluxo nulo em z =0 e temperatura
nula em z = L,. A solucdo foi computada com 5 elementos lineares iguais e utilizou-se o
esquema de integracéo no tempo de backward Euler com um passo de tempo de 0,025k> /k,
onde h é o tamanho do elemento e k é a difusividade térmica. A solucdo analitica também
estd apresentada. Adaptado de Harari, 2004.

as oscilagoes espurias também podem ocorrer para a solu¢ao do problema multiescala. Os
resultados apresentados neste trabalho foram obtidos com um passo de tempo definido

manualmente de forma que tais oscilagbes nao estivessem presentes.

5.10.2 Paralelizacao

Com o objetivo de reduzir o tempo de solu¢ao dos problemas, o laco que inicia na
linha 3 do Algoritmo 14 foi paralelizado. Isso significa que dentro de um elemento finito
macroscopico, os problemas da microescala associados a cada ponto de integracao desse
elemento sao resolvidos simultaneamente. Naturalmente, a quantidade de problemas da
microescala que sdo resolvidos simultaneamente é limitada pelo ntimero de nicleos do
processador utilizado. No caso deste trabalho, utilizou-se um processador com 8 nicleos,
0 que significa que no maximo 8 problemas associados a microescala sdo resolvidos si-
multaneamente. A paralelizacao foi realizada por meio da Interface de Programacao de

Aplicativos (API, do inglés Application Programming Interface) OpenMP.
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6 VERIFICACAO DO MODELO MULTIESCALA

Este capitulo tem como proposta a verificacio do modelo multiescala. E importante

ressaltar que por verificar o modelo entende-se avaliar:
1. se em casos especiais, simples, ele reproduz a solugao esperada;
2. se ele de fato captura os efeitos de inércia térmica, e quando eles sdo importantes.

Na parte inicial deste capitulo o modelo multiescala sera aplicado a materiais ho-
mogéneos. Na Secao 6.1, propoe-se um problema linear transiente bastante simples, de
solucao conhecida na macroescala. O resultado do procedimento multiescala é também
comparado com a solugdo convencional (uma tnica escala) obtida pelo método de ele-
mentos finitos'. Na Secdo 6.2, um problema semelhante ao anterior é apresentado. A
diferenca é que o problema ¢é nao-linear, isto é, algumas propriedades sao dependentes da
temperatura. Comparacdes entre as solugdes fornecidas pelo método multiescala FE? e
pelo método de elementos finitos convencional sao apresentadas. Na Secao 6.3 é proposta
a analise da solucao de um problema de conducao de calor transiente linear com gera-
¢ao de calor. No modelo multiescala a geracao é dada no EVR homogéneo, enquanto no
método de elementos finitos convencional ela é incorporada de forma convencional pelo
termo de geragao na forma fraca.

Na Secao 6.4 é proposta a analise da influéncia da inércia térmica da microescala.
Para tanto, uma microescala heterogénea é modelada. Sao analisados casos variando
a difusividade térmica da matriz e da carga, e também o tamanho do EVR. Ainda,
nessa se¢ao ¢ proposta a analise de um problema com geracao de calor considerando uma
microescala heterogénea com presenca de duas fases distintas, onde apenas uma apresenta
geracao de calor. Em todos os casos sao mostradas comparacoes entre os resultados do
modelo multiescala, com e sem a inclusao dos termos de inércia térmica, levando, para o
ultimo, a uma modelagem da microescala em regime estacionario. Em especial, a solucao
completa (isto é, modelando as inclusoes diretamente na macroescala) de um problema
linear transiente é comparada a solugdo multiescala, sendo possivel analisar o efeito da
consideracao ou nao da influéncia da inércia térmica da microescala sobre os resultados
do modelo.

Para o problema nao-linear analisado neste capitulo sao apresentadas curvas mos-
trando a convergéncia do residuo macroscopico para alguns instantes de tempo seleciona-
dos.

No capitulo seguinte serao realizadas algumas simula¢des com um elastomero car-

regado com negro de fumo, com o objetivo de demonstrar a aplicabilidade do modelo,

LA expressio solugdo convencional pelo método dos elementos finitos serd empregada neste trabalho
para fazer referéncia a uma solugdo para um problema com uma Unica escala, obtida pelo método dos
elementos finitos.
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bem como as possibilidades de trabalhos futuros.

6.1 Problema linear de conducao de calor

Nesta secao sera analisado um problema no qual o EVR é homogéneo. Serao
apresentadas as solugdes em alguns nés da malha macroscépica, comparando-as com a
solugao convencional obtida pelo método de elementos finitos. Para esse problema em
particular, a solucao multiescala macroscépica também serd comparada com a solucao

analitica, uma vez que ela existe.

PROBLEMA 6.1: Trata-se de um problema unidimensional, porém simulado com elemen-
tos 2D em estado plano. Uma placa 0 <7; < L, = 1 homogeénea, que inicialmente se
encontra a f = 0, tem suas faces 1 = 0 e T; = 1 mantidas, respectivamente, a § =0 e
0 =100 para t > 0 (veja a Fig. 6.1a). O corpo macroscépico é discretizado conforme a
Fig. 6.1b, na qual estao descritas as condigoes de contorno aplicadas sobre a malha de
elementos finitos. No que diz respeito a microescala, cada EVR é um quadrado de lado
0,002, conforme a Fig. 6.1c. As caracteristicas das malhas macroscépica e microscopica
estao apresentadas na Tab. 6.1, bem como as propriedades fisicas do constituinte. O passo

de tempo utilizado esta descrito a seguir.

Considerando-se uma solu¢ao convencional por elementos finitos desse problema, o
uso de elementos quadrilaterais bilineares de 4 nés, de lado h, implica na necessidade de

utilizar-se um passo de tempo [Thomas e Zhou, 1997]

2

h
At > - =0,0003125, (6.1)

para evitar oscilagoes espaciais esptrias, sendo

K

k:=— 6.2

e (6.2)

a difusividade térmica do material. Tanto para a solucao do problema multiescala quanto

para a solucdo convencional por elementos finitos, descrita mais adiante, utilizou-se um
passo de tempo At = 0,0004.

A solucao analitica desse problema [Carslaw e Jaeger, 1959, pg. 310], na notagao

desta tese, pode ser escrita como

S s (2m+1)L,— 7 "~ erfe (2m+1)L,+m;
SRR Y PO CEESIFE N R (SREIEES |

m=0

onde
erfc(¢) :=1—erf (p) (6.4)

¢ a funcao erro complementar e
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0 =100

|
I
o

71=0

(a) Uma placa 0 <7Z; < L, =1 homogénea, com temperatura inicial nula, é submetida as con-

dicbes de contorno apresentadas acima.

(b) Malha macroscépica, definida no dominio Z; = [0, 1] e Ty = [0, 0,05]. As condigoes de con-
orno nas faces verticais estdo indicadas em (a), enquanto nas faces horizontais prescreve-se

t
q =0, dado o carater unidimensional do problema.

(c) Malha do EVR.

Figura 6.1 — Representacao esquematica e malhas do corpo macroscopico e do elemento

de volume representativo para o Problema 6.1.
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Tabela 6.1 — Propriedades térmicas e caracteristicas das malhas macroscopica e
microscopica para o Problema 6.1

Grandeza | Macroescala | Microescala

c — 0,5
p — 0,5
K — 11*
Elementos 20 Quad4b 4 Quad4b
Nos 42 9

21 ¢é a identidade.
b Quad4: Quadrilateral bilinear de 4 nés.

erf () := \/2%/0(p e’ dw, (6.5)

por sua vez, é a funcdo erro. Para a obtencdo da solugdo analitica aproximada, m foi
variado de 0 a 1000.

A comparacao entre a solu¢ao multiescala macroscépica e a solugao analitica pode
ser observada na Fig. 6.2. A concordéancia entre as solucoes é excelente, exceto quando o
gradiente de temperatura é elevado, o que ocorre, por exemplo, para os instantes iniciais
em 71 = 0,9 (veja a Fig. 6.2b).

Uma solucao convencional pelo método dos elementos finitos também foi obtida.
Nessa solugao, ha apenas uma escala, discretizada de maneira idéntica a discretizagao
da macroescala e na qual estdao definidas diretamente as propriedades do material. A
solugao desse problema ¢é virtualmente igual a solucao multiescala, e ambas as solugoes
estao apresentadas na Fig. 6.3. A sobreposicdo das curvas é um bom indicativo, no que

diz respeito tanto ao modelo multiescala quanto a sua implementacao.

6.2 Problema nao-linear de conducao de calor

PROBLEMA 6.2: Um problema semelhante ao Problema 6.1 é agora analisado. A dife-
renca entre este problema e o anterior é que agora analisa-se um material nao-linear. As
malhas da macroescala (bem como as condigoes de contorno) e da microescala sao as
mesmas apresentadas na Fig. 6.1, e suas caracteristicas estao reapresentadas na Tab. 6.2,
que também contém as propriedades do material nao-linear em questdao. Um passo de

tempo At = 0,0004 foi novamente utilizado.

A solugao multiescala macroscépica e a solugao convencional por elementos finitos
estao apresentadas na Fig. 6.4 e sao virtualmente idénticas. Esse resultado ¢ importante,
uma vez que trata-se de um problema nao-linear, ou seja, embora as propriedades térmicas
variem ao longo do EVR associado a um determinado ponto de integracao da malha
macroscopica, a resposta macroscopica é igual aquela obtida pela solucao convencional,

na qual a propriedade é avaliada apenas no ponto de integragdo. A convergéncia do
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Figura 6.2 — Comparacdo entre a solugdo multiescala macroscopica e a solugdo analitica
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(b) Visualizacdo de uma por¢ao reduzida do grafico. Apenas 1 a cada 2 pontos estd marcado.
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(a) Aquecimento até t =0,15. Apenas 1 a cada 10 pontos estd marcado.
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(b) Visualizacdo de uma por¢ao reduzida do grafico. Apenas 1 a cada 2 pontos estd marcado.

Figura 6.3 — Comparagcao entre a solugao multiescala macroscopica e a solugao convencional
por elementos finitos para o Problema 6.1.
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Tabela 6.2 — Propriedades térmicas e caracteristicas das malhas macroscopica e
microscopica para o Problema 6.2

Grandeza | Macroescala ‘ Microescala
c — 0,0020+0,5, 0 <0 <100
p — 0,5
K — (0,010+1)1,0<6<100
Elementos 20 Quad4 4 Quad4
Noés 42 9

residuo macroscopico para alguns instantes de tempo selecionados pode ser observada na
Fig. 6.5. O bom comportamento do grafico indica que as matrizes tangentes associadas
a macroescala (ao menos aquelas associadas a esse problema em particular) e, portanto,
os operadores tangentes macroscopicos, estao bem calculados e implementados. Como os
operadores tangentes macroscopicos dependem das matrizes tangentes microscopicas, o

mesmo vale para essas também.

6.3 Problema linear de condugao de calor com geracao de calor

Para completar a andlise de um EVR homogéneo, é proposto agora um problema
com geracao de calor na microescala. As solugbes sao apresentadas em alguns nés da
malha macroscépica, comparando-as com a solucao convencional obtida pelo método de
elementos finitos. As solug¢oes serdao primeiramente comparadas com a solucao analitica,

ja que ela pode ser encontrada na literatura.

PROBLEMA 6.3: Trata-se, assim como anteriormente, de um problema 1D (veja a Fig. 6.6)
simulado com elementos 2D. Uma placa —L, <% < L, L, = 0,5, homogénea, que inici-
almente se encontra a § = 0, tem suas faces mantidas a § = 0 para t > 0 (veja a Fig. 6.6a).
Devido a simetria em torno de 71 = 0, apenas metade do corpo macroscopico é discre-
tizado para a simulacao por elementos finitos, impondo-se, entao, a condicao de fluxo
normal nulo em T} =0 (veja a Fig. 6.6b). A discretizacdo do corpo macroscopico esté
apresentada na Fig. 6.6c, na qual as condigoes de contorno estao descritas. No que diz
respeito a microescala, cada EVR é novamente um quadrado de lado 0,002, discretizado
de acordo com a Fig. 6.1c. As caracteristicas das malhas macroscopica e microscopica
estao apresentadas na Tab. 6.3, bem como as propriedades fisicas do constituinte, que sdo
iguais as do material do Problema 6.1, porém com densidade de fornecimento de calor

nao-nula e igual a r = 1. Para a solucao do problema utilizou-se um passo de tempo
At =0,001.
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(b) Visualizagdo de uma porgao reduzida do grafico.

Figura 6.4 — Comparagcao entre a solugao multiescala macroscopica e a solugao convencional
por elementos finitos para o Problema 6.2.



[ N T e e )
[T

Residuo macroscépico
— —
(e} )
& &
-

..

\'
o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15

Iteracao

Figura 6.5 — Convergéncia do residuo macroscopico para o Problema 6.2 para alguns
instantes de tempo selecionados. A tolerincia para o erro no vetor residuo macroscépico
é de 4x 10719 ¢ estd indicada pela linha tracejada.

Tabela 6.3 — Propriedades térmicas e caracteristicas das malhas macroscopica e
microscopica para o Problema 6.3

Grandeza ‘ Macroescala ‘ Microescala

c — 0,5
p — 0,5
K — 11
T — 1
Elementos 10 Quad4 4 Quad4
Nés 22 9
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(a) Problema original: uma placa —0,5 <7Z; < 0,5 homogénea, com temperatura inicial nula e
densidade de fornecimento de calor r =1, tem suas faces mantidas a 8 = 0.
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(b) Problema simplificado devido & simetria em 7; = 0.

(c) Malha macroscépica, definida no dominio z; = [0, 0,5] e To = [0, 0,05]. As condigdes de
contorno nas faces verticais estao indicadas em (b), enquanto nas faces horizontais prescreve-se

G =0, dado o carater unidimensional do problema.

Figura 6.6 — Representacao esquematica e malha do corpo macroscépico para o Problema

6.3.
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A solucao analitica desse problema [Carslaw e Jaeger, 1959, pg. 130], na notacao

do presente trabalho, é expressa por

H(xbt):rLI%{ _ﬁ_§ io: {( (—1)m3COS[(2m—|—1)7T:C1] e—k(2m+1)2w2t/(4Lg)}}'

2K > 0 2L,

(6.6)
Para a obtencao da solugao analitica aproximada, variou-se m de 0 a 1000.

A comparacao entre a solugdo multiescala macroscopica e a solucio analitica pode
ser observada na Fig. 6.7. A concordancia entre as solu¢des é muito boa. De maneira si-
milar ao realizado para as simulagoes anteriores, obteve-se uma solugao convencional pelo
método dos elementos finitos, na qual ha apenas uma escala. Nesse problema, a malha
é idéntica a malha macroscopica e nela estao definidas diretamente as propriedades do
material. A solug@o desse problema ¢é virtualmente igual a solucao multiescala macroscé-
pica, e ambas as solugoes estao apresentadas na Fig. 6.8. Novamente, a sobreposicao das

curvas é um comportamento que indica a correta implementacao do modelo multiescala.

6.4 Influéncia da inércia térmica da microescala

Nesta se¢ao sao estudados alguns casos “limites”, de forma a avaliar a influéncia
da inércia térmica da microescala sobre as solucoes macroscépica e microscépica para o
problema de conducgao de calor transiente. Para todas as simulagoes a microescala serd
heterogénea.

Neste trabalho nao sao realizadas analises de modo a determinar se um elemento de
volume é representativo, embora seja empregado o adjetivo representativo (assim como a
sigla EVR) ao longo de todo o texto de forma indistinta. A determinacido do EVR é uma
tarefa relativamente complexa e nao esta entre os objetivos desta tese. Uma vez que tais
andlises nao serao realizadas, cabe mencionar o trabalho de Jiang et al., 2002. A Fig. 6.9
apresenta os tipos de células unitarias empregadas no referido trabalho para extrair a
condutividade térmica aparente? de um material periédico. Os autores demonstraram
que as propriedades aparentes tendem de forma muito mais rapida para as propriedades
efetivas quando utilizam-se janelas que consistem do posicionamento, lado a lado, das
células unitdrias do tipo (2). Considerando esses resultados, serdo utilizados elementos

de volume desse tipo.

PROBLEMA 6.4 (MATRIZ COM BAIXA DIFUSIVIDADE TERMICA): Uma placa 0 <77 <1
m heterogénea, que inicialmente se encontra a § = 0 °C, tem suas faces T =0 m e
71 = 1 m mantidas, respectivamente, a # =0 °C e § = 300 °C para t > 0 (ver Fig. 6.10a).
A Fig. 6.10b apresenta a malha macroscopica, bem como a descrigao das suas condigoes de

contorno, enquanto o EVR utilizado nas simulagoes é mostrado na Fig. 6.10c. A Tab. 6.4

2Utiliza-se o termo aparente para indicar a propriedade extraida a partir de um elemento de volume
possivelmente nao representativo.
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(a) Curva de aquecimento até ¢t = 0,2. Apenas 1 a cada 5 pontos estd marcado.
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(b) Visualizagdo de uma porgao reduzida do grafico.

Figura 6.7 — Comparacdo entre a solugdo multiescala macroscopica e a solugdo analitica
para o Problema 6.3.
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(b) Visualizagdo de uma porgao reduzida do grafico.

Figura 6.8 — Comparagcao entre a solugao multiescala macroscopica e a solugao convencional
por elementos finitos para o Problema 6.3.
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(1) 2

Figura 6.9 — Células unitarias utilizadas nas simulacdes realizadas por Jiang et al., 2002.
Retirado de Jiang et al., 2002.

apresenta as caracteristicas da discretizacao espacial de ambas as escalas, bem como as
propriedades fisicas dos constituintes. Para a solu¢do do problema utilizou-se um passo
de tempo At =4.000 s.

Tabela 6.4 — Propriedades térmicas e caracteristicas das malhas macroscopica e
microscopica para o Problema 6.4

. Microescala
Grandeza | Unidade | Macroescala . -
Matriz | Inclusoes
¢ Jkg ! K71 — 3,9x10% | 3,9x10?
K Wm ! K! — 1,0x10°1 | 4,0x10%1
p kg m~3 — 9,0x10% | 9,0x 103
Elementos 20 Quad4 800 Tri3?*
Nés 42 441

# Tri3: Triangular linear de 3 nos.

A comparagcao entre as solugoes pode ser observada na Fig. 6.11. Observa-se que a
diferenca entre as solugdes macroscépicas para a microescala em regime transiente e para

a microescala estacionario é praticamente inexistente.

OBSERVAGAO 6.1: Para a solugdo com divq = 0 na microescala, os termos nao-usuais T
e ¢ foram removidos da descricdo macroscépica, de modo a obter-se uma descricdo mais

“usual”.

Analisa-se agora a solucdo na microescala. A Fig. 6.12 mostra mapa de tempera-
turas para o primeiro incremento de tempo para a microescala em regime transiente ou
estacionario, para um ponto de integracao X ~ (0,9894, 0,0394) m. Mesmo nesse primeiro
incremento de tempo e em uma posicao em que o gradiente de temperatura é elevado,
a influéncia da inércia térmica da microescala é muito pequena. De fato, para entender

esse comportamento, basta observar que o processo de condugao é governado pela matriz,



7

#=0°C 6 =300 °C

71 =0m Ti=1m
(a) Uma placa 0 <Z; <1 m heterogénea, com temperatura inicial nula, é submetida as condigoes
de contorno apresentadas acima.

b) Malha macroscépica, definida no dominio z; = [0, 1] m e Ty = [0, 0,05] m. As condigbes de
contorno nas faces verticais estdo indicadas em (a), enquanto nas faces horizontais prescreve-se
q =0, dado o carater unidimensional do problema.

(c) Elemento de volume representativo, de lado igual a 20 mm, cuja malha é formada por 800
elementos triangulares lineares e 441 nés. O subdominio em cinza representa a matriz, enquanto
os subdominios em azul representam as inclusées, com didmetro de 6,5 mm.

Figura 6.10 — Representagdo esquematica e malhas do corpo macroscépico e do elemento
de volume representativo para o Problema 6.4.
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Figura 6.11 — Comparacao entre as solu¢ées multiescala macroscépicas do Problema 6.4,

considerando a microescala em regime transiente ou estacionario.
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que possui uma difusividade térmica muito inferior a das inclusdes. Como as inclusoes
apresentam uma inércia térmica relativamente baixa, elas estao sempre “acompanhando”
a distribuicao de temperatura na matriz.

Por outro lado, questiona-se qual seria o comportamento se os materiais fossem

invertidos. Esse problema é a seguir enunciado.

PROBLEMA 6.5 (MATRIZ COM ELEVADA DIFUSIVIDADE TERMICA): Este problema é se-
melhante ao Problema 6.4, exceto pelo fato de que os materiais sao invertidos, conforme
indica a Tab. 6.5, de forma que a matriz tenha difusividade térmica relativamente elevada
em comparacao as inclusoes. As discretizagdes espaciais sao mantidas iguais, tanto para
a macroescala quanto para a microescala. Para este problema, no entanto, o passo de

tempo precisa ser alterado. Utilizou-se At = 12 s nas simulagoes.

De acordo com a Fig. 6.13, observa-se que a diferenca nas solu¢des macroscopicas
é grande para os instantes iniciais, especialmente em posi¢oes onde o gradiente de tem-
peratura é elevado. A Fig. 6.14 apresenta as solugbes na microescala para o primeiro
incremento de tempo, tanto para o modelo microscépico transiente quanto para o modelo
microscopico estacionario. Nesse caso, a inércia térmica da microescala torna-se clara.
A condugao térmica se da principalmente pela matriz, com difusividade 400 vezes maior
que as inclusoes, as quais, portanto, apresentam uma inércia térmica relativamente ele-
vada. Em contraste, na solu¢do com o modelo microscopico estacionario, observa-se uma
distribuicao mais “linear” de temperatura. Intuitivamente, sabe-se que a solu¢ao para
o modelo microscopico transiente se parecera muito mais com a solucao verdadeira; nao
seria esperado um mapa de temperaturas conforme aquele mostrado na Fig. 6.14b para
os instantes iniciais de tempo, uma vez que a baixa difusividade térmica impede que
as inclusoes tenham a distribuicao de temperaturas mostrada. Esse resultado é impor-
tante, ja que apresenta um caso em que é fundamental considerar-se a inércia térmica da
microescala.

Tabela 6.5 — Propriedades térmicas e caracteristicas das malhas macroscopica e
microscopica para o Problema 6.5

. Microescala
Grandeza | Unidade | Macroescala . -
Matriz | Inclusoes
c Jkg K — 3,9%10% | 3,9x 107
K Wm™ K — 4,0x10*1 | 1,0x 101
p kg m~3 — 9,0x10% | 9,0x 103
Elementos — 20 Quad4 800 Tri3
Nos — 42 441

A Fig. 6.15 apresenta a solugdo no né central da inclusao superior direita do EVR

associado ao ponto macroscépico X = (0,9894, 0,0394) m, tanto para a microescala em
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(b) Microescala em regime estacionério.

Figura 6.12 — Comparagcao entre as solugoes microscopicas do Problema 6.4 para o primeiro
incremento de tempo (¢ =4.000 s), com a microescala (a) em regime transiente ou (b) em
regime estaciondrio. Estas solugoes dizem respeito a um ponto de integracao localizado
em X =~ (0,9894, 0,0394) m.
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Solugdo numérica multiescala —a—
Solucao numérica multiescala (divg = 0 na microescala) —e—
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Figura 6.13 — Comparacao entre as solugées multiescala macroscépicas do Problema 6.5,
considerando a microescala em regime transiente ou estacionario.
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(a) Microescala em regime transiente.
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(b) Microescala em regime estacionério.

Figura 6.14 — Comparacao entre as solugdes microscopicas do Problema 6.5 para o primeiro
incremento de tempo (¢t =12 s), com a microescala (a) em regime transiente ou (b) em
regime estacionario. Estas solucdes dizem respeito a um ponto de integracao localizado
em X ~ (0,9894, 0,0394) m.
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Microescala em regime transiente —as—
Microescala em regime estacionario —e—
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Figura 6.15 — Curva de aquecimento no né central da inclusdo superior direita do EVR
(ver Fig. 6.10c) associado ao ponto de integracao localizado em X ~ (0,9894, 0,0394) m,
para o Problema 6.5.

regime transiente quanto em regime estacionario. As curvas de temperatura para esse
ponto da microescala em particular sdo muito distintas. O aquecimento é muito mais
suave quando se considera a inércia térmica da microescala. Agora serd analisada a

influéncia do tamanho do EVR.

PROBLEMA 6.6 (EVR 10 VEZES MENOR): Este problema ¢ idéntico ao Problema 6.5,
exceto pelo fato que o EVR tem agora um lado de 2 mm, isto é, 10 vezes menor que o do
EVR do Problema 6.5. A discretizagdo do EVR ¢ igual a apresentada na Fig. 6.10c.

Para esse problema, as solugoes na macroescala se tornam praticamente idénticas
(veja a Fig. 6.16). As solugoes na microescala para o primeiro incremento de tempo
estao apresentadas na Fig. 6.17 e demonstram que a influéncia da inércia térmica sobre
a solugao microscopica ¢ muito pequena na magnitude da temperatura. Entretanto, as
formas dos mapas de temperatura sao ligeiramente diferentes. A Fig. 6.18 apresenta a
solucao no né central da inclusao superior direita do EVR associado ao ponto macroscopico
X =~ (0,9894, 0,0394) m, tanto para a microescala em regime transiente quanto em regime
estacionario. As curvas de temperatura para esse ponto da microescala em particular sdo
muito semelhantes, em oposicao ao que ocorre quando o EVR ¢ 10 vezes maior. Isso pode

ser explicado pelo fato de que a medida que o EVR ¢é reduzido, as inclusoes também o
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sao, diminuindo, portanto, suas inércias térmicas.

OBSERVACAO 6.2: Esse tultimo resultado demonstra que a importancia de levar em consi-
deracao a inércia térmica da microescala na modelagem depende do tamanho do EVR. De
fato, talvez a terminologia elemento de volume representativo nao seja a mais adequada,
uma vez que algumas teorias pressupdoem que o EVR deva ser infinitesimal, tal como a
teoria de homogeneizacao assintética. Os teoremas de convergéncia da teoria de homoge-
neizagao sao baseados matematicamente na condi¢ao de que o parametro de escala € que
define o tamanho do EVR tende a zero (e — 0). Na prética de engenharia, a validade
da abordagem classica por homogeneizacao é garantida desde que € < 1, com efeitos de
escala podendo prevalecer quando € cresce. Por outro lado, essa terminologia (EVR) tem
sido utilizada na literatura mais recente para fazer mencao a elementos de volume para
0s quais € ndo é infinitesimal. A questao das palavras, no entanto, ndo deve se sobrepor a
conclusao: quando o elemento de volume tem um tamanho [ suficientemente pequeno em
comparagao ao comprimento caracteristico macroscopico L, a inércia térmica nao precisa

ser levada em consideracao.

Uma pergunta pertinente é: qual é a solugdo completa (uma unica escala) de um
problema tal como os Problemas 6.4, 6.5 ou 6.67 Esse problema completo esta descrito a

seguir.

PROBLEMA 6.7: Um problema semelhante ao Problema 6.5 é analisado, porém com ape-
nas uma escala. O corpo é construido por meio do posicionamento, lado a lado, de
elementos de volume tal como o apresentado na Fig. 6.10c, porém com lado igual a apro-
ximadamente 7,14286 mm. Dada as condi¢oes de contorno do problema, utiliza-se apenas
a metade do EVR para construir o corpo (Veja a Fig. 6.24a), que tem dominio Z; = [0, 1] m
e To = [0, 3,57143] mm. As propriedades térmicas dos constituintes e as caracteristicas
da malha de elementos finitos estao apresentadas na Tab. 6.6. A solugao deste problema
sera referida como solucao completa, ou ainda como solu¢ao convencional por elementos

finitos.

Tabela 6.6 — Propriedades térmicas e caracteristicas da malha de elementos finitos para
o Problema 6.7

Grandeza | Unidade Matriz | Inclusoes
c Jke ' K™ | 3,9x10% | 3,9x10
K Wm™ K™ 40x10%1 | 1,0x10%1
0 kem™2 |9,0x10® | 9,0x103
Elementos — 56.000 Tri3
Nos — 30.811
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Solugdo numérica multiescala —a—

Solucao numérica multiescala (divg = 0 na microescala) —e—
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Figura 6.16 — Comparacao entre as solu¢ées multiescala macroscépicas do Problema 6.6,
considerando a microescala em regime transiente ou estacionario.
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(a) Microescala em regime transiente.
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(b) Microescala em regime estacionério.

Figura 6.17 — Comparacao entre as solugdes microscopicas do Problema 6.6 para o primeiro
incremento de tempo (¢t =12 s), com a microescala (a) em regime transiente ou (b) em
regime estacionario. Estas solucdes dizem respeito a um ponto de integracao localizado
em X ~ (0,9894, 0,0394) m.
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Figura 6.18 — Curva de aquecimento no né central da inclusdo superior direita do EVR

(ver Fig. 6.10c) associado ao ponto de integracao localizado em X ~ (0,9894, 0,0394) m,
para o Problema 6.6.
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O comprimento de 7,14286 mm para a aresta do elemento de volume do Problema
6.7 justifica-se pelo fato de que existirao elementos de volume centralizados em uma
posicao muito préxima a posicao dos pontos de integragao macroscopicos dos elementos
quadrilaterais bilineares utilizados na simulagao multiescala descrita no Problema 6.8
(veja a Fig. 6.19). Dessa forma, espera-se que a solugdo na microescala associada a um

determinado ponto de integracao reproduza a solucao completa na regiao correspondente.

PROBLEMA 6.8: Esse problema corresponde a modelagem multiescala da Problema 6.7,
utilizando elementos quadrilaterais bilineares e EVRs conforme a Fig. 6.10c, porém em
uma escala menor, isto é, com um lado de 7,14286 mm. As propriedades térmicas dos
constituintes e as caracteristicas das malhas de elementos finitos macroscopica e micros-

cOpica estao apresentadas na Tab. 6.7.

Tabela 6.7 — Propriedades térmicas e caracteristicas das malhas macroscopica e
microscopica para o Problema 6.8

. Microescala
Grandeza | Unidade | Macroescala . -
Matriz | Inclusoes
¢ Jkg ' K! — 3,9x10% | 3,9x10?
K Wm ! K! — 4,0x10%1 | 1,0x10%1
p kg m—3 — 9,0x10% | 9,0x 103
Elementos — 20 Quad4 800 Tri3
Nés — 42 441

A Fig. 6.20 apresenta uma comparagao entre a solugao multiescala macroscépica e
a solucao completa em alguns pontos selecionados. De fato, para a comparagao ser con-
sistente, é necessario levar em consideracao a flutuagao da temperatura na microescala
no centro do EVR. Porém, como sabe-se que a flutuagao térmica é pequena no referido
ponto, a comparagao é feita (apenas em carater preliminar). Observa-se na Fig. 6.20 que
a solucao multiescala, ao contrario do esperado, é bastante diferente da solugao completa,
ao menos nos locais onde o gradiente de temperatura é elevado. A existéncia de um
gradiente elevado proximo a X =1 m, com uma modelagem que utiliza elementos qua-
drilaterais bilineares com tamanhos relativamente elevados, é uma possivel causa para a
diferenca observada. Tendo isso em vista, a seguir sera definida uma modelagem multi-
escala utilizando elementos quadrilaterais quadraticos (incompletos). Com isso, embora
nem todos pontos de integragdo dos elementos macroscopicos estejam diretamente asso-
ciados a “fatias” da modelagem completa, os pontos de integracdo com coordenada & =0
tém uma correspondéncia direta com regioes do corpo modelado em uma tnica escala
(veja a Fig. 6.21).



EVR associado ao ponto de integracao B
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Figura 6.19 — Representagdo esquematica de um elemento finito macroscopico quadrila-
teral bilinear, definido pelas coordenadas £ e 7, e parte de outros dois elementos finitos
adjacentes. Os quatro nds desse elemento estdo apresentados na figura. Os EVRs, re-
presentados pelos quadrados menores, tém um tamanho tal que quando colocados lado a
lado, a posicao de cada ponto de integragdo macroscépico (indicado em azul) praticamente
coincide com o centro de um desses EVRs, como por exemplo, aqueles indicados por A e
B. O Problema 6.7 pode ser modelado, por exemplo, pela faixa de EVRs mostrados em
vermelho, quando estendida ao longo de todo o corpo macroscépico.
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Solu¢do numérica multiescala —a—
Solugdo numérica multiescala (divq =0 na microescala) —e—
Solugao numérica convencional —a—
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Figura 6.20 — Comparagao entre a solu¢do convencional por elementos finitos (solugao
completa) correspondente ao Problema 6.7 e as solu¢does multiescala macroscépicas do
Problema 6.8, considerando a microescala em regime transiente ou estacionédrio. Para a
solucao completa, as curvas sdo obtidas em To = 0.
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PROBLEMA 6.9: Esse problema corresponde a modelagem multiescala do Problema 6.7,
porém utilizando elementos quadrilaterais quadraticos incompletos. As propriedades tér-
micas dos constituintes e as caracteristicas das malhas de elementos finitos macroscépica

e microscopica estao apresentadas na Tab. 6.8.

Tabela 6.8 — Propriedades térmicas e caracteristicas das malhas macroscopica e
microscopica para o Problema 6.9

. Microescala
Grandeza | Unidade | Macroescala . -
Matriz | Inclusoes
¢ Jkg ! K1 — 3,9x10% | 3,9x10?
K Wm !t K! — 4,0x10%1 | 1,0x10°1
p kg m~3 — 9,0x10% | 9,0x 103
Elementos — 20 Quad8&? 800 Tri3
Nos — 103 441

? Quad8: Quadrilateral quadratico incompleto (8 nos).

Conforme observa-se na Fig. 6.22, as solu¢oes multiescala macroscopicas, com ou
sem a consideragao da inércia térmica da microescala, tém 6tima concordancia com a
solugao completa, embora essa comparacao seja preliminar, conforme discutido anterior-
mente. Uma vez que as curvas sao semelhantes, faz-se a comparacao da solugdo completa
com a solugdo na microescala. A Fig. 6.23 apresenta a solucao no centro da inclusao
superior direita dos EVRs associados aos pontos macroscépicos X = (0,925, 0,025) m e
x = (0,975, 0,025) m, bem como a solugao nas posigdes correspondentes na modelagem
completa. A concordancia entre a solugao multiescala microscopica transiente e a solu-
¢ao completa é excelente, ao contrario do que ocorre para a solucao multiescala quando
a inércia térmica da microescala é desprezada. Esse resultado indica a importancia de
considerar-se a inércia térmica nesse caso. Além, disso, a concordancia entre os mapas de
temperatura para o problema completo e para o problema multiescala com a consideragao

da inércia térmica da microescala é muito boa, como pode-ser observar na Fig. 6.24.

PROBLEMA 6.10: Analisa-se agora um problema com geracao de calor, em que uma placa
0 <7; <1 m contém inclusoes (fios) de um material condutor que geram calor (por efeito
Joule, por exemplo), os quais estdo inseridos em uma matriz com baixa difusividade
térmica. A placa, que inicialmente se encontra a # =0 °C, tem suas faces isoladas ter-
micamente para t > 0 (veja a Fig. 6.25a). Devido a simetria do problema em torno de
71 = 0,5 m, é possivel considerar apenas o dominio 1 = [0, 0,5] m, com a face T; = 0,5 m
novamente sendo sujeita & condicdo § = 0. De fato, pode-se prosseguir dividindo o dominio
de maneira sucessiva. Como resultado dessa argumentacgao, segue que apenas 1 elemento

macroscopico precisa ser utilizado na solugao deste problema (veja a Fig. 6.25b). A malha



EVR associado ao ponto de integragdo A
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Figura 6.21 — Representagao esquemética de um elemento finito macroscoépico quadrilateral
quadratico incompleto, definido pelas coordenadas € e 7, e parte de outros dois elementos
finitos adjacentes. Os oito nds desse elemento estdo apresentados na figura. Os EVRs,
representados pelos quadrados menores, tém um tamanho tal que quando colocados lado
a lado, um ponto de integracio com coordenada & =0 coincide com o centro de um desses
EVRs, tal como aquele indicado por A. Novamente, o Problema 6.7 pode ser modelado,
por exemplo, pela faixa de EVRs mostrados em vermelho, quando estendida ao longo de
todo o corpo macroscépico.
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Solu¢do numérica multiescala —a—

Solucao numérica multiescala (divg = 0 na microescala) —e—
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Figura 6.22 — Comparagao entre a solu¢do convencional por elementos finitos (solugao
completa) correspondente ao Problema 6.7 e as solu¢oes multiescala macroscépicas do

(b) Visualizagdo de uma porgao reduzida do grafico.

Problema 6.9, considerando a microescala em regime transiente ou estacionario.
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Microescala em regime transiente —as—
Microescala em regime estacionario —e—
Soluc¢ado convencional —a—
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(b) Visualizagdo de uma porgao reduzida do grafico.

Figura 6.23 — Curva de aquecimento no né central da inclusdo superior direita do EVR (ver
Fig. 6.10c) associado aos pontos macroscépicos X = (0,925, 0,025) m (curvas inferiores) e
X = (0,975, 0,025) m (curvas superiores), para o Problema 6.9. A solugdo completa nos
nos correspondes também estdao apresentadas.



(a) Solucdo completa em torno de Z; = 0,975 m.
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(b) Solugdo no EVR associado ao ponto macroscépico X = (0,975, 0,025) m para o modelo
multiescala com a microescala em regime transiente. Apenas a metade superior do EVR esta

apresentada.

Figura 6.24 — Comparacdo dos mapas de temperatura em t = 12 s para a solugdo con-
vencional por elementos finitos (solugdo completa) e para a solugdo multiescala com a

consideracao da inércia térmica da microescala.
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microscopica € igual a da Fig. 6.10c. As propriedades das malhas macroscopica e micros-
copica estao apresentadas na Tab. 6.9, que também contém as propriedades térmicas dos

constituintes. Utilizou-se para as simulagoes um incremento de tempo At =2 s.

Tabela 6.9 — Propriedades térmicas e caracteristicas das malhas macroscopica e
microscopica para o Problema 6.10

Microescala
Grandeza | Unidade | Macroescala -
Matriz | Inclusoes
¢ Jkg P K! — 3,9x10% | 3,9x10?
K Wm ! K! — 1,0x10°1 | 4,0x10%1
p kg m~3 — 9,0x10% | 9,0x 103
r W m™ — 0 9,0 x 107
Elementos — 1 Quad4 800 Tri3
Nés — 4 441

A solucao na macroescala apresenta uma grande diferenga para os modelos micros-
copicos transiente e com divq = 0 (veja a Fig. 6.26). A diferenga para as solugoes na
microescala, no entanto, é ainda maior. Para o modelo microscépico transiente, os fios
apresentam-se mais quentes que a matriz e o né central do EVR é aquele em que a tempe-
ratura é mais defasada em relagao aos fios. Ja para o modelo microscopico com divq =0,
a temperatura é constante no EVR para cada instante de tempo (veja a Fig. 6.27).

Agora serd suposto que o material é perfeitamente periddico, de forma que possa ser
modelado pela unido de varios EVRs, lado a lado. A atencao ficara restrita a simulacao
desse problema completo, isto é, considerando as inclusdes diretamente sobre a escala
macroscopica, sem fazer uso do modelo multiescala. Utilizando argumentos similares aos
utilizados para justificar a escolha de apenas 1 elemento macroscépico, o problema recém
descrito pode ser simulado apenas com o elemento apresentado na Fig. 6.28, com fluxo
de calor nulo prescrito em todas as faces. Espera-se que a solugao desse problema seja
reproduzida pelo método multiescala.

As solucoes em nés de particular interesse estao apresentadas na Fig. 6.29. Ha
uma boa concordancia entre a solu¢ao convencional por elementos finitos e a solugao na
microescala, quando seus efeitos de inércia térmica sdo considerados. Por outro lado, a
consideragdo de divq = 0 na microescala da origem a valores de temperatura muito dis-
tantes do esperado. A Fig. 6.30 apresenta a solu¢ao na microescala com a consideragao
dos seus efeitos de inércia térmica, bem como a solucao convencional por elementos fini-
tos, para o instante de tempo t =8 s. A consideracao dos efeitos de inércia térmica da
microescala ¢ particularmente importante quando a microestrutura do material depende

de sua histéria térmica.
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71 =0m Tz1=1m
(a) Uma placa 0 <7 <1 m, com temperatura inicial nula e geracdo de calor na microescala, é
submetida as condi¢bes de contorno apresentadas acima.

(b) Malha macroscoépica, definida no dominio z; = [0, 0,05] m e T2 = [0, 0,05] m. Todas as faces
estao isoladas termicamente.

Figura 6.25 — Representagio esquematica e malha macroscopica para o Problema 6.10. A
malha microscépica ¢ igual a da Fig. 6.10c.
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Solucdo numérica multiescala —a—
Solugado numérica multiescala (divg = 0 na microescala) —e—
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Figura 6.26 — Comparacao entre as solugoes macroscopicas do Problema 6.10, considerando
a microescala em regime transiente ou estaciondrio sem geracao de calor (divg =0). A
solucdo apresentada diz respeito ao né em X = (0, 0).
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(a) Microescala em regime transiente.
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(b) Microescala em regime estaciondrio sem geracao de calor.

Figura 6.27 — Comparacao entre as solugoes microscépicas do Problema 6.10 para o pri-
meiro incremento de tempo (¢t =2 s), com a microescala (a) em regime transiente ou (b)
em regime estacionario sem geracao de calor. Estas solucdes dizem respeito a um ponto
de integracao localizado em X ~ (0,0106, 0,0106) m.
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Figura 6.28 — Malha utilizada na solugdo convencional por elementos finitos do Problema
6.10.

Esse possivelmente seja o resultado numérico mais importante desta tese. Seria
interessante, fazendo o uso de simulagoes semelhantes a recém descrita, verificar o efeito
que algumas alteragoes no modelo trariam aos resultados, tais como (a) impor que a
temperatura macroscépica fosse dada pela média da temperatura na microescala, (b)
prescrever condi¢oes de contorno periddicas, dentre outras. De fato, a simulacdo descrita
anteriormente poderia servir de base para varias comparagoes entre diferentes modelos

multiescala.

OBSERVACAO 6.3: A solugdo macroscopica obtida para o Problema 6.10 nao é perfeita-
mente homogénea. Isso provavelmente é um artefato causado pela assimetria da malha
do EVR.
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Solu¢do numérica convencional —a—
Solu¢do numérica multiescala —=—
Solucao numérica multiescala (divg = 0 na microescala) —e—
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Figura 6.29 — Solugbes do Problema 6.10 no né frio (né central do EVR) e no n6 quente (né
central da inclusao) para o EVR associado ao ponto macroscépico X ~ (0,0106, 0,0106) m.
Para a microescala em regime estacionario sem geracao de calor, a solucao é igual para
todos os nés do EVR em cada instante de tempo. A forma pela qual se obtém a solucéo
convencional é descrita no texto.
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(b) Solugao convencional obtida pelo método dos elementos finitos ao prescrever-se fluxo de calor
nulo em todas as faces do corpo.

Figura 6.30 — Comparacao entre as solu¢des do Problema 6.10 para o instante de tempo
t=28s.
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7 APLICACAO: CURA DE ELASTOMEROS
CARREGADOS

Neste capitulo o método multiescala desenvolvido é aplicado para a modelagem dos
fenomenos acoplados de conducgao de calor e cinética quimica associados a cura de um
elastomero. Tendo em vista a dificuldade de conhecer-se as propriedades dos materiais,
bem como das interfaces, este capitulo representa apenas uma exposicao das possibilidades
de aplicacao do método desenvolvido neste trabalho. Uma modelagem mais realista torna
necessario um conhecimento mais preciso das propriedades dos materiais.

Inicialmente, na Segdo 7.1 serd descrito o processo de cura de um elastomero.
Logo apds, na Secao 7.2, sera descrita a modelagem do fendomeno de cura. Na Secao 7.3
serao feitas mais verificagoes do modelo multiescala: inicialmente um problema acoplado
de condugao de calor e cinética quimica em um material homogéneo seréd resolvido pelo
método multiescala e pelo método convencional de elementos finitos; apds, sera simulado
um caso totalmente hipotético, para o qual sera verificada a importancia de considerar a
inércia térmica da microescala. Por fim, na Secao 7.4, serdo simulados dois problemas de
cura de um elastomero carregado. Conforme discutido neste capitulo, essas simulacoes
tém como principal objetivo demonstrar a aplicabilidade do método. A modelagem de
um fenémeno real exige o conhecimento mais preciso de determinadas propriedades dos

materiais.

7.1 Cura de elastomeros carregados

Elastomeros sdo polimeros que exibem elasticidade como a da borracha' [Alemén
et al., 2007], ou seja, apresentam deformagoes elevadas e recuperaveis produzidas a bai-
xos niveis de tensao [Callister e Rethwisch, 2009, p. 571]. Os elastomeros podem sofrer
alongamentos reversiveis de até 600 — 1.000% [Frangois et al., 2012, p. 91].

Um elastomero, como sintetizado, é essencialmente um liquido com baixa elasti-
cidade e resisténcia [Hamed, 2001, p. 19]. O exemplo mais comum de elastémero é a
borracha natural, a qual é produzida a partir do latex da seringueira (Hevea brasiliensis),
e consiste principalmente de cis-poliisopreno [Hamed, 2001, p. 14], cuja estrutura quimica,
estd apresentada na Fig. 7.1. A denominacgao cis resulta do fato de que, na cadeia po-
limérica, o grupo CH3 e o atomo H estao posicionados do mesmo lado da ligacao dupla
[Callister e Rethwisch, 2009, p. 549].

Para adquirir propriedades mais interessantes do ponto de vista de aplicacoes, o
elastomero sofre um processo denominado vulcanizacao, ou cura, que consiste na formacao
de uma rede molecular com ligagoes cruzadas, cuja consequéncia ¢ aumentar a elasticidade
e diminuir a plasticidade do material. Uma ligacao cruzada é uma ligagao quimica entre

as cadeias e pode consistir, por exemplo, de um 1nico atomo de enxofre ou de um grupo

IPor esse motivo, elastomeros sdo popularmente conhecidos como borrachas.
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Figura 7.1 — Estrutura quimica do cis-poliisopreno.
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(a) Material antes da cura. (b) Material apés a cura.

Figura 7.2 — Modelo molecular do processo de cura de um elastomero carregado. Adaptado
de André e Wriggers, 2005.

deles, de uma ligagao carbono-carbono, etc. [Coran, 2005, p. 322-323].

A Fig. 7.2 apresenta esquematicamente um elastémero (com cargas) antes e apds
a cura. A vulcanizagdo geralmente se realiza por meio do aquecimento do elastémero,
misturado a agentes vulcanizantes em um molde sob pressao. O primeiro método comer-
cial de vulcanizacao data do ano de 1841 e ¢ atribuido a Charles Goodyear, consistindo
do aquecimento da borracha natural com enxofre, que é, até os dias atuais, o agente
vulcanizante mais utilizado para a fabricacdo de compostos de borracha. Apds a cura,
a borracha se torna praticamente insoltvel em qualquer solvente, impossibilitando pro-
cessamentos em que a borracha precise fluir, como por exemplo, na extrusao. Assim, a
cura deve ser aplicada ao corpo em sua forma final [Coran, 2005, p. 321-323|,[Guimaraes,
2008].

Um conceito importante associado ao problema de cura é o estado, ou grau, de
cura de um elastomero?, que indica a razdo da reacdo de cura que se processou, e que
pode ser estimado a partir de medidas obtidas em equipamentos denominados redometros.
Um dos redmetros existentes é o de disco oscilatorio, apresentado na Fig. 7.3. A amostra
elastomérica é inserida na cavidade e entao o torque necessario para manter uma dada
amplitude de oscilagdo é medido, em uma certa temperatura [Coran, 2005, p. 326]. Curvas
tipicas obtidas nestes experimentos estdo apresentadas na Fig. 7.4. Inicialmente, quando

a amostra ¢ aquecida, a viscosidade diminui, causando uma reducao no torque. Quando o

2A expressao estado, ou grau, de vulcanizacao também é valida.
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Figura 7.3 — Redmetro de disco oscilatério. Adaptado de Coran, 2005, p. 326.

30 comportamento eldstico se acentua e, consequentemente,

material comeca a vulcanizar
observa-se um aumento no torque. Embora possa haver cisao de cadeias simultaneamente,
o aumento no torque significa que a formacao das liga¢des cruzadas é o fenémeno domi-
nante. Se a curva atinge um plato, o material estd curado e tem-se uma rede estavel.
No entanto, quando o processo de cisao de cadeias torna-se dominante, observa-se uma
diminuicao do torque com o tempo. Esse fendomeno é denominado reversao. Alguns com-
postos apresentam um aumento de torque com o tempo. Isso geralmente ocorre devido
a quebra de ligacoes polissulfidricas e posterior formagao de ligacdes cruzadas com me-
nor quantidade de atomos de enxofre, aumentando o nimero total de ligagoes cruzadas
[Hamed, 2001, p. 21]. Esse fenémeno é conhecido como marcha® [Coran, 2005, p. 327].
A adigao de cargas (particulas) pode aumentar a resisténcia de uma borracha
amorfa em até 10 vezes [Hamed, 2001, p. 23] (ver Fig. 7.2). De fato, nao fosse pela
presenca desses materiais particulados, a ampla gama de aplicacoes existente para os
elastomeros nao seria possivel [Donnet e Custodero, 2005, p. 367]. Como materiais utili-
zados como cargas, pode-se citar o negro de fumo, a silica, argilas, grafeno, dentre outras
[Valentin et al., 2010]. Para um melhor reforgo, as particulas devem ser pequenas. Uma
carga grosseira geralmente nao ira reforcar o material. Essas cargas até podem ser utili-
zadas para aumentar levemente o modulo de elasticidade do compdsito, porém reduzem
significativamente a deformacao de ruptura [Donnet e Custodero, 2005, p. 368]. Outros
fatores importantes das cargas sao a estrutura, descrita mais adiante para o negro de
fumo, e as caracteristicas quimicas da superficie [Hamed, 2001, p. 24]. Uma formulagao
tipica para um composto de borracha natural carregado com negro de fumo, para uso
geral em engenharia, pode ter, por exemplo, 25, 50, 75 phr de carga, em que a unidade

phr vem do inglés Parts per Hundred Rubber e significa partes por 100 partes de borracha

30 tempo necessério para o inicio do processo de vulcanizacdo é denominado tempo de indugdo.
40 termo marcha foi traduzido livremente da expressio marching cure, encontrada em algumas lite-
raturas em lingua inglesa.
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Marcha

Reversao

Torque

Tempo

Figura 7.4 — Trés tipos de respostas distintas observadas nas medidas obtidas em um
redmetro de disco oscilatério. Adaptado de Hamed, 2001, p. 21.

(em peso) [Hamed, 2001, p. 30].

A borracha é um material que apresenta baixa difusividade térmica. Em um regime
transiente de conducao de calor, tal como no processo de cura de um corpo espesso, a
distribuicao de temperatura serd significativamente heterogénea. Uma vez que a reacao de
cura é ativada pela temperatura, o grau de cura do material serd nao-uniforme. Por outro
lado, ja que a reagao de cura libera calor, observa-se um acoplamento entre os problemas
de transferéncia de calor e de cinética quimica. Nesse contexto, é importante observar
que as cargas geralmente modificam a difusividade térmica do composto elastomérico e,
como consequéncia, alteram a cinética de cura. No trabalho de Bafrnec et al., 1999, por
exemplo, observa-se um aumento de 1 x 1077 para 1,8 x 10~7 m? s 7! na difusidade térmica
de um certo composto elastomérico ao se aumentar a quantidade de negro de fumo de
27% para 44% em peso. De acordo com o trabalho de De et al., 2013, o tempo 6timo
de cura e o tempo de indugdo diminuem ao se adicionar negro de fumo a um compdsito
elastomérico de borracha natural, borracha de polibutadieno e borracha recuperada.

Na industria de pneus, por exemplo, utiliza-se termopares em diversas regioes do
produto para monitoramento da temperatura [Pinheiro, 2001, p. 64], com a finalidade de
estimar o grau de cura local. Entretanto, esse processo de obtencao da histéria térmica
demanda um longo tempo, além de ser destrutivo [Pinheiro, 2001, p. 65]. Uma alternativa
é resolver o problema acoplado de cinética quimica e condugao de calor numericamente,
o que pode ser realizado determinando-se previamente as propriedades do composto em
analise. Para cada composto, é obviamente necessario determinar as propriedades de
interesse antes de resolver o problema numericamente. Um trabalho importante nesse

sentido é o de Toth et al., 1991, onde os autores acoplam o problema de conduc¢ao de
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calor e cinética quimica para simular a cura de pneus utilizando o método dos elementos
finitos.

Nesse contexto, a tentativa de considerar o comportamento individual dos com-
ponentes, para entdo resolver o problema por meio da modelagem da microestrutura do
material, consiste em um avango interessante.

Sabe-se, entretanto, conforme discutido nos Caps. 1 e 4, que os recursos compu-
tacionais atualmente disponiveis impossibilitam a solu¢do do problema nessa escala fina
(veja a idealizagdo da Fig. 4.1). Para lidar com essa situagao, serd empregado o método
multiescala desenvolvido nesta tese. Existem, no entanto, varias dificuldades para execu-
tar a modelagem proposta. A primeira delas é escassez de trabalhos na literatura com as
propriedades do elastémero nao-carregado, bem como das cargas isoladamente.

Para as simulacoes, os efeitos de difusao de massa serao desprezados. Além disso,
embora seja notério que um corpo elastomérico se deforme durante o processo de cura,
o material a ser modelado sera assumido como infinitamente rigido, ja que o modelo
desenvolvido neste trabalho nao incorpora os efeitos mecanicos. Portanto, apesar de ser
um importante passo na modelagem completa da cura de um composto elastomérico
carregado, o acoplamento com o problema mecanico é indicado como um trabalho futuro.

Outro ponto a ser destacado é que serdo consideradas duas fases:® a matriz, cons-
tituida pelo elastomero (ou elastomeros) e por todos os outros componentes, tais como
aceleradores de cura, exceto as cargas; e as cargas, as quais serao individualmente consi-
deradas se houver mais de um tipo. A ideia é que, conhecendo as propriedades individuais
da matriz e da(s) carga(s), seja possivel modelar a microestrutura (fragdo de cada fase,
distribuigdo e morfologia) e entdo resolver o problema acoplado de cinética quimica e
conducao de calor. Uma hipdtese fundamental adotada nessa aplicacao é de que nao ha
necessidade de modelar os fendmenos de interface. Alternativamente, essa hipétese pode

ser enunciada como:

HIPOTESE 7.1: Assume-se que o modelo cinético para a matriz (sem cargas), cujos para-
metros sao determinados experimentalmente, pode ser aplicado na descri¢ao do fendmeno
de cura do ponto de vista da microescala; ou seja, assume-se que a carga (quantidade,

configuragao, etc.) nao tenha influéncia sobre a cinética de cura da matriz.

Essa hipotese nem sempre é valida. Sabe-se, por exemplo, que a densidade de
ligagoes cruzadas diminui significativamente em compostos de borracha natural e em
compostos de estireno-butadieno (SBR) ao se adicionar silica [Valentin et al., 2010}, ou
seja, a silica adicionada interage com a matriz de forma a modificar a cinética de cura do
composto elastomérico.

Por outro lado, a densidade de ligagoes cruzadas praticamente nao se altera com

a quantidade de carga em diversos compositos, como por exemplo, borracha natural com

50u dois tipos de fases, para ser mais preciso.
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negro de fumo e nanocompésitos de borracha natural e grafeno [Valentin et al., 2010]. Essa

observagao ¢ utilizada como justificativa para a razoabilidade da hipétese mencionada.
7.2 Cinética Quimica

Nesta secao serdao introduzidos alguns conceitos de cinética quimica utilizados na

modelagem da cura de um elastémero.

7.2.1 Conversao e taxa da reagao quimica

Seja uma reacao estequiométrica representada por
O:ZVZ'AZ', (71)
i

em que A; é o i-ésimo reagente ou produto e v; é o nimero de moles de A;, sendo negativo

para reagentes e positivo para produtos.

DEFINIGAO 7.1: Seja n; o nimero de moles da substancia A; no tempo t. A conversao

da reagao é definida como [Connors, 1990]

0
n; —n;
o= (7.2)
Vi
em que n? ¢ o nimero de moles da substancia no tempo t = 0.

OBSERVAGAO 7.1: A grandeza v; representa o nimero de moles que aparece na repre-

sentagao da reacdo quimica, Eq. (7.1), ou seja, correspondente a reagdo completa. Por
0

outro lado, n; e n; representam o numero de moles presentes nos instantes t =0 e ¢,

respectivamente, ou seja, no inicio e durante a reagado quimica.

Em termos praticos, a conversao da reacao de cura é designada pelo termo estado,

6

ou grau, de cura,’ a seguir definido.

DEFINIGAO 7.2: De acordo com a norma DIN 53529-2, o estado, ou grau, de cura é
definido por
o= M, (7.3)
Smda) =S min
onde S é o torque no tempo t € Sy € Smim S40, respectivamente, os torques minimo e
méaximo (ver Fig. 7.4). Alternativamente, o grau de cura pode ser calculado pela expressao

[Isayev e Deng, 1988, p. 341]"

SEm trabalhos de lingua inglesa é muito utilizada a expressao state of cure (SOC) para referir-se a
essa varidvel de conversdo (veja Isayev e Deng, 1988).

"Na referéncia citada, as grandezas sdo absolutas, e ndo por unidade de volume. Aqui, achou-se
conveniente expressa-las por unidade de volume.
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Figura 7.5 — Representacao esquematica de como o estado de cura evolui com o tempo nas
temperaturas 6, e 65 > 0.
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onde as integrais que aparecem no numerador e no denominador representam, respectiva-

= (7.4)

mente, o calor liberado pela reacao de cura, por unidade de volume, até o instante t e o
calor total da reacao de cura por unidade de volume. Tais quantidades podem ser obtidas

por meio de calorimetria exploratéria diferencial (DSC) [Hohne et al., 2003].

A Fig. 7.5 apresenta uma representacao esquematica de como o grau de cura evolui

para reagoes de cura isotérmicas em duas temperaturas distintas: 61 e 62 > 0.

HIPOTESE 7.2: Para a reagdao de cura de um elastémero a temperatura constante (pro-

cesso isotérmico), assume-se que a taxa de reacdo seja dada por [Chan et al., 1993]

da_

CLoK®) (), (75)

onde K (0) e f(«) indicam, respectivamente, uma funcao de 6 e uma fungao de a.

Os modelos de cura isotérmicos sao normalmente utilizados para modelar processos

de cura nao-isotérmicos, por meio da hipdtese a seguir enunciada.

HIPOTESE 7.3: Assume-se, em conformidade com Chan et al., 1993, que um processo

nao-isotérmico consista de muitos passos infinitesimais isotérmicos.

7.2.2 Determinacao do calor liberado pela reacao de cura

O calor liberado pela reacao de cura até o tempo ¢, por unidade de volume, pode

ser determinado pela Eq. (7.4) como

da oo
= — de. 7.6
" dt Jo " (7:6)
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Entao, fazendo uso da Eq. (7.5), tem-se
oo
r=K()f (a)/o r dt. (7.7)
Observando que o calor total da reacao por unidade de volume pode ser escrito como
oo
/ rdt = —pAh, (7.8)
0

onde Ah é a variagao de entalpia especifica devida a reacao, obtém-se a forma final para

a densidade de fornecimento de calor:
r=—pAhK () f (). (7.9)

7.2.3 Tempo de inducao

H& um periodo inicial no processo de cura de elastomeros durante o qual nao ha

reacao quimica, denominado tempo de inducao.

HIPOTESE 7.4: Assume-se, em conformidade com Claxton e Liska, 1964 [apud Isayev e
Deng, 1988], que o tempo de indugdo em um processo de cura isotérmico seja descrito

por uma equacao do tipo Arrhenius:

0
ti (0) =toexp (;) : (7.10)
em que ty e 0y sao parametros do material que independem da temperatura.

E importante ressaltar que Isayev e Deng, 1988, determinaram o tempo de inducéo
para vérios processos de cura isotérmicos e verificaram que a Eq. (7.10) é adequada. A
Hipétese 7.3 motiva a seguinte definicdo para o tempo de indug¢ao em um processo de

cura nao-isotérmico.

DEFINIGAO 7.3: Para um processo de cura nao-isotérmico, define-se o tempo de inducao
t; como aquele para o qual a expressao

trdt
/0 n) = (7.11)

¢ satisfeita, onde ¢; é dado pela Eq. (7.10) [Isayev e Deng, 1988].

7.2.4 Modelo cinético de Kamal e Sourour

O modelo cinético de Kamal e Sourour, 1973 [apud Shyu et al., 1994] para a cura

isotérmica é dado por
kt*"

R Py e

em que t* :=t—1t;, n é a ordem da reacao e a constante de velocidade é dada por uma

(7.12)
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funcao do tipo Arrhenius,

k(6) = koexp (—50) , (7.13)

onde kg é o fator pré-exponencial, F é a energia de ativagao e R = 8,3144621(75) J mol !
K~! ¢ a constante dos gases ideais. Esse modelo descreve muito bem a cura isotérmica
de diversos compostos elastoméricos [Chan et al., 1993] e, por esse motivo, foi o escolhido
para ser implementado nesta tese.

Como consequéncia da Hipotese 7.3, a Eq. (7.12) é vélida para cada instante de
tempo e, por isso, sera utilizada neste trabalho para modelar processos de cura nao-
isotérmicos. Conforme observa-se na Eq. (7.9), a densidade de fornecimento de calor, r,
é escrita em termos de K (6) e f(«). Portanto, deve-se reescrever o modelo dado pela
Eq. (7.12) na forma dada pela Eq. (7.5). Para tal, inicia-se derivando a Eq. (7.12) em
relagdo a t* [Shyu et al., 1994, p. 320]:

da nkt*" 1

— =, 7.14

O tempo t*, por sua vez, pode ser determinado a partir da Eq. (7.12) como
1/n
o
= |— : 7.15
] 1)

Substituindo a Eq. (7.15) na Eq. (7.14), tem-se uma nova expressao para o modelo de
Kamal e Sourour [Shyu et al., 1994, p. 320]:

da

= k!l (1 — )= [ (6) £ (), (7.16)
onde
K (0) =k(0)/" (7.17)
€
f o) =nam=D/n (1 — a)(nﬂ)/n. (7.18)

Na solugao do problema de cinética quimica, detalhado mais adiante, sera neces-
sario o conhecimento de df («) /dav. E adequado, entretanto, que essa expressio seja

apresentada neste ponto do texto. Da Eq. (7.18), pode-se escrever

df (a)
da (n

—Da V(1 —a) " (1) oD/ ()l (7.19)

7.2.5 Determinacao dos parametros do modelo

Os parametros cinéticos do modelo, tal como o tempo de indugdo, podem ser
determinados por meio do ajuste do modelo a dados experimentais obtidos em varias

varreduras isotérmicas em um calorimetro exploratério diferencial [Isayev e Deng, 1988,
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p. 347].

7.2.6 Calculo de r’

A partir da Eq. (7.9), a derivada de r com 6 (veja a Eq. (5.5)) pode ser escrita

como
, rE

T

7.2.7 Solucao do problema de cinética quimica

Ao longo desta secao foram apresentadas as equagoes relativas a cinética quimica.
Foi mostrada a dependéncia da densidade de fornecimento de calor, r, com o estado
de cura, «, dada pela Eq. (7.9). Nesta subsecdo serdo apresentadas as discretizagoes
temporais das equagoes pertinentes. Conforme observa-se da Eq. (7.11), para que a reacao

quimica seja ativada em um determinado ponto da matriz elastomérica, é necessario que

a grandeza
todt
Z = 7.21
0 t; ((9) ( )
atinja o valor unitario. A discretizacao temporal dessa equacao pode ser expressa conforme

a seguir.

( )
Enunciado 7.1 (Determinagao do inicio da reagio de cura): Para cada intervalo de
tempo Z,, n=1,2,..., N, calcule

At
dZ = (7.22)
e, entao, determine o novo valor de Z por meio de
com Zy=0. Quando Z,, > 1, a reacao de cura tem inicio.
. J

Ja a forma discreta da equagao de cinética quimica, Eq. (7.16), é expressa como:

( )
Enunciado 7.2 (Forma discreta da equagdo de cinética quimica): Para cada intervalo

de tempo Z,,, n=1,2,...,N, se Z, > 1 e ap—1 < 1, encontre «y,, tal que
G (an) = (an —an-1) — K (0n) f (o) At =0, (7.24)

comO0<a,<1leqy=0.
. J

Da Eq. (7.24), pode-se expressar o diferencial de G (o) como

G’ (ap;da) = deéZn)da (7.25)
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d
- (1 K (6,) Mm) dav. (7.26)

doy,
Seja uma determinada iteracao k, com conversao correspondente afl. A nova esti-

mativa para a conversao é dada por
okt = ok 4 da, (7.27)
em que a atualizacao da é obtida de
-G’ (o/;i; da) =G (aﬁ) . (7.28)
Em geral, a estimativa inicial pode ser assumida como
) =1 (7.29)

7.2.8 Algoritmo para a solugao do problema de cinética quimica

A subrotina Cinetica_ Quimica e a funcao Determine Alfa, apresentadas por meio
de seus Algoritmos 17 e 18, sdo utilizadas nos cédlculos do vetor residuo e da matriz
tangente associados a densidade de fornecimento de calor no problema associado a micro-

escala, bem como na atualizacao das variaveis internas.

OBSERVAGAO 7.2: A escolha de At tem influéncia no algoritmo de solug¢ao para o pro-
blema de cinética quimica. De fato, observou-se que a partir de um determinado valor
de At pode ocorrer de, ao iniciar o fendmeno de cura, obter-se valores negativos para «
dentro do método de Newton-Raphson (veja a linha 11 do Algoritmo 18), o que resultara
em indeterminagao no calculo de df/da na préxima iteragao (veja a linha 8 do Algoritmo
18 e a Eq. (7.19)). Nesse caso, uma possivel estratégia para corregao do problema é dividir
o intervalo de tempo At em intervalos menores apenas para a solu¢ao do problema de ci-
nética quimica. Essa foi a estratégia utilizada no Problema 7.4 (descrito mais adiante, na
pag. 128), uma vez que o passo de tempo utilizado no problema multiescala da origem a
indeterminacao recém descrita. Nesse procedimento alternativo, o valor das propriedades,
em cada um dos novos instantes intermediarios de tempo, estao sendo todos assumidos
como correspondentes ao instante de tempo n. Essa estratégia relativamente simples é
utilizada porque o objetivo do Problema 7.4 é apenas mostrar a aplicabilidade do método.
Uma andlise mais profunda deste problema e da melhor estratégia de correcao sera feita

futuramente.
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Algoritmo 17 Subrotina Cinetica_ Quimica

1: procedimento CINETICA__QUIMICA(6, t, At, Z, «, 1)

2 Compute o tempo de inducdo para um processo isotérmico: t;. ............... > (7.10)
3: Compute o incremento na integral utilizada no tempo de inducdo: dZ. ....... > (7.22)
4 Atualize o valor da integral: Z <+ Z4+dZ. ... ... . .. > (7.23)

> FEm t =0, a varidavel Z ¢ inicializada externamente: Z < 0.

5: se Z > 1 entao

6: se a < 1 entao

7 se a =0 entao

8: Inicialize o estado de cura: o« 1 x 1073,

> Observe que « ndo pode ser igual a zero na Eq. (7.19).

9: fim se
10: Compute a constante de velocidade da reacdo quimica: k. ............. > (7.13)
11: Compute o termo dependente de f na taxa de reacdo quimica: K. ..... > (7.17)
12: Compute o estado de cura: & = DETERMINE__ALFA(«, K, n, At).

> n é a ordem da reacao.

13: Compute o termo dependente de o na taxa de reagdo quimica: f. ...... > (7.18)
14: Compute a densidade de fornecimento de calor: r. ...................... > (7.9)
15: fim se

16: fim se
17: fim procedimento

Algoritmo 18 Funcao Determine Alfa

1: funcdo DETERMINE__ALFA(ay,—1, K, n, At)
2 Inicialize o estado de cura: 4= aupm_1. ... > (7.29)
3 Inicialize o erro na equagao de cinética quimica: eg < 1.
4 enquanto eg > tolg faca
5 Compute o termo dependente de « na taxa de reacdo quimica: f. ......... > (7.18)
> Se a>1, faz-se f < 0.
Compute o residuo da equagao de cinética quimica: G. .................... > (7.24)
Compute o erro em G: eg <+ |G]|.
Compute a derivada de f em relagdo a a: df/da. ...l > (7.19)
Compute a derivada de G em relagdo a a: dG/da. .................... > ver (7.26)
10: Resolva a equagdo — (dG/da)da=G parada. .................... > (7.25) e (7.28)
11: Atualize o estado de cura: o <+ a+da.
12: fim enquanto
13: retorne «
14: fim funcao
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Tabela 7.1 — Propriedades térmicas e cinéticas e caracteristicas das malhas macroscépica
e microscopica para o Problema 7.1

Grandeza Unidade Macroescala | Microescala

¢ J kg ! K71 — 1,5 %103
K Wm ! K™! — 3,0x10711
0 kg m~3 — 1,0 x 103
n — — 1,0 x 10°
ko g1 — 1,0 x 10%
E J mol ™! — 9,0 x 10*
to S — 1,0x107?
0o K — 1,0 x 10*
Ah J kg1 — —1,0x 10%
Elementos — 10 Quad4 4 Quad4

Nobs — 22 9

7.3 Problema acoplado de condugao de calor e cinética quimica: verificagoes
do modelo

Nesta secao serao feitas mais duas simulagdes com o intuito de verificar o modelo.
Na primeira delas sera utilizado um material homogéneo, e espera-se que a solu¢ao na
macroescala seja proxima da solugao convencional por elementos finitos. Depois, serd
simulado um caso totalmente hipotético, para o qual sera verificada a importancia de

considerar a inércia térmica da microescala.

PROBLEMA 7.1: Novamente é proposta a solu¢ao de um problema 1D por meio de si-
mulac¢oes com elementos 2D. Uma placa 0 < Z; < 10 mm homogénea, com temperatura
inicial nula, tem suas faces mantidas a 200 °C para ¢t > 0 (veja a Fig. 7.6a). Devido a si-
metria em torno de T = 5 mm, apenas metade do corpo macroscépico € discretizado para
a simulacao por elementos finitos, impondo-se, entdo, a condi¢ao de fluxo normal nulo em
71 =5 mm (veja a Fig. 7.6b). A discretizacao do corpo macroscopico estd apresentada
na Fig. 7.6¢, na qual as condi¢oes de contorno estao descritas. Utiliza-se um EVR com
lado igual a 2 pm, discretizado de acordo com a Fig. 6.1c. As caracteristicas das malhas
macroscopica e microscopica estao apresentadas na Tab. 7.1, bem como as propriedades
térmicas e cinéticas do constituinte. Embora as propriedades do material sejam constan-
tes, ha nao-linearidade no problema devida a reacao de cura. Para a solugao do problema

utilizou-se um passo de tempo At =1 s.

Novamente uma solucao convencional pelo método dos elementos finitos foi obtida.
As solugbes multiescala macroscépica e convencional mais uma vez sdo bastante proximas,
conforme a Fig. 7.7.

O proximo caso a ser analisado correspondente a um problema hipotético, no qual

uma matriz com elevada difusividade térmica contém inclusoes elastoméricas.
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0 =200 °C 0 =200 °C

71 =0 mm 71 =10 mm
—T7
(a) Problema original: uma placa 0 <7Z; < 10 mm homogénea, com temperatura inicial nula, é
submetida as condi¢ées de contorno apresentadas acima.

6 =200 °C

=N
Il
e

71 =5mm x; =10 mm
—T

(b) Problema simplificado devido & simetria em Z; = 5 mm.

(¢) Malha macroscépica, definida no dominio Z; = [5, 10] mm e T2 = [0, 0,5] mm. As condigoes de
contorno nas faces verticais estao indicadas em (b), enquanto nas faces horizontais prescreve-se
G =0, dado o carater unidimensional do problema.

Figura 7.6 — Representagao esquemaética e malha do corpo macroscépico para o Problema
7.1.



Solu¢do numérica convencional —&—
Solu¢do numérica multiescala —e—

200
150 ;
&) 71 =9 mm
I
=
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5
= o
T1 =8 mm
50

0 100

Figura 7.7 — Comparacao entre a solugdo multiescala macroscopica e a solu¢ao convencional
por elementos finitos para o Problema 7.1. Apenas 1 a cada 10 pontos estd apresentado.
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300
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f=0°C 6 =200 °C

721 =0m Z1=1m
(a) Uma placa 0 <77 < 1 m heterogénea, com temperatura inicial nula, é submetida as condigoes
de contorno apresentadas acima.

(b) Malha macroscépica, definida no dominio 71 = [0, 1] m e Zy = [0, 0,05] m. As condigoes de
contorno nas faces verticais estdo indicadas em (a), enquanto nas faces horizontais prescreve-se
q =0, dado o carater unidimensional do problema.

Figura 7.8 — Representacdo esquemaética e malha macroscépica para o Problema 7.2.

PROBLEMA 7.2: Uma placa 0 <7Z; < 1 m heterogénea, com temperatura inicial 6y = 0
°C, tem a face 71 = 0 mantida a 0 °C, enquanto a face T = 1 m é mantida a 200 °C
para t > 0 (veja a Fig. 7.8a). A Fig. 7.8b apresenta a malha macroscépica utilizada na
solucao deste problema, bem como a descri¢ao de suas condi¢oes de contorno. No que diz
respeito a microescala, cada EVR é um quadrado de lado 20 mm, conforme a Fig. 6.10c.
As caracteristicas das malhas macroscépica e microscopica estao apresentadas na Tab. 7.2,
que também contém as propriedades térmicas e cinéticas dos constituintes. Para a solucao

do problema utilizou-se um passo de tempo At =12 s.

A Fig. 7.9 apresenta as temperaturas macroscépicas correspondentes a microescala
em regime transiente ou em regime estacionario sem geracao de calor. Conforme pode-se
observar, as curvas apresentam uma diferenca razoavel. Embora esse problema seja hipo-
tético, no sentido de que a matriz é condutora e o elastomero é o material das inclusoes,
é possivel que uma condi¢ao semelhante ocorra na pratica. Existem cargas com elevada
condutividade térmica que tém sido estudadas para reforco de materiais poliméricos. Tal
é o caso dos nanotubos de carbono e das folhas de grafeno. Se houver uma situacao pratica
na qual o calor seja conduzido por um caminho condutivo formado pelas inclusoes, entao
a matriz devera apresentar uma certa defasagem na temperatura em relagdo as inclusoes

adjacentes. Nesse caso, como ja se demonstrou, a consideracao do carater transiente da
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Tabela 7.2 — Propriedades térmicas e cinéticas e caracteristicas das malhas macroscépica
e microscopica para o Problema 7.2

Grandeza Unidade Macroescala M.lcroescala -
Matriz ‘ Inclusoes
¢ J kgt K1 — 39%x10% | 1,5x10°
K Wm !t K! — 4,0%x10%1 | 3,0x107'1
p kg m? — 9,0x10° | 1,0x103
n — — — 1,0 x 10°
ko s — — 1,0 x 108
E J mol™! — — 9,0 x 10*
to S — — 1,0x1079
6o K — — 1,0 x 10*
Ah J kg™t — — —1,0 x 10
Elementos — 20 Quad4 800 Tri3
Nos — 492 441

microescala seria fundamental.

A Fig. 7.10 apresenta a solugdo no né central da inclusao superior direita do EVR
associado ao ponto macroscépico X = (0,9894, 0,0394) m, tanto para a microescala em
regime transiente quanto em regime estacionario sem geragdo de calor. As curvas de
aquecimento para esse ponto da microescala em particular sdo muito distintas, com o
aquecimento correspondente ao modelo com a microescala transiente sendo muito mais
suave.

A Fig. 7.11 apresenta o estado de cura das inclusoes elastoméricas para a microes-

cala em regime transiente ou com divq = 0.

OBSERVACAO 7.3: Os valores do estado de cura dizem respeito, originalmente, aos pon-
tos de integracao. Para o pods-processamento, os valores dos pontos de integragao sao
extrapolados para os nos, e sobre esses valores nodais extrai-se a média. Por esse motivo,
o estado de cura apresenta as caracteristicas observadas na Fig. 7.11, tal como variar
desde zero até um dado valor na transicao da matriz para a inclusao; na realidade, a
matriz possui estado de cura igual a zero, ou de forma alternativa, nao possui estado de

cura definido, uma vez que nao hé reacao de cura na matriz.

A diferenca entre ambas as solugoes é ainda mais facilmente visualizada por meio
da Fig. 7.12, que apresenta o estado de cura no centro da inclusao superior direita do
EVR ao longo do tempo. De acordo com a Observacao 7.3, o valor nodal corresponde
a uma extrapolagao. Como pode-se observar, é fundamental considerar-se a microescala

em regime transiente nesse caso.



Solugdo numérica multiescala —a—
Solucao numérica multiescala (divg = 0 na microescala) —e—

200
T = 0,95 m|
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(a) Solugoes até 300 s.
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(b) Visualizagdo de uma porgao reduzida do grafico.

Figura 7.9 — Comparacdo entre as solu¢des multiescala macroscopicas para a microescala

em regime transiente ou com divq = 0 para o Problema 7.2.

120



121

Microescala em regime transiente —as—
Microescala com divg =0 —e—

200 T
‘ PP IR a——-——— R S
150
3
z
5
= 100
)
2,
5
=
50
0=
0 50 100 150 200 250 300
Tempo (s)

Figura 7.10 — Curva de aquecimento no né central da inclusdo superior direita do EVR

(ver Fig. 7.11) associado ao ponto de integragao localizado em X ~ (0,9894, 0,0394), para
o Problema 7.2.



(a) Microescala em regime transiente.
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(b) Microescala em regime estacionario sem geracao de calor.
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Figura 7.11 — Comparacao entre o estado de cura para o Problema 7.2 para t =60 s, com a
microescala (a) em regime transiente ou (b) em regime estacionario sem geracao de calor.
Estas solugoes dizem respeito a um ponto de integragao localizado em X = (0,9894, 0,0394)

m.
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Microescala em regime transiente —as—
Microescala com divgq =0 —e—

0,8

0,6

L
-~

Estado de cura

0 50 100 150 200 250 300
Tempo (s)

Figura 7.12 — Estado de cura no né central da inclusdo superior direita do EVR (ver
Fig. 7.11) associado ao ponto macroscépico X = (0,9894, 0,0394) m, para o Problema 7.2.
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7.4 Simulagao da cura de um elastomero carregado com negro de fumo

Nesta secao pretende-se fazer uma simulagao 2D da cura de um elastomero carre-
gado com negro de fumo. O objetivo é demonstrar a aplicabilidade do modelo multiescala
desenvolvido.

Para fazer a simulagao da cura de um elastomero carregado com negro de fumo, é
necessario conhecer as propriedades tanto do elastomero quanto da carga. As propriedades
térmicas para formulagoes tipicas de elastomeros podem ser encontradas na literatura
com certa facilidade. As propriedades cinéticas, por outro lado, geralmente sao fornecidas
para um modelo cinético em particular, e sdo relativamente escassas as referéncias com
as propriedades cinéticas de elastomeros sem cargas. Com relagdo ao negro de fumo, hé
dificuldade na determinacao do valor da condutividade térmica, conforme sera discutido

mais adiante.

OBSERVACAO 7.4: A Lei de Fourier é assumida como véalida também para os problemas
analisados a seguir, embora existam questionamentos quanto a sua validade para materiais
de caracteristica (tamanho) nanométrica. Veja, por exemplo, o trabalho de Chang et al.,
2008, que evidencia que a referida lei ndo é valida para nanotubos de carbono e nanotubos
de nitreto de boro. Uma modelagem mais realista do fenomeno implica na necessidade
de verificar se tal relagdo constitutiva é valida para elastomeros carregados com negro de

fumo.

O negro de fumo é um material em que particulas esféricas com diametro de 10
a 90 nm, formadas por camadas quasi-grafiticas, se arranjam de maneira complexa [Le-
blanc, 2002]. O termo quasi-grafiticas se refere ao fato de que as camadas da particula de
negro de fumo sdo formadas por arranjos hexagonais de dtomos de carbono, de maneira
similar as camadas da grafita. Contudo, no negro de fumo as camadas estao mais afas-
tadas que na grafita, sio menores e menos extensas, e ndo tém orientagao vertical [Sofri,
2005]. As particulas existem em varias formas de agregacao, dependendo do processo de
fabricacdo, e o grau com que os agregados formam objetos tridimensionais complexos é
denominado estrutura [Leblanc, 2002]. As particulas que constituem o agregado sdo par-
cialmente fundidas entre si e nunca existem sozinhas [Donnet e Custodero, 2005, p. 370].
Os agregados, por sua vez, sao unidos entre si para formar os aglomerados. A Fig. 7.13
ilustra esquematicamente as dimensoes relevantes do negro de fumo.

Durante a mistura do negro de fumo e da borracha, além da quebra dos aglome-
rados e da dispersao dos agregados de negro de fumo, ocorrem fortes interacoes entre o
elastémero e o negro de fumo [Leblanc, 1997]. No entanto, parece nao haver um consenso
quanto a natureza da interagao, isto é, se ocorrem ligacoes quimicas ou fisicas. Enquanto
alguns autores argumentam que a natureza é fisica [Leblanc, 1997], outros descrevem as
ligacdes como consistindo de um espectro de forcas, com algumas cadeias ligadas quimi-

camente ao negro de fumo e outras ligadas fisicamente, com magnitude varidvel [Hamed,
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10* = 10% nm

Figura 7.13 — Dimensoes relevantes do negro de fumo. Adaptado de Leblanc, 2002.
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2001, p. 24].

Existem alguns estudos publicados sobre a condutividade térmica do negro de fumo
[Smith e Wilkes, 1944; Ebert et al., 1998; Maquin et al., 2000], mas todos os trabalhos
citados relatam valores para a condutividade térmica que sao, aparentemente, inconsis-
tentes com o fato de que a inclusao de negro de fumo aumenta a condutividade térmica
da borracha.® Enquanto a borracha natural, por exemplo, apresenta condutividade tér-
mica da ordem de 140 mW m~' K! [Gent, 2001, p. 359], os valores medidos para o
negro de fumo néo atingem esse valor. Mesmo quando a condutividade térmica aparente”
¢é corrigida, de forma a identificar-se apenas a condutividade térmica do negro de fumo
propriamente dito, os valores permanecem muito abaixo do que seria esperado. Maquin
et al., 2000, por exemplo, obtém valores de 3 a 5 mW m~! K~! para a condutividade tér-
mica aparente de diversos negros de fumo de acetileno, quando as amostras se encontram
evacuadas e no seu estado de compactacao natural, a 20 °C. Ao estimar a condutividade
térmica do negro de fumo propriamente dito, os autores obtém valores que nao chegam
a 100 mW m~! K~! para nenhuma das amostras de negro de fumo analisadas. Para o
negro de fumo N990, por exemplo, o valor estimado é de 10 mW m~ KL

A explicagdo para o fendmeno recém exposto parece repousar na existéncia da

resisténcia térmica interfacial, definida por

Ad
RK =
qn

onde Af ¢é o salto na temperatura na interface e g, é o fluxo de calor liquido que cruza
a superficie [Balasubramanian e Puri, 2011}, e cujo efeito é reduzir a condutividade tér-
mica do material. A resisténcia (ou, de forma inversa, a conduténcia) térmica interfacial
depende do carater da ligacao interfacial. Possivelmente, a resisténcia térmica interfacial
seja menor entre os agregados de negro de fumo e a borracha natural do que entre os
agregados entre si.

Essa breve discussao ilustra a dificuldade na determinacao das propriedades do
negro de fumo, bem como a existéncia da resisténcia térmica interfacial, cuja medicao
experimental é bastante complexa, conforme pode-se inferir do trabalho de Losego et al.,
2012. A resisténcia térmica interfacial também poderia ser determinada por meio de si-
mulagoes de dinamica molecular, de maneira semelhante ao que Hu et al., 2009, fizeram
para determinar a resisténcia térmica interfacial entre silicio e polietileno amorfo, porém
essa abordagem esta naturalmente fora do escopo do presente trabalho. De maneira al-

ternativa, a resisténcia térmica interfacial e a condutividade térmica do negro de fumo

8Pode-se citar o trabalho de Nasr et al, 1995, como uma excecdo a essa tendéncia. Os autores
obtiveram valores para a condutividade térmica de uma borracha de estireno-butadieno com negro de
fumo do tipo Fast Extrusion Furnace (FEF) que, para trés temperaturas medidas, em geral decrescem
com a quantidade de carga até cerca de 80 phr, para entao comecgar a crescer.

9 Aqui se utiliza o termo aparente pelo fato de o negro de fumo ser um material poroso.
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poderiam ser estimadas por meio da solucao de um problema inverso, uma vez que a
microestrutura do material e a condutividade térmica efetiva fossem conhecidas. Neste
ponto é interessante recordar que o modelo multiescala desenvolvido nao prevé a descon-
tinuidade de temperatura e/ou fluxo de calor nas interfaces dos constituintes. Porém,
para modelar a resisténcia térmica interfacial ndo seria estritamente necessario utilizar
saltos finitos em quantidades fisicas; em vez disso, a modelagem poderia ser realizada
considerando-se uma fina camada de material isolante em torno dos agregados de negro
de fumo, tal como proposto em Kothari et al., 2013, para a modelagem da condutividade
térmica efetiva de uma matriz de resina epoxi com nanoparticulas de silica.

Dada a dificuldade em se determinar a resisténcia térmica interfacial, ela nao sera
considerada neste trabalho. Além disso, considerando-se a dificuldade em conhecer a
condutividade térmica dos agregados de negro de fumo, serd utilizada uma condutivi-

1K= para esse material, apenas para demonstrar

dade térmica arbitraria de 1 W m™
a aplicabilidade do modelo. Futuramente, com dados precisos, sera possivel fazer uma
modelagem, de fato, da reagao de cura de um elastomero carregado.

Outro fendmeno digno de nota ¢é a formagao de cadeias de condugao pelo negro de
fumo quando presente em quantidade elevada [Hands e Horsfall, 1977]10. Segundo Elimat
et al., 2012, o negro de fumo tem uma elevada habilidade de formar redes continuas em
matrizes poliméricas, levando a condutividades térmicas (efetivas) mais elevadas.

Para finalizar, é importante citar um fenémeno observado para borrachas carrega-
das com negro de fumo: a diminui¢do da condutividade térmica efetiva a partir de uma
certa concentragao de carga. Por exemplo, Sircar e Wells, 1982, observaram que quando a
fracao volumétrica de negro de fumo N990 adicionado a uma borracha clorobutil (CIIR)
supera cerca de 20%, h4 uma reducdo na condutividade térmica efetiva do composto elas-
tomérico. Um fenémeno semelhante foi observado por Hands e Horsfall, 1977, ao estuda-
rem a condutividade térmica da borracha natural carregada com diferentes concentragoes
de negro de fumo do tipo Super Abrasion Furnace (SAF). Esse fendémeno, perceptivel nas
medidas de condutividade térmica efetiva somente quando a presenca de cargas atinge
uma concentracao relativamente elevada, nao é capturado pela Lei de Fourier.

Para os problemas analisados a seguir, admite-se, a titulo de teste, que o material

seja periddico.

PROBLEMA 7.3: Estuda-se agora um problema semelhante ao Problema 7.1. A diferenga
é a microescala, tanto no que diz respeito aos materiais quanto a discretizagdo. A malha
microscopica estd apresentada na Fig. 7.14. As caracteristicas das malhas macroscopica
e microscopica estao apresentadas na Tab. 7.3. A tabela também contém as propriedades

dos constituintes. O calor especifico e a densidade do negro de fumo foram obtidos em

10Egse fendmeno também é observado, por exemplo, ao carregar polietileno com negro de fumo [Agari
e Uno, 1985]. Porém, nesse caso o fendmeno se observa ja a partir de uma fragdo volumétrica de carga
de somente 3%.
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Tabela 7.3 — Propriedades térmicas e cinéticas e caracteristicas das malhas macroscépica
e microscopica para o Problema 7.3

. Microescala
Grandeza Unidade Macroescala Elastdmero ‘ Negro de fumo
c Jkg P K1 — 1,574 x 10° 6,5 x 10
K Wm ! K! — 2.3 x107'1 1,0 x 10°1
p kg m 3 — 95 x10? 1,9 x 103
n — — 3,178 x 10° —
ko g~ H178 — 1,16 x 10" —
E J mol™! — 1,66 x 10° —
to S — 8,336 x 10713 —
0o K — 1,406 x 10* —
Ah J kg™t — —2,105 x 10* —
Elementos — 10 Quad4 3.374 Tri3
N6s — 22 1.772

Maquin et al., 2000. Com relacao ao elastomero, as propriedades dizem respeito a uma
formulagdo de estireno-butadieno descrita e caracterizada em Isayev e Deng, 1988. Estd
sendo assumido, portanto, que o negro de fumo nao altera a cinética de cura da borracha de
estireno-butadieno. Conforme mencionado anteriormente, isto é apenas uma ilustracao da
aplicabilidade do modelo multiescala. Para este problema utilizou-se um passo de tempo
At=1,5s.

A solucao obtida considerando-se a inércia térmica da microescala é virtualmente
igual aquela obtida desprezando-se a inércia térmica (veja a Fig. 7.15), indicando que,
nesse caso, nao € necessario considerar-se a inércia térmica da microescala.

A seguir serd simulado um problema um pouco mais complexo, intrinsecamente
2D.

PROBLEMA 7.4: A banda de rodagem de um pneu, de dimensoes 240 mm X 14 mm,
com temperatura inicial de 30 °C, tem suas faces mantidas a 190 °C para t > 0 (veja
a Fig. 7.16a). Devido a simetria, apenas metade do corpo macroscépico é discretizado
para a simulagao por elementos finitos, impondo-se, entao, a condicdo de fluxo normal
nulo no eixo de simetria (veja a Fig. 7.16b). A discretizacao do corpo macroscépico esté
apresentada na Fig. 7.16¢, na qual as condicoes de contorno estao descritas. Utiliza-se um
EVR com lado igual a 600 nm, discretizado de acordo com a Fig. 7.16d. As caracteristicas
das malhas macroscépica e microscopica estao apresentadas na Tab. 7.4, bem como as
propriedades térmicas e cinéticas dos constituintes. O material é igual ao do Problema

7.3. Para a solucao do problema utilizou-se um passo de tempo At =15 s.

A Fig. 7.17 apresenta mapas da temperatura macroscopica para os primeiros in-

crementos de tempo. Ja a Fig. 7.18 apresenta o mapa de temperatura microscépica, para



129

Figura 7.14 — Elemento de volume representativo, de lado igual a 900 nm, do Problema
7.3. O subdominio em cinza representa a matriz elastomérica, enquanto os subdominios
em azul representam as inclusoes de negro de fumo, com diametro de 150 nm.

Tabela 7.4 — Propriedades térmicas e cinéticas e caracteristicas das malhas macroscopica
e microscopica para o Problema 7.4

Grandeza Unidade Macroescala Elastﬁmgf(l)croﬁ\z;"&:) de fumo
¢ J kg ! K71 — 1,574 x 10° 6,5 x 10?
K Wm ! K! — 2,3 x10711 1,0 x 10°1
0 kg m~3 — 95 x 102 1,9 x 103
n — — 3,178 x 10V —
ko g~HIT8 — 1,16 x 10'3 —
E J mol™! — 1,66 x 10° —
to S — 8,336 x 10713 —
0o K — 1,406 x 10* —
Ah J kgt — —2,105 x 10* —
Elementos — 793 Tri3 1.472 Tri3
Nés — 500 793
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6 =190 °C

(a) Problema original: a banda de rodagem de um pneu, com temperatura inicial de 30 °C, tem
suas faces mantidas a # = 190 °C para t > 0.

=190 °C
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(c) Malha macroscopica. A face vertical estd isolada termicamente, conforme (b), enquanto as
demais faces estao a 190 °C.

(d) Elemento de volume representativo, de lado igual a 600 nm. O subdominio em cinza re-
presenta a matriz elastomérica, enquanto os subdominios em azul representam as inclusoes de
negro de fumo, com didmetro de 150 nm.

Figura 7.16 — Representacao esquemdtica e malhas macroscopica e microscépica para o
Problema 7.4.
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(c) t =45 s.

Figura 7.17 — Mapas de temperatura macroscopica para os primeiros incrementos de tempo
para o Problema 7.4.

o primeiro incremento de tempo, em um EVR especifico, enquanto o inicio do fendémeno

de cura para o mesmo EVR esta apresentado na Fig. 7.19.
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(a) O mapa apresentado em (b) corresponde ao EVR associado a um ponto de integragdo do
elemento em destaque.

Temperatura
114.35

I 114.35
114.34
-114.34

- 114.33
B 11433

114.32
114.32
114.31

114.31

(b) Mapa de temperatura no EVR associado a um ponto de integracao do elemento em destaque
m (a) para t =15 s.

Figura 7.18 — Mapa de temperatura em um EVR especifico para o Problema 7.4.
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Figura 7.19 — Mapas de estado de cura em um EVR especifico para o Problema 7.4.



135

8 CONCLUSOES

Nesta tese desenvolveu-se um método multiescala baseado em homogeneizagao com-
putacional FE? para a modelagem da conducdo de calor transiente com geracao de calor,
que pode ser aplicado a materiais cuja microescala necessite ser modelada por um elemento
de volume representativo finito, sendo possivel considerar efeitos de inércia térmica.

Tendo por base a analise dos problemas variacionais da macro e microescala e algu-
mas hipdteses centrais de homogeneizacao, foi proposto um desenvolvimento alternativo,
mais claro e direto para o modelo multiescala, o qual é consistente com resultados recen-
temente apresentados na literatura. A nova metodologia é estabelecida, principalmente,
a partir da hipotese de um enunciado macroscépico, escrito em termos de grandezas des-
conhecidas, determinadas a posteriori, durante o desenvolvimento da metodologia multi-
escala. Ainda, foi proposta a incorporac¢ao de uma geracao de calor nao homogénea na
microescala, permitindo, por exemplo, a modelagem de materiais com constituintes/fases
que apresentem, ou nao, geracao de calor.

O modelo foi implementado em um software proprio e as verificagoes realizadas
foram satisfatérias. Os testes feitos com materiais homogéneos reproduziram a solugao
convencional (uma tnica escala) por elementos finitos. Além disso, para o caso em que
comparou-se a solu¢do multiescala a solucao completa, a solugdo na microescala teve
excelente concordancia com a solucao completa quando sua inércia térmica foi levada
em consideragao. O mesmo pode ser dito com relacdo ao caso com geragao de calor em
um corpo isolado termicamente; a solugao na microescala, ao considerar-se sua inércia
térmica, se mostrou satisfatoria em comparacao com a solugdo convencional, enquanto a
relacao divq = 0 na microescala levou a resultados distantes dos esperados.

Como perspectivas futuras, pode-se implementar diferentes condigdes de contorno
na microescala, bem como estudar mais detalhadamente se a média da flutuacao da
temperatura na microescala realmente pode ser diferente de zero, o que é assumido neste
trabalho. Quanto a ultima questao, os resultados numéricos ja obtidos corroboram as
hipéteses adotadas nesta tese.

A especialidade do método multiescala proposto, de modelar a geracao de calor
nao homogénea na microescala, foi aplicada a cura de materiais compoésitos, a saber,
elastomeros carregados. Embora a modelagem requeira um conhecimento maior das pro-
priedades e interacoes dos constituintes, sendo necessario, inclusive, verificar a propria
validade da Lei de Fourier para esse problema, o potencial de aplicacdo do modelo foi
mostrado considerando uma matriz formada por um polimero elastomérico, onde ocorre
a cinética/geragao, e por cargas inertes do ponto de vista cinético, mas que contribuem
para (acoplam) o problema de condugao de calor na microescala. Para esse caso, embora
a inércia térmica da microescala possivelmente nao precise ser considerada, o fato de o

modelo descrever a reagdo de cura no nivel da microescala facilita o aperfeicoamento da
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modelagem do fendmeno, sendo possivel incorporar varios efeitos, tal como uma cinética

quimica diferenciada nas regides de interface.
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APENDICE A - Notacio

Neste trabalho, a seguinte convencao ¢ utilizada:

(a) escalares sdo denotados por letras dos alfabetos romano e grego, com peso normal;

(b) tensores (incluindo vetores) sdo denotados por letras dos alfabetos romano e grego,

em negrito.

Nesta tese é utilizado um sistema de coordenadas cartesiano, que consiste de um
ponto de referéncia o (a origem), e uma base ortonormal {e;,eq,e3} orientada positiva-
mente.

De acordo com a convengao anterior, o simbolo A denota um escalar, enquanto A

denota um tensor de primeira ou segunda ordem:

A escalar,
A = Ae; tensor de primeira ordem (vetor),
A=A4je;RQe; tensor de segunda ordem,

onde ® representa o produto tensorial e estd sendo empregada a notacao de Einstein.
A operagao de um tensor de segunda ordem A sobre um vetor B é representada

por
AB = A;je;®e;Byey, = A;jBje;.
O produto interno de dois tensores de segunda ordem A e B é dado por
A:B=Ajjei®e;: Bye,®e = A;jjB;j.

As componentes S;; de um tensor de segunda ordem S = S;;e; ® e; com relacao a

base {ej} sdo expressas pela matriz

St S22 Si3
[S] = [S21 S22 Sa
S31 S32 533

A mesma notacao é utilizada para expressar as componentes R; de um vetor R =

Rie; em relagao a base {e}:
Ry
R] = | Ry
R3

Por outro lado, quando o arranjo de niimeros nao corresponde a representagao de

um tensor, o simbolo que denota a matriz (ou matriz-coluna) é sublinhado, da maneira
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convencional. Assim, por exemplo, o vetor que contém as fungdes de forma associadas ao
método dos elementos finitos é denotado por N, enquanto a matriz gradiente das fungoes
de forma ¢ denotada por B.

Uma revisao de algebra tensorial e analise tensorial pode ser encontrada em Gurtin
et al., 2010.
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APENDICE B - Consequéncias de um EVR infinitamente

pequeno

Agora serda demonstrado que os termos nao-usuais na descricdo macroscopica ten-

dem a zero quando o tamanho do EVR tende a zero, isto é, que
|&gh&¢kﬂx—i»@:& (B.1)
em que ¢(x) é uma fungao escalar. Para tal, primeiramente reescreve-se a integral (de-
finida implicitamente em (e)5) como o limite de um somatoério, na forma convencional.
Primeiramente, no entanto, divide-se 0 EVR em N? subdominios ctibicos, com N sub-
dominios ao longo de cada n-ésima dimensao cartesiana, n =1,2,3. Cada subdominio é
representado por (i,7,k), onde os indices i, j e k variam de 1 a N e correspodem, res-
pectivamente, as dimensdes n =1, n =2 e n=3. O centro de um subdominio pode ser

escrito como

S T RV N R
+{<x3—é>+ [2§V+(k3—1)]”}e3, (B.2)

ou entao,

_ 1 -1 1

2 N 2N
1 k-1 1

onde ! é o comprimento de cada aresta do EVR (Fig. 4.1).

Entao, a Eq. (B.3) pode ser reescrita como
x) dv

=lim— lim

i (i () (= X)) = lim 35 [ )
=013 N—yoo,

[—0 1—0 13
N
7

X_
1 -1 1
lxian) [(3+ 5 +ay)
1,7,k=

=lim!/ lim ZN: %O(X@J”f)){ -
k=1

-0 N—oo. *
1,0,R=

2
+< 1+j—1+'l> N 1+k—1+ 1 (1)3
27N Tan)®? 27N TN )|\

—0. (B.4)
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De maneira similar, pode-se demonstrar que quando [ — 0,

lim (¢ (%)) = ¢ (X), (B.5)

[—0

onde agora ¢ (x) é uma funcao escalar ou uma fungao vetorial. A demonstracao é feita

da seguinte forma:

lim (p (x)) 5 = lim — /

[—0 1—0[3
I 3
= SJVIEHOOZ%:ﬁO( ik ><N>
1 3
i, 3 e lxeam) (5)
Sl
g 3 o)
N
= ]\}gloom%:_l 3¢ (%)
=p(X). (B.6)

Portanto, utilizando as Egs. (B.4) e (B.6) na Eq. (4.93), para um EVR infinitamente

pequeno tem-se uma descricao macroscopica dada por

_dvg+7—6=0 emB;xT. (B.7)



