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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo desenvolver e
implementar, computacionalmente, procedimentes numéricos
eficientes, aplicados a determinacao do diagrama
memento-curvatura, correspondentes a:

- uma secdo tipica, em wvigas de concreto armado,
submetida 2 carga monotdnica ou ciclica de curta duracdo;

- um ponto genérico da superficie média em placas de
concreto armado, submetidas a carga monoténica de curta duracéo.
Ainda, a luz dos resultados obtidos, visa também propSr um modelo
sinplificado em termos de resultantes de tenstes e deformacdes
generalizadas.

Inicialmente, & descrito um modelo laminar para vigas,
no qual a carga € aplicada de forma incremental sendo que., para
cada etapa, as equacgles de equilibrio ndo-lineares s3o resolvidas
de maneira iterativa. Como consequéncia € proposta uma relacdo
momento-curvatura em termos de resultantes.

A fim de verificar a validade e aplicabilidade dos
métodos e dos algoritmos estudados e comparar-se o8 resultados
com dados experimentais e respostas obtidas por outros pesqui-
sadores, € apresentada uma série de exemplos numéricos.

A continuacdo, € aplicado o procedimento anterior para
modelos de laje, livres de solicitagdes de membrana. Finalmente
através de um estudo paramétrico dos diversos fatores que afetam
o diagrama momento-curvatura, propGe-se uma relacgdo
simplificada.



SUMMARY

The objective of the present study is to develop an efficient
numerical procedure for obtaining the moment-curvature
relationship, correspondents:

- a typical section, in reinforced concrete beams, under
cyclic or monotonically short term loading;

- a generic point on the average of reinforced concrete
plates under monotonic, short duration loading. On the basis of the
results indicated above, a simplified model is proposed, in terms
of generalized stresses and deformations.

At first, a laminar model applicable to beams 1s described.
The loads are incrementaly applied and at each stage the nonlinear
equilibrium equations are solved iterative manner. 1In consedguence
it is proposed moment-curvature relationship in term of resultants.

Several numerical examples are presented in order to
verify the validity and applicability of the developed models. The
results obtained are compared to experimental and analytical
data obtained by others investigators.

Next, the procedure previously described is applied to
slabs free of membrane stresses. Finally through a parametric
study of the different factors that affect a moment-curvature
relationshhip, a simplified diagram is proposed.

VI
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LISTA DE SIMBOLOS

1. Letras romanas maitsculas

A- -
Cl
a -
83

0

drea da camada de concreto 1
drea da secdo transversal da camada J da armadura

médulo de deformagdo longitudinal do concreto, tangente
na origem

mdédulo de deformac¢do longitudinal do ago, tangente na
origem

resultantes normais na armadura no plano u , v.

forca normal

esfor¢go normal per unidade de comprimento na secg¢io da
laje perpendicular as dire¢des u e v, respecltivamente
memento fletor

momento fletor por unidade de comprimento na secdo da
laje perpendicular aos eixos u e v.

momento fletor de plastificacido de uma segdo de
cencreto armado

tensdo-deformacdo

2. Letras romanas minudsculas

largura da secdo transversal do elemento
largura da camada 1

resisténcia a compressdo no concreto
resisi€ncia caracteristica do concreto
resisténcia cilindrica & compressdo do concrelo
tensdo de fissuracao do concreto

Lensdo de escoamento do ago

altura da sec¢d3o transversal do elemento

iX



h - altura da camada 1

Z - coordenada referida ao baricentro da secdo transversal
z - coordenada central da camada de concreto 1

ci

z =~ coordenada central da camada de aco J

5]

3. Letras gregas mintisculas

B - @&ngulo que define a posi¢do do sistema u,v frente

ao sistema X,y colincidente com as armaduras

[ - deformacgdo especifica uniaxial

€ = deformacdo do concreto

Sij - deformactes especificas componentes do tensor
cartesiano de deformag¢bes infinitesimals (simétrico)

egj - wvalores de Eij no baricentro da secdo transversal

€0 deformacdao de compressdo igual a 2%. associada a
tensdo mdxima

sg - deformac3o normal na diregdo do eixo X € na
posicdo do baricentro da segdo transversal

egﬁg - deformacdes nas direg¢des u e v no baricenitro

) da secdo transversal

€ - deformacdo do ago

Ssi - deformagdo normal na camada 1

= - deformacdo normal na direcdo do eixo X

£ - deformacdo de escoamento do aco

o - tensdo normal

Ses - tensdo normal de compressdo no concreto

Gci - tTensado normal do concreto na camada i

- - tensdo normal no aco
o3 - tensdo normal da armadura na camada J
y - curvatura

XaX - curvaturas nas direcdes dos ei1xos principais u e v.
- taxa de armadura.



1. INTRODUCAO

1.1 - Generalidades

As estruturas em concreto armado devem ser projetadas
para atender as condigbes de seguranca, seja em relacd@o aos
estados limites ultimos ou seja referentes aos estados limites
de utilizacdo. Em qualquer dos casos, é conveniente fazer uma
previsdo acurada de deslocamentos, forgas internas e deformacdes da
estrutura submetida as cargas de servi¢o que lhe sdo impostas.
Tais cargas incluem tanto a histéria de carga ativa, a qual a
estrutura estd submetida incluindo o processo construtivo, quanto
as cargas impostas pelas condi¢des do ambiente no qual ela estd
inserida.

Para descrever a resposta em forma realistica, a carga
iltima deve ser estimada o melhor possivel, sendo desejdvel,
ainda, ter uma previsido dc compecriamento cinemdtico e mecdnico
da estrutura durante uma série de carregamentos, atingindo as
fases eldstica e ineldstica, inclusive nas vizinhancas do
colapso.

A determinag¢do analitica de deslocamentos, forgas
internas, tensdes e deformacdes em estruturas de concreto armado,
durante toda sua histdéria de carga, apresenta um elevado grau
de complexidade em funcdo de vdrios fatores:

- ndc-homegenidade do material;

- mudanga contfnua da topologia mecdnica e geomélrica
do sistema, devida 2as variacdes no endurecimento e fissuragao
do concreto;

- relacgfes tensioc-deformagdo ndo-lineares e
histeréticas dos materiais componentes;

- variagao das propriedades do concreto com o tempo;

- deformac¢des devidas a fluéncia, retracio,

1



a mudangas de ltemperatura;

- efeitos da ndo-linearidade geométrica.

Decorrente destas dificuldaes, resulta natural atacar
estes problemas impondo algumas restrig¢des quanto as cargas,
geometria e propriedades mecanicas e reolégicas dos materiais
dos materiais. Dentro desta dptica, serdo abordados, nos

cépitulos a segquir, alguns casos particulares.

1.2 - OBJETIVOS E METODOLOGIA

0 presente estudo tem por objetivo desenvolver e imple-
mentar, computacionalmente, procedimentos numéricos eficientes,
aplicados a determinacd3o do diagrama momenlto-curvatura,
corregpondentes a:

- uma secdo tipica, em vigas de concreto armado,
submetida a carga monotdnica ou ciclica de curta duracao;

- um ponto gendrico da superficie média em placas de
concreto armado, submetidas & carcga monot@inica de curta duracdo.
Ainda a luz dos resultados obtidos, visa também propbér modelos
simplificados em termos de resultantes de tensbes e deformacgoes
generalizadas.

0 principal motivo que impulsionou o estudo e a proposigdo
de uma relacdo momento-curvatura simplificada foili a possibilidade
concreta de se agilizar os cdlculos dos momentos a partir de
curvaturas calculadas previamente por métodos numéricos, tails
come o de Elementos Finitos, nos casos de vigas e placas de
concreto armado.

Inicialmente, é descrito um modelo laminar para vigas,
no qual a carga é aplicada de forma incremental sendo que, para
cada etapa, as equacdes de equilfibrio ndo-lineares sio resolvidas
de maneira iterativa. A sec¢do transversal do elemento € dividida
em faixas simétricas em relagdo ao plano de atuacdo das cargas
exteriores, permitindo acompanhar as variacgBes da largura e das
caracteristicas mecdnicas, levando em conta equacdes constituti-
vas uniaxiais de cada material. As solicitacdes internas s&o

avaliadas por uma integracdo numérica na espessura, empregando,



para compatibilizar as deformacdes a hipdétese das sec¢Oes planas.

Dando seguimento & dissertac¢do, € proposto um modelo em
termos de resultantes, definindo-se uma relac¢do momento-curvatura
- segundo um esquema trilinear histerético - onde aparecem, bem
definidos, os esgtddios I, II e III e se incluil a possibilidade
de efetuar lagos histeréticos para descargas parciais.

A fim de verificar a validade e aplicabilidade dos
métodos e dos algoritmos estudados e comparar-se o858 resultados
com dados experimentais e respostas obtidas por outros pesqui-
saderes, é apresentada uma série de exemplos numéricos.

A continuacdo, € aplicado este procedimento para
modelos de laje, livres de solicitagfes de membrana, em gque se
considera a influéncia da orientagdo da armadura em relacgdo as
curvaturas principalis e o estado das curvaturas principais
aplicadas, mas agora para cargas monotdnicas de curta duragdo.

Finalmente com este ultimo modelo e através de um
estudo paramétrice da influéncia dos diversos fatores que afetam
a resposta, como por exemplo, a orientacdo da armadura em relagdo
as curvaturas principais, o estado de aplicacdo das curvaturas
principais e a taxa de armadura, propde-se uma relacgdo
simplificada momento-curvatura para lajes, conforme estabelecido

acima.



2. PROPRIEDADES DOS MATERIAIS

2.1 - Congideractes Gerails

As estruturas em concreto armado submetidas a carrega-
mento ciclico sdo constituidas por se¢les com armadura
,aeralmente dupla e simétrica, e se caracterizam por um
comportamento wmecanico sumamente complexo. O ago pode ser
considerado um material homogéneo com propriedades, em geral,
bem definidas. Porém o concreto é um material heterogéneo e suas
propriedades dependem de muitcs fatores e sdo de diffcil defini-
¢do. Entretanto, num sentido macroscdpico, pode-se considerd-lo
um material homoqgéneo, se suas propriedades sao definidas com
bases estatisticas. Essa hipétese €, em geral, aceita para as
estruturas de Engenharia Civil e permite estudar o comportamento
das pegas como se fossem constituidas de dois materiails homogé-
neos.

As curvas tensido-deformacdo destes materiais, adguirem
importédncia primordial na obtencdo de resultados analiticos para
interpretar o comportamento das estruturas sob carga estdtica ou
dindmica. As relacgfes tensdo—-deformacgdo para o concrete e o
aco, quando submetidos a carregamento alternado, apresentam um
comportamento histerético e extremamente ndo-linear. A curva
tensdo-deformacao do primeiro ¢ diferente para tracdo e
compressdo. A fissuracgdoc do concreto e a perda progressiva da
aderéncia entre o ago e o0 concreto sdo alguns dos
mais importantes fatores que contribuem para a ndo-linearidade
fisica do conjunto. Além disso, as propriedades dc concreto
dependem de sua 1idade e das condi¢des do ambiente, tais como
a temperatura e umidade, bem como da histdéria de carga.

O acgo para armadura ordindria, geralmente, ¢é assumido
como tendo wuma relacgdo tensdo-deformagdo (relacdo T-D)

simétrica para tracdo e compressdo, sendo que suas propriedades



podem ser consideradas independentes do tempo e do ambiente
para a maioria das aplicac¢des em Engenharia Civil.

Apresenta-se, a seguir, vdrios modelos matemdticos
idealizadoa para repregentar as relagoOes tensdo-deformacao
histeréticas destes materiais, sendo posteriormente utilizados
na andlise de wvigas e lajes de concreto armado submetidas a

carregamento ciclico e monoténico, respectivamente.

Os modelos matemdticos idealizados para representar a
relacdo tensdo-deformacdo histerética e ndo-linear do concreto
sdo diferentes para compressdo € para tracdao.

Nesta descricdoc, adota-s=e sinal positive para compres-
5380 e negativo para tragdo nos modelos do concreto.

As curwvas idealizadas para compressdo e para tracgédo
sdo descritas separadamente.

2.2,1 - Compressao

Como exemplo da evolucdo das i1dealizacOes para
representar a curva tensdo-deformacdo do concreteo, nas
figuras 2.l.a, 2.1.b e 2.1.c mostram-se Lrés diferentes
modelos analiticos, o de UianaI5 , o de Park e Kent9 e
o de Blakeley e Park® , respectivamente. Estas relacdes
apresentam uma curva tengsdo-deformacdo ABCD, que caracteriza o
comportamento para uma sequéncia monotbnica de incrementos de
deformacdo, denominada de curva "esqueleto”, a gual & definida
por regifes, e acrescida de lacos histeréticos para representar

os decréscimos e posteriores incrementos de deformacdo.
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FIGURA 2.1. Relac¢des T-D para o concreto na compressio.
a) Modelo 1: Viana;
b; Modelo 2: Park e Kent;
Modelo Blakeley e Park.
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A seguir, serdo descritas conjuntamente as vregras
gerais que regem estes modelos, e as regras particulares de cada
modelo, sendo que cada um fol dividido em trés regifes I, TII
e IEL:

Regra 1. A carga na Regido I é definida pela equacdo da pardbo-

la sequinte:

2
o =£'"{ 2 ¢/ e -~ (g / g ) } (2.1)
c c c co (& co
onde B N

€ = deformacdo do concreto; ¢ = tensdo no con-
= c .. -
creto; f' = resiglténcia cilindrica a compressidc em

2 c _
N/mm ; £ = 0,002 = deformacdo do concreto associa-

co
da a tensdc mdxima de compressdo.

Regra 2. A relagdo tensdo-deformacio, para incrementos de defor-
magdo na regido II, define-se para o© modelo 1 como uma
reta com tensdo constante e 1gual a £'. Para o modelo 2

c
+ Coma-se a equacgao da reta



o =f{1-2¢(¢€ -t )1} (2.2)
c C C co

onde

Z=0,5/{(3 + 0,29 £7)/(145 £’ -1000) -€¢ + c}, (2.4)
s, - co

b"’
c =0,7%5 o™ /- , que & o Lermo do confinamento e
\/ 8

serd desprezado, por conter

informagfes ndo sempre disponiveis.

Regra 3. Os incrementos de deformag¢d3oc na Regido III, para os
modelos 2 e 3, se produzem sob tensdc constante e igual
a

g = 0,20 £' . (Z.5)
€ c

Regra 4. A descarga e posterior recarga de pontos pertencentes
d Regido I, e também a Regido II do modelo 1, se efe-
fuam com uma rigidez definida pelo mdédule de deformacao
longitudinal do concreto tangente na origem, E , que
segundeo (2.1) resulta -

2
E = 1000 £’ (N/mm ) . (2.6)
¢

Regra 5. Para decréscimos de deformacdo nas Regides II e III,
no modelo 2, a tensdo diminui 3/4 da tensdc atingida na
curva esqueleto e depois varia linearmente com inclinagéo
igual a 0,25 E . No modelo 3, a tensdo diminui a metade

- C - -
e depcis seque com inclinacdo i1gual a 0,5 E F , sendo o
c G
fator de corregao, F , definido por
C
0.7 (= - e )
cm co
Fo= 08 — ot v Para g < g € ¢ (2.7
c £ = p co c 20c



F = 0,1, para E > € :
c o 20c (2.8)
onde
Y2
€ =€ +0,8 (2) (&)
20c co

A deformacdo na Regido III ¢é constante e 1gual a

€ dada por (2.9).
20c

Regra 6. A recarga, a partir do nivel atingido na regra 5, se
produz com um incremento de tensfo, sem variar a defor-
macdao, até o valor igual a 3/4 da tensdo mdxima atingida
no ciclo. Continuando, segue com inclinac¢do igual a 0,25E
para o modelo 2 e no modelo 3 segue sem variar até o
valor correspondente na reta superior, definida por uma
inclinagdo igual a E F . Prossequinde, através de
incrementos sucessivog ge deformacdo, atinge-se a mdxima

tensdo do ciclo (ponto G).

Cc
(N/pm?) 4 ]
30 E xperimental
//"\\ — — — Modelo 3
25 =
20 41 C ~
1 I = 4 -
’! | / 1~ e
'3 / . } / } / d | - ~
/ I ! /
/ VA v/ | ~
10 i 2 / _'/‘ J i . &
/ : // P,
/ z// s/ /
5 i .‘r/ r//
/ A
5. , a

0 | 2 3 4 5 6 7 E&
(x 107

FIGURA 2.2 - RelagBes T-D para o concreto submetido a
carga ciclica
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A figura 2.2l mostra a curva determinada analitica-
mente pelo modelo 3 e a reposta experimental obtidas para
ensaios sobre corpos cilindricos de concreto, com £’ 1gual
a 25,85 N/mmz. submetidoc & carga e descarga. Compargndo ambas
curvas, se verifica que ocorre uma pequena diferenca nos lagos
de histerese devido, principalmente, a maior rigidez no inicio
da descarga. Para os fins propostos e & luz dos resultados
posteriores, considerou-se satisfatdéria a representacdo dos
lacos para o concreto, porque a influéncia no comportamento
do conjunto é pequena frente ao dominante efeito histerético
do aco.

G (6]

FIGURA 2.3 - Relagbes T-D para o concreto na tracdo:
a) Modelo 4: usual, fissuracdo brusca
b) Modelo 5: Vebo e Galhi modificado
c) Modelo 6: Vebo e Galhi modificado.
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2.2.4 - Trache

As relacdes tensdo-deformacdo, idealizadas para repre-
sentar a tracdo na flexdo do concreto, sdo mostrados nas
figuras 2.3.a (Relag¢do usual), 2.3.b e 2.3.c (Relacoes
nodificadas de Vebo e Galhitdl ), denominadas respectivamente
como modelos 4, 5 e 6. Estes diagramas dependem apenas do
conhecimento da resisténcia cilindrica & compressao, f' , sendo,
a partir deles, calculados mddule de deformagao longitﬁdinal
e tensdo de fissuracdo, que definem o8 pardmetros dos
modelos.

0 ponto de origem das relagdes T-D de tracdo, K,
corresponde nas curvas de compressdo ao ponto no qual a tensdo €
igual a zero.

A sequilr, serdo descritas em forma conjunta as regras

referentes estes modelos, citando as excessdes para cada modelo.

Regra 1. A descarga se verifica com inclinacdo igual ao mddulo

de deformag¢do longitudinal, E , até atingir a tensdo de
o
fissuracao, f; , dada por:
' 1/2 2
ft = 0,625 (f' ) (N/mm ). (2.10)
c

A partir daf, ocorre a fissuracdo, e a tensido:

- Vale zero, para o modelo 4.
— Seque com inclinac¢do negativa igual a 0,5E ate

- - — C
atingir a tensdo zero, para o modelo 5.

- Igual ao modelo 5 até atingir a tensdo O,Sfé. Apods,
segue com declividade negativa igual a 0,05E ate

C
alcancar a tensdo nula, para o modelo 6.

Para estes 3 modelos, as tenstes, ap6s atingirem

¢ valor zero, permanecem nulas para decréscimos da
deformacoes.
Regra 2. Se o concreto ndo fissurou, a recarga se faz com 1in-

clinacdo igual 3 E até chegar & zona de compressdo. Se
) c
figsurou, a recarga ¢é definida pela reta que pasgsa pelos

pontos de inicio de recarga, J, e de infcio de descarga,
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K, até chegar a zona de compressao.

Deve-se salientar, que os modelos 5 e 6 nao pretendem
representar a relagdo T-D em um ensaio de tragdo uniaxial, mas
sim introduzir, numa formulagdo continua para flexdo de
concreto armado, a colaboracgdo da trag¢do no concreto entre

fissuras, que € um fenbmeno discreto.

2.3 - Relagdo tensdao-deformacido para o ago

2.3.1. Modelo elasto-pldstico

As regras da relacdo, mostrada na figura 2.4, sdo
as sequintes :

Regra 1. A carga e descarga na Regido I é eldstica linear, com
inclinacdo igual ao mddulo tangente inicial, E

g
Regra 2: A carga na Regido II se verifica com inclinac¢do igual a

0.005E
3
T A
N/mf)
0,005E
L I :J’“
fy —
>
i i
o) @
@)
1 ®

e

FIGURA 2.4 - Relacdo T-D elastoplédstica
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Pegra 3. A descarga, a partir da Regido II, se produz com incli-
nac¢do igual a da regra 1 até o ponto L, 1interseccdo
desta com a reta da Regido II, de sinal oposto a tensdo
mdxima atingida no inicio do ciclo. Depois segue com
inclinacao igual a O,OOSES.

Regra 4. A recarga desde a tensdo atingida na regra 3 é com in-

clinacdc definida pelo médulo tangente i1nicial.

2.3.2. Modelo de Agrawal
Esta relacgdo tensé’;o—deformagéo1 descreve 0 compor-—
mento das armaduras submetidas a carregamentos ciclicos e possul

o ciclo tipico mostrade na figura 2.5. As regras sao as
seqguintes:

FIGURA 2.5 - Relag¢do T-D para o aco.
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Regra 1. Na Regido I a carga e descarga € eldstica e linear com
rigidez definida pelo mdédulo tangente inicial, E

Regra 2. A carga na Regido II se verifica com inclinaggo igual
a 0,005E

Regra 3. A desca?qa a partir da tensdo mdxima atingida na regra
2, ponto J, se efetua com inclinacdo igual a da Regido I

até atingir a tensédo fl. de sinal oposto. A tensao

£ ¢ definida pelo ponto de interseccgédo da reta anterior
cém a curva correspondente a equacgdo (2.11), conforme a
figura 2.6. 0 trecho curvo, que se segue a partir da ten-
530 fl, tem a equacdo

+ 1000E 2
= - 6,85 | 64,5 - 52,7 (0,838) | (N/mm' ) (2.11)
s

onde o sinal positivo corresponde a tenstes de tracdo e

E= Je -¢ | . (2.12)
s N
Gs A
(NfAam@)
En .
Eq ,
—

fo = £164,5-52,7(0,8381'9%CF 15005 (N/mn?)

FIGURA 2.6 - Ponto de intersecdo correspondente a
tensdo f

A tensdo f f calculada com a deformacdo 1igual



Regra 4.
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a 0,00065. Para os agos com tensdo de escoamento
diferentes multiplica-se o coeficiente 6,895 da
equacdo (2.11) por fy/363 (N/mmz}.

A recarga, a partir da tens3o atingida na regra 3, se a
tensao £ ndo fol atingida, origina uma reta com 1inclina-
¢do correspondente ao mddulo de deformagdc longitudinal
até a tensdo mdxima neste ciclo, , retomando a curva
de carga anterior. Se for atingigg a tensao £ _, a
recarga passa a ser controlada de forma semelhante a
regra 3.



3. MODELOS HISTERETICOS PARA SECOES DE VIGA EM CONCRETO ARMADO

3.1 - Generalidades

A predicdo do comportamento de wvigas de concreto
armado, submetidas a carregamento ciclico, ¢ muito importante
como ponto de partida para o estudo da resposta dinamica de
estruturas de concreto armado solicitadas por a¢des de vento,
sismo ou impacto. Este problema € extremamente complicado por
diversos fatores que o 1influenciam, tais como, aberfura e
fechamento de fissuras, variagdes na aderéncia entre o
concreto e o aco, fluéncia do concreto, efeito de
Bauschinger no ag¢o, histdéria de carga, lacos de histerese e
plastificacdo local.

As cargas consideradas neste capitulo wvarlam apenas
quase-estaticamente e serdo descritos modelos histeréticos para
elementos de viga de concreto armado, obtendo-se as respostas em
termos de resultantes de tensfes e deformaces generalizadas.
530 apresentados modelos laminares com as diferentes relacdes
tensdo-deformacdo para o aco e o concreto descritos no capitulo
anterior, sendo também proposte um diagrama momento-curvatura
simplificado.

Posteriormente, compara-se os resultados analitices destes
modelos com as respostas experimentals de ensaios em vigas de
concreto armado submetida a carga e descarga.

3.2 - Modelos Laminares

Considerando como exemplo tipico uma viga, em flexao,

16
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carregada no seu plano de simetria, cuja sec¢do transversal

simétrica mostra-se na figura 3.1 e onde, por simplicidade,

adotou-se segdo retangular. Assumem-sSe as seguintes hipdtleses:

I) A formulacdo estd inserida no marco da Mecénica do
continuo. Desta forma, os efeitos da fissuracao,
escorregamento da armadura e de toda e qualquer fonte
localizada de descontinuidade do campo de deslocamentos
consideram-se dispersos em forma continua nas vizinhancas
da zona afetada, de modo que as deformagdes generalizadas
médias sdo compativels e continuas.

Deste modo, o eixo médio, originalmente reto, se deforma
segundo uma curva, que verifica as condigdes de
intregabilidade.

ET) As secbes lransversais planas permanecem planas e normais
ao elxo deformado apds a deformagao;

IITI) A uma distdcia z do baricentro da secdo transversal,
as deformagdes longidutinais das armaduras sdo iguails as
deformacles longitudinais médias do concreto circundante.

V) A formulagdo fica restrita a agbes de curta duracdo, ndo
sendo levados em consideracgdo fluéncia, retracao e fontes
de auto-deformacdo;

) As deformacgbes iransversals foram desprezadas.

=
e
£
N,
t
o
4

A a e 1 -+ 1 ‘
= v al B
a‘ A M | :\J‘; NN
- ; | I

e e e s el bl r—— s — I s A= -
é N X h . G ]
Z ' ; =
Z 1 : ' N

a : ;
f A1 5 —k:.LT_ﬂ“ ——=

FIGURA 3.1 - Discretizacdo da secdo transversal da viga
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A flexdo ocorre no plano de simetria x-z, sendo que o
eixo X se situa na direc¢do longitudinal e a se¢do transversal
subdividida na direcdo z, conforme a figura 3.1, em camadas
(T = 1,2, soemns ., n) de drea, A , e coordenadas centrais, z ,
referidas ao baricentro da secgé de concreto. O0s niveis Céas
camadas de armadura longitudinal s3o denotados por z
(3 = 2By ssomn , n,). A drea da sec¢do transversal da a?éadura
é definida por A _1

De aco?éo com a hipétese I, as deformagdes normais
longitudinais, € , em cada camada podem ser calculadas a partir
do conhecimentoxda deformacdo Eg no baricentro da secdo trans-
versal da viga -ponto G da figura 3.1- e da curvatura média, y ,

pela expressdo

€ = € - z X (3:.1)

onde 2 = coordenada baricéntrica do nivel considerado.

As tensfes nas camadas de concreto e de armadura sdo
calculadas através das deformag¢des normals, obtidas anteriormen-
te, e das relacgles tensdo-deformacdo assumidas.

A distribuicdo de tensdes longitudinais, na secdo
normal, pode ser reduzida a um sistema estaticamente equivalente
de solicitagdes internas, N-M, que depende do centro de reducdo.
Tomando como centro o ponto G, em termos as eformacgdes
generalizadas € , X resultam os valores da resultante N

aplicada em G e go momenlto do bindrio associado M dados por

I
1 n
N= A ¢ (e,x)+ £b h (e 3.3
sj sy @ X g g By te sy ] S
j=1 i=1

é
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n
e n
M= 5 A z ¢ (e.x)+ b h z o (e ,x) (3.3)
8] 8] s8] g ) i % i €& 9
3= J=0
onde o = tensdo normal nas camadas de armadura;
SJ
b = largura da camada de concreto; h_ = espessura
1 i
ra da camada de concreto; g = tensdo normal na camada de
ci
concreto; A | = drea da armadura na camada j; 2z _ = coordenada
5] s)
central da armadura; z = coordenada central das camadas de

c1
concreto.

Devidc ao acoplamentce funcional das varidvels cinemati-
cas € , X com as fisicas M-N, decorrente da ndo-linearidade das
equagges constitutivas, os diagramas momento-curvatura, além de
dependerem do centro de reducdo, se apresentam na forma de uma
familia de curvas, onde cada componente corresponde a um nivel
constante de esforco normal. Em particular, no caso de pecgas

submetidas a flexdo simples é:

N =20 (3.4)

3 Para a obtencao dos diagramas momento-curvatura aplica-
gse um processo computacional do tipo incremental-iterativo,
conforme as figuras 3.2 e 3.3, partindo do estado natural onde
as deformagdes generalizadas e resultantes de tensdes sdo nulas.

Nos modelos laminares nac se adota nenhuma
limita¢do para as deformacgdes iiltimas do concreto e
do ago. A ruptura ¢ determinada pela instabilidade numérica,
due ocorre no processo iterativo.
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Em um passo gendrico k, a curvatura é fixada 1incremen-
talmente na forma

X6 = xR, oayk (3.5)
2, com xk constante, para ajustar iterativamente (3.4),
emprega—-se na redefinicgdo da deformagido, eg , & equacdo:
ek -ek
k k gm glm=-1)
€ w gy o ™ Rp 3y pUrmsmedess (3.6)
g(m+l) g(m=-1) (m-1) Nm N(m"l)

onde o Indice m numera as iterac¢des. Aplicando as equacdes (3.1)
. (3.2) e (3.6) e as equacgodes constitutivas, se recalcula o
esfor¢o normal até a convergéncia, que fica definida qgquando N
alcanga um valor pequeno previamente estabelecido.

Para iniciar o processo iterativo, no primeiro passo
] ] 1 -4 ]
com X = AX ., toma-se 59] = 1x10 5 sgo

calcular Nl = No e aplicar a equacdo (3.8). Como os incrementos

de curvatura podem ser varidveis em cada passo e a curva M - ¥,

= 0, o que permite

pode experimentar descontinuidades na derivada, o algoritmo

resulta favorecido se, nas etapas subsequentes, a inicializacgdo
se efetuar com

onde simbolos com traco representam valores de convergéncia.
Em cada etapa, uma vez obtida a convergéncia, o momento
€ determinado em forma direta pela aplicacdo da equacgao (3.3).

Repete-se todas as etapas anteriores, a cada novo incremento
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dado na curvatura, cbtendo-se, desta forma, sucessivos pontos do

diagrama monmento-curvatura.

3.3 - Modelo histerético pEfEE?EE

Embora os modelos laminares que utilizam boas represen-
tacBSes possam oferecer acurados resultados, significativas
vantagens computacionais normalmente ocorem com PpProcessos
simplificados em termos de resultantes.

Existe evidéncia experimental} de que o comportamento de
vigas submetidas a carregamento varidvel, repetido e reverso ¢é€
predominantemente afetado pela resposta dc aco e pouco
infiluenciado pelas propriedades do concreto. Em funcdo disso,
apresenta-se um modelo para relagdo momento-curvatura que foi
gerado como uma adaptacdo trilinear do esguema de Agrawal para o
ago, embora incluindo a possibilidade de efetuar lacos
histeréticos para descargas parciais com regras esimilares ao
modelo de Blakeley & Park para o concreto. O modelo 1:::w::u:»os;tco}:!J .
conforme figura 3.4, € definido pelos peontos A, B e C,
respectivamento pontos de fissuracdo, plastificacéo e
ruptura. Estes pontos s3o determinados pelo modelo laminar ou
por fdrmulas empiricas. As regras deste modelo sao as
seguintes:

Regra 1. No estddio I tanto a carga quanto a descarga €
eldstica linear.

Regra 2. A descarga, desde o estddio II, se efetua com rigidez
igual aquela do estddio I até metade do momento mdximo
atingido, ponto H. Depois procura-se o ponto de fissuracdo
de sinal contrdrio.

Regra 3. A descarga, a partir do estddio III, se realiza com
rigidez idem aquela do estddio I até a metade do momento
mdximo atingido, ponto L. Depois, continua com rigidez
lgual a do estddio II até chegar a um momento pré-deter-—
minado, Mo, de sinal oposto.
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mh

)

Regra 4.

Regra 5.

Reqgra 6.

FIGURA 3.4 - Modelo proposto

A descarga,desde Mo, alcancado na regra 3, continua

qoveﬁnada pela equacgao empfﬂca:

)
M=M (1,1 - 0,838 ) , (3.8)
'
onde a =1}’A = X[ h; M = momento de plastificacdo;
Y
h = altura da secdo transversal da viga:; y = curvatura
atual; XA = curvatura correspondente ao ponto de

momento nulo, conforme fig. (3.5).

A recarga, desde um ponto obtido com a regra 2 ou regra
3, se efetua com rigidez 1igual a do estddio I até a
metade do momento mdximo atingido. Apds, procura-se o
ponto de momento mdximo do ciclo presente.

A recarga, a partir dos pontos determinados pela regra

4, € realizada de forma semelhante & descrita pela
regra 3.
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0 momento Mo, mencionado na regra 3, € determinado
previamente, de forma iterativa, pela interseccdo da reta de
descarga com rigidez igual A& do estddio II com a curva dque

atinge, no ponto A, o valor 0,1 M , como mostra a figura 3.5.
Y

=
|x i

| |

ilx

=

X
) Mlmrthl-oasagi
FIGURA 3.5 - Ponto de momento M .
o
3.4 - Comparacdes entre resultados tedricos e experimentails

Os resultados experimentals de trés ensaios distintos,
extraidos da literatura, foram confrontados com as representa-
¢oes oferecidas pelos modelos seguintes:

a) Modelo laminar I, com a relacgdo bilinear elasto-pldstica
para o ago e esquema de Blakeley e Park para o concreto.
b) Modelo laminar II, com as relacdes tensdo-deformagdo de
Agrawal para o aco e Blakeley e Park para o concreto.
c) Modelo trilinear em termos de resultantes, de Takedal?
d) Modelo histerético proposto 1.
As propriedades dos materiais e os detalhes das wvigas
ensaladas estdo mostrados na figura 3.6 e os procedimentos

experimentais sdo descritos detalhadamente nas referéncias -.2:13
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FIGURA 3.6 - Propriedades dos elementos de viga.

A figura 3.7 mostra a comparacac enitre as respostas

analfticas e a experimental da Viga

l, a qual estd sujeita a

carregamento ciclico, que wvaria da carga mdxima até zero. O0Os

dois modelo laminares apresentam resultados muito semelhantes,

caracterizados pela pequena histerese exibida, atribuivel apenas
a colaboracdo do concreto, jd que o5 modelos do aco apresentam

recarga eldstica para descargas parciais. A secado de

concreto nestes modelos foram divididas em 21 camadas. O

modelo de Takeda Lambém resulta incapaz de aproximar os lacos

de histerese, além do gue subestima a rigidez de descarga e

saobre-estima o efeite degradativeo. J&

o modelo proposto,

apesar de aproximar melhor os lacos histeréticos da resposta

experimental, resulta um pouco rigido no comego da descarga.
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FIGURA 3.7 -Diagrama M-y para a viga 1 submetida
a carregamento ciclico.

Nas Figuras 3.8 e 3.9 mostra-se a comparacdo entre as
respostas analfticas e experimentais para Vigas 2 e 3, as quais
estdo sujeitas a carregamento ciclico reverso. A diferencga
verificada entre o resultado experimental e os modelos laminares
estd apds a reversdo da carga, sendo devida as caracteristicas
extremamente ndo-lineares da armadura sujeita & carga reversa.

No modelo proposto, uma pequena diferenga € observada
ne 1inficic da descarga e da recarga, em cada c¢iclo, tal como
alguma tend&ncia a sobre-estimar a energia dissipada nos lacos

de histerese.
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FIGURA 3.8 - Diagrama M-X para a viga 2 submetida a
carregamento ciclico reverso.
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FIGURA 3.9 - Diagrama M-) para a viga 3, submetida a
carregamento ciclico reverso.

Os modelos laminares I e II apresentam a mesma curva

T-D para tracdo no concreto, mostrada na figura 2.3.a. Os
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resultados analfticos obtidos, apresentaram um decréscimo do
momento apés a fissuracgao, até atingir a estabilizacgdo
quando, entdo, recomeca a aumentar, conforme a figura 3.10,
exemplo da Viga 1. Nos diagramas M-X obtidos anteriormente,
simplificou—-se por uma linha reta.

A resposta experimental ndo estd representada na
figura 3.10 pela dificuldade de observar—-se no resultado do

en=saio onde foi extraifda.

ia
{x !0"‘Num]

Fé
r s
200 4

120 .
'f
"
£
rd
74 —— Modelo Laminar IT
\ i
100 \ o S— .
L Modelo Laminar IO
[ LY
v |
50
0 20 40 80 €0 100 120 v &

1x10" *edsmm)

FIGURA 3.10 - Diagrama M-YX com diferentes curvas T-D do
concreto a tracdo da Viga 1.
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Observou-se que cada aumento da fissura, para uma nova
camada, acarretava uma certa instabilidade numérica, conduzindo
a um maior numero de 1iteracgles até a convergéncia. Este
incoveniente foi corrigido, utilizando o modelo 6 para tracgao
no concreto, mostrado na figura 2.3.c, sendo o mecdelo resultante
denominado de Modelo Laminar III.

Na figura 3.10 compara-se o modelo laminar III com o
II. Verifica-se que apds a fissuracdo, no primeiro modelo, ndo
ocorre mais a instabilidade numerica.

Finalmente, pode—se mancionar que o modelo simplificado
descrito em 3.2, embora fosse estabelecido para carregamentos
guase-estdticos, fol posteriormente aplicado por Bignon 2, sem
rodificacgbes, para analisar os resultados de um ensaio
consistente no impacto de um projétil flexivel sobre uma laje
de concreto armado de espessura média. Foram obtidos
resultados promissores, neste complexo problema, onde ¢ modelo
de Takeda tinha oferecido resultados inaceitdveis.



4. MODELOS MOMENTO-CURVATURA EM LAJES DE CONCRETC ARMADO

4.1 - Consideracgoes Iniciais

Desenvolve-se, neste capitulo, um estudo analitico e
comparativo em relagdes M-X em lajes de concreto armado, com
armadura inferior e/ou superior e sujeita a um estado de flexdo
e torcdo, caracterizado pelas curvaturas bprincipals, enm
auséncia de solicitagfes normais e tangencilals no planoc.

0s métodos analfticos, utilizados para obter os
diaoramas momento-curvatura, serdo implementados a partir dos
modelos descritcs no capitulo 3.

As consideracfes tedricas a serem efetuadas para a
definic¢d3o da relacdo M-y em lajes de concrete armado levam em
conta o comportamento ndo-linear dos materials, a orientacéo
das armaduras e o valor relativo das curvaturas principals

existentes no estade de deformacdo.

4.2 - Modelo Laminar IV

As hlpdteses assumidas sdao as seguintes:

I - Os efeitos da fissuragdo, escorregamento da
armadura e de toda qualquer fonte localizada de descontinuidade
do campo de deslocamentos consideram-se dispersos em forma
continua nas vizinhancas da zona afetada, de modo que as defor-
magdes generalizadas médias sdo compativeis e contfinuas.

Desta forma, a superficie média, originalmente plana,
ge deforma segundo uma superficie curva no espago, que verifica
as condigtes de integrabilidade.

As curvaturas desta superficie devem ser consideradas
como valores médios das curvaturas descontinuas reails existentes
e, desta forma, a formulacdo recupera as ferramentas tensoriais
que regem as transformac¢oes de tensdes e deformagdes sob mudanca

de coordenadas ne meilo continuoc.

IT - As retas normais ao plano médio permanecem retas

32



e normais & superficie deformada (hipéteses de Kirchoff de
flexdo de placas isétropas homogéneas).
Por outro lado as forcas de volume, e as tensfes e deformacdes
tangenciais atuantes na placa sdo neglicenciladas.
Estas hip6teses implicam na existéncia de um estado plano

de tensodoes (generalizado) e uma distribuig¢do linear das

deformacdes na secdo transversal da laje© , OU seja:
g :
€ .:F By - XK., I3 = 1.2 (4.1)
19 =l 1]
g

onde &  s8o as deformac¢les generalizadas médias de membrana,
Xij aslgurvaturas médias de flexdo e torgdo e z a distdncia a
superficie mddia.

Pela hipdtese I, s?_ e ¥.. 580 tensores
cartesilanos simétricos de segiéda ordéé, no dominio
bidimensional ° , &€ podem diagonalizar-se segundo o procedimento
tradicional.

Em particular, o sistema ortogonal para o qual yx
assume uma forma diagonal € o sistema de 21Xos principals éjas
curvaturas respectivas sdo curvaturas principais.
Ccnsequentemente, nas diregbes principais de curvatura, a

curvatura de torcdo ¢ nula.

IIT - A uma disténcia z do plano médio, as deformacbes
longitudinais das armaduras sdo iguais as deformacdes longitudinais
médias do concreto circundante.

IV - A armadura ordindria é colocada em camadas,
formando uma malha retangular.

v - Ag armaduras estdo sujeitas apenas a tensdes
uniaxiais.
| VI - A interacdo no concreto, entre as tensbes
normals associadas com as diregdes principais de curvatura, €&
ignerada, coeficiente de Poisson nulo.

VII - As curvas tensdo-deformagao uniaxiais do
concreto e do ago sdo i1idénticas as empregadas no modelo ITT.

No que seque, as referéncias de curvas M-Y devem

entender-se como relagdes entre curvaturas principais e
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regspectivos momentos fletores, Bendo que ap diregdes principais
de curvatura podem estar defasadas de um dngulo £ com relacao

as direcdes das armaduras.

—— i — e o e —— . o — —

Considera-se, na figura 4.l.a, um elemento de laje com
a armadura orientada nas direc¢les X,y e assume-se exlstir um
estado de deformacgio, caracterizado pelas curvaturas principais
Xy ' %y Os momentos, segundo as direcles principals de
curvatura u,v, S3o0 representados pelos valores M , M e M ,
mostrados na fig. 4.1.b. Nesta figura, ¢ angulo BU deglne ug
posic¢c3o do sistema u,v frenie ao sistema X,y coincidente

com as armaduras.

Ag) « Ags

52+ Psq

FIGURA 4.1 - Laje de concreto armado:
a) orientacaoc da armadura; ) =
b) momentCos associados com as direcoes

principais de curvatura.
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Para definir as relagfes procuradas, assume-se gue Yy ,
u
e X crescem monotonicamente desde o estado natural até a

v
ruptura, conforme a equagdo abaixo:
we= X /X (4.2)

onde deve ser maior ou igual que e w = constante.
X X

u v
A seg¢dc transversal do elemento de laje - com

comprimento unitdrio na direcdo normal a X e y -
¢ mostrada na figura 4.2.a, i1ndicando a espessura da laje, h,
as dreas da sec¢do transversal de armadura longitudinal, & e

. 5)
03 nivels das camadas de armadura, denotades por z , com
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1,2,3 e 4. A segdo transversal de concreto, figura 4.2.b,
em camadas 1 = 1,2, ..,n com drea

referidas ao

j £
é subdividida na diregdo z,
A e coordenadas do centro da camada, z ,

ci o |
baricentro da seg3o.
Tz
| - b=l l
4 1 =
— 1
o— T} A n -~ ‘ -]:d
e $3 \As3 o
™
N
h =l . . BARICENTRQ . e =8 —
47 A s T ’
<) 2 bt
e < o
— = T v v .
-
3 |
4 b= %
*F_E#: i1 .
1=2
) 1=3 T T
] eq NU
h == BARICENTRO N ]
~ '._J;_ s
} d
N
1 by I=n s=hs
ﬁ;

FIGURA 4.2 - Discretizacdo da segdo transversal da laje

normal 3 direcdo x:
a) da armadura;
b) do concreto.

De acorde com a hipdtese da variacdo linear de

deformagGes ao longo da espessura e conhecidas as curvaturas
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principais médiasy e yx , calculam-se, entdo, as deformacdes
u v e
normais longitudinais, ¢ ece , da camada localizada a disténcla

u v
z do plano baricéntrico, particularizando a equagdao (4.1) com

= 0, ou seja,
Xuv
g
= =g -z (4.3)
u u u
g
E =E = Z'% (4.4)
v v v
cnde:
a g _ _ ) , )
- £ e e sio as deformacoes longitudinais no

u v
baricentro da secdo transversal nas direcgdes u e v.

Para um nivel z dado, as deformag¢fes longitudinals
normais 3 secdo transversal, sob mudangas de cocordenadas e
mantendo o eixo z fixo, transformam—-se como um tensor cartesiano

bidimensional de segunda ordem,

2 2
€ =€ c¢cos B+€ senB + 2¢€ sen B cos B (4.5)
X u v uv

m
I

E sen RB+e cosB - 2¢ sen B Cos B (4.6)
v u v uv

Considera-se desprezivels as solicitacdes de membrana atuantes

na laje e, como E = 0 nos eixos principals de curvatura,
uv

ficam ent3o as equacgdes (4.5) e (4.6) reduzidas a:

2 2
E =g cos R+g senp 4.7)
x u v
2. 2
€ =€ senfB +¢ cogh (4.8)
v L v ;
Estas deformacdes, segundo o0s ei1xos X e v, serao

necessdrias para determinar as solicitacdes nas armaduras.
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4.2.2 - Resultantes de Tensoes

Utilizando as equacdes (4.3) e (4.4) para obter as
deformactes normais longitudinais do concreto nas diregbes u e
v, £ u' e Ey_ , respectivamente, em cada camada i, € com a
relagéo tengéo—deformagéo assumida para o concreto, calcula-se
as tensdes fu‘ e fv_ na altura da ordenada central da camada.

Asc%ensﬁeg? nag camadas de armadura, devem ser
calculadas nas direcdes x e y -onde estas estdo orientadas- para
depoils calcular suas componentes nos eixos u e v. A fal efeito,
primeiramente, obtem-se as deformacGes € e € no concreto pelas
equagoes (4.3) e (4.4) nos nivels das cgmadag da armadura
longitudinal. Entdo, utilizando as equacgdes (4.7) e (4.8),
obtem—se as deformagdes no sistema de coordenadas (x,y). Pela
hipdtese IITI, estas sdo as deformacdes do aco e, com a relacao
tensdo—-deformagdo assumida para o ago, calcula-se as tensdes

longitudinails das armaduras no sistema X e v:

= - T X b4 X Y
{€ (e ¥}y =4f , € ., £ ., £ } (4.9)
81 s1 sl 82 s3 s4
onde:
Y _ . .
-~ £ i e f 5 : tensoes normais longitudinais da armadura
8 s
inferior & superior na direcgado x, respectivamente;
¥ b
= F . e f " : tensdes normails longitudinals da armadura
.S.s . i\ —
inferior e superior na direcdo y, respectivamente;
- E : as deformacoes nos respectivos niveils das camadas
851
de armadura longitudinal.
As forg¢as resultantes por unidade de comprimento
devidas ao ago, F , sdo calculados por
S1
F = A f (¢ ), 1=1,2,3,4 (4.10)
g1 si s1 Ss1
As forcgas por unidade de comprimento, F " pela

. s1
hipdtese V, se transformam da mesma forma que as tensdes de um

estado plano cujas diregdes principais de tensfes sdo KN
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Entdo, as componentes nas dire¢des principais de curvatura u,v
podem ser calculadas através da transformacdo
2
cos B O 5 0 0 1
0 Sern 0 0 =
{[F } = B 2 | {F } (4.11)
si u | 0 0 cos g O . J si
L0 0 0 sen R
2
sen g O 4 0 0
0 cos 0 0 =
{F_1} = ’ {F } (4.12)
51 v 0 0 sen § 0 5 s1i
0 0 0 cos B
onde:
T
{p } =4 ,¥® _ ,F _ ,F } , (4.13)
81 U sl 82 83 s4 u
T
{F 1} = {F y F y B , F 1 . (4.14)
s1° v sl 52 83 s4d v
sao as componentes procuradas.

Pela auséncia de solicitag¢bes normais plano da
laje, a soma das forc¢as normais por unidade de comprimentoc na
na direcgdo de u se anula, podendo-se escrever dque

+/2
u
L(F ) - I b £ (z) dz =0 . (4.15)
. 51 u c
i=1 -h/2
De forma aproximada, considera-se - em cada camada de concreto -
a tensdo normal constante e de valor igual aquele obtido no

baricentro. Ent3o, por aplicacdo de (4.3), (4.4) e a equacdo

constitutiva do concreto, a equagdo (4.15) pode ser substituida

por:

4 +h/2

u
Z(F ) + Ibhf (e
) S1 u 1 1T c1 g u
i=1 ~h/2

1

e X ) =0 . (4.

16)
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Com igual aproximac¢3o, o momento em relacdo ao centro

geométrico desta secdo € obtido pela equacgdo:

™
N
+
3
g
b g
N
'_h
L
m
>
L

(4.17)

De forma semelhante, a resultante das for¢as normais,
para a diregdo de v, & dada por:

bhf (¢.,%)=0 . - (4.18)

e o momento M correspondente, pode ser escrito conforme a
v
equ. 4.19.

v v
‘ . bhz £ € ,x ) (4.19)
v 81 Vv 81 I 3 €1 €1 g v
i=1 i=l

By

cnde b = unitdrio; h = espessura da camada 1 de concreto;
i
£

1
= tensdo normal central da camada i1 do concreto.
ci

O problema fica reduzido ao sistema algébrico
ndo-linear de equactes (4.2), (4.16) e (4.18) para as
incdgnitas €Y, €Y, yx e X, -

g g u v

Como existe uma incdégnita a mais do que o numero de
equacgoes disponiveis, € licito assumir um valor dado para
uma delas - X por exemplo - e daterminar o valor das demais
incdgnitas em %uncéo desta. As equagles (4.17) e (4.19)
ficam em forma residual para calcular os momentos associados com
as curvaturas da solucdo. Dada a dificuldade evidente que
ofereceria uma solucgdo analitica fechada, €& conveniente adotar
um procedimento numerico 1iterativo. No pardgrafo seguinte serd

descrito um algoritmo elaborado para solucionar este problema.
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( incio )
/Eafruda d¢ Dados /

Ectado Nagtural de Deformag¢das, Tensdes

Generalizadas a Resultanfes

N

Incremento na Curvatura Ky

N

g

Calcula-se © valor da Curvaturag Xg

a

Céleulo dos valores p/ as Deformagdes Normais Baric@trices :
u v
eg -] Eg

[Cdlculo das Deformagles e TensBes Normais

)

Caiculo dos Esfergos Normais: Ny e Ny

Cdlcula-se os Momenfos Fletores: My e My

FIGURA 4.3 ~ Algoritmo do modelo laminar IV para
laje de concreto armado.



42

4.2.3 - Procedimento numérico

0 procedimento numérico adotado para obten¢do dos
diagramas M-X num elemento de laje é 1iterativo-incremental,
conforme o algoritmo mostrado na figura 4.3, dando-se

incrementos na curvatura X , os quals representam as etapas do

u
carregamento. A continuagdo, iterando por aproxXximag¢oes
sucessivas até a convergécia, dentre de uma certa Lolerancia,
u v
determinam-se og correspondentes valores para X , © e €, tais

v (o] Q
gue satisfagam as equacgdes (4.2), (4.16) e (4.18). Apds, os
valores dos momentos M e M sdo calculados pelas equagOes

v
(4.17) e (4.19).

0s dados requeridos sdo:

I - As proprledades geométricas, definindo a espessura,
as dreas do ago e seus respectivos recobrimentos;

IT - As propriedades dos materiails, definindo a
resisténcia cilindrica a compressdo do concreto e a tensido de
escoamento do ago;

III - O angulo g segundo a figura 4.1.

IV - A razdo w, definida em (4.2).

Partindo do estado natural -onde tensdes, deformacdes,
resultantes de tenstes e deformagdes generalizadas sdo nulas -

dd-se, para cada passo i, um incremento na curvatura, AX

’
. ui
(evenfualmente varidvel) de forma que as curvaturas acumuladas

até a etapa 1 sejam determinadas por

X =X + AX . 4.20
u1 w(i—=1) ui , )

,e obtido no
infcio de cada passo, aplicando a equacao (4.2) na forma

O valor da curvatura na diregao v, Xy

J
X = wX (4.21)
vi ul
onde 1 = o numero do passo:
J = o nimero da iteracd3o neste passo 1.
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u v =
Para encontrar os valores de ¢ e g, das equac¢oes

(4.3) e (4.4), de maneira que as equacaeg (4.%6) e (4.18) sejam
satisfeitas, utiliza-se ¢ procedimento iterativo descrito para o
elemento de viga da secdo (3.1.1), conforme figura 3.3, sd que
agera, para as duas direcgdes u e v simultaneamente conforme
figura 4.3. Para tanto, redefine-se eu e gv. segundo a fdrmula
(3.6) particulizada, em relagdo a cadaqeixo. gA influéncia da
orientacd3o da armadura, B , no cdlculo das deformacdes normais
no nivel destas camadas € levada em consideragdo pelas equ. (4.7)
e (4.8). A resultante de tensdes da armadura, obtida no sistema de
coordenadas (x,v) deve ser transformado para (u,v), utilizando
as equagdes (4.11) e (4.12).

Obtida a convergéncia, dentro da margem de toleré&ncia
prefixada, calcula-se os momentos M e M pelas equacbes (4.17)

u

v
e (4.19), obtendo-se entdo um ponito dos diagramas Mu— Xu; Mv_ xv_

Repete-se todas as etapas anteriores, a cada novo
incremento dado em ¥ , equag¢do (4.20), conseguindo, assim, obter

u
sucessivos pontos do diagrama M-y.

Os resultados experimentais de trés ensalios
distintos em lajes com carregamento monotdnico foram
confrontados com a representacdo obtida pelo Modelo Laminar IV,
descrito anteriormente neste capftulo.

As propriedades dos materiais e os detalhes das lajes
ensaliadas B35, C2 e Bl6 estdo mostrados na figura 4.4. Cs
procedimentos experimentais s3o descritos detalhadamente nas
referéncias = . Salienta-se que nestes trabalhos o
parametro "w” €& a relacdo entre os momentos principais,

e aqui, toma-se como sendo as curvaturas principais, com o mesmo
valor.
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Propetes= | Toxa de Armadura d'/h
tades fyk
| ! z 2
Lete (mm} | ¥, Yo | M3 L C Cyp Cz | Cq |(N/ma®) | (N/mm)
B- 16 102,86 | 0,008i7| 0,00891 | 0,00817 0,C088I | 0124 | 0,186 | 0,124 | 086 | 333,0
c-2 104,6 | 0HOBON 0,00874 ol2t | os82 344,8
B-35 104,68 0.00001 0,00874| 0,00801 | 0,0c874| O0J21 | o182 | Ci21 | o482 | 3720

FIGURA 4.4 - Propriedades das lajes}4

As comparacoes foram realizadas em termos de
resultantes de tensdes e deformacdes, diagramas Momento-Curvatura,
sendo feito apenas na direcdo da curvaltura principal y

Na figura 4.5 a laje C2 estd sujeita a flexgo pura
(w=1) com armadura isotrépica orientada na diregdo das
curvaturas principais, isto é, B = 0 . Comparando-se as curvas
experimental e analitica, nota-se que ocorreu uma pequena
diferenca nos pontos de fissuracd3o e plastificacdo.

Na fissuragdo, a reposta obtida com o modelo laminar apresenta
uma rigidez superior ac do experimental, devido ao modelo
utilizado para a tragdo. Por outro lado, as declividades

nas fases pldsticas sdo muito bem aproximadas.
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M(;ioanmlnm)
aQ
VW o= |
‘ p=0
TR W
25
20
[——] | Experimental
[=-—=] | Modelo Laminar I¥
i5
Y.V
10 -
e ~
j - i m“ § XU
5 | Sy
{
1
G 50 100 150
Y (x6%rad/nn)
FIGURA 4.5 - Diagrama M-x para a laje C2Z.
Na figura 4.6 a laje Bl6 estd sujeita a torgao pura
(w = =-1) com a armadura 1sofrdpica orientada a 45 emn relacdo
g = 45 . Na figura

a0 plano das curvaturas principals, B§

4.7 a laje B35 estd sujelita a um caso geral de flexdo e torgao
combinada (w = - 0.45), com a armadura também isctrdpica
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orientada a -34 em relacdo ao plano das curvaturas principals,

g = 34 .

M 10 umnszan

30
W= -|
B =45
2S5
20
Modelo Laminar T
13
10
|
<
| 4
. ) A ;aiuis’
" //’ | ‘ﬂ{ ;
u |
| |
“' |
|
o 50 100 i50

'x-luléerudial}

FIGURA 4.6 - Diagrama M-X para a laje Bl6.

Observa-se que as curvas analiticas representaram razoavelnente
08 diagramas experimentais. As diferencas verificadas foram

novamente apés a fissuragdo, agora apresentando uma certa
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instabilidade e decréscimo no momento , influenciade pela

orientacdo das armaduras. O0s pontos de fissuragdo e de
plastificacdo sdo detectados em forma acurada e os diagramas

M-X obtidos pelo Modelo Laminar IV representara aproximac¢des das

curvas experimentais.

M (21 nnamm)

30
o W=-0.45
B=-34"
z5 -
2o
E xperimenta!
Modelo Laminar T
15
10 /
'/ 55"
=%
X
]
5 ! ' .
,\/ N
|
|
0 50 100 I50

XI:IE)‘radﬂlul

FIGURA 4.7 - Diagrama M- X para 2 laje B35.
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Com este modelo analftico, efetua-se agora um estudo
paramétrico, examinando a influéncia da variagdo na relagdo
entre as curvaturas principals consideradas e da orientagdo da
armadura em relacdo ao plano das curvaturas principais nos
diagramas Momento-Curvatura. Os resultados foram obtidas nas
lajes <C2, Bl6é e B35.

Na fiqura 4.8.a, a laje Bl6 estd sujeita a torcao pura
(w ==1) e varia-se a orientacdo da armadura em relagdo as
curvaturas principais no intervalo 0 <= 8<= 90 . Observa-se que a
fissuragdo ocorre ao redor do ponto com o momento M = 7,0 KN m/m
e a curvaturay = 0,0022 rad/m. A instabilidade ngmérica apds

|54
fissuracdo aumenta conforme o incremento no dngulo

. até
atingir um mdximo em 45 . Nota-se também que para os angulos
complementares, por exemplo B = 300 e B= 60 , os resultados

sdo muito prdximos mas ndo i1dénticos, devendo-se atribulr este
efeito ao fato de que as camadas das armaduras nas direcgOes
u,v ndo sdo coplanares, embora o produto das dreas
pelas distancias ao plano médio sejam as mesmas. Jd gque a
diferen¢a € minima, nas andlises subsequentes somente serd
considerado o intervalo de wvariacao 0 <=8 <=45 . Pode
observar-se que a variacdo na orientacdo da armadura
influencia significativamente o ponto de plastificacgdo.

Na fiqgura 4.8.b a laje B35 também estd sujeita a
torcdo pura(w= ~1) e o angule B varia de 0 a 45 .
Movamente ficam corroboradas as consideragfes relativas ao
ponto de plastificacdo.

Na figura 4.8.c, a laje (€2 estd sujeita a flexido pura
(w = 1) variando-se o angulo B de 0 a 45 . A representagido M-X
apresenta uma diferenca da ordem de 5% no momento e na
curvatura de plastificacdo.
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M (210° Hmm/mm)

30
BI6
W=-1
p=90°
25 —
g =0 7 il e ——
20 /
. B =60*
g =30°
B = 43°
N/
) ;ii;fffz;//
3
0 56 100 150
% {ulé‘rod!nm}
o =

FIGURA 4.8. Efeito da variacdo de 8 no diagrama M-X das

lajes:
a) Blo6
bh) B35

c) g2
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Na figura 4.9.a a laje Bl6 estd com a armadura

orientada com g= 300 e w varia de 1 até -1. A diferenga
verificada no ponto de fissuracdo com M = 7,6 KN m/n e

u
X = 0,0022 rad/m devido a variacdo de w ¢é minima. A maior

u
influéncia de w ¢ obtida no ponto de plastificagdo. As

rigidezes no Egtddio III aumentam com a diminuic¢dec de w.

| (xl(:l3 Nmm/mm)

30
B 16
| ae 30
el
[ =
wu/{ 5 /
_/’ W0, 8
[ e
20 =
W=.0,5
10 |
i
G 1
50 100 1SO

Y. t215%raasnm)
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i !03NnaInm!
30 o B 35
- ——7—-—_‘_—. |3: N
25 /
== |
20
13
10
ol
|
|
oy 50 100 I
Y. L x10 rad/mm)

FIGURA 4.9. Efeito da variacao de w no diagrama
M- X das lajes:

a) Blé6
b) B35.
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3,

Na laje B-35 com &ngulo § = 45" e w variando de 1 a
-1, mostrada na figura 4.9.b, ndo hd diferenga no ponfo de
fissuracdo com M = 6,5 KN m/m e X = 0,002 rad/m. Jd o ponto
de plastificaqéoué 0 mais influenci:do pelo w, sendo obtida a
maior variagdao em (Xp, Mp) quando o valor de w € igual a -1. As
rigidezes no estédiouIIIuséo praticamente 1iguals € muito

pequenas em relacdo a do estddio II.

4.4 - Modelo proposto para laje

Conforme as comparacdes descritas anteriormente,
deve-se salientar que o ponto mais influenciado pela variacdo
de B e w ¢é o da plastificacdo, enquanto o ponto de fissuracdo
permanece praticamente constante. Também, pode-se dizer que no
estddio III, as curvas M-X das lajes sujeitas a variacdo de B

e w convergem para o mesmo ponto, o da ruptura.

Entdo, com base no que foi dito, o Modele Proposto
para lajes de concreto armado, com armadura dupla, sujeito a um
estado de curvaturas principais aplicadas, definido por w, € a
armadura orientada em relacdo ao plano das curvaturas principals
com o angulo B , terd os pontos de fissuracdo e ruptura fixos e
encontrados com B8 = 0 e w=1. A influéncia da variacio de
w e B nos diagramas da laje serd dada apenas na curvatura e no
momento de plastificagdo, e por consequéncia acarretard as
modificag¢des nas rigidezes do estddio II e III.

A partir de agora , se passard a estudar o efeifo da
variacdo da taxa de armadura, altura da laje e resisténcila dos
materiais £ e £ , no ponto de plastificacao (xp. Mp).
submefida tgmbém § variagdo em R e w. N )

Primeiramente, sao apresentados diagramas momento de
plastificacdao-curvatura de plastificacdo, em que o elemento de
laje com a armadura orientada a 45 , isto é B = 45-, o estado
de aplicacdao das curvaturas principais w varia de 0,5 & -1,0.

Na fiqura 4.10.b, apenas permanece constante o

c 2
permanece constante o f k: 330 N/mm ¢ também o recobrimento.
s

£f =20 N/mm e o recobrimento, enquanto na figura 4.10.q
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FIGURA 4.10. Pontos de plastificagdo das lajes:
a) £ e 0 recobrimento constantes;

b) £ e o recobrimento constantes.

ck

ey 1= -



56

B4 n -:nlc! Nemn/or)
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h= 200 mm E 5k 330
=3 tyk=ze0

(N/mm
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100 . F
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!
Jjj h=100mm
!
a1 s

I /7

H=1,2!}7‘;’ 7
' / =-1,0
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[

7 —
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0 50 {ole) 150
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Pode-ze observar nestas figuras a influéncia de cada
parametro no momento e curvatura de plastificacao. Salienta-se

gue, auando w=-1, pode ocorrer a ruptura por esmagamento do
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concreto antes do escoamento da armadura, dependendo da taxa de
armadura.

Para melhor verificar-se a influéncia de cada
parametro nos pontos (X ,M ) nas prdéximas figuras oS
resultados anteriores sgo gpresentados de forma diferente.
Na figura 4.11.a e 4.11.b sdo mostrados curvas M - e pode-se
observar que o momento de plastificag¢do diminuil a?é o angulo
R = 34 a partir daf aumenta, o aumento da taxa de armadura
aumenta a perda no momento e também nota-se que guando w passa
a ser negativo o momento decresce MENOS.

3

“P {x10° 1 mm/mm)

25
H=0,3°f-
no———'ﬁm__:;'!‘——-——-.:--: __..--""‘-Cé
i ?\Q‘\‘\‘hh—-ohﬁ'———-—gﬁ_a———"#——o/
‘\'-..._____‘-- ./
.-‘H""‘"- ‘-_""N-_ /w
\_ ?:::_‘:-___———'/
15
H=0.470 %
> —d 8 e o ="
0 m.g:—'h‘:;_- R e e I——— ___,,....%__
hhﬁo%. 'ﬁ
: B (-
5
E3 w=0,5
=2 w=-05
5 E Vi=-1,0
o° 10° 20° 30° 60° 45°
g
= (i
FIGURA 4.11. Diagramas M - B para as lajes com £ = 20 N/mm2
2 p ck
fyk= 330 N/mm ; Rec=0,12 h e
a) h = 100 mm ;
b) h = 200 mm

m———— e .

R ———
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100
4= 0,8% Z
¢ 7
——-—‘-o....._.___. [
f—-———-q‘:-;:__.._q-"'--——- —_— — ] .____..-u—"_%.z
-“-"N B oe— e 9
N“".:“‘-ﬁ.. .%L
Y= ==
S0 M= 0,4 % =
| == ° = o  —n
%.Em " | —
W =0,5
] w0
W e-1,0
v 5
o* 10° 20° 30° 40 45
S b =,

Ja na figura
observa-se
20

influ&ncia,

na curvatura de plastificagdc deste elemento de laje,

funcgdo de w,

4.l2.a e
aque para (o]

mas a partir dai,

ue g .

menor dque

4.12.b 830 apresentados curvas x - B
dngulo B8

P

2 variacao nas curvaturas de plastificacao sofre pouca

ha um incremento sensivel

em
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60
"‘="!'0
W =-0.5 e
40 |- >/:7-/
_f'-""_'—-ﬂ": . a— )
—_— ——— ————t e '
20
= H-o8%
= Heoex
o)
0° 10° 20’ 30°
—_— a —
) 2
FIGURA 4.12. Dlagramag X -B para as lajes com £ k; 20 N/mm
P &
f k= 330 N/mm ; Rec=0,12 h e
¥
a) h = 100 mm ;
b) h = 200 mm .
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p pluéemdlmml
40

30 g ~
o

W=-0,5 “f",/{f
N A

10
=] Heo8%
E} HM=0,4%
0
o° fold 2a® 30° 40° 48
= b -

Pela observagdo dos diagramas anteriores, pode-se ver,
aque é muito dificil obter uma leil com base nestas curvas e
levando em conta todos os pardmetros gue influenciam o ponto de
plastificacdo da laje. Para tanto, tenfta-se normalizar estes
rezultados dividindo—-se as curvalturas e momentos de plastificagao

obtidos para o elemento de laje em estudo, pelo respeclivos
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x' e M com 3 =0 e w= 1, de acordo com as equagdes abalxos,

= 7 (4.22)
XD XP Xp
M =M/ M (4.23)
P D P
onde
X » M = a curvatura e o momento de plastificacdo obtidos;
24 B
¥ » M = a curvatura e o momento de plastificacdo com g= 0
= o
e w=1;
X , M = a curvatura e o momento normalizados.
P D

A seguir sdo apresentados os diagramas normalizados
para um elemento de laje com armadura simétrica, sendo estudado

o efeito da wariacgdo na taxa de armadura, f - £ o
= ' =

Na fig. 4.13.a e 4.13.b sdo mostrados aazcurvas x —-B

2]

h, R € w.

e M - B, para o elemento de laje com £ i = 20 N/mm |,
P [
f = 330 N/mm , com H = 100 mm, variando-se a taxa de armadura,
Y i 3
uw=20,4%, 0,8% e 1,28 , e comw = - 0,5 e g variando de 0'a 45", A

diferenca verificada entre as curvas é muito peduena.
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2,3
HM=1,2/%
L8 //

M= 0,8
!
H=0,4?a
1,4
74
L0 _==F==:=::::s::::s:ﬁﬁﬁﬁﬂﬁ

(o) 10° 20° 30° 40°

FIGURA 4.13.

Elemento de laje em gue varia-se a
de armadura:
a) diagrama y - B
D
b) diagrama M - 8
l:l

Caxa
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Jd na figura 4.14 sao apresentados os diagramas
M =8 e § -R , onde varia-se a altura da laje, as curvas
P

B :
permanecem 1guals.

Mp
b2 |
0 e H=0,0%
M= 1,2%
0,6 i
0
o° 10° 20° 30° 40° a4
— b —
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2,00 —— 1,0 e T
—
—
— .
. . ’ /
W‘ S e

1,78 —G,75 // o

// h= 70,100, 150,200 b 300 mm

\ s
1,50 0,50 q

i

. . \ \ ‘//////
LES — 0,25 >\'(/
|

== #,-#
/ B S0
Loo 0,00 |

o° 10° ’ 20° z0° 40° 43"

FIGURA 4.14 - Efeito da variacgb de h das lajes nos
diagramas normalizados.

Nas figuras 4.15.a e 4.15.b 830 apresentados os
diagramas M -8 e x -f para o clemento de laje com u = 0,482,
b P
£ = 30 Nf%m : h =200 mm e w = -1, e a outra com p = 0,4%,

N <
wR A

¥
A

A N/mm , h = 100 mm e w = ~0.5, respectivamente, wvaria-se

o L 2o f . Observando a curva y - 8 nota-se que nao
(14

8 D
OCorraeu 1nf¥uécia significativa variando-se o f , enquanto a
) = . : o X
cui'va M -~ g8 apresenta a maior diferenca, ainda gue pedquena,
P

quande B = 34 , gendo a influéncia mais acentuada quando menor
for o0 F

vk
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&p Mp.
e, L2
fyk = 500 M/mn®_
T — S E@Li%ug_
e~ — & m_g.’!““?
H‘hﬁﬁ ==l
. '--...__-: -: ﬁ :
1,9 0,3 :
1,4 0,4 m"—~//f
fyk= 250;380,4300|500 N/mm? l/
. e p
g E= %
Lo 0,0 ]
o° 10° 20° 30° 40° 45°
€
S
FIGURA 4.15. Efeilto da variacido de £ ; nos diagramas
vk
normalizados para a laje:2
a)u= 0,43 ; £ h: 30 N/Jmm ; h = 200 mm e = =]
i
b
b) u= 0,42 ; f£.,= 20 N/mm h= 100 mm e =-0,



2,30 1,30
f” = 500 MN/mm_ | -
« 380;430 gfflmmg Y 7
2.0 Fels e e L1 o LA LLU | 1S
== , =, . &//‘
S ]
1
B e e
=== —F 7
‘ b
1,75 015
1,50 0.5 ////
yk = 250,380,430 e 500 N/mn”
1,23 0,25 T e P e pp—
E‘j WMp— P
/' E] :i p -p
1,00 000 e
o* 10° 20° 30° 40° 45°
— b o1y

Nas figuras 4.16.a e 4.16.b saoc mostrados os

diagramas M -8 e y -8B onde no elemento de laje wvaria-se o
B D
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Observa-se due ocorre uma

diferenca

pedquena

67

nestes

C - . -
diagramas, sendo a influéncia mais acentuada quanto menor for

o £ :
ck
2.3 ]|3
Ui e ' .
’ -, = |5
‘iz:s%‘h
—,
e "-;.‘__h-‘
1,6 08
fok» I8
s 20
1,4 0,4 — % 28
s 30 w
7 == Fio-s
e = %0
1,0 0 sl
0° 10° 20° 30° 40° 45°

FIGURA 4.16.

normalizados para as lajes:
2

a) £ =
¥

b) fy =

Efeito da variacdo do f
K 330 N/mm ; 4 =

) 2
K 330 N/mm ;

~

0,4%

i

i}

W= 0,83

nos diadramas

100 mm e w =

200 mm e w =
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Kp M
2,3 1,3
fok = 18 _N/maf
s 20w
by s e _0_
B —— . = 30 »
= . %""-2 ) .‘-\‘ﬁ
‘\-..._' ;e
1,8 08 ==
1,8 0,4 7
. == Wy e
/ E—-—-—-— ip' 2]
10 0,0 ] :
0° 10° 20° 30 40°
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Em geral, os diagramas obtidos pela normalizagidoc dos

resultados, experimentaram uma influéncia reduzida ao variar-se

os pardametros £ , £ , h, u.
ck vk
Xp By
2,3 1,3 —

=

o
\\\ |

1&2:;:_&_‘“ call \ ’ 4
o e T % |
=~ S o/,
1,8 0,8 e el ’,?,/
We=0,5
) é,_‘.ﬁ”‘lag_
LJ
L4 0,4 - / <
o ///
== W b | o
=S e
1,0 0,0 Jﬁfﬁ_ﬂ4
o o - 20° 30° %0° 45°

FIGURA 4.17 - Curvas Ideais M -8 e y =-B .
P P
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Consequentemente, para determinar as relagbées M - ¥
para a laje de concreto armado, propde-se o0 seguinle modelo
trilinear unidimensional. As regras sdo definidas conforme o
modele proposto para o elemento de viga da figura 3.4,

atuando somente carregamento monoténico, sendo os pontos de

fissuragao ( xf. Mf). plastificacdo (y , M) e ruptura (x , M)
) . P P ¥ r

determinados de acordo com as seguinles regras:

a) Em funcdo dos dados f , £ , h, u sge determinam M , M,

; vk . P
X Xf e valores de ruptura. todos eles com B =0, w=1,

altravés da aplicacdo do algoritmo baseado no modelo laminar
IV ou por fdrmulas empiricas aproximadas, obtendo-se assim
os pontos de fissurac¢do e ruptura da lale.

b) © ponto de plastificag¢ao € obtido através das egquagbes
4.24 até 4.29, que representam a média dos resultades
normalizados, analizados no estudo paraméirico e que responcem
as curvas definidas com £ = 20 N/mm?, fyk: 330 N/mmz.

h = 100 mm e u = 0,63 conforme a figura 4.17. As
equacobes sdo as seguintes:

X = x / x (4.24)

M =M/ M . (4.25)

As equacdes que representam este universo de curvas s83o as
geguintes:

- a .20, (1-B/45") _
x ( B,w) =1+ 1,5.0,838 . 0,825 (4.26)
P

1,87
onde a = 4,1 (wt+l)

e para M se
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0°¢= B<=35=> M (Bw)=1~- (1 -M)B/35 (4.27)

=
. - b

35°> B>= 45"=> M (gw = M'+{ 1-M"+0,06(1-w)/2}.0,7 (4.28)

D
onde 5
M'= 0,77.0,97 (4.29)
2

b = 20(4,5-0,18)

1,55
~-8,55. |(w+l) /2|

0
]

M x10kans/am
0

BS————

//21 o —

E | Experimental
[E-=] Modelo Laminar T

I Modelo Proposto p/ laje

(8] S50 100 150

Xt:l(.}smdhami

FIGURA 4.18 - DIGRAMA M - X da laje Bl6
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Exemplo 1: 8eja & laje Bl6, cuigs caracteristficas estido
definidas na figura 4.4, w=1 e B = 45 . 0
procedimento para obter-ze o Modelo Proposto desta laje,

conforme descrito anteriormente serd:

Passo l: Com o Modelo Laminar IV, e com as caracteristicas
geomdétricas da secdo tranpversal, as resisténcias dos
materiais, taxa das armaduras , B =0 e w=1,
determina-se oS pontos anteriormente salientados do

diagrama M - X desta Laje

a) Pontio de Fissuragdo

x; = 0,0022 rad/m @ M = 7,46 KN m/m.

b) Ponto de Plastificacdo :

X = 0,0252 rad/m e M
o) B

24,1 KN m/m

¢) Pento ds Ruptura:

X = 0,240 rad/m e M

25,0 RN m/m.

r r
Passo 2: Para determinar o ponto de plastificacio M , ¥
4 - P D
da laje Bl6 com R =45 e w = -1, aplicam-se as equacoes

de (4.24) a (4.29), calculando entdo

= A& curvatura de plastificacdo (X ) pela equacdo (4.24)

P
tem—se

determina-se X pela equa¢dc (4.26)

a 20 (1 - '
l1 +1,5.0,838 . 0,825 { B 745°) =

-
I

1,87
onde a=4,1 (wtl) = 4,1 (-1 + 1)1’87 = 0
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- 0 20 (1-45 /45 )
1+ 1,5.0,838 . 0,825 =

><
]

0 0
1+ 1,5.0,838 . 0,825 = 2,5

substituindo este valor na equagdo anterior fica:

X = 2,5 .0,0252 = 00,0630 rad/m .
D

gque é a curvatura de plastificacdo desta laje.
- Momento de plastificacdo pela equacdo (4.25) tem-se:

M = M .M
D D D

e utilizando (4.28) determina-se M
D

n

~ b
M (Bw)= M'+{1-M"+0,06(1-w)/2}.0,7
o]

onde

c 0
M= 0,77.0,97 = 0,77.0,97 = 0,77

2 2
b = 20(4,5-0,18 ) = 20(4.5-0,1.45) = 0

1,55 1,55
c =-8,55. | (wtl) /2] = <8.55. | (=1#1) 42|

I
o

0
= 0,77+{1-0,77+0,06. (1+1)/2} .0,7 =

=
|

=2
i

=0,77 + (1 - 0,77 + 0,06.1) = 1,06

finalmente, aplicando o valor calculado de M em (4.25)
=
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ficard:

M =M .M =1,06 . 24,1 = 25,54 KN m/m.
i P P

que & o momento de plastificacgdo desta laje.

Na figura 4.18 estd representado o diagrama M-y
desta laje.

Exemplo 2: Seja a laje C2, com as caracteristicas definlidas na
na figura 4.4, e com w =1 e B= 0 . Sequindo o
mesmo procedimento do ezxemplo anterior, obtem—-se os

pontos do diagrama M -y para esta laje:

a) Ponto de Fissuracdo

Xf = 00,0024 rad/m =) Mf = 7,5 KN m/m
b) Ponto de Plastificacio
X = 00,0264 rad/m e M = 25,1 EN m/m
e P

c) Ponto de Ruptura:

X =0,232 rad/m e M
r r

25,3 KN m/m.

Na figura 4.19a estd representado o diagrama M - ¥
desta laje.

Exemplo 3: 8Seja a laje R35, com as caracteristicas definidas na
na figura 4.4, e com w = -1 e B8 = -34 . Seguindo o

mesmo procedimento do exemplo 1, obtem-se o5 pontos
do diagrama M -y para esta laje:

a) Ponto de Fissuracdo

Xf = (,0021 rad/m & M = 6,8 KN m/m

b} Ponto de Plastificacdo

X = 00,0420 rad/m o) M
P |8

22,7 KN m/m
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c) Ponto de Ruptura:

X = 0,245 rad/m = M = 27,5 KN m/m.
r r

Na figura 4.19b estd representado o diagrama M - X
desta laje.

Mix 10 Kam/mm)

50[ ] o . - | -
! L W= |
:I ~ I p: O
25 P e s Y v rms _;__._ - P 2 Fx _.T‘—_._
!
20 Sm—— _J — ]
|
[:::::] ' Experimentg!
[— Modelo Laminar IM
15 ———e '

IE' : Modelo Proposto p/laje

!
/ Y,V |
10 7/z'/ e __T . |

- f@} —,

;

o 50 o0 150
Xixlésral/nn}

(4]

FIGURA 4.19 - Diagramas M - das lajes:

a) C2
b) B35
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Mas figuras 4.18, 419z e 4.19b estdo representados os
diagramas M - ¥ obtidos experimentalmente, pelo modelo
laminar IV e pelo Modelo Proposto Trilinear para lajes.
Verifica-se gque a aproximacde obtida com este modelo em relacgdo

ao resultado experimental € boa.



5. CONCLUSSES

As conclusdes a que sz chegou no final deste trabalho,
podem ser colocadas em dois grupos, onde o primeiro engloba as
consideracdes do ponto de vista tedrico, com relagdo aos
modelos empregados para a andlise de elementos estruturais de
concreto armado, e o sequndo se refere aquelas gue dizem respeito
ao ponte de vista computacional da implementacdo dos algoritmos
desenvolvidos.

As ceonclusfes sdo vdlidas tanto para o elemento de
viga comoc para o de laje de concreto armado. as quals sdo:

- Comparando-se os resultados obltidos pelos métodos e
algoritmos empregados, com os dados experimentails e as respostas
apresentadas por outros pesquisadores, uma das primeiras
conclusfes a que se chega € a possibilidade de se analisar os
elementos de concreto armado, a partir do conhecimento das
prepriedades dos malerials componentes do conjunte, desde que
seja incluida a ndo-linearidade fisica. Fica em evidéncia
a impossibilidade de sequer aproximar a resposta em deslocamentos
ou tensbes de elementos estruturais de concreto armado, com um
modelo linear, além do ponto de fissuracgdo.

- Com fundamento nas mesmas compara¢des observa-se,
dentro da ordem de precigéﬂ a%gangada, que € semelhante a de
outros modelos similares » 0 conjunto das hipdteses
assumidas pode conduzir a resultados de interessze prético.

— A consideragdo da colaboracgdo do concreto na
resisténcia aos esforgos de tracdo, mostra que, apesar de ser a

78
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figsuracdo um fendmeno discreto, & suficiente obter uma relagdo
tensdo-deformacdo que considere a rigidez entre as fissuras,
para obter-se uma boa aproxima¢dc apds a fissuracgdo.

- 03 modelos laminares resultam adequados para
representar os diagramas momento-curvatura de segbes de concreto
armado submetidas a carregamentos alternados, desde gque a relagdo
tensdo-deformacdc para © aco seja realisticamente acurada na
aproximacdo do comportamento histerético. Consequentemente,
nido ¢ recomenddvel empregar simples esguemas bilineares para
o aco porque a resposta do conjunto ficard prejudicada, ainda
gue empregando um modelo refinado para o concreto.

As conclusBes com respeito a cada um dos elementos de
concreto armado, serd:

a) Elemento de wiga de concreto armado

- As formulagbes em funcdo de resultantes de tensdes
gfic muito vantajosas em termos computacionais mas, ainda as mais
elaboradas como a de Takeda, podem oferecer discrepdncias
importantes, Ja nos primeiros ciclos de carga.

- As representacdes do modelo proposto mostraram—-se
regularmente aproximadas gquando confrontadas com dados
experimentais de diversas fontes, e os resultados poderiam ser
melhorados adotando rigidezes varidvels nos ramos de descarga e
recarga, correspondentes as regras 2, 3 e 5.

h) Elemento de laje de concrebo armado

- 0Os diagramas M-% sdo influenciados significativamente
segundo seja a orientacdo das armaduras com respeito as, direcdes
principais de curvatura sendo gue a mdxima eficiéncia observa-se
para B =10 . Na medida que B cresce, diminui o momento de
plastificacdo até o valor de 45 . Para valores malores, as
pequenas discrepé@ncias entre os resultados correspondentes a
éngulos complementares, sdo devidas, como foi 3j& indicado a

que as armaduras ortogonails ndo sdo coplanares poY razoes
construtivas.
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- Nos diagramas M-y para uma laje com carateristicas
dos materiais e da secdo transversal fixas, variando-se £ e w,
observa-ge que ndo sofrem influ@ncia significativa os pontos de
fissuracdo pelas hipdteses assumidas e de ruptura. Jd no ponto
de plastificacdo ocorre grandes variagoes.
E e 1 nas

)
ck vk
de concreto armado acarretam alteragdes importantes no ponto

- A mudanca nos paré&metros h, £

de plastificacdo do diagrama M- ¥. Pelos diagramas
normalizados M - ¥ a influéncia de h, £ , £ e 1 € multo

P 2] ck vk
peqguena neste ponto.

A vantagem computacional dos modelos em resultantes,
tais como os modelos propostos para viga € laje, reside na
facilidade de se obter rapidamentte as relagdes M - y, que pode
ser importante nos casos de abordar—-se a andlise de grandes
estruturas submetidas a cargas dindmicas de longa duracao ou
sismico, que requerem pesadas cargas i1terativas ou incrementails
para ajustar o equilibrio dindmico global.

A técnica iterativa utilizada para obter-se a
convergéncia das equactes de equilibrio ndo lineares
apresentaram muito bons resultados, mesmo nos ponltos mais
crifticos fissuracd@o e plastificacao.

5.4 - (onsideraces Finais

E de salientar-se que o grau de complexidade do
problema abordado torna dificil sua solugdo, Se é pretentida em
modelo excessivamente simplificado, embora, a partir das
caracterfsticas mécanicas dos materials componentes, seja
rogsivel obter resultados de interesse prdtico como o8 aqui
anresentados. Como era previsito e & luz das analises efeluadas
resulta evidente que para interpretar exaustiva e rigorosamente
08 resultados experimentais e aproximar acuradamente as solucdes

numéricas, novos € sofisticados modelos deverdo ser



desenvolvidoes,

drea.

ampliando desta forma ¢ campo de pesqulsa niesta
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